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RESUMO

SCHULZ, Julhane Alice Thomas. Simulacao Numérica do Escoamento Bifdsico em Meios
Porosos Heterogéneos Empregando uma Formulacao Semi-Implicita, Limitadores de Fluzo
e 0 Método dos Volumes Finitos. 2009. 172 f. Tese (Doutorado em Modelagem Computa-
cional) - Instituto Politécnico, Universidade do Estado do Rio de Janeiro, Nova Friburgo,
2009.

Neste trabalho apresentamos um esquema numérico para a simulacao computacional de
escoamentos bifasicos, dgua-6leo, em reservatorios de petroleo. O modelo matemético
consiste em um sistema de equacgoes diferenciais parciais nao-linear nas incognitas veloci-
dade, pressao e saturagao. Uma quebra de operadores a dois niveis possibilita uma maior
eficiéncia ao método permitindo que a velocidade, fornecida pelo problema de velocidade-
pressao, seja atualizada somente para determinados intervalos de tempo associados ao
problema de transporte advectivo-difusivo em termos da saturacao. O método dos vo-
lumes finitos é empregado na resolucao numérica do problema de velocidade-pressao e
do transporte de massa por adveccao e difusao. Na solucao do problema de transporte
de massa utilizamos limitadores de fluxo na aproximacao dos termos advectivos e dife-
rencas centradas para os termos difusivos. O nosso simulador foi validado a partir de
confrontacoes dos seus resultados com as solucoes teoricas conhecidas para os problemas
unidimensionais, equacoes de Burgers e de Buckley-Leverett, e com outros resultados nu-
méricos em se tratando do escoamento bifasico dgua-6leo bidimensional em meios porosos
heterogéneos.

Palavras-chave: Escoamentos bifasicos, reservatorios de petréleo, limitadores de fluxo, mé-
todo dos volumes finitos.



ABSTRACT

A new numerical method is proposed for the solution of two-phase flow problem in petro-
leum reservoirs. The two-phase (water and oil) flow problem is governed by a pressure-
velocity equation coupled to a saturation equation. For computational efficiency an ope-
rator spliting technique s used; distinct time steps can be used for the computation of
transport and pressure-velocity problems. The finite volume method is used in the numeri-
cal solution of the velocity-pressure and mass transport problems. A flux limiter is used for
the numerical discretization of the advective terms while centered schemes are employed
for the diffusion terms in the mass transport problem. In the validation of our numerical
method we compared numerical and theoretical solutions for one dimensional problems,
Burgers and Buckley-Leverett equations, and compared our numerical results to others, in
the case of oil-water flows in two dimensions for an heterogeneous porous media.

Keywords: Two-phase flow, petroleum reservoirs, fluxz limiter, finite volume method.
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1 INTRODUCAO

Nos ultimos anos, devido a pertinéncia para a industria petrolifera, a simulacao de
reservatorios de petroleo recebeu atencgao e foi alvo de amplos estudos. Do ponto de vista
econdmico, é importante o conhecimento do comportamento do escoamento no reservato-
rio durante sua exploragao, porque fornece dados que ajudam a estimar as caracteristicas
da producao do petroleo, padroes de fluxo, tempo de producao etc. O principal objetivo
da modelagem computacional e do uso de métodos numeéricos envolvidos na simulagao de
reservatorios de petroleo é possibilitar um melhor direcionamento e controle dos pocos,

de maneira que haja uma maximizagao na recuperacao do petroéleo.

1.1 Breve Historico

Diversos autores tém apresentado, nos ultimos anos, diferentes formulagoes usando
o método dos volumes finitos que sdo empregados na discretizacao de problemas de esco-
amento bifasico de fluidos em meios porosos, onde o modelo mateméatico é expresso por
equacoOes diferenciais parciais nao-lineares, acopladas e dependentes do tempo. A simu-
lagao numérica do escoamento bifésico em meios porosos depende, em grande parte, do
desenvolvimento de simuladores numéricos robustos que sejam capazes de fornecer resul-
tados acurados. O grande desafio consiste em empregar esquemas de discretizacao que
sejam, ao mesmo tempo, estaveis, acurados, nao-oscilatorios e que apresentem solucoes

numéricas que sejam fisicamente corretas.

Na simulacao do escoamento bifasico de fluidos em meios porosos, Durlofsky
(1993) utilizou o método de elementos finitos mistos para a equagdo da pressao com o
método dos volumes finitos e esquemas do tipo TVD (Total Variation Diminishing) para

a equacao da saturacao.

Para a discretizacdo das equacoes que governam o escoamento bifiasico em meios
porosos, Verdiére e Vignal (1998) usaram o Dual Mesh Method e o método dos volumes
finitos. Estes esquemas sao usados para discretizar o sistema de equacoes empregando

aproximacoes com cinco pontos para a equacao de pressao e um esquema upwind explicito
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para a equacao da saturacao. O Dual Mesh Method foi validado por sua eficiéncia e seu

baixo custo computacional quando comparado a métodos classicos.

Uma estrutura geral de esquemas de volumes finitos é apresentada por Edwards
(1998), onde a discretizagio, através de um esquema de nove nos, pode ser escrita como
um esquema de cinco nés mais um termo residual que envolve os nés extras, de modo
a aumentar a acuracia do método. O método IMPES (Implicit Pressure - Explicit Sa-
turation) é acoplado com o esquema de alta ordem de Godunov para a integracao dos

componentes da equacgao de fluxo.

Os estudos de Bastian e Helmig (1999) concentram-se na resolugio de equagoes
algébricas lineares e nao-lineares que surgem da discretizagao das equagoes que governam
os escoamentos bifisicos em meios porosos, empregando o método dos volumes finitos e
uma formulacao totalmente implicita. Neste caso, foi empregado um algoritmo do tipo
Newton-Multigrid em malhas nao-estruturadas para problemas bidimensionais e tridimen-
sionais. Além disso, foi mostrada uma hoa ordem de convergéncia para uma variedade de
problemas de escoamentos bifasicos incluindo meios heterogéneos e foram apresentados

também resultados utilizando a computacao paralela e seqiiencial.

Huber e Helmig (2000), no intuito de simular o escoamento multifisico em meios
porosos heterogéneos, descreveram e compararam trés metodologias de Volumes Finitos
centrados no no, considerando malhas nao-estruturadas mistas, compostas por triangulos
e quadrilateros. Cada um dos trés métodos denominados por Box method (BOX) , Control-
volume finite element method (CVFE) e IFDM method apresentaram alguma desvantagem.
Pela combinacao destes métodos, dois outros métodos foram gerados, o BOXIFDM e o
CVBOXIFDM, ambos os métodos combinados sao aplicdveis a qualquer malha sem gerar

perfis de saturagao nao-fisicos.

Oldenburg e Pruess (2000) apresentaram experimentos numéricos de problemas
de escoamentos complexos que surgem na Engenharia Geotérmica de Reservatorios e
compararam o esquema total variation diminishing de Leonard (LTVD) com o esquema
upstream weighting para uma formulacao implicita. Os resultados mostraram que o es-
quema LTVD implicito reduziu a dispersao numérica e teve bom desempenho mesmo se
a saturacao variar com o tempo. Os autores concluiram que o esquema LTVD é um mé-
todo prético e robusto para reduzir a dispersao numeérica em problemas de escoamentos

complexos, relevantes para a engenharia geotérmica de reservatorios.

Um esquema numérico foi proposto por Granet et al. (2001), para simular o esco-

amento bifasico incompressivel em reservatorios fraturados. Esse esquema é baseado em
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um método de elementos de fissura, que constitui-se na aplicacao de uma malha especifica
para o meio fraturado. Esta malha nao-estruturada é composta de dois tipos de elemen-
tos: elementos lineares para a rede de fissuras; e elementos triangulares para a matriz.
Um esquema de volumes finitos apropriado foi desenvolvido para prover uma descricao
acurada do escoamento na fissura-interface da matriz sélida. A equacdo da pressao é dis-
cretizada com um esquema implicito e a saturagdo com um esquema explicito (IMPES). O
esquema de discretizacao, baseado em elementos de fissura, permitiu a simulacao do esco-
amento em redes de fissura com formas geométricas complexas, geradas por um software

de caracterizacao de fissura comercial.

Souadnia e Latifi (2001) desenvolveram um modelo fenomenologico para predizer
a queda de pressao e a distribuicao da saturacao liquida de um reator de leito gotejante
que sao usados na industria do petréleo. Os autores combinaram o método dos volumes
finitos com o método de Godunov. O método computacional mostrou ser eficiente e todos

os problemas considerados foram corretamente modelados.

Afif e Amazine (2002) desenvolveram e aplicaram o método dos volumes finitos
para problemas de adveccao-difusao que tém aplicacoes em reservatérios de petroleo e
simulacao de aqiiiferos subterraneos. Os autores estudaram e analisaram trés esquemas
numéricos de discretizacao no tempo: o explicito, o semi-implicito e o implicito. Os trés
esquemas foram testados numericamente para a discretizacao da equacao de adveccgao-
difusao para o problema do escoamento bifasico imiscivel em um meio poroso. Resultados
numeéricos usando volumes finitos sao mostrados e comparados com o método dos elemen-
tos finitos mistos. Os autores entenderam que o método dos volumes finitos provou ser
uma melhor alternativa na aproximacao da solucao deste problema do que o método dos

elementos finitos.

Lee, Jenny e Tchelepi (2002) apresentaram o método dos volumes finitos para
malhas multiblocos hexaedrais para simular escoamentos multifisicos em reservatorios
geologicamente complexos. Estruturas geologicas com geometrias complexas, tais como
falhas e estratificacoes, em um modelo de reservatorio requerem malhas nao-estruturadas
e/ou nao-ortogonais em lugar da malha cartesiana convencional. Para obter uma maior
flexibilidade para a malha computacional e também uma maior eficiéncia no céalculo do
fluxo, os autores usaram malhas multiblocos hexaedrais. Estas malhas sao localmente
estruturadas, mas globalmente nao-estruturadas. A principal vantagem deste tipo de ma-
lha sobre as malhas tetraedrais totalmente nao-estruturadas é que a maioria dos métodos

numéricos desenvolvidos para malhas estruturadas podem ser diretamente empregados
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para resolver os problemas locais. Foram apresentados varios exemplos, gerados por uma
ferramenta comercial disponivel, que demonstraram a eficiéncia do método empregando
?

malhas hexaedrais.

Biirkle e Ohlberger (2002) consideraram o método dos volumes finitos adaptado
para tratar de problemas de transporte misciveis e imisciveis em meios porosos, que sao
modelados por equacoes de fluxo em uma e duas fases. Para a aproximagao do sistema
de equacoes foi empregada a técnica de decomposicao de operadores (operador splitting),
onde as equagoes de fluxo sao discretizadas, empregando o método de elementos finitos
mistos, usando elementos de Raviart-Thomas e a equacao de transporte é discretizada
pelo método dos volumes finitos com o esquema upwind implicito centrado no vértice.
Usando estimativas de erro para ambos os esquemas de aproximacoes foi deduzido um
algoritmo de solucao, adaptado para sistemas de equagoes, que mostrou a aplicabilidade

e eficiéncia do mesmo.

Afif e Amazine (2003) combinaram o método de elementos finitos mistos com um
método dos volumes finitos em malhas estruturadas e nao-estruturadas para a aproxi-
macao da solucao do escoamento incompressivel em um meio poroso heterogéneo. Esses
autores usaram um método de elementos finitos para obter uma solucao acurada da equa-
¢ao de fluxo e um método de volumes finitos centrado no vértice para a equacao da
saturacao. Simulacoes numéricas bidimensionais mostraram que esta aproximacao leva a

um conjunto de esquemas robustos.

Segundo Eymard e Gallouet (2004), o sistema de equagdes obtido da discretiza-
cao das equacgoes de conservacao do escoamento de fluidos multifasicos em meios porosos
¢ normalmente aproximado por esquemas de volumes finitos em reservatorios de petro-
leo. Esses autores fizeram um estudo das propriedades de convergéncia de esquemas de
volumes finitos aplicados a escoamentos bifasicos em meios porosos. As propriedades de
convergéncia destes esquemas sao geralmente conhecidas para casos mais simplificados.
Neste trabalho os autores apresentaram alguns resultados da andlise de convergéncia em
casos mais complexos. Os resultados baseiam-se em uma adaptacao da idéia da conver-
géncia H para o limite de aproximacoes discretas. Essa adaptagao fornece uma ferramenta
util que ajuda nos estudos de convergéncia dos esquemas de volumes finitos usados na

aproximagcao da solu¢ao do escoamento bifasico em meios porosos.

Rees et al. (2004) aplicaram o método dos volumes finitos para modelar escoa-
mentos subterraneos bidimensionais em solos saturados e nao-saturados. A equacgao de

fluxo é resolvida com o uso de uma formulacao do método dos volumes finitos com volumes
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de controle centrados no né e com estrutura de dados baseada em arestas para malhas
estruturadas e nao-estruturadas. O esquema é empregado para resolver um problema de
escoamento subterraneo bidimensional e os resultados obtidos sao comparados com solu-
coes encontradas na literatura. Os autores mostraram que o esquema de volumes finitos
baseado em arestas captura a frente de propagacao da saturacao mais eficientemente que

a solucao pelo método de elementos finitos.

No mesmo ano, Carvalho, Willmersdorf e Lyra (2004) apresentaram uma formu-
lacao do método dos volumes finitos com volumes de controle centrados no ndé e com
estrutura de dados baseada em arestas, utilizada para resolver as equagoes diferenciais
parciais que governam o deslocamento imiscivel 6leo-4gua em meios porosos. As equacoes
governantes sao resolvidas a partir do procedimento IMPES (Implicit Pressure - Explicit
Saturation). Foram simulados problemas de escoamentos de fluidos em meios porosos

altamente heterogéneos a fim de validar o método.

Os estudos de Geiger et al. (2004) mostraram que a combinagao do método dos
volumes finitos com um esquema TVD (Total Variation Diminishing), centrado no nd, com
o método de elementos finitos de Galerkin, em uma malha triangular nao-estruturada com
uma sub-malha de volumes finitos, é satisfatoria para modelar um escoamento multifasico
em um meio geologico com estrutura complexa. O uso do esquema de segunda ordem
TVD permitiu obter solucoes numéricas mais precisas e que sao capazes de reproduzir

acuradamente as frentes de choque e rarefacoes.

Uma formulagao hibrida mista, baseada no método dos elementos finitos e no
método dos volumes finitos, para a simulacao do escoamento bifasico em um meio poroso
heterogéneo foi apresentada por Wendland e Flensberg (2005). As equagoes de fluxo
sao resolvidas de maneira segregada através do procedimento IMPES (Implicit Pressure
- Explicit Saturation). Sua maior limitacao é a restricdo do passo de tempo devido a
avaliacao explicita do campo de saturagoes. Os termos advectivos e difusivos da equagao
da saturacao foram separados através de uma decomposicao de operadores seqiiencial
(sequential operador splitting). O método dos volumes finitos, para a solugdo da equacdo
da saturacao, é aplicado com um limitador de inclinagao e o problema eliptico é resolvido
mediante o emprego do método dos elementos finitos mistos. O sistema de equacgoes
algébricas foi resolvido usando o método do Gradiente Conjugado empregando como pré-
condicionador o Algebraic Multigrid (AMG). O método provou ser rapido e eficaz. Segundo
os autores, os esquemas de discretizacao mostraram ser estaveis, acurados, nao-oscilatorios

e apresentaram solucoes numeéricas fisicamente corretas.
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Niessner et al. (2005) investigaram a influéncia de trés esquemas numéricos, para
o escoamento bifasico em meios porosos heterogéneos, na performance do algoritmo de
Newton. No sentido de combinar as vantagens do método dos volumes finitos e ele-
mentos finitos, foi desenvolvido o esquema de volumes finitos centrado no vértice. Para
a discretizacao no tempo foi usada uma aproximacao totalmente implicita. Os autores
compararam diferentes esquemas de linearizacao nas iteracoes de Newton a fim de obter
uma boa eficiéncia do simulador numérico. Eles constataram que para um problema de
aguas subterraneas o esquema de volumes finitos centrado no vértice com linearizacao
numeérica apresentou um desempenho numeérico melhor. Entretanto, para representar a
interface entre dois materiais de uma maneira fisicamente correta é necessario implemen-
tar uma condicao de transicao. Neste caso, o esquema de volumes finitos centrado no
n6 com condicao de interface e linearizacao numérica é mais eficiente que o esquema de

linearizacao exata.

Conforme Cordazzo (2006), no artigo de Edwards (1998) foi proposto um mé-
todo dos volumes finitos que emprega malhas estruturadas nao-ortogonais e que impoe
a continuidade dos fluxos mediante a utilizagao de fungoes continuas nas interfaces dos
volumes. FEsse procedimento ¢ bastante apropriado para lidar com situagoes de grande
anisotropia causada pelo tensor de permeabilidade absoluta ou pela malha. A sua aplica-
¢ao em malhas nao-estruturadas foi proposta por Edwards (2003), com notavel redugao

do custo computacional em relagao ao método anterior.

A procura de uma metodologia que una, da melhor forma possivel, as caracte-
risticas mais atrativas apresentadas por estes autores foi a principal motivacao para que
este trabalho se destinasse ao estudo e implementagao do método dos volumes finitos em-
pregando uma formulacao semi-implicita e esquemas do tipo TVD. Conforme pudemos
constatar nesta breve revisao bibliogréafica, o método dos volumes finitos e formulac¢oes do
tipo implicita tém sido aplicadas com sucesso na resolucao de problemas de escoamentos
multifasios em meios porosos heterogéneos. Portanto, tal fato nos motivou a estender
o método classico dos volumes finitos (PATANKAR, 1980; VERSTEEG; MALALASE-
KERA, 1995), tradicionalmente empregado na resolu¢ao de problemas lineares do tipo
adveccao-difusao, para a resolucao de problemas do tipo adveccao-difusao nao-lineares.
A nossa proposta foi a de empregarmos uma expansao em série de Taylor da fungao (nao-
linear) de fluxo advectivo e limitadores de fluxo do tipo TVD na discretizagao das equagoes
de transporte de massa presentes na modelagem do escoamento bifasico em meios porosos,
de modo a preservarmos o maximo possivel a metodologia empregada na resolugao dos

problemas lineares.
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1.2 Aplicagoes

Os problemas envolvendo fenémenos de transporte em meios porosos encontram
aplicacao em diferentes areas do conhecimento cientifico e tecnolégico. Dentre os setores
onde estes conhecimentos podem ser empregados encontram-se as industrias do petro-
leo (recuperagao avancgada de reservatorios) e quimica, o meio ambiente (transporte de

contaminantes no subsolo), a geologia, a engenharia mecanica, a medicina etc.

Para uma melhor compreensao do nosso problema fisico de interesse, apresenta-
mos a seguir dois exemplos, especificos, de aplicagoes do estudo de escoamentos multifa-

sicos em meios porosos.

1.2.1 Recuperacao Avancada de Reservatoérios de Petroéleo

Um primeiro exemplo de grande importancia na aplicagao da simulacao numérica
do escoamento multifasico é o estudo das diferentes técnicas de recuperacao avancada de

petroleo:

injecao de agua em reservatorios de petroleo;

injecao de agua e polimeros em reservatorios de petrdleo;

injecao alternada de agua e gis em reservatorios de petroleo;
e ctc.

A Figura 1.1 apresenta uma ilustracao do emprego da injecao de 4gua na recu-

peragio (recuperacao secundaria) de petroleo em um reservatorio.

1.2.2 Transporte de Contaminantes em Meios Porosos

Um outro exemplo de aplicagao do estudo de escoamentos multifasicos em meios
porosos ¢ o caso do transporte de um contaminante devido & infiltracao de dgua em um
meio poroso heterogéneo e nao-saturado. Este estudo pode ser aplicado no intuito de

obtermos uma maior compreensao dos seguintes processos:

e contaminacao do subsolo por agrotoxicos;

e contaminacao do subsolo por metais pesados;



28

Instalagbes de separagdo e
armazenamento dos fluidos
produzidos (6leo e agua) - = =1

1 3
Pogo de
Inquﬁo [ III: | HERY ’, :

Pogo de Produgdo

g Bomba de agua 1]

xR x o )
Besfn

d
- -

|

= =
"'T." ""J‘T - .g-r.l .‘[\.-‘-I..

48

TR TR T

Figura 1.1: Recuperacao secundaria de um reservatorio de petroleo.

e contaminacao de um aqiiifero por poluentes;
e transporte de radionuclideos no subsolo;

e etc.

Uma representacao do processo de infiltragao de dgua em um solo é mostrada na
Figura 1.2. Esta dgua pode conter um contaminante que seré transportado pelo interior
do solo, ou poderéa atingir uma determinada regiao que contém substancias toxicas que

serao carregadas pela dgua quando da sua passagem.

1.3 Objetivos e Organizacao do Trabalho

O presente trabalho tem como objetivo principal o desenvolvimento de um si-
mulador numérico bidimensional, para resolver o problema do escoamento bifasico no
interior de um meio poroso, que seja eficiente e apresente uma boa acuracia. No desen-
volvimento deste simulador, empregamos uma formulacao semi-implicita para a resolucao
do problema do transporte bifasico. O método dos volumes finitos é utilizado na discre-
tizacao das equacoes de balanco e diferentes esquemas do tipo TVD sao empregados na

aproximacao dos termos de fluxo nao-lineares.
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Figura 1.2: Infiltracao de 4gua em um solo nao saturado.

Este trabalho esta organizado de forma que no Capitulo 2 mostramos uma possi-
bilidade de derivacao das equagoes macroscopicas que governam o transporte de massa e a
quantidade de movimento, validas na escala de Darcy (ou de laboratorio), mediante a apli-
cacao da técnica da média volumétrica. Ainda neste capitulo, apresentamos a forma final
das equacoes da continuidade e de pressao-velocidade, que sao efetivamente empregadas

na simulacao numérica do escoamento bifésico.

No Capitulo 3, apresentamos de forma detalhada o Método dos Volumes Fini-
tos aplicado na discretizacao das equacoes diferencias parciais parabolica e eliptica, em

conjunto com o emprego dos limitadores de fluxo.

A seguir, no Capitulo 4, descrevemos os algoritmos numéricos TDMA ( Tri-
Diagonal Matriz Algorithm), SIP (Strongly Implicit Procedure), o método do Gradiente
Biconjugado (BI-CG) e o método do Gradiente Biconjugado Estével (BI-CGSTAB), uti-
lizados na resolucao numérica iterativa do sistema algébrico de equagoes resultante do
processo de discretizagao das equacoes diferenciais parciais que governam o escoamento
bifésico.

O Capitulo 5 destina-se a validacao numérica do nosso simulador, onde compa-
ramos os nossos resultados com alguns resultados conhecidos das equacoes de Burgers e

de Buckley-Leverett, para escoamentos unidimensionais.
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No Capitulo 6 apresentamos algumas simula¢oes numéricas de escoamentos bi-
fasicos agua-6leo em meios porosos heterogéneos bidimensionais. Nestes resultados estao
incluidos um estudo de convergéncia numérica sob refinamento da malha computacional
e a comparacao dos nossos resultados numéricos com aqueles oriundos da utilizagao de
um simulador numérico empregando uma formulacao implicita para o problema eliptico
de pressao-velocidade e uma formulacao explicita, empregando um esquema central nao-
oscilatorio com limitador de inclinagdo, na resolu¢do da equacdo hiperbdlica (ndo sdo
considerados os efeitos difusivos) da saturagao da fase dgua (NESSYAHU; TADMOR,
1990; BORGES, 2006).

Finalmente, no Capitulo 7, apresentamos as nossas principais conclusoes e pers-

pectivas para futuros trabalhos.
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2 ESCOAMENTO BIFASICO DE DOIS FLUIDOS
IMISCIVEIS

Neste capitulo, estudaremos o processo do escoamento bifasico de dois fluidos in-
compressiveis e imisciveis em um meio poroso. Este estudo encontra aplicagoes, conforme
j& mencionado na Introducao, na ciéncia do petréleo e no transporte de contaminantes

em meios porosos nao saturados.

Na Figura 2.1, ilustramos o que seria uma representacao esquematica do escoa-
mento de duas fases imisciveis (3 e ) em um meio poroso rigido, cuja matriz solida é

representada pela fase o.

Figura 2.1: Escoamento bifasico num meio poroso.

2.1 Equacoes Microscopicas

O escoamento bifasico considerado pode ser descrito, na escala dos poros e para

pequenos valores do ntimero de Reynolds, pelo seguinte problema de valor de contorno (WHI-
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TAKER, 1986, 1994):

V.-75=0 (2.1)
15V?05 — Vpg + psg = 0 (2.2)
Fase - v
V.#, =0 (2.3)
py V20, = Vpy +p,g =0 (2.4)

mais as condigoes de contorno nas interfaces solido-fluido:

Interface - Ag,

75 =0 (2.5)

que implica na condi¢ao de nao deslizamento do fluido na interface sélida,

Interface - A,

7 =0 (2.6)

que reflete a condicao de aderéncia na superficie solida, acrescida das condic¢oes de con-

torno na interface fluido-fluido:
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Interface - Ag,

Piy =P, (2.7)
Mgy - U = Mgy - Uy = 0 (2.8)
—PaTigy + SpTigy = —Pyiigy + Sy Tigy + 20 Hiig, (2.9)

onde a primeira igualdade requer que a componente tangencial da velocidade seja continua
em Ag,, a segunda implica no fato de que nao ha transferéncia de massa entre as fases /3

v e a terceira expressa o balanco interfacial de tensoes.

Nestas equacoes e condi¢oes de contorno, 77,4 indica a normal unitaria a superficie
a3 e apontando de o para 3, P = I —fig, ® figy € 0 tensor projecao, S = (V17~|— VTﬁ)
é o tensor extra de tensoes, o representa a tensao interfacial e H a curvatura da interface

considerada.

2.2 Obtencao da Equacao Macroscopica

A fim de obtermos as equacdes macroscopicas, validas na escala de Darcy ou de
laboratorio, faremos uso do teorema da meédia volumétrica para um sistema trifasico, ou

seja (WHITAKER, 1994):

1 1
(Vos) =V () + 55 [ pevndA+ 3 [ diisda (2.10)
Bo

Apy

ou na sua forma vetorial,

1 ., 1 .
(V- 1bg) ZV'<¢6>+—/ Mgo - Vg dA + = Mgy - g dA (2.11)
V' Jag, 4 Apy

Equacoes similares existem para a fase v:

1 . 1 .
(Viby) =V (¥,) + % /Aw Tyg Py dA + % /Aw Tiygty dA (2.12)
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1 1
(Vihy) =V <77ZJ’Y>+_/ ﬁva'wvdA+_/ Tiyg - ¥y dA (2.13)
V Avo V Awﬁ
e nenhuma equacgao para a fase solida o se faz necessaria uma vez que estamos conside-

rando um meio poroso rigido (ndo deforméavel).

Nestas equacoes (1)3) representa a média volumétrica da funcao g:

1

(s) = v/, YpdV (2.14)

onde V' é o volume do Volume Elementar Representativo (VER). Uma outra média volu-

métrica pode ser definida:

1

(o)’ =1 | wadV (2.15)
B8 JVg

que é conhecida como a média volumétrica intrinseca, de modo que

(p) = £5 (Vg)” (2.16)

onde €4 representa a porosidade do VER, 3 = V3/V.

Iniciaremos o nosso desenvolvimento pela aplicacao do teorema da média volu-

métrica as equagoes da continuidade das fases 3 e :

1 1
(V-175>=V-<175>+—/ Mgy - Vg dA + — Mgy - UgdA =0 (2.17)
Age 4 Apy

1 1
<v-z77>:v.<ay>+—/ ﬁw-@dA+_/ B dA=0  (218)
V Ayo V A"/B

Devido as condicoes de aderéncia do fluido na superficie da fase solida, estas equacoes

ficam reduzidas as seguintes formas:

V- {(Ts) + —/ gy - TgdA =0 (2.19)
Ay
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1
v-<m>+—/ iy By dA = 0 (2.20)
V Avﬁ

Agora, do Teorema Geral de Transporte (QUINTARD; WHITAKER, 1988) obtemos para
a fase 3

o\ o) 1 [

que para ¢ = 1 resulta na seguinte igualdade:

a&“ﬁ 1
—_— == Mgy - WdA 2.22

onde 7ig, - W representa a componente normal da velocidade da interface 3 — 1.

Finalmente, aplicando este resultado a ambas as fases, podemos obter as seguintes

equagoes:

Oe . 1 . L
7;+V'<Ug>+v/l4ﬂvnﬁv'(v/g—w)dAZO (223)
Oe . 1 - L
a_;+V'<UW>+V/A[MTL57-(’UW—U})dAZO (224)

Nestas equacoes, os tltimos termos sao importantes quando da existéncia de transferéncia
de massa através das interfaces. Entretanto, no caso em questao os fluidos sao imisciveis
e, portanto,

Mgy Up = Mgy - W = Tigy - Ty (2.25)

e estas equacoes assumem a seguinte forma simplificada:

Oe .
a—f + V(i) =0 (2.26)
Oe .
a—t’* +V - {7,)=0 (2.27)

Podemos também escrever estas equacoes em termos das saturacoes das fases (:
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Sg =¢ep/c ey S, =¢,/c, onde € = €5 + £, representa a porosidade local,

a(gjﬁ) LV (ds) =0 (2.28)
d(eS,) L
5 +V - (7,) =0 (2.29)

Dando prosseguimento ao processo de obtencao das equagoes macroscopicas, con-
sideramos, agora, as equacoes do balanco da quantidade de movimento das fases (3 e 7.

Tomando a média volumétrica da equagao de momentum da fase f3:

ﬁ o1 " = ,
sV - (VUs) =V {ps) +eppsg + 17 | Tlso (‘Pﬁ I+ Mﬁvvﬁ> dA
Bo

1 =
+—= ﬁg7 . <—p5 I+ MﬁVﬁg) dA =0 (230)
V AB“/

Aplicando novamente o teorema da média volumétrica:

. L1 . = .
1V (Us) — V (pg) + eppsd + v, T <—pﬁ I+ uﬁvvﬁ) dA
Bo

1 =
+—= ﬁﬁV : (—pg I+ MﬁV’Ug) dA
4 Apy
1 . . 1 . .
+ugV - | = Nge @ UgdA + — Mgy @ UzdA | =0 (2.31)
4 Apo 4 Apy

Devido a condigao de nao deslizamento, o termo de integral de superficie contendo 7ig, @03
serd nulo. Por outro lado, através de uma analise de ordem de grandeza podemos fazer

as seguintes estimativas:

1 L 115Us
= dA | =0 222 2.32
Y% <V/Amnﬁv®vﬁ ) (L@;) (2.32)

1 / . . </W76)
— gy Vig) dA =0 2.33
V Aﬁw By (/1’5 ﬁ) gﬁ eﬂ ( )
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Da restricao devido a separacao de escalas temos que:

g, b, < 1o < L (2.34)

onde g, £ sao os pequenos comprimentos de escala associados as fases 3 e 7, r, é o raio
do volume elementar representativo (VER) e L o menor comprimento de escala associado
as grandezas médias (macroscopicas). Destas desigualdades vemos que a primeira integral

pode ser desconsiderada com relacao a segunda. Assim sendo, obtemos:

. L1 . = .
gV (Us) — V (pg) + €ppsg + v/, T <—Pﬁ I+ Mﬁv%’) dA
Bo

1 -
= [ i, (—pﬂ T+ uwaﬁ) dA = 0 (2.35)
4 Apy

Escrevendo, agora, esta equacao em termos da média intrinseca e desenvolvendo

este resultado:

—5V (pg)” — (ps)’ Ve + epppd + cans V2 (U5)°

+11p [2 (Vep) - V (1) + (0)° VQEB]

1 =
+= ﬁgg : <—p5 I+ MﬁV’Jﬁ) dA
V' Jag,
1 B - B
+= [ i, (—pﬂ T+ uﬁwﬁ) dA =0 (2.36)
4 Apy

A fim de podermos obter uma forma fechada destas equactes, unicamente em

termos de grandezas médias, devemos introduzir as seguintes decomposicoes espaciais:

ps = (ps)” + s (2.37)

1_)'5 = <77/3>ﬂ + {7/3 (2.38)
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onde pg e Ug representam as flutuacoes destas grandezas com relacao as suas médias
intrinsecas.

Apos substituicao destas decomposicoes nos tltimos dois termos integrais da

Equacao (2.36), temos:

—5V (ps)” — (ps)’ Ve + epppd + cons V2 (U5)°

+hp [2 (Veg) - V (U)” + (05)° Vzé‘ﬁ]

+ : <— (ps)” T+ sV (%)ﬁ)

1
= (/ ﬁgadA—F/ ﬁmdA>
Ago Apy

1 = ~
NRE (-ﬁﬁ T+ Mﬁwﬂ) dA
Vv Agy
1 . I =,
+—= Nngy - <—pg I+ /LgVUﬁ) dA =0 (239)
V Aﬁv

Do teorema da média volumétrica para 1)s = 1, resulta em:
—V&?g = / ﬁﬁg dA + / T_L)g7 dA (240)
Apo Apy
e este resultado permite que escrevamos:

—e5V (ps)’ — (ps)” Veg + eapsg + eppsV? (U5)°

g [2(Vep) - V() + (7)° V2]

—Veg - <— (ps)° T+ psV <UB>B>

1 = -
+= ﬁgg : (—]55 I+ M@Vﬁg) dA
V' Jas,
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1 - )
= [ il (—155 T+ MBVUﬁ) dA =0 (2.41)
4 Apy

Feitas todas as simplificacoes chegamos a forma macroscopica da equagao de Stokes para

a fase [:
_ B ~ 2 /=2 \B
V{ps)” + ppg + 1sV* (V)

255 [(Vep) - 7 (3 + (@) Ve

1 = ~
+— ﬁga' (—ﬁg[ + HﬁVU@) dA
Vis Jag,
1 N . = ot
v | i, (—pﬁl + uﬁvq@ dA =0 (2.42)
Vﬂ Apy

Nesta equacao, os termos envolvendo os gradientes de <’Ug>ﬁ e €5 sao, algumas vezes,
referidos como sendo os termos de corre¢ao de Brinkman (WHITAKER, 1994). Whita-
ker (1994) mostrou que estes termos podem ser negligenciados com relagdo aos termos
integrais, exceto no caso no qual 1 —e3 < 1. Como esta restrigdo nao apresenta inte-
resse pratico no caso de problemas envolvendo o escoamento bifidsico em meios porosos

(WHITAKER, 1994), a equagao acima assume a forma simplificada nao-local:

o1 = )
~V (03) + oG+ | dise (sl +1aVils) dA
5 J A,
1 = )
to | A (<Be T+ psVis) dA =0 (2.43)
Vﬁ Apy

Esta simplificacao é feita com base na estimativa da ordem de grandeza dos diferentes

termos considerados:

1 . .= oA Up <77ﬁ>ﬁ
7 ), o (=55 T+ 1sVis) d 0( r (2.44)

MVN%W=O<ﬂ%%f) (2.45)

v
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b1 B
S5 (Ve5) -V (5) = O (%) (2.46)
7 B
s () 9Py — O (@) (2.47)

e na separacao de escalas que implica em ¢3, {, < L.

De modo analogo, obtemos uma equacao nao-local similar para a fase ~:

o1 } - -
~VAp) Hpd /A Moo - (—p7 I+ ,uWVv,y) dA
v J Ay

1 = ~
to [ g (<5 T+ V) dA=0 (2.48)
Vi Ja
B
A forma fechada destas equacoes sera obtida mediante a proposicao de repre-
sentacoes para as flutuagoes espaciais de pressao e velocidade em termos de grandezas

médias. Isto serd feito a seguir, com a introducao do Problema de Fechamento.

2.2.1 O Problema de Fechamento

A fim de obtermos uma forma fechada para a equacao macroscopica da fase [3,
precisamos desenvolver representacoes para as flutuagoes pg e U5. O nosso desenvolvi-
mento terd como ponto de partida as formas microscopica e macroscopica da equacao da

continuidade

V-i5=0 (2.49)

Gep
ot

0
+V () = % 425V - (03)° + (0)° - Vg =0 (2.50)

onde a segunda equacao pode ainda ser escrita como:

, _1 [ 0Oe "
V- <U5>ﬁ = _851 ((9_256 + <Uﬂ>ﬁ . Va?g) (2.51)
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Subtraindo as Equacoes (2.49) e (2.51) obtemos a equacao da continuidade em termos da

flutuagio vs:

- B
Vi =e5' (ﬁ + ()" - VEg) (2.52)

onde o lado direito do sinal de igualdade representa um termo de fonte para esta equagao.
A andlise da ordem de grandeza dos termos desta equacao resulta em (WHITAKER,
1994):

v )’
9, (i) =0 (tl) +0 (%) (2.53)

onde t. define um tempo caracteristico associado as variacoes temporais da porosidade.
Da condicao de nao-deslizamento na interface solida, podemos considerar que a flutuacao

U3 tenha a mesma ordem de grandeza de <175>/6, portanto:

75)? 75)?
o) -0 (L) o) o

Destas estimativas, vemos que o termo de fonte pode ser negligenciado, caso as seguintes

duas restri¢coes sejam verificadas:

(2.55)

onde a segunda condicao é sempre verificada devido a separacao de escalas e da primeira

condicao, obtemos:

<ﬁﬁ>ﬁ le
ls

> 1 (2.56)

Assim, considerando que o tempo caracteristico verifica esta restri¢ao, a equacao da con-

tinuidade em termos da flutuacao pode ser escrita como:

<
s

I

]

(2.57)

e de modo similar obteriamos,
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V-i,=0 (2.58)

Por dltimo, trataremos de obter uma equacao de momentum para a flutuacao es-
pacial. Nosso ponto de partida sera, mais uma vez, as versoes microscopica e macroscopica

da equacao de Stokes:

psV20s — Vg + psg =0 (2.59)
e
B = 1 = . = ~
=V ps)" +psg o | T (-pg T+ ugwﬁ) dA
5 Jag,

1 ) - )

SRR (—pﬁ T+ uﬁwﬁ) dA =0 (2.60)
Vﬁ Apy

Apos subtracdo da Equacao (2.60) da Equacao (2.59) e levando em consideracdo a de-

composicao espacial, obtemos:

~ = — 1 — ~ = =
— Vs + usV20s5 + V2 (5)" — Vg/ Mo - (-pﬁ I+ Mﬁvvﬂ> dA
Ase

1

_— o (—psl 0s) dA =0 2.61
7 Aﬁvnﬂw ( Pa +M6V0ﬁ> (2.61)

e como sabemos que das estimativas de ordem de grandeza:

15V = O (%) (2.62)
s (i) = O (M) (2.63)

a equacao de momentum fica reduzida a

~ - 1 - ~ T =
~Vis + ngV>s — TR (—pﬁ I+ Mﬁvvﬂ> dA
B JAgs



43

1

—— | gy (—psl Us) dA =0 2.64
v L, ( Ps +ﬂﬁvvﬂ> (2.64)

Do mesmo modo, obtemos para a fase ~:
~ 25 1 . ~ 7 A
—VDy + 1, VU, — — Nyo <_pv I+ Mvvvv> dA
Vi Ja,

1 - -
- / it (<0, T+ V) dA =0 (2.65)
v Avﬁ

2.2.2 Condicgoes de Contorno

A substituicao das decomposicoes da pressao e da velocidade nas condicoes de

contorno apresentadas, no inicio deste capitulo, permite-nos expressa-las na forma:

Interface - Ag,

U = — (U3)” (2.66)

Interface - A,
7, = - (@) (2.67)

Interface - Ag,
Piy=Pu,—P- (wﬁ)ﬂ - @)V) (2.68)

—TigyPp = —TigyPy + Tigy ((pﬁ>ﬁ - <p7>7>

i, s (Vs + V755 ) =y (VE, +VTE, )| + 20 Hits, (2.69)

onde, nesta ultima condicao de contorno, fizemos uso das estimativas prévias de ordem

de grandeza para impormos as seguintes restricoes (TORRES, 1987):
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s (vig +vT{7ﬁ) > s (v (75)” +vT<Uﬂ>5) (2.70)

i (V3,4 VI8 ) > (V@) + 97 (@,)) (2.71)

2.2.3 Pressao Capilar

Das condicoes de contorno para o problema em termos das flutuacoes, vemos que
existem quatro termos de fonte nao-homogéneos nestas equagoes: (Ug}ﬁ, (v,)7, <p@>5 —
<p,y>7 e 20 H. A presenca destes termos de fonte acarretard numa representacao complexa
para as flutuagoes, a menos que o namero de capilaridade, Ca = p (¥') /o, seja muito
menor do que a unidade. A fim de mostrarmos estas simplificacdes vamos tomar o produto
escalar da condi¢do de contorno (2.69), que expressa o balanco interfacial de tensées, pela

normal 7ig, e, em seguida, tomamos a média superficial deste resultado:

—(0)" = ()") =20 (H)g, + (Bs = 5r),

— (i |1 (V33 + V785 ) = iy (95, + V7T, )| - 7igy ) (2.72)

Devido a separacao de escalas podemos considerar que as médias volumétricas

das pressoes sao constantes com relacao a integral de superficie. Portanto:
— (08 = (0)7) = 20 (H)y, + (s = o),

(it s (V85 + V755 ) = iy (V3 + V7T, )| ﬁ@m (2.73)

Da equacao para a fase 8 em termos da flutuacao de pressao, podemos obter uma

estimativa da ordem de grandeza da flutuacao de pressao:

) 7
Bs = (“Z 5) (2.74)
B
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e, de modo semelhante, obteriamos para a fase ~:

v
B, =0 <M> (2.75)
K’Y
Estes resultados permitem que escrevamos:

_ (@ﬁ)ﬁ _ <pv>7> =20 (H),, +O <<Mv{7>ﬁv) (2.76)

onde VU representa o maior valor levando em consideragao ambas as fases. Vamos tomar
também g (7) como sendo o maior valor entre 5 (75)” e i, (7,)7, de modo que o niimero

de capilaridade seja definido como:

Ca = M7 (277)
o
e, finalmente,
5] Y <”V5>ﬂv
pg)” — (p =20(H 1+0 — Ca 2.78
()" = (p)7) = 20 (), GRS (2.78)
Vamos impor, agora, duas restrigoes importantes:

H), =0 L C

( >ﬁv = 7 e a<1 (2.79)

onde ¢ o didmetro médio do poro do meio poroso. A primeira restricao implica no fato
de que ou a fase § ou a fase v molham a fase solida ¢. Como o comprimento de escala
associado ao Vv é da ordem de ¢ e desde que a média superficial de v deve ser pequena

quando comparada com a flutuacao propriamente dita (WHITAKER, 1994), temos que:

—<W5>ﬂv —o| —L_ | «1 (2.80)
(V) (H) g, 1 {v)
]

Assim sendo, com base nestas estimativas obtemos o seguinte resultado:
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pe=20(H), = (p,)” — (ps)” (2.81)

Como os efeitos gravitacionais nao estao presentes no problema de fechamento,
podemos considerar que (H) 5, depende somente do campo de velocidades e vamos ex-
pressar esta variagao na forma (WHITAKER, 1994):

(1) = (03)” = 20 (g (7)" + oy - (7)) (2.82)

Assim sendo, a equacao de contorno que exprime o balango superficial de tensoes pode

ser reescrita como:

N
pe= ()" = (pa)’ =20 (Rg- (5)° + iy - (3)7) (2.83)
onde p. é a pressao capilar, que expressa a diferenca de pressao entre as duas fases fluidas.

Portanto, o problema de fechamento representa um conjunto de equacoes lineares
que contém termos de fonte em (773)” e (7,)7. Assim, Whitaker (1986) mostrou que este
problema admite uma representacao tnica, para as flutuagoes de velocidade e pressao,

que é dada por:

Up = Agg - (Ts)” + Apgy - (11,) (2.84)
by = Ay - ()" + Ay - () (2.85)
Pp = Hp (%ﬁ (tig) + gy - (W”) (2.86)
By =ty (- ()7 4 @y - (7)) (2.87)

Substituindo estas representacoes nas equacoes que definem os problemas de
valor de contorno em termos das flutuagoes, Equagoes (2.57), (2.58), (2.64) e (2.65),
obtemos dois problemas de valor de contorno em termos das variaveis de fechamento. A

titulo de exemplo, vamos considerar o caso da fase (:
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(V- Ags) - (7)° + (V- Ay ) - (@) =0 (2.88)

= 1 = e
[ — vc_fgg —f— VQAgﬁ + - / ﬁﬁa : <—6g5 ® I —f‘ VAgﬁ) dA
Vi Jag,

1

-1—% Mgy - (—d’w 271+ ij) dA] . <Uﬁ>ﬂ

AB’Y

— 1 = —
+ [ — Vg, + VAg, + — / 5o (—cfﬂ7 ®1+ VAM> dA
Vi Jag,

1 — — = — —
v i, <—am Q71+ VA57> dA] (T,) =0 (2.89)
Vf@ Apy
Na obtencao destes resultados, levamos em consideracao o fato de que os termos <Ug>ﬂ e

(7,)” sao constantes no interior do VER e que os operadores diferenciais se aplicam as

varidveis que sofrem variacoes na pequena escala £.

Aplicando este mesmo raciocinio as condicdes de contorno, obtemos:

Interface - Ag,

(Aop+T) - (@) + Agy - () =0 (2.90)
Interface - A,
Ay () + (A, +1)-(5) =0 (2.91)
8 B Y Y
Interface - Ag,
(Aos = Ap +T) - (0)° + (Agy = Ay = T) - (3,) =0 (2.92)

pe = (p,)" — (pg)’ (2.93)
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Uma vez especificadas as solugoes dos problemas de fechamento e as definicoes
dos tensores de permeabilidade e arrasto viscoso:

—-1 1

ﬁﬁg . (—655 ® ? + Vjﬁg> dA
B JAgs
1 . . = —
+— Ngy - <—a55 ® I+ VAﬁﬁ) dA
Vﬁ Aﬁ’Y

o

B

=

s

I
==
T

— | A (—ds0I+VA,)dA 2.94
V}y/Awnvﬁ ( Uyp @1 +V vﬁ) (2.94)

gy - (—aﬁV ®1+ vim) dA

iy (s @ T+ Vg, ) dA

—-1 1 . . = =
—e K, = 77/A i (= ©T+ VA, ) dA

1 = =
to | e (<@ T+ VA, ) dA (2.95)
Vy Avﬁ

podemos obter a forma final das equacoes macroscépicas, em termos das variaveis mé-

dias, apos substituicao destes resultados nas formas nao—local das equacoes de Stokes,
Equacoes (2.43) e (2.48),

——1 ——1
0=~V ()’ +psd — sk e5(0s)° +pusKy - Kg, -, (@)

(2.96)

——1 — -1 —
0=-V{(p) +p,G— P A, gy (Uh)7 + py B, - Ko eg <Uﬂ>ﬁ (2.97)
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Portanto,

() = =22 (0} = o) + K - (8) (298)
. K L=
(V) = _M_j ~(VA{py)" = pyg) + K5 - (Us) (2.99)

Como conclusao, vemos que o processo de tomada da média volumétrica das
equacoes de balango e a proposicao das solucoes dos problemas de fechamento permiti-
ram a obtencao das equacoes de balanco macroscopicas que governam os processos de

transporte de massa e quantidade de movimento na escala de Darcy:

Fase -
0 S Ug) = 2.1
57(€5%) + V- (U5) = (2.100)
(U)——E-<V( Vo — *)+? (@) (2.101)
B 105 Ps Py By - \Uy ‘
Fase - v
0 S
5 (88y) +V {5} =0 (2.102)
N ?v — - N
(Uy) = _N_w (V{py)" = py9) + K5 - (Us) (2.103)

onde os termos em K, e K,g representam a influéncia do escoamento das fases v e 3 no

escoamento das fases 3 e v, respectivamente.

A fim de simplificarmos a notac¢ao, daqui por diante empregaremos v, ao invés

de (U,)“, e po no lugar de (p,)*. Empregaremos também (3 = w (dgua) e v = o (6leo).

2.3 As Equacoes Governantes

Na Secao 2.2 derivamos em detalhes as equagoes da continuidade e a lei de Darcy

para o escoamento bifasico. Nesta secao, faremos algumas consideracoes que irao alterar
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a forma final das equacoes que iremos efetivamente empregar na resolucao numeérica. Ao
invés de considerarmos um campo de permeabilidades tensorial ?, empregaremos um
campo escalar K(Z). Introduziremos também o conceito de permeabilidade relativa no
lugar dos termos de arrasto viscoso, ?57 e ?75, para levarmos em consideracao o fato de
que uma fase interfere no escoamento da outra fase. A permeabilidade relativa de cada
fase, kyo(Sa), € definida pela relacdo (PEACEMAN, 1977):

kra = kra(Sa) (v =w,0) (2.104)

Portanto, podemos reescrever a lei de Darcy para o problema bifasico na seguinte forma
(PEACEMAN, 1977):

Fra(Sa)

«

Uy = —K()

(VPa = pag) (2.105)

onde K(Z) é um campo de permeabilidades escalar bidimensional, g é o vetor aceleracao
da gravidade, e as seguintes definicdes para as mobilidades relativas A\, (ou funcoes

fracionarias de fluxo) de cada fase « e para a mobilidade total A sdo empregadas:

Ma = fal(Sh) = % (2.106)
AS,) = kro(Sa) + Eru(Sa) (2.107)

sendo que devemos fornecer as funcoes de permeabilidade relativa associadas ao escoa-

mento bifasico que estamos interessados em descrever.

Assim, a lei de Darcy é reescrita da seguinte forma:

7704 = _K<X) >‘>‘a(vpa - /Oozg) (2108)

Substituindo a Equagao (2.108) na equacao de conservagao de massa da fase «,

ela pode ser escrita como:

0S5,
ot

5 + V- [—K(x)Ma(VDa — pag)] =0 (2.109)
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onde consideramos que a porosidade € nao depende do tempo.

2.3.1 Formulacao do Problema de Pressao-Velocidade

A natureza mateméatica da Equagao (2.109) fica melhor entendida se realizar-
mos uma mudan¢a de variaveis, mediante a introdugao da pressiao global (CHAVENT;
JAFFRE, 1986) dada por:

p=g{mroet [ D) = h () dc} (2:110)

O nosso intuito ¢ o de reescrevermos a equacao da velocidade em termos da
pressao global. Dos resultados obtidos anteriormente, podemos escrever, sem perda de

generalidade, a pressao capilar da seguinte forma:

Pe(Sw) = Po(Sw) — Puw(Sw) (2.111)

Primeiramente, vamos relembrar a aplicacao do Teorema Fundamental do Cdlculo

em funcoes com a seguinte forma funcional,

o(x)

g(x) = /( ) h(z,y)dy (2.112)

Segue, entao, que

= dy + &' (x)h(z, 6(x)) =+ (x)h(z,~(z)) (2.113)

dg(z) /M) Oh(z,y)
dI 7(z) 81’

Estamos assumindo que o integrando é suficientemente suave de modo que a troca de

operadores faca sentido. Aplicando o operador gradiente na Equacao (2.110), temos que:
1 1

Vp(Ss) = §[Vpo(5w) + Vpu(Sw)] + §Vpc(8w)[)\o — A\ (2.114)

A partir das Equagoes (2.111) e (2.114) e observando que A, + A, = 1, podemos
ainda derivar as seguintes relacoes entre a pressao total e as pressoes individuais das fases

0 e w:
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V(Sw) = Ao VDo(Sw) + A VP (Sw) (2.115)

Vp(Sw) = Vpu(Sw) + AVpe(Sw) (2.116)

Somando as leis de conservacao (2.109) para as fases o e w e levando em conta a

hipotese de que o meio poroso estd completamente saturado, obtemos:

-V {K(X>/\ P‘Ovpo(sw) + vapw(‘sw) - ()\OpO + )‘wpw)g]} =0 (2117)

Devemos lembrar que a porosidade € é assumida ser uma fung¢ao somente da posicao em

todo o reservatorio.

Substituindo a Equagao (2.115) na Equagao (2.117), obtemos:

=V AKEAVD(Sw) = (Aopo + Awpw)g]} =0 (2.118)

Definamos agora a velocidade total u = v, + v,

U= —KE)AVP(Sw) = (Aopo + Awpw)d] (2.119)

de modo que podemos reescrever a Equacao (2.118) em termos da velocidade total:

V-i=0 (2.120)

Note que essa tltima equacao reflete a hipotese de incompressibilidade dos fluidos.

Portanto, as Equagoes (2.119) e (2.120) definem o problema para a pressao-
velocidade em termos da pressao global. De fato, essas equacoes devem ser suplementadas

por uma condicao de contorno de modo que o problema seja matematicamente bem posto.
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2.3.2 Reformulacao da Equacao de Transporte de Massa

Vamos reescrever, agora, a equacao de conservacao de massa em funcao da sa-
turacao da fase dgua levando em conta a velocidade total (2.119), que esta expressa em

termos da pressao global.

Combinando as Equagbes (2.109) (para o = w) e (2.116) podemos reescrever a

equacao de conservacao de massa para a fase w como:

0Sy

ot + V- [=K(x) A (VP(Sw) = AVPe(Sw) — pud)] =0 (2.121)

Podemos ainda reescrever a Equacao (2.121) utilizando a defini¢do da velocidade

total (2.119) na seguinte forma:

5%+V~{)\w[ﬁ+ KXo(pw — po)Gl} =V -d (2.122)
onde:
d = d(z,5,)V5S, (2.123)
e
d(z,Sy) = = A\ AP K (2.124)
sendo que:
_ dpe
=g (2.125)

Neste trabalho vamos considerar que a pressao capilar pode ser expressa como (DOU-
GLAS; PEREIRA; YEH, 1997):

1 Sr02
pC(Sw) — { (Sw - Srw)2 - (1 - Sw)2[(1 - Sm) - Srw]Q} (2'126)

Entao,
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/ 2 Sr02
pC(Sw) - { (Sw - Srw)g - (1 - Sw)g[(l - Sr‘0> - Srw]Q} (2.127)

onde 7 é o coeficiente para a funcao de pressao capilar, S,, é a saturagao residual do 6leo

e Sy a saturacgao residual da dgua.

A Equagao (2.122) deve ser suplementada por condi¢oes iniciais e de contorno de

modo que o problema seja matematicamente bem posto.
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3 APROXIMACAO NUMERICA

Da literatura sabemos que esquemas de aproximacao de primeira ordem, como
por exemplo o upwind, apresentam, em geral, forte difusao numeérica. Portanto, devemos
procurar representacoes de mais alta ordem para os termos advectivos. Uma primeira
alternativa seria a aproximacao por diferencas centradas, empregada com sucesso na dis-
cretizacao dos termos difusivos. Entretanto, esta aproximacao pode apresentar solucoes
oscilatorias para valores do nimero de Reynolds (ou Péclet) de célula superior a 2 para
problemas lineares. Uma alternativa a aproximacao por diferencas centradas poderia ser,
por exemplo, o método de upwind de segunda ordem. Esta aproximacao introduz me-
nos difusao numérica que o upwind de primeira ordem, mas pode apresentar solucoes

oscilatorias.

As aproximacoes mencionadas acima, dependem linearmente das propriedades
adjacentes ao volume de controle considerado. Entretanto, Godunov (1959) mostrou que
nenhuma funcao de interpolagao linear de ordem maior do que a unidade é monotoénica.
Neste caso, na auséncia de termos de fonte, nao podemos garantir que a solu¢cao numé-
rica estacionéaria de uma equacao do tipo adveccao-difusao nao desenvolva oscilacoes. A
fim de superar esta dificuldade, foram desenvolvidas fungoes de interpolagao nao-lineares
que utilizam, em geral, limitadores de fluro (DARWISH; MOUKALLED, 2003). Neste
trabalho, iremos implementar uma aproximagao de segunda ordem para os termos advec-
tivos em conjunto com limitadores de fluxo, a fim de tentarmos evitar o surgimento de

oscilacoes na solucao numérica.

Neste capitulo, apresentaremos as aproximagcoes numéricas das equagcoes diferen-
ciais parciais parabolica, associada ao problema do transporte de massa do escoamento
agua-oleo, e eliptica, associada ao problema de velocidade-pressao. Procuramos desenvol-
ver uma formulacao numeérica para o caso nao-linear, que vem a ser a aplicacao do método
dos volumes finitos seguindo a mesma idéia béasica da metodologia utilizada por Patankar

(1980) e Versteeg e Malalasekera (1995).



56

3.1 O Método dos Volumes Finitos

De uma maneira geral, a equacao nao-linear que governa o transporte de um

escalar em um escoamento bifasico transiente, incompressivel, pode ser escrita na forma:

0

5P TV [1(@)] =V [T()Ve] + 5, (3.1)

acrescida das condicoes de contorno na fronteira do dominio e inicial apropriadas. Nesta
equacao, ¢ é a variavel dependente, 7 o vetor de fluxo advectivo, I' o coeficiente de difusao

para o transporte de ¢, S, o termo de fonte de ¢ e ¢t o tempo.

Esta equacao de balanco, com as suas condicoes de contorno e inicial, deve ser
resolvida apos ter sido discretizada adequadamente. Utilizaremos, aqui, o método dos
volumes finitos (PATANKAR, 1980; VERSTEEG; MALALASEKERA, 1995) com esta
finalidade. A caracteristica mais atrativa desta formulacao é a de que a solucao obtida
deve verificar a integral da conservagdo de todas as quantidades (massa e momentum) em
qualquer grupo de volumes de controle e, obviamente, sobre todo o dominio de resolucao.
Esta caracteristica existe para qualquer ntimero de volumes de controle e nao somente no

caso onde este numero torna-se elevado.

O dominio de resolucao é constituido de varios volumes de controle. Os valores
das variaveis dependentes ¢ sao determinados nos noés que encontram-se no centro de cada
volume de controle, enquanto que as componentes do vetor de fluxo sao determinadas nas
faces do volume de controle. Os volumes de controle que se encontram nos limites do
dominio tém as suas faces coincidentes com a fronteira e possuem, portanto, um volume
nulo. Na Figura 3.1 ¢ representado de forma esquemaética o volume de controle. Nesta
figura, as letras maiusculas (P, W, E, S e N) indicam os nos e as mintsculas as faces do

volume de controle (w, e, s e n).

A fim de que possamos escolher o tipo do esquema de integracao no tempo, vamos

reescrever a equacao de balanco na seguinte forma:

890 -
E_v-<—j+rw>+5@_w+sw (3.2)

Apobs termos procedido a discretizacao no espaco, obtemos:

o6 —
Fri Lo+ S (3.3)
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Figura 3.1: Volume de controle.

onde L, é um operador algébrico proveniente da discretizacao espacial, ¢ é o valor nu-
mérico da varidvel dependente e S é o valor médio do termo de fonte. Procedendo a

integragao no tempo, escolhendo um esquema a trés niveis de tempo, obtemos

t+At

(L +9) [(@i)™ " = (0i)™] = v [(di)™ — (¢3)" '] = / (Lo¢p + S) dt (3.4)

t

onde a integral serd avaliada por um esquema de integracao do tipo trapezoidal:

/t T Lo+ 9) dt (L +5)" (1= 0) (Lo +9)" [ A (35)

De acordo com a escolha dos parametros v e 3, podemos recuperar diferentes
esquemas de discretizacdo no tempo: totalmente explicito (v = 0 e § = 0); Crank-
Nicolson (y =0 e = 0,5); totalmente implicito (7 = 0 e 5 = 1) e totalmente implicito
a trés niveis de tempo (y =0,5¢e = 1).

Integrando, em seguida, esta equagao sobre um volume de controle
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m+1
dV}

dV} (3.6)

-
+(1—B){/V

V- <—j’+rv¢) +5,

V- (—f+rw) +5S,

obtemos,

+88" AzAy + (1 — B8 AzAy (3.7)
onde o vetor de fluxo nio-linear ¢ dado, em termos das suas componentes, por j = fi+gj.
3.2 Formulacao Semi-implicita

Na Equagao (3.7), os valores de f™*! e ¢g™T! serdo linearizados a partir de uma

expansao em série de Taylor no tempo (HIRSCH, 1988; FLETCHER, 1991):
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ot = g +(at) At+...=f +(6¢6t> At +
_pmy (OFNT (gmer _ gm
_f +<a¢> (6" — ™) + ... (3:8)
e
gm+1:gm+(@)m(qﬁnﬁ_l—gbm)—f—... (39)
d¢

onde empregamos uma aproximagao do tipo diferenca avancada no tempo na obtencao

do resultado final.

Portanto, ap6s substituicao das expansoes em série de Taylor na equacao discre-

tizada (3.7):

m

(1+7) orl,, Ary | Pt | A
Y At y—° At Yy

m a m—+1 a m a m—+1
] () = (e52) = (50 s (v52) ™
8_9 m . 8¢ m-+1 89 m . (9gz5 m+1
o (a—cb)s e ‘(Fa—y)s ‘(a@)ﬁ% *(Fa—yl A
8¢ 9o\ | 8¢ g\ |
+<1‘5>{[<Fa—x);(r%)w are | (1) - (5) A””}
+ (fur = L) Ay + (gs — gu)" Az + B85 AzAy + (1 — 8)S " AzAy (3.10)

onde Agl"* = g™t — ¢
Podemos mostrar, através da andlise de estabilidade linear (HIRSCH, 1988;

FLETCHER, 1991), que o esquema de discretizagdo no tempo é incondicionalmente es-
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tavel para 8 > 0,5. O esquema totalmente implicito ¢ empregado com freqiiéncia, devido
a sua estabilidade, simplicidade e seu comportamento fisico (PATANKAR, 1980). Cabe
destacar que, daqui em diante, iremos nos concentrar somente no esquema de discretiza-
¢ao no tempo totalmente implicito a trés niveis com v # 0 e § = 1, que fornece o seguinte
equacao:

m

¢P|m—1
At

m—+1

opl,
AL ATAY

(14+7) AxAy —

B 8f m . a¢ m—+1 8f m . ad) m+1
) [(%)wﬁ¢w ~(r50), —(58), 2er e (r), |
8g m . 8¢ m—+1 ag m . a¢ m—+1
o| (@), 20 - (), - (@), 2o+ (r3y), |
+(fur = fo)" Ay + (9 — g2)" Az + 5" AzAy (3.11)

Uma primeira possibilidade de discretizacao dos termos de fluxo advectivo e di-
fusivo seria uma formulacao a trés pontos. O desenvolvimento que sera feito, a seguir, ira
considerar somente uma direcao do espaco, admitindo que o mesmo tratamento pode ser

aplicado igualmente nas demais diregoes.

3.2.1 Esquemas TVD

Nesta se¢ao, serao apresentados os esquemas TVD (Total Variational Diminishing)
adaptados para a sua implementacao em malhas estruturadas. O desenvolvimento seréd
feito segundo o diagrama 7-1¢) de Sweby e a representacao do valor, por exemplo, de f;1/2 e
®i+1/2, na face do volume de controle, serd escrita como sendo a soma de uma aproximacao
do tipo upwind de primeira ordem mais um termo anti-difusivo (DARWISH; MOUKAL-
LED, 2003). A parte anti-difusiva aparece multiplicada por uma fun¢ao limitadora de

fluxo, ¥(r), que representa uma funcao nao-linear em 7:

b= bu + 300r1) 65— o] (312
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iy =+ 50lrg) s — fud (3.13)

onde, nestas equacoes, os n6s M e J representam os noés que se encontram a montante
e a jusante da face f do volume de controle e U representa o ndé upwind, conforme es-
quematizado na Figura 3.2 para o caso da velocidade positiva. Para o caso trivial, onde

Y (r) = 0, recuperamos o esquema upwind de primeira ordem.

]

@ ® f @
U M J

Figura 3.2: Notagao para a correcao advectiva.

Nas Equagbes (3.12) e (3.13), as relagbes rf sdo calculadas, respectivamente, por:

. ¢M - QbU

ry= —<Z5J s (3.14)
o fM - fU

Tf = —fJ — fM (315)

De acordo com a fungao v (r) diferentes esquemas TVD podem ser recupera-
dos. A seguir, fornecemos alguns destes esquemas com os respectivos valores da func¢ao
(r) (DARWISH; MOUKALLED, 2003; LIE; NOELLE, 2003). Como exemplo, temos o

limitador da familia superbee,

Ysp(r) = max {O,min (07“, %,9)} (3.16)

o MINMOD,

Y (r) = max [0, min (1, 7)] (3.17)

o limitador do tipo Osher,

Yos(r) = max [0, min (2, 7)] (3.18)
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o MUSCL,
r+|r|
= 3.19
¢MU(T) 1+ |’I“| ( )
a familia dos limitadores monotonized central-difference (MC),
1
Uye(r) = max [0, min <9 T, %, 9)} (3.20)
e, finalmente, a familia do artificial compression method (ACM),
r(c+1)—r*(c—1) r(c+1)—(c—1)
= 21
Yacr(r) = max {O, | : 1 (3.21)

nestes esquemas, vamos considerar os seguintes limites parafeo: 1 <0 < 2e o < 2 (LIE;
NOELLE, 2003).

Devemos notar que para todos estes limitadores de fluxo (1) = 1. Tal fato
implica que, na auséncia de fortes gradientes, a aproximacao do fluxo na face dos volumes

de controle empregara um esquema de diferencas centradas de segunda ordem.

3.2.2 Diferencas Centradas

Em se tratando dos termos difusivos e considerando uma representacao de se-

gunda ordem para a derivada primeira, obtemos:

0¢ _ b= & 2
(%>i+1/2 a ox +0 (&E ) (3-22)
e
0¢ _ ¢ — din )
(%)i—m == 1Y (62%) (3.23)

onde dx representa a distancia entre dois nos consecutivos.

Estas equacoes representam o esquema classico de diferencas centradas para os
termos difusivos. Neste estudo, vamos considerar que este esquema de discretizacao é

adequado para a representacao dos termos em derivada primeira e, como ¢é sabido da lite-
ratura (PATANKAR, 1980; FLETCHER, 1991; VERSTEEG; MALALASEKERA, 1995),



ele nao representa uma fonte de instabilidade.

3.2.3 Forma Final Discretizada

63

Considerando as aproximacoes propostas para a representacao do fluxo difusivo,

obtemos a seguinte forma discretizada para a equacao de balanco:

m

¢P}m+1 ¢P|m_1

(1+7) | = | Avdy —y | == Avdy
i Kg—é)j(%’nﬂ_‘m —Pw%wwl Ay
H = (3) e - ey e,
+[<§_§5>:” (65" = ol) —FSW N
e (%) jwﬂ — o) +an N

+ (fw - fe)m Ay + (gs - gn)m AJI + §m+1A$Ay

Esta equacao pode ainda ser reescrita como:

(L+7)apoptt — (1 +27)apop +vapdp™"

(3.24)

- (Fw¢$+1 - ngbz - Dw 7}7)1+1 + Dw %+1 - Fe¢?+1 + Fe(bgn + De(bTEnJrl - De¢7£+l)

+ (Fs¢;n+1 - F5¢T - Ds 71731+1 + DSQSZL—H - Fn¢gb+1 + anb;n + Dn %—H - Dn¢71731+1)
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+ (fo—f)" Ay + (95 — gn)™ Az + (Sc + Spgb?]l“) AzAy (3.25)

onde introduzimos as seguintes novas variaveis:

m AzAy
A,
D =—+—"= 3.27
5, (3.27)
F; = (%)Z Ay i=w,e (3.28)
F; = (g—i)l Ax i=s,n (3.29)
e A; é a area da face do volume de controle.
O termo de fonte foi linearizado na forma:
S" = S+ Speit! (3.30)

Empregando a Equagao (3.13) e reagrupando os diferentes termos da Equa-

¢ao (3.25):
m 1. . 1., 1.
(1+’7)CZP+ Fw_§Fwww+Dw+D6_§Fe¢e +FS_§FS¢5+DS
1
+<Dn_§Fn¢:)+(F6_Fw+Fn_Fs>_SPAxAy:|¢7]§+1

[ 1 1
= Fw (1 - §¢$) +Dw:| gbnwz/—&-l + |:De - §Fe¢::| ¢g+1

[ 1 1
+ Fs (1 - §¢:> +Ds:| ¢g’l+1 + |:Dn - §Fn¢::| gb%-i_l
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- 1\ 1 1N 1, T
(L 27)ap + Fo (1= 50 ) = gFuty + Fa (1= 5vn | = 5F0 | oF

1 1 1 1
byFu g~ Fu (1= 305 o + yFaiok - B (1- o7 ) o

+ (fo = J)" Ay + (95 — gn)" Az + ScAxAy — yap o™ (3.31)

A Equacio (3.31) pode ser, finalmente, escrita na forma:

apdptt = aw ol + apd T + asdF T + angit +b (3.32)
onde,

1
aw = {Fw (1 - 5%) + Dw} (3:33)

1
ag = (De _ §Fe¢j) (3.34)

1
05 — [F (1 - §¢;) i Ds] (3.35)

1
ay = (Dn - §Fn¢;) (3.36)

ap =aw +ap + as +ay + (Fe — Fyy + F, — Fs) + (1 +7)ap — SpAzAy (3.37)

b=1[(14+2y)dp +aw +ag +as+an+ (F. — Fy, + F,, — Fs) — (Dy + Do + Ds + D,)| &

+(Dy — aw) iy + (De — ap)dy + (Ds — as)9s + (D, — an )Py
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+(fu = f)" Dy + (95 — gn)" Az — yaP B + ScAxAy (3.38)

O sistema algébrico de equacgdes representado pela Equagao (3.32) pode ser re-
solvido, neste trabalho, mediante o emprego do algoritmo TDMA (Tri-Diagonal Matrix
Algorithm), SIP (Strongly Implicit Procedure) (FERZIGER; PERIC, 1999), adaptados
para a sua aplicacao ao caso bidimensional, ou pelo método do Gradiente Biconjugado
(FERZIGER; PERIC, 1999), conforme apresentado no Capitulo 4.

As equacoes anteriores foram obtidas considerando que os fluxos advectivos eram

positivos. O mesmo procedimento pode ser empregado para os fluxos negativos:

1 1 1
{(1 +7)ap + (—Fe + §Fe¢e_ + De) + <Dw + §Fw¢;> + (_Fn + éang + Dn)

1
+ (Ds + §FS¢S‘> +(F,— Fy+F,—F,) — SprAy} ot

[ 1 1

= |-F, <1 — §¢;) + De} 4 | Dy + §Fw1/;; Loas
I 1 1

+ |—F, (1 — §¢;> + Dn} mtl {DS + §F8¢S—] Fan

" 1\ 1. 1N 1. 7.
+l<1+27)ap_Fw(1_§ww)+§Fewe_Fs(l_§¢s>+§ann:|¢P

1 1 1 1
3 Futa i+ F. (1 - gwe) O — SET 0% + F, (1 - 5%) i

+ (fo— f)" Ay + (g5 — gn)" Az + ScAzAy — yap o~ (3.39)

A Equacao (3.39) também pode ser escrita numa forma compacta:

apdE !t = aw o + apdptt + asdB T+ anon T + b (3.40)
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onde,

ow= (Dt yFc) (3.41)
ap = [—Fe (1 - %w;) n De} (3.42)
as = (Ds n %Fs@b;) (3.43)
ox= [k (1= 30 ) + )] (3.41)

ap=aw +ag+as+ay+ (F.— F,+ F, — F)+ (1 +7)a} — SpAzAy (3.45)
b=1[(1+2vy)ap +aw +ag+as+an+ (Fo — Fy+ F, — F;) = (Dy + D.+ Dy + D,)] ¢p

+(Dw - aW)CbTI/rIL/ + (De - aE)gb%n + (Ds - a5)¢? + (Dn - aN)Cb;G

+(fo—f)" Ay + (95 — gu)™ Az — va"ﬂgb’]?_l + ScAzAy (3.46)

A partir deste dois desenvolvimentos, podemos pensar numa representacao que

se aplique tanto ao caso do fluxo positivo quanto negativo:

apdp = awdit +apdpt +asof T +andt +b (3.47)

onde,

oy — [(1 _ %m) 17, 0] — %@z);u—pw, 0] + Dy, (3.48)
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e = |50l + (1- s ) R0l + D] (3.49)
as = Kl - %w:) [£,.0] ~ Lu5 [-F0] + DS] (3.50)
ay = [—%W:[[Fn,()]] + (1 - %wg) [—F,,0] + Dn} (3.51)

ap =aw +ap + as +ay + (Fe — Fyy + F, — Fs) + (1 +7)ap — SpAzAy (3.52)

b=law+ag+as+ay+ (F.— Fy,+ F, — F;) — (Dy+ D+ Ds + D,,)] 0%

+(Dy — aw) iy + (De — ap)dy + (Ds — as)ds + (Dn, — an )Py

+(fu = f)" Ay + (g5 — ga)" Ax + (L +2y)apdp — yapdp ™ + ScAzAy  (3.53)

onde o operador [a, b] retorna o maior valor entre a e b.

Escrevendo os fluxos em termos dos limitadores de fluxo, Equagao (3.13), obte-

mos:

b:[aW+aE+aS+aN+(Fe_Fw+Fn_Fs)_(Dw—i_De—i_Ds—i_Dn)](br]g

+(Dw - aW)Q%?/ + (De - aE)Cngn + (Ds - ag)(b? + (Dn - aN)Cb;G
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1 L ! " =
g g0 s s g o]+ g+ 50 = g o [ 50

1 Fe m 1 m m - _Fe
_ {fg+§(fg” —f}”)wj] Ay HIFeI’Oﬂ - {fE +5(fp _fE)we:| Ay HIFeI ,Oﬂ
1 Fs m 1 m m - _Fs
+ {gg} + 5(9? _ggf‘)w:] Ax [LFS’,OH + [gp + 5(95 _QP)%} Az HW,OH
1 Fn 1 _ _Fn
— {g? + é(g}(; _gg)@b:{} Ax |:|:|Fn|’0:|] - [QJT\/” + 5(9? _gm%} Ax |l|Fn| ,Oﬂ
+(1+ 29)apdp — yapep ™" + SoArlAy (3.54)

Portanto, a forma final discretizada que serd implementada e que se aplica tanto

para valores do fluxo positivo quanto negativo é:

apd = aw G+ apdt + asg + and +b (3.55)
onde,
1 1 1
= Kl - 5«&;) [Fa.0] — f [ Fu, 0] + D, (3.56)
0 — [—%;bj[[Fe, 0] + (1 - %@) [F.0]+ D, (3.57)
1 1
as = |:(1 - 51@) [[F870]] - 5% [[_F87 0]] + Ds:| (358)

oy = [—%1/;;[[}7”, 0] + (1 - %W) [—F,. 0] + Dn} (3.59)
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ap =aw +ap + as +ay + (Fe — Fyy + F, — Fs) + (1 +7)ap — SpAzAy (3.60)

b=law+ag+as+ay+ (F.— F,+ F, — F;) = (Dy+ Dc. + Ds+ D,,)] %

+H(Dw — aw) oy + (De — ap)dy + (Ds — as)§ + (Dn — an) oy

1 Py L v =
g g s s g o]+ g+ 50 = g o [0

_ {f})n+%(fgn_f;”)¢j} Ay [L?;,Oﬂ — |:fgl+%(f;’n_fén)¢e:| Ay Hl_Ff ,Oﬂ

1 + Fs 1 — —4Ls
m ~(,m _ m A m ~(,m _ m A
+ {gs + 2(913 s )ws:| 'y |:|:|FS’7O:|] + |:gP + 2(.95’ gP)w5:| x I]"F3| 7Oﬂ

m 1 m __.m + Fn . m 1 m__.om _ _Fn
_|:9P+§<9N gp)wn]AmH|Fn|,0ﬂ [9N+2(9p gN)¢n]Am|l|Fn|,0ﬂ

+(1+2y)apoy — yapen— + ScArAy (3.61)

3.2.4 Primeira Formulagao Alternativa (FSTAB)

As regras basicas, nem sempre suficientes, para que tenhamos uma formulacao

estavel para um algoritmo empregando o método dos volumes finitos sao (HAYASE; HUM-

PRHREY; GREIF, 1992):

e consisténcia do calculo do fluxo nas faces dos volumes de controle;
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e todos os coeficientes devem ser positivos na forma final discretizada;
e inclinacao negativa na linearizagao do termo de fonte;

e coeficiente nodal igual & soma dos coeficientes vizinhos.

A forma atual discretizada permite que os coeficientes aw, ag, as e ay sejam
negativos. Portanto, formulagoes alternativas devem ser propostas de tal modo que as

regras basicas para que tenhamos uma formulacao estavel sejam verificadas.

A primeira forma alternativa é obtida mediante a substituicdo dos coeficientes

que podem resultar em valores negativos:

ap¢p ™ = aw T + apdpt 4+ asddt +aneRT b (3.62)
onde,
[ 1 _

ap =

[[Fe,O]]Jr(l %zpe [—F, 0] + D, (3.64)

v, | [-Fn,0] + D } (3.66)

anN =

)
)[[ F,,0] + D, (3.65)
)

(1)
as = (1 - 50 ) IR0+ (1 Lor
(13)

ap =aw +ag+as+ay+ (F.— Fy + F, — Fy) + (1 +7v)a} — SpAzAy (3.67)
b— aw+aE+aS+aN+(Fe—Fw+Fn—E9)—(Dw+De+DS+Dn)]¢;§

H(Dw — aw) oy + (De — ap)dy + (Ds — as)d§ + (Dn — an) oy
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+ ([=Fu. 0] + [~ F, 0] + [£2, 0] + [F,, 0]) (677" — ¢F)

_[[_Fwa O]] (QSTVr[L/+1 - ¢th0/) - [[Fe7 0]] (QZSTErH_1 - Qﬁg)

—[-F, 0] (65" = ¢§) — [, 0] (0" — o)

+ (.fw - fe)mAy“‘ (gs — gn)m Az

1+ 2y)aB s — yameh~t + ScAxAy (3.68)

onde os termos do tipo A¢" = gb;"H — ¢ sao aproximados por ¢]" — @m_l-

3.2.5 Segunda Formulacao Alternativa (FSTAB S)

A segunda forma alternativa é obtida mediante o emprego da seguinte aproxima-

cao Ag}" = @' — ¢ = ¢ — o]

apdE = aw g + apdpt + asgTH 4+ aygt +b (3.69)
onde,
oy = [(1 _ %wg) [F,, 0] + (1 _ %%) [—F,.0] + Dw] (3.70)
ap = (1 _ %@D )[[Fe,Oﬂ+ (1 %w ) [—F, 0] +D: (3.71)
ag = (1 _ %@z) ) [£,,0] + (1 %qp )[[ F.0] + D] (3.72)
ay = (1 _ -w) [F,,0] + (1 %¢;) [—F,. 0] + Dn} (3.73)
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ap =aw +ap + as +ay + (Fe — Fyy + F, — Fs) + (1 +7)ap — SpAzAy (3.74)

b= aW+aE+a5+aN+(Fe—FerFn—Fs)—(Dw+D6+DS+Dn)]¢$

+H(Dw — aw) oy + (De — ap)dy + (Ds — as)¢§ + (Dn — an) oy

+ (fw - fe)mAy“‘ (gs — gn)m Azx

+(1+ 29)apop — yapep ! + SeAriy (3.75)

a qual, embora de implementacao mais simples, s6 devera fornecer bons resultados para

pequenos valores de At.

3.2.6 Terceira Formulagao Alternativa (FUPW)

A terceira forma alternativa é obtida mediante a escritura dos coeficientes como

se tratasse do método de upwind de primeira ordem:

ap¢p’ = aw iy +apgp ! +as T +anoi T +b (3.76)
onde
aw = [Fu, 0] + Du (3.77)
ap = [~F.,0] + D, (3.78)

as = [F}, 0] + D, (3.79)
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ay = [~F,,0] + D, (3.80)

ap=aw +ag+as+any+ (Fe — Fy+ F, — Fs) + (1 +7v)ap — SpAzAy (3.81)

b= |aw +ax +as+ay + (F = Fu+ Fo— F)) = (Dy + Do+ Dy + Do) | 67

+(Dw - aW)qSTV’IL/ + (De - aE)QS?]E’L + (Ds - CLS)QS? + (Dn - aN)QS%

+5 ([Fu, 0]ty + [ Fo, 01y, ) (AdE — Adly)

N | —

+= ([E., 01 + [ F., 009, ) (AgE — Agp)

N —

+= ([F, 01 + [~ Fs, 0]9, ) (AgE — Ap2)

N —

DN | —

+

+ (fo— f)" Ay + (gs — gn)™ Az

(14 2y)aE s — yapdh~' + ScAxAy (3.82)

onde os termos do tipo Ag* = ¢! — ¢ sdo aproximados por ¢* — ¢" L.
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3.2.7 Quarta Formulacao Alternativa (FUPW _8S)

Como no caso da segunda formulacao alternativa, podemos também obter uma

forma simplificada se considerarmos que A¢" = ¢/" ™ — ¢ x5 ¢ —

apdp™ = aw iy +apdp T +asgs T +angyT +b (3.83)
onde
aw = [Fw,0] + Dy, (3.84)
ap = [~F.,0] + D, (3.85)
as = [F,, 0] + D, (3.86)
ay = [~ F,,0] + D, (3.87)

ap=aw +ag+as+ay+ (F. — Fy+ F, — Fs) + (1 +7v)ap — SpAzAy (3.88)

b= |aw +ap +as+ay + (F. = Fy+ Fy = F,) = (Dy + D+ Dy + D) | 67

+(Dy — aw) oy + (De — ag)oy + (Ds — as)os + (Dy — an)dy

+ (fo— f)" Ay + (gs — gu)™ Az

+(1+2y)apoy — yapen— + ScArAy (3.89)
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3.2.8 Quinta Formulacao Alternativa (FSADYV)

A tltima formulacdo alternativa é obtida se fizermos f™* = f™ e g™ = g™ no
desenvolvimento em série de Taylor:
apdp ™ = aw ot + apdp Tt + asdB T + ane Tt + b (3.90)
onde
ap = De (392)
as = D, (3.93)
e
ap =aw +ag+ag+ay + (1 +v)ap — SpAzAy (3.95)

b= (fu—fe)" Ay + (gs — g2)" Az + (1 + 29)apdp — vaPdp ™" + ScAzAy  (3.96)

que nao deve fornecer resultados acurados a menos que o incremento de tempo At seja

muito pequeno.

3.2.9 Funcao de Fluxo Linear
No caso da equagao de transporte advectivo-difusivo linear, temos que f = pug,
g = pvo, Of /0p = pu e dg/0¢p = pv em se tratando do caso bidimensional.

Vamos, em seguida, recuperar a forma discretizada para a equacao de transporte

linear para o esquema totalmente implicito (7 = 0) e para o esquema do tipo diferengas
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centradas ¥ (r) = 1, embora ele seja sabidamente instavel para um namero de Péclet
de célula superior a dois. Isto serd feito somente para mostrarmos que recuperamos a
forma correta discretizada para o problema linear. Por questao de simplicidade, vamos

considerar que os fluxos sao positivos:

ap¢ Pt = aw ot + apdpt + asdd T +angiT + b (3.97)

onde,

Fy
Fe
ap = (De - 7) (3.99)
F
as = (? + DS) (3.100)
F,
ay = (Dn - 7) (3.101)
ap=aw +ag+as+ay+ (F. — F, + F, — Fy) + af — SpAzAy (3.102)

1 1
b:agg 7]731+§(F6_Fw+Fn_Fs)¢g+§(Fe¢rEn_Fw¢nwl/+Fn¢%_Fs¢gn)

i (fW;‘fP e ;fP ) Ay + (gS ;—gp _ 9N ;gp) Az + ScAzAy (3.103)

Como na aproximacao por diferencas centradas, temos que:

et fw
=

ﬁ;m;%:w;%;%:@%@ (3.104)

fw fe:
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_ op+ow
=

_ ¢p+on

_ optoE
_ PP OE. .

_ op+ s
2 - )

b .

Pe (3.105)

s Pn

obtemos,

1 1
b:ag¢7}g+§<F€_Fw+Fn_FS)¢g+E(Fe¢rg_Fw¢nV[l/+Fn¢%_FS¢gn)

1 1
+§ (Fy —F.+F,— F,) ¢p + 5 (Fudly — Fod'y + Fsd — F,0%) + ScAzAy  (3.106)

ou seja,

b=apop + ScArAy (3.107)

que representa a forma tradicional para esta implementacao.

Vamos considerar, agora, o caso do esquema upwind para os fluxos advectivos

positivos. Neste caso, 1(r) = 0:

apdptt = awditt + apditt + asdTT +and T + b (3.108)
onde,
aw = D, + F, (3.109)
ag = D, (3.110)
as = D, + F, (3.111)

ay = D, (3.112)
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ap=aw +ag+as+ay+ (F. — F, + F, — Fy) + ap — SpAzAy (3.113)

b=a$¢$+(Fe+Fn)¢g_Fw¢%_Fs¢?+(fW_fP)mAy

+ (95 — gp)" Az + ScAzAy (3.114)

Em se tratando do esquema upwind, as seguintes aproximacoes sao empregadas:

fu=fw; fe=fp; 95=9s; gn=9p (3.115)

d)w = ¢W; Qbe = (bP; (bs = ¢S; d)n = ¢P (3116)

Portanto,

b:a$¢g+(Fe+Fn)¢§g—Fw¢%_Fs¢?+Fw¢%ﬂ/—Fe¢§g

FF,G0 — Fod + ScAzAy (3.117)

e, finalmente,

b=apop + ScArAy (3.118)

que corresponde, também, a forma usual obtida para o problema linear.

3.3 Formulacao Totalmente Explicita

De forma andaloga ao desenvolvimento empregado na obtencao da formulacao

implicita, também podemos propor uma formulacao explicita a trés niveis de tempo:
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¢P|Z—1
At

o), ()]
o [r%) i) T
o) ()]s
alfor2) i) s

+(1— B)S"AzAy + S AzAy (3.119)

AxAy

No desenvolvimento que sera feito a seguir, tomando por base a equacao dis-
cretizada (3.119), consideramos somente o caso do esquema de discretizagdo no tempo

explicito a trés niveis no qual v #0e 3 = 0:

opl
At

}m—&—l

A
_ 22y _ A

—-fw_<a) fe <8x>} Ay
ol (), o (78] o

+S" AzAy (3.120)

(14+7) AxAy —

AxAy

Assim, como no caso da formulagao implicita, também empregaremos os esquemas
TVD com limitadores de fluxo e a aproximacao por diferencas centradas na representacao

dos termos advectivos e difusivos, respetivamente.
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Considerando as aproximacoes propostas para a representacao do fluxo difusivo,

nos obtemos a seguinte forma discretizada para a equacao de balanco:

m

¢P}m—l
At

m—+1
opl

A +7) | —Ay

AxAy + v AxAy

e R e e

6Iw 5xe

5ys 5yn

+5" Az Ay

Esta equacao pode ainda ser reescrita como:
(1 +7)apept = (1 +27)dpop + yapep ™
= (fuy — Dudp + Dudly — feAy + Dedly — Dedp)
+ (9582 = Dy¢p + D5 — gnAx + Dndy — Dndp)

+ (Sc + Spop) AxAy

onde introduzimos as seguintes novas variaveis:

m ArAy
a's = :
P At
I'A I'A I'"A I'"A
Dw: = y> De: < y7 Ds: . :E; Dn: n %
0T 0z, 0Ys OYn

e o termo de fonte foi linearizado na forma:

(3.121)

(3.122)

(3.123)

(3.124)
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5" = S + Spol (3.125)

Empregando a Equagao (3.13) e reagrupando os diferentes termos da Equa-

¢ao (3.122):
(e apeip = |(1- 30 ) o] i+ Doty | (50 ) S| 12+ Do
#| (1= 3o ) oo g+ Doy | (Sur ) o g+ Do
" { v (1-30)] Ay}f}? + { v (1- 5] Ax} o
+ (1 +27)ap + SpAzAy — (Dy + De + Dy + D,)] ¢

+ScAzAy — yapp? (3.126)

A Equacio (3.126) pode ser, finalmente, escrita na forma:

apdpt = aw i} + Dudly + apfi + Dedp + asgd + D@

+angy + Dndy +bpdp + cpfp' +dpgp +e (3.127)
onde,
1 +
aw = |1— §ww Ay (3.128)

ap = (—%w:) Ay (3.129)
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as — (1 - %@bj) Az (3.130)

an = (—%@zz;) Az (3.131)

ap=(1+7)ap (3.132)

bp = [(1+4 2v)ap + SpAxAy — (Dy + D. + Dy + D,,)] (3.133)
cp=—(aw +ag) (3.134)

dp = —(as + an) (3.135)

e = ScArAy — yap gt (3.136)

Portanto, os valores de ¢""! podem ser obtidos diretamente da Equacdo (3.127).

As equacoes anteriores foram obtidas considerando que os fluxos advectivos eram

positivos. O mesmo procedimento pode ser empregado para os fluxos negativos:

e = |(Gon) du s+ Dusty - | (1 g0 ) a2+ Do

#| (505 ) oo g+ Do - | (1= Jur ) o o+ Do

{ {—%we— . (1 - %%)] Ay}f}? n { ng + (1 - %w;)] Aw} gy

+[(1+2y)a + SpAzAy — (D, + D, + Dy + D,,)] ¢



onde,

+ScArAy — yapen!

A Equacao (3.137) também pode ser escrita numa forma compacta:

anzy]—g—i_1 = anal/ + qubrl/’ll/ + aEf]gL + De(bg + aSg:S’n + Dsgbgl

+angy + Dndy +bpdp +cpfp +dpgp +e

ap = (1+7)ap

bP = [(1 + 27)@7];1 + SPA$A1U - (Dw + De + Ds + Dn)}

cp = — (aw + ag)

dp = —(as +an)

e = ScAxAy — yapep!
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(3.137)

(3.138)

(3.139)

(3.140)

(3.141)

(3.142)

(3.143)

(3.144)

(3.145)

(3.146)

(3.147)
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A partir deste dois desenvolvimentos, podemos pensar numa representacao que

se aplique tanto ao caso do fluxo positivo quanto negativo:

(ZP¢717:}+1 = aW.fICIn/ + qubnl/ll/ + aEfg‘l + Degbg + aSgg’n + Ds¢g?

+angy + Dndy +bpdp +cpfp +dpgp +e (3.148)
onde,

o 1 fw 1 — _fw N

aw = [(1 - 51@) myoﬂ - 5@% HTM’O_ | Ay (3.149)

o= [gor [ A=) + (1- 300 [ o] o (3.150)

C (G0 = R il |

ay = {—lw ﬂg—” oﬂ + (1 - lq/z—) H_—g" 0_ } Az (3.152)

27" lgnl’ 27" |Gnl "]

ap = (14 ~)ap (3.153)

bp = [(1 + 2v)ap + SpAxAy — (Dy + D. + Ds + D,,)] (3.154)

Cp = — (aW + aE) (3155)

dp = — (CLS + CLN) (3156)

e = ScArAy — yap g} (3.157)
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3.4 O Problema Eliptico

Vamos propor, agora, a formulacao implicita para a resolucao das equacoes elip-
ticas que governam o escoamento bifasico no interior do meio poroso. Sabemos que este

escoamento é governado na sua forma geral por uma equacao que fornece o fluxo total:

J=DVp—k (3.158)

onde k = (Gf+ G’j) e por uma equagao que expressa a conservacao deste fluxo:

-

V-J=0 (3.159)
Apos substitui¢ao da Equagao (3.158) na equacao da continuidade (3.159), obte-

mos o seguinte problema eliptico:
V-(I'Vp)=V-k (3.160)

que deve ser discretizado mediante a sua integragao sobre o volume de controle esquema-

tizado na Figura 3.1,

9 (pop 9 (pop _/ﬁ /ﬁ
/Vax (Fﬁx) dV+/Vay (Fay) = [ @ | S@av @)

Desta integracao, resulta a seguinte forma discretizada:

(62),-(62) o+ (), () ot caomr -

(3.162)

onde empregaremos aproximacoes do tipo diferencas centradas para as derivadas oriundas

do termo difusivo:

<F§iy) (pe —pP) — (Fgﬁy> (pp —pw) + (ngix) (px — pp)
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( I, Az

0Yn > (py = pp) = |Ge = Gul Ay + (G — G| Az (3.163)

Reagrupando os diferentes termos podemos reescrever esta equagao como:

appp = appr + awpw + anpn + asps + b (3.164)

onde os diferentes coeficientes e o termo b sao dados por:

r'.Ay I',Ay I',Ax Az

= ; = ; = ; = ; 3.165
ar 0 w 0 N OYn s 0Ys ( )
9e = GAy;  gw=GuAy;  gn =G Az gy = GAr; (3.166)
ap = ap + aw + ay + ag; b=9c— Ggu+ Gn — gs (3.167)

O sistema algébrico de equagoes representado pela Equacgao (3.164) também pode
ser resolvido mediante o emprego do algoritmo TDMA (VERSTEEG; MALALASEKERA,
1995), SIP (FERZIGER; PERIC, 1999), adaptados para a sua aplicagao ao caso bidimen-
sional, ou pelo método do Gradiente Conjugado (FERZIGER; PERIC, 1999), os quais

sao descritos em detalhes no proximo capitulo.
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4 METODOS ITERATIVOS

Neste capitulo vamos apresentar algumas alternativas de métodos iterativos que
podem ser aplicados na resolucao numérica do sistema de equacoes algébricas oriundo
da discretizacao das equacgoes de balanco. Estes métodos sao o algoritmo de Thomas
(TDMA), a decomposi¢ao LU Incompleta, o método do Gradiente Biconjugado e o método
do Gradiente Biconjugado Estéavel.

No decorrer deste trabalho, discutimos sobre algumas das possibilidades de dis-
cretizagao empregando o método dos volumes finitos. Da aplicacao destas técnicas de
discretizacao obtemos um sistema algébrico de equagoes que necessita ser resolvido. Exis-
tem duas familias de técnicas de resolucao de sistemas algébricos, que sao os métodos
diretos e os indiretos, ou iterativos. Como simples exemplos, de métodos diretos, temos o
método de Cramer de inversao de matrizes e o método de Gauss. A principal desvantagem
destes métodos é o grande nimero de informacoes que devemos armazenar na memoria

do computador.

Os métodos iterativos baseiam-se na aplicacao repetitiva de algoritmos relativa-
mente simples. A convergéncia, nem sempre garantida, é obtida apds um grande nimero
de iteracoes. Exemplos bem conhecidos destes métodos sao o método de Jacobi e 0 mé-
todo de Gauss-Seidel ponto a ponto. A principal vantagem destes métodos é que somente

os coeficientes nao-nulos do sistema de equagoes precisam ser armazenados.

Os métodos de Jacobi e Gauss-Seidel sao faceis de serem implementados, mas
podem apresentar uma convergéncia lenta quando os sistemas de equacgoes forem muito
grandes. Por este motivo, eles nao sao os mais apropriados para a resolucao destes siste-

mas.

4.1 O Algoritmo de Thomas

Em 1949, Thomas desenvolveu uma técnica para resolver rapidamente sistemas

tridiagonais. Este algoritmo é chamado de algoritmo de Thomas ou TDMA ( Tri-Diagonal
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Matriz Algorithm). O algoritmo TDMA ¢é na realidade um método de resolugao direto
para problemas unidimensionais, mas pode ser aplicado iterativamente, linha a linha, na

resolugao de problemas bidimensionais e, por isso, é largamente empregado.

O algoritmo de Thomas é utilizado quando queremos resolver sistemas algébricos

do tipo

—

¢=d (4.1)

aN|

onde a matriz A é tridiagonal. Este método é uma adaptacao do método de Gauss.

Neste trabalho, vimos que o resultado da discretizacao das equagoes de transporte
podem ser representadas, considerando um problema unidimensional e empregando um

esquema implicito, pela seguinte equagao algébrica:

—Gdf T + @] = bl = d; (4.2)

com os pontos da malha sendo numerados de 1 a [.

Este sistema algébrico pode ser representado matricialmente na forma:

— - - - m+1 - -

a; —b; o1 d;
—C2 (05} —bQ ¢2 d2
—c a;  —b oF = dr
—cr-1 ar—; —br_; Gr—1 dr—4
L —Cr ar | | ¢1 ] L dr ]

onde ¢; = 0 e by = 0. Para i = 1, devemos tomar a; = 1, by =0 e d; = ¢,

O método de resolucao pode ser descrito como um processo desenvolvido em
duas etapas. Na primeira, a partir de operagoes de eliminacao realizadas sobre a matriz

A, obtemos o seguinte sistema:

¢ = Pt + Qs (4.3)
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caso tenhamos Pi7 e (); na forma:

bi

p=——_ 4.4
a; — ¢ Py ( )

di + ciQi1
= — 4.5
“ a; — P (45)

Estas sao relagoes de recorréncia para P e (). Lembrando que ¢; = 0, podemos

determinar os valores de P; e (04,

by
P =— 4.6
=2 (1.6)

dy

= — 4.7
Q= (4.7

Para i = 1, fazemos a; = 1, b = 0 e d; = ¢+,

A segunda etapa do algoritmo resume-se na resolucao do sistema de equagoes

algébricas, de maneira recursiva para ¢ = [ até ¢+ = 1. Como by = 0, temos que:
P[ =0 e Q[ = ¢}n+1 (48)
A fim de que o algoritmo seja convergente, a matriz A nao deve ser mal-condicionada.
Para tanto, basta que ela seja diagonal dominante (FLETCHER, 1991):
jai] > fei] + |bi] (4.9)

O algoritmo para aplicar a TDMA pode ser resumido por:

1. Estimar o campo de variaveis iniciais;

2. Calcular P, e (Q; através das suas relagoes;

3. Calcular todos os P; e (; com ¢ = 2 até i = I;
4. Fazer Q; = ¢"t;

5. Calcular as varidveis para os pontos I — 1 até 1 com ¢ = P + Q.
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4.1.1 O Método TDMA Linha por Linha

No caso da resolucao de problemas bidimensionais, uma combinagao conveniente
do método direto TDMA com o método iterativo de Gauss-Seidel pode ser formada.
Consideremos a malha mostrada na Figura 4.1 e a forma geral bidimensional da equagao

de transporte discretizada,

appp = awpw + apdr + asdps + angny + b (4.10)
¥
norte
i % L
L L N
i . .
— i ¥ L
L . N
FE.
1 sul

® Pontoe calculades nesta iteragio

u Pontoe conhecidee da iteragio precedente

Figura 4.1: Método TDMA linha por linha.

Para que possamos resolver este sistema, o método TDMA é aplicado ao longo de uma
linha escolhida, digamos, por exemplo, a linha norte-sul (n — s). Com esta finalidade, a

equacao discretizada é reescrita na forma:

—agps +appp — anPN = awdw + apPp + b (4.11)

onde o lado direito desta equacao é assumido ser temporariamente conhecido, a partir
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dos valores determinados na iteracao precedente. Esta equacao encontra-se na forma
da equacao apresentada quando da introducao do algoritmo de Thomas, com ¢; = ag,
a; = ap, b = ay e d; = awodw + apdr + b. Desta maneira, podemos resolver o sistema
de equacoes ao longo da direcao n — s para a linha escolhida e para valores de i =
2,3,4,...,1—1, conforme mostrado na Figura 4.1. Este procedimento prosseguird com a
sua aplicacao as demais linhas na mesma direcao e, caso desejado, o mesmo procedimento

poderé ser aplicado a direcao leste-oeste.

A convergéncia do método linha por linha é rapida, uma vez que as informagoes
provenientes das condicoes de contorno sao transmitidas para o interior do dominio numa
unica vez, nao importando a quantidade de nos existentes ao longo da linha considerada.
Entretanto, a velocidade de transmissao na outra direcao do espaco serd a mesma do
método ponto por ponto. Para evitarmos este inconveniente, o método é aplicado as
duas diregoes do espago de maneira alternada (PATANKAR, 1980). Associado a este
fato, a direcao de varredura (isto é, a seqiiéncia na qual as linhas sdo escolhidas) pode
ser importante em alguns casos (PATANKAR, 1980). Nas nossas aplicagoes, usaremos o
método TDMA alternadamente nas duas direcoes do espaco e a varredura serd feita de
cima para baixo e de baixo para cima no caso da direcao y e da esquerda para direita e

vice-versa no caso da direcao x do espaco.

4.1.2 Correcao por Blocos

Veremos, em seguida, uma ultima técnica que visa a acelerar a convergéncia do
algoritmo TDMA linha por linha. Trata-se da correcao por blocos, conforme descrita
por Patankar (1981). A idéia principal consiste em corrigirmos a solugio ¢* obtida pela
resolugao do sistema algébrico de equacoes, adicionando-se a esta solucao uma correcao
uniforme ¢'. Esta correcao é feita ao longo de uma linha constante. Tomemos como

exemplo o caso da correcao segundo uma linha para ¢ constante,

bij = ¢ij + i (4.12)

Substituindo esta decomposicao na equacgao discretizada:

appp = awdw + apdp + asps +anody + b (4.13)

podemos deduzir um sistema de equagdes para a corre¢ao ¢':



93

Aidy = Bidiyy + Cigi_y + D (4.14)

onde os diferentes coeficientes sao dados por:

A; = Z(CLP—CLN—CLS) (4.15)
B;=> ap (4.16)

Ci=> aw (4.17)

D; = Z (@Nﬁb:(jﬂ) + ascb?(j_l) + aEszki-&-l)j + awﬁba—m + bij — aPﬁb:j) (4.18)

J

Devemos notar que D; representa a soma dos residuos para o bloco em questao.
Portanto, a correcao ¢’ deste sistema de equacoes deverd reduzir este residuo a zero. O
mesmo procedimento deve ser adotado para que possamos realizar a corre¢ao ao longo de
uma linha j constante. O algoritmo empregado na resolugao destes sistemas de equagoes
¢ o mesmo que o empregado na resolucao do sistema algébrico de equacgoes, proveniente

da discretizacao da equacao de transporte, ou seja, o método TDMA linha por linha.

4.2 Decomposicao LU Incompleta

Este método foi proposto por Stone em 1968 (FERZIGER; PERIC, 1999), tam-
bém conhecido como o método iterativo SIP (Strongly Implicit Procedure). O método SIP
foi, especialmente, designado para resolver sistemas de equacoes algébricas resultante da

discretizacao de equagoes diferenciais parciais.

O método proposto por Stone é um método baseado na decomposicao LU in-
completa (ILU). Este método requer, em muitos casos, menor esfor¢o computacional que
outros métodos, como por exemplo, o método do gradiente conjugado (CG). Diferente-
mente de outros métodos, o SIP é um bom método iterativo por si s6 e pode ser usado com
sucesso em conjun¢ao com métodos do tipo gradiente conjugado com pré-condicionador
(FERZIGER; PERIC, 1999).
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Conforme ja mencionado na secao anterior, a formulacao implicita nos leva a
resolucao de um sistema de equacoes algébricas, que pode ser representado na forma
matricial como j$ = d. Em se tratando de um método iterativo para a resolucao de um
sistema algébrico, tal esquema pode ser posto na seguinte forma matricial (FERZIGER,;
PERIC, 1999):

Mt =Ng™ +d (4.19)

e como no caso da convergéncia ser alcancada ¢™"! = ¢™, vemos que A= M — N. Uma
forma alternativa desta representacao pode ser obtida, se subtrairmos M @™ de ambos os

lados desta equagao:

M <¢3’m+1 . q3’m> —d- (ﬁ . ﬁ) o (4.20)

ou ainda,

M5t = gm (4.21)

onde 5™t = gmtl — gm e jm = — <M—ﬁ> .

Sendo L U uma aproximacao da matriz A, temos que a matriz iteracao M sera

dada por:

<l
=l

-1

=|l

=4+ (4.22)

onde L e U sao ambas matrizes esparsas triangulares inferior e superior, respectivamente.

Devemos obter L e U tal que LU = M se aproxime o mais possivel de A. O me-

todo SIP sera descrito para matrizes que apresentam a estrutura mostrada na Figura 4.2.

Como na decomposicao LU incompleta, as matrizes L e U tem elementos nio-
nulos apenas nas diagonais onde A tem elementos nao-nulos. Entretanto, o produto
das matrizes triangular inferior Te triangular superior ﬁ, com estas estruturas, resulta
em uma matriz com mais diagonais nao-nulas que as da matriz A. Para problemas
bidimensionais passam a existir mais duas diagonais, correspondendo aos nés NW e SE

ou NE e SW, dependendo da ordenagao dos nés no vetor gz;

Para tornarmos estas matrizes unicas, todos os elementos da diagonal principal de
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Lw Ls Lp 1 Un Urp | —

Figura 4.2: Apresentacao esquematica da decomposi¢ao LU.

U sao reduzidos a unidade. Assim, torna-se necessario determinarmos os cinco conjuntos
de elementos (trés em L, dois em U). Para matrizes da forma mostrada na Figura 4.2,

as regras da multiplicacao de matrizes nos fornece os elementos do produto de Le ﬁ,

Ly _ 7t
My; = Ly
i?’ J— 7/7] 1_17.7
My = Ly Uy
Lj _ 7]
Mg =Ljg
.j __ rijrri—1,J i,j77,5—1 i.j
Mp =LyUg ™ +LJUY  +Lp (4.23)
Wi _ b T hd
My =UyLp
imj J— 27] 7’7]71
Mgy = Lg'Ug
Wi _ LI g
Mg =Ug Ly
As matrizes L e U devem ser selecionadas tal que M seja, tanto quanto possivel,

uma boa aproximacao para a matriz A. No minimo, N deve conter as duas diagonais de

M que correspondem as diagonais nulas de A (ver as Equagoes (4.23)).
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A convergéncia do método iterativo pode ser melhorada permitindo que N tenha
elementos nao-nulos nas diagonais correspondentes as sete diagonais nao-nulas de LU
(FERZIGER; PERIC, 1999). O método iterativo pode ser facilmente derivado a partir
da introducao do vetor ﬁgzg

(M¢)p = Mpop + Msps + Mnon + Mpdp + Mwow + Mywodnw + Mspdse  (4.24)

Cada termo nesta equagao corresponde a uma diagonal de M= fﬁ, sendo os dois tltimos

termos chamados de “extra’.

A matriz N deve conter as duas diagonais “extra” de M, e precisamos escolher

os elementos das diagonais restantes tal que ﬁ(ﬁ >~ ()

Npop + Nyén + Nsos + Npdp + Nwow + Mywodnw + Msppsp =0 (4.25)

Isto requer que a contribui¢ao dos dois termos “extra” na Equacao (4.25) seja anulada pela
contribuigdo das outras diagonais. Em outras palavras, a Equagao (4.25) deve reduzir-se

a seguinte expressao:

Myw(onw — dnw) + Msp(dse — dgg) =0 (4.26)

onde ¢y € @5y sao aproximagoes de onw € Pgp.

Uma aproximacgao possivel consiste nas seguintes expressoes:

dyw = alow + on — dp) (4.27)

¢sp = algs +op — dp) (4.28)
Para a = 1 temos que estas sao aproximacoes de segunda ordem, mas a estabilidade do
método requer que a < 1 (FERZIGER; PERIC, 1999).

Ao substituirmos estas aproximagoes na Equagao (4.26) e igualarmos o resultado

a Equagao (4.25), obtemos todos os elementos de N como combinacoes lineares de My,
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e Msg. Os elementos de M, Equacao (4.23), podem agora ser igualados a soma dos
elementos de A e N. As equacdes resultantes nao sao suficientes para determinarmos

todos os elementos de L e U, mas elas podem ser resolvidas seqiiencialmente:

Ly, = A/ +aUy")

LY = AY/1+aUy ™)

Ly = A¥ +a(Liy,Uyt + LU ™) - LU ™ - LYUy ™ (4.29)
UY = (A - aLifuy /Ly

Uy = (AY —aLdUy™")/L¥

Os coeficientes devem ser calculados nesta ordem. Para os noés proximos a fronteira,
todos os elementos da matriz correspondentes a fronteira sao considerados nulos. Assim,
ao longo da fronteira oeste (i = 2), elementos com indice (i — 1, j) sao nulos; ao longo
da fronteira sul (j = 2), elementos com indice (7,7 — 1) sdo nulos; o mesmo raciocinio se

aplica ao longo das fronteiras norte e leste.

Em seguida, nos concentraremos na resolucao do sistema de equacoes mediante
a aplicacao da fatorizacao apresentada. Conforme visto na introducao desta secao, a

equagao resultante da atualizagao do residuo é dada pela Equacao (4.21):

LU = pm (4.30)

Estas equacoes sao resolvidas como na decomposicao LU tradicional. A multiplicacao da

=-1
Equacao (4.30) por L nos conduz a:

— :71 —
Us™tt =1L p™=R" (4.31)

sendo os valores de R™ dados pela seguinte expressao:

R = (o — LY R — LR /L (432)
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e esta equacao deve ser resolvida no sentido da ordem crescente de (i,j). Terminada a
determinacao da computacao de ﬁm, o proximo passo consiste na resolucao da Equa-
¢ao (4.31):

5 = R Ui ghitt _ i gitli (4.33)

na ordem decrescente de (i, 7).

No método SIP, os elementos das matrizes L e U precisam ser calculados apenas
uma vez, antes da primeira iteracao. Nas iteracoes seguintes é necessario apenas calcular

o residuo p, depois R e finalmente ¢, através da resolucao dos dois sistemas triangulares.

O método de Stones converge geralmente em um nimero pequeno de iteracoes.
A taxa de convergéncia pode ser melhorada, variando « de iteracdo a iteragao (e ponto a
ponto). Mas isto requer que a decomposicao LU seja refeita cada vez que o ¢ mudado.

Portanto, na pratica o valor de o ¢ mantido constante durante todo o processo iterativo.

4.3 O Método do Gradiente Biconjugado

O sistema de equacoes lineares jgg = J: onde a matriz A ¢ nao-simétrica, pode
ser resolvido pelo método do Gradiente Biconjugado (BI-CG). Neste caso, precisamos
converter o problema nao-simétrico em um problema simétrico. Portanto, esse método é
uma generalizagdo do método do Gradiente Conjugado Pré-Condicionado (CG) (GOLUB;
LOAN, 1985), onde trabalhamos tanto com a matriz A como com a sua transposta ET.

Existem algumas maneiras de fazermos isto e talvez a mais fécil é a de considerarmos o

seguinte sistema de equacoes (FERZIGER; PERIC, 1999):

ol

N
<

=

S
el
ASS
o

Conforme podemos observar, este sistema de equacoes pode ser decomposto em dois
subsistemas. O primeiro representa o problema original que queremos resolver, enquanto
que o segundo envolve a matriz transposta e é irrelevante para os nossos propoésitos.
O algoritmo para a solucao do sistema de equacoes algébricas, utilizando o Método do
Gradiente Biconjugado, pode ser obtido a partir da aplicacao do método do gradiente
conjugado pré-condicionado a este sistema (FERZIGER; PERIC, 1999):
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1. Estimar o campo de variaveis iniciais:

- = - = _ - =T 5 _ =
k:07¢U:¢in750:d_A¢inaﬁOZd_A ¢in7ﬁ0:ﬁ020730:1030
2. Fager:
k=k+1

3. Resolver os sistemas:

5. Repetir até a convergéncia.

Este método requer um esforco computacional por iteracao duas vezes maior que o
do método padrao do gradiente conjugado pré-condicionado, mas converge em um nimero
de iteragoes aproximadamente igual (FERZIGER; PERIC, 1999).

O método do Gradiente Biconjugado (BI-CG) pode apresentar boa convergéncia,
mas, as vezes, também podemos observar uma convergéncia muito irregular e existe a
possibilidade do método falhar. Com o objetivo de evitar esse padrao irregular de con-

vergéncia, foi desenvolvido o método do Gradiente Biconjugado Estével (BI-CGSTAB).

4.4 O Método do Gradiente Biconjugado Estavel

O método do Gradiente Biconjugado Estavel (BI-CGSTAB) foi desenvolvido para

resolver sistemas algébricos nao-simétricos e é capaz de evitar o comportamento irregular
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apresentado em alguns casos, no que diz respeito a convergéncia, inerente ao método do
Gradiente Biconjugado.

Este método converge tao rapido quanto o método do Gradiente Conjugado,
algumas vezes mais rapido e em outras vezes menos rapido. Entretanto, o método do

Gradiente Biconjugado Estavel (BI-CGSTAB) apresenta uma convergéncia mais suave.

O algoritmo para a solucao do sistema de equacoes algébricas, utilizando o método
do Gradiente Biconjugado Estéavel, se apresenta da seguinte forma (FERZIGER; PERIC,
1999):

1. Estimar o campo de variaveis iniciais:
_ 70_ 7 =20_ 1) Z =20_~0_Q
k_07¢ _¢m>p _D_A¢in7u =D =0

2. Fazer k. =k + 1 e calcular:

ﬁk — p—*k—l —|—wk(ﬁ k—1 _ ak_lﬁ k—l)

3. Resolver o sistema:

Mz =5k

4. Calcular:
ik =Az
Y=gt p)
W= phl kg k

7. Repetir até a convergéncia.
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Devemos observar que neste algoritmo os vetores u, U, w, i e Z sdo meramente vetores
auxiliares e nao apresentam nenhum significado fisico para os problemas tratados neste

trabalho.
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5 VALIDACAO NUMERICA

Antes de podermos empregar os nossos simuladores a problemas nao-lineares,
devemos ter certeza de que eles sao capazes de apresentar resultados acurados na resolucao
de alguns problemas classicos. Dentre as varias possibilidades, decidimos empregar na
sua validacao numérica a resolucao da equacgao de Burgers com dissipacao e a equacao
de Buckley-Leverett. No primeiro caso, temos uma funcao de fluxo convexa, isto é, a
derivada segunda desta funcao com relacao a variavel dependente nao troca de sinal,
enquanto que, no segundo caso, temos uma funcao de fluxo nao-convexa e a derivada
segunda troca de sinal. Em se tratando de problemas estritamente hiperbolicos (sem
dissipacdo), a resolugdo da equagido de Burgers permite o aparecimento de um choque,
enquanto que a solucao da equacao de Buckley-Leverett apresenta uma rarefacao e um
choque (LEVEQUE, 2002).

5.1 Equacao de Burgers

A equacao de Burgers é um exemplo conhecido de uma equacao diferencial parcial
nao-linear, cuja solucao pode ser obtida mediante a resolucao de uma equagcao diferencial
parcial linear, gragas ao emprego da transformacao de Cole-Hopf (FLETCHER, 1991;
LEWANDOWSKI, 2006).

A equacao de Burgers com dissipacao, escrita na sua forma conservativa, é dada

no caso unidimensional por:

9 9

0%
ot * ox Ox?

pu— -].
f(@)=as s 5.1
onde o > 0 é o coeficiente de dissipagao (ou difusdo) e a funcdo de fluxo é dada por
f(¢) = ¢*/2. Da forma da funcdo de fluxo, verificamos facilmente que f”(¢) = 1 e,

portanto, ela nao troca de sinal.

O primeiro passo na obtencao de uma solucdo para esta equacao consiste na

proposicao da seguinte transformacao:
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dyp

o0=2-  p= p(z,t) (5.2)

Apos substituicdo desta transformacao na equacao de Burgers e sua posterior

integracao com relagao a x, obtemos:

oo 1 [0p\> 0
T (R i [N i o 5.3
ot T2 (835) “0a? (5:3)
Em seguida, introduzimos uma segunda transformacao dada por:
¢ =—2alnd (5.4)

de modo que a equacao diferencial parcial em ¢ pode ser reescrita, em termos de 6, como:

00 9%

e a solugdo da equacao de Burgers pode ser obtida a partir da solugao (6) desta equagao

na formas:

_ 9 —2a£(ln9) _ a0 (5.6)

0= ox ox 0 Ox

e, por outro lado, podemos expressar ¢ em funcao de ¢:

0z, ) = exp (—% / 6(z.1) d:z:) (5.7)

Vamos considerar, agora, a solucao desta equacao no caso de um meio infinito.
Da teoria das equacoes diferenciais parciais sabemos que esta solugao sera dada em termos

da fungao de Green e da condicao inicial:

+oo
O(z,t) = / G(&, 2, 1)0(€,0) de (5.8)

e}

onde a funcio de Green, para este caso especifico, é dada por (OZISIK, 1980):

G(£7x7t) = (59)

1
exp | ———
Virat P [ dot
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5.1.1 Primeiro Problema Teste

No primeiro problema teste, a equacao de Burgers foi resolvida numericamente

para uma condicao inicial do tipo Riemann:

1 <0
¢(z,0) = (5.10)
0 z>0

Para esta condicao inicial a solucao da equacao de Burgers com dissipacao é
fornecida a partir do emprego das Equacoes (5.6)-(5.9) (FLETCHER, 1991):

(1) = /_:O e t_ J exp {—i/%(f/) df’] exp {—%} de

/ e [—% [ i) dg’} exp {—%1 dé

—00

(5.11)

A solugdo analitica (5.11) serd utilizada no estudo da convergéncia numérica
mediante o refinamento de malha e, a seguir, na validacao dos resultados numéricos obtidos
com o0 emprego do nosso simulador com um limitador de fluxo do tipo monotonized central-
difference (LEVEQUE, 2002).

Nas Figuras 5.1 e 5.2 sao apresentados os valores de ¢, para um tempo t = 2,0,
obtidos com cinco malhas uniformes diferentes: 30, 60, 120, 240 e 480 volumes de controle.
Empregamos, inicialmente, um incremento de tempo At = 2,0.1072 e de espaco Az = 0,2
e dois valores do coeficiente de dissipacao o = 1,0.107° e o = 1,0.107%, respectivamente.

A razdo At/Ax é mantida constante para as diferentes malhas utilizadas.

Os resultados mostram que os valores numéricos convergem para a solugao ana-
litica a medida que a malha é refinada e que, para o problema predominantemente hi-
perbolico, devemos empregar uma malha mais refinada. Portanto, nas nossas validacoes
vamos empregar uma malha de 240 volumes de controle para os problemas dissipativos e

de 480 volumes de controle quando os efeitos difusivos forem desprezados.
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Figura 5.1: Estudo do refinamento de malha para a equacao de Burgers para o = 1,0.107°
et = 2,0, empregando um limitador de fluxo do tipo monotonized central-difference.
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Figura 5.2: Estudo do refinamento de malha para a equacao de Burgers para o = 1,0.1071
e t = 2,0, empregando um limitador de fluxo do tipo monotonized central-difference.
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A fim de validarmos o nosso simulador numérico, na Figura 5.3 estao representa-
das as solugdes analiticas e numéricas da equagao de Burgers com difusao (o = 1,0.1071)
para trés instantes de tempo: ¢t = 1,0;2,0;3,0. Desta figura, podemos comprovar a acu-
racia dos resultados obtidos com a nossa formulagao implicita para o problema parabélico

nao-linear unidimensional.

analitica (t=1,0)
+ numearica

analitica (t=2,0)
+ nuUmearica
analitica t=3,0)

+ nuUmearica,

-2 o Z 4 2
H

Figura 5.3: Solucdo da equacdo de Burgers para o = 0,1, At = 1,0.107% e t =
1,0;2,0; 3,0, empregando um limitador de fluxo do tipo monotonized central-difference.

Nas Figuras 5.4 e 5.5 estao representados os resultados numéricos da equacao de
Burgers e sao feitas comparacoes entre as solugoes analiticas e numéricas, utilizando esque-
mas nao-TVD e esquemas TVD para cinco instantes de tempo ¢t = 1,0;2,0; 3,0;4,0; 5, 0;
empregando uma malha computacional de comprimento L = 6,0; incremento de tempo
At =2,0.1072 e de espaco Az = 0, 2; um esquema de discretizagdo no tempo totalmente
implicito v = 0,0; coeficiente de difusdo o = 1,0.107% e uma malha de 480 volumes de

controle.

Na Figura 5.4, os esquemas nao-TVD utilizados foram o wupwind de primeira
ordem, diferencas centradas e o upwind de segunda ordem. Os resultados obtidos com o

esquema de diferencas centradas apresentaram oscilacoes espurias bastante acentuadas.
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Figura 5.4: Solucao numérica da equacao de Burgers, esquemas nao-TVD.
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Figura 5.5: Solucao numeérica da equacao de Burgers, esquemas TVD.
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Ja na Figura 5.5, os esquemas TVD utilizados foram o superbee, o MINMOD, o
Osher, o MUSCL, o monotonized central-difference (MC) e o artificial compression method
(ACM). Os resultados apresentados mostram que os valores numéricos convergem para
a solucao exata. Podemos observar também que as solugoes numeéricas apresentaram
resultados mais acurados que os dos esquemas nao-TVD e nao apresentaram oscilacoes
espuarias, o que comprova a eficiéncia dos esquemas TVD na resolucao deste tipo de

problema.

5.1.2 Segundo Problema Teste

No segundo problema teste, a equacao de Burgers é resolvida numericamente para

uma condigao inicial do tipo Riemann:

0 <0
o(z,0) = (5.12)

1 z>0

Neste caso a solucao analitica deste problema nao apresenta mais um choque, mas sim

uma rarefagao.

As simulagoes foram realizadas usando os mesmos parametros que os empregados

na resolu¢ao dos problemas mostrados nas Figuras 5.4 e 5.5.

A Figura 5.6 apresenta os resultados dos esquemas nao-TVD. As simulagoes foram
feitas com os esquemas upwind de primeira ordem e diferencas centradas, nao sendo

possivel realizar a simulacao com o método upwind de segunda ordem, pois este divergiu.

Na Figura 5.7 os esquemas TVD utilizados foram o superbee, o MINMOD, o
Osher, o MUSCL, o monotonized central-difference (MC) e o artificial compression method
(ACM). Podemos observar que os resultados obtidos para os esquemas nao-TVD se mos-
traram mais difusivos que para os esquemas TVD, conforme podemos observar na parte
superior destes graficos. Uma vez mais pudemos constatar a superioridade dos esquemas

do tipo TVD com relacao aos esquemas cléssicos considerados.
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- — — UPWIND-1
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Figura 5.6: Solugdo numérica da equacao de Burgers do tipo rarefacdo, esquemas nao-
TVD.
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Figura 5.7: Solucao numérica da equacao de Burgers do tipo rarefacao, esquemas TVD.
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5.1.3 Terceiro Problema Teste

O terceiro problema teste resume-se na resolucao da equagao de Burgers com

dissipacao, num meio infinito, sujeita a seguinte condicao inicial:

:2[

¢(x,0) 5 A — 4tanh(x/B)] (5.13)

onde A e B sao constantes.

Para esta condigao inicial, podemos mostrar que a solugao da equagao de Burgers
fornecida pelas Equagoes (5.6) e (5.8) ¢ dada por (LEWANDOWSKI, 2006):

2a€(ata2—aw) + be(atbQ—bx) +Ce(at62—cx)

o(z,t) =2 (5.14)

2elata?—az) + e(atb?—bz) + elatc?—cx)
onde a =A/2B,b=a+2/Bec=a—2/B.

Os resultados numeéricos reproduzidos neste trabalho, e apresentados na Figura 5.8,
foram obtidos para a = 1,0.107, A = 4 e B = 7. Estes valores sao os mesmos que 0s
empregados em Lewandowski (2006) e os perfis de ¢(z,t) foram determinados para trés
valores do tempo (¢t = 100, 200 e 300). O ntmero de volumes finitos empregados foi de
240, todos os resultados foram determinados para um At — 1,0.107! e empregamos um
limitador de fluxo do tipo superbee (LIE; NOELLE, 2003). Neste caso, também, a solugao
numérica é acurada o suficiente e apresenta uma concordancia muito boa com a solucao

analitica.

5.2 Equacao de Buckley-Leverett

Neste trabalho, estamos nos concentrando na resolucao de problemas paraboélicos
e, por este motivo, a equacao de Buckley-Leverett serd apresentada como sendo dada pela

seguinte equacao diferencial parcial:

o6 0
ot ow

9%
=I— 5.15
@) =T (515)
onde I'" representa um valor infinitesimal nao-nulo e positivo. Para este problema iremos

considerar que a funcao de fluxo nao-linear e nao-convexa, usualmente empregada na

simulagdo de escoamentos bifasicos (LEVEQUE, 2002), é dada por:
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Figura 5.8: Comparagio entre as solugoes analitica (linhas continuas) e numérica (*) da
equacao de Burgers unidimensional com dissipacao.

(;52

0= o raa—op

(5.16)

onde a é uma constante (relagdo entre as viscosidades das duas fases no problema fisico)

e podemos mostrar sem maiores dificuldades que:

26a(1 - )
(62 + a1 — 0)?’

f'(¢) = (5.17)

resultando numa derivada segunda, f”(¢), que troca de sinal em fungdo dos valores de ¢
(LEVEQUE, 2002).

Na introducao deste capitulo, dissemos que a solucao da equagao de Buckley-
Leverett, devido a funcao de fluxo ser nao-convexa, apresenta uma rarefagao e um choque.
Da teoria das equagoes diferenciais hiperbolicas (LEVEQUE, 2002), podemos determinar
analiticamente o valor da varidvel ¢ que determina o final da rarefacao e o inicio do
choque. Este procedimento sera exemplificado com base na Figura 5.9. Da figura, pode-

mos escrever que a inclinacao da reta tangente & funcao de fluxo que passa pelos pontos

(do,f (o)) e (o*,f(¢*)) é dada por:
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Figura 5.9: Envelope convexo para a funcao de fluxo.

f(¢") — [ (o)

fl(¢7) = e (5.18)

ou ainda,

9(¢") = ['(¢7) (6" — ¢o) + f(do) = f(¢7) =0 (5.19)

e o valor de ¢* que verifica esta igualdade define a altura do salto da solucao da equacgao

de Buckley-Leverett para uma fun¢io de fluxo nao-convexa (LEVEQUE, 2002).

5.2.1 Primeiro Problema Teste

Para o problema de Buckley-Leverett, o nosso primeiro problema teste ira4 obter
a solugao numeérica desta equacao diferencial parcial para uma funcao de fluxo dada pela

Equacao (5.16), para a = 0,05 e considerando a seguinte condicao inicial:

1 <0
¢(z,t) = (5.20)
0 >0

Do envelope convexo desta funcao sabemos que o valor tedrico do salto é dado
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para ¢* = 0,22. Conforme explanado anteriormente, este valor de ¢ determina o final
da rarefagao e o inicio do salto da funcao ¢(x,t). Na Figura 5.10 vemos que as solugoes
obtidas, para diferentes valores do tempo, partem do valor inicial ¢ = 1,0 e apresentam

uma rarefacao até o valor previsto para o salto, de acordo com a previsao teorica.

1

D@

0.8

Figura 5.10: Comparagao entre a previsao analitica para o salto (linha tracejada) e a
solucao numérica da equacao de Buckley-Leverett unidimensional.

5.2.2 Segundo Problema Teste

Como estamos interessados no escoamento multifasico em um meio poroso, no
segundo problema teste vamos considerar a forma da equacao de Buckley-Leverett que

governa o escoamento bifasico d4gua-6leo em um meio poroso:

d(esy) O 0%,
g g MU =155

(5.21)

onde € é a porosidade do meio, s, a saturacao da fase agua, U a velocidade total do
escoamento e I representa um valor infinitesimal ndo-nulo e positivo (coeficiente de difusao

devido & existéncia do gradiente da pressao capilar).

Para este problema, a funcao de fluxo nao-linear e nao-convexa ¢ dada por
(CHEN; HOPMANS; GRISMER, 1999; KEWEN, 2004):
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(S'w - Srw)2

e (52) o= (3532)]

onde Sy, Sro, Hw € [l representam, respectivamente, as saturagoes residuais e as vis-

Aw(8w) = (5.22)

cosidades dinamica das fases agua e 6leo, e podemos mostrar sem maiores dificuldades

que:

2(Sw — Srw) (Z—j) {(sw — Srw) (ig:ﬁ) [S?M ~ Sw Sz:;m } (5.23)
(oo Gl 2T

onde s7% = 1— ,,, € s = 1—s,,, resultando numa derivada segunda f”(s,,) que troca

de sinal em fungao dos valores de s,, (LEVEQUE, 2002).

A construcao da solucdo analitica da equacao de Buckley-Leverett é mostrada
esquematicamente na Figura 5.11, onde s;, determina o final da rarefacao e o inicio do
choque. A representagdo grafica é feita a partir da determinacao das fungoes F(s,) e
t F'(sy), onde t representa o tempo e F'(s,) a velocidade caracteristica do escoamento,

coI1n

F(sy) = A(s0)U/€ (5.24)

F'(s0) = N(s0)U e (5.25)

onde para este caso especifico, nao consideramos os efeitos difusivos (I' = 0) e os efeitos
gravitacionais (§ = 0). Portanto, a solugao analitica é construida se nos representarmos,

num grafico da saturacdo em funcao da distancia percorrida, a funcao t F’(s,) até que o
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valor da saturagao seja igual a s; . Para este valor especifico teremos o final da rarefacao
e o inicio do choque, até que o valor da saturacao atinja o valor residual da saturacao da

fase dgua (linha tracejada na figura).

1 T T T T T T T I I.
Dol L L T, . [ U e = = =solugdo |.._|
ogk--oe B P b o B e e o oo _
o7l b P b B b b RS IEEIIERN ERER _
08" 8
oy 05 : : . . . .
: : : : : * : : :
04 .......... .......... ....... S .......... .,‘ ........ -
1 .
02 —_—— — PUTRE PP L o o o o o e e o
e 1| A e e U e ORI e T U _
n | | | | I | | | |
0 20 40 80 80 100 120 140 180 180 200

Figura 5.11: Construcao da solucao analitica da equacao de Buckley-Leverett sem o termo
dissipativo.

No caso em que ' = 0 e g # 6, a determinacao da solugao analitica também
é obtida a partir das fungbes F(s,) e t F'(s,), de modo anélogo & construcdo anterior.

Entretanto, para este problema temos que

F'(s) = N(sw)U/e+ X(s,)U' /€ (5.26)

e a forma nao-conservativa da equacao de transporte é dada por:

d(esw) / n O(5w)
—— = 2
TR AU + AU’ 5 0 (5.27)
sendo que,
U = M}do (5.28)

fho
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;o 28y 2
k., = A= s  (1—s) (5.29)

Os resultados que serao apresentados, a seguir, foram obtidos com uma malha de
480 volumes de controle; com uma condicao de contorno do tipo Dirichlet para a saturacao
da fase d4gua em = = 0,0 m; e para os seguintes valores: At = 1,0 dia, U = 1,0.107" m/s,
e = 0,3, Spw = 0,2, 8,0 = 0,15 e I' = 1,0.1077 m?/s. Para estes valores a teoria
(' = 0) prevé que o salto ocorrera para um valor da saturacao igual a 0,33. A linha
continua (preto) representa a altura do salto. A Figura 5.12 contém os valores numeéricos
calculados, empregando um limitador de fluxo do tipo superbee, da saturacao da fase
agua para seis diferentes instantes de tempo: 200, 400, 600, 800, 1000 e 1200 dias. Os
resultados apresentam, conforme previsto pela teoria (LEVEQUE, 2002), uma rarefagao
seguida de um salto para o valor de saturacao da fase dgua igual a 0,33. Conforme podemos
comprovar, os valores numéricos apresentam uma boa concordancia com a previsao tebrica
para o inicio do salto. Devemos ressaltar também que o choque é representado por 2 ou

3 pontos, lembrando que a representacao ideal conteria somente um tinico ponto.

1 T T T

—=—{=100 dias

—=— t=300 dias
t=500 dias

09 H : -
t=700 dias

1=900 dias
——&—1=1100 dias
0.8 H : i —+&— 1=1300 dias

0.7

05

0.4

||

0.2 -
0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200

X

Figura 5.12: Comparagao entre a solucao numérica da equagao de Buckley-Leverett uni-
dimensional e a previsao analitica da altura do salto.

As Figuras 5.13-5.22 contém os valores calculados da saturagao da fase agua,
para quatro diferentes instantes de tempo: 300, 600, 900 e 1200 dias. Os parametros

empregados na resolucao da equacao de Buckley-Leverett para estas figuras foram uma
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malha computacional de comprimento L = 200,0 m; Az = 0,4167 m; porosidade € = 0, 3;
Spw = 0,2; 8,0 = 0,15; U = 1,0.1077 m/s; viscosidade da fase agua p, = 0,0005 Pa.s;
viscosidade da fase 6leo 1, = 0,01 Pa.s; I' = 1,0.107% m?/s; e uma malha computacional

com 480 volumes de controle.

Estes resultados numéricos sao comparados com a solucao analitica da equagao
de Buckley-Leverett, obtida seguindo a metodologia explicada anteriormente nesta se-
¢ao. Foram empregadas diferentes formulacoes alternativas: FSTAB, FSTAB-S, FUPW,
FUPW-S, FSADV e a formulacao explicita FEXP. Estes experimentos numeéricos servi-
rao para nos fornecer subsidios para que possamos escolher quais formulagoes deveremos

considerar quando das simulagoes numéricas bidimensionais.

Nas Figuras 5.13 e 5.14 sao mostrados os resultados obtidos com At = 0,125 dia e
At = 0,25 dia, respectivamente, e v = 0,0. Podemos observar que para estes incrementos
de tempo os perfis tendem a estar sobrepostos a solugao exata, exceto para a formulacao

FSTAB-S, na qual a solugao numérica nao esté convergindo para a solucao exata.

1 T T
) T ST T AR T T
v.8 : : : : : : : : 5 Exata t=300 dias
: : : : : : : : : Exata t=500 dias
OFW - o A R Exata t=0800 dias
: : 5 5 : : : : : Exata t=1200 dias
mE 06 __:l____E _____ L _,_._L__L _____ — — — FSTAB
' : : : : : 1 : i : — — —FSTAB-S
: : : : : : : : : FLPW
0.5 SRR RREEE R L R AR — — — FUPW-5
. § : . . . : . . FsAaDY
— — —FEXP

B et AVUEE FEPPE SRS SN SUP

. . . . : . | .
03 --- P P | R | T P P T

;
t
0.2 i ' ' o
0O 20 40 60 B0 100 120 140 160 180 200

x

Figura 5.13: Solu¢ao numérica da equagao de Buckley-Leverett, v = 0,0 e At = 0,125
dia.

A Figura 5.15 apresenta os resultados obtidos com v = 0,0 e At = 0,5 dia.
Para esta figura, percebemos visivelmente que a solugao numérica, quando utilizamos a
formulagao FSTAB-S, nao converge para a solugao exata. Podemos notar também uma

pequena diferenca entre a solucao numeérica e a solucao exata nos resultados obtidos com
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0.8 Exata t=300 dias
Exata t=600 dias
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Figura 5.14: Solucao numérica da equacao de Buckley-Leverett, v = 0,0 e At = 0,25 dia.

a formulagao explicita (FEXP).

Os resultados obtidos para v = 0,0 e At = 1,0 dia sao apresentados na Fi-
gura 5.16. A figura mostra que para este At duas formulagoes apresentam resultados que
diferem significativamente da solugdo analitica, sdo eles o FSTAB-S e o FEXP. Para os
demais os resultados apresentaram alguma diferenca entre a solucao numeérica e a solucao
exata, embora, podemos observar que nas formulagoes FUPW e FUPW-S os perfis destas

formulacoes estao mais proximos da solucao analitica.

Na Figura 5.17 encontram-se os resultados obtidos com v = 0,5 e At = 0,125
dia. Neste caso, v = 0,5, estamos empregando uma aproximagao de segunda ordem para
o termo transiente. Observamos que para este pequeno incremento de tempo, os perfis

também tendem a estar sobrepostos a solucao exata, exceto para a formulacao FSTAB-S.

A Figura 5.18 apresenta os resultados obtidos com v = 0,5 e At = 0,25 dia.
Podemos observar, assim como verificado na figura anterior, que a solu¢cao numérica obtida
com este valor de At, quando utilizamos a formulacao FSTAB-S, nao converge para a
solucao exata. Percebemos também que ha uma pequena diferenca entre as solucoes

numérica e exata em se tratando da formulacao explicita (FEXP).
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Figura 5.15: Solucao numérica da equacao de Buckley-Leverett, v = 0,0 e At = 0,5 dia.
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Figura 5.16: Solugdo numérica da equagao de Buckley-Leverett, v = 0,0 ¢ At = 1,0 dia.
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Figura 5.17: Solugdo numérica da equacgao de Buckley-Leverett, v = 0,5 e At = 0,125

dia.
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Figura 5.18: Solucao numérica da equacao de Buckley-Leverett, v = 0,5 e At = 0, 25 dia.
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A Figura 5.19 mostra os resultados obtidos com v = 0,5 e At = 0,5 dia. Nesta
figura podemos notar que os resultados numéricos apresentaram perfis que indicam que
para as formulagoes FSTAB-S, FUPW-S, FSADV e FEXP, a solu¢ao numérica nao apre-
senta uma boa concordancia com a solucao analitica. Este resultado é muito importante,
uma vez que ele mostra claramente a vantagem em utilizarmos uma formulacao do tipo
implicita. Vimos que apesar da formulacao explicita nao ter apresentado resultados sa-
tisfatorios para este valor de At, as formulagoes implicitas FSTAB e FUPW foram ainda

capazes de reproduzir corretamente a solugao exata.

09
S12] S Exata t=300 dias
Exata t=600 dias
0F Exata t=900 dias
Exata t=1200 dias
— — — FESTAB
=
«” 0.8 — — —FSTAB-S
FLIPW
05 — — — FLPW-=
- FSAaDY
O - - - ™ — — — FEXP

03

a2 i . .
o 20 40 s0 80 100 120140 180 180 200

b

Figura 5.19: Solugdo numérica da equagao de Buckley-Leverett, v = 0,5 ¢ At = 0,5 dia.

Na Figura 5.20, estao os resultados obtidos com v = 0,5 e At = 1,0 dia. Podemos
observar que para este valor de At todas as formulacdes apresentaram solucdes numeéricas
que nao convergiram para a solucao exata, embora resultados satisfatorios tenham sido
obtidos para este mesmo At empregando um esquema de discretizagao de primeira ordem

no tempo (y=0,0).

Analisando as solucoes numeéricas apresentadas pelas formulacoes alternativas:
FSTAB, FSTAB-S, FUPW, FUPW-S, FSADYV e a formulacao explicita FEXP, concluimos
que, no geral, as formulacoes FSTAB e FUPW apresentaram os melhores resultados para
uma escolha do parametro v igual a zero, encorajando a sua utilizacao na simulacao dos

escoamentos bifasicos em meios porosos bidimensionais.



122

g s e i S e I
] S A A A A A S Exata t=300 dias
y ' : : ' : : : : : Exata t=600 dias
OFf - - Exata t=000 dias
Iy : : : : : : : : Exata t=1200 dias=s
— — —FSTAB
R o T = T | U R
w> OB — — — FESTAB-S
T P FLIPWW
0.5 coaemreeet | = — — FUPW-S
) Yoo, : S FSADY
Ol - My e e el e i — — — FEXP

0.3

IR AT T

o 20 40 80 g0 100 120140 160 180 200
S

0z

Figura 5.20: Solucao numérica da equacao de Buckley-Leverett, v = 0,5 e At = 1,0 dia.

Na Figura 5.21 sao apresentados os resultados obtidos para v = 0,5 e At = 0,125
dia, usando uma formulacao do tipo FSTAB e os esquemas nao-TVD do tipo upwind de
primeira ordem e diferencas centradas. As solucdes numeéricas obtidas quando utilizamos
uma discretizacao do tipo upwind de primeira ordem mostraram que elas convergem para
a solucao analitica, embora possamos perceber a presenca de difusdao numeérica na regiao
do salto. Por outro lado, no caso dos resultados apresentados empregando um esquema
do tipo diferencas centradas, podemos constatar que nao ha convergéncia entre a solucao

numérica e a solucao exata.

A Figura 5.22 mostra os mesmos resultados obtidos com v = 0,5 e At = 0,125
dia para uma formulacao do tipo FSTAB e para os esquemas TVD do tipo MINMOD,
OSHER e MC. Nesta figura, notamos claramente que os perfis numéricos tendem a estar
mais sobrepostos a solu¢ao exata que quando utilizamos os esquemas nao-TVD. Além
disso, temos um salto bem resolvido, o que demonstra que os resultados obtidos com os
esquemas T'VD sao mais acurados que os dos esquemas nao-TVD, nos casos considerados

nestes experimentos numéricos.

Visto todos estes resultados, podemos concluir que as formulagoes implicitas FS-
TAB e FUPW, combinadas com os esquemas do tipo TVD, devem ser a escolha adequada

para a resolucao do problema do escoamento bifasico em meios porosos.
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Figura 5.21: Solugao numérica da equagao de Buckley-Leverett, v = 0,5 e At = 0,125
dia, esquemas nao-TVD (upwind de primeira ordem e diferencas centradas) e a formulagao

FSTAB.
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Figura 5.22: Solu¢ao numérica da equagao de Buckley-Leverett, v = 0,5 e At = 0,125
dia, esquemas TVD (MINMOD, OSHER e MC) e a formulacao FSTAB.
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5.2.3 Terceiro Problema Teste

No terceiro problema teste, iremos considerar o problema de Buckley-Leverett
conforme descrito em Durlofsky (1993), onde os resultados numéricos levam em conta,
também, os efeitos gravitacionais. Os parametros empregados na resolucao deste problema
foram uma malha computacional de comprimento L = 100, 0 m, fixamos s, = 1 em z =0

e usamos um At = 0,5 dia. As permeabilidades relativas sao dadas por k,, = s2 e

w
kro = (1 — s4,)% A porosidade ¢ € = 0,3, 8,y =0, 8, =0, U = 1,0.107" m/s, a massa
especifica da gua e do 6leo sdo, respectivamente, p,, = 1000 kg/m? e p, = 700 kg/m3 T’ =
1,0.107? m?/s e a razao entre as viscosidades das fases agua e 6leo é igual a 5. Para os casos
que serao apresentados, a seguir, foi introduzido um nimero adimensional, denominado
G4, que quantifica a razao entre os efeitos gravitacionais e os efeitos advectivos, o qual é

dado por (DURLOFSKY, 1993):

K(pw — po)g
Gy = —w Fo)d 5.30
d i (5.30)

onde K é a permeabilidade absoluta , p, e p, representam a massa especifica da agua e
do 6leo, g 0o modulo da aceleracao da gravidade, pu, a viscosidade do 6leo e U a velocidade

do escoamento.

Iremos considerar duas situacoes, na primeira faremos G4 = 0, ou seja, os efeitos
gravitacionais nao estarao presentes. Na segunda, as solu¢des numeéricas serao obtidas

para G4=0,5; 1,0; 1,5; e 2,0.

Nas Figuras 5.23-5.27 sao apresentados os resultados numéricos da equacao de
Buckley-Leverett para uma formulagao do tipo FUPW; utilizando os esquemas nao-TVD
do tipo upwind de primeira ordem e diferencas centradas; TVD do tipo MINMOD, OSHER
e 0 monotonized central-difference (MC); bem como as solugoes analiticas para diferentes
instantes de tempo. As solucoes analiticas foram construidas seguindo a metodologia

apresentada na Subsecao 5.2.2.

A Figura 5.23 apresenta os perfis de saturacao obtidos para o caso onde os efeitos
gravitacionais nao sao considerados (G4=0). Conforme Durlofsky (1993), a altura teorica
para o inicio do choque, no caso sem gravidade, é dada por s,=0,41 (linha tracejada na
figura) para os parametros considerados na simula¢ao numérica. Neste problema, os perfis
de saturacao foram determinados para quatro instantes de tempo, t= 450, 900, 1350 e
1800 dias. Os resultados mostram que o esquema nao-TVD do tipo diferencas centradas

nao convergiu para a solucao exata. Por sua vez, os esquemas upwind e monotonized
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central-difference (MC) convergiram para a solugao teorica, embora tenham apresentado
uma difusao numérica apreciavel no salto. Os resultados numéricos obtidos com os outros
esquemas TVD apresentaram uma boa concordancia com os resultados previstos pela

teoria.

A Figura 5.24 mostra os perfis de saturagao da agua para G4=0,5, sendo que para
este valor de G4 o valor tedrico da saturacao para o inicio do choque é 0,27. Os valores
numéricos foram calculados para os instantes de tempo t= 400, 800, 1200 e 1600 dias.
Nesta figura podemos observar que, mais uma vez, o esquema de diferencas centradas nao
foi capaz de reproduzir a solucao exata. O mesmo podemos dizer com relagao ao esquema
TVD MIMMOD. O esquema TVD do tipo OSHER convergiu de modo satisfatorio para
a solucao analitica, enquanto que os esquemas upwind e monotonized central-difference

(MC) apresentam solugdes numéricas difusivas.

Para o problema com G4 = 1,0, a altura teorica do inicio do salto é de s,=0,51
e de s,=0,67 para G, = 1,5. No caso apresentado na Figura 5.25 (G4 = 1,0), os tempos
de simulacao foram ¢t= 500, 1000, 1500 e 2000 dias. Ja para o G4 = 1,5, os perfis de
saturacao foram determinados para t= 600, 1200, 1800 e 2400 dias e os resultados sao
apresentados na Figura 5.26. Nestas figuras constatamos que ha uma pequena diferenca
entre a solucao numérica e a solucao exata nos resultados obtidos com os esquemas upwind
de primeira ordem e monotonized central-difference (MC). Para os demais casos podemos
observar que a rarefacao e o choque, presentes na solu¢ao, sao bem resolvidos e a altura

do choque esta em concordancia com o valor teérico.

Na Figura 5.27 sao mostrados os resultados obtidos para GG;=2,0, a altura teérica
para o inicio do choque vale s,,=0,76. Esta figura apresenta os perfis de saturacao da fase
agua para os instantes de tempo t= 650, 1300, 1950 e 2600 dias. Neste caso, podemos
observar que as solugoes numéricas obtidas com os esquemas upwind de primeira ordem,
diferencas centradas e monotonized central-difference (MC) convergiram para a solugao
exata, mas apresentaram uma difusao numérica excessiva. Para os demais esquemas,
MIMMOD e OSHER, os resultados numéricos mostram uma boa concordancia entre os
resultados numéricos e os previstos pela teoria para os perfis de saturacao e altura teoérica

do inicio do salto.
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Exata t=A450 dia=
Exata t=200 dias
Exata t=1350dias
Exata t=1800dias
— — — UPWIND—1

o 20 a0 B0 an 100

Figura 5.23: Solucao numérica da equagao de Buckley-Leverett com G4 = 0, sem gravi-
dade.

Exata =400 dias
Exata t=B00 dias
Exata t=1200 dias
Exata t=16800dias
— — — UPWIND—1
— — —-DGC

M INMOD
— — — O5HER
MC

Figura 5.24: Solucao numérica da equacao de Buckley-Leverett com Gy = 0,5, com
gravidade.
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Exata t=500 dias
Exata t=1000 dias
Exata t=1500 dias
Exalm t=2000 dias
— — — UPWIND-—
— — — DG

fa IR O
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O 20 40 G0 80 100

Figura 5.25: Solucao numérica da equacao de Buckley-Leverett com G4 = 1, com gravi-
dade.

Exata t=E00 dias
— Eyata t=1200 dias

i Exata t=1800 dias

: : : : Exata t=2400 dias

o } : ; : — — — UPWIND—1
. . . . - DG
aar I MINMOD
; ; ; ; — — — OSHER
0 ' .
20 A0 B0 g0 100
X
Figura 5.26: Solucao numérica da equacao de Buckley-Leverett com Gy = 1,5, com

gravidade.
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Figura 5.27: Solucdo numérica da equacao de Buckley-Leverett com G4 = 2, com gravi-
dade.

Estes resultados mostram que quando os efeitos gravitacionais sao levados em
consideracao, nao existe um predominio claro dos esquemas TVD, embora o esquema
TVD do tipo OSHER tenha apresentado resultados bastante satisfatorios para todos os
valores de G4 considerados. Com relacao aos demais esquemas, em alguns casos alguns
esquemas TVD apresentaram convergéncia e difusao numérica nao negligenciavel, assim
como o esquema nao-TVD upwind de primeira ordem. J4 o esquema nao-TVD do tipo
diferencas centradas nao apresentou convergéncia numérica para os valores de G4—0 e 0,5,

e convergiu nos demais casos com perfis que evidenciaram a presenca de difusao numérica.
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6 SIMULACOES NUMERICAS BIDIMENSIONAIS
EM MEIOS POROSOS HETEROGENEOS

Neste capitulo, consideramos a simulacao bidimensional do escoamento bifasico
adgua-6leo em um meio poroso heterogéneo. Num primeiro momento, fazemos um es-
tudo da convergéncia numérica das solugoes sob refinamento da malha computacional
em reservatorios bidimensionais heterogéneos. Posteriormente, realizamos um estudo nu-
mérico comparativo entre os nossos resultados numeéricos e os oriundos do uso de um
simulador desenvolvido mediante o emprego do método dos elementos finitos misto e do
método do gradiente conjugado pré-condicionado na resolu¢ao do problema eliptico de
pressao-velocidade; e do método dos volumes finitos empregando um esquema de diferen-
cas centrais de segunda ordem, nao-oscilatorio e conservativo, com limitador de inclinacao,
proposto por Nessyahu e Tadmor (1990), na resolucao explicita do problema de saturagao
da fase dgua (BORGES, 2006; AQUINO et al., 2007; AQUINO, 2008). Chamaremos
este simulador doravante de N'T. Neste estudo levamos em conta a variacao do campo de

permeabilidade decorrente da variabilidade do meio geologico.

6.1 Campos de Permeabilidade

Os campos de permeabilidade escalares utilizados nas simulagoes numéricas pos-

suem distribuicao do tipo log-normal,

K(x) = koe?*@ (6.1)

onde kg e ¢ sdo constantes, {(z) é um campo gaussiano aleatorio, estacionario com média
(¢(z)) = 0 (o operador (-) representa a média estatistica) e sua fungdo de covariancia é

definida por

C(x,y) = (£(x),£(y)) (6.2)

A média estatistica (K (x)) e o desvio padrao o do campo de permeabilidades sao
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caracterizados pelos coeficientes kg e ¢. Modificagoes no valor de ky e ¢ alteram o grau
de heterogeneidade do campo.

O grau de variabilidade no campo de permeabilidades ¢ medido pelo coeficiente

de variacao definido por

(6.3)

O campo Gaussiano &(z) é considerado isotropico. Para introduzir a variabilidade
em todas as escalas de comprimento, consideramos campos fractais, ou auto-similares, cuja

funcao de covariancia é definida por uma lei de poténcia

Clx,y)=Ix-y[™*, >0 (6.4)

O expoente 3, chamado de coeficiente de Hurst, controla o grau da heterogeneidade multi-
escala do reservatorio. A medida que 3 decresce as heterogeneidades das grandes escalas de
comprimento sao enfatizadas e o campo se torna mais regular. No caso de § = 0, o campo
apresenta uma mesma correlagio (constante) para todas as escalas de comprimento. Para

( — oo temos 0 caso no qual as varidveis aleatérias sao independentes.

A utilizacao desses campos de permeabilidades deve-se a dificuldade em se obter,
de forma direta, os valores das heterogeneidades multi-escala da rocha porosa que constitui
o reservatorio. Dessa forma, utilizamos uma caracterizacao estatistica para o campo de
permeabilidades K (x) de tal forma que ele reproduza, de forma razoavel, a distribuicao
estatistica dos valores do campo de permeabilidades do meio real (FURTADO; PEREIRA,
2003; BORGES, 2006; BORGES; PEREIRA; SOUTO, 2008; AQUINO, 2008).

Recomendamos ao leitor consultar os trabalhos de Glimm et al. (1993), Gelhar
(1993) e Dagan (1989) para uma discussao a respeito da utilizagdo de campos de permea-
bilidade aleatérios fractais como modelos para a variabilidade de propriedades geologicas
em estudos de escoamentos em meios porosos naturais. Recomendamos também, os tra-
balhos de Borges (2006) e Borges, Pereira e Souto (2008) para uma descri¢ao detalhada

sobre a geracao destes campos de permeabilidade empregando diferentes métodos.

Nas Figuras 6.1 e 6.2, a titulo de ilustracao, temos a representagao de dois campos
de permeabilidade cujo coeficiente de variacao é igual a 0,5. Os campos de permeabilidade

estao definidos para as malhas geologicas de 32 x 16 elementos e 64 x 32 elementos,
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respectivamente.
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Figura 6.1: Campo de permeabilidade fractal usado nas simulagoes numéricas. Malha
geologica de 32 x 16 elementos e C'V=0,5.

Figura 6.2: Campo de permeabilidade fractal usado nas simulagoes numéricas. Malha
geologica de 64 x 32 elementos e C'V=0,5.
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6.2 Condicoes de Contorno e Inicial

A Figura 6.3 representa esquematicamente as condicdes de contorno e inicial
empregadas na simulacao numérica do escoamento bifasico em um dominio bidimensional
retangular 2 = [0, L,] x [0, L,]. Assim, as condi¢des de contorno para o problema eliptico

de pressao-velocidade sao dadas por:

u-n=—ug, em x =070,
p=0, em =Ly, (6.5)
u-n=020, em y=0,L,

onde ugy ¢ a taxa de injecao e n é o vetor normal unitario apontando para o exterior da
fronteira 02 do dominio. As condigoes de contorno para o problema parabdlico sao do

tipo Dirichlet, de modo que:

Sw = S0, € =0,
S0 m x (6.6)

Sw = Spw, €m x = L,.

e a condi¢do inicial para o problema do transporte de massa é s, (z,v,0) = Sy.

;TS LSS S S S S LSS

wn= U, p=0 -

Agua + Oleo +

Agua

SWZS 0 $,,,75

11l

y 1% N N W N N N U N N N N WA

| |
L X

Figura 6.3: Dominio computacional para o escoamento bifasico bidimensional.

As condicoes de contorno representadas na Equacao (6.5) simulam a injecao de

agua, estabelecendo um escoamento da esquerda para a direita na regiao bidimensional
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retangular Q = [0, L,] x [0,L,]. A &agua é injetada a uma taxa constante através da
fronteira vertical a esquerda (z = 0) de . Agua e 6leo sdo produzidos ao longo da
fronteira vertical a direita (x = L,). Nas fronteiras horizontais (y = 0 e L,) sdo impostas

condicoes de escoamento nulo.

6.3 Verificacao da Eficiéncia Computacional

Apresentamos nesta secao uma verificacao da eficiéncia computacional do nosso
simulador numeérico, em funcao dos diferentes métodos iterativos de resolucao dos sistemas
algébricos resultantes do processo de discretizacao das equacgoes diferenciais parciais que
governam o escoamento bifasico. Conforme ja mencionado, temos & nossa disposi¢ao qua-
tro métodos iterativos de resolugao que sao o TDMA (Tri-Diagonal Matriz Algorithm), o
SPI (Strongly Implicit Procedure), o BICG (Gradiente Biconjugado) e o BICGS (Gradi-
ente Biconjugado Estavel). Como a maior parte do esfor¢co computacional é despendida,
na resolucao do problema eliptico de pressao-velocidade, fizemos dois estudos de eficién-
cia computacional considerando diferentes critérios de convergéncia para este problema.
O critério de parada empregado é a norma Iy do residuo (r,,) da forma discretizada do
problema de pressao-velocidade e as comparacoes foram feitas considerando que a con-

vergéncia ¢ alcangada com r,,=1,0.107% ou 1,0.107".

Nestas comparagoes consideramos um campo de permeabilidades heterogéneo
com 32 x 16 elementos e C'V=0,5. O meio poroso possui dimensoes fisicas de 128 m x
64 m e as simulacoes foram realizadas empregando malhas computacionais de 128 x 64 e
256 x 128 volumes de controle e um tempo final de 350 dias. O coeficiente I' foi mantido

constante e igual a 1,0.1076.

O método TDMA empregado fez uso, em todas as simulacoes, da técnica de cor-
recao por blocos. Os métodos BICG e BICGS utilizaram como matriz pré-condicionadora
a forma diagonal da matriz dos coeficientes, o que estd longe de ser a melhor opc¢ao de

matriz pré-condicionadora para que a convergéncia seja acelerada.

Observamos nos resultados apresentados pelas Tabelas 6.1 e 6.2 que obtivemos
uma expressiva reducao no tempo de execucao, para todos os métodos, quando usamos
um critério de parada de 7, = 1,0.1077. No caso da malha mais refinada esta diferenga
gira em torno de trés vezes o valor de tempo de execugao empregando como critério rp, =
1,0.1078. O método SPI foi o que apresentou os melhores resultados, mas, infelizmente,

ele apresentou problemas de convergéncia para malhas ainda mais refinadas. Como os
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tempos de execugao para os demais métodos (TDMA, BICG e BICGS), na malha refinada,
encontram-se muito proximos uns dos outros, resolvemos empregar nas simulagoes que
serdo apresentadas, no restante deste capitulo, o método TDMA com correcao por blocos,
uma vez que ele foi o método mais testado durante o desenvolvimento do nosso simulador

numeérico.

Tabela 6.1: Tempo de execucao para os diferentes métodos iterativos e para um critério
de parada 7, = 1,0.107%.

Malhas Computacionais

Meétodos | 128x64 256x128

Tempo (segundos)

TDMA | 374.13 2205.35

SPI 279.29 1547.72
BICG 340.29 1876.26
BICGS | 343.52 1832.51

Tabela 6.2: Tempo de execucao para os diferentes métodos iterativos e para um critério
de parada r,, = 1,0.107".

Malhas Computacionais

Meétodos | 128x64 256x128

Tempo (segundos)

TDMA | 152.45 673.03
SPI 148.12 633.02
BICG 150.26 679.39

BICGS | 151.74 675.15
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Nas Figuras 6.4 e 6.5 sao apresentados os graficos das superficies de saturagao da
agua obtidos com o emprego dos diferentes métodos iterativos para os critérios de parada
de 1,0.107% ¢ 1,0.10~7 e uma malha computacional de 128 x 64 volumes de controle. Os
graficos sobrepostos mostram que os perfis dos campos de saturacoes coincidem entre si.
Qualitativamente nao existe uma diferenca significativa entre os campos de saturacoes

obtidos com os quatro métodos iterativos.

As Figuras 6.6 e 6.7 mostram a sobreposicao dos graficos dos campos de satu-
racoes para os métodos iterativos, para os dois critérios de convergéncia e uma malha
computacional de 256 x 128 volumes de controle. Novamente podemos comprovar que os
métodos iterativos TDMA, SPI, BICG e BICGS fornecem perfis de saturagoes pratica-
mente idénticos. Estes resultados indicam uma excelente concordancia entre os resultados

obtidos por todos os métodos iterativos considerados neste estudo.

Por iltimo, a fim de verificarmos quantitativamente a qualidade da solugao nu-
mérica obtida com os dois diferentes critérios de parada e com os diferentes métodos ite-
rativos, calculamos o erro médio quadratico entre as solucoes numéricas obtidas com cada
método iterativo empregando os critérios de parada de r,, = 1,0.107% e 7, = 1,0.107".
O erro médio quadratico entre as solugoes obtidas com o menor critério de parada, s,1, e

0 maior critério, S, € dado por:

N

EMQ = 2 <Swjv_ Fu2) (6.7)

onde N representa o nimero de volumes de controle, na direcao transversal, que definem

a frente de saturagao.

Para a malha computacional de 128 x 64 volumes de controle o maior valor do
erro médio quadrético obtido considerando todos os métodos iterativos foi de 1,2.1072.
Por outro lado, em se tratando da malha computacional composta de 256 x 128 volumes
de controle, o maior valor do erro médio quadratico foi de 7,8.1072, o que indica mais
uma vez a concordancia entre os resultados obtidos pelos diferentes métodos iterativos

empregando os dois diferentes critérios de convergéncia.



B4 . : :
(& ToMA
sl
S0 RicG

a6t &> eicGs |
5.' 3Zr b
16} .
D 1 1 1
0 32 B4 95 128
X

136

Figura 6.4: Graficos das superficies de saturacao das frentes de propagacao de agua,
obtidos com os diferentes métodos iterativos para um critério de parada igual a 1,0.1078

e malha computacional de 128 x 64 volumes de controle.
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Figura 6.5: Graficos das superficies de saturacao das frentes de propagacao de agua,
obtidos com os diferentes métodos iterativos para um critério de parada igual a 1,0.1077

e malha computacional de 128 x 64 volumes de controle.
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Figura 6.6: Graficos das superficies de saturacao das frentes de propagacao de agua,
obtidos com os diferentes métodos iterativos para um critério de parada igual a 1,0.1078

e malha computacional de 256 x 128 volumes de controle.
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Figura 6.7: Graficos das superficies de saturacao das frentes de propagacao de agua,
obtidos com os diferentes métodos iterativos para um critério de parada igual a 1,0.1077

e malha computacional de 256 x 128 volumes de controle.
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6.4 Estudo da Convergéncia Numérica

Uma questao importante, antes de passarmos a apresentacao dos resultados das
simulagoes do escoamento bifasico bidimensional, diz respeito a convergéncia numérica.
Nesta secao iremos mostrar que os nossos resultados numeéricos convergem para 0s mesmos

valores a medida que refinamos a malha computacional.

O estudo de convergéncia foi realizado considerando o caso do escoamento bifasico
adgua-6leo em um meio poroso heterogéneo. A razao de viscosidades entre o fluido nao-
molhante (6leo) e o molhante (dgua) é igual a 20 e o campo de permeabilidades possui
um grau de heterogeneidade dado pelo coeficiente de variagao C'V=0,5. O escoamento
ocorre, da esquerda para a direita, em um reservatorio retangular de dimensao fisica de
1024 m x 512 m. Usamos nestes experimentos campos de permeabilidade definidos em

duas malhas geoldgicas, uma com 32 x 16 elementos e outra com 64 x 32 elementos.

Destacamos que todas as solucoes numéricas apresentadas neste capitulo foram
obtidas com uma formulacao do tipo FSTAB e com um limitador de fluxo do tipo MC
(monotonized central-difference). Os seguintes parametros fisicos foram empregados nes-
tas simulagoes: € = 0,3; S, = 0,2; 8,0 = 0,15; U = 1,0.1077 m/s; viscosidade da fase
agua i, = 0,0005 Pa.s; viscosidade da fase 6leo u, = 0,01 Pa.s; T' = 1,0.107°% m?/s; e
At = 0,125 dia.

6.4.1 Campo Geolbégico com 32 x 16 Elementos

As Figuras 6.8-6.10 mostram os graficos das superficies de saturagao da dgua para
o escoamento bifasico agua-6leo, considerando um campo de permeabilidades constituido
de 32 x 16 elementos. Os valores dos campos de saturacao para a fase dgua foram obtidos
mediante o emprego de trés malhas computacionais: 256 x 128, 512 x 256 e 1024 x 512 vo-
lumes de controle. Estes campos sao apresentados na forma de superficies tridimensionais

para trés instantes de tempo distintos: 750, 1500 e 3000 dias.

Conforme podemos observar nestas figuras, & medida que refinamos as malhas
computacionais os resultados numéricos convergem para os mesmos valores da saturacao
da fase agua. Praticamente nao ha diferencas entre os campos de saturagoes obtidos com

as malhas de 512 x 256 e 1024 x 512 volumes de controle.

A fim de verificarmos visualmente a convergéncia dos resultados numéricos, na

Figura 6.11 sao mostrados novamente os resultados obtidos para as duas malhas mais
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Figura 6.8: Graficos das superficies de saturacao da &gua para o estudo de refinamento
de malha apdés transcorridos 750 dias. Campo de permeabilidades com 32 x 16 elementos.
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Figura 6.9: Gréficos das superficies de saturacao da agua para o estudo de refinamento de
malha apos transcorridos 1500 dias. Campo de permeabilidades com 32 x 16 elementos.
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Figura 6.10: Graficos das superficies de saturacao da 4gua para o estudo de refinamento
de malha apo6s transcorridos 3000 dias. Campo de permeabilidades com 32 x 16 elementos.
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Figura 6.11: Graficos das superficies de saturacao da 4gua para o estudo de refinamento
de malha apoés transcorridos 3000 dias. Campo de permeabilidades com 32 x 16 elementos.

refinadas e para o tdltimo instante de tempo, ou seja, para as malhas 512 x 256 e¢ 1024
x 512 volumes de controle e 3000 dias de simulacao. Entretanto, desta vez os perfis dos
campos de saturacoes sao apresentados no plano, de modo a que possamos constatar a
identidade entre estes dois campos. Portanto, destes resultados podemos concluir que a
convergéncia numeérica é alcancada para uma malha de 1024 x 512 volumes de controle, de
modo que esta malha sera utilizada quando das simulacdes empregando malhas geologicas

de 32 x 16 elementos.

Uma melhor comparagao entre as frentes de avanco da fase dgua pode ser vista

na Figura 6.12, que apresenta os mesmos resultados da Figura 6.11. Porém, neste caso,
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Figura 6.12: Gréfico das superficies da frente de propagacao da fase agua com as malhas
computacionais de 512 x 256 e 1024 x 512 volumes de controle sobrepostas para um campo
de permeabilidades com 32 x 16 elementos.

os perfis dos campos de saturacoes para as duas malhas encontram-se sobrepostos. Estes
resultados mostram que os perfis de saturacoes sao praticamente coincidentes. Portanto,
fomos levados, mais uma vez, a concluir que a convergéncia numérica ¢ alcancada para

uma malha de 1024 x 512 volumes de controle.

6.4.2 Campo Geoldgico com 64 x 32 Elementos

De modo anélogo ao que foi feito na subsegao anterior, um estudo de convergéncia
numérica também foi realizado para um campo geologico de 64 x 32 elementos. As simu-
lacoes foram realizadas considerando o mesmo escoamento bifasico dgua-6leo, as mesmas
dimensoes fisicas e os mesmos parametros fisicos que os empregados para o campo de

permeabilidades de 32 x 16 elementos.

Também foram empregadas as mesmas trés malhas computacionais, 256 x 128,
512 x 256 e 1024 x 512 volumes de controle, e os resultados apresentados nas Figuras 6.13-

6.15 sao para os mesmos trés instantes de tempo: 750, 1500 e 3000 dias de simulagao.

Os resultados indicam que a convergéncia numérica também foi atingida para
uma malha de 1024 x 512 volumes de controle. Podemos observar, também, que para
esta malha geoldgica mais refinada os resultados numéricos sao mais difusivos e nao con-
seguimos capturar os detalhes do escoamento como no caso do campo de permeabilidades

composto de 32 x 16 elementos. Neste caso, o ideal seria empregarmos um valor mais
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Figura 6.13: Graficos das superficies de saturacao da 4gua para o estudo de refinamento
de malha apdés transcorridos 750 dias. Campo de permeabilidades com 64 x 32 elementos.
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Figura 6.14: Graficos das superficies de saturacao da 4gua para o estudo de refinamento
de malha apo6s transcorridos 1500 dias. Campo de permeabilidades com 64 x 32 elementos.
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Figura 6.15: Graficos das superficies de saturacao da 4gua para o estudo de refinamento
de malha apo6s transcorridos 3000 dias. Campo de permeabilidades com 64 x 32 elementos.
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Figura 6.16: Graficos das superficies de saturacao da 4gua para o estudo de refinamento
de malha apoés transcorridos 3000 dias. Campo de permeabilidades com 64 x 32 elementos.

baixo para o coeficiente de difusao I' mas, conforme veremos mais adiante, apesar da me-
lhora dos resultados, notamos o aparecimento de pequenas oscilagoes espirias na campo

de saturacoes!

Assim como haviamos feito anteriormente, os ultimos resultados calculados para
3000 dias e com as malhas computacionais de 512 x 256 e 1024 x 512 volumes de controle
sao reproduzidos, no plano, na Figura 6.16. Desta figura, verificamos facilmente que
os campos de saturacao sao praticamente idénticos para as duas malhas computacionais

consideradas.

Na Figura 6.17 apresentamos os perfis dos campos de saturacoes sobrepostas
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Figura 6.17: Gréfico das superficies da frente de propagacao da fase agua com as malhas
computacionais de 512 x 256 e 1024 x 512 volumes de controle sobrepostas para um campo
de permeabilidades com 64 x 32 elementos.

para as malhas computacionais de 512 x 256 e 1024 x 512 volumes de controle e para um
tempo final de simulacao igual a 3000 dias. Nesta ultima figura podemos comparar mais
facilmente a forma da frente de propagacao da fase dgua determinada mediante o emprego
das malhas computacionais mais refinadas. A menos de pequenas variacoes nos perfis de
saturacoes, podemos considerar que obtemos a convergéncia numérica com a malha de

1024 x 512 volumes de controle.

Terminado o estudo de convergéncia numeérica, podemos considerar (pelo menos
visualmente) que os resultados numéricos convergiram sobre refinamento de malha em se
tratando dos dois campos de permeabilidades considerados. Nos dois casos o emprego
de uma malha computacional de 1024 x 512 volumes de controle foi suficiente para que
considerdssemos que a convergéncia numeérica foi alcancada. Portanto, esta malha com-

putacional serd utilizada nas demais simulacoes a serem apresentadas.
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6.5 Escoamento Bifasico Agua-Oleo Bidimensional

Apresentamos, agora, algumas simulac¢oes para o problema do escoamento bifasico
agua-0leo em um meio poroso heterogéneo. Em todos os casos mostrados o escoamento se
da da esquerda para a direita, com uma condicao de fluxo prescrito na fronteira esquerda
e de fluxo nulo nas fronteiras laterais. O dominio fisico representa um reservatoério de
dimensdes 1024 m x 512 m que contém inicialmente 6leo e uma pequena quantidade

residual de agua.

Assim como no estudo de convergéncia numérica, os nossos resultados sao obtidos
com uma formulagdo do tipo FSTAB e com um limitador de fluxo do tipo MC (mono-
tonized central-difference). As seguintes grandezas fisicas sdo consideradas: € = 0, 3;
Spw = 0,25 8,0 = 0,15; U = 1,0.1077 m/s; viscosidade da fase dgua p, = 0,0005 Pa.s ;
viscosidade da fase 6leo pu, = 0,01 Pa.s; At = 0,125 dia e v = 0,0.

Dois campos geoldgicos sao usados na definicao dos campos de permeabilidades,
32 x 16 elementos e 64 x 32 elementos, e a variabilidade da heterogeneidade do meio
poroso é assegurada mediante o uso de dois coeficientes de variagao, C'V=0,3 e 0,5, para
cada campo geologico considerado. As simulacoes foram determinadas para trés instantes

de tempo: 1500 dias, 2250 dias e 3000 dias.

Os nossos resultados sao confrontados com os resultados fornecidos pelo simulador
NT, que nao considera os efeitos difusivos fisicos provenientes da existéncia do gradiente de
pressao capilar, embora seja sabido que este simulador apresenta resultados com elevada

difusdo numérica para pequenos valores do incremento de tempo (RIBEIRO, 2007).

6.5.1 Campo Geoldgico com 32 x 16 Elementos e C'V=0,3

Um conjunto de resultados é apresentado nas Figuras 6.18-6.20, que correspondem
aos nossos resultados, obtidos para trés valores do coeficiente de difusdo I' = 1,0. 1075,
0,5.107% ¢ 0,25.1075, e os resultados correspondentes obtidos com o simulador NT (I' =
0, uma vez que ele nao leva em consideragao os efeitos difusivos). Na seqiiéncia sao
apresentados os resultados para 1500, 2250 e 3000 dias e todos eles foram obtidos para

uma malha geologica de 32 x 16 elementos e um coeficiente de variacao igual 0,3.

Uma primeira constatacao que podemos fazer diz respeito a diferenca de resulta-
dos do campo de saturacoes quando empregamos um coeficiente de difusao menor. Neste

caso vemos que capturamos alguns dedos que nao estavam presentes na simulacao com
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' =1,0.107% e 0,5.107% Entretanto, este menor coeficiente de difusdo ainda nao foi
baixo o suficiente para que tenhamos a mesma riqueza de detalhes apresentada pelos re-
sultados do simulador N'T', embora os dedos principais também tenham sido capturados

pelo nosso simulador.

A segunda observacao pode ser feita com relacdo ao avango da frente de agua
no interior do dominio de resolugao. Como os resultados do NT apresentam dedos mais
pronunciados e finos dos que os do nosso simulador, a conservacao da massa implica numa
maior velocidade de propagacao da frente de saturacao. Tal fato pode ser percebido mais

claramente para um tempo de simulacao igual a 3000 dias.

Concluindo, temos que poder reduzir ainda mais o valor do coeficiente de difusao
se quisermos obter resultados que capturem com uma riqueza de detalhes maior a pro-
pagacao da frente de saturacao, uma vez que é extremamente importante determinarmos
corretamente o momento em que a frente de dgua chegara a fronteira de producao do
reservatorio. Conforme ja destacado, uma difusao fisica excessiva pode comprometer tal
resultado. Entretanto, a obtencao de valores com menores coeficientes de difusao estéa
condicionada ao controle do aparecimento das oscilacoes esptirias. Embora os esquemas
empregados na aproximacao dos valores do fluxo nas faces dos volumes de controle sejam
do tipo TVD, aparentemente a implementacao final nao resultou num método numérico
que seja livre do aparecimento destas oscilagoes para qualquer valores do fluxo inicial,

incrementos de espaco e tempo e coeficiente de difusao.
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Figura 6.18: Superficies de saturagao da dgua apos transcorridos 1500 dias. Campo de perme-
abilidades com 32 x 16 elementos e CV=0,3.
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Figura 6.19: Superficies de saturagao da dgua apos transcorridos 2250 dias. Campo de perme-
abilidades com 32 x 16 elementos e CV=0,3.
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Figura 6.20: Superficies de saturagao da dgua apos transcorridos 3000 dias. Campo de perme-
abilidades com 32 x 16 elementos e CV=0,3.
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6.5.2 Campo Geologico com 32 x 16 Elementos e CV =0,5

Novos conjuntos de simulacoes foram realizados agora para um campo de perme-
abilidades com um coeficiente de variacao igual a 0,5. Portanto, este campo apresenta um
grau de heterogeneidade maior que o do campo com C'V=0,3. Nao obstante, ressalvamos
que mesmo assim este valor do coeficiente de variacao nao é representativo de um meio

poroso altamente heterogéneo, como é o caso de alguns meios reais.

Estes resultados foram obtidos, conforme ja mencionado, para as mesmas condi-
coes fisicas e os mesmos parametros que os empregados nas simulagoes realizadas com um

campo de permeabilidades de 32 x 16 elementos e C'V=0,3.

Nas Figuras 6.21 a 6.23 podemos ver os campos de saturacao correspondentes
a estas novas simulacoes. Apesar deste novo campo de permeabilidades apresentar uma
maior heterogeneidade, percebemos que existem somente pequenas diferencas entre estes
resultados e aqueles referentes ao mesmo campo geoldgico e para um C'V=0,3. Mais uma
vez tal fato se deve a difusdo fisica (acrescida de difusdo numérica) em decorréncia do

valor elevado do coeficiente de difusao empregado.

Por outro lado, conforme anteriormente, os resultados provenientes do simulador
NT apresentam um maior nimero de dedos (pequenos e grandes) e apresenta uma frente
de propagacao que encontra-se adiantada com relagao aos nossos resultados. Estes resul-
tados foram mais sensiveis & mudanca do coeficiente de variagdo e podemos notar que os
padroes apresentam mudancas perceptiveis com relacao aos resultados determinados para
um C'V=0,3.

As mesmas observacoes feitas com relacao aos resultados calculados para um
CV=0,3 também se aplicam aqui e percebemos que a variacao do coeficiente de variacao
nao foi significativa no caso da malha geologica de 32 x 16 elementos em se tratando dos

nossos resultados.
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Figura 6.21: Superficies de saturagao da dgua apos transcorridos 1500 dias. Campo de perme-
abilidades com 32 x 16 elementos e CV=0,5.
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Figura 6.22: Superficies de saturagao da dgua apos transcorridos 2250 dias. Campo de perme-
abilidades com 32 x 16 elementos e CV=0,5.
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Figura 6.23: Superficies de saturagao da dgua apos transcorridos 3000 dias. Campo de perme-
abilidades com 32 x 16 elementos e CV=0,5.
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6.5.3 Campo Geolbogico com 64 x 32 Elementos e C'V =0,3

Diferentemente do caso do meio geologico com 32 x 16 elementos, os efeitos da
difusao fisica sao ainda mais significativos quando consideramos um campo com 64 x 32

elementos.

Nas Figuras 6.24 a 6.26 percebemos o quao os perfis da frente de saturagao da
fase agua sao alterados em funcao do coeficiente de difusao. Para valores do coeficiente de
difusdo iguais a 1,0. 1075, praticamente nao percebemos a formacao de um dedo principal
que se forma na regiao central do reservatorio. Em funcao deste efeito fisico, vemos que a
frente calculada com valores de I' = 0,5.107% ¢ 0,25. 107% apresentam-se adiantadas com
relacao aos resultados mais difusivos, embora bem atras da frente do simulador NT. A

explicacao para tal fato ja foi apresentada na subsecao anterior.

Estes resultados sao significativos no sentido de mostrar que mesmo pequenas
variacoes, que nao alteram a ordem de grandeza, nos valores do coeficiente de difusao
podem levar a resultados com diferencas fundamentais. O dedo que dispara na regiao
central, bem exemplificado nos resultados do simulador N'T, dao uma idéia de quao rapido
a frente d’agua pode chegar ao final do reservatorio. Ela praticamente ji alcancou o final
do reservatorio para um tempo de simulacao igual a 2250 dias, enquanto que a frente
correspondente aos valores de I' = 0,5.107% e 0,25.107% aproximam-se apenas dos 3/4

do reservatorio.

Também nestes casos, percebemos que os nossos resultados sao capazes de cap-
turar os caminhos preferenciais que se formam no interior do reservatorio e que darao
origem & formacao de dedos que irdao avancar com relacao ao restante da frente de satura-
cao. Entretanto, para os valores do coeficiente de difusao utilizados, nao somos capazes de
reproduzir os detalhes e a multiplicidade de dedos encontrados nos resultados provenientes
do NT.
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Figura 6.24: Superficies de saturagao da dgua apos transcorridos 1500 dias. Campo de perme-
abilidades com 64 x 32 elementos e C'V=0,3.
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Figura 6.25: Superficies de saturagao da dgua apos transcorridos 2250 dias. Campo de perme-
abilidades com 64 x 32 elementos e CV=0,3.
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Figura 6.26: Superficies de saturagao da dgua apos transcorridos 3000 dias. Campo de perme-
abilidades com 64 x 32 elementos e CV=0,3.
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6.5.4 Campo Geologico com 64 x 32 Elementos e CV =0,5

Para um campo de permeabilidades mais refinado, 64 x 32 elementos, a influéncia
da variacao do coeficiente de variacao é percebida claramente quando comparamos os
resultados, para os respectivos tempos de simulacao, com os mesmos valores obtidos com
um C'V igual a 0,3.

Os perfis de saturacao encontram-se nas Figuras 6.27-6.29 para os mesmos trés
instantes de tempo simulados. Para este coeficiente de variacao podemos perceber o
aparecimento de uma bifurcacao na extremidade do dedo principal que encontra-se mais
avancado com relacao ao restante da frente de saturacao. A variabilidade do campo de
permeabilidades acarretou no surgimento de novos caminhos preferenciais para a frente

que se desloca.

De modo geral, os mesmos comentarios feitos anteriormente para os campos de
saturacao obtidos com as malhas geoldgicas de 32 x 16 elementos e CV=0,3 e 0,5 e 64 x
32 elementos e C'V=0,3, também se aplicam ao caso do C'V=0,5. Um valor elevado do
coeficiente de difusao impede o surgimento de caminhos preferenciais que podem levar a
formagao de dedos que avancam com velocidade superior a velocidade média da frente de
saturacao. Este efeito leva a um deslocamento da frente como um todo e ela precisara
de um tempo significativamente maior para chegar a fronteira de producao do reservato-
rio, quando comparada com uma frente que se desloca devido ao transporte unicamente
advectivo. Embora os efeitos difusivos modifiquem significativamente os resultados, no-
tamos que os nossos resultados foram capazes de prever o aparecimento dos trés dedos

principais que estao presentes nos resultados oriundos do simulador N'T.

Finalizando, ficou claro que a possibilidade de realizarmos simulag¢oes com meno-
res valores do coeficiente de difusao é essencial para podermos simularmos o transporte
predominantemente advectivo. Um outro ponto importante diz respeito ao emprego de
malhas geologicas mais refinadas, uma vez que as equacoes empregadas nas simulagoes
sao validas na escala de Darcy (ou de laboratorio). Assim sendo, a questao do surgimento
de oscilagoes esptrias representa um empecilho para que resultados mais realistas possam

ser obtidos com o nosso simulador.
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Figura 6.27: Superficies de saturagao da dgua apos transcorridos 1500 dias. Campo de perme-
abilidades com 64 x 32 elementos e CV=0,5.
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Figura 6.28: Superficies de saturagao da dgua apos transcorridos 2250 dias. Campo de perme-
abilidades com 64 x 32 elementos e CV=0,5.
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Figura 6.29: Superficies de saturagao da dgua apos transcorridos 3000 dias. Campo de perme-
abilidades com 64 x 32 elementos e CV=0,5.
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7 CONCLUSOES E PERSPECTIVAS

7.1 Conclusoes

Neste trabalho desenvolvemos um simulador numérico empregando o método dos
volumes finitos, com uma formulacao semi-implicita, para o problema paraboélico nao-
linear do transporte de massa. Diferentes esquemas do tipo TVD (Total Variation Dimi-
nishing) foram empregados na aproximagao do termo de fluxo advectivo nao-linear. Cinco
formulagoes semi-implicitas alternativas foram propostas a fim de satisfazer a algumas re-
gras béasicas para obtermos um método numeérico estével, e quatro métodos iterativos de
resolucao de sistemas algébricos foram implementados: o TDMA (Tri-Diagonal Matrix
Algorithm), o SIP (Strongly Implicit Procedure), o Gradiente Biconjugado (BI-CG) e o
Gradiente Biconjugado Estavel (BI-CGSTAB).

O nosso simulador foi testado e validado a partir da comparacao dos seus re-
sultados numeéricos com os valores oriundos da solucao analitica da equacao de Burgers
unidimensional com e sem dissipacao. Esta comparacao mostrou que os resultados numé-

ricos foram capazes de reproduzir os valores teéricos em todos os casos considerados.

A equacao de Buckley-Leverett, que governa o escoamento bifasico unidimensi-
onal, também foi empregada a fim de validarmos os nossos resultados no caso de um
problema apresentando uma funcao de fluxo nao-convexa. Os valores numéricos foram
capazes de simular corretamente a rarefacao e o choque que aparecem no escoamento
bifasico imiscivel, reproduzindo corretamente a previsao teodrica para o valor da saturacao
da fase agua que determina o final da rarefacao e inicio do choque. A titulo de verificacao
dos nossos resultados numéricos, apresentamos alguns simulagoes unidimensionais para o
problema do escoamento bifasico d4gua-6leo no interior de um meio poroso com porosidade
constante. Estes resultados foram confrontados com a solucao analitica da equagao de
Buckley-Leverett unidimensional que governa este tipo de escoamento bifésico. Nestas va-
lidagoes também foram levados em consideracao os efeitos gravitacionais. As simulagoes
realizadas mostraram que foi possivel reproduzir de forma satisfatoria a solucao analitica

da equacao de Buckley-Leverett.
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Resultados numéricos bidimensionais foram obtidos para o escoamento bifésico
agua-6leo em meios porosos com baixo grau de heterogeneidade e para valores fixos do
coeficiente de difusao. Estes resultados foram comparados com os perfis de saturacoes
obtidos com a utilizagao do simulador denominado N'T, que emprega uma estratégia do
tipo IMPES e nao considera os efeitos difusivos provenientes da existéncia do gradiente
da pressao capilar. Ao final destas comparagoes concluimos que os nossos resultados eram
muito difusivos quando comparados com os resultados similares provenientes do simula-
dor NT. Tal fato se deve, em principio, ao valor do coeficiente de difusao utilizado nas
simulacoes. Este valor nao pode ser reduzido significativamente devido ao aparecimento

de oscilacoes esptirias no campo de saturacoes.

Este ultimo problema deve ser prioritariamente resolvido, antes que o nosso si-
mulador possa ser empregado na simulagao numérica do escoamento bifasico em meios
porosos com elevados graus de heterogeneidades e no qual o transporte de massa seja
fortemente advectivo, ou seja, governado por equagoes diferenciais parciais com compor-

tamento predominantemente hiperbdlico.

7.2 Perspectivas

Muito ainda precisa ser feito para que possamos utilizar o nosso simulador em
situagoes proximas das aplicagoes praticas. Dentre as acoes futuras que podem ser pen-

sadas, no sentido que melhorarmos o simulador numérico, podemos citar:

e A possibilidade de tratarmos o termo de fluxo advectivo sem a necessidade do de-

senvolvimento em série de Taylor;

e A escritura das equacoes governantes nas suas formas adimensionais, de modo a
podermos correlacionar o aparecimento das oscilacoes espiirias com os ntimeros adi-

mensionais que governam o escoamento bifasico em um meio poroso;

e Um estudo aprofundado para a verificagao das condicoes que devem ser impostas
a fim de que os métodos numéricos sejam TVD como um todo e nao apresentem

oscilacoes esptrias;

e A comparacao dos nossos resultados com os resultados numéricos do simulador NT

com o mddulo de difusao fisica implementado;

e Uma comparacao mais aprofundada das diferentes formulagoes alternativas para

diferentes condi¢oes de escoamento e para diferentes valores do incremento de tempo;
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e A implementacao de um pré-condicionador mais eficiente para os métodos do tipo

Gradiente Biconjugado;

e Uma comparacao mais extensiva da eficiéncia computacional dos diferentes métodos

iterativos.
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Baixar livros de Literatura

Baixar livros de Literatura de Cordel
Baixar livros de Literatura Infantil
Baixar livros de Matematica

Baixar livros de Medicina

Baixar livros de Medicina Veterinaria
Baixar livros de Meio Ambiente
Baixar livros de Meteorologia
Baixar Monografias e TCC

Baixar livros Multidisciplinar

Baixar livros de Musica

Baixar livros de Psicologia

Baixar livros de Quimica

Baixar livros de Saude Coletiva
Baixar livros de Servico Social
Baixar livros de Sociologia

Baixar livros de Teologia

Baixar livros de Trabalho

Baixar livros de Turismo
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