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Resumo

Ferreira, Alaides Inécio Stival. Condi¢oes de Solubilidade p-adica de Pares de
Formas Diagonais e Alguns Casos Especiais. Goiania, 2009. 57p. Dissertacio
de Mestrado. Instituto de Matematica e Estatistica, Universidade Federal de
Goids.

Este texto € sobre solubilidade no corpo dos p-adicos de sistemas de duas formas aditivas:
com grau k e varidveis n > 4k apartir de p > 3k*; com grau k fmpar apartir de n > 6k + 1
varidveis; e de grau 5 com p > 101 para n > 31 varidveis, e para todo p com n > 36

varidveis, com excecdoes de p=5e p=11.

Palavras—chave
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Abstract

Ferreira, Alaides Indcio Stival. Conditions of p-adic Solubility of Pars of Di-
agonal Forms and Some Special Cases. Goiania, 2009. 57p. MSc. Dissertation.
Instituto de Matematica e Estatistica, Universidade Federal de Goias.

This text is above solvability in systems of two forms additive over p-adics fields: with
of degree k and variables n > 4k at lesat p > 3k*; with of degree an k odd integer at least
n > 6k + 1 variables; and with of degree 5 and p > 101 for n > 31 variables, and for all p
with n > 36 variables, with the possible exceptions of p =5 and p = 11.

Keywords

p-adic, systems of two additive forms, Artin’s conjecture
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Introducao

Apontamentos Historicos sobre a Conjectura de E. Artin

No corpo dos nimeros reais vdrias equacdes homogéneas possuem somente a

solug@o trivial (0,0, --,0), um exemplo cléssico é
x>+ y2 =0.

E assim como esta, todo polindbmio homogéneo diagonal de grau par, com coeficiente
inteiro positivo, possui somente a solugdo trivial no corpo dos reais. J4 no corpo dos
nimeros p-adicos, Q,, ndo raro, encontramos exemplos de formas (polindmios homogé-
neos) aditivas em n varidveis e grau k que possuem zeros nao triviais.

Influenciado por exemplos como esses, em 1920 E. Artin fez a seguinte conjec-
tura:

“Qualquer polindmio homogéneo de grau k em n > k? varidveis tem zero nio
trivial sobre o corpo dos nimeros p-ddicos, Q,,.”

Que foi derrubada por alguns contra exemplos de polindbmios homogéneos nao
diagonais, como os de G. Terjanian [26], que em 1966 exibiu uma forma quértica com
18 variaveis e outra com 20 em (Q; sem zeros 2-adicos nao triviais. E J. Browkin [6] deu
contra exemplos para cada primo p, de polindmios com o niimero de variaveis de até k>.

A partir de entdo, motivados por esta conjectura, varios estudos foram realizados.
Resultados importantes foram demonstrados. Vejamos, cronologicamente, alguns deles.

Em 1924, Hasse, veja [5], demonstra que Qualquer forma quadrdtica sobre o
corpo dos niimeros p-ddicos em cinco ou mais varidveis possui zeros p-ddicos.

No ano de 1935 Chevalley, veja em [15] ou [17] demonstrou que Todo polinémio
em n varidveis, de grau k e sem termo constante, tem sempre solu¢do ndo trivial modulo
p, desde que n > k.

Lewis [20], também em [15], no ano de 1952, demonstrou que Toda forma ciibica
com coeficientes p-ddicos em 10 ou mais varidveis possui zeros p-ddicos. Birch e Lewis
[3], em 1959, com k = 5; em 1965, Laxton e Lewis [19] com k = 7,11, mostraram que

Toda forma de grau k = 5,7,11 com coeficientes p-ddicos com niimero de varidveis
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superior a k?, tem zeros p-ddicos desde que o corpo de classes residuais seja grande
o suficiente.

H. Davenport e D. J. Lewis, desenvolveram um grande trabalho sobre o estudo de
sistema de formas aditivas. Procuravam encontrar condi¢des sobre o nimero de varidveis
que garantissem a solubilidade sobre os nimeros p-adicos. A conjectura de Artin pode
ser reformulada num caso particular:

“Um sistema de formas aditivas de grau kK em N varidveis,

R =a11x’1‘+---+a1Nx5‘\, =0,

FR:aRlx’f—|—~-~+aRNx§V =0.

com coeficientes inteiros tem solucdo p-ddica ndo trivial, desde que N > Rk>.”

H. Davenport e D. J. Lewis [10, 13], no ano de 1963, demonstraram esta versao
da conjectura para o caso de uma equagdo, R=1e k> 2, em 1969 para o caso de sistema
de duas equacdes, R = 2, com o grau k impar . Para sistemas em geral eles provaram a
existéncia de solucio p-ddica desde que N > 48R’k In(3Rk?), em [12].

J. Birch e D. J. Lewis [4], em 1965, demostraram o caso para um sistema de 3
formas aditivas desde que o grau fosse k =2 e p > 7 (e em 1980, S. Schuur [24]).

E. Stevenson [25], demonstrou a validade da versao da conjectura de Artin, ainda
com o sistema de 3 formas aditivas, com o grau k =3 e p # 3 e 7, no ano de 1982.

L. Low, J. Pitman e A. Wolff [22], em 1988, provaram que N > 48Rk>In(3Rk?)
€ suficiente pra garantir zeros p-adicos nesta versio da conjectura. Quando em 1999, J.
Briidern e H. Godinho [7] chegaram a cota de N > R3k?, quando k é grande comparado
com R para a existéncia de solu¢do p-ddicas ndo triviais. Em 2001, M. Knapp [18],
demonstrou a existéncias de zeros p-adicos desde que N > 4R*K>.

E recentemente, 2002, J. Briiddern e H. Godinho [8], encontraram a melhor
estimativa que garantissem a existéncias de zeros p-adicos para a versdo da conjectura

de Artin, com qualquer grau k desde que N > 8k?.

Desenvolvimento do Trabalho

Apesar de muitos resultados a versdo da conjectura com sistema de R equagdes
ainda estd em aberto. Assim, o estudo de casos particulares sobre R tem sido de grande
valia.

Com o uso de somas exponenciais pode-se estimar o nimero de solugdes de
congruéncias polinomiais, como por exemplo, no caso de se estabelecer solucoes p-adicas

ndo triviais para conjuntos de formas via Lema de Hensel.
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Em 1992, Atkinson, Briidern e Cook [1] provaram o seguinte resultado:
Teorema 1 Sejam r, k, n inteiros positivos com k > 1 e n > 2rk. Entdo o sistema de

equagoes
F}(X):ai]xli+...+ainxilfl:07 izl,"',l"

com coeficientes a;j € Z, tem solugdo p-ddica ndo trivial para todo p > k> +2,

No caso de 2 equagdes aditivas, r = 2, o Teorema 1 garante solu¢ao nao trivial
para todo p > k®, com n > 4k varidveis. J4 demonstrado em 1989, por Atkinson e Cook
[2].

Um dos objetivos desse trabalho é melhorar este resultado apresentando uma
versao mais forte dada por Ivan D. Meir:

Teorema 2 Sejam k, n inteiros positivos com k > 1 e n > 4k. Entdo o sistema de equagoes
Fi(x) = apx + - +amxy =0, i=1,2;

com coeficientes a;j € 7, tem solug¢do p-ddica ndo trivial para todo p > 3k,

Dimuinuindo a cota de p > k> 2 para p > 3k* [23]. A demonstracio envolve
uma modifica¢do considerdvel no método tipico, que usa somas exponénciais. Usaremos
no Capitulo 2, soma estimada de caracteres para polindmio em uma varidvel, para a
demonstracdo desse resultado.

No Capitulo 1 trataremos de introduzir conceitos basicos, porém essenciais para
a demonstracdo deste Teorema 2. Em uma das versdes do Lema de Hensel, que garante
a solubilidade (que desde agora serd a nao trivialidade) nos corpo dos p-ddicos apartir
da solubilidade de determinada congruéncia no corpo dos reais. A defini¢cdo de sistema
p-normalizado nos dard, entdo, condi¢des para utilizar um dos Teoremas de Danverport e
Lewis, que reescreve um sistema p-normalizada através de uma reordenagio das vardveis,

na forma

fi:F‘l,(xh...’xm)—}—pGi(xm+17...’xn)

parai=1,--- R, com arelagdo m > g, entre outras condigdes.

No Capitulo 3 veremos uma demostragdo para o seguinte resultado:
Teorema 3 Seja p um primo e k um inteiro impar tal que p ndo divide k. Suponha que a
equacdo ax* 4+ byk + c¢zX = d(mod p), com a, b e ¢ ndo nulos médulo p, tem uma solucéo
com xyz £ 0 (mod p), para todo d. Entdo qualquer sistema de duas formas aditivas de
grau k com ao menos 6k + 1 varidveis sempre tem solucdo p-ddica ndo trivial.

E também uma demostracdo para outro resultado:
Teorema 4 Todo sistema de duas formas quinticas aditivas com N varidveis sempre tem
solugdo p-ddica ndo trivial:
i) para todo p > 101 desde que N > 31;
ii) para todo p desde que N > 36, e p #5e 11.

Ambos resultados estdo em [16].



CAPITULO 1

Preliminares

Seja o sistema de R formas aditivas de grau k:

anxd +o+ apk =0
: : (1-1)
apix¥ -4 agpdk =0,

onde os coeficientes a;; s30 niimeros inteiros e n > R.

Neste capitulo iremos introduzir conceitos bdsicos como o Lema de Hensel, o
processo de p-normalizacdo e um Teorema de Davenport e Lewis. Afim de obtermos
condic¢des de solubilidade para o sistema (1-1).

Neste trabalho estamos assumindo que hé familiaridade, do leitor, nos nimeros
p-adicos, Q.

No Lema de Hensel teremos a garantia de solubilidade ndo trivial no corpo
dos niimeros p-adicos, QQ,, de um sistema apartir da solubilidade de um sistema de

congruéncias. A Definicdo de p-normalizacio serd base para o Teorema de Davenport
R

e Lewis, que reescreve um sistema p-normalizado de formas aditivas Z fi = 0 através de
i
uma reordenacdo das varidveis, na forma:

fi=F+pGjparai=1,--- R,

dentre outras particularidades.
Nossa primeira Defini¢do € sobre solu¢do ndo-singular em sistema de congruén-

cias.

Defini¢do 1.1 Sejay> 1. Uma solugéo (&1, --,&n) para o sistema de congruéncias:

m
a,-jx’; =0 (mod p¥) (1<i<R), (1-2)
=1

J

com a;j coeficientes de nimeros inteiros é chamada ndo-singular se existem indices

J1,°++, JR tais que
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gjlgjz o 'ijDet(ch T 7CjR) Z 0(modp),

onde 1 < ji < jp < -+ < jg<m, e cj representa a j-ésima coluna da matriz dos

coeficientes do sistema (1-1).

1.1 Lema de Hensel

O préximo Lema, feito por Hensel, garante solu¢do ndo trivial no corpo dos p-
adicos para o sistema (1-1), desde que se garanta solucdo ndo-singular para o sistema de
congruéncias (1-2). E onde o valor de y depende da poténcia de p na fatoragdo prima de

k. Uma versdo do Lema de Hensel encontra-se em [14].
Lema 1.2 (Hensel) Suponha que T seja a maior poténcia de p tal que p* divide k. Defina

T+ 2, se p=2, >0
v:v(k,p)={ u (1-3)

T+1, c.c.

Se o sistema de congruénicas (1-2) tem solucdo nao-singular quando Y é dado por (1-3),

entdo o sistema (1-1) tem solugdo ndo trivial em Q).

Prova.

k=

Observacio 1.3 Usaremos a informagdo que, se x* =m (mod pY) tem solu¢cdo comm %0

(mod p), entdo y* = m (mod p’) tem solugcdo com v >y e y = x (mod p).

Este resultado se encontra em [17].

O sistema (1-2) pode ser reescrito na forma:

fix)= anxt +-+ apx,  =0(modpY)
: : : (1-4)
fr(x) = apixt +--+ agexn =0(modpY),
onde 7y € dado por (1-3).

Seja & = (&1,--+,&,) a solugdo ndo-singular do sistema (1-4) com y dado por

(1-3). Entdo existem R elementos §;,,---,&, em & tais que

éjl "'éjRDet(cjl i vch) # 0 (mod p).

Sem perda de generalidade, tomemos &;,,---,&j, por&i,---,Eg.
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Seja v > yum inteiro positivo. Como o determinante das R colunas da matriz dos

coeficientes de (1-4) € ndo divisivel por p, podemos reescrever (1-4) por

81 = bllxllC +W1(XR+17"'7XV£)
: (1-5)

&R = brrxly  +WR(XRe1, " Xn)
onde by1bay---bgrr Z 0 (mod p). Temos que g1 (&) =0 (mod pY),---,gr(§) = 0 (mod pY).
Assim,
Vi(Eri1, +,En) = —biEX #£0 (mod p), (i=1,---,R).
Pela Observacgdo (1.3) acima, existem Ny, - - -, Mg, tais que
i + Wi(Er+1,--+,&q) = 0 (mod p"),
ondei=1,---,Remn; =¢&; (mod p). Logo, N1, -, NR,Er+1," -, En € uma solugdo de

f1i=0 (mod p¥),---,fr=0 (mod p") (1-6)
onde nenhum dos elementos x1, - - -, xg sdo divisiveis por p.
Demonstramos a existéncia de uma solugdo para (1-6) para qualquer v > .
Seja (agv), fe ,a,(f)), com v > 7, uma sequéncia de solugdes de (1-6) em Z. Como
Zp, 0 conjunto dos nimeros inteiros p-adicos, € compacto, em cada uma das coordenadas
e (a;’,---,an’) podemos determinar uma subsequéncia convergente {a; ’’ ¢ para um
d gv) (v) d d . b - l(vj)
inteiro p-adico ;. Teremos entdo
filou, -, o) Eﬁ(agvj),~--,a,(1vj)) =0(mod p*) (i=1,---,R)
para todo v; > v. Logo | fi(ot ---,0,) | ,= 0 quando v; — oo, ou seja,
filap---,a,)=0(i=1,---,R).
0

A partir de agora, buscaremos resolver sistemas de congruéncias médulo pY. Seja A =

(a;j) a matriz de coeficientes de (1-1), e ¢; a j-ésima coluna de A.

Defini¢ao 1.4 Uma varidvel x; estd no nivel | se Pt divide todos os elementos da coluna

cj mas P! nao divide todos os elementos de ¢ je

Transformaremos o sistema (1-1), dividindo em niveis menores que k, utilizando

reordenacao e mudanca de varidveis. Reescrevendo no seguinte sistema:

fir +pfiet o A fu= 0

f?l +p]"22+ +pk?f2k= 0 (47

fri +pfrot o P = 0,
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onde f;; sdo formas aditivas de grau k nas varidveis x;. A existéncia de uma solugdo nao
trivial em Q, para (1-7) implica na existéncia de uma solu¢do ndo trivial em Q, para
(1-1).

Sejam f;i=1,--- R, as equagdes aditivas do sistema (1-1), denotadas por
fi=anxX+-+apxk, (i=1,--,R).

Defina
e(flv"';fR>: H Det(cjw"'?ch) (1-8)
jl'/”.’jR

onde os subindices {ji,---,jr} C {1,---,n} sdo distintos. Subconjuntos iguais so tais
que possuem os mesmos elementos dispostos na mesma ordem. Assim, o nimero de

subconjuntos distintos serd

|

M=nn—1)---(n—R+1)= R

O préximo Lema estabelece algumas propriedades de 0.

Lema 1.5 i) Se f!(x1,---,x,) :ﬁ(palx1,~-~,pa"xn) parad; € Zei=1,---,R, entdo

kRMo

e(flla"'7f1,€):p n e(fla"'va)

onde d =09y +---+0,.
R
ii)Se f!'(x1,-+,xp) = Z dijfj, parai=1,---,R, com d;j € Q e Det(d;j) = D # 0,entdo

j=1
e( {/7"'7 I/Q/):DMe(fh:fR)

Prova.
)Seja f!(x1,- -, xy) = fi(palxhxz,---,xn), parai=1,---,R. Nesse caso d = d;
e temos as seguintes equagoes:

fi= pRPanxt tapd+ -+ apxd
. . : . (1.9)
ffe = Pkaamx]{ +61R2x]§+ IR aRnx’,‘l.

Indicando por c’j a j-ésima coluna do sistema (1-9) obtemos

Det(cgla"UC;’R) :pkaDet(ch”'ijR)v sel e {ji, -, jr}
Det(clj'l" C;'R) :Det(cjlv""cjle)v se 1 € {jlv"'ajR}~

ER

: RM . . DV : . <
Existem — conjuntos {ji,---,jr} tais que 1 € {ji,---, jr}. Entdo
n
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e(fll77f],2) = H Det(c}l,---,c;-R)
{j17"'ajR}
= H Det(c_'il,m,c}R) H Det(c}l,'-~,c}R)
16}{2{”18’7]13} lg{]la]R}
=p » O0(f1,, fr)-
Considere agora o caso geral que d =d; +---+d, €
i =pandk + - 4+ plag,
: I : (1-10)
lee = Pkalamxlf + -+ pka"aRnxﬁ
Para qualquer conjunto {1, - -, jr} temos que
ko ; ko ;
Det(c),,---,c5) = p*o - piRDet(cjy -+ cjg).- (1-11)
Efetuando o produto dos determinantes de (1-11) para todos os conjuntos {ji,---, jr} ,
. RM .
concluimos que cada termo pkafi aparece — vezes nesse produto. Assim
n
kRMd 1 kRMop, kRMo
e(f{a?flle):p noeeepon H Det(cj]7"'7cj1e):p " e(fl?"'afR)~
jl7"'7jR
i1) Suponha que
[ b g 0
: : (1-12)
no "k "ok __
R - aRlx] + e + Canxn — 0
Vamos representar por ¢’ a j-ésima coluna da matriz A” = (a;;) rxn. Temos que
R
af'j = Z dihahj
h=1
assim
dip -+ dig ai aiz - i
A" = (1-13)
dri -+ drr arl Aary '+ dRn

Obtemos entdo a igualdade

Det(C/jll,-..,C/le) = D.Det(cj,, " ,Cjg),
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onde D = Det(d;;) # 0 e consequentemente

e( 1//7"'7 I/?/):DMe(flaafR)
O

A préxima Defini¢do nos diz sobre a p-equivaléncia para conjuntos de formas.

Definicéio 1.6 Dizemos que dois conjuntos de formas fi,---,fr e fi,-++, fr com coefi-
cientes inteiros, sdo p — equivalentes se um pode ser obtido do outro por uma combi-
nagdo das operagées (i) e (ii) do Lema (1.5) assumindo que 01, - - -,0, sdo inteiros e d;;

sdo nimeros racionais com D # 0.

Das defini¢des anteriores podemos observar que as operagdes (i) e (if) sdo
comutativas e que se as equagdes f; = 0,---, fr = 0 admitem uma solucao simultanea
ndo trivial em Q,, entdo as equacdes de qualquer sistema p-equivalente também possuem

uma solu¢@o simultinea ndo trivial em Q,,.

1.2 Processo de p-normalizacao

Com os Lemas vistos e a Defini¢do de sistemas p-equivalentes, daremos ateng¢ao

ao processo de p-normalizac¢do propriamente dito.

Definicao 1.7 Sejam fi =0,---, frg = 0 as equagdes de um sistema de formas aditivas

de grau k. Diremos que esse sistema é p — normalizado se forem satisfeitas as seguintes

condigoes:

(1> e(f17"'7fR) 7£0

(2) A poténcia de p dividindo O(f1,---, fr) é a menor possivel dentre todos os sistemas
com coeficientes inteiros, que sdo p-equivalentes a fi =0,---, fg = 0.

1.3 Teorema de Davenport e Lewis

Seja Ag a matriz dos coeficientes das formas diagonais presentes no nivel zero
do sistema (1-7). O proximo Lema garante que a matriz Ao de sistema p-normalizado ndo

é nula, vejaem [11] ou [12].

Lema 1.8 (Davenport e Lewis) i) Um sistema p-normalizado de formas aditivas fi =

0,---, fr = 0 pode ser escrito, apos uma reordenagdo das varidveis, na forma,

Ji=Fi(x1, - 52m) + pGi(Xms 1, %n) (1-14)
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parai=1,---, R, onde
m> n.
=
e se 1 < j<m, entdo pelo menos um dos coeficientes de algum x’; ndo é divisivel por p.
ii) Para 1 <r <R, se q, representa o menor niimero de colunas nédo nulas modulo

p em qualquer r combinagoes lineares das linhas de Ay, independentes modulo p, entdo

S nr
qr = 57 -
Rk
Prova.
Para obtermos a expressao (1-14) aplique sobre o sistema a separacao por niveis,
reordenando as varidveis se preciso. Como m representa o nimero de varidveis do nivel

zero do sistema devemos mostrar que m > = Considere que o conjunto de formas aditivas,

P fipxt, - DX X 13 %n) = PY VR (3, X))+ Gi(Xg 15+ -1 Xn), comi=1,--- R.
(1-15)

Essas formas derivam das formas f;(xj,---,x,) através de uma combinagdo das operagdes

(i) e (if) do Lema (1.5). A operacdo (i) é utilizada com d = m e a operagdo (ii) com

D = p~—R. Portanto o valor de 0 desse novo conjunto serd

kR,

0(p fi,p fr)=p n EMO(fi, -, fr).

Como o novo conjunto de formas (1-15) possui coeficientes inteiros, pela minimalidade

de sistemas p-normalizados, temos que

kRMm
—RM >0,
n
n
donde m > A
Sejam F{,---,F/! qualquer r combinagdes lineares de Fi,---, Fg independentes
médulo p, e sejam f7, - - -, f/ qualquer r combinagdes lineares de fi, - - -, fg. Qualquer um
desses conjuntos pode ser completado (tomando os R — r elementos restantes de Fi, - - -, Fg
ou fi,---,fr) para se obter um conjunto de R combinacdes lineares, independentes
moédulo p. Seja g = g, 0 menor nimero de varidveis que aparecem em pelo menos uma
das combinagdes de F,---,F' com um coeficiente ndo divisivel por p. Denominaremos
essas varidveis por xi, - - -,x,. Considere as formas

pilfil(pxlv"'apxqvxq+17"'axn> (i:17"'7r)7

fi/(pxl,-n,pxq,qu,---,xn) (i:r+17"'=R)'
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Além de possuir coeficientes inteiros elas derivam das formas fi,-- -, fg por uma
combinagdo da operag@o (i), com d = ¢ e da operagéo (ii), com D = p~ "Dy, donde Dy é

nao divisivel por p. Pelo mesmo argumento anterior temos

kRMgq
n

—rM >0

o nr
o que implica que g > RE 0
Esses sdo alguns Lemas e Defini¢des que precisaremos para o desenvolvimento

dos préximos capitulos.



CAPITULO 2

Sistema de Duas Formas Aditivas de Grau k

Inteiro Positivo

Neste capitulo desenvolveremos solugdes para problemas de estabelecer cotas
sobre os primos p para solu¢@o no corpo dos p-adicos, com a hipétese de um niimero fixo
de varidveis. Assim, como caso particular do Teorema 1 de Atkinson, Briidern e Cook
[1], fixamos em 2 o nimero de equacdes, onde tem-se que a cota é de p > k¥ 2. Este
capitulo se concentra na demonstracdo do proximo Teorema, com p = 1 (mod k), em que
se melhora o caso do Teorema 1:

Sejam r, k, n inteiro positivos com k > 1 e n > 2rk. Entdo o sistema de equagoes
Fi(x) =apx{+-- +aimxk =0, i=1,--r

com coeficientes a;j € Z, tem solugdo p-ddica ndo trivial para todo p > k> +2,

2.1 Teorema

O seguinte Teorema, cuja demonstracdo € um dos objetivos deste trabalho, para

o caso de um sistema de 2 equacdes aditivas, melhora o resultado do Teorema 1.

Teorema 2.1 Sejam n, k inteiros positivos com k > 1, n > 4k. Entdo o sistema de

equacgoes

o v o

g(x) =bxk + -+ bk =0.
com coeficientes a;,b; € 7, tem uma solucdo ndo trivial p-ddica para todo p > 3k*.

Para a demonstracdo deste resultado vale observar que Y = 1, pelo Lema de
Hensel, desde que p > 3k*.
Desde que n > 4k, pelo Lema de Daveport e Lewis (1.8), com R = 2, temos

m =15, g > 3. Partindo as varidveis x1, - - -, x;,, do sistema (1-2) em blocos tal que em cada
Loay o . . . ~
bloco as razdes —~ sdo iguais (mod p). Seja r o comprimento do maior bloco de razdes
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ayg . . 2 .

comuns —~, e ¢ o comprimento do segundo bloco. Assim temos que r é o nimero de
azj

colunas do sistema (2.1) que estdo no mesmo espaco vetorial de dimensao 1.
Afirmamos que se ¢ > 3 entdo a congruéncia (1-2) com R = 2 tem uma solugao

geral de posto 2. Sabendo que uma congruéncia simples
ax* + by* + cz¥ = 0 (mod p),

com (p,abc) = 1, possui uma soluc¢io nio trivial para todo p > k*, veja em [9], assim
nossa afirmacdo segue do fato que a congruéncia (1-2), com R = 2, contém duas con-
gruéncias distintas com 3 varidveis. Assumindo que ¢ < 2 e reduzindo m ao valor inicial
de 5, pelo descarte de varidveis para o maior bloco de razdes comuns. Chegamos, entdo,

que a congruéncia (1-2) com R = 2, satisfaz:
m=5,g>3er<2,

desde que r = m — g. Para assegurar uma solugdo p-adica (ndo trivial) € necessario que a

solucdo tenha posto 2. Segue da Definicao (1.1) que uma solucio

T = (&1, 5)

de (1-2) tem posto 2 se a matriz (a; jﬁlj‘-*l) tem posto 2 médulo p.

Com isso dividiremos nossa demonstracdo em duas partes. A primeira para r = 1
e a outra para r = 2.

Para a sua demonstracdo primeiramente reduziremos a procura de solu¢ao em
inteiros p-ddicos para uma solu¢ao em congruéncia médulo p, via Lema de Hensel. Com
o sistema p-normalizado, usando o Teorema de Davenport e Lewis com ¢ = d na operagio
i) do Lema (1.5) e sendo r e ¢ descritos acima. Dividiremos a demonstra¢do em duas

etapas, donde a primeira teremos r = 1 e na segunda r = 2.

2.2 Definicoes Importantes e Lemas Sobre Somas Expo-

nenciais

Nesta se¢do vamos analisar sobre somas exponenciais, que ¢ um método muito

usado para estimativa do nimero de solucdes de equacdes de natureza aditiva.
Definicao 2.2 Sejam p um primo, k > 1 inteiro e u # 0 (mod p). Defina
p
T(u) = Zsuxk ,
x=1

. Y .. . 2mi 2mi
onde € é uma raiz primitiva p-ésima da unidade, € = e v , denotado por € = e(—).
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Observacao 2.3

=T(0) = Zp: 1=p.
x=1

O proximo Lema nos diz sobre a soma de raizes p-ésimas da unidade.

omi
Lema 2.4 Sejam p um primo, x € Z e € € C uma raiz p-ésima da unidade, € = e » . Entdo

If o5% D, sex=0 (modp)
=0 0, se c.c.
Prova.
p—1
Suponha x = [p. Logo €* =1 e assim Z 1=np.
s=0

Caso contrdrio, temos mdc(x, p) = 1. Nestas condi¢des, €' é também uma raiz

primitiva da unidade. Como €* # 1 e (€*)? = 1, entdo(€") é raiz do polindémio x” — 1. Mas
O=x"—1=(x—-1)xP1+.  +x2+x+1),
portanto

p—1
() ot (€ () +1= Y e =0.
s=0

Os préximos resultados s@o sobre cardter de IF),.

Defini¢ao 2.5  : F), — C homomorfismo é chamado de cardter multiplicativo modulo p.
E

)Sey(g)=1,Vge F}k, denotaremos Yy, por Yo chamado de cardter trivial;

ii)Se F), = {x: F,—Clxé cardter} defina em F), a seguinte operagio (Y\)(g) =

x(g)Mg), Vg € F);
iii) O conjugado de Y, denotado por é definido por % (g) = x(g)-

Observacao 2.6 ¥, com a operagdo definida em (ii) € grupo. Defina a ordem de ¥, € F,
como o(x) = [{x)!.

Pela Defini¢do temos a seguinte Proposi¢ao:

Proposicao 2.7 Considere ¥ um cardter ), : ¥, — C*. Entdo
(1) =1,
ix(g~") =x(8)" =x(g)-



2.2 Defini¢des Importantes e Lemas Sobre Somas Exponenciais 24

Prova.

i) Como % € multiplicativo, temos que

x(1) = x(1.1) = x(1)x(1).

Logo x(1)(x(1)—1) =0, mas (1) € C* portanto, y(1) = 1.
ii) Dado g € I, temos que

Portanto, 3 (g~ ') = x(g) . O

Seja m(x) o nimero de solu¢des da congruéncia y* = x(modp). Vamos encontrar
uma férmula explicita para m(x) quando x Z 0(modp). Seja g uma raiz primitiva médulo
p,isto é, x € IF;;, entao

x=g’, (2-2)

onde o expoente b é unicamente determinado médulo p — 1. Seja y = g"(modp). Entao
resolver a congruéncia y* = x(modp) é equivalente a resolver em v, a congruéncia
g" = gP(modp).

Como g é uma raiz primitiva médulo p, temos que g"~? = 1(modp) , e assim
kv—b=0(modp — 1), ou seja, kv = b(modp — 1).

A congruéncia kv = b(modp — 1) tem solugio se, e somente se, d divide b, onde
d = mdc(k,p — 1). Neste caso, existem d solugdes incongruentes médulo p — 1. Este
resultado esta em [21]. Portanto,

d, seb=0 (mod d)
m(x) = (2-3)
0, c.c.
Definicdo 2.8 Seja { uma raiz d-ésima da unidade. Defina
(s, sex=gb
Xs(x) = {
0, c.c.
paras=0,1,---.d—1, onde b é determinado pela equacdo (2-2). Esta funcdo é chamada

de cardter multiplicativo modulo p.

Quando s = 0, denotamos por %o como sendo o caréter trivial. E temos que (s |]F;

é homomorfismo de IE‘;‘, em C.

Proposicao 2.9 Considere a funcdo xs. Entdo
i)Xs € uma fun¢do multiplicativa;

”)XY(l) =le XS(g_l) = Xs(g)_l para s — 07 17" '7d_ 1.
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Prova.

i) Queremos mostrar que X(ab) = xs(a)x;s(b). Escreva a = gk, b = ¢!, teremos
1s(ab) = "0 = €9l =y (a)xs(b).
ii) Para )5(1) = 1. Sendo 1 = g" temos que
xs(1) =% =1.
E também temos que
T=2x(1) =%:(887") = 2s(g)s(8™")-

Portanto,

Definicao 2.10 Sejam ), um cardter multiplicativo médulo p e A € N, onde A; = a; + b;

€ forma linear em u e v. Defina a Soma Gaussiana relativa a s por

p
TA(Xs) = Z XS(X)SM-
x=1
Em particular, quando A = 1, denotamos
T (Xs) = T(Xs)-
De posse das defini¢des acima, chegamos relagdo do préximo Lema.

Lema 2.11 Seja x; um cardter ndo trivial e suponha que mdc(A, p) = 1, entdo

Xs(A)TA(Xs) = T(Xs)-

Prova.

Pela definicdo de T4, temos

W (AVA(L) = 1(A) Y e

Como Y, € uma funcdo multiplicativa, segue que
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O préximo Teorema nos dd mais algumas propriedades da funcao .

Teorema 2.12 Considere a funcdo ys. Entdo

d—1 .
. d, sed divideb
i X) =
)E(,)Xs( ) { 0, se c.c.;

ondex €Fp, x=2g" x#0, ed =mdc(k,p—1).

p—1 p—1
ii) Z Xs(x) =0, desde que s £ 0, e Z xo(x)=p—1.
x=0 x=0

Prova.
d—1

i) Se x =0 temos que Z %s(0) = 0. Se x # 0 teremos x = g*, logo
s=0

ou d|b entdo, b =dg', assime’ =1 e

d—1 d—1 ) d—1
Y xx)=) =) 1=a;
s=0 s=0 s=0

ou d nio divide b entdo €° #*1le ekd = 1, Vk, assim,

d-1 d-1 1 (e
Z Xs(x) _ Z Sbs _ SOs _|_815 e +8(d—2)s +8(d—1)s _ 1—817 =0,
s=0 s=0 -

usando a soma de termos de uma progressio geométrica finita de razdo €” # 1.
ii)Pela defini¢do de yo temos que

p—1 p—1
Zxo(x): lep—l.
x=0 x=0
Suponha s # 0. Com ¥ # X0, existe a € ), tal que )s(a) # 1. Assim,

p—1 p—1

p—1
Xs(a) Z Xs(x) = ;)Xs(ax) = Z Xs(x)a

x=0 x=0
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pois ax percorre {0, 1,---, p— 1} quando x percorre {0,1,---,p—1}. Logo,

p—1
(Xs(a) —1) Zoxs(x) =0.

p—1
Portanto, Z xs(x) = 0, desde que ys(a) # 1 e s # Xo- O
x=0

Assim por i) da propriedade acima e por (2-3) temos que

d—1
m(x) =Y %xs(x). (2-4)
s=0

O préximo Lema relaciona Soma Gaussiana e cardter.

Lema 2.13 i) Se p ndo divide A entdo

onde Y, é um cardter ndo trivial de ordem k, e T é a soma Gaussiana
p

w(x) = Y x(x)e™.

x=1

ii)E também temos que

|t ") |=v/p.paral <r<k-—1
Prova.
i) Seja m(x) o nimero de solugdes da congruéncia y* = x(modp),

dado por

d—1
m(x) =Y %s(x)-
s=0
Pela Definicdo (2.2),

p
= ) m(y)e® 2-5)
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Pela Defini¢do (2.5) temos

p
T(A) =Y % Ay+ZZxr
y=1 y lr=
p p
=Y M+ ) Z % (y)e™ (2-6)
y=1 y—lr 1
p—l P
=Y eV+ ) Z Xy
y=0 y=lr=

Pelo Lema (2.4) tendo que p ndo divide A, e pela Defini¢do (2.10),

Zemim

y lr=
D
—O+Z Zxr
y lr— (2_7)

Z 2% ()e™

HM'_lM'

Pelo Lema (2.11),

ZTA Xr

r—l
k
r

—i(xx A) (1)

—_

(2-8)

k—1
= L x(A)TX")

r=

k

=Y XA

r=1

—_—

Portanto, 7' (A Z X (

ii)Mostraremos este fato para o caso geral no préximo Lema.

Lema 2.14 Sejam , uma cardter multiplicativo mddulo p, X # Yo, e mdc(A,p) = 1.

Entéo | TA(X) |= /P-

Prova.

Temos que ¥ # %o € mdc(A, p) = 1, entdo AP~ = 1(modp), e
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Mostraremos, entio que | ©()) |*= p. Como | x(A) |= 1, ainda pelo Lema (2.11)
e (x(A)) " =x(A),

logo

portanto

=|(x) I*.
Pois, |t|?> = 17, e neste caso T =11
Agora,
p—1 p—1
Y ta)(a) " =Y [0 P=(p—-1)(x) I* (2-9)
A=0 A=0

Por outro lado

Pelo Lema (2.4)
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Como x, y € {0,1,---,p—
Lembramos que %(0) =0,

Il
M~
M~

-1
T (0t (0)
A=0

=
I
_
<
I
_
T
o

I
<
D7~
g
=
ad
=
N
I

=
I

—_
<
I

—_

I
A
D=

x
D
~—
x
—~

Al
~—
~—
|

a1
Il
_

I
<
D1~
=
&
s

~N
I
—_

I
=
A

|
=

1}, entdo x =y (mod p) e isto implica que x = y.

(2-10)

Comparando (2-9) e (2-10) temos que (p —1) | T(x) |*= p(p — 1) o que implica

| T(x) |>= p. O que conclui a demonstragio.

O préximo Lema, serd usado na demonstracao do Lema posterior.

O

Lema 2.15 (Hasse-Weil) Seja p um niimero primo e seja Y, algum cardter ndo trivial

(mod p) de ordem k, onde k divide(p —

(x—ap)®--(x—a;)%,

onde os a; sdo todos distintos (mod p), e 0 < o; < k. Entdo

Y, xB&)I<@E—1)yp

x mod p

onde o somatorio é sobre um conjunto completo de residuos modp.

A prova deste Lema estd em [21].

Lema 2.16 Seja y um cardter ndo trivial de ordem k, onde a;, b; € Z, com

aibj-ajb; # 0(modp) parai#j, e a; % 0(modp) parai=1,--- t. Sejamry,- - -
tais que 0 < r; < k. Entdo
p=l 1
| Y x(JT(ar+86:)") 1< (1= 1)y/p+1
rA=1 i=1
Prova.
Sendo y multiplicativo e a; # 0(mod p) temos
t t t
H (aih+b;)"") Haf‘H(?ﬂ—
i=1 i=1 =1
13 13
= [T+ e
= i=1

1). Seja B(x) um polinémio da forma

, 1y inteiros
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bi .
onde os ¢;’s sdo distintos pois a;b; — a;b; # 0(modp) e — sdo definidos mod p.

Assim

Pelo Lema (2.15) temos

p—1
Lema 2.17 Seja S, = Z | T(u) |"

u=1

, com

Entéo |S,| < (k—1)""1pa+tl,

Prova.
Por (2-7)

Pelo Lema (2.13) i),

k=l (2-11)
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T(u)| <(k— 1)p%. E temos que

ou seja,

Y TP =Y TwT(u)
0 Zi?p—l p—1

=Y Yerye® (2-12)

p—1
Se x* =y (mod p), pelo Lema (2.4), Z it =) = p. Seja M o nimero maximo
u=0
de solugdes de x* = y* (mod p), teremos, para

y=0=M=1,

y#O=M=(p—1)(k—1),

assim, M =1+ (p+1)(k—1)e,

p—1
Y ITw)*=pM=p(1+(k—1)(p—1)). (2-13)
u=0
p—1
Se x* # y* (mod p), pelo Lema (2.4), Z =" — 0. Portanto,
u=0

p—1 p—1
;)\T(u)l2 =T+ Z,l I (u)?

p—1 p—1
leT(u)l2 = Z‘E)IT(M)IZ—IT(O)I2

< p(1+ (k= 1)(p—1)) = (yP)* (2-14)
=p+pk—1)(p—1)—p
— (k= 1)(p—1)

Agora,
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= ¥ 17T,

Usando o resultado acima (2-11), nesta demonstracao:

Portanto,
[Sa] < (k—1)""p2*t, (2-15)

concluindo a demonstracao. 0

Lema 2.18 Seja p =1 (mod k), p > k*. Se abc # 0 (mod p) entdo a congruéncia
ax* 4+ by* + czF = d(modp) (2-16)
tem solugcdo com xyz #Z 0 (mod p).

Prova. |
p—
Sendo N; o ndmero de todas as solugdes de (2-16), e temos que T (v) = Z evxk ,
x=0

2mi
onde € é a raiz p-ésima da unidade, € = e » . Pela Definicdo (2.2) e pela Observacao (2.3)

temos ainda que

{ 7(0)=p
T(v)=0 sev#0 (mod p)

Usando somas exponenciais, com x, y € z € IF,, fazendo X por axk+ byk +ezb—d,
teremos:

PN = Z Z Z pzlgv(axk—l—byk—kczk—d)

x€F, yeF, z€lF, v=0

_ Z Z Z pi evaxk vayk 8vcz]‘g—vd

x€lF, yeF, zeF, v=0
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p—1 p—1 p—1 p—1
— Z ( Z Svaxk)( Z E_:vbyk)( Z 8vczk)g—vd
v=0 x=0 y z=0

=0
p—1
= ;) T (va)T (vb)T (ve)e v

Separando o termo v = 0 (mod p), pela Observacgdo (2.3),

T(0a)T (0b)T (0c)e® = (T(0))? = p* (2-17)
teremos,
—1
pNi = T(0a)T (0b)T (0c)e™ —1—172 T (va)T (vb)T (ve)e ™
v=1
p—1
=p’+ Z T (va)T (vb)T (ve)e ™
v=1
Assim,

—1
pN; —p* = PX: (av)T (bv)T (cv)e™

v=1

Como |e~%"| = 1, teremos

p—1
PN =% = | Y T(@n)T(By)T (ev)e |
ek (2-18)
< |T (av)T (bv)T (cv)|.
v=1
Pela Desigualdade de Holder:
1 1
Y lar--anl < (Y lar|")n - (Y lanl™)n
teremos,
3 e 3 = 31
pN1 =P <{ ) [T(av)] Y} ITv)P ) [T(ev)]}5.
v=1 v=1 v=1
Como v percorre 1,2,---, p— 1, também serd para av, bv e cv. Assim cada soma

p—1 p—1 p—1
Y T(@)P =Y IT)]P = Y T (cv)] =S5
v=l1 v=1 v=1

logo, usando o Lema (2.17), teremos:

5
PNy — p?| <83 < (k—1)*p2
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\ST[9N]

=N, >p>—(k—1)%p

parap>k4ek22:>p2—(k—1)2p% > 3kp,
= N1 > 3kp

Quando x = 0 (mod p), a congruéncia (2-16) transforma-se em byk +cb=d
(mod p) e o nimero de solugdes (x,y,z) € no maximo kp. Pois para algum dado valor
de y existe um nimero maximo k de solugdes para z. Assim o numero Ny de solucdes de

(2-16) com xyz = 0 (mod p) é no maximo 3kp,
No < 3kp.

Portanto, sendo N, o nimero de solugdes para xyz # 0, Ny = Ny + N,, teremos
N, > 0, desde que p > k* e k > 2. O que conclui a demonstracio. 0J
Assim chegamos que o sistema (2-16) com xyz Z 0 (mod p) tem solugio.

2.3 Demonstracao do Teorema (2-1)

Desde que n > 4k, pelo Lema de Daveport e Lewis (1.8), com 2 equagdes, temos

que
m=35,q2>3.

Partindo as varidveis xi,-- -, X, do sistema (1-2), com duas equacdes, em blocos tal que
L ary . . . . .
em cada bloco as razdes — sdo iguais (mod p). Seja r o comprimento do maior bloco de
azj
~ aij . . .
razdes comuns —2, e t o comprimento do segundo bloco. Assumindo ¢ < 2 e reduzindo m
azj
para o valor inicial de 5, teremos r < 2, desde que r = m — g. Lembre-se que r € o nimero

de colunas do sistema (2.1) que estdo no mesmo espago vetorial de dimensao 1.
Aqui dividiremos a demonstracdo do Teorema (2-1) em duas partes. Uma vez
que n > 4k, R = 2 e pelo Lema de Danvenport e Lewis (1.8), obtemos que m > Z e que
n

r’ logo

>
1= Rk

qg>3em>5.

2.4 Teorema (2-1):o0casor=1

Aqui, qualquer solucdo ndo trivial tem posto 2 mddulo p. Com operagdes

elementares reescreva o sistema (1-2) de congruéncias na forma

mod p

{ Jfo= xll("’ a3xl3€+"'+amxim5 (2-19)
m

0
80 = X’é—i— b3x]§—|—---—|—bmx =0 mod p
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Seja A; = Aj(u,v) = ua; + vb; uma forma linear em u e v. Pela Observacio (2.3)
e pelo Lema (2.4), calculemos o nimero de solugdes para o caso geral de x € ;. Temos

que

u=0 v=0 0 c.c
Assim
N gulard O vl )
2 _ u(ayxf—+---+amux v(b1 X+ +bpyx
p N — Z Zg 1 m ZS 1 m
xEIqu 0 v=0
—1p—1
_ Z Z Z € (uar+vby)x§ g(am+vbm)xﬁ1
xEIF'"u 0v=0
lp 1 p—1
“Y Y ZEA"‘ ZS )
u=0v=0 x=

=Y T(A1)---T(Aw).
u,v

Tomando m = 5, dado pelo Lema de Davenport e Lewis (1.8), desde que n > 4k,
em um sistema de 2 equagdes. Portanto, o nimero N de solugdes da congruéncia (2-19) é
dado por
p’N =Y T(A1)---T(As).

u,v

Observacao 2.19 No Capitulo (1), concluimos que a congruéncia

Jo= a1x1f+ Fapxk =0 mod p
g0 = b1x1+ +bxk—0 mod p

satisfaz
m=5,g>3er<2,

desde que r = m— q. Para assegurar uma solucdo p-ddica ndo trivial, basta que a solucdo
tenha posto 2. Donde faremos a demonstragdo do Teorema (2.1) em duas partes: r =1 e

r =2 (em sec¢do posterior).
Separando os termos onde # = v = 0, temos

PPN = Y T(A1)---T(As)+ T(Ay)---T(As)
(uvv):(()?()) (”7‘0%(070)
=P+ L2000 T (A1) T(As).
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Portanto,
PN=p = ), T(A1)T(As). (2-20)
(u,)#(0,0)
Agora, separando a soma em termos em que um dos A;’s € zero (mod p),
denotado por X, e em termos que nenhum dos A;’s € zero (mod p), denotado por X.
A estimativa de X € dada usando o Lema (2.18). E a estimativa de Xy é dada
através do Lema (2.16).

2.4.1 Estimativa para X

Substituindo a expressao de 7', dada no Lema (2.13), em ) :

Yy = ) T(A1)---T(As)
A #Z0(p)
— Z Z X(AT---A?)T(x‘”)---r(x"S)
u,v Fiy--,r;5
Al'?é()(p) lgl’igk—l
= )y [ Y (AT AT ()]
Fiy-:,rs5 u,v

1<ri<k—-1 A; Z0(p)

T = Y ")t Y x(AY A
iy 575 u,v
1<r<k—1 Ai Z0(p)
Fixando ry,---,rs5 e avaliando a soma interna. Seja

5
So = Z X(HA?)

u,v

A; # 0(mod p)
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5
— riteetrs u i
So = R L ) (k]
v i= (2-21)
Ai # 0(mod p)

Note que ! estibem definido, desde que v = A, # 0 (mod p). As condi¢des A| #
%

0 (mod p), A # 0 (mod p) diz que podemos substituir o somatdrio Z
u,v
A;i £ 0(mod p)
p=lp—l
por Z Z Podemos ignorar a restricdo A; Z 0 (mod p), desde que, se A; = 0 (mod
u=1v=1
5

p) para algum j entdo x(HAf = 0) e ndo contribui para a soma. Assim tomaremos a
i=1
L, . u P
soma sobre 1 <v < p— 1. As mudancas de varidveis v — v, — — A, é ndo singular sobre
V

* * :
IFP X IFP, assim
1 5 "

PACARNE H(ai; +b;)")

i=1

A
(]
I
S
[l [
~
i

——

——

5

Y (s [(aik+ b)) (2-22)
A=1

pfli: 5
Y x0T Y H ail+b;)")
v=1 rA=1 i=l1

Separando em duas situacdes:
iri+---+rs Z0 (mod k) e,
i)ri+---+rs =0 (mod k).

Vejamos a primeira, seja R =r; + - - - +rs # 0 (mod k). Desde que ¥ tenha ordem
k, xR # x0. Portanto,

I
<N o AT
N g
<<

p—1
;X r1+ +r5 Z x
= Z xR (v)
v=1

p—1
=Y ")
v=0
p—1
pois, % (0) = 0 e pela Propriedade (2.12 ii) Z ’(v) =o.
v=0

5

p—1 p—1
= Sy = Z X(vr1+...+r5 Z H a,?»—kb r, —0.
v=1 A=1 i=l
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Portanto So = 0 para esses valores de rq,---,rs.

Para a segunda situacdo, seja, R =ry +--- +rs = kw, para algum w, e assim

KO =1 () = 1,

desde que ¥ tenha ordem k, pois, ¥ (1) = 1,k =0 (mod p). Portanto

p—1 5

ZX ) ZX(H(aiMrbi)”)

A=1  i=

5
So = Z Ha,?»-i—b )1

i=1
Quando a; =0 (mod p) e b, =1 (mod p) entdo,
5 5
H aih+ b;) H (aih+ b))

i=1 i=1,i#2

Desde que » = 1, nenhum outro @¢; = 0 (mod p), e podemos aplicar o Lema (2.16)

com t = 4, para ter

So<(p—=1)Bvp+1).

Podemos, entdo, completar a estimagéo sobre | Y |:

L) = ) ")) Y XA AD)]
Fl,+ .15 u,v
1<r<k—1 Ai Z0(p)
= Z ()t ( ") So.
i, Ts
1<r<k-—1
Mas, para cada conjunto de valores de (ry,--,rs),

3
2

e () = P2,

por (ii) do Lema (2.13). Agora,
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Yo=Y )t ™S+ Xt )t ).
ri4-+rs=0(k) ri4-+rs£0(k)
Portanto,
Zol <) )Mol Y, [Tt (7)ol
}’1;-"'—0—}"5:0(/() 5 ri+-+rs£0(k)
=p2 Y |So| + p2 Y |So|
S ri+--+rs=0(k) ri+-+rs#0(k)
=p2 Z |So| + 0.
ri4--+rs=0(k)
Donde
5
Zo] <p2 ) [l
ri+--+rs=0(k)
5
<p> ), (p-1@/p+1).
ri4-+rs=0(k)
Note que o conjunto {rj +---+rs =0 (mod k):1 < r; < k— 1} é formado pelos
vetores (ry,---,rs) e asoma ry +---+rs = 0 (mod k) € linear. Assim fixando 4 vetores,

se existir solugdo, ela serd dnica. E por contagem, onde 1 < r; < (k— 1), temos que a
cardinalidade deste conjunto é O(k — 1) ou 1(k —1). Portanto f{r;+---+rs =0 (mod
k:1<r<k—1} < (k—1)%

24.2

Portanto,
5
%ol < p2(p—1)(3y/P+1)(k—1)*. (2-23)

Estimativa para ¥

Vamos assumir que # = A; = 0 (mod p). Estimando a soma de (2-20),

PPN=p = Y T(A)-T(As),
(u,v)#(0,0)

com u = 0 (mod p), desde que b; #Z 0 (mod p) para 2 <i < 5. Teremos

A; = aju+b;jv,com u = A =0 (mod p),
=A=by, 2<i<5.

Seja

5
- Z HT(A,)
u=1v=1i=2
p—1lp—15
= HT(b,v)
u=1v=1i=2
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Fazendo b;v — v, teremos, pela definicdo do Lema (2.17),

p—15
2 = (p-n L7
N
= <=1 L o)
= (p—1)S4,

desde que b; # 0 (mod p) para2 < i <5. E pelo Lema (2.17),

L <(p—1)S
<(p—1(k—1)p’
<pHlk—1)%

Multilicando por 5, pois cada A; pode ser zero (mod p),
4] = 5[Z) < 5p*(k—1)*. (2-24)

Pelas Equacoes (2-20), (2-23) e (2-24), temos que

PPN —p°| <|Zo|+]|%]
5
<pi(p—1)Byp+1)(k—1)*+5p*(k—1)3

para que N > 0, precisamos de

[N1i9)]

P p—1)Byp+1)(k—1)*+5p*(k—1)* < p,

ou, o equivalente,

L_4 _1)\3
B+ k=D (1) <

Pois se N = 0 terfamos

5
P <pi(p—1)Byvp+1)(k—1)*+5p*(k—1)°.
Para p > 3k%,

L 1% — _1\4 L _1\4
B+ k=D =3k-1"+—k-1)
(k—1)*

V/3k?
(k—1)*

<3(k—1)*+
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Perceba que P <1,ecom p > 3k*, temos

(=1 1. .. 3 RV 13
p (3+\/ﬁ)(k )*+5k—1) <(3+ﬁ)(k D*+5(k—1)
<3k—1)*+k2+5k—1)3
< 3k
< p.

Observe que,

3k—1)*+k2+5(k—1)3—3k* =713 +4k>+3k—2
4 3 2
_ 13
—k(—7+—+p—ﬁ)
<k3(—4—k—3)

<0.

Isto significa que, temos solucdo (N > 0) para todo p > 3k*.

2.5 Teorema (2-1):0casor =2

Na segunda parte da demonstrac¢ao, estamos assumindo que » = 2, onde r € o

nimero de colunas do sistema (2.1) que estdao no mesmo espago vetorial de dimensao 1,
. . . . ~ aij .

ou ainda, r é o comprimento do maior bloco de razdes comuns —! (mod p) do sistema

azj
(1-2), com duas equagdes, ou seja R = 2. E com

m=5eq>3.

Com operacdes elementares, reescreva a congruéncia na forma

{ fo= d+axd+ a4+ +asxk =0 (modp) (2-25)

g0 = b3x’§—|—~-—|—b5x’5‘50 (modp),
onde, possivelmente, a4 = 0 (mod p), as # 0 (mod p) e bsbsbs #Z 0 (mod p).

Lema 2.20 Seja p =1 (mod k). Se r = 2 entdo a congruéncia (2-25) tem uma solucdo de

ordem 2 mod p, com a condi¢do de p > 3k*.

Prova.
Resolva
b3x 4 - -+ bsxt = 0(modp)
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com x3x4x5 Z 0 (mod p), usando o Lema 2.18. Esta solu¢do envolve duas colunas de
coeficientes linearmente independentes. Seja A = agxéC 4+ 4 a5x’§ =0.Se A=0 (mod
p), basta tomar x; = x, = 0 para dar uma solucdo. Se A Z 0 (mod p), multiplique x3, x4 €
x5 por § e resolva

x5 ardh + AEF = 0(modp)

com x1x2§ # 0 (mod p) e entdo use o Lema (2.18), para dar uma solugio. 0

Assim, podemos combinar os dois resultados, para r = 1 e r = 2. O que mostra

que a congruéncia (1-2)
n
Y a,-jx]; = 0(modp¥) (1 <i<R)
j=1

paraR =2,

fo=axh+-+axk=0 (mod p)
go=bixk+--+bxk=0 (mod p),

tem solucio de ordem 2 (mod p) para todo p > 3k*.
Portanto, pelo Lema (Hensel) (1.2), a equacao (2-1):

fx)=aixt +- +aunk =0;
g(x) =bik+ -+ bk =0.

tem solucdo p-ddica ndo trivial para todo p, o que demonstra o Teorema (2.1).



CAPITULO 3

Sistemas de Duas Formas Aditivas de Grau 5

Neste capitulo iremos demonstrar em sistemas de duas equagdes, ou seja R = 2,
em um primeiro momento que a solucao é garantida com N > 6k + 1. E outro caso, com
o grau da forma aditiva k = 5, chegaremos a solucdo apartir de 31 varidveis.

No Capitulo 1, tinhamos que o valor de p era grande, p > 3k*, se comparada com
o grau k e com a quantidade de varidveis: n > 4k. Neste Capitulo o objetivo é encontrar
cotas para o nimero n de varidveis apartir de valores de p com o grau fixo kK = 5, das
formas aditivas, quando aqui ainda estamos fixando o nimero de equagdes do sistema em
R=2.

3.1 Teoremas

Teorema 3.1 Seja p um primo e k um inteiro impar tal que p ndo divide k. Suponha que

a equagdo
axk + by* + cz¥ = d (mod p),

com a, b e ¢ ndo nulos modulo p, tem uma solucdo com xyz #Z 0 (mod p), para todo d.
Entdo qualquer sistema de duas formas aditivas de grau k com ao menos 6k + 1 varidveis

sempre tem solucdo p-ddica ndo trivial.

Se fizermos uma comparacao deste Teorema com o Teorema (2-1), onde k > 1,
n> 4k e p > 3k*. Aqui temos que k é fmpar, um aumento pequeno, relativamente, no
numero de varidveis: n > 6k 4 1, porém temos que p é qualquer desde que satisfaca a

hipétese adicional com respeito a solubilidade da congruéncia

axk 4+ by* + cz* = d (mod p).

Corolario 3.2 Seja k um inteiro impar e p um primo, com p > k*. Entdo qualquer sistema
de duas formas aditivas de grau impar k com pelo menos 6k + 1 varidveis sempre tem

solugdo p-ddicas ndo trivial.
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Prova.
Como p > k* entdo p nio divide k. Pelo Lema (2.18) a equagio
ax* + by* + c¢zF = d(mod p),
tem solucdo com xyz # 0 (mod p). O

O Teorema (3.1) foi adaptado da conjectura de E. Artin, que vimos na Introdugao,
para sistemas de duas formas aditivas, agora com grau impar k > 5, usando hipéteses
adicionais. Para o caso especial de sistemas de duas formas aditivas de grau 5 temos o

proximo resultado:

Teorema 3.3 Todo sistema de duas formas quinticas aditivas com N varidveis sempre
tem solucdo p-ddica ndo trivial

i) para todo p > 101 desde que N > 31;

ii) para todo p desde que N > 36, e p #5e 11.

Se observamos a relacdo deste Teorema com o Capitulo (2), aqui temos que
k =35, e voltando ao Teorema (2-1), temos que n > 20 e teriamos p > 1875 para o Teorema
(3.3). Portanto, com este Teorema, para a garantia de solubilidade do sistema basta um
pequeno aumento no nimero de varidveis n > 31 para se ter uma redugdo colossal no
valor de p, p > 101. Ja na segunda parte do Teorema (3.3) para qualquer valor de p # 5
e 11, a quantidade de varidveis que garante a solubilidade do sistema € um pouco maior
que na primeira parte: n > 36; mas ainda bastante pequena se compararmos o valor de p
no Teorema (2-1).

Sendo IF;; visto no Capitulo(2) em (2.2), o grupo de todos os elementos nao
nulos de I, e seja K o subgrupo de F, de todas as k-€simas poténcias. Desde que estamos
assumindo p = 1 (mod k), existe 8 € (F, — K) tal que

[, = KU8KU FKU---USIK (unido disjunta).

Denotaremos por S o seguinte conjunto de representantes das k classes
s=1{1,8,8,--,61.

Segue dessas consideragdes que todo o € I, pode ser escrito na forma

o= &d (3-1)

para algum a € F, e algum &' € S.



3.2 Congruéncias médulo p 46

3.2 Congruéncias médulo p
A prova do proximo lema foi dada por D. Atkinson e R. J. Cook [2], em 1989.

Lema 3.4 Sejap > 11, p=1(mod>5) e considere a equacdo
alx?+~~-+a,xf =d (mod p)

comay---a, %0 e para todo d.
i) Se r > 3 entdo a equagdo tem solugdo ndo trivial.

ii) Se r >3 e p > 101 entdo o sistema tem solugdo com x1xyx3 Z 0 (mod p).

Este lema nos dé solucdo para a equacao
axk 4+ by* + cz* = d (mod p),

com xyz # 0 (mod p) e k = 5 apartir de p > 101. Se voltarmos ao Lema (2.18) a solugao

da equacdo s6 € garantida com p > 625.

Lema 3.5 Seja a, b e c inteiros ndo nulos médulo p. A equacdo
ax* +by* = —c(modp) (3-2)

tem solucdo com xy % 0 (mod p) se, e somente se, a equacdo correspondente
axk + byk + cz¥ = 0 (mod p)
tem solu¢do com xyz # 0 (mod p).

Prova.
Seja (£1,E2,E3) solugdo da equacdo ax* + byk + czF = 0 (mod p), logo
@1&3_1@2@3_1) é solucdo de ax* + by* = —c (mod p).
]

Lema 3.6 Sejap > 11e p=1(mod>5). A equacdo
alx? +a2x§ +azxz =0 (mod p),

com ajazasz % 0 (mod p) tem solucdo com x1x2x3 % 0 (mod p) se ay, ay e a3 estdo em

distintas classes laterais modulo o subgrupo das quintas poténcias de I},
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Prova.
Pelo Lema (3.4) existe solugdo ndo trivial (§1,&,E3) para esta equagdo. Se
& =0 (mod p), entdo a; = ak(ﬁkéjfl)S(mod p), 0 que € impossivel, porque todos os
trés coeficientes estdo em classes laterais distintas.
OJ

O préximo Lema estd provado em O. D. Atkinson e R. J. Cook, 1989, [2].

Lema 3.7 Sejap > 11ep=1(mod5). O sistema

’

a1x] + -+ +aex; = 0(modp)
b1x] + -+ +bex; = 0(modp)

tem solucdo ndo trivial modulo p.

3.3 Demonstraciao dos Teoremas (3.1) e (3.3).

3.3.1 Demonstraciao do Teorema (3.1)

Neste capitulo consideramos sistemas de duas formas aditivas p-normalizadas
de grau k impar, onde p ndo divide k, com pelo menos 6k 4 1 varidveis, com hipétese

adicional de que a equagdo
axk 4+ byk + czF = d (mod p)

com abc # 0 (mod p) tem solucdo com xyz # 0 (mod p), para todo d.

Seja o sistema

_ k k
{ Fl(xl,m,xN)—a11x1—|-~~—|—a1NxN—0 , (3-3)

k k
F(x1,+,xn) =ay x| +---+aynxy =0

com ag;; € Q, e N > 6k + 1. Se multiplicarmos cada uma destas equagdes por um inteiro
p-adico conveniente podemos considerar que a;; € Zp,.

Como cada inteiro p-adico € congruente a um inteiro racional médulo p, veja
por exemplo em [17], entdo podemos resolver essas congruéncias modulo p, considerando
que a;; € Z. Podemos considerar que (3-3) € p-normalizado, usando o Lema de Davenport

e Lewis (1.8) reescreva o sistema (3-3) na forma

) (3-4)
0 )

{ Fi = fi(x1, %) + pg1 (Xnt1, -+, XN)
By = fo(x1, %) + pga(Xnt1,- -, xn)
onde

n>7eq; >4. (3-5)
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Pelo Lema de Hensel (1.2) € suficiente garantir a existéncia de uma solugdo de

posto 2 médulo p para o sistema

{ fl (xlu"'axi’l) EO(mOdp) (3_6)

f(x1,--,x,) = 0(modp)
A prova do Teorema (3.1) segue pela proxima proposicao.

Proposicao 3.8 Seja k um inteiro impar e suponha que a equacdo
ax* + by* + czF = d (mod p)

com a, b e ¢ ndo nulos médulo p, tenha solucdo com xyz % 0 (mod p), para algum d.

Considere o sistema

f=anxt+-- +axk =A (modp),
8= azlxlf + - +a2nxﬁ = B (modp).

Seja g o menor niimero de varidveis ocorrendo em alguma combinacdo linear ndao-nula
Af +ug modulo p. Entdo (3.8) tem uma solugdo posto 2 para algum A, B € ), com a

condigdo de

n>7eq>3.

Prova.
Seja r o nimero maximo de solu¢des da matriz coeficiente deste sistema linear
que estdo no subespago unidimensional de IE‘IZ,. Segue das hipéteses que r+q > 7, € o

sistema (3.8) € equivalente a

alx’ﬁ_...+a,x’r‘+b1y’f+...+bqy§Ea(modp) (3-7)
Ciy} + -+ cqyy = B(modp)
Seja (&1, +,&,) uma solugdo para ciyk +- -+ cqyz = B(modp) com pelo menos

trés coordenadas nao-nulas médulo p, que € possivel pelas hipdteses. Agora, seja b 1&’{ +

cee qu,g = 1(modp) e considere a congruéncia
aixX -+ ax* = a—1(modp). (3-8)

Se r > 3 entdo, pelas hipdteses, podemos encontrar uma solugdo nao-trivial
(gl’ .. ’gr)
para (3-8), e
(gl,...,gr,éh...,éq)
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¢ uma solucao posto 2 para (3-7).

Suponha r = 2. Se T = o (mod p) entdo

(0707§1a"'§4)

¢ uma solugdo posto 2 para (3-7), por causa desta solucdo temos pelo menos trés
coordenadas ndo-nulas médulo p e r = 2. Agora, suponha ot — T # 0 (mod p). Pelo Lema

(3.5), existe uma solucdo

(€1,€2)

para (3-8) e entdo

(e1,€2,€1,---&y)

€ uma solucdo posto 2 para (3-7).

Suponha agora que r = 1 e que g > 6. Podemos considerar o caso cy,--+,c4 € S
(veja (3-1)). Suponha que existam indices 1 <i < j < g tal que ¢; = ¢, podemos dizer
que c; = c¢p. Agora observe que devemos ter by Z by(mod p), para r = 1.

Pelas hipéteses, podemos encontrar uma solugdo ndo-trivial (€3,---,&,) para
c3)h + -+ cgyk = P (mod p). Seja b3&S + -+ + bEE = 1T (mod p). Se T= a (mod p),

a demonstracio segue como acima e

(070707<t337"'7§q)
é solucio de (3-7). Se T # o (mod p). Escrevendo y; = —y, = T podemos formar a
congruéncia
arxs + (by — by)TF = a—1(modp). (3-9)

Esta congruéncia tem solucao nao-trivial

(1,€2),

pelo Lema 3.5, e entdao

(817827_827&37“'7€q)

€ uma solucdo posto 2 para (3-7), desde r = 1.
Agora suponha que ¢y, -, ¢4 estdo todos em distintas classes laterais modulo o
subgrupo K das k-€simas poténcias de . Desde que r =1 e g > 6, podemos reescrever

o sistema 3-7 na forma

(modp)

“ (3-10)
B(modp)

arxi+ by +-- b1y
Cly]f + - +Cq_1y];,1 +Cq)’§
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com todos coeficientes b; e c; diferentes de zero modulo p e com possiveis substitui¢des
deae .

Pelas hipéteses, encontramos solu¢des ndo-triviais (€1,&1,&2) e (E3,--+,&4—1)
para alx’f + bly’f +b2y’§ =0(mod p)e b3y]3‘ 4+ bqfly’;_1 = o (mod p) respectivamente,
comegr&;---&,_1 # 0 (mod p). Seja ¢1&F + c2E8 =y (mod p) e c3E5 + - - +cq_1§§_l =7
(mod p).

Se T =P (mod p) entdo

(070707é37"'7§q—170)

€ uma solucdo posto 2 para (3-10), desde que r = 1.

Se 1 # B (mod p) e observe que devemos ter Y O(mod p), pois ¢ e ¢ estdo em
classes laterais distintas. Do contrario teriamos c@’]‘ + czﬁk = 0e c; e cp na mesma classe
modulo &, o0 que € uma contradicao.

Depois multiplique a solugdo (€1,&1,&) por uma nova varidvel T, podemos

formar a congruéncia

VT* + gy = B—1 (mod p) (3-11)

que tem solucdo nao-trivial, pelo Lema (3.5),

(pvétﬁ'

Entao

(81p7a1p7a2p7a37 T 7}’;(1*17§(1)

€ uma solucao posto 2 para (3-10).

3.3.2 Demonstraciao do Teorema (3.3)

Para a parte (i) do Teorema (3.3), segue do Teorema (3.1), desde que para k =5
e p > 101, a equacgdo ax’ + by’ +cz> = d (mod p) tem solugdo com xyz % 0 (mod p),
conforme Lema (3.4).

Para a parte (ii) do Teorema (3.3), suponha o par de formas aditivas de grau 5,
p-normalizado, com 36 varidveis. Pelo Capitulo (1), pelo Lema de Davenport e Lewis

(1.8), basta demonstrar que qualquer sistema

(3-12)
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de grau 5 e satisfazendo
n>8 e q >4, (3-13)

tem solucdo posto 2 médulo p. Se p # 1 (mod 5), reduza este sistema a duas congruéncias
lineares, e por (3-13), teremos solugdes posto 2. A demonstra¢do do Teorema (3.3(ii)),

para p =1 (mod 5), € dada como consequéncia da proxima proposicao.
Proposicao 3.9 Seja p > 11 e p=1(mod 5) e considere o sistema

f=aix}+---+agxy =A (mod p)
g=bix;+ - +bgx3 =B (mod p)

Seja q o niimero minimo de varidveis que aparecem em toda combinacdo linear ndo-nula
Af + ug modulo p. Entdo este sistema tem solugdo posto 2 para quaisquer A, B € F),
desde que q > 3.

O sistema acima equivale ao sistema

iy + - ey =B (mod p)

satisfazendo r+¢q = 8 e ¢ > 3. Os proximos trés lemas sdo suficientes para a demonstragao

desta Proposi¢do (3.9).

Lema 3.10 Se r > 3 entdo o sistema (3-14) tem solugdo posto 2 modulo p, para todo qQ,
BeF),.

Prova.
Seja by y? + -+ bgyg =1y (mod p). O Lema (3.4) nos garante uma solu¢ao nao

trivial para ¢1y} +---+cy; = B (mod p), pois ¢ >3 e p>1le p=1 (mod 5). Seja

(E1,---,&,) esta solucdo. Ainda usando o Lema (3.4) para
5 55 _
aixij+---+ax; =o—1vy(mod p) (3-15)

temos uma solug@o, digamos, (p1,---,pr)-

Assim

(P1,,prE1, 0, 8g)

¢ uma solucdo ndo trivial de posto 2 para o sistema (3-14).
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Lema 3.11 Se r = 2 entdo o sistema (3-14) tem solugdo, posto 2, modulo p, para todo Q.
BeF),.

Prova.

Como r = 2 temos g = 6, pelo sistema da Proposicdo (3.9). Suponha que
c1,-++,c6 € S,onde |S| =5, visto em (3-1).

Caso 1 : Sendo dois destes coeficientes iguais, digamos ¢s5 = cg. Suponha bs # bg
(mod p).

E usando o Lema (3.4) para cly? + czyg + C3y§ =B — ¢4 (mod p), temos uma
solugdo ndo trivial (§1,&2,E3). Seja b1&] + ba&3 + b3E3 + bsal® =y (mod p). Fixe ys =
—ye = T, e obtemos a congruéncia

aix, +azxy + (bs — be)T> = a.—y(mod p), (3-16)

que, ainda pelo Lema 3.4 tem solu¢do nao trivial, digamos,

(p17p27p3)-

Portanto,

(p17p27§11a27§37 17p3a_p3)

€ uma solucdo de posto 2 para (3-14), com pelo menos trés coordenadas ndo-nulas, e por
hipétese r = 2.

Caso 2 : Se houver trés coordenadas iguais entre ¢y, - -, c¢ digamos, ¢; = ¢; = ¢y,
entdo o caso b; = bj = b; (mod p) ndo ocorre, para r = 2. Em seguida reenumere as
varidveis y;,y;,y1, € faca cs = cg € bs Z bg (mod p) e de modo andlogo a acima, obtenha
uma solucgd@o de posto 2 para o sistema (3-14).

Caso 3 : Duas das coordenadas iguais, suponha c5 = c¢, € bs = bg. Também

assuma que ¢; € ¢; s8o tais que ¢;,c;j € cg sao distintos dois a dois. Se necessario reenumere

as varidveis yy, - - -, yg para obter esta distincdo. Assim o sistema serd equivalente a
a1} +axes+  biy; +bays + b3y +bay; = o (mod p) (3-17)
ey + ey +esyy +eayy +esyl+ceyy =B (mod p)
Pelo Lema (3.6) temos que a equacao
c1y; +cay3 +covg = 0 (mod p) (3-18)

tem solugdo ndo trivial, com as trés coordenads néo nulas médulo p, seja ela (§;,&;,E).
Primeiro suponha que bli? +b2E3 =y # 0 (mod p). E pelo Lema (3.4) faca
(T3,74,7Ts) uma solugdo de C3y§ + C4y2 +c¢5y2 =B (mod p). Seja b31:§ + b4’ci = 0 (mod p),
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e multiplique a solugdo (§;,&,,Eg) por uma varidvel T, e teremos a congruéncia
a1} + ares +yT° 4+ = a(mod p), (3-19)

que, ainda pelo Lema (3.4) tem solugdo ndo trivial, digamos (p1,p2,p3). Portanto,

(P1,P2,P3E1,P3E2, 73, T4, T5, P3E6)

€ uma solucdo para (3-17).

Se p3 # 0 (mod p), como &;,&,,Ee sdo todos ndo nulos médulo p e pelo menos
um T; € ndo nulo, assim teremos pelo menos quatro coordenadas nio nulas para a solug¢do
do sistema (3-17), e como r = 2, essa solucdo tem posto 2. Se p3 = 0 (mod p), ou p; ou
p2 € ndo-nulo médulo p, suponha p; #Z 0 (mod p). Como algum 7t; é ndo-nulo médulo p,
a solugdo possui posto 2, para (ajc; —0-b;)p1T; #Z 0 (mod p).

Agora suponha b1&} + b2E5 = 0 (mod p) e observe que ¢1&] + c2&3 # 0 (mod
p), desde que assumimos que c; e ¢; estdo em diferentes classes laterais. Usando o Lema
(3.4) seja (p1,p2,p3) uma solugdo para ajx; + azx3 + b3y = o (mod p). Multiplicando a

solucdo (§;,&;) por T, temos a congruéncia

c3p3 + (18] + 283)T° + e5y3 + coya = B (mod p), (3-20)

que pelo Lema (3.4) possui solu¢do ndo trivial, digamos (T, 7s,Tg). Assim

(p1,p2,&171,8271,P3,0,75,T6)

¢ uma solucdo para (3-17).

Se 11 £ 0 (mod p), como (§;,&;) sdo ambos ndo nulos médulo p, teremos pelo
menos trés coordenadas ndo-nulas para a soluc¢io do sistema (3-17), e como r = 2, essa
solucdo tem posto 2. Se T = 0 (mod p), entdo, ou Ts, ou Tg € nao nulo médulo p, digamos
que seja Ts #Z 0 (mod p), como algum p; é ndo nulo, a solu¢do tem posto 2, para ou
(Csaj)‘tjpj 7‘é Oou (C5b3 —0- C3)’C5p3 §é moédulo p.

O

Lema 3.12 Se r =1 e g =7 entdo o sistema (3-14) tem solucdo de posto 2 modulo p,
para todo o, B € IF),.

Prova.

Como r = 1, o sistema (3-14) equivale a

(mod p)

{ a1x;+  biy; +bays +bsys +bay; +bsyl + bey: (3-21)

o
Cl)’? + czy§ + C3y§ + C4yi + csyg + c6yg —I—C7y§ =B (mod p)
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Caso 1:Se o= B =0 (mod p), tome a;x; =0 e c7y3 =0 (mod p) e pelo Lema
(3.7) temos uma solucao nao trivial para (3-21) e como r = 1 esta solu¢do possui posto 2.

Agora suponha que pelo menos um entre & ou B seja ndo-nulo médulo p,
digamos que B #Z 0 (mod p), € que ¢y,c2,-++,c7 € S.

Caso 2 : Sejam dois pares de coeficientes iguais, entre ¢y, - - -, ¢7. Digamos ¢1 = ¢

e c3 = ¢4. Com isso teremos by # by e b3 # by mddulo p, para r = 1. Para a congruéncia
csys +ceyg +c7y3 = B (mod p), (3-22)

o Lema (3.4) nos garante uma solucao

(€s,86,87)

ndo trivial. Faga bs&3 + be&3 =y (mod p), y1 = —y2 =T e y3 = —y4 = S, dando-nos a

congruéncia

arx; + (b — b2)T° + (b3 — bg)S° + Y= ot (mod p). (3-23)
Ainda pelo Lema (3.4), temos uma solu¢@o nao trivial para esta congruéncia, seja

(p17p27 93)

esta solucdo. Entdo uma solugdo para (3-21) sera

(p17p27 —P2,P3, _p37§57§67§7)-

Pelo menos um dos p; e pelo menos um dos &; sdo ndo-nulos médulo p, como duas
coordenadas, a0 menos, sao ndo-nulas médulo p, esta solucdo tem posto 2, para r = 1.

Caso 3 : Sejam c| = ¢y = ¢3 € ¢3, ¢4, C5, Cg € c7 distintos dois a dois. Fazendo
C3y§ + C4y?1 + C5y§ =0 (mod p), o Lema (3.6) nos garante uma solu¢do ndo trivial
(&3,€4,E5) com E3E4Es # 0 (mod p), que também serd solugdo de ¢y} + cay; +csy2 =0
(mod p) (e de clyg + C4yi +¢sy; = 0 (mod p), mas que ndo iremos precisar). Como
by # b3 (mod p), entdo uma das situacdes acontece: ou b3§§ + b4§2 + bség # 0 (mod p)
ou by&3 + ba& + bsEZ # 0 (mod p). Sem perda de generalidade podemos supor que

b33+ ba&y +bsEI =0 £ 0 (mod p). (3-24)

Considere a congruéncia c6yg +C7y§ — st =0 (mod p), o Lema (3.4) nos garante
uma solug@o ndo trivial, digamos (pg,p7,p)- E 0 Lema (3.6) nos dd que p é ndo nulo
modulo p, do contrério cg e ¢y seriam da mesma classe lateral, o que € impossivel, pois

ce # €7, € cg,c7 € S. Portanto a equagdo

62 +c7y3 = B (mod p) (3-25)
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tem uma solucdo dada por

(P 'ps,p ' P7)-
Faca y; = —y, = T, e da congruéncia (3-24) multiplicando por § a solugdo
(€3,E4,E5), obtendo a congruéncia
a1 + (b1 —b2)T° +0S° + be(p ' ps)® = a (mod p) (3-26)

que, pelo Lema (3.4), tem uma solugdo ndo trivial, (T1,72,73). ApOs esta construgio
chegamos que

(T1,72, T2, 7383, T3E4, T3E5, P ' P6, P ' P7)

¢ uma solugdo para o sistema (3-21). Observe que, se T3 Z 0 (mod p) entdo 133 Z 0,
13E4 Z 0 e 13E5 # 0 médulo p. Assim, esta solugdo tem posto 2, para r = 1. Se 13 = 0
(mod p), temos que ou T; # 0 (mod p) ou T # 0. Como pelo menos um dentre p~'pg €
p~!p7 é ndo nulo médulo p, dando que esta solugio possui posto 2.

0J

Concluindo assim, com estes lemas, a demonstracdo da Proposicdo (3.9). E

também a prova do Teorema (3.3).
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