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Resumo

Esta tese trata de uma variante de um clássico problema combinatório NP-Completo:
o Problema de Programação de Horários Professor-Turma. Nessa variante, importantes
considerações práticas são incorporadas, especificamente tratando de preferências de pro-
fessores e distribuição das aulas. As propostas apresentadas nesta tese dividem-se em 3
partes. Na primeira parte é apresentada uma nova heuŕıstica h́ıbrida, baseada em Busca
Tabu. Experimentos computacionais demonstraram que a heuŕıstica proposta melhora
os resultados da literatura, apresentando um desempenho consistentemente superior em
todos os problemas teste. Na segunda parte propostas foram apresentadas para a obten-
ção de quadros de horários provadamente ótimos, considerando técnicas de Programação
Linear Inteira Mista. Nesse sentido é desenvolvida uma formulação com um número ex-
ponencial de linhas e colunas, bem como um algoritmo que utiliza as técnicas de geração
de colunas e cortes para o tratamento dessa formulação. Experimentos computacionais
demonstraram que a formulação apresentada permite a obtenção de limites inferiores bas-
tante fortes, os quais permitiram a prova da otimalidade para 3 instâncias em aberto
da literatura. Finalmente, na terceira parte, é explorada a sinergia entre heuŕısticas e
métodos exatos, através da resolução ótima de sub-problemas em quadros de horários
constrúıdos heuŕısticamente, esses algoritmos h́ıbridos ofereceram os melhores limites su-
periores dispońıveis.

Palavras-chave: Programação de Horários em Escolas; Programação Linear Inteira;
Metaheuŕısticas.



Abstract

This thesis considers an variation of a classical combinatorial NP-Complete problem: The
Class-Teacher Timetabling Problem. In this variant, important practical considerations
are incorporated, specifically, teachers’ preferences and distribution of lessons. The pro-
posals of this work are divided in three parts. In the first part a new hybrid heuristic
is presented, based on Tabu Search. Computational experiments demonstrated that the
proposed heuristic improves upon existing methods presenting a consistently better perfor-
mance in all test problems. In the second part, proposals for producing optimal timetables
are presented, considering Mixed Integer Linear Programming Techniques. In this sense,
a formulation with an exponential number of rows and columns is developed, as well an
algorithm to manage this formulation by cut and column generation. Computational ex-
periments demonstrated that the proposed formulation provides stronger bounds, which
allowed the proof of optimality for 3 open instances from literature. Finally, in the third
part, the synergy of heuristics and exact methods is explored, by the optimal resolution
of sub-problems from timetables heuristically generated. These hybrid algorithms offered
the best upper bounds available.

Keywords: School Timetabling; Mixed Integer Programming; Metaheuristics.
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trições de Compacidade;

PLIM : Programação Linear Inteira Mista;

PPLIM : Problema de Programação Linear Inteira Mista;

RC : Reconexão de Caminhos;

RBCP : Robust Branch, Cut and Price;

UFF : Universidade Federal Fluminense;

VNS : Busca em Vizinhança Variável.



Sumário

Lista de Figuras x

Lista de Tabelas xi

Lista de Algoritmos 12

1 Introdução 1

2 O Problema de Programação de Horários Professor × Turma com Compacidade

- PPTC 3

2.1 Tratando problemas reais de programação de horários em escolas . . . . . . 5
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Capítulo 1

Introdução

Este trabalho propõe métodos computacionais de solução para uma importante variante

de um problema clássico de otimização combinatória, o Problema de Programação de

Horários Professor × Turma (PPT) [1, 2]. O problema abordado considera requisitos

necessários para o tratamento de muitas instâncias reais do PPT: a compacidade de

horários e a duração das aulas. Problemas de Programação de Horários, há várias décadas,

têm recebido grande interesse por parte dos pesquisadores em computação. Atualmente,

conferências regulares discutem o tema no meio cient́ıfico [3, 4, 5]. A motivação ocorre

devido à dificuldade de obtenção de soluções ótimas em tempos computacionais aceitáveis

e também devido à importância prática do problema, visto que instituições educacionais

de todo o mundo, rotineiramente, enfrentam a dificuldade de obtenção de bons quadros

de horários considerando os inúmeros requisitos pedagógicos, pessoais e institucionais

envolvidos.

O presente trabalho considera métodos de produção automatizada de horários com

dois propósitos, primeiramente, buscam-se métodos heuŕısticos que em tempos compu-

tacionais aceitáveis produzam bons quadros de horários (Caṕıtulo 4). Em um segundo

momento, pesquisa-se a produção de horários provadamente ótimos, utilizando métodos

baseados em Programação Linear Inteira Mista (PLIM) (Caṕıtulo 5).

Apesar do número considerável de heuŕısticas existentes na literatura (Caṕıtulo 3), a

análise comparativa destas é muitas vezes prejudicada pela metodologia empregada nos

trabalhos em questão. Comparações entre métodos são raras, sendo que a avaliação das

soluções obtidas se dá na maioria dos casos por meios subjetivos, através da descrição do

sucesso obtido pelo ponto de vista de usuários das aplicações. Neste trabalho, uma nova

heuŕıstica baseada em Busca Tabu é proposta e avaliada computacionalmente (Caṕıtulo

4). O método incorpora mecanismos de diversificação baseados em memória de longo
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prazo. Os resultados que serão posteriormente apresentados neste trabalho permitem

a avaliação da qualidade das soluções obtidas com relação a ótimos globais, em alguns

casos, bem como com relação a limites inferiores. O desempenho heuŕıstico também é

comparado com outros trabalhos da literatura [6, 7, 8].

Métodos baseados em PLIM também foram analisados, sendo que diferentes formula-

ções foram propostas e avaliadas utilizando a biblioteca de funções do programa resolvedor

CPLEX 10, que representa o estado da arte em programas desse tipo. A obtenção de for-

mulações fortes também é considerada através do estudo de cortes para as formulações

apresentadas, bem como através da técnica de geração de colunas. Este estudo permitiu,

pela primeira vez, a determinação da solução ótima para três instâncias dispońıveis na

literatura, utilizadas em [6, 7, 8, 9], como será visto no Caṕıtulo 5.

A eficiência dos métodos de PLIM para a resolução ótima de problemas com dimen-

sões limitadas motivou a proposta de algoritmos que utilizam PLIM para a pesquisa

em vizinhanças de soluções obtidas através das heuŕısticas propostas, como métodos de

melhoramento, no esṕırito do método de Local Branching recentemente proposto [10]. Vi-

zinhanças alternativas, que utilizam os denominados cortes elipsoidais [11], também são

consideradas para programação de horários. Estes métodos, aqui denominados Métodos

Hı́bridos, são discutidos no Caṕıtulo 6.



Capítulo 2

O Problema de Programação de Horários

Professor × Turma com Compacidade -

PPTC

Neste caṕıtulo será apresentado o problema considerado nesse trabalho. Inicialmente será

descrito um problema clássico de programação de horários: o Problema de Programação

de Horários Professor × Turma. Nesse problema, cada professor deve lecionar um de-

terminado número de aulas para cada turma em um conjunto de peŕıodos. As alocações

devem ser feitas considerando-se a não existência de conflitos, ou seja, cada professor e

turma deve se envolver com, no máximo, uma atividade letiva por peŕıodo. Esse pro-

blema, inicialmente abordado nos trabalhos pioneiros de Gotlieb [1, 2], tem sido bastante

estudado nas últimas décadas. Revisões de literatura podem ser encontradas em [12, 13].

Para facilitar a legibilidade das seções posteriores, os peŕıodos do PPT aqui apresen-

tado serão considerados distribúıdos igualmente por um conjunto D de dias das semana.

Assim, os dados que definem um PPT são:

• P : conjunto de professores, com elementos p ∈ P numerados como 1, . . . , |P |;

• T : conjunto de turmas, com elementos t ∈ T numerados como 1, . . . , |T |;

• D: conjunto de dias letivos, com elementos d ∈ D numerados como 1, . . . , |D|;

• H: conjunto de peŕıodos letivos por dia, com elementos h ∈ H numerados como

1, . . . , |H|;

• R̃|P |×|T |: matriz de requerimentos, onde r̃pt indica quantas aulas o professor p deve

lecionar para a turma t;
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• P̃|P |×|D|×|H|: matriz de disponibilidade de professores, onde p̃pdh = 1 indica que o

professor p está dispońıvel no dia d no peŕıodo h, p̃pdh = 0 caso contrário.

Adicionalmente, definese-se a seguinte variável de decisão:

xptdh =

{
1 professor p lecionando para a turma t em um dia d e horário h

0 caso contrário

Com esses dados pode-se definir formalmente o problema de busca PPT como:

encontre xptdh ∀p ∈ P, t ∈ T, d ∈ D, h ∈ H (2.1)

sujeito a∑
d∈D

∑
h∈H

xptdh = r̃pt ∀p ∈ P, t ∈ T (2.2)∑
p∈P

xptdh ≤ 1 ∀t ∈ T, d ∈ D, h ∈ H (2.3)∑
t∈T

xptdh ≤ p̃pdh ∀p ∈ P, d ∈ D, h ∈ H (2.4)

xptdh ∈ {0, 1} ∀p ∈ P, t ∈ T, d ∈ D, h ∈ H (2.5)

Onde as restrições 2.2 asseguram o cumprimento da carga horária, 2.3 asseguram a

não ocorrência de conflitos em horários para turmas e 2.4 asseguram o respeito a dispo-

nibilidade dos professores e a não existência de conflitos em horários para professores.

Enquanto casos especiais do PPT podem ser resolvidos em tempo polinomial [14],

a simples consideração de restrições de disponibilidade, ou seja, o caso de professores

com
∑

d∈D

∑
h∈H p̃pdh < |D|.|H|, coloca o PPT na classe de problemas combinatórios

NP-Completos [15]. Em [16] é discutida a intratabilidade computacional do PPT devido

a vários fatores cuja ocorrência é bastante comum em problemas reais, como pedidos

relativos à duração das aulas.
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2.1 Tratando problemas reais de programação de horá-

rios em escolas

O problema apresentado na seção anterior, apesar da importância teórica, não considera

muitos requisitos importantes na construção de quadros de horários em instituições edu-

cacionais. Em geral, além de se procurar um quadro viável com relação a conflitos em

horários, vários requisitos adicionais são considerados. Esses requisitos podem ser basica-

mente de três tipos:

• organizacionais: relativos à instituição de ensino;

• pedagógicos: pedidos importantes para o bom aproveitamento das aulas;

• pessoais: requisitados de acordo com as preferências pessoais dos membros do corpo

docente.

A importância relativa dos pedidos de cada tipo é bastante dependente do problema

considerado, como indicado em [12]. No entanto, algumas tendências gerais podem ser

observadas, como será apresentado nos parágrafos seguintes.

Considerando-se pedidos relativos ao corpo docente, geralmente devem ser evitados

“buracos” em dias letivos dos professores, ou seja, peŕıodos de inatividade entre peŕıodos

com atividade. Dias com poucas alocações isoladas também devem ser evitados, favo-

recendo a construção de quadros de horários compactos para professores, de modo que

suas aulas concentrem-se em blocos cont́ıguos, em poucos dias da semana. Essas questões

foram consideradas em [17, 18, 19, 20, 21, 22, 23, 24, 25, 26, 27]. Deve-se observar que

restrições desse tipo, desejáveis na maioria dos casos, são essenciais quando são conside-

rados professores que trabalham em mais de uma instituição, situação bastante comum

na realidade brasileira. A compacidade de horários para turmas geralmente não é consi-

derada como um critério para avaliação da qualidade de um quadro de horários visto que,

na maioria das vezes, as turmas devem ter todo o seu horário preenchido com aulas.

Do ponto de vista pedagógico, restrições importantes tratam da distribuição das

aulas de um professor × turma no decorrer da semana: dependendo do assunto lecionado,

aulas com maior ou menor duração em cada dia podem ser necessárias. Em [27, 19],

por exemplo, a distribuição das aulas de um professor × turma no decorrer da semana é

especificada por padrões de blocos com tamanhos variados, já em [17], de um modo mais

espećıfico, determina-se quais aulas devem durar um ou dois peŕıodos (aulas geminadas).
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Em [18, 8, 7, 6], especifica-se um número mı́nimo de aulas geminadas para que as certas

atividades letivas sejam realizadas. De qualquer modo a existência de dias letivos com

muitas aulas de um mesmo assunto para uma turma deve ser evitada, seja através da pena-

lização dos chamados “agrupamentos”, como em [20], seja através da remoção de horários

com essas caracteŕısticas do espaço de busca, como em [28]. Alguns trabalhos também

consideram a alocação uniforme de diferentes conteúdos em um mesmo dia, evitando na

turma a sobrecarga de disciplinas consideradas “dif́ıceis”, ou de assuntos relacionados [17],

como matemática e f́ısica. De modo semelhante, [27] divide as disciplinas em“principais”,

no caso o ensino da ĺıngua nativa e matemática, e “subsidiárias”, no caso biologia.

Várias questões loǵısticas também podem ser consideradas pela instituição de en-

sino. A ocorrência de turmas com tamanhos variados pode requerer que o programador

de horários decida também sobre a alocação de salas para as atividades letivas, como em

[27]. Em instituições de grande porte, onde os professores lecionam aulas em várias loca-

lidades, possivelmente distantes, determinadas seqüências de aulas em um determinado

dia podem ser infact́ıveis, dada a impossibilidade de deslocamento do professor entre as

salas de aula em um tempo viável.

A satisfação de todos os requisitos desejáveis na construção de um quadro de horá-

rios pode ser, e geralmente é, imposśıvel de se realizar na prática, inclusive porque os

pedidos podem ser conflitantes: o atendimento de um determinado padrão de distribuição

de aulas, por exemplo, pode resultar em um quadro de horários não tão compacto para

um determinado professor. Dessa forma, as diferentes requisições devem ser organizadas

em diferentes ńıveis de importância [29]. A primeira divisão trata da especificação de

quais pedidos, se não atendidos, definem um quadro de horários como infact́ıvel. Essas

restrições, chamadas de restrições fortes, definem o espaço de busca do problema de

programação de horários. Como restrições fortes t́ıpicas tem-se a não ocorrência de con-

flitos, pré-alocações, visto que algumas aulas podem já estar com o horário fixado e o

respeito a disponibilidade de recursos humanos ou f́ısicos, como salas de aulas.

Um outro conjunto de restrições, chamadas restrições fracas, serve para a avaliação

da qualidade de um quadro de horários. Nesse caso procura-se penalizar na função obje-

tivo o não atendimento dessas restrições. T́ıpicas restrições fracas são a compacidade de

horários e a distribuição das aulas.

Dependendo da instituição envolvida, ou algumas vezes de modo mais espećıfico, do

professor considerado, o atendimento de algumas restrições fracas é mais importante do

que outras. Desse modo, o tratamento dos problemas de programação de horários como
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problemas de otimização geralmente inclui a definição de uma função mono-objetivo com-

posta pela combinação linear com penalidades associadas ao não atendimento das dife-

rentes restrições [18, 17, 20].

2.2 O Problema de Programação de Horários Professor

× Turma com Compacidade

Neste trabalho será abordado um problema com considerações adicionais ao PPT, que

trata importantes aspectos práticos mencionados na seção anterior. Esse problema, apre-

sentado inicialmente em [6] e posteriormente considerado em [8, 30], é aqui denotado

por PPTC. Os requisitos adicionais tratam da satisfação dos professores com o quadro

de horários, especificamente a compacidade de horários, e do atendimento de requisitos

pedagógicos, especificamente a duração das aulas. Com relação às restrições fortes, além

das consideradas no PPT, uma nova restrição é inclúıda: especifica-se um limite máximo

diário para as aulas que um professor pode lecionar para cada turma.

São consideradas as seguintes restrições fracas, cujo não atendimento será medido na

função objetivo:

(a) compacidade de horários: o quadro de horários de um professor deve se estender por

um número mı́nimo posśıvel de dias;

(b) aulas geminadas: alguns professores requerem um número mı́nimo de aulas geminadas,

em determinadas turmas, para a execução dos conteúdos;

(c) “buracos” em dias letivos dos professores devem ser evitados;

A seguir será apresentado o modelo formal do PPTC como um problema de progra-

mação linear inteira mista, utilizando uma versão ligeiramente modificada da formulação

apresentada em [6], que considera os seguintes dados de entrada:

• P : conjunto de professores, com elementos p ∈ P numerados como 1, . . . , |P |;

• T : conjunto de turmas, com elementos t ∈ T numerados como 1, . . . , |T |;

• D: conjunto de dias letivos, com elementos d ∈ D numerados como 1, . . . , |D|;

• H: conjunto de de peŕıodos letivos por dia, com elementos h ∈ H numerados como

1, . . . , |H|;
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• R̃|P |×|T |: matriz de requerimentos, onde r̃pt indica quantas aulas o professor p deve

lecionar para a turma t;

• P̃|P |×|D|×|H|: matriz de disponibilidade de professores, onde p̃pdh = 1 indica se o

professor p está dispońıvel no dia d no peŕıodo h, p̃pdh = 0 caso contrário;

• M̃|P |×|T |: matriz de limites diários de aulas, onde m̃pt indica o máximo de aulas

que o professor p pode lecionar na turma t em qualquer dia da semana, deve-se

observar que como somente são consideradas aulas simples ou geminadas tem-se

m̃pt ∈ {1, 2} ∀p ∈ P, t ∈ T ;

• G̃|P |×|T |: matriz de requisições de aulas geminadas, onde g̃pt indica quantas aulas

geminadas, no mı́nimo, são requisitadas pelo professor p, para aulas com a turma t;

• W
′

|P |: vetor de pesos onde w
′
p indica a importância da não ocorrência de buracos na

agenda do professor p;

• W
′′

|P |: vetor de pesos onde w
′′
p indica a importância de se oferecer uma agenda

compacta para o professor p;

• W
′′′

|P |: vetor de pesos onde w
′′′
p indica a importância da satisfação dos pedidos de

aulas geminadas do professor p;

Dependendo da disponibilidade do professor, um subconjunto de peŕıodos do dia per-

mitirão a existência de aulas geminadas. Será denotado por Ĝpd ⊂ H o subconjunto de pe-

ŕıodos na agenda do professor p no dia d com a propriedade que p̃ptdh.p̃ptdh+1 = 1∀h ∈ Ĝpd,

ou seja, os peŕıodos que podem ser o ińıcio de uma aula geminada.

A seguir apresenta-se uma formulação para o PPTC, aqui denotada por F1, onde a

variável de decisão xptdh indica se o professor p está dando aula para a turma t no dia d

no peŕıodo h (xptdh = 1) ou não (xptdh = 0). As variáveis auxiliares vpd, bpd e gpt medem a

violação das restrições fracas relacionadas à compacidade de horários em número de dias,

não ocorrência de buracos e satisfação de pedidos de aulas geminadas, respectivamente,

como segue:
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minimizar
∑
p∈P

∑
d∈D

w
′
p.bpd +

∑
p∈P

∑
d∈D

w
′′
p .vpd +

∑
p∈P

∑
t∈T

w
′′′
p .gpt (2.6)

sujeito a∑
d∈D

∑
h∈H

xptdh = r̃pt ∀p ∈ P, t ∈ T (2.7)∑
p∈P

xptdh ≤ 1 ∀t ∈ T, d ∈ D,h ∈ H (2.8)

∑
t∈T

xptdh ≤ p̃pdh ∀p ∈ P, d ∈ D,h ∈ H (2.9)∑
h∈H

xptdh ≤ m̃pt ∀p ∈ P, t ∈ T, d ∈ D (2.10)

vpd ≥
∑
t∈T

xptdh ∀p ∈ P, d ∈ D,h ∈ H (2.11)

apd ≤ (|H|+ 1)− (|H|+ 1− h)
∑
t∈T

xptdh ∀p ∈ P, d ∈ D,h ∈ H(2.12)

apd ≥ h.
∑
t∈T

xptdh ∀p ∈ P, d ∈ D,h ∈ H (2.13)

bpd ≥ apd − apd + vpd −
∑
t∈T

∑
h∈H

xptdh ∀p ∈ P, d ∈ D (2.14)

yptdh ≤ xptdh ∀p ∈ P, t ∈ T, d ∈ D,h ∈ Ĝpd (2.15)

yptdh ≤ xptdh+1 ∀p ∈ P, t ∈ T, d ∈ D,h ∈ Ĝpd (2.16)

gpt ≥ g̃pt −
∑
d∈D

∑
h∈ bGpt

yptdh ∀p ∈ P, t ∈ T (2.17)

xptdh ∈ {0, 1} ∀p ∈ P, t ∈ T, d ∈ D,h ∈ H (2.18)

yptdh ∈ {0, 1} ∀p ∈ P, t ∈ T, d ∈ D,h ∈ Ĝpd (2.19)

vpd ∈ {0, 1} ∀p ∈ P, d ∈ D (2.20)

apd ∈ {0, . . . , |H|} ∀p ∈ P, d ∈ D (2.21)

apd ∈ {0, . . . , |H|} ∀p ∈ P, d ∈ D (2.22)

bpd ∈ {0, . . . , |H| − 2} ∀p ∈ P, d ∈ D (2.23)

As restrições 2.7,2.8 e 2.9 já foram apresentadas com o PPT. As restrições 2.10 tratam

do limite diário de alocações professor × turma. As variáveis vpd, cuja ligação com as

variáveis de decisão é feita pelas restrições 2.11, indicam se há atividade letiva para o

professor p no dia d. A medição do número de buracos na agenda do professor (restrições

2.14) é feita nas variáveis bpd, considerando as variáveis apd e apd (cuja amarração é feita

nas restrições 2.12 e 2.13) que indicam, respectivamente, o primeiro e último peŕıodos do

dia letivo com alguma alocação. A existência de uma aula geminada para o professor
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p para a turma t no dia d iniciando no peŕıodo h é avaliada na variável yptdh, através

das restrições 2.15 e 2.16 1. Finalmente, mede-se o não atendimento do número mı́nimo

de aulas geminadas para um professor p e turma t em 2.17. As restrições restantes

determinam o domı́nio das variáveis.

2.3 O conjunto de instâncias-teste

Nos experimentos computacionais realizados no decorrer desse trabalho foram utilizadas

instâncias (Tabela 2.1) originárias dos trabalhos de Mata [9] e Souza [6]. As instâncias

1 e 3 são provenientes de [9], sendo que o primeiro problema foi criado artificialmente e

problema 3 trata da programação de horários de uma escola de ensino médio de Braśılia

(DF), no ano de 1989. Os problemas 2, 4 e 6 referem-se ao planejamento das aulas dos

turnos da manhã, tarde e noite, respectivamente, da escola Dom Silvério, de Mariana,

Minas Gerais, no ano de 2000. O problema 5, dessa mesma escola, refere-se aos dados

de 1998, no turno da manhã. O problema 7 refere-se a uma simulação da situação de

que essa escola teria que oferecer aulas para mais turmas concentradas em um único

turno. Em todos os problemas a dimensão da grade de horários é |D| = |H| = 5. Entre

as caracteŕısticas dos problemas na Tabela 2.1 está o número total de pedidos de aulas

geminadas, a taxa de esparsidade o número de variáveis binárias e cont́ınuas2 produzidas

com a formulação F1 para cada um dos problemas. A taxa de esparsidade é a indicação

da liberdade de escolha de quais peŕıodos do professor terão alguma alocação. Valores

baixos indicam que a maioria dos peŕıodos dispońıveis será preenchido com aulas. Essa

medida foi computada considerando-se o número total de aulas na instância e o número

total de indisponibilidades, como segue:

e =
|P | × |D| × |H| − (

∑
p∈P

∑
t∈T r̃pt +

∑
t∈T

∑
d∈D

∑
h∈H(1− p̃pdh))

|P | × |D| × |H|
(2.24)

Na instância 4, por exemplo, o professor 13 (ver Anexo B.4), leciona 20 horas aula

na semana e tem apenas 20 peŕıodos de disponibilidade, o que contribuiu para a baixa

1A amarração das variáveis yptdh com as variáveis xptdh utilizando menos restrições do que em [6] é
posśıvel devido ao fato de que a função objetivo assegura que sempre que necessário e posśıvel o valor
das variáveis yptdh estará no limite superior para garantir os valores corretos nas variáveis gpt.

2As únicas variáveis que necessitam ser declaradas explicitamente como inteiras são as variáveis xptdh,
visto que a integralidade das demais decorre naturalmente da formulação. Apesar disso, em nossos
experimentos, observamos que o resolvedor de PLIM testado apresenta uma melhor desempenho quando
um número maior de variáveis inteiras é explicitamente declarado, visto que mais cortes são rapidamente
gerados.
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Total de Aulas Taxa de Variáveis
Inst. |P | |T | Aulas Geminadas Esparsidade (e) Binárias Cont́ınuas

1 8 3 75 21 0,43 420 383
2 14 6 150 29 0,50 1460 1543
3 16 8 200 4 0,30 1380 641
4 23 12 300 66 0,18 2471 1053
5 31 13 325 71 0,58 2975 3861
6 30 14 350 63 0,52 3455 3417
7 33 20 500 84 0,39 5125 3514

Tabela 2.1: Caracteŕısticas das instâncias

esparsidade da instância 4 (Tabela 2.1).

Em todos os experimentos realizados nesta tese a importância atŕıbuida aos diferentes

componentes da função objetivo foi determinada do mesmo modo que em [8]: w
′
p = 3,w

′′
p =

9,w
′′′
p = 1,∀p ∈ P .



Capítulo 3

Estado da Arte

Neste caṕıtulo será feita uma discussão sobre os trabalhos existentes na literatura de

métodos computacionais para produção de quadros de horários, com ênfase em trabalhos

que consideram problemas iguais ou relacionados ao PPTC.

Vários métodos têm sido utilizados para a produção automatizada de quadros de ho-

rários. Entre os métodos heuŕısticos, em geral, versões sofisticadas são necessárias: mesmo

a geração de soluções fact́ıveis para problemas reais de programação de horários é uma

tarefa dif́ıcil e uma vez que se obtenha uma solução fact́ıvel o método de melhora preferen-

cialmente deve ser capaz de escapar dos ótimos locais, na maioria das vezes distantes do

ótimo global para esse tipo de problema. Metaheuŕısticas baseadas em busca local como

Busca Tabu e Simulated Annealing têm se mostrado técnicas genéricas eficientes para esse

tipo de problema, assim como algoritmos evolutivos h́ıbridos. Entre as técnicas exatas

destacam-se métodos de Programação Linear Inteira Mista. A seguir serão apresentados

alguns trabalhos que propuseram métodos de produção automatizada de horários para

instituições educacionais.

3.1 Busca Local

O trabalho de Ferland e Lavoie [31], apresenta uma modelagem de programação inteira

0-1 para problemas de programação de horários, de modo que o tratamento de problemas

como o PPT é posśıvel através da utilização das chamadas side constraints. Essa mode-

lagem relativamente genérica permite a modelagem de várias restrições fortes, mas não

permite a modelagem de problemas com restrições fracas, como as existentes no PPTC.

Um procedimento heuŕıstico baseado em busca local é apresentado. Nesse procedimento,

a busca local primeiramente é aplicada para a diminuição progressiva das infactibilida-
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des. Logo que uma solução fact́ıvel é obtida, inicia-se a busca por melhores soluções.

Três métodos são apresentados: no primeiro utiliza-se trocas simples como busca local,

o segundo procedimento realiza uma busca recursiva que apresenta similaridades em re-

lação ao método de busca tabu e finalmente um procedimento de relaxação lagrangeana

é apresentado. Nos experimentos computacionais realizados verificou-se que o procedi-

mento recursivo teve mais sucesso em produzir soluções fact́ıveis, enquanto a relaxação

lagrangeana foi útil para a determinação de limites inferiores e também para a melhora

da função objetivo.

3.2 Busca Tabu

O método de Busca Tabu, proposto independentemente por Glover [32] e Hansen [33] faz

uso expĺıcito de estruturas de memória para guiar métodos de descida de modo que esses

continuem a exploração mesmo na ausência de movimentos de melhora.

Hertz [23] propôs métodos de busca tabu para a geração de horários em universidades

baseados em uma implementação prévia [34] do método para coloração de grafos. Uma

peculiaridade dessa proposta é a decisão de colocar a violação de algumas restrições fracas

fora do espaço de busca (qualquer solução sempre satisfará essas) e tentar então diminuir a

ocorrência de conflitos (restrição forte). O teste do métodos em duas instituições mostrou

que soluções consideravelmente melhores do que as soluções manuais podem ser obtidas.

Mais especificamente tratando de problemas de programação de horários em escolas,

algoritmos baseados em busca tabu foram propostos em [17, 18, 20]. Nos três trabalhos,

instâncias de problemas reais foram consideradas.

Na busca tabu de Costa [17] a vizinhança é definida pela mudança no peŕıodo de

alocação de uma determinada aula. A memória de curto prazo é implementada através

de duas listas tabu: T1 e T2 que consideram, respectivamente, a movimentação de uma

aula e a movimentação de uma aula para um determinado peŕıodo, sendo |T1| < |T2|. O

critério de aspiração considera alterações não somente no valor da função objetivo, mas

em componentes desta. A diversificação é implementada através da oscilação dos pesos

na função objetivo relacionados à ocorrência de conflitos: faz-se uma redução periódica

desses pesos permitindo que o processo de busca visite outras regiões do espaço de busca.

No método de Schaerf [18] os movimentos podem envolver a mudança de peŕıodo de

uma aula na agenda de um professor mas também a troca de peŕıodos entre duas aulas. A

busca tabu de Schaerf é temperada com componentes aleatórios: após um certo número de
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iterações sem melhora é realizada a fase de RNA (randomized non-ascendent method) onde

movimentos são sorteados e, caso não gerem conflitos, são realizados. Caso o movimento

sorteado gere um conflito, considera-se a reparação desse por meio da exploração (nesse

caso, sistemática) de um segundo movimento, gerando os chamados movimentos duplos.

O método também considera a utilização de relaxação adaptativa como em [35].

O método h́ıbrido baseado em Busca Tabu e GRASP [36] GBT-II, proposto por Souza

[6, 8], destacou-se entre os algoritmos h́ıbridos estudados em [6], onde são apresentadas

e avaliadas computacionalmente várias propostas de heuŕısticas para o PPTC, incluindo

Simulated Annealing, Busca Tabu e Otimização Microcanônica [37]. Os algoritmos pro-

postos agregavam um método de melhoramento baseado em caminhos mı́nimos [7] para a

pesquisa de movimentos compostos, o qual é utilizado tanto para acelerar a obtenção de

soluções fact́ıveis quanto para o melhoramento dessas. A diversificação é implementada

através da reinicialização com a fase de construção da metaheuŕıstica GRASP. Nesse tra-

balho, o método h́ıbrido baseado em Busca Tabu superou consideravelmente os métodos

baseados em Simulated Annealing e Otimização Microcanônica.

3.3 Simulated Annealing

O método Simulated Annealing foi apresentado no contexto de otimização em [38]. Base-

ado em busca local, assim como busca tabu, também considera a realização de movimentos

que pioram o valor da função objetivo. Nesse caso, no entanto, um componente aleatório

ao invés da utilização de memória é considerado para decidir a aceitação do movimento.

A probabilidade de aceitação de movimentos desse tipo diminui gradualmente no decor-

rer da busca. Abramson [39] realiza experimentos com versões seqüenciais e paralelas do

Simulated Annealing. O conjunto de problemas teste consistia em problemas artificias,

gerados de modo que a solução ótima fosse conhecida (sem conflitos, visto que havia sido

a única restrição considerada) e um problema real, com algumas restrições adicionais.

A versão paralela do método de Simulated Annealing, que consistia em uma implemen-

tação com granularidade fina [40], implementada em um sistema paralelo com memória

compartilhada, apresentou uma aceleração considerável.
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3.4 Algoritmos Evolutivos

Vários algoritmos genéticos foram propostos para a resolução de problemas de programa-

ção de horários. Abramson e Abela [41] propuseram um algoritmo genético paralelo para

a resolução de problemas de programação de horários em escolas. No problema conside-

rado, somente leva-se em conta a não existência de conflitos. Experimentos com instâncias

artificiais são apresentados. O algoritmo genético h́ıbrido de Colorni, Dorigo e Maniezzo

[20] considera um problema com mais requisições reais. Nesse algoritmo a combinação de

operadores genéticos que consideram caracteŕısticas do problema e uma busca local em

múltiplas vizinhanças é utilizada. Comparações com implementações bastante simples de

Simulated Annealing e Busca Tabu são apresentadas, sendo que os melhores resultados

foram apresentados pelo algoritmo genético h́ıbrido e pela busca tabu. Um algoritmo

genético h́ıbrido também é apresentado em [22].

3.5 Métodos Baseados em Programação Linear

Técnicas de Programação Linear, incluindo Programação Linear Inteira, também têm

sido utilizadas para a geração de quadros de horários. Na maioria dos casos, busca-se

a produção de quadros de horários provadamente ótimos. Considerando que a prova da

otimalidade pode implicar a resolução de um número computacionalmente intratável de

problemas lineares, trabalhos iniciais como [42] tratavam apenas parte do problema hoje

conhecido como o problema de programação de horários. Em [42], além do problema

considerar apenas a não ocorrência de conflitos, cabia ao usuário do software informar

previamente quais cursos podiam ser oferecidos concomitantemente, através da criação de

“arranjos”. Em [27] a formulação compacta apresentada, com variáveis binárias, permitiu

somente a resolução de instâncias artificiais de menor dimensão, considerando o tamanho

de problemas reais t́ıpicos.

Mais recentemente, progressos na capacidade de resolução de problemas de progra-

mação de Programação Linear Inteira Mista (PLIM) trouxeram um renovado interesse

na aplicação de PLIM para a resolução de problemas de programação de horários e per-

mitiram que problemas reais com importantes considerações práticas fossem tratados em

[24, 25, 28]. Uma particularidade dos modelos utilizados em [24, 28], bastante relacionados

com o PPTC, é o fato de que a questão da compacidade de horários para professores não

é avaliada na função objetivo. Em [28], por exemplo, especifica-se um conjunto de dias de

folga para cada professor, já em [24] especifica-se um número máximo de dias em que o
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professor deve comparecer à instituição de ensino. Essa abordagem, apesar de possibilitar

uma considerável diminuição na dimensão do espaço de busca, traz a desvantagem de que

na especificação do número de dias de folga/trabalho de cada professor devem ser feitas

escolhas sábias: a requisição de horários tão compactos quanto posśıvel considerando cada

professor isoladamente pode resultar em um problema sem solução viável, que somente

poderá tornar-se viável através da relaxação desse requisito para alguns professores. A

alteração manual do modelo para permitir a factibilidade e oferecer quadros de horários

compactos para professores pode excluir soluções ótimas quanto a esse requisito.

Em [26] uma aplicação de Geração de Colunas [43] para um modelo com um número

exponencial de variáveis para uma variante do PPT encontrada na Grécia é apresentada.

Nesse modelo, cada variável binária representa um posśıvel quadro de horários semanal

de um professor, sendo que a maioria das restrições é considerada na geração das colunas,

ou seja, tem-se quase que exclusivamente restrições fortes, de modo que a função objetivo

tem poucos (2) componentes. A determinação de colunas atrativas é realizadas através

da busca no espaço de soluções fact́ıveis com a estratégia de mais-profundo-primeiro. O

procedimento procede iterativamente com a adição de novas colunas enquanto alguma

melhora significativa na função objetivo é observada. Uma vez que a solução resultante

do procedimento apresentado geralmente não é inteira, os autores desenvolveram um pro-

cedimento espećıfico que tenta factibilizar a integralidade através da fixação de alguns

quadros de horários de professores. Deve-se observar que o procedimento por esses auto-

res é heuŕıstico, sem garantia de produção da solução ótima.

3.6 Comparações entre os métodos

Apesar da existência de várias publicações que tratam de problemas iguais ou seme-

lhantes, poucos progressos foram realizados no campo de análises comparativas entre as

implementações dos diferentes métodos, com eventuais exceções para casos em que os

autores implementam as alternativas concorrentes do ińıcio [6, 20].

No trabalho de Abramson [39], a comparação com os resultados de Gans [44] é reali-

zada utilizando-se instâncias diferentes das do trabalho anterior, visto que o autor não teve

acesso aos dados completos que definiam as instâncias. Instâncias de mesma dimensão e

conteúdos aleatórios foram utilizadas para os experimentos comparativos. O autor afirma

[39] que os resultados desse experimento não permitem nenhuma comparação absoluta

entre os trabalhos.
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Schaerf [18], argumenta que suas escolhas com relação à representação de solução e

definição da vizinhança são mais apropriadas do que as utilizadas em [20] e [17], res-

pectivamente, sem apresentar resultados experimentais comparativos que justifiquem essa

afirmação. De fato, nenhum dos trabalhos considerou o mesmo conjunto de instâncias, o

que torna dif́ıcil a elaboração de conclusões sobre quais escolhas foram as mais apropria-

das. Nos três trabalhos a avaliação dos resultados é realizada considerando comparações

com soluções manuais, um critério importante mas nem sempre preciso.



Capítulo 4

Heurísticas para o PPTC

Neste caṕıtulo são apresentados os métodos heuŕısticos desesenvolvidos nesta tese para a

produção automatizada de quadros de horários para o PPTC. Inicialmente é apresentada

a representação de solução utilizada, seguida pela descrição do método que gera soluções

iniciais que posteriormente serão melhoradas pelo método de busca tabu proposto. O

desempenho do método proposto é avaliado experimentalmente considerando comparações

com os melhores resultados dispońıveis para o PPTC [6].

4.1 Representação e avaliação de soluções:

A solução é armazenada em uma matriz Q|P |×|D|×|H|, onde qpdh indica se o professor p no

dia d no peŕıodo h está com alguma atividade letiva em alguma turma (qpdh ∈ {1, . . . , |T |})
ou está ocioso (qpdh = 0). Como exemplo, uma solução parcial é mostrada na Figura

4.1, onde células com “×” indicam indisponibilidade do professor. Como observado em

[18], apesar dessa representação ser menos compacta do que uma matriz que armazena as

alocações em função das turmas, ela facilita a computação da função objetivo - mais ligada

às preferências dos professores. Conflitos na agenda de diferentes professores, ou seja, a

ocorrência de mais de um professor lecionando para a mesma turma no mesmo peŕıodo,

são permitidos e penalizados na função objetivo, com pesos significantemente maiores do

que os pesos atribúıdos às restrições fracas. Desse modo, a função objetivo apresentada

na seção 2.2 é complementada por uma medida de distância da factibilidade. Optou-

se por considerar soluções infact́ıveis dada a dificuldade de geração rápida de soluções

que satisfaçam todas as restrições fortes e também porque nos métodos de busca local

apresentados na seqüência a consideração de apenas soluções fact́ıveis restringiria muito

a existência de movimentos válidos. Penaliza-se com peso ω o número de professores
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Professor \ Peŕıodo 1 2 3 4 5 · · · |D| × |H|
1 1 0 0 2 2 · · ·
2 0 × × 0 1 · · ·
3 × × 1 0 3 · · ·
4 0 1 0 1 0 · · ·
5 0 0 2 3 × · · ·

Figura 4.1: Fragmento de um quadro de horários gerado

em conflito em cada peŕıodo, ou seja, dado que em um dia d e peŕıodo h existam c

professores lecionando para uma dada turma t, a função objetivo será acrescida do valor

max{c−1, 0}×ω. O mesmo peso ω é aplicado para penalizar cada ocorrência de peŕıodos

de inatividade na agenda das turmas. Finalmente, cada aula que extrapola o limite diário

professor × turma é penalizada com peso δ.

4.2 Algoritmo construtivo - CGA-PPTC

O algoritmo construtivo utilizado (Algoritmo 1), consiste basicamente de um procedi-

mento construtivo guloso aleatorizado [36], com poucas diferenças em relação ao constru-

tivo utilizado em [8]. Na construção da solução, a cada iteração, o prinćıpio de alocação

das aulas mais urgentes nos peŕıodos mais apropriados é utilizado. Utilizando os dados de

entrada descritos na seção 2.2 e mantendo matrizes de requerimentos e disponibilidades

residuais (atualizados de acordo com as alocações já feitas) R̈ e P̈ , respectivamente, o algo-

ritmo computa, a cada iteração, o grau de urgência θpt, de se alocar uma aula do professor

p para a turma t. Após a verificação da maior e menor urgência, uma lista restrita de

candidatos LRC é constrúıda (linha 9) incluindo as aulas mais urgentes. A restritividade

da lista é controlada pelo parâmetro α ∈ [0, 1], de maneira que no modo mais restrito

(α = 0), somente as aulas com maior grau de urgência serão consideradas para alocação.

Um outro ńıvel de diversificação é introduzido considerando a seleção do peŕıodo (linha

16), de modo que peŕıodos ainda não ocupados com baixa disponibilidade de professores
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terão uma probabilidade exponencialmente maior de serem escolhidos primeiro [45].

Entrada: P, T, D, H, R̃, P̃ , α

Sáıda: Q

R̈← R̃;1

P̈ ← P̃ ;2

ẗtdh ← 1 ∀t ∈ T, ∀d ∈ D, ∀h ∈ H;3

qpdh ← 0 ∀p ∈ P, ∀d ∈ D, ∀h ∈ H;4

enquanto (
∑

p∈P

∑
t∈T r̈pt > 0) faça5

θpt ← r̈pt/[1 +
∑

d∈D

∑
h∈H(ẗtdh.p̈pdh)] ∀p ∈ P, t ∈ T ;6

θ ← max{θpt|p ∈ P, t ∈ T};7

θ ← min{θpt|p ∈ P, t ∈ T};8

LRC ← {(p, t)|θpt ≥ θ − (θ − θ)α};9

selecione aleatóriamente (p′, t′) ∈ LRC;10

se (
∑

d∈D

∑
h∈H ẗtdh.p̈pdh > 0) então11

L← {(d, h)|(ẗt′dh.p̈p′dh = 1)};12

senão13

L← {(d, h)|(p̈p′dh = 1)};14

fim15

associe probabilidades de seleção para cada (d, h) ∈ L e sorteie (d′, h′) ∈ L;16

qp′d′h′ ← t′;17

r̈p′t′ ← r̈p′t′ − 1;18

p̈p′d′h′ ← p̈p′d′h′ − 1;19

ẗt′d′h′ ← ẗt′d′h′ − 1;20

fim21

Algoritmo 1: Construtivo guloso aleatorizado

4.3 A heurística de melhoramento BT-PPTC

Nesta seção será apresentado o algoritmo de melhoramento de quadros de horários BT-

PPTC. O método implementa a idéia da metaheuŕıstica Busca Tabu de utilização de me-

mórias de curto e longo prazo para o direcionamento de métodos de busca local. Nesse

sentido, a composição de diferentes tipos de memórias relacionadas ao PPTC é estudada.

O algoritmo BT-PPTC (Algoritmo 2) parte de um quadro de horários Q gerado no pro-

cedimento da seção 4.2 e a cada iteração explora toda a vizinhança N (Q) para selecionar
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o próximo movimento m. A definição de movimento aqui utilizada é a mesma de [18] e

envolve a troca de dois valores no quadro de horários de um professor p ∈ P nas posições

(d1, h1) e (d2, h2) sendo que qpd1h1 6= qpd2h2 e d1×|H|+h1 < d2×|H|+h2. A complexidade

de tempo de exploração de N (Q) é O(|P | · (|D| · |H|)2 · EV ) onde EV é a complexidade

de tempo de avaliação de cada vizinho, o que pode ser feito de forma eficiente conside-

rando somente as mudanças na agenda do professor p e a posśıvel mudança no número

de conflitos em (d1, h1) e (d2, h2). Em (Algoritmo 2), denota-se por ⊕ a aplicação do

movimento.

Sempre que um movimento m for selecionado, esse será mantido na lista tabu por

validadeTabu(m) iterações. Para dificultar a ocorrência de ciclagem, a implementação

proposta não utiliza um valor fixo para validadeTabu(m), mas seleciona de modo aleatório

entre uma faixa de valores próximos a um valor central (validTabu), com desvio permitido

controlado pelo parâmetro ϕ ∈ [0, 1] (linha 21). Como critério de aspiração considera-

se a melhora com relação à melhor solução conhecida. A atribuição de um movimento

válido para a variável melhorMov (linha 6) é necessária visto que não há garantias que a

condição da linha 13 será verdadeira em pelo menos uma das iterações do laço das linhas

7-18. Isso pode ser verificado considerando a execução de muitas iterações da busca tabu

com validTabu =∞ e um quadro de horários inicial ótimo.

Como a memória de curto prazo não é suficiente para prevenir que o processo de

busca fique preso em determinadas regiões do espaço de busca [46], alguma estratégia

de diversificação deve ser empregada. No método proposto a memória de longo prazo é

utilizada para guiar o procedimento de diversificação. Com essa estratégia pretende-se

evitar a perda de informação decorrente do reińıcio aleatório, bem como diminuir o risco

de que áreas já visitadas do espaço de busca sejam novamente exploradas.

Dois tipos de memórias de longo prazo são propostas, o primeiro tipo armazena me-

didas de transição, contando a freqüência de movimentos envolvendo cada professor ×
turma, já o segundo tipo armazena medidas de residência, contando o número de itera-

ções que cada aula permaneceu em determinado dia e peŕıodo. A cada movimento feito a

memória de longo prazo é atualizada (linha 19), sendo reinicializada sempre que a solução

incumbente for renovada (linha 25).

Enquanto o processo de diversificação estiver ativo a informação das memórias de

longo prazo será utilizada para guiar a seleção de movimentos, de modo que movimentos

em quadros de horários de professores onde poucas mudanças foram feitas ou movimentos

fazendo alocações ainda não experimentadas serão encorajados, por exemplo. Isso é feito
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através da incorporação de penalidades na avaliação de movimentos. Nos parágrafos

seguintes a computação dessas penalidades será detalhada.

Memória de Longo Prazo baseada em Transição: nesse tipo de memória as

medidas de transição são armazenadas em uma matriz Ḿ|P |×|T | onde ḿpt indica quantos

movimentos foram realizados envolvendo o professor p e a turma t. Usando esses valores,

as taxas de transição t́pt são calculadas:

t́pt =
ḿpt

max{ḿpt|p ∈ P, t ∈ T}

Uma vez que um movimento pode envolver duas aulas ou uma aula e um peŕıodo

livre, a penalidade ṕpa1a2 relacionada com um movimento na agenda de um professor p,

nas posições (d1, h1) e (d2, h2) com conteúdos a1 = qpd1h1 e a2 = qpd2h2 , considerando o

custo f(Q) da solução corrente é:

ṕpa1a2 =


t́pa1 × f(Q) se a1 6= 0 e a2 = 0

t́pa2 × f(Q) se a1 = 0 e a2 6= 0

(t́pa1 + t́pa2)/2× f(Q) se a1 6= 0 e a2 6= 0

Memória de Longo Prazo baseada em Residência: nesse tipo de memória me-

didas de residência são armazenadas em uma matriz M̀|P |×|T |×|D|×|H|
1 sendo que m̀ptdh

indica quantas iterações no decorrer da busca contaram com alguma aula do professor

p para a turma t no dia d no peŕıodo h. Apesar de ser uma matriz com 4 dimensões,

deve-se observar que a mesma é, em geral, bastante esparsa, de modo que implementa-

ções eficientes a tornam bastante prática para os problemas considerados nesse trabalho.

Computa-se a taxa de residência r̀ptdh como:

r̀ptdh =
m̀ptdh

max{m̀ptdh|p ∈ P, t ∈ T, d ∈ D, h ∈ H}

Desse modo, computa-se a penalidade p̀ptdh de alocação de alguma aula do professor

p para a turma t no dia d e peŕıodo h como:

p̀ptdh = r̀ptdh × f(Q)

1Essa estrutura é ligeiramente diferente de [30]. Como se observou em experimentos prelimi-
nares, resultados semelhantes foram obtidos comparando-se com a implementação prévia, sendo
que a estrutura aqui utilizada é mais compacta.
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Para movimentos envolvendo duas aulas no quadro de horários de um dado professor

a penalidade considerada será a média das penalidades das aulas envolvidas.

A estratégia de diversificação é aplicada sempre que sinais de entrincheiramento re-

gional são detectados. Nesse caso, o número de iterações sem melhora é avaliado antes

do ińıcio da estratégia de diversificação. O número de iterações sem melhora necessários

para ativar a diversificação (ativDiv) e o número de iterações que a diversificação ficará

ativada (itDiv) são parâmetros do algoritmo. O processo é ćıclico e reinicia sempre que

um múltiplo ativDiv iterações sem melhora são processadas. Movimentos realizados nessa

fase podem ser vistos como movimentos de influência [46], uma vez que o seu objetivo

é modificar a solução de um modo “influente” (não aleatório). O cálculo da penalidade

utilizada na diversificação (linha 10) pode considerar uma das (ou ambas) memórias de

longo prazo. Nas seções seguintes a implementação que considera somente a memória de

transitividade será denominada BT-PPTC-T, enquanto que a implementação que considera

somente a memória de residência será denominada BT-PPTC-R. Outra implementação,

que considera ambas as memórias de longo prazo, será denominada BT-PPTC-TR. Em

BT-PPTC-TR ambas as penalidades são somadas e utilizadas na avaliação de movimentos,

durante o peŕıodo de diversificação. Para propósitos de comparação uma implementação
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sem qualquer mecanismo de diversificação também será considerada (BT-PPTC-S).

Entrada: Q, ativDiv , itDiv , validTabu, ϕ

Sáıda: Q∗

Q∗ ← Q; ListaTabu ← ∅;1

semMelhora ← 0; it ← 0;2

inicialize memória de longo prazo;3

repita4

∆←∞; it + +; ;5

melhorMov ← movimento aleatório;6

para cada movimento m tal que Q⊕m ∈ N (Q) faça7

penalidade ← 0 ;8

se semMelhora mod ativDiv < itDiv e it ≥ ativDiv então9

calcule penalidade para o movimento m;10

fim11

∆′ ← f(Q⊕m)− f(Q); ;12

se13

((∆′ + penalidade < ∆) e (m /∈ ListaTabu)) ou (f(Q⊕m) < f(Q∗) e ∆′ < ∆)

então

melhorMov ← m ;14

∆← ∆′ ;15

se f(Q⊕m) ≥ f(Q∗) então ∆← ∆ + penalidade16

fim17

fim18

atualize memória de longo prazo ;19

Q← Q⊕melhorMov ;20

validadeTabu(melhorMov)←21

random(bvalidTabu − ϕ× validTabuc, dvalidTabu + ϕ× validTabue) + it ;

atualize ListaTabu;22

se f(Q) < f(Q∗) então23

Q∗ ← Q; semMelhora ← 0;24

reinicialize memória de longo prazo;25

senão26

semMelhora + +;27

fim28

até critério de parada atingido ;29

Algoritmo 2: Algoritmo BT-PPTC
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instância limite de tempo

1 90
2 280
3 380
4 870
5 1930
6 1650
7 2650

Tabela 4.1: limite de tempo de cada instância

4.4 Experimentos computacionais

Experimentos computacionais foram feitos para validação dos algoritmos propostos. Os

algoritmos foram implementados em C++, sendo que experimentos comparativos também

inclúıram a avaliação do método GBT-II [8, 6], cujo autor gentilmente cedeu sua imple-

mentação. Todos os códigos foram compilados com o compilador GCC [47] 3.2.3, com a

opção -O3. Os experimentos foram executados em um micro-computador com processador

AMD Athlon XP 1800+, 512 Megabytes de RAM, sob o sistema operacional Linux.

A adição dos componentes que medem a infactibilidade das soluções na função objetivo

(seção 4.1) é feita com pesos ω = 100 e δ = 30. Os parâmetros do algoritmo GBT-II foram

os mesmos de [6].

Como critério de parada padrão para as execuções dos algoritmos estipulou-se um

limite de tempo, apresentado na Tabela 4.1, originário de [6], o qual corresponde ao

tempo necessário para que ocorresse a estabilização do algoritmo de Simulated Annealing

implementado por Souza nos experimentos do referido trabalho.

Como os algoritmos contém componentes aleatórios, sua avaliação é realizada conside-

rando o custo médio de solução produzida em dez execuções independentes, com diferentes

sementes aleatórias.

Inicialmente experimentos para calibração dos parâmetros dos algoritmos são apre-

sentados. Foram realizados experimentos com a variação do parâmetro validTabu. Os

valores validTabu ∈ {15, 20, 25, 30} foram utilizados, enquanto os outros parâmetros per-

maneceram fixos: ativDiv = 500, itDiv = 10, ϕ = 0.1, α = 0.1. Nas Tabelas 4.2, 4.3, 4.4

e 4.5 é apresentada a distância média entre as soluções produzidas por cada algoritmo

e a melhor solução conhecida para cada instância, considerando diferentes parâmetros.

Calcula-se a distância média percentual (dm), considerando o custo médio das soluções
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Valor de validTabu
Instância 15 20 25 30 Média

1 5,13 2,32 0,78 1,28 2,38
2 3,47 2,21 1,15 1,72 2,14
3 7,94 6,68 2,48 0,92 4,50
4 0,97 0,96 0,82 0,24 0,75
5 4,83 6,32 1,96 0,45 3,39
6 3,45 2,14 0,94 0,30 1,71
7 1,75 1,65 0,54 0,82 1,19

Média 3,93 3,18 1,24 0,82 2,29

Tabela 4.2: Distância média das melhores soluções conhecidas - BT-PPTC-S

produzidas cm e o valor da melhor solução conhecida bk, de modo que dm = cm−bk
bk
× 100.

Como mostram os resultados da Tabela 4.2 para o algoritmo BT-PPTC-S, que não utiliza

memória de longo prazo, os melhores resultados ocorreram com valores altos para o pa-

râmetro validTabu. De qualquer maneira, implementações que utilizam a estratégia de

diversificação com memória de longo prazo obtiveram melhores resultados, para qualquer

valor de validTabu, do que o algoritmo BT-PPTC-S. Enquanto em média BT-PPTC-T pro-

duziu melhores resultados que BT-PPTC-R, os melhores resultados em geral foram obtidos

com a implementação com diversificação que considera ambos os tipos de memória de

longo prazo propostas: BT-PPTC-TR, usando valores baixos para o parâmetro validTabu.

O algoritmo BT-PPTC-TR com validTabu = 15 produziu, em média, soluções somente

0,2% distantes das melhores soluções conhecidas2. Os resultados dos experimentos se-

guintes com os diferentes algoritmos consideram apenas os parâmetros que produziram os

melhores resultados: validTabu = 30 para BT-PPTC-S e validTabu = 15 para os demais

algoritmos, por exemplo.

Uma visão diferente dos resultados previamente apresentados é mostrada na Tabela

4.6, onde os custos médios de solução gerados pelos algoritmos propostos são comparados

com os custos médios do algoritmo GTB-II, produzidos nos mesmos limites de tempo. Os

melhores resultados são destacados em negrito. Esses resultados mostram que embora

pouca diferença seja observável entre as versões com diferentes composições de memórias

de longo prazo, fica clara a superioridade das versões que utilizam estratégias de diversifi-

cação informadas sobre versões que não incorporam esse recurso, especificamente GBT-III

e BT-PPTC-S.

2Esses experimentos foram realizados antes dos experimentos com técnicas de programação inteira
mista, de modo que as soluções conhecidas até o momento não inclúıam os resultados dos experimentos
com essa técnica.



4.4 Experimentos computacionais 27

Valor de validTabu
Instância 15 20 25 30 Média

1 0,35 0,30 0,15 0,10 0,22
2 0,00 0,12 0,52 0,38 0,25
3 0,46 1,03 0,27 0,00 0,44
4 0,36 0,27 0,27 0,31 0,30
5 0,22 0,21 0,24 0,37 0,26
6 0,19 0,27 0,45 0,45 0,34
7 0,00 0,19 0,43 0,55 0,29

Média 0,22 0,34 0,33 0,31 0,30

Tabela 4.3: Distância média das melhores soluções conhecidas - BT-PPTC-T

Valor de validTabu
Instância 15 20 25 30 Média

1 0,59 0,15 0,00 0,20 0,23
2 0,61 0,32 0,20 0,41 0,39
3 0,14 0,60 0,76 1,17 0,66
4 0,24 0,21 0,34 0,37 0,29
5 0,30 0,00 0,35 0,31 0,24
6 0,00 0,39 0,39 0,41 0,30
7 0,45 0,63 0,38 0,72 0,55

Média 0,33 0,33 0,34 0,51 0,38

Tabela 4.4: Distância média das melhores soluções conhecidas - BT-PPTC-R

Valor de validTabu
Instância 15 20 25 30 Média

1 0,25 0,10 0,15 0,25 0,19
2 0,26 0,44 0,61 0,61 0,48
3 0,73 0,30 0,53 0,53 0,52
4 0,00 0,15 0,19 0,43 0,19
5 0,05 0,09 0,56 0,55 0,31
6 0,08 0,19 0,53 0,59 0,35
7 0,04 0,20 0,36 0,44 0,26

Média 0,20 0,21 0,42 0,49 0,33

Tabela 4.5: Distância média das melhores soluções conhecidas - BT-PPTC-TR
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Instância GBT-II BT-PPTC-S BT-PPTC-T BT-PPTC-R BT-PPTC-TR

1 204,80 205,30 203,40 203,00 203,20
2 350,10 349,20 343,30 344,40 344,20
3 455,70 440,90 438,90 439,50 440,10
4 686,30 670,50 671,30 670,30 668,90
5 796,30 782,70 780,90 779,20 779,60
6 799,10 781,50 780,70 782,20 779,80
7 1.076,20 1.063,80 1.055,20 1.061,90 1.055,60

Tabela 4.6: Custos médios produzidos - execuções com limites de tempo

Para que se avalie a qualidade das soluções obtidas com os métodos propostos le-

vando em conta sua aplicação e para verificação do quão significativa foi a melhora

do método BT-PPTC-TR produzida nas soluções geradas pela heuŕıstica construtiva, é

apresentado na Tabela 4.7 um detalhamento do número médio de violações de cada

um dos requisitos que compõe a função objetivo nas soluções produzidas pelo algo-

ritmo construtivo e nas soluções melhoradas por BT-PPTC-TR. Considera-se a violação

das restrições fortes relaxadas (ver seção 4.1) e também a violação das restrições fra-

cas. A coluna “falta de aulas duplas” indica o não atendimento desses pedidos. Con-

sidere os dados do PPTC e as variáveis da formulação F1, desse modo, a violação em

unidades dos pedidos de aulas duplas (coluna #) é:
∑

p∈P

∑
t∈T gpt e o valor percen-

tual (coluna %): (
∑

p∈P

∑
t∈T gpt)/(

∑
p∈P

∑
t∈T g̃pt) × 100. De modo semelhante, a vi-

olação em unidades do número de buracos é:
∑

p∈P

∑
d∈D bpd e o valor percentual é:

(
∑

p∈P

∑
d∈D bpd)/(

∑
p∈P

∑
t∈T r̃pt) × 100. Na última coluna temos uma medida do não

atendimento do requisito compacidade de horários para professores, aqui denotado por

grau de esparsidade 3. Nessa medida, um quadro de horários está tão compacto quanto

posśıvel (aulas agrupadas em poucos dias letivos para cada professor), quando a espar-

sidade é igual a 1.0. A computação da esparsidade de cada solução considera o número

total de dias letivos de cada professor na solução (
∑

p∈P

∑
d∈D vpd) e um limite inferior4

para esse valor (
∑

p∈P

⌈
(
∑

t∈T rpt/|H|)
⌉
). Desse modo, a esparsidade de um quadro de

horários Q, definido em termos das variáveis da formulação F1 é:

esparsidade(Q) =

∑
p∈P

∑
d∈D vpd

(
∑

p∈P

⌈
(
∑

t∈T rpt/|H|)
⌉
)

(4.1)

Como se observa na Tabela 4.7, as soluções oferecidas pelo método BT-PPTC-TR, além

3Não confundir com a esparsidade da instância, apresentada no Caṕıtulo 2.
4Quadros de horários com esparsidade > 1.0 podem estar com compacidade máxima, visto que o limite

inferior utilizado no denominador de 4.1 pode ser melhorado, como será discutido no Caṕıtulo 5.
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CGA-PPTC

violações
restrições fortes restrições fracas

falta de
excesso aulas duplas buracos

inst. conflitos aulas # % # % esparsidade

1 0,0 0,5 15,1 71,5 17,2 22,9 1,6
2 0,0 0,0 24,3 83,8 24,8 16,5 1,3
3 0,3 2,5 2,0 50,0 31,2 15,6 1,4
4 4,3 0,9 35,5 53,8 21,0 7,0 1,2
5 0,0 0,2 54,1 76,1 46,4 14,3 1,5
6 0,2 0,0 53,7 85,2 53,4 15,3 1,4
7 0,5 0,2 69,6 82,9 74,1 14,8 1,3

BT-PPTC-TR

1 0,0 0,0 1,9 9,0 4,1 5,5 1,2
2 0,0 0,0 7,3 25,2 1,3 0,9 1,0
3 0,0 0,0 0,4 10,0 5,4 2,7 1,1
4 0,0 0,0 19,4 29,4 3,8 1,3 1,0
5 0,0 0,0 13,7 19,3 3,5 1,1 1,1
6 0,0 0,0 15,4 24,4 8,8 2,5 1,0
7 0,0 0,0 23,0 27,4 10,6 2,1 1,0

Tabela 4.7: Valores médios dos componentes da função de custo em soluções geradas pelo
algoritmo construtivo e em soluções do alg. BT-PPTC-TR

de sempre serem fact́ıveis, em geral são ótimas, ou bastante próximas da solução ótima,

com relação a restrição fraca com maior peso na função objetivo, a compacidade do

horário dos professores. Observa-se também uma melhora considerável no atendimento das

demais restrições fracas em relação à solução oferecida pelo método construtivo, apesar da

distância da otimalidade nesses componentes não ser tão evidente, considerando somente

os dados da Tabela 4.7.

Em um outro experimento procurou-se verificar o quão rápido cada método produzia

soluções com uma medida mı́nima de qualidade. O experimento, inspirado no trabalho

de [48], considera a distribuição emṕırica de probabilidade de se atingir um determinado

valor alvo na função de custo da solução incumbente, ou seja, considera-se o tempo neces-

sário para produção de soluções com custo menor ou igual o valor alvo. Os valores alvo

considerados nos experimentos deste trabalho foram definidos de modo a serem custos

sub-ótimos que permitam que mesmo o mais lento dos algoritmos termine em um tempo

computacional razoável. Nesse experimento foram avaliados os métodos GTB-II e BT-

PPTC-TR, sendo que os tempos de execução para 150 execuções em cada método foram

computados. Os resultados de cada algoritmo foram plotados associando-se o i-ésimo
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GTB-II BT-PPTC-TR

Instância 25% 50% 75% 25% 50% 75%

1 7,64 9,57 12,15 2,13 3,36 6,39
2 21,39 26,57 34,68 9,03 13,48 19,71
3 28,57 46,84 85,41 16,29 27,66 46,47
4 49,22 92,57 146,50 2,65 3,40 5,45
5 47,79 62,85 102,20 27,63 37,85 54,51
6 35,81 48,00 72,12 25,20 33,97 44,38
7 92,41 150,72 287,48 89,57 118,82 155,72

Tabela 4.8: Tempo (em segundos) para que 25%, 50% e 75% das execuções atinjam o
valor alvo

menor tempo de execução ti com a probabilidade pi = (i − 1
2
)/150, gerando os pontos

zi = (ti, pi), for i = 1, . . . , 150. Os resultados mostram que o método BT-PPTC-TR atinge

valores altos de probabilidade (≥ 50%) em tempos significativamente menores, em todos

os problemas. Resultados desse experimento são apresentados nas Figuras 4.2, 4.3, 4.4 e

4.5.

A diferença é acentuada principalmente no problema 4, o qual apresenta uma taxa

esparsidade bastante baixa (ver seção 2.3). Esse resultado pode estar relacionado com o

fato de que o procedimento “Interclasses-Intraclasses” do algoritmo GTB-II trabalha com

movimentos em peŕıodos de disponibilidade do professor, mais escassos nesse problema.

Outra análise, levando em conta todos os problemas, mostra que no tempo em que 95%

das execuções de BT-PPTC-TR atingiram o valor alvo, em média, somente 64% das exe-

cuções de GTB-II atingiram o valor alvo. A Tabela 4.8 apresenta os tempos de execução

médios necessários para que GTB-II e BT-PPTC-TR alcancem diferentes probabilidades de

atingirem os valores alvo.
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Capítulo 5

Programação Linear Inteira Mista para o

PPTC

A utilização de Programação Linear Inteira Mista permite que inúmeros problemas de

programação de horários sejam fielmente modelados, como as referências da seção 3.5

indicam. Uma vez modelados, em prinćıpio, esses problemas podem ser resolvidos de

maneira exata através da utilização de pacotes de software resolvedores de PLIM, muitos

dos quais estão livremente dispońıveis[49] na Internet. Dada a caracteŕıstica enumerativa

dos métodos de resolução de PLIM, que podem requerer a resolução de um número poten-

cialmente exponencial de subproblemas, tem-se uma limitação no conjunto de instâncias

que podem ser resolvidas considerando as limitações de tempo e recursos computacio-

nais existentes. Em particular, deve-se observar que o desempenho dos resolvedores de

PLIM depende fortemente da formulação utilizada. A formulação utilizada por Drexl

[27], por exemplo, não permitiu a resolução de nenhuma instância de tamanho razoável.

Neste caṕıtulo são discutidas alternativas para que a formulação F1 seja mais tratável

computacionalmente, bem como é desenvolvida uma nova formulação, com um número

exponencial de variáveis e restrições.

Seja X o conjunto de soluções fact́ıveis para o PPTC (seção 2.2, formulação F1), a

determinação da envoltória convexa conv(X) permitiria a reformulação do PPTC com a

remoção das restrições de integralidade (2.18), de modo que o mesmo poderia ser resol-

vido como um problema de programação linear. Dada a dificuldade de determinação de

conv(X) para problemas combinatórios dif́ıceis como o PPTC, o que se busca são for-

mulações que produzam boas aproximações de conv(X). Essas formulações, denominadas

formulações fortes, apresentam melhores limites duais, de modo que, geralmente, são mais

facilmente resolvidas através de programas resolvedores de PLIM que utilizam métodos

do tipo branch-and-bound [50, 51].
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5.1 Cortes

Seja LP o poliedro definido pelas restrições do PPTC menos a restrição de integralidade,

procura-se encontrar desigualdades que não sejam válidas para LP e sejam válidas para

o PPTC. Nesta seção novos cortes são apresentados para fortalecer a formulação F1 do

PPTC.

Primeiramente, cortes que tratam da alocação de aulas geminadas são apresentados.

Considere qualquer seqüência de peŕıodos cont́ıguos h′, . . . , h′′ na agenda de um professor p

em um dia d tal que h′′−h′+1 seja ı́mpar,
∑h′′

h=h′ p̃pdh = h′′−h′+1 e {h′, . . . , h′′−1} ⊆ Ĝpd.

Nesse caso, o seguinte corte pode ser utilizado:

∑
t∈T

h′′−1∑
h=h′

yptdh ≤ vpd

⌊
|{h′, . . . , h′′}|

2

⌋
(5.1)

De modo análogo, considerando a grade de horários de uma turma t em um dia d e

uma seqüência de peŕıodos h′, . . . , h′′ a seguinte desigualdade é válida para o PPTC:

∑
p∈P

∑
h∈ bGpd∩{h′,...,h′′−1}

yptdh ≤
⌊
{h′, . . . , h′′}

2

⌋
(5.2)

As restrições 5.1 e 5.2, além de melhorar a formulação F1, tem uma outra função,

que é a de permitir uma interessante extensão do modelo apresentado para o PPTC. Na

seção 2.2, indica-se que o dado de entrada m̃pt, determinante do máximo de aulas que um

professor p pode lecionar para uma turma t, restringe-se ao domı́nio {1, 2} (página 8). Essa

limitação decorre do fato que as restrições 2.15 e 2.16 não são suficientes para que valores

válidos para gpt sejam obtidos quando a formulação F1 é utilizada com valores de m̃pt > 2.

Desse modo, a incorporação de 5.1 e 5.2 permite que F1 modele uma generalização do PPT,

visto que assim pode-se substituir m̃pt ∈ {1, 2} por m̃pt ∈ {|H|}. Essa extensão pode ser

útil em casos espećıficos de problemas de programação de horários. No desenvolvimento

deste trabalho, através de entrevistas com programadores de horários em escolas, verificou-

se a necessidade de construção de horários com blocos maiores de aulas cont́ıguas para

algumas disciplinas1. Novas restrições e variáveis poderiam ser inclúıdas no modelo para

1Em especial, quadros de horários com essas caracteŕısticas foram observados em escolas agrotécnicas,
onde algumas disciplinas são realizadas fora da escola, requerendo um turno semanal completo para a
sua realização.



5.1 Cortes 37

avaliar o atendimento de outros tipos de distribuições de aulas.

Ainda, considerando que somente aulas duplas ou simples são consideradas no PPTC,

observa-se que a alocação de alguma aula em determinados peŕıodos impede a alocação

de aulas geminadas em outros. Desse modo, a consideração de uma aula de um professor

p em um dia d para uma turma t em um horário h gera o seguinte corte:

∑
h1∈ bGpd\{h,h−1}

yptdh1 + xptdh ≤ vpd (5.3)

Agora, serão apresentados cortes relacionados com as variáveis que indicam a atividade

diária do professor, bem como sua soma indicando o número de dias com alguma alocação

na agenda do professor. Primeiramente será apresentado o corte proposto em [6], que

considera o número mı́nimo de dias que cada professor deve comparecer à escola:

∑
d∈D

vpd ≥ max

{⌈∑
t∈T r̃pt

|H|

⌉
, max

t∈T

⌈
r̃pt

m̃pt

⌉}
∀p ∈ P (5.4)

Observa-se que o limite inferior
⌈P

t∈T rpt

|H|

⌉
para o número de dias letivos para o pro-

fessor d pode ser melhorado na situação espećıfica da ocorrência de dias na agenda do

professor com disponibilidade parcial. Dado um professor p e um dia d em sua agenda tal

que
∑

h∈H p̃pdh < |H|, seja ṗpk o número de peŕıodos dispońıveis no k-ésimo dia com maior

disponibilidade do professor p, e k como o menor inteiro tal que
∑k

k=1 ṗpk ≥
∑

t∈T r̃pt, as

seguintes desigualdades são válidas para o PPTC:

∑
d∈D

vpd ≥ k ∀p ∈ P, k ∈ D

|
k∑

k=1

ṗpk ≥
∑
t∈T

r̃pt ∧ (k − 1 = 0 ∨
k−1∑
k=1

ṗpk <
∑
t∈T

r̃pt)

(5.5)

Claramente, a utilização do lado direito de 5.5 na primeira parcela da função max em

5.4 produz cortes que dominam os anteriormente propostos.

O número de dias ocupados na agenda do professor previsto no corte anterior cor-

responde à situação de ocupação máxima dos dias na agenda com maior disponibilidade,

que é um limite inferior para o número de dias necessário para o cumprimento das ati-
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vidades letivas do professor. Irá se considerar agora a inclusão de um número qualquer

de aulas em dias com menor disponibilidade. Considere novamente um professor p e

o menor inteiro k tal que
∑k

k=1 ṗpk ≥
∑

t∈T r̃pt. Considere ainda um dia d′ tal que∑k−1
k=1 ṗpk +

∑
h∈H p̃pd′h <

∑
t∈T r̃pt, propõe-se assim a seguinte desigualdade válida para o

PPTC:

∑
d∈D

vpd ≥
∑
t∈T

(k + 1)xptd′h

∀p ∈ P, d′ ∈ D

|
k∑

d′′=1

ṗpd′′ ≥
∑
t∈T

r̃pt ∧ (k − 1 = 0 ∨
k−1∑
d′′=1

ṗpd′′ <
∑
t∈T

r̃pt),

k−1∑
k′′=1

ṗk′′ +
∑
h∈H

p̃pd′h <
∑
t∈T

r̃pt)

(5.6)

Como exemplo ilustrativo de um corte que pode ser gerado a partir de 5.6, consi-

dere um professor t que deve lecionar 13 horas aula na semana. Considere ainda que a

disponibilidade diária desse professor em uma grade horários com 5 dias é apresentada

no conjunto ordenado {ṗt1, . . . , ṗt5}: {5, 5, 4, 2, 2}, ou seja, o professor t tem 2 dias com

disponibilidade de 5 peŕıodos, 2 dias com disponibilidade de 2 peŕıodos e um dia com

disponibilidade de 4 peŕıodos. Um quadro de horários compacto, que ocupe um número

mı́nimo de dias para esse professor (3 dias), pode ser gerado se as alocações de suas aulas

forem feitas nos dias com maior disponibilidade, no caso, os dias em que ele tem dispo-

nibilidade maior ou igual a 4 peŕıodos. Considere agora a ocorrência uma alocação em

um dos dias com disponibilidade mais baixa, 2 no caso. Essa situação implicará em um

quadro de horários com no mı́nimo 4 dias letivos com alguma alocação para esse professor.

O limite mı́nimo para o número de dias de trabalho de um professor também pode

ser ligado à ativação das variáveis xptdh do seguinte modo:

m̃ptvpd ≥
∑
h∈H

xptdh ∀p ∈ P, t ∈ T, d ∈ D (5.7)

Outras variáveis e restrições podem ser inclúıdas para fortalecer a formulação. A

medição dos buracos na agenda do professor, além de incluir as restrições 2.13,2.12 e

2.14 (seção 2.2), pode incluir as seguintes restrições, que medem a ocorrência de buracos
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de tamanho 1, envolvendo três peŕıodos cont́ıguos, nas variáveis b̆pdh, onde b̆pdh indica a

existência de um buraco de tamanho 1, gerado pela alocação de aulas nos peŕıodos h e

h + 2, juntamente com a falta de alguma alocação no peŕıodo h + 1, para um professor

p em um dia d. Considere o conjunto de peŕıodos B̂pd que denota os peŕıodos da agenda

de um professor p no dia d que podem sediar a aula inicial que ocasionará um buraco

com as caracteŕısticas anteriores, ou seja, para todo h ∈ B̂pd se tem p̃pdh = p̃pdh+2 = 1, as

seguintes desigualdades são válidas para o PPTC :

b̆pdh ≥
∑
t∈T

(xptdh + xptdh+2 − xptdh+1)− 1 ∀p ∈ P, d ∈ D,h ∈ B̂pd (5.8)

bpd ≥
∑

h∈ bBpd

b̆pdh ∀p ∈ P, d ∈ D (5.9)

5.2 Formulação Estendida com Geração de Colunas e

Cortes

Nesta seção será apresentada uma formulação alternativa para o PPTC que contém um

número exponencial de variáveis. A utilização de uma formulação desse tipo se faz im-

portante devido ao fato de que, em muitos casos, essas formulações oferecem relaxações

lineares mais próximas da envoltória convexa das soluções fact́ıveis, bem como são menos

propensas a problemas de simetria [52]. Tal formulação é posteriormente complementada

com a adição de cortes, resultando em uma formulação com um número exponencial de

colunas e linhas. Como observado em [53], a união das técnicas de geração de colunas e

cortes de modo eficiente não é uma tarefa trivial, dada a forte relação entre esses dois pro-

blemas. Finalmente, o tratamento computacional de tal formulação é apresentado nesta

seção, com a descrição das técnicas que tornam posśıvel sua utilização em instâncias reais

do PPTC.

Na formulação proposta, aqui denotada por F2 , são considerados os posśıveis padrões

de alocação que podem ocorrer em dias letivos de cada professor. Considere, além dos

dados dispońıveis na seção 2.2, que P̆p seja o conjunto de padrões posśıveis de alocação

para o professor p em um dia supondo disponibilidade total e que x̆pjth = 1 indique que

professor p no padrão de alocação j, no peŕıodo h tem alocação para a turma t ou x̆pjth = 0

caso contrário. O custo do padrão de alocação j para o professor p é denotado por cpj e

engloba, nesse caso, a computação da existência de buracos na agenda do professor e, caso
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o padrão de alocação não seja vazio, o custo de um dia adicional de trabalho. Considere

também o número de aulas geminadas ğpjt existentes para para o professor p na turma t

no padrão de alocação j. A variável de decisão λpjd indica se o padrão de alocação j será

selecionado para o dia d na agenda do professor p (λpjd = 1) ou não (λpjd = 0). Deve-se

observar que a existência de um dia d′ onde um professor p tem apenas um subconjunto

de peŕıodos dispońıveis irá implicar na existência de um conjunto menor de combinações

(p ∈ P, j ∈ P̆p) válidas para esse dia, já que nem todas as alocações contidas nos padrões

considerados podem ser compat́ıveis com a disponibilidade em questão, denota-se por P̆pd

esse subconjunto de P̆p. Desse modo, apresenta-se a formulação F2 para o PPTC:

minimizar
∑
p∈P

∑
d∈D

∑
j∈P̆pd

λpjd.cpj +
∑
p∈P

∑
t∈T

w
′′′

p .gpt (5.10)

sujeito a∑
j∈P̆pd

λpjd = 1 ∀p ∈ P, d ∈ D (5.11)

∑
p∈P

∑
j∈P̆pd

λpjd.x̆pjth ≤ 1 ∀t ∈ T, d ∈ D, h ∈ H (5.12)

∑
j∈P̆pd

∑
d∈D

∑
h∈D

λpjd.x̆pjth = r̃pt ∀p ∈ P, t ∈ T (5.13)

∑
d∈D

∑
j∈P̆pd

λpjd.ğpjt + gpt ≥ g̃pt ∀p ∈ P, t ∈ T (5.14)

λpjd ∈ {0, 1} ∀p ∈ P, d ∈ D, j ∈ P̆pd (5.15)

gpt ∈ IN ∀p ∈ P, t ∈ T (5.16)

Onde 5.11, a restrição de convexificação, obriga a seleção de um padrão de para

cada professor e dia. Apesar de que o número de variáveis envolvidas em F2 pode ser

proibitivamente grande 2, a resolução da relaxação linear de F2, denotada aqui por F2r,

pode ser realizada sem a utilização expĺıcita de todas as variáveis envolvidas através da

técnica de Geração de Colunas [43]. Nessa técnica, inicia-se com um subconjunto pequeno

de variáveis e a cada iteração, utilizando-se informação da solução dual do problema, são

identificadas variáveis promissoras, através do custo reduzido. Essas variáveis são inseridas

progressivamente até que não existam mais variáveis que permitam a melhora da solução.

2Em nossos experimentos a utilização expĺıcita da formulação F2 só foi posśıvel para as instâncias 1 e
2, mesmo considerando somente a resolução do problema linear relaxado, visto que o resolvedor CPLEX
10 abortou sua execução prematuramente para as demais instâncias em uma máquina com 1GB de RAM.
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5.2.1 Geração de Colunas

Inicialmente, para a resolução de F2r são inseridas somente colunas (variáveis λ) que

correspondem a dias de inatividade e variáveis artificiais, com custo suficientemente alto,

que permitem a factibilização da solução inicial considerando as restrições existentes, como

o atendimento da carga horária.

O problema de pricing consiste em encontrar, para cada professor, considerando cada

respectivo dia da semana com com alguma disponibilidade, o padrão de alocação com

menor custo reduzido. Essa computação utiliza variáveis duais associadas às restrições

envolvidas. Denotam-se aqui por µ, ν, π e κ as variáveis duais associadas com as restrições

5.11, 5.12, 5.13 e 5.14, respectivamente. Considere a descoberta de uma coluna com custo

reduzido negativo para um professor p em um dia d, cujo conteúdo é expresso em variáveis

x̆th (t ∈ T, h ∈ H), sendo que x̆th = 1 caso o professor p esteja alocado para uma aula

com a turma t no dia d e peŕıodo h, x̆th = 0 caso contrário. Desse modo, o problema

de pricing relacionado ao professor p e dia d, aqui denotado por Ppd pode ser formulado

como um PPLIM:
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Ppd =



minimizar cpd = c̆pd − d̆pd

sujeito a∑
h∈H

x̆th ≤ min{m̃pt, r̃pt} ∀t ∈ T

c̆pd = b̆.w
′
p + v̆.w

′′
p

d̆pd = µpd +
∑
t∈T

∑
h∈H

νtdh.x̆th +
∑
t∈T

∑
h∈H

.πpt.x̆th +
∑
t∈T

∑
h∈ bGpd

y̆th.κpt

a ≤
∑
t∈T

(+h− |H|).x̆th + |H| ∀h ∈ H

a ≥
∑
t∈T

h.x̆th ∀h ∈ H

b̆ = 1 + a− a−
∑
t∈T

∑
h∈H

x̆th∑
t∈T

x̆th ≤ p̃pdh.v̆ h ∈ H

y̆th ≤ x̆th ∀t ∈ T, h ∈ Ĝpd

y̆th ≤ x̆th+1 ∀t ∈ T, h ∈ Ĝpd

y̆th ≥ x̆th + x̆th+1 − 1 ∀t ∈ T, h ∈ Ĝpd

x̆th ∈ {0, 1} ∀t ∈ T, h ∈ H

y̆th ∈ {0, 1} ∀t ∈ T,H ∈ Ĝpd

v̆ ∈ {0, 1}
a ∈ IN

a ∈ IN

b̆ ∈ IN

Problemas Ppd ∀p ∈ P, d ∈ D são resolvidos a cada iteração, aumentando o problema

em no máximo |P | × |D| colunas por iteração. A solução ótima para F2r é obtida quando

@ cpd < 0∀p ∈ P, d ∈ D. Apesar de que, de nosso conhecimento, não estejam dispo-

ńıveis algoritmos que resolvam Ppd de maneira eficiente (com complexidade de tempo

polinomial), uma observação deve ser feita sobre a praticidade da utilização do problema

de pricing acima apresentado: as dimensões do espaço de busca são relacionadas dire-

tamente ao número de peŕıodos (|H|). Em instâncias reais do PPTC o valor de |H| é

bastante limitado, assim como os valores de m̃pt, por questões pedagógicas, visto que as

aulas são distribúıdas no decorrer da semana.

5.2.2 Geração de Cortes

A formulação F2 permite a definição de novos cortes que não seriam posśıveis com a for-

mulação F1. Os cortes que serão apresentados se referem ao fechamento da carga horária
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semanal, considerando escolhas diárias para a carga horária de professores, bem como

escolhas diárias para a carga horária de encontros entre professores e turmas. Primeira-

mente vamos estender F2 com novas variáveis e restrições que facilitarão a definição dos

cortes. Essa formulação estendida, denotada aqui por F ′
2 incorpora variáveis ăpdh que

indicam se o professor p irá lecionar exatamente h aulas em um dia d (ăpdh = 1, ăpdh = 0

c.c.), bem como variáveis ăptdh que indicam se o professor p irá lecionar exatamente h

aulas para a turma t em um dia d (ăptdh = 1, ăptdh = 0 c.c.). Seja P̆pdh o subconjunto de

colunas de P̆pd tal que o número total de aulas em cada coluna de P̆pdh seja exatamente

h e seja P̆ptdh o subconjunto de P̆pd contendo todas as colunas com exatamente h aulas

do professor p para a turma t, então as restrições seguintes, 5.17, 5.18 e 5.19, controlam

a seleção única de uma carga de trabalho diária para os professores e a amarração de tal

escolha com as colunas λ, já as restrições 5.20, 5.21 e 5.22 garantem a seleção da carga

horária para encontros diários entre professores e turmas e a relação dessas escolhas com

as variáveis λ, como segue:

∑
h∈{0,...,|H|}

ăpdh = 1 ∀p ∈ P, d ∈ D (5.17)

∑
j∈P̆pdh

λpjd = ăpdh ∀p ∈ P, d ∈ D, h ∈ H (5.18)

ăpdh ∈ {0, 1} ∀p ∈ P, d ∈ D, h ∈ H (5.19)∑
h∈{0,...,|H|}

ăptdh = 1 ∀p ∈ P, t ∈ T, d ∈ D (5.20)

∑
j∈P̆ptdh

λpjd = ăptdh ∀p ∈ P, t ∈ T, d ∈ D, h ∈ H (5.21)

ăptdh ∈ {0, 1} ∀p ∈ P, t ∈ T, d ∈ D, h ∈ H (5.22)

As restrições 5.17 e 5.20 não são necessárias, considerando a seleção única de um

padrão de trabalho diário para cada professor, mas foram colocadas por motivos de clareza.

O problema de pricing relativo à formulação F ′
2, aqui denotado por P ′

pd, conside-

rando um professor p e dia d, deve ser atualizado com relação a Ppd visto que as colunas

λ aparecem agora em duas restrições adicionais. P ′
pd consiste em Ppd aumentado das

variáveis ăh ∈ {0, 1} ∀h ∈ {0, . . . , |H|}, que indicam a seleção de uma carga horária to-

tal h para um professor p em um dia d (ăh = 1, ăh = 0 c.c.), bem como as variáveis

ăth ∀t ∈ T, h ∈ {0, . . . , |H|}, que indicam a seleção de uma carga horária diária com h

aulas para o professor p em uma turma t em um dia d (ăth = 1, ăth = 0 c.c.). As novas
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variáveis são amarradas com a escolha do padrão de trabalho com as seguintes restrições:

∑
h∈H

h.ăh =
∑
h∈H

∑
t∈T

x̆th (5.23)∑
h∈{0,...,H}

ăh = 1 (5.24)

ăh ∈ {0, 1} ∀h ∈ {0, . . . , |H|} (5.25)∑
h∈H

h.ăth =
∑
h∈H

x̆th ∀t ∈ T (5.26)∑
h∈{0,...,H}

ăth = 1 ∀t ∈ T (5.27)

ăth ∈ {0, 1} ∀t ∈ T, h ∈ {0, . . . , |H|} (5.28)

Finalmente, em P ′
pd a computação da porção d̆pd do custo reduzido, referente às va-

riáveis duais, deve incorporar as equações 5.18 e 5.21. Desse modo, definimos d̆pd para

P ′
pd, agora considerando as variáveis duais ι e ϑ, relacionadas às restrições 5.18 e 5.21,

respectivamente:

d̆pd = µpd +
∑
t∈T

∑
h∈H

νtdh.x̆th +
∑
t∈T

∑
h∈H

πpt.x̆th+∑
t∈T

∑
h∈ bGpd

y̆th.κpt +
∑
h∈H

ăh.ιpdh +
∑
t∈T

∑
h∈H

ăth.ϑptdh

(5.29)

Um dos cortes posśıveis válidos para a formulação F ′
2 são cortes 0-1 knapsack cover

[54, 55, 56]. Considere as restrições impĺıcitas existentes em F ′
2:

∑
h∈H

∑
d∈D

h.ăpdh =
∑
t∈T

r̃pt ∀p ∈ P (5.30)∑
h∈H

∑
d∈D

h.ăptdh = r̃pt ∀p ∈ P, t ∈ T (5.31)

Como exemplo de um corte de cover levando em conta as restrições 5.30 considere um

professor p e um conjunto de pares ordenados Ċ com elementos (d1, h1), . . . , (dċ, hċ), di ∈
D∀i ∈ {1, . . . , ċ}, hi ∈ H∀i ∈ {1, . . . , ċ} tal que:
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∑
i∈{1,...,ċ}

hi.ăpdihi
>

∑
t∈T

r̃pt

Desse modo, a seguinte desigualdade, denominada desigualdade cover é válida para

F ′
2:

∑
i∈{1,...,ċ}

ăpdihi
≤ ċ− 1 (5.32)

Apesar da possibilidade de utilização de uma implementação espećıfica para a se-

paração dos cortes de cover, como a descrita em [57], foi utilizada a abordadem mais

genérica dos planos de cortes por enumeração, os Fenchel Cuts, descritos por Boyd et

al. em [58, 59], que requerem a solução de um problema linear por iteração. Tal opção

se mostrou bastante eficiente, novamente devido ao fato do número de peŕıodos |H| ser
bastante limitado. Nesse caso, dois problemas de separação foram considerados: no pri-

meiro, foram considerados os pontos extremos do poliedro definido pelas equações 5.17,

5.30 e 5.19, já no segundo foram considerados os pontos extremos do poliedro definido

pelas equações. 5.20, 5.31 e 5.22. Uma vantagem dessa abordagem é o fato de que o uso

desses planos de corte permite que outros cortes, além dos cortes de cover, sejam inseridos

automaticamente, caso a solução fracionária3 gerada esteja fora da envoltória convexa dos

pontos extremos enumerados.

O procedimento de geração de cortes acima apresentado apenas considera inclusão de

variáveis ativas (que aparecem na solução fracionária com valores positivos) nos cortes

gerados, visto que o problema de separação trata apenas da produção de um corte com

violação máxima na solução corrente. De modo a produzir desigualdades mais fortes, a

realização de um lifting pode ser considerada. Uma maneira bastante simples de obtenção

de tais desigualdades é a inclusão de coeficientes nas variáveis inativas na construção do

problema de separação. Tais coeficientes devem ser suficientemente pequenos para não

atrapalharem a seleção do corte mais violado.

3Solução fracionária considerando as variáveis ă
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5.2.3 O Algoritmo de Geração de Colunas e Cortes

O algoritmo de Geração de Colunas e Cortes para o PPTC (Algoritmo 3), aqui denomi-

nado GCCPPTC, resolve na otimalidade a relaxação linear da formulação F ′
2 estendida com

a adição de cortes, sendo útil para a determinação de limites inferiores, bem como para a

busca da solução inteira ótima, dentro do contexto dos métodos de branch-cut-and-price.

O algoritmo realiza, a cada iteração (linhas 4-30), a adição de colunas ou cortes. A adição

de cortes é realizada quando não existem mais colunas com custo reduzido negativo fora

do programa linear PL, indicando que a solução ótima para PL foi atingida. A inserção

de novos cortes requer a a resolução de novos problemas de pricing e assim o processo

continua até a iteração em que nem novos cortes nem novas colunas são inseridas.

Em se tratando da geração de cortes, como mencionado na seção anterior, são resolvi-

dos problemas de separação relacionados ao fechamento da carga horária semanal de pro-

fessores e ao fechamento da carga horária semanal de encontros entre professores e turmas.

Denota-se por Si o problema de separação de cortes considerando soluções fracionárias

para as variáveis ăpdh ∀p ∈ P, d ∈ D, h ∈ {0, . . . , h} e por Spt o problema de separação de

cortes considerando as variáveis fracionárias ăptdh ∀p ∈ P, t ∈ T, d ∈ D, h ∈ {0, . . . , h}.

Uma caracteŕıstica importante dos cortes adicionados em F ′
2 é que eles não alteram a

estrutura do problema de pricing. Essa é uma caracteŕıstica fundamental para a constru-

ção dos métodos de Branch, Cut and Price robustos (RBCP), como apresentado em [53].

Primeiramente, deve-se observar que o problema de geração de cortes pode eventualmente

ser resolvido de modo heuŕıstico sem prejudicar a determinação de um limite dual válido.

Esse não é o caso da resolução do problema de pricing : a parada premutura da adição

de colunas antes da iteração final (no caso, quando se obtém que cpd >= 0∀p ∈ P, d ∈ D

na resolução de Ppd) prejudica a determinação direta de um limite dual válido. Tem-se

então uma relação assimétrica na qual a adição de colunas pode dificultar a geração de

cortes, mas a adição de cortes não deveria dificultar a geração de colunas. Desse modo,

considerando a incorporação de GCCPPTC em um método de branch-cut-and-price, é posśı-

vel o desenvolvimento de um branch-cut-and-price robusto, como discutido em [53],

o que exigiria apenas a inclusão das variáveis originais em F ′
2 e sua consideração em Ppd,
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para a realização do branch em variáveis x.

Entrada: Instância do PPTC

Sáıda: Vetor de solução λ e limite dual f(λ)

Inicialize o programa linear PL com os dados do problema, utilizando a formulação F ′
2,1

considerando apenas variáveis artificiais e colunas λ correspondentes a dias de folga;

Adicione em PL o corte relativo ao número mı́nimo de dias de trabalho;2

novasColunas ← 1;3

novosCortes ← 0;4

enquanto (novosCortes + novasColunas) > 0 faça5

Resolva PL, atualize a solução (variáveis λ e ă) e a informação dual;6

novasColunas ← 0;7

para cada p ∈ P faça8

para cada d ∈ D|
∑

h∈H p̃pdh > 0 faça9

Resolva P ′
pd;10

se cpd < 0 então11

Adicione nova coluna em PL;12

novasColunas ← novasColunas + 1;13

fim14

fim15

fim16

novosCortes ← 0;17

se novasColunas = 0 e soluçãoFracionária(λ) então18

para cada p ∈ P faça19

Resolva Sp;20

se Corte violado encontrado então21

Adicione corte em PL;22

novosCortes ← novosCortes + 1;23

fim24

para cada t ∈ T faça25

Resolva Spt;26

se Corte violado encontrado então27

Adicione corte em PL;28

novosCortes ← novosCortes + 1;29

fim30

fim31

fim32

fim33

fim34

Algoritmo 3: Algoritmo de Geração de Colunas e Cortes GCCPPTC
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Cortes inclúıdos
Formulação {5.1, 5.2, 5.3} {5.4, 5.5, 5.7} {5.9}
F1,0

F1,1 X
F1,2 X
F1,3 X
F1,4 X X X

Tabela 5.1: Diferentes variações da formulação F1 avaliadas.

5.2.4 Experimentos Computacionais

Experimentos computacionais foram realizados para avaliação dos melhoramentos pro-

postos para a formulação F1, bem como para a avaliação da nova formulação estendida

F ′
2.

Todos os códigos foram implementados em C++, utilizando a callable library [60] do

pacote CPLEX 10 [61] para a resolução dos problemas lineares. A solução do problema de

pricing na implementação corrente é realizada pela enumeração dos padrões. Os códigos

foram compilados com o compilador GCC [47] 4 com a opção -O2. Os testes foram

executados em um computador Dell Optiplex G620, com um processador Pentium D

3.0Ghz e 2GB de memória RAM, rodando o sistema operacional Linux.

Os resultados apresentados nesta seção incluem os limites inferiores e superiores, in-

dicados por LI e LS, respectivamente, bem como a distância percentual relativa entre

ambos, indicada por gap(%). Dado um limite inferior li e um superior ls o gap(%) é:
ls−li

li
∗ 100. Os melhores limites são formatados em negrito. O tempo de execução dos

experimentos foi medido utilizando-se o tempo de CPU em segundos e é indicado por

t.cpu(s).

Primeiramente avaliou-se o desempenho da formulação F1 considerando a qualidade

dos limites duais fornecido pela relaxação linear, bem como o tempo computacional ne-

cessário para a resolução do problema linear relaxado. Diferentes variações da formulação

F1 foram consideradas, caracterizadas por terem diferentes composições de cortes, como

detalhado na Tabela 5.1. Os resultados são apresentados na Tabela 5.2.

Como pode-se observar, os cortes propostos mostraram-se efetivos em melhorar os

limites duais que são obtidos com a formulação F1, visto que os limites inferiores foram
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çã
o
F

1



5.2 Formulação Estendida com Geração de Colunas e Cortes 50

melhorados sempre que cortes foram inseridos, com exceção da formulação F1,3 que inclúıa

somente os cortes 5.9. O conjunto de cortes que sozinho oferece os melhores limites aparece

na formulação F1,2. Tal resultado já era esperado visto que para as instâncias consideradas

o componente com maior peso na função objetivo é a compacidade de horários para

professores.

A Tabela 5.3 apresenta os resultados considerando a formulação estendida com gera-

ção de colunas e cortes. Os limites duais e o tempo computacional são apresentados para

diferentes formulações, sendo que os resultados da versão mais completa são apresentados

na coluna CCGCTTPC, que corresponde a execução do Algoritmo 3. As colunas F2 e F∗
2

correspondem aos resultados da formulação F2 sem a adição de nenhum corte e a formu-

lação F2 incluindo somente os cortes 5.4 e 5.5, respectivamente. Essas duas formulações

são resolvidas através de versões mais simples do Algoritmo 3. Como pode-se observar, o

algoritmo CCGCTTPC produziu os melhores limites duais conhecidos até o momento, supe-

rando a melhor formulação baseada em F1 em todos os casos, exceto na instância 2, onde

os limites inferiores produzidos foram iguais. Em três casos o limite inferior ótimo foi ob-

tido, sendo que no pior caso obteve-se um gap(%) de apenas 1,2. O custo computacional

de resolução da formulação com geração de colunas e cortes foi até 16 vezes maior do que

da formulação F1,4.
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çã
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Capítulo 6

Métodos Híbridos para o PPTC

A modelagem do PPTC como um problema de programação linear inteira permite que

através da utilização de um programa resolvedor de PLIM se navegue de forma inteligente

através do espaço de busca: resolvedores modernos implementam técnicas de geração au-

tomática de cortes, pré-processamento e estratégias de direcionamento através da árvore

de busca que aceleram o processo de resolução. Mesmo assim, a prova da otimalidade

para problemas como o PPTC pode não ser posśıvel em tempos computacionais fact́ıveis

para muitas instâncias reais. Em muitos casos, como o autor verificou em experimentos

preliminares, mesmo a obtenção de soluções fact́ıveis para o PPTC pode ser extremamente

custosa se a única ferramenta utilizada for PLIM. De qualquer modo, métodos de resolu-

ção que produzam soluções boas no ińıcio do processo de busca são prefeŕıveis à métodos

que apresentam soluções boas apenas nos últimos estágios do processo, com tempos com-

putacionais potencialmente infact́ıveis. Utilizando essa premissa foi proposto o método

de Local Branching [10], com o objetivo de melhorar o desempenho heuŕıstico1 dos

resolvedores PLIM. O componente fundamental dessa técnica é o corte local branching,

que define o sub-espaço onde irá se procurar melhorar uma solução de referência.

Dada uma solução de referência x, com variáveis binárias, seja S como o conjunto dos

ı́ndices das variáveis x ativas (S = {j : xj = 1}) o corte local branching para o caso de

quando |S| é constante para qualquer solução x pode ser definido como:

∑
j∈S

(1− xj) ≤ k (6.1)

1Neste caṕıtulo palavra desempenho será relacionada com o comportamento heuŕıstico dos resolvedores
PLIM, isto é, não irá se considerar o tempo de prova da otimalidade, mas sim a qualidade das soluções
produzidas considerando-se limites de tempo reduzidos.
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Seja Nlb(x, k) como o conjunto de soluções fact́ıveis que podem ser alcançadas através

da modificação de no máximo k variáveis ativas na solução x, a adição do corte 6.1 ao

modelo define que a busca será realizada em Nlb(x, k), que corresponde a idéia clássica

de vizinhança k-optimal. Fischetti e Lodi [10] apresentam a desigualdade 6.1 como uma

maneira de diminuir o espaço de busca através de uma fixação fraca, em contraposição à

fixação forte, que consistiria em fixar o valor de algumas variáveis binárias em 1.

A idéia é que mesmo que o resolvedor não consiga realizar a busca em todo o espaço

de soluções, a busca em Nlb(x, k) pode ser realizada de modo eficiente para valores de

k em que a busca exaustiva seria inviável. Desse modo, a definição do parâmetro k é

ponto cŕıtico no método: k deve ser suficientemente pequeno para que a vizinhança seja

explorada de forma eficiente e suficientemente grande para permitir que soluções melhores

sejam alcançadas.

Outra abordagem para a exploração de sub-espaços também foi considerada em [11],

para a melhora do limite primal de uma instância do Problema de Alocação Generalizada.

Nesse caso, ao invés da utilização de uma solução de referência como em [10] utilizam-se

duas soluções de referência. Pretende-se desse modo investigar uma vizinhança elipsoidal

ao redor de duas soluções guia, ao invés da pesquisa na vizinhança em esfera de [10].

Sejam x1 e x2 duas soluções de referência suficientemente distintas e S1 e S2 o conjunto

dos ı́ndices das variáveis ativas em x1 e x2, o corte elipsoidal é definido como:

∑
j∈(S1∩S2)

2xj +
∑

j∈S1\S2

xj +
∑

j∈S2\S1

xj ≥ α(x1, x2)− k (6.2)

sendo que α(x1, x2) é o valor obtido através da utilização de x1 ou x2 no lado esquerdo

de 6.2:

α(x1, x2) = 2.|S1 ∩ S2|+ |S2| − |S1 ∩ S2| (6.3)

Já o parâmetro k indica a folga para a definição da vizinhança elipsoidal. Define-se

como Neps(x1, x2, k) a vizinhança contendo as soluções fact́ıveis que também satisfazem

6.2. A idéia básica na definição 6.2 é de que atributos comuns em ambas as soluções são

mais fortemente fixados do que atributos que não são consenso.

Claramente, essa definição de vizinhança apresenta um paralelo com a técnica de Re-

conexão de Caminhos (RC) [62, 63], no sentido em que soluções combinando componentes

de duas soluções de referência são exploradas. Uma execução de exemplo de uma busca



6 Métodos Hı́bridos para o PPTC 54

sol.
inicial

sol.
guia

Figura 6.1: Exemplo de execução do método de reconexão de caminhos, um caminho entre
uma solução base e uma solução guia é explorado.

com RC é ilustrada na Figura 6.1. Nesse método, inicialmente é computada a diferença

simétrica entre duas soluções e, passo-a-passo, realiza-se a incorporação gulosa de um

atributo de uma solução guia em uma solução corrente. Ao final do processo retorna-se a

melhor solução intermediária visitada. O método de RC tem se mostrado eficiente como

estratégia de intensificação considerando sua utilização combinada com metaheuŕısticas

que mantém um conjunto elite de soluções. Maiores detalhes sobre essa técnica podem

ser obtidos em [64].

A relação entre a vizinhança elipsoidal e o método de RC pode ser analisada do

seguinte modo: primeiramente, considerando queRC(x1, x2) seja a vizinhança de RC como

descrita no parágrafo anterior e x1 e x2 sejam duas soluções fact́ıveis, pode-se observar

que RC(x1, x2) ⊂ Neps(x1, x2, 0), ou seja, a melhor solução existente em Neps(x1, x2, 0)

é melhor ou igual à melhor solução em RC(x1, x2). A utilização de valores não nulos

para k em Neps(x1, x2, k) implica que Neps(x1, x2, k) contém todas as soluções vizinhas

das soluções intermediárias (que consistem em qualquer combinação de atributos de x1 e

x2), com uma vizinhança de tamanho k. Um exemplo de uma busca em uma vizinhança

Neps(x1, x2, 0) é apresentado na Figura 6.2.

Em [10], os autores do método de Local Branching afirmam que idéias da área de

metaheuŕısticas, especificamente os métodos de Busca Tabu e Busca em Vizinhança Va-

riável (VNS) [65], podem contribuir significativamente para a melhora do desempenho

dos resolvedores de PLIM, algo fundamental para a utilização de PLIM em aplicações

práticas. Parte desse potencial foi explorado por Hansen e seus colegas em [66]. Nesse

trabalho propõe-se uma heuŕıstica genérica para PLIM baseada em VNS, com estratégias

de intensificação e diversificação. Os resultados forneceram melhores limites primais para
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sol.
base

sol.
guia

Figura 6.2: Exemplo de execução da busca na vizinhança elipsoidal com k = 0, todas as
soluções com qualquer combinação de atributos das soluções base e guia são consideradas.

14 de 29 instâncias da literatura.

Extensões ao método de Local Branching também foram propostas por Fischetti e

seus colegas [67], com o objetivo de melhorar o desempenho da técnica em problemas com

dois ńıveis de variáveis, comuns na área de projeto de redes de telecomunicações. Nesses

problemas a ativação de alguns subconjuntos de variáveis é condicionada a ativação de

outras variáveis, através da ocorrência dos coeficientes big-M em restrições espećıficas. No

caso do PPTC as variáveis vpd seriam as variáveis do primeiro ńıvel, enquanto as variáveis

xptdh correspoderiam às variáveis do segundo ńıvel.

Neste caṕıtulo o uso de resolvedores de PLIM genéricos é considerado para a busca

em vizinhança de soluções para o PPTC, considerando propostas dos trabalhos anterior-

mente citados. Ao invés de reportar resultados de um método h́ıbrido, que incorporasse a

heuŕıstica BT-PPTC-TR e a busca em vizinhança usando PLIM, por exemplo, optou-se por

exibir experimentos mais detalhados considerando em separado os resultados da busca

local usando PLIM, em diferentes vizinhanças e com diferentes configurações de parâme-

tros e modos de execução. Acredita-se que dessa forma será mais fácil a compreensão

do comportamento heuŕıstico dos resolvedores PLIM na melhora de soluções do PPTC

e a definição de algumas tendências que foram observadas. Ademais, pode-se considerar

que de um modo simples a integração dos métodos citados é trivial, considerando-se a

busca em uma grande vizinhança utilizando PLIM como um processo de pós-otimização

do método BT-PPTC-TR, por exemplo.

Experimentos preliminares realizados indicaram algumas questões importantes que

deviam ser consideradas para a implementação eficiente de busca em vizinhança com



6.1 Experimentos computacionais 56

PLIM:

1. Que formulação utilizar ?

forte - melhor limite dual, menor árvore de busca mas processamento de nós

mais lento;

fraca - pior limite dual, maior árvore de busca mas processamento de nós mais

rápido.

2. Quais valores de k são mais apropriados para a busca em Nlb(x, k) e Neps(x1, x2, k),

considerando soluções produzidas por BT-PPTC-TR ?

3. Ao realizar uma busca em vizinhança com PLIM, no momento em que uma nova

melhor solução x′ é encontrada, deve-se reiniciar a busca com a definição de uma

nova vizinhança ao redor de x′ ou pesquisar exaustivamente a vizinhança corrente ?

Os experimentos apresentados na seção seguinte não pretendem oferecer respostas

definitivas para essas questões, mas sim indicar algumas tendências observadas durante a

realização desta pesquisa.

6.1 Experimentos computacionais

Experimentos computacionais foram realizados para a avaliação do potencial heuŕıstico

das idéias apresentadas neste caṕıtulo. Em especial, considerando o PPTC, pretende-se

verificar o quão eficientemente a busca nas vizinhanças definidas pelos cortes de local bran-

ching e pelos cortes elipsoidais pode ser realizada para diferentes valores de k utilizando-se

um resolvedor de PLIM. Para os experimentos com buscas em Neps(x1, x2, k) e Nlb(x, k)

foram consideradas soluções geradas por BT-PPTC-TR com alguma distância da solução

ótima, de modo que sempre fosse posśıvel a melhora das soluções. Na Tabela 6.1 são apre-

sentados os custos das 5 soluções de partida consideradas para cada instância. As soluções

foram selecionadas de modo que não existam duas soluções muito similares (cada solução

deve ter no mı́nimo 5% das alocações em peŕıodos distintos). O ambiente computacional

e as ferramentas utilizadas foram as mesmas descritas no caṕıtulo anterior.

Primeiramente foi realizado um experimento para avaliar o alcance das vizinhanças

Nlb(x, k) e Neps(x1, x2, k), do seguinte modo: dado um conjunto de soluções fact́ıveis não

ótimas, que valores de k são necessários para que Nlb(x, k) e Neps(x1, x2, k) contenham

soluções melhores. Na Tabela 6.2 são exibidos os resultados, sendo que t.cpu(s) indica o
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instância pior médio melhor

1 205 204,0 203
2 353 349,2 344
3 439 437,2 435
4 683 680,6 677
5 796 787,8 780
6 790 787,0 783
7 1072 1063,4 1055

Tabela 6.1: Custos das soluções de partida para cada instância

Nlb(x, k) Neps(x1, x2, k)
k t.cpu(s) sucesso(%) t.cpu(s) sucesso(%)

1 7,8 0,0 47,6 14,3
2 84,5 14,3 182,7 57,1
3 191,1 28,6 488,1 80,0
4 279,0 85,3 870,5 94,1

Tabela 6.2: Comparação da otimização na vizinhança definida pelos cortes de local bran-
ching e pelo corte elipsoidal

tempo médio de CPU. Esse tempo corresponde ao tempo para que uma solução melhor seja

alcançada, ou o tempo para provar que a vizinhança em questão não contém uma solução

melhor. Como esperado, os mesmos valores de k definem vizinhanças com diferentes

alcances dependendo do corte utilizado. Um resultado interessante é que para a obtenção

do mesmo sucesso na tarefa de melhorar soluções, no caso 14,3%, a busca na vizinhança

elipsoidal consumiu consideravelmente menos tempo. Considerando outros valores de

sucesso a comparação não é tão simples. De qualquer maneira, esse resultado parece

indicar que o desempenho heuŕıstico da busca na vizinhança com cortes elipsoidais é

melhor do que o desempenho obtido na busca na vizinhança dos cortes de local branching.

Considerando a pergunta 1 da seção anterior, experimentos foram realizados com duas

variações da formulação F1: a mais fraca (F1,0) e a mais forte (F1,4). Foram executadas

buscas em Nlb(x, 12) para as instâncias da Tabela 6.1. Estipulou-se um limite de tempo

de 10 minutos para que uma solução melhor seja encontrada. A cada solução melhor

encontrada a solução de referência x era atualizada e o contador de tempo reinicializado.

Na Figura 6.3 é apresentado um gráfico que considera o número de melhoras na solução

de referência que foi alcançado com cada uma das formulações. Para esse experimento, o

resolvedor de PLIM CPLEX foi configurado com a ênfase 4, que prioriza a obtenção de

soluções fact́ıveis. Como pode-se observar, a formulação F1,4, apesar de ser mais pesada

(maior número de linhas), apresenta um desempenho heuŕıstico superior.
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Figura 6.3: Número de melhoras obtidas com a busca na vizinhança Local Branching,
formulações fraca e forte, execuções com limite de tempo.
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Observando o andamento das execuções dos experimentos realizados, um padrão re-

corrente foi notado: com muita freqüência a melhora de soluções ocorria logo no ińı-

cio da busca, na abertura dos primeiros nós da árvore, ou mesmo durante fase de pré-

processamento do resolvedor utilizado. Desse modo, a decisão de redefinir a vizinhança

em cada melhora na solução de referência (considerando a pergunta 3 da seção anterior),

implica uma freqüente re-execução da fase de pré-processamento do resolvedor de PLIM,

uma fase bastante custosa computacionalmente para as instâncias consideradas. Nesse

sentido, uma alternativa mais atrativa do ponto de vista heuŕıstico pode ser a redefinição

da vizinhança somente depois que a solução de referência for atualizada e um certo número

de nós da árvore de busca foi visitado, possibilitando assim duas melhoras consecutivas

em um menor espaço de tempo.



Capítulo 7

Conclusões e Trabalhos Futuros

Acreditamos que os resultados apresentados nos caṕıtulos anteriores nos permitem dizer

que os objetivos desta tese foram em grande parte alcançados. De modo espećıfico a

obtenção da solução ótima para problemas em aberto encontrados na literatura, bem

como a definição de melhores limites superiores e inferiores e o desenvolvimento de uma

heuŕıstica que permite a obtenção rápida de quadros de horário de qualidade foram os

resultados do trabalho que gostaŕıamos de ressaltar.

Acreditamos também que os resultados positivos obtidos com a formulação estendida

com geração de cortes e colunas podem ser repetidos em vários problemas relacionados,

uma vez que a aplicação deles requer apenas a existência de uma estrutura bastante

comum em problemas de programação de horários, que é a divisão das atividades em dife-

rentes intervalos, no caso dias. Nesse sentido, deve-se observar que a melhora dos limites

inferiores depende também da função objetivo, a qual no caso do problema considerado

é bastante relacionada com a distribuição das atividades nesses intervalos. Uma possi-

bilidade bastante interessante é a utilização da formulação F ′
2 para a busca em grandes

vizinhanças, utilizando as técnicas descritas no Caṕıtulo 6. Os experimentos computacio-

nais realizados neste caṕıtulo parecem indicar que resultados melhores podem ser obtidos

desse modo, visto que os melhores resultados foram obtidos com a formulação mais forte

experimentada, no caso F1,4.

Nesta tese a colaboração entre (i) metaheuŕısticas e (ii) técnicas baseadas em progra-

mação linear foi explorada considerando-se o fornecimento de informações de i para ii, no

caso a melhor solução encontrada em i. Como trabalho futuro um caminho promissor é a

inversão dos papéis: ii fornecendo informações para i, no esṕırito da técnica RINS (Re-

laxation Induced Neighborhood Search) [68]. Nesse sentido, soluções da relaxação linear

da formulação forte F2 podem fornecer valiosas informações para guiar procedimentos
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heuŕısticos de construção ou de melhoramento.

Um tema que certamente pode ser considerado é o tratamento de outras variantes

do PPT, com a inclusão de novas restrições e preferências. No entanto, deve-se observar

que a tese apresentada de modo algum esgota a possibilidade de melhoramento dos mé-

todos de otimização para o PPTC. A determinação de limites melhores para instâncias

do PPTC de maior dimensão permanece um desafio. Ainda, a solução média apresentada

pelas heuŕısticas desenvolvidas considerando um tempo limitado ainda apresenta uma dis-

tância considerável da solução ótima ou dos limites inferiores. Nesse sentido, acreditamos

que o desenvolvimento de novos métodos em trabalhos futuros pode ser beneficiado pela

avaliação comparativa com os métodos que já foram desenvolvidos e avaliados computa-

cionalmente neste trabalho e em outros. Nesse sentido será disponibilizado um banco de

instâncias para o PPTC na Internet com detalhadas informações dos resultados exatos e

heuŕısticos obtidos para essas instâncias até o momento.

Considerando o melhoramento da heuŕıstica desenvolvida, uma possibilidade interes-

sante é a incorporação de mecanismos especializados de busca em vizinhanças grandes,

levando em conta as propostas de Souza [8].

Em se tratando da formulação estendida proposta caminhos promissores parecem ser

o estudo de novos mais cortes que considerem a estrutura do problema bem como o estudo

de técnicas para aceleração da geração de colunas. Nesse sentido, técnicas de estabilização

devem ser consideradas, bem como maneiras mais rápidas de inserção de colunas no ińıcio

do processo, possivelmente através da utilização de heuŕısticas nas primeiras iterações.
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Trabalhos Apresentados em Eventos Internacionais

T́ıtulo: Combining Metaheuristics and Integer Programming

on School Timetabling Problems

Co-autores: Eduardo Uchoa e Luiz S. Ochi

Evento: Matheuristics 2006: 1st Workshop on Mathematical

Contributions to Metaheuristics

Local: Bertinoro (Forl̀ı - Cesena), Italy

Peŕıodo: 27-30 de Agosto de 2006

T́ıtulo: An Efficient Tabu Search Heuristic for the School Ti-

metabling Problem

Co-autores: Luiz S. Ochi e Marcone J.F. Souza
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T́ıtulo: Metaheuristica Busca Tabu para o Problema de Colo-

ração de Grafos

Co-autores: Felipe N. Aguiar (primeiro autor), Gustavo S. C. Ho-

norato e Luiz Satoru Ochi

Evento: XXXVII Simpósio Brasileiro de Pesquisa Operacional

(XXXVII SBPO)

Local: Gramado, RS

Peŕıodo: 27 a 30 de setembro de 2005

Páginas: 2497-2504 (em CD-ROM)
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APÊNDICE B -- Quadros de Horários Ótimos e

Sub-ótimos

Neste apêndice são apresentadas algumas das melhores soluções obtidas para as sete ins-

tâncias do PPTC consideradas neste trabalho. Três dessas soluções são provadamente

ótimas. Nas Figuras B.1, B.2, B.3 e B.4 cada linha representa o horário semanal completo

de um professor. Em cada célula é indicada turma que o professor está lecionando em

um determinado peŕıodo. Células vazias indicam inatividade e células com “×” indicam

peŕıodos de indisponibilidade do professor.
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