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Resumo

Este trabalho se propoe a usar métodos perturbativos a fim de auxiliar na analise
numérica e de sensibilidade. Ele visa um processo menos custoso para estimar o impacto
de pequenas mudancas no conjunto de parametros de uma equacao diferencial toda vez que
as condicoes-padrao sofrem alguma modificagao, evitando aplicar um método numérico
ou, se necessario, melhorar a qualidade dele. Apo6s uma breve introdugao a teoria das
perturbacoes, serd desenvolvido um estudo sobre trajetorias de projéteis, como um caso
tipico de sistema acoplado e nao-linear capaz de se beneficiar dessa abordagem.



Abstract

In this work, perturbation methods are used as a tool to help numerical and sensi-
tivity analysis. A low cost process to estimate the effect of small changes in the set of
parameters of a differential equation, each time a parameter is changed, is sought. Thus,
the application of a numerical method to recompute the problem could be avoided or, in
the case it is employed, the solution would be improved. An introduction to perturbation
theory is presented and the methodology proposed is discussed and employed on the study
of projectile trajectories, an example of coupled, non-linear system which can benefit from
this approach.
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Capitulo 1

Introducao

“The purpose of computing is insight, not numbers”

(G. Pdlya, citado por R.W. Hamming)

A maior parte dos problemas presentes na natureza ¢ nao-linear, o que em geral leva
a impossibilidade de se obter uma féormula fechada que abarque toda a resposta procu-
rada. Mesmo que tal formula exista, ela pode ser tao complexa que torne extremamente
dificil seu uso para fins praticos. Portanto, faz-se necesséario o uso de aproximacoes para
a obtencao de uma solugao viavel. Duas grandes modalidades de aproximagoes existem:
as analiticas e as numéricas. Este tltimo grupo ganhou grande impulso com o advento da
moderna informaética, porém possui algumas limitagoes, como o fato de muitas vezes nao
fornecer de maneira imediata o papel de cada parametro de um sistema em seu comporta-
mento final. Aproximacoes analiticas podem sanar parte do problema, havendo diversas
metodologias para isso. A ferramenta aqui usada para a obtencao de férmulas satisfatorias
se vale da presenca de algum parametro do sistema que seja comparativamente pequeno

em relagao aos demais e dai seu nome: teoria das perturbagoes (ou métodos perturbativos).

Obter uma aproximacao perturbativa estd mais para uma espécie de “arte” do que
exatamente ciéncia. H4 uma gama de recursos disponiveis para lidar com a pequenez de
tal parametro, mas ainda assim cada “caso ¢ um caso”, sendo necessario langar mao de
heuristicas vindas de suas propriedades fisicas para decidir qual a mais adequada. Como
serd visto, um parametro perturbativo pode surgir reescrevendo-se as equagoes de um

sistema de outra forma.
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Por causa de tais particularidades inerentes a cada questao, em vez de ser uma subs-
tituta ou até mesmo rival da andlise numérica, a teoria das perturbacoes atua em sim-
biose com ela, sendo essencial o uso da primeira para checagem da aproximacao. Métodos
numéricos também podem ser usados na determinacao parametros para uma aproximacao
que nao podem ser determinados precisamente. Em retribuicao, uma boa aproximacao
analitica pode melhorar um método numeérico impreciso, com alguma adi¢ao de custos;
pode também, uma vez definida sua validade, evitar recalculos numeéricos para a andlise de
sensibilidade dos parametros originais. Neste aspecto, este trabalho opta por este trata-

mento conjunto semi-analitico para unir o melhor de duas abordagens de aproximagao.

O exemplo adotado para evidenciar o potencial dessa uniao é a trajetéria de um
projétil sob a acao da gravidade em meio resistente. E um sistema acoplado, extremamente
nao-linear, sem solucao analitica fechada conhecida e capaz de mostrar como métodos
perturbativos facilitam a andlise de suas equacoes de forma independente, bem como
levanta questoes pertinentes a este tipo de aproximacao, por exemplo, a validade de seu

dominio.

Boa parte do conhecimento matematico hoje existente sobre projéteis vem de seu em-
prego militar, onde foram consagrados nomes como Edward McShane [McShane et al. 1953],
Robert McCoy [McCoy 1999], entre outros. Os modelos criados por eles analisam todas
as nuances dos projéteis de emprego militar, porém a um custo alto. Sao 6timos para
gerar tabelas a serem usadas por artilheiros, mas caso se deseje, por meios eletronicos,
atingir algum alvo especifico sem nenhuma referéncia, um tempo proibitivamente longo

pode ser gasto fazendo a varredura até encontrar os parametros corretos.

Diversas solugoes tém sido dadas para tal empecilho, em geral procurando encontrar
um ponto de partida para a varredura ja proximo ao esperado. As principais “calcu-
ladoras de tiro” em uso no pais adotam a postura de “perder espaco a tempo”, tendo
um banco de dados com tabelas previamente calculadas para velocidades padronizadas.
Outra abordagem utilizada por softwares para calculadoras cientificas é achar férmulas
aproximativas a partir de dados numéricos. Esta dissertacao pode ter sua utilidade jus-
tamente nessa ultima solugao. Entretanto, como disse McShane, é desejavel que nao haja
utilidade nenhuma para este trabalho, pois, do contrario, significaria que problemas no

mundo real estaremos enfrentando...

Ainda assim, muito do que for analisado terd utilidade em atividades bem mais ame-
?
nas, com aplicagoes da fisica em diversos tipos de esportes: tiro ao alvo, beisebol, basquete,

golfe, criquete, etc; que nao deixam de ser afins com projéteis.
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O presente estudo fornece uma rapida introducao a métodos perturbativos no capi-
tulo 2. No capitulo 3, usa o ferramental das expansoes assintOticas perturbativas para
determinar a existéncia de funcionais lineares para um sistema e, assim, permitir que uma
expansao calculada para um conjunto de parametros seja reaproveitada em circunstan-
cias um tanto diferentes. Em seguida, os capitulos 4 e 5 tratam efetivamente o célculo
das aproximagoes para trajetorias. O primeiro se encarrega das situacoes de velocidades
iniciais baixas e o segundo das altas, ambos avaliam a presenca de funcionais lineares. O
capitulo 6 usa as aproximacoes calculadas para entender fendmenos que ocorrem durante
a passagem do voo supersdnico para o subsonico, a partir de comparacoes com suas saidas
numéricas. O capitulo 7 faz uma anélise de como métodos numéricos podem “calibrar” os
parametros de uma expansao assintética e como uma expansao pode diminuir o erro de
métodos numeéricos. Por fim, sera feito balanco dos resultados obtidos e sugestoes para

trabalhos futuros.



Capitulo 2

Analise Perturbativa

A idéia principal por tras da anélise perturbativa é obter solugoes aproximadas de
problemas sem solucao analitica explorando a presenca de um parametro “pequeno” em
relagao aos demais [Simmonds e Mann. 1997|. Quanto menor este for, melhor a precisao.
Assim, as equagoes de um sistema “perturbado” possuem a forma 7 (7; ¢), onde T &
o vetor (x1, x1, ..., x,) das varidveis do sistema, estando o parametro ¢ & parte destas
e destacado pelo ponto-e-virgula. O modelo “perturbado”, quando ¢ — 0, reduz-se a um

problema de solugao conhecida, que sera a base para sua estimativa.

Uma ferramenta comumente utilizada na determinacao de um resultado aproximado

é a expansao das equacgoes originais em um conjunto de séries assintoticas da forma:

T (@) ~Y @ (T)a(e) (2.1)

1=0

Sendo que z; = O(1) para todo N > 0. Isto significa que cada z; é constante quando

ocorre a passagem ao limite de ¢ — 0.

Apesar de as funcoes J; poderem ser definidas em mais de uma forma, a busca por
expansoes assintoticas comega muitas vezes pela suposicao de simples monoémios ¢; (€) =

e’. Nestes casos, a expressio (2.1) assume a forma:

f(Te)~ag(T)+ea (T)+ e (T)+ ... +eNay (T) (2.2)

Onde aj (7) é a solucio analitica do problema nio perturbado.
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2.1 Metodologias e abordagens

Embora existindo uma grande gama de problemas que possuem um tratamento es-
pecifico, pode-se dizer que, mesmo indiretamente, todos se baseiam em alguns principios

comuns:
1. Toma-se como ponto de partida a solugao conhecida do problema nao perturbado
ap;

2. Cogita-se uma aproximagcao inicial em um conjunto de séries. Por exemplo, para
o caso de uma equagao polinomial (ou o polindmio caracteristico de uma equagao

diferencial homogénea) pode-se estimar uma expansao em séries de poténcias de e:
a=ag(x)d(e) +ay(x)d (e) +az(x)da(e)+... (2.3)

3. Substitui-se a série expandida até a ordem em ¢ desejada na equagao original, agru-

pando os termos semelhantes, formando uma nova série:

Ag(x)do(e) + Ay ()61 (6) + Ax(x) da () +...=0 (2.4)

4. A determinagao dos coeficientes faltantes ai(x), as(x), ..., ay(z), a partir de fungoes
destes representadas por A;(x), Ay(z), ..., Ax(z), é feita pela aplicacao do seguinte

teorema:

Teorema 2.1 (Teorema Fundamental da Teoria das Perturbagoes)
Se

Ao () 60 (2)+ Ay (2) 6y (£) + Ag () 63 () +. ..+ Ay () 6y (5) + 0 (M) = 0 (2.5)

para € suficientemente pequeno e se 0s coeficientes Ag, A1, ... sao independentes de

€, entao

Ap(x) = A1(x) = Ag(z) = ... = An(2) =0 (2.6)

5. Caso aparecam inconsisténcias na determinacao de a;, a suposicao inicial para a

expansao de a foi invalida. Outras expansoes devem ser testadas.

No tratamento de equacoes diferenciais genéricas surgem, muitas vezes, questoes que

tornam esta andlise um pouco mais complicada: a presenca de termos nao-homogéneos
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pode dar origem a um termo na solucao geral que dependa apenas em parte das solugoes
do polindmio caracteristico; as condigoes iniciais e de contorno podem levar ao apareci-
mento de € em constantes multiplicativas na solucao geral; o dominio de interesse pode
depender de ¢; e, principalmente, a solu¢ao da equagao diferencial dependeré sempre de
¢ e da variavel livre. Neste ultimo caso, surge a questao de se a solu¢ao aproximada é

acuradamente uniforme para os dominios de interesse da variavel livre (ver s¢ 2.3).

2.2 Um exemplo simples

Segue-se, agora, uma apresentacao de como estas técnicas da teoria das perturbacoes
podem ser utilizadas na solu¢ao de problemas de equagoes diferenciais, que é a aplicacao

de principal interesse aqui. Considere a equacao diferencial:

d
% +y+ey’ ==z, y(le)=1 (2.7)

para ¢ — 0. Apesar de aparentemente simples por ser de primeira ordem, o problema

exibe uma nao-linearidade em sua parcela perturbativa e é nao-homogéneo.

O primeiro passo é decidir qual a seqiiéncia é a mais adequada para a representacao
de y(z; €). Um vislumbre pode ser fornecido convertendo a equagao diferencial (2.7) em

uma forma semi-implicita:

Yoot + Yns1 — T = —ey2, n>0, comyy=0

o que fornece

i+ =0  yh+ty —z=cyi

e assim por diante, de modo que y, toma a forma yo = u(x) + ev(x). Quando uma
nova solucdo y3 é efetuada, sdo produzidos termos em ¢, €2 e £3; sendo que o padrio de
poténcias inteiras se repete para valores maiores de n. Portanto, a equacao produz uma
seqiiéncia assintotica {€"}, que serd a suposi¢ao inicial para a resolu¢ao do método. Note
que ela é consistente com a condigio inicial, e uma outra do tipo y(1; €) = 1+ /¢ forgaria

a seqiliéncia a ser ajustada para acomodé-la: {6”/2}, n € N.

Portanto, busca-se a solu¢ao da equagao (2.7) na forma:
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N

y(z; e) ~ D e yn(x) (2.8)

n=0

para z pertencente a algum dominio D a ser determinado. Quando é feita a aplicagao da

expansao (2.8) a equagao diferencial, tem-se:

(o+eyi+eh+.. )+ Wo+ep+p+..)+eo+ey+..)° —2=0

Agrupando os termos semelhantes e aplicando o teorema fundamental:
ywtyw—r=0 (a);  yi+uy—y=0 (b); (2.9)

Aqui foram ignorados os de ordem €% em diante. Analogamente, a condi¢do inicial fornece:

yo(1) + ey (1) + (1) +... —1=0

de forma que:
wl)=1 (a), wyu(1)=0 (b) (2.10)
para n > 1;

Vale lembrar que se esta pressupondo que a expansao serd valida para x = 1, algo a ser

verificado ao final.

A proxima etapa é resolver cada equagao para yo, y1. De (2.9 a), a solugao geral para
Yo é:

yo(x) =2 — 1+ Age™

Onde Ay é uma constante. De (2.9 b) vem:

yi oy = —ys = — (v —1)* = 24p(x — 1)e™™ — AZe ™
Multiplicando ambos os lados pelo fator de integragao e*:

(y1efx)/ =—yi=—(v— 1)2 e® —2Ag(x — 1) — Age™
O que fornece a solucao geral:

p(z)=—(x—17+20 —4—Ag(z—1)°e ™+ A2 2 4 Aje™®
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Aplicando as condi¢oes iniciais (2.10), obtém-se:

yo(r) =2 — 1477 yi(x) = =2 + 4z — 5 — (2% — 22) €' 4 2070

Assim, a expansao assintotica com os dois primeiros termos é:

yxe) v —1+e " +e{—a®+4r-5— (2" —22)e" " + 62(171)} (2.11)

E interessante observar que, para esta equacdo, & medida que ¢ — 0, a expansio se
torna y(z; 0) ~ x — 1+ e'™*, o que corresponde a solugdo analitica exata do problema
nao perturbado:

dy

oy = =1
o ty=a, y(1)

2.3 Tipos de perturbacoes

As classificacbes quanto ao tipo de expansao podem ser feitas em relagao a ordem,
i.e., ao total de parcelas multiplas de d;(¢) derivados no célculo da expansao, por exemplo,
em (2.7) foi feita uma expansdo de primeira ordem. Nao sdo usuais expansoes em ordem

além da segunda devido as dificuldades nos calculos envolvidos.

De maior relevancia, sao as classificagoes quanto ao fato de o estado perturbado calcu-
lado apresentar consisténcia com o nao perturbado ou ele se tornar degenerado (singular)

em algumas condicoes. Sob esta dptica, as perturbacoes se distinguem em:

1. Regulares - Sao consistentes com o problema nao perturbado e validas para todo o
dominio considerado. A expansao de (2.11) apresenta regularidade para um dominio
como |0, 1], visto que a ordem de grandeza do primeiro termo permanece muito maior

que a do segundo.

2. Singulares no dominio - De volta a expansao (2.11), constata-se que deixaria de
ser véalida para z = O (¢71), pois neste instante o segundo termo seria comparavel
ao primeiro. Portanto, solucoes deste tipo sao satisfatorias para algum z, tal que

0<2xr<X,masnao0<z.
3. Singulares no modelo - Seja a equacao diferencial:

ey +y' +y=0, 0<z<1 (2.12)
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O particular deste caso é que sua forma nao perturbada possui uma natureza dife-
rente do problema original: ¢ de primeira ordem. Fazer simplesmente ¢ — 0 trans-
forma a equagao em uma versao simplificada em demasia, ao ponto de nao mais
reproduzir o comportamento original. A explicacao desta mudanca advém a anéalise
das equacgoes do polinomio caracteristico ez®> + z +1 =0

H=—1—e—22— ...

_SlEVTode

2¢e

z

m=—1+1+2+...

Quando £ — 0, uma das raizes (z;) se torna a corresponde da equagao nao pertur-
bada (z = —1), ao passo que a segunda degenera-se em —oo. Isto equivaleria a uma

solucao independente identicamente nula.

2.4 O principio do casamento

2.4.1 Definicao

Dadas duas expansoes assintoticas , definidas com ¢ — 07 e véalidas para z = O(1) e
X =0(1), onde z = 6(¢) X na forma:

Zan(x; e) e an(X; €)

respectivamente. Estas duas expansoes sao validas em regioes adjacentes, de modo que

quando a expansao de uma varidvel colapsa, segue-se ao uso da varidvel da outra. Seja:

N M
Y a,[6(0)X5 el ~ Y An(X;e) X =0(1)
n=0 n=0
e
M N
S bulo/0E)i )~ Yo BuXie) X =0()
n=0 n=0
O principio do casamento estabelece que:
M N N
> An(X;6) =) Bu(6(e)X;6) =Y Bulw; e)
n=0 n=0 n=0

O principio do casamento é uma ferramenta 1til para o tratamento de singularidades e
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pode ser demonstrado para algumas classes de funcoes. A partir disto, foi generalizado e,
portanto, chamado de “principio” [Johnson 2005, p. 28|. Na proxima subsegao, é exibida

uma aplicacao dele ao exemplo anterior.

2.4.2 Aplicacoes do principio do casamento - tratamento de sin-
gularidades

Retornando a equagao (2.7):

d
%ﬂﬂréy?:x, y(Lie)=1

cuja solucao em expansao assintotica é:

y(rye) ~r—1+e e {—a+4r—5— (27 —22) " + 270}

que colapsa para * = O(e!). Como também y = O(e7!), realizam-se as seguintes

transformacgoes: r =1 X e y(e 7' X; ) = e 'Y(X; €), a equagao (2.7) se torna:

edY 1 € X dY
edX + € * g2 € ng YA

Seguindo o mesmo procedimento para obter uma solugao do tipo:

N
Y(X;5e)~ Y "V (X),
n=0
tem-se:
Yo+ Y7 =X (a); Yi+2YYi+Y =0 (b) (2.13)

A partir daqui, é algebrismo simples e uma unica diferenciagdo. Da equagao (2.13 a)

chega-se ao par de solucgoes:
1
Yo(X) = 3 (—1 VIt 4X) (2.14)

e serd necessario lancar mao do principio do casamento para decidir qual sinal é a apro-

priada. Do primeiro termo de (2.11), vé-se que:

Do 1ge =  Y~X; (2.15)
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A partir de (2.14), obtém-se:

1 1
oy~ 3 (—1i\/1—|—4ax> =y~ g(-lED e (2.16)
€
Comparando (2.15) e (2.16), fica claro que elas se casam apenas para o sinal positivo.
Portanto, a solucao do primeiro termo é:

Yo(X) = % (Vi+ax-1)

De posse de Yj, o segundo termo é obtido de forma imediata:

1

nX) = 144X

A expansao assintotica resultante com dois termos é:

1 €
Y(X: ~—<\/1 4X—1)— X =001 2.17
(Xie)~ g (VI [Taix  Para (1) (2.17)

Assim, a equagdo (2.7) requer uma expansio assintotica para z = O (¢7!) e outra
para x = O(1). Nao ha necessidade de uma terceira, visto que (2.17) nao colapsa quando
X — oo. Para obter y(x; €) de forma explicita, realiza-se a transformagao y(z; ¢) =
e Y (xe; ):

1
1+ 4ex

y(x;e)w%e(m—l)—

parax = O (6_1)

25
Runge-kutta 4% ordemn -
Expanséo para x = O(1)

Expanséo parax =0T

20T

Figura 2.1: (1) RK-4 e passo h = 27%(2) a expansao valida para = = O (1) e (3) a
expansao para x = O (¢71). € = 0, 05.
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Em resumo, a esséncia do tratamento de perturbagoes singulares é extrair (possivel-
mente com heuristicas) o comportamento singular de uma solu¢do e entdo, por uma

mudanca de variavel, reduzir o problema a um equivalente regular.

2.4.3 Convergéncia e acuracia de expansoes assintéticas

Nenhuma atencao foi dada aqui sobre a questao da convergéncia de uma expansao
assintotica. Como observou [van Dyke 1975, p. 30|, é desnecessario que tal expansao
convirja para determinado valor. Sua utilidade reside no fato de o erro ser da mesma
ordem do primeiro termo desprezado e, assim, decresca rapidamente o quanto menor
for . Uma conseqiiéncia disto é que nem sempre aumentar a ordem de uma expansao
melhora sua qualidade e, portanto, para finalidades praticas apenas alguns termos sao

efetivamente calculados, antes que se atinja o instante em que o erro comeca a crescer.

[x}

Wir até aqui o

Parar agui

2 4 B B ] 12 1] 2 4

Mimero de termos, n

(a) (b)

Figura 2.2: Comportamento de séries. (a) Lentamente convergente. (b) Série divergente
assintotica.




Capitulo 3

Funcionais

3.1 Definicao

Define-se funcional |Gelfand e Fomin 2000| como uma funcao (ou vetor de fungoes)
que mapeia um conjunto de fungoes para um subconjunto real, i.e., F(f) = a, a € R.
Ressalte-se a diferenga deste conceito para o de fungao composta F'(f(t)). Neste caso,
ter-se-ia simplesmente um funcao de variavel real F'(z), sendo = = f(t) e ¢ outra varidvel

real. Sao exemplos de funcionais simples:

1. O mapeamento f — f(xo) é um funcional que relaciona uma fun¢ao qualquer f

com seu valor em determinado ponto z.

b
2. A integral definida F'(f) = / f(z)dz.

3. Seja o conjunto de todas as curvas planas retificiveis. O comprimento de determi-
nada curva é um nimero real univocamente associado a ela. Assim, o comprimento

de uma curva é um funcional definido sobre o conjunto de curvas retificaveis.

3.2 Espacos funcionais

Conceitos utilizados para funcoes de variaveis reais também sao aplicaveis para fun-
cionais, como o de “continuidade”. Assim como para funcoes reais esta definicao envolvia
a avaliacao da distancia entre dois pontos no espaco, seu equivalente funcional precisa a
mensuracao do afastamento entre dois vetores de funcoes. Para defini-la, lanca-se mao do

é
conceito de “comprimento” ou “norma” de um vetor de funcoes f .
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3.2.1 Norma

Defini¢ao: A norma de um vetor (de fung¢oes ou nimeros reais) é uma funcao, |-,

que o mapeia para um valor real e possui as seguintes propriedades:

— —
o [7]z0v7
— — . .
o || f H = 0 apenas se cada componente f; de f for identicamente nulo

— —
o 7] =10l | 7] v < &

° 7) + ?)H < H?H + 17|l (desigualdade triangular)

Duas formulagoes para norma sao tteis para o trato de funcionais [Gelfand e Fomin 2000,

p.6] . .
1. HfHozmaX‘f(?) VT
(3.1)
2. H? | = max <max )7 (7')|, max ‘?’ (?)D VT

ﬁ
Na primeira formulacao, dois vetores sao considerados proximos quando ‘ f(7)-79 (7)<

€. A segunda admite um enunciado alternativo:

—

7 7 (?)) n max‘ 7 (@) (3.2)

|7

—
| = max| |
1

Neste caso dois vetores sao considerados proximos se ambos e suas respectivas derivadas
—
A : — ~
forem préximos uns dos outros. Assim, se H f—g9 H < €, entao
1

—

7 F (@) - (@) <e

F (@)= @)|<e e

3.2.2 Continuidade

— —
Um funcional F' ( f ) serd dito continuo em um vetor de funcoes f; se para cada valor

positivo € ha um outro positivo correspondente 0 tal que
— —
#(7) - (7)) < o3

dado que
- le <4 (3.4)
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Esta defini¢do muda de acordo com a norma adotada. A [-||, ¢ bem mais abrangente,
porém pode nao ser a mais adequada para certos funcionais. Por exemplo no caso do

funcional para o comprimento do arco
b
F(P) = [ 1+ (F@)as

e seja f(x) = 0 e fi(x) = 0,58sen (wz). E imediato que ||f — fil|, < d para qualquer
valor de w, mas, & medida que este parametro cresce, o comprimento de f;(x) pode ficar
muitas vezes maior que o da fun¢ao constante. Logo a norma ||-||, ndo é apropriada para

este funcional.

3.3 Linearidade e Variacao

Um funcional é dito linear se atender as seguintes propriedades:
— —

. F<af) :aF<f>

« F(F+7)=F(F)+F(7)

Este tipo de funcional é necessario para conceito de wvaria¢io (ou diferencial) de um
ﬁ
funcional. Seja F'( f) um funcional definido sobre algum espago normado e seja

— - = —
AF(Z)zF(f—i—z)—F(f) (3.5)
. . e - — ., .
seu incremento correspondente ao incremento ¢ = ¢ (') da varidvel independente

-5 - — g - . - 1.
f = f (7). Se f éfixo, AF( i) ¢éum funcional de i, em geral ndo-linear. Supondo

ar(7)=6(7) -

onde © (7) é um linear funcional e ¢ — 0 quando

que:

-
7

-
2

— 0. Entao o funcional AF <7>
é considerado diferenciavel e o funcional linear © <7), que difere de AF ( 1 ) por erro de

, € chamado de variagao (ou diferencial) de AF (7)

H
ordem maior que um relativo a H 7

e representado por 0 F < 1 ) Com base nesta definicao, chega-se ao seguinte limite:

lim AF(i)ﬂsF(i):o (3.6)

= —
|7 [~0 H 5 H
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Seja um funcional da forma

x1
—/ [z, y;e)dx
xo

Com f (x, y; €) linear para ¢ = 0. A variagdo 0F do funcional F(f) é definida por

uma expressao que seja linear em Af(x), dxg, dyo, 0x1, dy1, e que difira do incremento

AF = F(f+Af) = F(f)

. . R . ’
por um erro de ordem maior que um relativo a norma [|-||,, i.e., max |y — y*|+max |

com y* =y + 0y. Assim:

AF:/:lJréxlf(I vi da:—/ F (@, g €)de

0+dxzo
N N
> by (21 + 611) Z n'b; (z1) + Z n'bi (x0 + 670) — Y n'bi (x0)+ (3.7)
i=0 i=0

+ <Z nibi (z1) 25 a; (z1 ) - (Z nibi (o) —Zeiai (ZEO)>

Figura 3.1: Duas fungoes proximas

Devido as diferencas das constantes a serem determinadas pelas condigoes iniciais em
o+ 0xg, o € 0 modo como estas afetam os termos da expansao assintotica, os termos em
a de b diferem por um residuo R. Ainda assim, possuem uma estrutura similar por serem
solugoes das mesmas equacoes diferenciais, o que permite aproximar a expressao acima
pelo uso das relacdes €; = n' — &, S _n'b; (x0) Zs a; (xj) = Zeiai (x) + ZUZR@' ().
Restringindo a expansao para N = 1 e fazendo Apg (z) = g(x +h) — g (z), h = 1 — z0:
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AF ~ Agwlbo (1’1) +T]A5m1 bl (.Il) +A5$Obo (.To) —|—7]A5x0b1 (JIQ) +

(3.8)
+Aha0 (.170) —|—€Aha1 ({L‘()) —f-AhRO (l’o) —|—7’]AhR1 (l‘o)

Voltando ao exemplo anterior da equagao (2.7), porém assumindo que a condigao

inicial agora é y(0,99; ) = 1,01; chega-se a seguinte aproximacao perturbativa:

y(z) = 2—142,7262e77+0,05 { — (x — 1)* + 2z — 4 — 2,7262 (v — 1)* €7 + 7,4321e"2* 4 2,6752¢ "}
Tal expressao fornece um residuo na forma:

R(z) = 0,0079¢* + 0,05 {~0,0079 (x — 1)’ ™ + 0,043¢ 2" — 0,0431e "}

Uma aproximagcao pode ser feita para R(z) que seja linear para uma alteragao dyo da
condicao inicial. Estipulando dxy = 0 e, caso nao o seja, estima-se um novo valor dy; para
T = Xyp:

Yo + Oyo = g — 1 4+ Aye™™

Ay = €™ (yo + dyo — 20 + 1)

T

O que fornece a primeira parcela do residuo Ry(z) = (Ag — AO) e™ = dyge™ . Como

para y1(zo) = 0:
0=—(z0—1)"+2zg — 4 — Ag (zg — 1)? 0 + A2e™20 4 Aje20
Ar =€ ((zo — 1)? = 2xg+ 4+ Ay (mg — 1)> e — Ade?™)
Conseqiientemente:
Al = e ((mo — 1)2 — 2w +4+ Az) (o — 1)2 e "0 — Age_Q‘v(’)
Ay = A= e (A = Ag) (o — 1) 70 — (A7 — AZ) 2020
Al — A ~e™ (6yo (o — 1)% — 26y (yo — 20 + 1))
Assim, uma aproximacao linear em dyy para o segundo termo do residuo é:

Ry(z) ~ —=dype™ " (z — 1)2+25y0 (yo — mo + 1) e2(@0=2) f 025y, ((ZL‘Q - 1)2 —2(yo — mo + 1))

= 6yo (2 (yo — xo + 1) €2@0=2) €207 (39 — 1)* = 2 (yo — x9 + 1) — (z — 1)*))

Como Ry(x) vem da alteragdo na condi¢ao inicial sofrida pelo primeiro termo da

expansao assintotica yo(x) e este corresponde a solugao analitica da equagao diferencial
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linear ndo perturbada de forma geral 3 + p(z)y = g(x), a partir da solugdo geral para

uma EDO linear contida em |Boyce e DiPrima 1994, p. 13|, determina-se que:

Ro(z) = (%0) 9y

p(x) (39)

Onde y () é um termo integrante p(z) = exp [ p(x)dz. Entretanto, R;(z) nio é neces-
sariamente linear em d7y, como mostrou o tltimo exemplo. Para ele, é necessario o uso

de alguma identidade se valha do fato de yo > dyo.

3.4 Aproximacao de um funcional linear

Apesar de a expressao (3.8) ja fornecer uma aproximagao de primeira ordem em e,
nao o faz para dxg e dx;. Uma alternativa é aproximar estes termos usando o método de
Euler, ja que se conhece a derivada primeira f(x,y;¢). Ao se determinar R(x) a partir
de uma estimativa do valor de y* (x¢), tem-se que a; (zg) = 0 (i.e., em xy estd a nova

condicao inicial de referéncia, onde perturbagao é nula). Aplicando isto em (3.8):

AF ~ oy + 6y fl,, ,, + Yo+ 0x0 fl,, ,, + €1 (21) + DaRo (x0) + nlp Ry (20)
AF ~ by + 0wy (f + Af)l,, ., + 0y + 0z (f + AF)) +eay (1) +
+41 (20) 0yo Lo (1/ 1 () + nlp By (20)

0o, Yo

Como dyo + 0z (f + AF)| ~ 0ys = R (o), entao:

Z0, Yo

AF ~ by + 0z (f + Af)\xl’yl + eay (x1) + p(xo) 0yo/p (1) + Ry (1) (3.10)

Lembrando que dyp é uma estimativa para y* (o) — y (x9).

Ainda falta considerar o efeito produzido pelo residuo nR; (z1). Suas dependéncias
com as condicoes iniciais nao sao necessariamente lineares, sendo, entao, responsavel pela

parte nao-linear do incremento. De volta ao limite (3.6)

_Ar (7) —or (7)

— e
7|0 H i H

Fazendo nR; (x;) ser desmembrado em duas partes nRr; (x1) e nRy1 (1), respectivamente
V= (om0, 0y, Af) L AF (7)) =

uma, parcela linear e outra nao-linear, e considerando
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— — o .
oF ( 1 ) + Ry < 7 ); o limite pode ser reescrito como:

lim | Rn1 (90, 0y, AS)|

iy —_—
7 ||~ H i H

Ja que este residuo nao depende de dxy (devido a estimativa feita de y (zo)) e Af (que
pertence a parcela linear em €), ele pode ser simplificado para:
Ry1 (0
oy i (0%0) |
lsvoll—0 |dyoll
Ry (0yo) expressa os termos de y;(x) que sdao dependentes direta ou indiretamente das
condigbes iniciais e, portanto, de dyo. Analisando este limite sob a norma ||-||;, para que

ele tenda a zero é necessario que

i R (600)

1. =0 o que leva a O (Ryy (6 >0
P |5y0| q ( Nl( Z/o)) ( yo)
Ry, (6 , ,
2. lim M = lim ’Rm ((5yo)‘ =0 oquelevaa Ry, (0)=0
[6yo|—0 1 [6yo|—0

Portanto, satisfeitas estas condicoes, existe um funcional linear na forma

OF = dy1 +6x1 (f + Af)l,, ,, +€ar (z1) + p (o) dyo/ 1t (x1) + nlpa (21)

-
]

capaz de aproximar AF com um erro menor que
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1.08

(¥, D,DS);YD =12 runge-kuttalfla'ordem
yix; 0,017, g = 1.0
¥iG DD +EF, ¥y =127

0.55

Figura 3.2: Gréafico comparativo entre diversas aproximacoes para a equagao (2.7), com
a dependéncia das condigoes iniciais.

3.5 Generalizando para n equacoes

H& um caso especifico de sistemas de equacoes diferenciais que permite expansoes da

[e.e]
forma y;(x; €) ~ E ey (z) para cada suas equagoes, de modo a valerem as condigbes
n=0

de existéncia de um funcional linear determinadas no item anterior. Seja um sistema na

forma:

\

% = fll ($, yl) + 51f12 (x, 7)
Y2 — for (x, y2) + € fr (2, )
(3.11)

Como sao equacgoes que apresentam regularidade no modelo, o primeiro termo para

~ » ~ ~ ~ /
a expansao de cada uma serd a solucao da equacao em sua forma nao perturbada y, =

fir (z, y;). Como foi previamente assumido, esta possui uma solugao analitica conhecida

. — ~ .
Y; = gi1 () e o conhecimento de cada componente de y em func¢ao de z permite reescrever
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(3.11) como:

% = g1 (v) + 1912 ()

92— go1 () 1 + £2g2 ()

(3.12)

L CZI_; = Ggn1 (x) + Engn2 (17)

A partir deste novo sistema, é possivel calcular uma expansao para cada y;(z; &;)

independentemente das demais.



Capitulo 4

Aplicacoes ao Projétil Balistico

O projétil balistico € um modelo simples e real que mostra a utilidade da presenca de
funcionais lineares na determinacao do impacto de pequenas mudangas nos parametros
de um sistema. Aqui sera utilizado uma versao adaptada do modelo “ponto de massa”

(PM) contido em [McCoy 1999], com as seguintes caracteristicas:

1. O projétil é tratado como uma massa pontual, apenas sob a influéncia da gravidade
e do efeito de arrasto (drag). Nao sdo considerados efeitos oriundo de sua aero-

dindmica (lifting) ou estabilizacdo giroscopica (magnus), conforme o PM classico;

2. Serao consideradas altitudes moderadas a fim de poder se tratar a densidade do
ar como constante. Inicialmente, serao utilizadas velocidades iniciais subsonicas
(v(0) < 300m/s) a fim de se manter o coeficiente de arrasto (Cp) constante. Ao

fim, uma avaliacao de um Cp variavel sera feita;

3. Tal como no PM classico, a for¢ca de arrasto possui a mesma direcao do vetor ve-

locidade e sentido oposto, sendo proporcional ao quadrado do modulo de .

Com estas consideragoes, as duas equagoes que regem o movimento de um projétil sao:

u'(t) = —%uv u? + w? ac horizontal
w’ (t)=—g9— %wv u? + w? ac vertical (4.1)

u(0) = v(0) cos ap, w(0) = v(0)sen ay
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Figura 4.1: Modelo balistico representado.

Onde g é a aceleracao da gravidade, p é a densidade do meio, A a area secao reta do
projétil, m sua massa, v = vVu? + w? e o o angulo de elevacao de disparo ou simplesmente

elevacao.

Sao duas equacoes diferenciais de primeira ordem simultaneas e que nao possuem
solucao analitica conhecida. Algumas aproximacoes analiticas podem ser feitas para nos
casos de “tiro plano” (ap < 5°) [McCoy 1999, p. 88-97| ou para situagdes de velocidade
hipersonica (v > 1mach), quando Cp o 1/v. Uma outra linha de abordagem apresentada

aqui é a de expansoes assintoticas perturbativas.

4.1 Expansoes assintoticas para o modelo balistico

E imediato que o sistema (4.1) possui a mesma estrutura apresentada em (3.11),
estando a parte linear de cada equacao livre de variavel que nao seja a mesma do derivativo.
A solugao de seu sistema equivalente na forma (3.12) envolve uma quantidade consideravel
de célculo e, por isso, foi posta no apéndice A, sendo apresentado aqui apenas o resul-
tado final. Breve analise destas expansoes para o caso subsonico pode ser encontrada em
[Johnson 2005, p. 198], [de Mestre 1990, p. 84] e [de Mestre 1991|. Para as equagoes de

velocidade:

Vo COS (Y (t voSeN a0> g visen2ay  vp cos® g 1 (gt — vpsen o + S) } (a)
—— (t———— ) S — n a

2 g a vo (1 — sen ayg)

u(t) = vgcosag + k {— 10 %

w(t) = vosen ag — gt + % {$*—v3} (b)
(4.2)
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onde

S = /13 — 2gtvgsen ag + ¢2t2, v(0) = vy e k = 0,5pACH/m

Realizando a integragao de u(t) e w(t), sendo as condigoes iniciais u(0) = 0 e w(0) = 0:

{L’(t) = tygcosag + k {%;0‘0 (,US _ 83) + chQo;jao (S _ Uo) B tvgsj;gao (a)

_’US’ cos® ag t — vosenag | 1y gt—vpsen ag+S
2g g vo(l—sen ap)

4 3 4 2
= _ g vosenao 4 S (4 wosenag ) _ Ygl | Ugsenaocos”ag
y(t) = tvgsen ap — %5 + k:{ 27 T 125 | g 5, T 307 + (b)

+v(2) cos? ag (t o ’Uosenao) g + Ué CSOS; @0 In (gt—vosenao—f—S)}
g g

8¢ vo(l—sen ap)

(4.3)

Seré analisada a presenca de um funcional linear para trés parametros da formula: p,
vp e m. Para o caso de p, a resposta é de imediato afirmativa, pois este se enquadra na
situacao em que nao ha dependéncia nenhuma das condigoes iniciais, quando a variacao de
um funcional depende exclusivamente das mudancas no fator perturbativo representado

por k, que é proporcional a p.

Em vy, tem-se a alteragdo da condigdo inicial para as equagoes (4.2), o que leva a
situacao onde existe um residuo nao-linear (sg 3.4). Entao é necessario avaliar se a parte
nao-linear do residuo R(z) oriundo da variacao de vy decai com uma ordem maior que a
unidade. Uma inspecdo nas formulas (4.2) e (4.3) mostra uma dependéncia do segundo
termo da expansao que é O (v3) para as de velocidade e O (v]) para as de espago. A
expansao binomial de v} (1 + dvg)”, n € N, quando dvy = Avg/vg < 1, ¢ aproximada
por v3 (1 +ndvg + O (6v)), o que garante uma parte nao-linear do residuo que seja no

minimo O (6v?). A derivada deste residuo ¢ O (duvp), logo vai a zero quando dvg — 0.

Por fim, m, tal como p, afeta exclusivamente as mudancas em k, porém ¢ inversamente

proporcional. Isto gera algumas consideracoes praticas a serem vistas adiante.

4.2 Experimento numérico do projétil 105 mm HE

Este tipo de municao esta ainda em uso por diversos exércitos, fornecendo uma base

experimental ja bem conhecida. Seus dados sao:

e massa m = 14,969 kg.
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o Area efetiva da secdo reta A — 70,1049 /4 ~ 8,64x1073m?,
e densidade do ar a nivel do mar e 15°C p = 1,225kg/m3.

e Coeficiente de arrasto para velocidades subsonicas Cp = 0, 124.

Com estes dados, pode-se verificar que o termo perturbativo k = 4,39x107° < 1, o que
torna valida a aproximagao para velocidades até cerca de 300 m/s, quando a parcela per-
turbativa comega a ter a mesma ordem de grandeza das demais. O experimento consiste no
uso de um método numeérico (uma adaptacao do RK-4 constante em [Fazuri e Matos 1998|
com os dados de [McCoy 1999, cap. 8 e 9]) para o calculo do alcance de disparos a diver-
sas elevacoes e seu tempo de voo. De posse destes, foram feitas pequenas mudangas na
densidade (+1% do padrao) e da velocidade inicial (+ 1,0 m/s) e calculada a altera¢ao no
alcance para um mesmo tempo de voo. Por fim, sao feitos novos calculos numéricos com
mudancas dez vezes maiores e comparados estes com os multiplos de dez das mudancas
unitarias. Os graficos das figuras (4.2) a (4.7) mostram as saidas para esta etapa, todos

feito com a velocidade padrao mais baixa do projétil 105 HE, vy = 195, 1m/s:

180 :
10°AF (v + 1)

AFfy +10)

160

o T

120 1

100 1

80

G0

40 T

7T

0 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500

Figura 4.2: Gréafico variag¢ao de alcance x alcance para acréscimo de 10,0 m/s na veloci-
dade inicial. Tempo de voo idéntico.
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0.6

05 B

03 q

01 q

0 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500

Figura 4.3: Modulo da diferenca entre as curvas do grafico anterior.

a0 -
10°AF{p + 0,01)

AF[p+10,109)

2T

0 a00 1000 1500 2000 2500 3000 3500

Figura 4.4: Grafico variacao de alcance X alcance para acréscimo de 10% na densidade
do ar. Tempo de voo idéntico.
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01 =

0 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500

Figura 4.5: Modulo da diferenca entre as curvas do gréafico anterior.

140 T T T T

10%4AF[v + 1, o+ 0,019)
AF (v +10, o+ 0,10p)

100 1

60 [

2070

0 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500

Figura 4.6: Gréafico varia¢ao de alcance X alcance para acréscimo de 10,0 m/s na veloci-
dade inicial e de 10% na densidade do ar. Tempo de voo idéntico.
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Figura 4.7: Mo6dulo da diferenga entre as curvas do grafico anterior.

Foram constatadas a proporcionalidade das variacoes, bem como sua aditividade. A
3400m para variacao tanto em densidade quanto vy, a diferenca entre o valor real e o
estimado foi de apenas (133,2/130,8 -1,0)x100 = 1,84%. O proximo teste foi similar a
este, porém estendendo o tempo de voo do projétil até o instante de impacto para as tra-
jetorias com perturbagoes. Como agora é ultrapassado o intervalo original de integracao,
a presenca de um funcional linear 0F depende da validade do termo de extrapolagao
oxy fl,,,, do funcional linear (3.10). A aproximacdo linear das variagées da velocidade v
e da ordenada y sob mesmo tempo de voo, prevista teoricamente, garante essa validade

da extrapolacao e foi comprovada numericamente.

Os graficos das figuras (4.8) a (4.13) mostram as saidas para este novo procedimento

com ordenada final nula, todos feitos com vy = 195, 1m/s:
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Figura 4.8: Grafico variacao
dade inicial. Ordenada final nula.
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Figura 4.9: Modulo da diferenca entre as curvas do gréafico anterior.

de alcance x alcance para acréscimo de 10,0 m/s na veloci-
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Figura 4.10: Grafico variacao de alcance x alcance para acréscimo de 10% na densidade

do ar. Ordenada final nula.
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Figura 4.11: Modulo da diferenca entre as curvas do grafico anterior.
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Figura 4.12: Gréfico varia¢ao de alcance x alcance para acréscimo de 10,0 m/s na veloci-
dade inicial e de 10% na densidade do ar. Ordenada final nula.
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Figura 4.13: Diferenca entre as curvas do grafico anterior.
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As correcoes mantiveram a linearidade aproximada, como previsto. Era de se esperar
que variacoes em velocidade apresentassem erros um pouco maiores em virtude da apro-

ximacao feita para a expansao binomial, que desprezou termos de ordem mais elevada.

Tais correcoes, como ja informado, sao inversamente proporcionais & mudancas na
massa do projétil, porém ha uma discrepancia entre este resultado e o que é feito na
pratica. Utiliza-se uma unidade de variagdo de peso denominada quadrado(qd) que de-
pende da massa considerada “padrao”, sendo que para o modelo 105mm HE, 1 qd cor-
responde a cerca de 0,272 kg . A correcao de um quadrado a mais é tratada de forma
proporcional para a adicao de dois ou trés, quando na realidade ela nao o é. A correta

relacao de proporcionalidade é:

AF(m +nAm)/AF(m + Am) ~ ( pACp pACD> / (2( pACp pACp)

2(m + nAm) 2m m + Am) 2m

N ((m IZAAZ)m) / ((m Iiﬁ)m) - fo ++ nAAmm

onde Am é a massa de um quadrado e n o ntumero destes a mais que o peso padrao. Tendo

m = 14,969 kg e Am = 0,272 kg como constantes, a razao acima perde a proporcionali-

dade para valores mais altos de n (graficos das figuras 4.14 e 4.15).

(14.969+272)/(14.969+.272%)

- 018 x+1.018

Figura 4.14: Gréfico funcao (m+ Am)/(m-+nAm) para os valores de m e Am do projétil
105mm HE comparada a uma funcao linear.
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Figura 4.15: Gréafico variacao de alcance X alcance para acréscimo de 10 qd na massa do
projétil, com duas estimativas feitas a partir da variacao para 1 qd. Ordenada final nula.

O uso da unidade de quadrados, porém, pode fornecer até razoavel aproximacgao para

mudancas de poucos quadrados.

25
2*AFm+ W) errdinen

2*AFim+ W) correto i
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207
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Figura 4.16: Grafico varia¢ao de alcance X alcance para acréscimo de 2 qd na massa do
projétil, com duas estimativas feitas a partir da variacao para 1 qd. Ordenada final nula.
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4.3 'Trajetorias em regime supersonico

Para trajetorias supersonicas, é possivel uma aproximacao analitica para de Cp em

velocidades de alguns machs, na qual:

1
CDO(—

VM

Onde M ¢ a velocidade em machs. Por meio disto, transformam-se as equagoes (4.1) em

um novo par:

u'(t) = —kuv/u? + w? ac horizontal

w(t) = —g — Fw/u? + w? ac vertical

0.44 o

04497 AW

042 r

NN

03| r \
036
034
032 r

037

0z2s

026

Figura 4.17: Grafico Cp x wvelocidade (machs) do projétil em estudo justaposto a uma
aproximacao analitica para o intervalo [1,2; 2,1| machs

Nao existe uma forma analitica para u(t), w(t), z(t) e y(t), porém uma solugdo em

série de poténcias é satisfatoria e esta disponivel no apéndice A. Seus resultados sao:



4.3 Trajetorias em regime supersonico 35

u(t) = vp cos oy

3
_E (vo cosap) 2

g ((gt — vosen ag) 2F1 (3, —1; 55 —5%) + vosen a2 Fy (3, —5: 33 — tan® ay))
ok 9,0\ 2 5
w(t) = vgsen oy — gt + @ ( — 2¢gtvgsen ag + g°t )4 -5
7 (vo COSOCO)% 202 cos? ag 1 5. 1. 1 5.1 2
x(t) =tvgcosag — k 7 { 52 (QFl (—5, -1 3 — tan? ao) — 9o ( 5, —75 55 —S ))

1 _1.3. 2
+tvgsen ago FY (5, —7; 5; —tan ao)}

y(t) = tvgsen ag — gt2+

ok 5 5
Jr@ {(vo cos ap) 2 ((gt —vosenag) o F1 (%, fg; %; 752) + (vosen ag) 2 F1 (%, f%; %; — tan? ao)) - tvg}

gt—vpsen agp
V0 COS g

S

Sendo o F7 (a, b; ¢; x) a série hipergeométrica gaussiana, convergente para s < 1. A
verificacdo da presenca de funcional linear é semelhante a anterior. Para a velocidade,
a fragdo (gt — vosen ag)/(vgcosag) é O(1) para vy, estando a principal contribuigiao das
parcelas perturbativas associadas a v (1 + dvg)"; com r igual a 5/2, 5/2, 7/2 e 7/2 para
uy, wy, 1 e yp respectivamente. Tal como para o voo subsonico, quando dvy < 1, pode-se

aproximar para vj (1 + rdv).

Na trajetoria subsonica, a temperatura do meio nao influencia em nada o modelo,
porém agora ela tem participacao na conversao de k para k. Por exemplo, para a acele-

racao horizontal:
") — 2 2 _ _pACp 2 2 _ _ _pAK 2 2 _ _ _pAK 2 2 _
u (t) = —kuvu? + w? = =2 -Luv/u? + w? = AUV Ut +w? = — By u? 4 w? =
AK \fUsom AK \/ som T
— p u2”+ uvu? + w? = —LEEVsom ) Y2 4+ w? = —kuv/u? + w?

onde K é uma constante e a velocidade do som no ar é determinada pela formula v, =
v 1,404RT., R é a constante universal dos gases e T, a temperatura em kelvins. Portanto,
uma, variacao Ak é proporcional a /T, + AT, ~ /T, + 0,25AT,/{/T2, garantindo a

aproximacao linear dentro das variacoes meteorologicas usuais. Para a densidade do ar e
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a massa, o raciocinio permanece o mesmo do voo subsonico.

30

G0 - 10T OT - 1 DVAR +0,01
AF [ t+0,101)

20

0 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000

Figura 4.18: Grafico variagao de alcance X alcance para acréscimo de 10% na tempera-
tura. Ordenada final nula e velocidade inicial supersonica (700 m/s).

08 E

06 F b

02 F E

0 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000

Figura 4.19: Modulo da diferenca entre as curvas do grafico anterior.
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Apesar de validas em teoria, a utilidade pratica das expansoes (4.4) é baixa, pois
a presenca de um termo pequeno em relacao aos demais desaparece. Para se ter idéia
das ordens de grandeza envolvidas, convém reescrever as equagoes (4.1) em sua forma
adimensional, i.e., reescalonar as variaveis de forma a eliminar as unidades de medidas.
Escolhendo vy como parametro de velocidade e g para a gravidade unitaria representativa,
obtém-se varidveis adimensionais com as transformacgoes v = vV, t = vyT/g. As equagoes

diferenciais do sistema adimensional equivalente a (4.1) sao:

U(T) = —eUVU2 + W2 ac horizontal
W\(T) = —1—-ecWU2+W?2 ac vertical (4.6)

U(0) = cos ap, W(0) = sen g

com € = kvi /g. Portanto, quanto maior a velocidade, pior a aproximagao. Para um tiro
supersonico ainda ha o agravante de k ser setenta vezes maior que k para o projétil tomado
como exemplo. As expansoes (4.5) podem continuar em uso para um hipotético percurso
em meio resistivo com o comportamento descrito na figura (4.17) e baixa velocidade, mas

a abordagem dada no préximo capitulo permite contornar tal dificuldade.



Capitulo 5

Expansoes para Altas Velocidades

As expansoes feitas originalmente perdem a validade para velocidades ja da ordem de
vp ~ 300m/s. Para estes casos, usando o projétil 105 HE (k = 4,4 x 107°) como exemplo,
tem-se um termo perturbativo adimensional de ¢ = kv3/g =~ 0,4 . A expansio em
alcance horizontal perde a validade (i.e. a ordem do primeiro termo é igual a do segundo)
para t = O (¢72) e como o equivalente dimensional de e72 & t = vy/ (g(0,4)%) = 191s,
tem-se que a validade dela ¢ da ordem de uma centena de segundos. Para as expansoes
supersonicas (K = 2,9 x 1073, € &~ 26,2), isto torna-se mais critico. Devido a presenca
da série hiperbdlica, ndo é trivial avaliar a validade para as expansoes (4.5), exceto para

a velocidade vertical w = v,, cuja a validade vai até t = O (5’2/3). Neste caso, t =

vo/ (g\B/ (26, 2)2) ~ 3, 5s, nao mais que alguns segundos.
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Figura 5.1: Grafico

alcance x tempo para vy = 300m/s, oy = 45° e voo subsonico.
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Figura 5.2: Grafico alcance x tempo para vy = 300m/s, ap = 45° e vOo supersonico.
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Uma abordagem |[de Mestre 1990, p. 86| capaz de contornar tal dificuldade é reescre-

ver as equacoes do movimento em outra forma que permita a existéncia de um termo

perturbado valido para altas velocidades. Uma candidata seria a descricao do movimento

cpz — . _ . ~ —_—
pelos vetores unitarios normal 7" e tangencial 7. Seja o o angulo formado por 7 com
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. . - . — p , N
o vetor unidade cartesiana ¢ . Como o vetor velocidade v também é sempre tangente a

trajetoria, tem-se:
ﬁ
A
dt

Cuja diferenciagao em relacao ao tempo fornece:

L &7 dv_,  d7

e - a T Vw

_'B,Ju yn
Fo
y
il T
R Y . R i B 2 S—
0 5enlo
| Mg cos(a) jI
’ » | o
(21 & (b) X

Figura 5.3: Relagdo entre as componentes cartesianas e o sistema normal /tangencial.

Pode-se verificar pela figura (5.3-b) que o par T e T sao rotacoes dos vetores constantes

-  —
cartesianos ¢ e j . Aplicando a transformacao de rotacao em torno do angulo a:

— e e
T =cosa 1 +sena )
— - -
n =-—senat +Cosx )

. —_— ~
Derivando 7 em relacao ao tempo:

dT do — n do —  da_,
— = ——Senua i — COS (v = —nNn
dt dt dt 7

Que substituido na formula para a aceleracao resulta em:

&7 dv_, do_,

e a Tl

A decomposicio em 7 e 7 das aceleracdes atuantes sobre o projétil mostradas (fig. 5.3-a)
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fornece o sistema:
dv

% = —gsena — Fp/m

do

Uz

= —gcos«

Onde ¢ é a aceleracao da gravidade, m a massa do projétil e Fp a forca de arrasto.
Considerando meios em que a resisténcia é proporcional a alguma poténcia da velocidade

e tendo o modelo quadratico como base, o sistema é reescrito na forma:

&= —gsen o — 5=pACpv?

dae __
VG = —gcosa

Sendo v a velocidade, o o0 angulo da trajetoria, p a densidade do ar, A a area da secao
reta do projétil e Cp o coeficiente de arrasto (drag coefficient). Para o caso particular em
que n = 0, Cp é uma constante adimensional. Nos demais casos, Cp é uma expressao
exponencial da forma Cp = C}, (M /v)", sendo M o ntimero de Mach e C',uma constante.

Encapsulando os termos constantes em k = pAC,M"™/(2m), o sistema se torna:

dv

%= —gsena — kv?n

(5.1)

do

Vgt

= —gcosa

E chegam-se as equacoes de movimento para as componentes normal e tangencial.
Para o voo subsonico, faz-se n = 0 e para o supersoénico, n = 0,5. A fim de gerar
um termo pequeno, é feito um processo de adimensionalizacdao tendo como medida de

comprimento vy /k e de tempo v}/ (kvo). Desta forma, v = vV e t =T/ (kvy™"):

k:véfnvodv o 2—ny2—n k”éinvodv — 2-ny/2-n
o = —gsena — kvg "V o = —gsena — kvy "V
— —
1-n da __ 1-n da __
kvy "vov i = —gcosa kvy "uoV 4 = —gcosa
av. _ g _ 1/2-n
T = "t sena —V
Vi — 4 cosa
= g
dt kvg™"

Se k = O(1) (como no exemplo para o voo supersonico) e vy > ¢, entdo pode-se
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considerar ¢ = g/ (]ngn)

& = VI —esena
(5.2)
Vccll—f; = —ecosa

Multiplicando a ultima equacgao por cos a:

% = —V*" —esena % = —V*" —esena
H
d
Vcosa®e = —¢cos® o yaere) (Se"a) =e(sen*a —1)

Realizando as expansoes formais:

V(T)=Vo(T)+eVi(T)+ O (%)

sena (T) = Ay (T) + A1 (T) + O (%)

Desprezando os termos de ordem maior ou igual a O (¢?), tem-se:

dV; %
d—T?+ dTl — (Vo +eV)* ™ — £ (Ag + c4))
dV; A%
d—; + Sd—TI ~ -V —(2-n)eVy "V —edo = Vi " — e ((2—n) V) T"Vi + Ay)
dAO dAl 2
(Vo +eWr) (d_T + gd_T) ~e((Ado+ed)” —1)
dA dAo dA;

O que gera os seguintes sistemas diferenciais (descartando o termo em £2):

Wy W (2 m) VIV - A
‘/0%:0 e ‘/idA0+%dA1_A2_1
Vo(0) =1, Ap(0) = sen ap V1(0) =0, A;(0) =0

A solucao para o primeiro sistema é:

Vo(T)=(1-n)T+1)77 e AT =senay



5 Expansoes para Altas Velocidades 43

Substituindo no segundo:

an _
ar — T (- nT+1V1 SEn Qo

(1 —=n)T + 1)ﬁ = — cos? ay

O que fornece:

sena()(((l—n)T—i-l)%—((1—n)T+1)> 1—((1—n)T+1)H

= — o2
W) = 3 " on e Ai(T) = cos” o 5
A determinagao da velocidade horizontal e alcance (apéndice B) fornece:
2-n
dXx 1 (((1fn)T+1) n—1 7((17n)T+1))
S ~cosag | (1 —n)T+1)"7 + esenag —
(5.3)

2—n

. ((1fn)T+1)ﬁ —((1-n)T+1) ) )

1
- —2(1-n)((1—n)T+1) =1 —T((1—n)T+2)+2
X =~ cosag (M—I—&?senao(( )

n 2(3—2n)
(5.4)
_((1—n)T+1)n"1—nT((1—n)T+2)—1))
2n(n—2)
Para n = 0:

dX 1 gsen ap 2 3
— — T+1 5.5
T cosao(T+1+ 5 ((T+1)2 T—1—1+( +))) (5.5)

£sen oy
12

X &~ cosag (1n(1+T)+ (—Til —61n(1+T)+(T+1)2+3)> (5.6)

ou, redimensionalizando:

vx(t)%vgcosao( ! +95€”O‘°(( 23 +(tkv0+1)>) (5.7)

thvy + 1 6kv? thug+1)*  thuo+1

gsen g
12kv3

4
(ln (14 tkvy) + (— — 61n (1 + thvy) + (tkvy +1)° + ))
(5.8

tkv[) +1
)
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Para n = 0,5 (v6o supersonico):

ﬁNcosa (L—l—ssena < 5 —(T+2)— 8 +(T+2))>
dT "\(T+2)7? “\ir+2? 2 3r+2’ 3
(5.9)
4 4 (T 42)° —24 4
X~cosag | 2— == +esenag | — — — 5.10
”( T+2 0( (T +2)° 12 3(T+2))> (5.10)
ou:
~ 4 sen o 8 _ (thyvo+2) 8 (tky/vo+2)
Ux(t) ~ Vg COS (g ((tk\/%—I—Q)Q + Zvo\/% ((tk w0+2)° 2 3(tk\/%+2)2 + 3 ))
~ C08Q0\/v0 4 sen a 4 (tk\/vo+2)% —24 4
x(t) = 13 : <2 T thy/oo+2 + Zvo\/v% <_(tk\/%+2)2 - 012 - 3(tk\/170+2)>>

5.1 Propriedades das expansoes

Dada a dependéncia inversamente proporcional entre € e v, a precisao delas aumenta
junto com velocidade inicial, tornando-as mais adequadas para o trato de projéteis balis-
ticos. A faixa de vy entre 200- 300 m/s exibe uma quase equivaléncia entre este tipo de

expansao e a anterior para o projétil 105 HE.

4000

Mumérico
expansdo para baixa velocidade A

25m + expansdo para alta velocidade

3000
2800 1
2000
1500
1000

00

] 5 10 13 20

Figura 5.4: Gréafico alcance x tempo (vy = 300m/s e a = 45°) para trés modelos: RK-4,
expansao para baixas velocidades (1* ordem) e a expansao para altas velocidades (ordem
Z€r0).
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Figura 5.5: Grafico diferenca de alcance X tempo representando o quanto as expansoes
do grafico anterior distam da curva numeérica.

Um aspecto vantajoso do modelo de expansao usando coordenadas radial e tangencial
é a presenca, ainda que implicita, do termo perturbado ja no primeiro termo da expansao.
Isto lanca a possibilidade de usar a segunda parcela como um estimador de erro. A

estrutura das expansoes em altura exibe possibilidade analoga:

4Y ~ senag ((1 —n)T + 1)ﬁ +

dT
) (5.11)
1 —-n
+e (0082 0p U= T (AT o2 o (AmTHD (A=) T4)
Y & sen ag (% — W) e (_ cos? g 2((17n)T+1)?(;:z:)((lfn)T+2)f2+
1

—sen? ag 2(1_”)((1‘”)T+21()3_21n4)rT((1—n)T+2)+2

(5.12)

Para cada uma das expansoes em distancia, hd um termo secular que limita a validade
da expansao para T = O (5_1/2), quando tanto a primeira e a segunda parcela de cada
expansao se tornam ambas O(1). A questdo é o quanto, no decorrer do tempo, X; e

Y; ficam significativos em relacao a Xy e Yj, respectivamente. Da mesma forma, qual
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a relacao de Vxy e Vi com Vxg e Vyo? Trabalhando com as formas adimensionais da

aceleracao para avaliar o comportamento, tem-se:

Ve — Anyx = cosag (— (1 =n)T+ 1)% +

dT
3=2p 2-m
+esen ay <(”2)((1”)3T;11) e v S 7((17H)T2+712Ln +n1)>
(5.13)
dVy 2-n

¢ =Acy = —senag (1 —n)T + 1)1

2—n 3—2n
—(1—n)T+1) =T -1 —2)(1—n)T+1) "= T 4n—1

2—n 3—2n

No instante inicial, cada expansao tem a seguinte constituigao:

n—24+n—-1 —-1+n-1
Acx(0) = -1 _
cx(0) cosao( +Esena0( 3 —om oy ))

2n —3 -2
Acx(0) = cos ag <—1 + esen ( n n )) = —cos

3—-2n 2-n
—1 —1 -2 —1
Acy(0) = —senag + ¢ | cos? a0+—n + sen? aow
2—n 3—2n
Acy(0) = —senag + € (— cos® oy — sen? ao) = —senog — €

Redimensionalizando a. = Acvy "k e lembrando que € = g/ (kvj™"):
ter(0) = — cos agug "k
aey(0) = —sen agvy "k — g

Isto concorda com o esperado no modelo: no instante ¢ = 0 atuam apenas as compo-
nentes da forca de arrasto Fp = —v3 "k e a gravidade g, porém revela que, nos instantes
iniciais, o maior montante da aceleracao se encontra em Acxo (a resisténcia do ar nessa
dire¢do) e em Acy; (a gravidade). O resultado disto é que as expansoes em X podem ser
por algum tempo bem representadas exclusivamente por seus termos de ordem zero, em
especial para angulos de lancamento pequenos devido fator sen oy em X;, ao passo que

as expansoes para a direcao Y precisam dos dois.
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Figura 5.6: Gréafico altura x tempo para vy = 300 m/s e oy = 45°.
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Figura 5.7: Grafico alcance X tempo para vy = 300 m/s e o = 45°.

5.2 Presenca de funcionais lineares

O primeiro termo da equacao para o alcance horizontal nao possui explicitamente
nenhum indicio de variagao linear em £ ou vg, levando a necessidade de algumas manipu-
lacoes para verificar sua existéncia ou nao. Lembrando que a relagao entre o tempo real

t e o adimensional ¢ T = tkvy ™ e k < 1, pode-se ter uma boa duracio de véo em que
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T < 1/(n—1). Para o exemplo em questao com n = 0,5 e vy = 400m/s este valor chega
t ~ 34,0s. Dentro dos seus limites de validade, uma expansao em série binomial para o
caso geral pode fornecer resultados sugestivos para qualquer valor de n (excetuando n =
Oen =1):

X(T)~ 1 (=)D T _

n

=1 114+ 2 (1-n)T+1i2 (% —1)(1-n)"T2+0(T%)
X(T)~ -t (1= nT+ 2724 0 (1%) —T im0
n n 2 2
Redimensionalizando:

n

1 1
x(t) ~ %0 (tmg—" + §t2kzv§_2n +0 (t3)) = tvg — §t2kv§_" +0 (#)

Axz(t) = t (v + Avg) — 2% (k + Ak) (vo + Avg)* ™" — tug + L2 koy "
Considerando Avg /vy < 1:

Az(t) ~ tAvg — 1% (k + Ak) (v + (2 — n)vy "Avg) + $t2kvg ™"

Az(t) = tAvg — L2 (k + Ak) vj " — 22 (k + Ak) (2 — n)vy "Avg + H2kvg "

Az(t) = tAvy — 22 Akvy " — 3t2k(2 — n)vy "Avg — 1t%(2 — n)v) " AkAvg
Descartando o termo quadratico em A:

Az(t) & tAvg — 22 Akvg ™" — $12k(2 — n)vy " Avg

Az(t) =~ tAvy (1 — 3th(2 — n)vg ™) — SE¢205 "

O que expoem nao so6 a proporcionalidade entre Avy e Ak, mas também a aditividade
entre eles para varia¢oes em primeira ordem. Para o caso subsonico (n = 0), o raciocinio

torna-se o mesmo, pois para 7' < 1 vale a aproximacao:

T 73 T4 T2
mh(1+T)=T-—+—5—-—+...=T——+0(T?
n(1+7) st3 T+ 5 +0(T°)
Isto leva a raciocinio idéntico ao anterior e ela é valida, para projétil 105 HE e vy =

400m/s, até cerca de 75s. Em ambos os casos acima, o primeiro termo da expansao
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dimensionalizada é vgt, que corresponde a distancia que seria percorrida em condicao de

vacuo.

E possivel determinar a presenga de funcionais lineares em valores de t > 1/(n — 1)
para casos particulares de n. Para n = 0,5 (supersonico do 105 HE), o primeiro termo
da expansao pode ser aproximado considerando sua fracao como o somatoério de uma

progressao geométrica:

4 1 2 4 8 1
XT)=2————==2-4(=— =4+ —=——+...)=2—-4(=—-0(T?
(T) T+2 <T R I T > (T O ))

Redimensionalizando:
v/ Vo 1 _9
=Y - (2—-4
x(t) p m U0+O(t )

Como T neste caso é grande, 772 & pequeno, o que permite:

2 Vo 4
x(t)%T\/_—%

N e 2
Ap(t)~ 200 F B0 4 AT

k4 Ak t(k+ Ak) Kk
Ax(t) ~ 2/vo + Avg/ /vy 2\/v_o+i 4

k+ Ak kot t(k+ Ak)
Aa(t) ~ 2k\/Uo + Avgk/ /oo — 2 (k + Ak) /oo k+ Ak —k
- (k+ Ak) k tk (k + Ak)
Avok//vo — 20k /vy Ak
A R~ 4
z(t) Gkt ARk Ctk(k+ AR
Ax(t) Avgk 4Nk — 2Akt\/vg Auvok 20k (2 — ty/vo)
x(t) ~ =

ookt ARk T (k1 Dk Vi (ktARE T tk(k 1 AR

Como k> Ak e k < 1:

20k (2 —t
A:L‘(t) ~ AUO + ( \/U_O)
NG th?

O que determina a presenca de um funcional linear para 7> 1/(1 — n).

Falta o caso particular para quando a resisténcia do meio é linear (n = 1). Nesta
situagao, as expansoes em primeira ordem revelam ser exatamente iguais as solucoes
analiticas conhecidas para este caso:

Vo COS (g (1 _ eikt)

x(t) = k
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1
y(t) = . {% B (g+ k‘v](;senao)e_kt g+ vosenao}

Isto nao é mera coincidéncia. Caso nao se houvesse, por exemplo, desprezado o termo
em segunda ordem para y que surge a partir do produto das expansoes de primeira ordem

de v e sen a (seguido por uma integracdo), a expressao seria:

1 g (g+kvsenag) 4, g’ 2 —k k
t) = —9+ — e " — gt + vosen oy — ~2—sen o cos” ag (2tk + e — M
v =1 {2 . gt-+vosenan — 15 —sen g cost o )
onde se pode ver que ha claramente o termo secular (th + ekt — ekt). Fica evidenciado
o principio das expansoes assintOticas de interromper a adicao de novas parcelas quando o

somatorio atinge seu menor erro. Como nao necessariamente convergem, expansoes mais

longas podem ter menor precisao.

5.3 Estimativa de variacoes

A Analise de Sensibilidade Local (ASL) se concentra no impacto circunstancial de
parametros num modelo. Segundo [Saltelli et al. 2004, p. 83|, a forma mais simples
de calcular sensibilidades locais é alterar ligeiramente um dos parametros de cada vez e
reexecutar o modelo. Usando a aproximacao por diferencas finitas, os elementos de uma

“matriz de sensibilidades” seriam:

of _ f(wi+Ap)—[(p)) i=1..n (5.14)

Op; Ap;

Este procedimento é conhecido como método de for¢a bruta ou indireto. Tem a van-
tagem imediata de dispensar mudancgas no modelo original e requerer pouco coédigo extra.
Por outro lado, a acurécia da sensibilidade depende de Ap;: se este for muito pequeno, er-
ros de arredondamento surgirao; caso seja grande demais, a presuncao de linearidade local
fica comprometida. Sugere-se 1% de alteracao como valor pratico, apesar de a descoberta

de um percentual ideal poder ser um processo de “ensaio e erro”.

Para o caso do projétil, em relacao ao alcance, esta questao nao é tao critica de-
vido a presenca de funcionais lineares vista anteriormente. O célculo para alteragoes
pode ser feito com valores de até 10%. Como se tém boas aproximacgoes analiticas das
funcoes dentro de certo limite de tempo, pode-se fazer uma adaptacao da idéia proposta
em [Miller e Frenklach 1983|, que usava aproximagoes empiricas para (5.14) validas em

determinado instante para certa regiao de um parametro. Neste caso, em que lugar de um
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modelo experimental, sao usadas as expansoes perturbativas, baseando-se na propriedade:

of ~ I(fo+efi)

— , 7=1,..mn 515
o, o, (5.15)

Como primeiro termo das expansoes para alta velocidade fornece uma forma simples
de estimar as variacoes em alcance e os elementos da matriz de sensibilidades de trajetorias
mais rasantes, dentro do limite de validade das expansoes e considerando Az uma funcao

de Ak e Avg, pode-se estabelecer que:
Az (Ak, AU()) ~ X (t, Vo + A’Uo, k+ Ak) — T (t, Vo, k)

Sendo x(y o primeiro termo da expansao. O segundo termo pode ter papel no controle de
erros, a ser visto mais adiante. As estimativas de variagoes dos graficos das figuras (5.8)

a (5.11) foram feitas s6 com o termo de ordem zero e oy = 30°.

NUIMEnNco
e estimativa

20T
30T
A0 T
&0 T
B0 T
70T

-0

-90 T

-100

Figura 5.8: Grafico para variagao do alcance X tempo para vy = 300 m/s com aumento
de 10% na densidade.
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Figura 5.9: Grafico para variagao do alcance X tempo para vy = 300 m/s com aumento

de 10% em vy.
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Figura 5.10: Gréafico para variag¢do do alcance x tempo para vy = 300 m/s com aumento
de 10% na densidade e em vy. Exibe-se a aditividade dos efeitos dos graficos anteriores.
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Figura 5.11: Gréafico para varia¢io do alcance x tempo para vy = 300 m/s com aumento
de 1% na densidade e em vy. E um grafico quase idéntico ao anterior reduzido em escala.
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O Voo Transonico

A menos que atinja o impacto antes, qualquer projétil lancado a uma velocidade
supersonica passara pelos efeitos da mudanca de regime para fase subsoénica, uma modi-
ficacao de comportamento cujo inicio depende de um fator novo - a temperatura do ar -
que era desprezivel para o voo exclusivamente subsonico. Novas consideragoes, portanto,
devem ser feitas para o tratamento matemético do que ocorre antes e apds a velocidade

do som ser atingida.

6.1 Estimando o coeficiente de arrasto

Devido a singularidade presente na curva do coeficiente de arrasto (Cp), é dificil
interpola-la com a precisao adequada para um passo de interpolacao h < 0, 1. Por exem-
plo, mesmo a construcao de polinomios spline ctibicos para a obtencao de uma interpolacao

suave produziu oscilagoes indesejaveis (figura 6.1):
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0.5 T T T T T T T

045+

04r
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03t \

Figura 6.1: Gréfico velocidade (machs) x Cp para o projétil 105 mm HE, interpolado por
splines ctbicas.

Uma abordagem alternativa foi aproximar Cp por uma curva analitica. Uma solucao

proposta é a funcao:

0,455//v — 0.425 — 3¢%0(0:96-2%)
- 1 + 10e90(0,96—v05)

cp(v) + 0,425

Quando 0,1 < v < 0,96, Cp(v) ~ —=3/10+ 0,425 = 0,125, i.e., uma func¢ao constante
como haveria de se esperar para o tiro subsonico. Caso v > 0,96, Cp(v) ~ 0,455/+/v, o
que simula o comportamento supersonico. As constantes no expoente da base neperiana

e determinam a velocidade na mudanca entre os dois regimes, i.e., a singularidade.

0.45

01

IR} 1 12 14 16 18 2

Figura 6.2: Justaposicao dos graficos de Cp(v) e amostras reais de Cp.
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Com este modelo de coeficiente de arrasto, foram realizados os experimentos numéricos

a serem discutidos a seguir.

6.2 Vo0 exclusivamente supersonico

Para esta faixa de velocidade que vai de 1M até cerca de 4M, pode-se estabele-
cer a presenca de funcionais lineares para a determinada faixa de valores em torno da
temperatura padrao do ar (T,p = 288,15 K). Como T,y > 0,17,y e, no voo super-

sonico, k o« 1/\/Usom, pode-se estimar a faixa T,o + 10% como satisfatoria para que

a formula \/Vsom = {*/402,9(T60 + AT,) possa ser convenientemente aproximada por
VVsom & /402,9T .9 + 0,25 x 402,9AT,/y (402,9Teg)3 = 18,459 + 0,016AT,, conforme
evidenciado pelo grafico da figura (6.3).

18.95 ' '
sqrfsor(d02. 9288200 —

183 18.4588 H1.0155%x . .

18.85
188

18.75

8.7 7

18.685

188

18.95

185

1845
o 5 10 15 20 25 30

Figura 6.3: Graficos \/Usom X AT, (K) para a fungao exata e sua aproximagao linear.

Se em um sistema

D = —gsen o — kv3/?
vl = —gcosa
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k = k/\/Usom, entao para seu termo em primeira ordem da expansao tem-se:

xo(t):_<2_ - )Z USOT\/U_O 2— = AV Osom
K th/to + 2 p th/T0 + 24/Tsom

(1) 184595 0,016AT,) v () 4 (18,459 + 0,016AT,)
xT ~ — — =
’ " th/To + 2 (18,459 + 0,016AT,)

O que permite uma aproximacao da ordem de AT.. Um aumento da temperatura incre-
menta a velocidade em m /s que corresponde a 1 M, fazendo que a nova curva do coeficiente
de arrasto se desloque para a direita da original. Para a faixa em que ha linearidade entre
AT, e vsom, este deslocamento pode ser interpretado, para os pontos do grafico Cp x v

tal que v > 1M, como uma elevacao da curva proporcional a AT,.

0.45

o4 r

038 1

03 r

025 1

padréo
+H% —
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01

Figura 6.4: Gréfico velocidade (machs) x Cp do mesmo projétil para diferentes acrésci-
mos de temperatura. Todas as curvas estao referenciadas em relacao a escala para a
temperatura padrao.

Um experimento numérico feito para vy = 700m/s e diversos percentuais de variacao
da temperatura padrao confirma esse comportamento durante o percurso supersonico.
Nota-se que a precisao diminui relativamente quando projétil se aproxima da velocidade
de 1M.
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Figura 6.5: Grafico varia¢ao em alcance X alcance normal para diversas mudancas de
temperatura AT, e velocidade inicial de 700,0 m/s. O ntimero entre parénteses representa
o percentual de acréscimo em relagdo ao padrao (1,0 + 0,01; 1,0 + 0,03; ...; 1,0 + 0,09).
O multiplicador externo representa a relacao entre o percentual maximo de mudanca em
temperatura (10%) e o utilizado na curva (10/1, 10/3,...).

2

velocidade em machs
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Figura 6.6: Grafico velocidade (machs) X alcance para o exemplo anterior.
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6.3 Voo transonico

Realizando um experimento similar para trajetos que cruzem a barreira do som, o

padrao de linearidade aparentemente é desfeito, dispersando-se em feixe.

140
1001 01AT) ——
120 33301 D34T)
2001 DSAT) ———
142901 07AT) ———
100 T 11101 09AT) ——
a0 1
B0 T
40
27T
ot
-20
] 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000

Figura 6.7: Grafico varia¢ao em alcance X alcance normal para diversas mudancas de
temperatura AT, e velocidade inicial de 400,0 m/s (alc. max. 4.000m).

Porém, isto ainda pode revelar a presenca de padroes subjacentes. Comparando-se

as saidas para o alcance de 4.000m com um modelo linear, obtém-se o grafico da figura
(6.8).
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Figura 6.8: Grafico varia¢ao em alcance X incremento de temperatura (em %) para o
alcance de 4.000m e velocidade inicial de 400,0 m/s.

Que sugere um comportamento polinomial para o efeito da temperatura, suspeita que
pode ser comprovada subtraindo-se o valor da variacao de alcance para cada percentual

com a do percentual de uma unidade a menos (fig 6.9):

Aty - Ay

134 1 11.54 +0.215% /
132 17 / ]

Figura 6.9: Gréfico (Az; 11 — Az;) X percentual de incremento i em temperatura para o
alcance de 4.000m e velocidade inicial de 400,0 m/s.
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Os dados assim obtidos sao passiveis de uma regressao linear, estando em progressao
aritmética. Por conseguinte, as variagoes em alcance devido a mudangas na temperatura
formam uma progressao aritmética de segunda ordem, sendo regidos por uma equacgao
quadratica. Um dado a mais pode ser obtido aumentado o alcance do vdo, o que revela

uma convergéncia entre os feixes (figura 6.10).

300 : ; : : , , .
1001 MAT) ———
333(1,034T)
250 | 2001 05AT) — |
142901 07AT) ——— _
11101 0BAT) —
200 ]
150 ]
100 ]
50 ]
0 |
50
0 1000 2000 3000 4000 5000 BO00 7000 8000

Figura 6.10: Gréfico varia¢ao em alcance X alcance normal para diversas mudancas de
temperatura AT, e velocidade inicial de 400,0 m/s (alc. méax. 8.000m).

Para avaliar estes efeitos, fez-se nova simplificacao do modelo a partir de uma funcao

degrau para o coeficiente de arrasto (figura 6.11), produzindo a seguinte saida do grafico
(6.12):
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Figura 6.12: Gréafico variacao de alcance X tempo para velocidade inicial de 400,0 m/s e
angulo de disparo 30°, sendo as variacoes de temperatura de 1%, 5% e 9% do padrao.

Revela-se uma proporcionalidade “a grosso modo”. O paralelismo entre as curvas
encontradas no grafico para transicao suave de C'p se origina do deslocamento do instante

em que ocorre a transicao entre os dois regimes. Dada a linearidade entre AT, e AV,
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falta avaliar se AT, = O(At). Para um projétil langado em velocidade supersonica, uma

variacao linear na velocidade corresponderia a uma mudanca:

AV =~ ! 2 ! 2
(T+AT+2)° (T+2)

20T (T + 2) + AT?
AV =~ 5 5
(T + AT +2)° (T +2)

Como T > AT e AT <« 1:
2AT (T + 2) + AT?

AV =~ 5
(T'+2)" (T? 4+ 2AT (T + 2))

=0 (AT?) O (AT™') = O (AT)

Por transitividade, O(AT) = O(At) = O(AT.), o que explica o progressivo desloca-

mento das curvas para os instantes iniciais do voo subsonico, & medida que AT, cresce. O

comportamento posterior, ja passada a fase de transicao, possui propriedade analoga a da

variacao em alcance devido a AV. Para cada AT,, o projétil inicia a fase subsonica com

determinada velocidade v, distinta. Portanto, desprezando-se O(At), pode-se estipular

que, a grosso modo:

Aﬂﬂ:%mu+k@—gM%+A%»—%mu+kﬁ—gmg

1 L+ k(t—ts) (vs + Avg) 1 k(t—ts) Av,
Ax(t) = -1 — (1
z(t) kn< L+ k(t—t,)0, T TR R )0

Apesar de nao fornecer uma aproximacao de qualidade, tal formula ainda tem o mérito

de estabelecer que Az(t) = O (In (Awv,)). Conforme experimento numérico, a diferenga

entre Axz(t) estimado e o real é de uma constante multiplicativa.
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Figura 6.13: Gréafico variagao de alcance X tempo para vy = 400m/s e a = 30° e AT, =

1%, calculado por RK-4 e estimativas perturbativas.
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Figura 6.14: Grafico variacao de alcance x tempo para vg = 400m/s e a = 30° e AT, =

10%, calculado por RK-4 e estimativas perturbativas.



6.3 Vobo transénico 65

A abertura das curvas de variagao de alcance em feixes é uma simples conseqiiéncia

do deslocamento do instante real do voo subsonico. Como podemos expandir Ax(t) para:

1 k(t —ts) Avs 1, 5\ 9
A =—In{1 R~ —ts) Avg — = — A
x(t) k n( + 1—|—/<:(t—ts)vs) f(t—ts) Avg 2/<:f (t —ts) “Av; +

Com f(t) = k(t)/ (1 + k(t)vs). Caso se multiplique por ¢ o valor de Av,

1
AZ'(t) = cf (t —ts) Avg — 5k02f2 (t—t)2A0] + ...

Que se difere em O (Av?) de um valor realmente proporcional a cAz(t). Essa dis-
crepancia é o que impede um verdadeiro paralelismo, provocando o entrecruzamento das
curvas para variacao em alcance. Portanto, ao se estimar variacoes em alcance a partir
de uma mudanca em temperatura considerada unitaria, convém utilizar um polindémio de

grau maior que um.
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Aplicacoes Semi-Analiticas de Expansoes

Junto com o entendimento das sensibilidades dos parametros de um sistema e de suas
condicoes iniciais, antes s6 possivel por meios numéricos, ha a contrapartida de métodos
perturbativos poderem ser usados para o refinamento de uma analise numérica. Porém,
talvez haja a necessidade de a propria expansao assintotica ser refinada ou ter sua validade

delimitada antes de ser usada.

7.1 Limites de validade e aproximacoes

O fato de o termo de ordem zero para a expansao em alcance conter a parte mais
significativa do total (s¢ 5.1) permite uma analise do erro do mesmo utilizando o de
primeira ordem para a mensuracao do mesmo. Basicamente, avalia-se a distancia da
diferenca entre uma aproximacao numeérica e o termo de ordem zero para o de primeira
ordem. Como a expansao possui singularidade no dominio, em determinado instante ¢4,
a separagao entre suas normas atingira um valor que excede alguma tolerancia estipulada,

podendo-se considerar ai um limite para a validade do uso da expansao.

Por exemplo, seja sxp, (t) a aproximagao numérica considerada satisfatoria, szq (t) o
termo de ordem zero, sz (t) o de primeira ordem, h o passo e ||-|| a norma. O algoritmo

acima apresenta-se:

1 Algoritmo LimiteValidade(tempo, h);

2 t« 0.0

3 enquanto |(||sxy (t) — sxo (t)[|; — [[sx1 (t)||,) /sxu (t)] < TOL e ¢ < tempo faga
4 ‘ t—t+ h;

5 fim

Algoritmo 1: Determinagao do tempo maximo de validade de uma expansao.



7.2 Adaptacao para o modelo ponto-massa completo 67

Uma questao que surge é estipular o que seria uma aproximacao “numérica satis-
fatoria”. Uma solucdo pouco custosa é selecionar um tempo ¢’ tal que se tenha 7" < ¢~ /2,
sendo 71”7 o correspondente adimensional de ¢’. Aproveitando-se da propriedade de o erro
de truncamento diminuir com decréscimo do passo h até quando os efeitos de arredonda-

mento superam qualquer reducao do passo, surge um algoritmo também simples e eficaz:

1 Algoritmo PassoMinimo(t', hy);

2 n <« 0;

3t 1t

4 h < hg;

5 diferenca <« ||sxy (t) — sxo (t) — sx4 (t)]];
6 enquanto n < 3 faca

7 h «— h/2;

8 temp «— ||sxy (t) — sxo (t) — sx1 (t)||,;
9 se |temp — diferenca| < TOL2 entao
10 ‘ n «— 0;
11 fim
12 senao
13 ‘ n <« n-+1;
14 fim
15 di ferenca < tempo;
16 fim

17 h «— hx23

Algoritmo 2: Determinacao do passo minimo para a aproximacao numeérica.

A imposi¢ao de uma repeticdo de pelo menos N vezes para o aumento do erro (no caso

N = 3) é uma forma de evitar um falso valor minimo para h .

7.2 Adaptacao para o modelo ponto-massa completo

Os modelos apresentados até agora partiam do principio da existéncia de uma at-
mosfera constante em todas as altitudes percorridas pelo projétil, situagao que nao cor-
responde a realidade. Um refinamento é inserir corretores conforme a altitude e um dos

modelos mais utilizado é o US Standard Atmosphere:

p (y) _ p0671,035y>< 10~ %y

T, (y) _ Teoe—1,973y>< 10~ 5y

Neste caso, as equagoes adimensionais para as componentes normal e tangencial se tornam:
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or

60

a0 1

Figura 7.1: Grafico erro X tempo para vy = 1000 m/s e oy = 60°

_ 1 107441 2x107°
% — 2 _ (1035 x 1071 41,9730/2x10 0 )y
d —4 -5
v (s;;a) _ 56(1,035yx10 +1,973n/2x1075 )y (sen2 a—1)

O que nao permite nenhuma forma simples de resolucao. Uma alternativa é utilizar
as proprias expansoes ja conhecidas para estimar os efeitos do decaimento da densidade e
temperatura. Como exemplo mais simples, sera trabalhado o voo subsonico (n = 0), pois

nao sofre influéncias da temperatura. Neste caso, as equacoes do sistema passam a ser:

—4
AV Y2 1,035y x107 Yy g0
dT
d —4
V% = el 035YX107Yy (gon2 o — 1)

Analogamente as expansoes com singularidade no dominio, como atestado na figura
(7.2), o comportamento das duas curvas possui um dominio comum inicial até que uma
deixa de refletir os valores da outra. Da mesma maneira, expansoes assintoticas singulares
para a atmosfera constante deixam de corresponder & funcao original para densidade
variavel, porém em um intervalo mais curto do que ocorreria na atmosfera constante.

Pode-se subdividir a atmosfera em zonas zq, 23, ..., 2,, de acordo com a altitude. Em
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RK-4 com corregdo de altitude
8000 RK-4 sem corregéo de altitude
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Figura 7.2: Grafico de alcance x tempo com atmosfera constante e variavel para vy = 500
m/s, ap = 45° e um suposto comportamento subsonico.

cada regido, ha uma expansao x; (t;, k) valida para cada camada i, sendo que entre uma
camada e outra existe uma regiao de justaposicao da validade delas. Considerando k;
o valor médio de k£ na camada ¢, nas expansoes do modelo subsonico a variavel ¢ esta
sempre multiplicada por k;, como resultado da redimensionalizagao. Pelo mesmo motivo, a
variavel dependente adimensional X; é divida por k;. Como na fronteira entre uma camada
z; e a seguinte z;11 suas expressoes devem representar a mesma curva, pelo principio do

casamento:

O (z:/k) = O (i KY) O (25) [k = O (wss1) [k O () = O (wi41) / (kT)
= =
O (k't;) = O (k" t;41) KO (t;) = KO (tiy1) O (t;) = 520 (tis)

Como k! [k = e BWit1—vi) = ¢=BAY: sendo B = 0,0001035 m™' e Ay; = i1 — vi, tem-se:

@] (I’Z) = GBA‘WO ($i+1)

O (tz) = GiﬁAyiO (ti+1)

Nao h& uma separagao clara entre dois regimes como discutido no exemplo da secao

(2.4.2). Isto permite conjecturar a existéncia de um “escalonamento continuo” entre as
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variaveis dependente e independente das camadas contiguas, cuja relacao seria definida

pelas constantes k™ e k™

;= k"

ti = k"t
onde pode-se escrever k" = O (k"1 /k%) e k™ = O (k/k™1). Haveria uma série de casa-
mentos intermediarios [van Dyke 1975, p. 91| onde cada camada possui essencialmente
a mesma expansao, com a variavel dependente e t escalonados. Como nao é possivel o
calculo de uma expansao externa para definir o escalonamento, resta estimar o decaimento

entre as camadas.

Apesar de nao ser de grande precisao, a expansao para a altitude em atmosfera cons-
tante pode dar a ordem de grandeza suficientemente razoavel para trajetorias dentro da

troposfera (figura 7.3).

5000

RE-4 com corregédo de altitude
4500 Rk-4 sem corregéo de altitude

4000

35800

3000 1

2800

2000 /

1800

1000

a00 T

Figura 7.3: Gréfico de altura x tempo com atmosfera constante e variavel para vy = 500
m/s, ap = 45° e um suposto comportamento subsonico.

Seja y (t, k) uma expansao para a altitude. Expandindo seu decaimento exponencial
da densidade do ar de acordo com o modelo US Standard, ja incluindo p como parte de

g, e desprezando os termos de segunda ordem em € e superiores:

€(y):€066y:€0 [1+ﬁ(y0—|—50y1+...)—|—ﬁ2(y0—|—60y1—|—...)2/2+...] ~
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~eo [1+ B (yo +coyr) + 5% (g + 2ey0y1) /2] ~ €0 (1 + Byo)

Assim, para a correcao de €, e portanto de k, apenas yy é de interesse para uma

expansao de primeira ordem. Para o caso subsonico, isto permite a simplificacao:

Bsen ag

k (y) = koe 7o aovo = fpePoenaomlithovol/ho — o (1 4 kgugt) ™ *o

Caso ocorra [yt < 1, pode-se aproximar k (y) ~ ko (1 — Ssen agvot), do contrario,

melhor utilizar a expressao original.

Como os célculos foram feitos em funcao de ordens de grandeza, é necessario “ajus-
tar” o escalonamento pela multiplicacao de y por uma constante v a ser determinada
(foi utilizado o método de shooting, brevemente apresentado a exemplo balistico em
[Golub e Ortega 1992, p.146]). Assim, seguindo o principio de que expansdo original
x (t, k) = xo (t) +exy (t) preserva sua identidade com a escalonada 7 (¢, k) quando v — 0,
entdo: I (t, k) = MWz (te=P0®) 4 2P0y (te=Pm) - Vale lembrar que esta

expansao corrigida ainda é singular no dominio.

12000
Rk-4, h=0.1
estimador simplificado
10000 [ estimador completo
8000
G000 [
4000
2000
0
n 5 10 15 20 25 30 35 40

Figura 7.4: Gréafico de alcance x tempo com atmosfera variavel para vy = 500 m/s, apy =
45° e v = 0,25. A expansao com o ajustes simplificado com k (y) = ko (1 — Bysen aguot)
perde a validade em cerca de t = 25s, quando (ysen ayvet = O(1), embora ainda menor
que a unidade, ao passo que sua versao completa prossegue até t = 40s.

Para o voo subsonico, é relativamente simples a constatacao da existéncia de um
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funcional linear para y (¢, k) e z (¢, k), pois a propria versao simplificada de k (y) deixa

explicita a proporcionalidade para Akg.

Como constatado a partir de experimentos reais feitos em meados do século XX, é

descrito em [McShane et al. 1953, p. 504| que:

Felizmente, porém, ¢ verdade que em intervalos bem amplos os valores de I' [coefi-
ciente balistico, dependente da geometria do projétil], vp e Y [altura de langamento|
as curvas de efeito de um tipo (como as curvas para o efeito da densidade sobre o
alcance) diferem-se principalmente em escala, de forma que para quaisquer curvas
de efeito g(k) |k - valor entre 0 e 1 para a distancia adimensional do solo a partir
de Y] e g1(k) sera valido que uma constante multiplicativa de g(k) adequadamente
escolhida serda uma boa aproximagcao para gi(k). Assim, temos a seguinte afirmagao
empirica, cuja validade ndo pode ser prontamente vista por inspecdo das equagoes
de variacdo, mas é aparente da inspecdo de um conjunto de curvas de efeito uma
vez que tenham sido computadas: dado um conjunto de curvas que sejam todas
de um mesmo tipo (tal como o efeito do vento sobre o alcance), correspondentes a
varios valores de I' | vy e altura de langamento Y, podemos dividir cada g(k) por
um nimero adequadamente escolhido, dependente de I' |, vy e Y, de forma que o
quociente seja uma funcao de I' , vg e Y que varie lentamente.

Esta propriedade de similaridade entre as curvas pode ser usada no reaproveitamento
de uma constante vy para outras condicoes iniciais no instante do lancamento do projétil.
Outra consideragao feita por [McShane et al. 1953, p. 503| pode ser combinada com a

anterior para a criacao de um método que estenda a validade das expansoes:

Computar as curvas de efeito para projéteis de artilharia é levemente complicado
pelo fato de cada altitude y entre a do vértice e as do lancamento e impacto ha dois
valores de ¢, um para o ramo ascendente e um para o descendente da trajetoria.

A solucao dada pelo autor é dividir a trajetoria em zonas distintas e obter os efeitos
diferenciais para cada, adicionando-os depois para ter o efeito cumulativo de todas. Aqui,
o método pode ser adaptado ao se determinar qual é o instante t, em que a trajetoria
atinge o vértice e, caso a velocidade ou posicao a determinar estejam além desse valor,
usam-se novas expansoes y' (¢, k') e 2’ (', k') cujas condicoes iniciais sao (z (t,), y (t,)) e

(vz (ty) , vy (ty)) e os demais parametros;
aj =0° v (t,) = 0m/s o = koe~Psenaoye
t=t—t, O =-0 N =

Sobra apenas determinar o instante t,, o que pode ser feito por qualquer método

numérico que obtenha o zero da expansao vy (¢, k).
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Rk-4, h=0.1
expansdo hibrida
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Figura 7.5: Gréfico de alcance X tempo com atmosfera variavel para vy = 500 m/s,
ag = 45° e v = 0,25. A expansao utilizada separa ramo ascendente do descendente,
tendo uma validade maior.

80 T T T T T

30 L L L L L
0 10 20 30 40 50 60

Figura 7.6: Diferenca entre as curvas do grafico anterior. A mudanca de comportamento
se d& no apice da trajetoria, quando ocorre a troca de expansoes.
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7000

Rk-4 h=0/1
BO00 [ expansdo hibrida
expansdo simples
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Figura 7.7: Grafico de altura X tempo com atmosfera variavel para vy = 500 m/s, g = 45°
e v =0,25. A expansao hibrida utilizada separa ramo ascendente do descendente, tendo
comportamento mais proximo ao real.

Apesar de a separacao entre a curva numérica e as expansoes para altura ocorrer
antes do vértice da trajetoria, isto nao é devido a uma mé determinacao do valor de ~.
Na verdade, tal comportamento ocorre mesmo para a atmosfera constante (figura 7.8) e é
até esperado: todas as parcelas seculares estao no termo de primeira ordem da expansao
para a altura, também chamado de gravity drop [de Mestre 1990, p. 90]. A influéncia
delas comeca a ficar significativa justamente perto do apice da trajetoria, deixando a

“gravidade efetiva” mais fraca que a devida.

7.3 Método de Booster

A avaliacao do quanto uma expansao assintotica representa das leis que regem um
sistema fisico abre a possibilidade de torna-la ttil para a melhoria do desempenho de
métodos numéricos. A dependéncia da distancia entre uma funcao e sua aproximagao em
¢ fornece mais um parametro para o controle do erro e permite o uso desta tultima como
um corretor da primeira. Uma propriedade que é aproveitada pelo método de booster

[Natesan e Ramanujam 1999).
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Figura 7.8: Grafico de altura x tempo com atmosfera constante para vy = 500 m/s,
o = 45° e suposto comportamento subsonico.

7.3.1 Apresentacao
Seja uma equagao diferencial:

Ly)=f emB, y=y, emdB

Onde B é alguma regiao em R” com um contorno 0B. A solu¢@ao numérica Y é geralmente
obtida de

Ly (Y) =f

Sendo Lj o operador linear obtido pela substituicao das derivadas em L por diferencas.

O erro de truncamento, T'(y) do operador L; é definido por:

T (y) = Ln(y) — L (y)

A partir da solucao numérica Y':

T(y) = Ln(y) — Ln(Y)
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No método de booster, usa-se uma aproximacao y para a solucao a fim de reduzir o
erro de truncamento. A solucao numérica melhorada Yp é obtida aplicando-se o operador

de booster Lpp , definido como:

LygYp = f — Ly () + L ()

Entao o erro de truncamento para Tg (y) é:

Ts(y) =[Ln(y)—Lu(y) +L(@)]—L(y)
= [Ln (y) — L ()] — [L (y) — L (9)]
=[Ln(y) = L)) —[Lu (@) - L@ =T () -T (),

Assim, se a aproximacao y é tal que:

1T W =T (y) =T @) < e 1T )]
onde ||-]| é a norma apropriada e eg é um termo pequeno, entdo Yz é, geralmente, uma
aproximacao melhor que Y.

A esséncia do método de booster esta em usar Lyp no lugar de Lj, para obter Yz (em

vez de Y'). Isto requerendo apenas certa quantidade extra de processamento.

7.3.2 Consideragoes de implementacao

Da forma como foi definido o operador L,gYs = f — L, (§) + L (9), pode ocorrer um
aumento do erro em vez de sua diminui¢do'. Caso se tenha definida como norma a |||/,

um corolario da desigualdade triangular determina que:

1T () =T Wl =1T(y) =T @ =T ()| =T ®)

A pior situacao é quando |7 (y)| e |T (y)| possuem sinais opostos, o que leva a |T (y) — T (y)| >
T (y)| — |7 (y)|. Para tais casos, faz-se necessario redefinir o operador de booster como

LygYs = f+ Ly (§) — L (7))

![Natesan e Ramanujam 1999] néo faz tal consideragio
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Tp(y) = [Ln(y)+ Ln (@) — L(H)] —L(y)
= [Ln (y) = L ()] + [Ln (7) — L (9)]
=T (y)+T(9)

O que levara a diminui¢ao do erro de truncamento.

Ya Fy analitico
nUMmerico
aproximagdo

P
r

(=) ()

Figura 7.9: Dois casos possiveis de relacionamento entre 7' (y) e T (), que justificam um
tratamento separado.

7.3.3 Booster aplicado ao modelo ponto-de-massa

Feitas as consideracoes quanto aos dois casos de booster, sera analisada a utilidade
desse método ao calculo de trajetorias. Em primeiro lugar, cabe verificar as posigoes

relativas entre T (y) e T (7).

E necesséaria a andlise de dois casos de erro de truncamento 7' (7): para velocidade
e alcance, sendo que o primeiro pede a determinagao de expansoes para a aceleragao (s¢
5.1). Para o célculo Lj (y) em qualquer caso, sera utilizada a diferenga finita ascendente,

i.e., o método de Euler.

7.3.3.1 1° caso - velocidade

O célculo de Ly (y) é trivial, com uma aplica¢do simples da defini¢ao:

Lh (Um> _ vm(t-i-AAti—vz(t) Lh (Uy) _ ’Uy(t-f—AAti—’Uy(t)

Sendo v, e v, as expansoes para componentes cartesianas da velocidade e At o passo.
Para L (g), uma idéia natural é derivar v, e v,. Pela andlise dos esbocos das fungoes

adimensionais Vy e Vy:
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2—n

2—n
(1=n)T+1) =1 —((1—n)T+1) .
Vx = cosag (((1 — )T +1)™7 + esen ag (< — ) _ (Q=mT4nn—t ((1n)T+1>))

2—n
Vy =senag (1 —n)T + 1)ﬁ+6 <0052 o ((1_")T+1)fn_((l_")ﬂ_l) + sen? ay ((1_")T+1);12;((1_")T+1))

Vx pode ser decomposta num conjunto de trés funcgoes:

Gi(T) = Ky (1 —m)T+1)77  Go(T) =Ko (1—n)T+1)n1  Gs(T) = Ks(1—n)T +1

com as seguintes constantes:

Ki =cosag (1 —esenag/ (2 —n)) Ky =ecosagsenag/ (3 —2n)
K3 = —ccosapsenag[1/(2—n) —1/(3 — 2n)]

Estabelecendo um intervalo interesse para n em [0, 1) - do subsonico ao hipersonico - e
considerando a pequenez de ¢, tem-se que K7 e K, sao positivas e K3 negativa; o que
leva a G1(T'), Go(T') e G5(T') a serem todas decrescentes para o intervalo [0, 1). Por ser
uma fungao linear, a primeira derivada e a diferenca dividida ascendente de G3(7T") sao

idénticas:

dGs(T)
dr

Gs(T + AT) — G4(T)
AT

Isto é, uma constante que some por subtragao no calculo de T’ (V~X> . Limitando o tamanho
méaximo de AT a unidade, para que |(1 —n) AT/ ((1 —n)T + 1)| < 1, tem-se para G1(7T):

GI(T +AT) = Gi(T) _ Ki (L—m)T +1+ (1 —n)AT)™T — K (1 —n)T +1)77

AG(T) = AT AT

[((1 )T+ 1)7T + L (1= )T+ 1)"1 (1—n)AT + } (1 —n)T+1)7T

=K AT

3

— K, [_((1 — )T+ 1)1 + %(2 —n) (1 —n)T + 1)t AT — é@ )3 —2n) (1 —n)T + 1)1 AT? + ...

e assim
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dG 1 3-2n 1 4-3n
AGl(T)—d—Tl =K, 5(2—7}) (1=n)T+1)"7T AT — 6(2—71)(3—277,)((1 —n)T+1)" 1T AT?> +...| >0

3—

Que é dado pelo sinal do primeiro termo (2 —n) ((1 —n)T + 1)?2?. Para G5(T), tem-se

de forma analoga:

Go(T + AT) = Go(T) _ Kp((L—m)T + 1+ (1—n)AT)=1 — Ky (1 —n)T + 1)1

AGH(T) = AT AT

{((1 )T 1)t 4 220 (1= )T+ 1)t (1= n)AT + .| = (1= n)T 4+ 1)n1

=Kz AT
— K> [(2 ) (1 —n)T+1) %t + %(2 —n)(3—2n) (1 —n)T + 1) "1 AT
—é(2 —n)(3—2n)(4—3n) (1 —n)T + 1)1 AT? + ..
e por fim
AG(T) — ‘% _ K, %(2 C )3 —2m) (1 —n)T + 1) =% AT
%(2 B =24 —3n) (1—n)T+ 1) AT + .| >0

Portanto:

AVX(T) — AC’X(T) >0

Como a curva de velocidade possui concavidade para cima, métodos numéricos mais
simples, como Euler, calculam uma curva sempre inferior a solugao real [Hamming 1986,
p. 53|, os sinais de T (v,) e T (v,) sao opostos; o que leva ao uso do segundo tipo

do operador de booster para Vx. Para Vy, o raciocinio é similar, porém as constantes
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encontradas serao:

K= (senag+ecos?ap/(2—n)) Kz=—¢c[cos®>ag/ (2 —n)+ senay/ (3 — 2n)]
Ky = esen® ag/ (3 — 2n)

Por outro lado, G1(T"), G2(T') e G3(T') continuam as mesmas. A tnica constante
negativa é K3, mas que multiplica uma funcao linear cuja diferenca dividida e a derivada
sao idénticas e se anulam por subtracao. O raciocinio para G1(T) e G»(T') permanece

idéntico levando ao uso do segundo modelo de booster para Vy, também.

0.8 T )

T

Figura 7.10: T'(v,) e T (v,) para vg = 500 m/s e ap = 30°. Voo supersonico.

7.3.3.2 2° caso - alcance

Pela anélise dos esbocos das funcoes adimensionais de Sx:

1 (A=n)T+1)7A-T

n n

X%cosoz0<

1
—2(1=n)((1—n)T+1) =1 —T((1—n)T+2)+2 2(1—n)T+1 ﬁJrnT L—m)T4+2)—2
esenag ( S ) 4 AT T

Gi(T) = L4 K, (A=) Gy By (1= )T+ )7 Ga(T) = K3 [T((1— n)T +2) +2]

Sendo as constantes:
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K1 =cosag (—1+esenag/ (n(2—mn))) K3 =ccosagsenag[l/(2—n)—1/(3 —2n)] /2

Ky = —ccosagsenag(l —n)/ (3 —2n)

Gi(T +AT) - Gi(T) _ Kil+((1-n)T+1+(1 — R)AT)7 T — 71

AG(T) = AT n AT

K, (=T 4 D)7 4 2 (L= m)T 4 )7 (1= m)AT 4| = (1= )T +1)55
n AT

~ K {— (1—n)T +1)77 + % (1 —n)T + 1)1 AT — é(2 —n) (1 —n)T +1) "1 AT? + ]

AGY(T)—

delT(T) ~ K % (1= )T + 135 AT — é(z C ) (1 —n)T + 1) AT? + } <0

Pois K; é negativa e o primeiro termo positivo.

Go(T +AT) = Go(T) _ Kp (1—n)T+1+(1- n)AT)™T — Ky (1 —n)T +1)7T

AG(T) = AT AT

(=T + )77 4 2 (L= )T+ 1) (1= m)AT + ] = (1= )T +1)7
AT

:K2

3

~ K, [_ (1—n)T+1)"1 + %(2 —n) (1 —n)T + 1)t AT — é(z )3 —2n0) (1 — )T + 1) "% AT? 4 ...

E assim:

dG
AG» (T)—TTQ

- K, B(z ) (=) +1) "t AT — é(g —n)B3—2n) (1 —n)T +1) "1 AT? + } <0

Pois K5 é negativa e o primeiro termo positivo.
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AG3(T) = Ga(T+ f} —Ga(T) _ K3[2(1 —n)T + (1 — n)AT + 2]

_dG3(T)

AG3(T) IT

= K3(1 —n)AT >0

A tnica das parcelas positivas é AGs, porém dado seu valor constante e o fato de

Ky > K3, pode-se estimar que por um largo periodo 7" > 0 ocorrera:

ASx(T) = Vx(T) < 0

Qual o operador de booster a ser usado dependera da forma como v,(t) for integrada
numericamente. Uma integragao numeérica cujo erro seja negativo - como “a soma inferior”
a curva - pede o primeiro modelo de booster para Sx. Se nao, o segundo modelo deve ser

usado.

Para Sy a expansao é:

Y ~ senag (i (- n)77;+ 1) “)5 <C0S2 o 20 =T+ 1)712171?;?”()(1 T +2) -2,

, 20 —n)(1—n)T+1)m T +T((1—n)T +2)+2
+sen” ag 2(3— 2n)

Gl(T)=%+K1M Go(T) = Ky (1-n)T+1)™7  G3(T) = K3 [T (1 - n)T +2) +2]

Sendo as constantes:

K= (—sen g —ecos?ag/ (n (2 — n))) K3 =—¢ [0052 ao/ (2 —n) + sen® ag/ (3 — Qn)] /2
Ky = —esen? ag(1 —n)/ (3 — 2n)

G1(T), Go(T) e G3(T) continuam as mesmas e K3 também é negativa agora. O
raciocinio para G1(T) e G3(T) permanece idéntico, levando as mesmas consideragoes

quanto ao modelo de booster para Sy, também.
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Figura 7.11: T'(s;) e T'(s,) para vy = 500 m/s e oy = 30°. V6o supersonico.
7.3.4 Experimentos numéricos

Uma primeira medida é avaliar a propria influéncia das correcoes de booster para
um modelo sem variagdo atmosférica. Adotando um método de Euler (sendo que na
integracao de v, e v, ele realiza a soma inferior), o laco principal do algoritmo recebe os

seguintes acréscimos:

1 Algoritmo Booster(tya., h);

2 t—0; vr+«vpcosag; VY« Vosenayg ST« 0; sy« 0;

3 enquanto t < t,,,, faca

4 VT — VT + (aChor (VT VY) + (Vpor(t + h) — Upor(t)) /b — apor(t)) X h
5 | vy vy + (aCoer (02, 0Y) + (Vver(t + 1) — Vuer(t)) /b — am( ) X

6 st — ST+ (VT — (Spor(t + h) — Shor(t))/h + Vnor(t)) X

7 sy — sy + (VY = (Sver(t + 1) = Suer(t)) /B + Vver (1)) X h,

8 t—t+h;

9 fim

Algoritmo 3: Método de booster aplicado a Euler.

Onde acpyr € acyer sao as aceleracoes horizontal e vertical definidas analiticamente em
funcao de v, e vy e g. As fungoes Gnor, Guer, UVhor, Uver, Shor € Syer S0, Tespectivamente,
as expansoes de primeira ordem para a aceleracao, velocidade e alcance horizontais e

verticais, e h é o passo de integragdo. Supondo vy = 500 m/s, oy = 30°% h = 0,5s e
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variando o experimento desde uma execucao sem correcao; correcao alternadamente na

velocidade e no alcance; até com correcao em ambos. A saida resultante fornece sensivel

melhoria.
7000 T T T T T
Euler simples ———
R4
EOOD F Euler & Booster {corregdo em velocidade) :
Euler & Booster (correcédo em alcance)
Euler & Booster (corregdo em ambos)
5000 ]
4000 ]
3000 1 ]
2000 1 ]
1000 ]
0 . . . . .

0 & 10 15 20 25

Figura 7.12: Confrontacao do método Runge-Kutta de 4* ordem e passo h = 0,5 com
métodos de Euler refinados por booster e de mesmo passo.

SSDD T T T T
Euler simples
R4
S450 Euler & Booster (corregdo em velocidade)
Euler & Booster (correcdo em alcance)
Euler & Booster (correcdo em ambaos)
5400
5350
5300
5250
£200
51580 . . . .

20 202 20.4 208 208 21

Figura 7.13: Detalhe da Figura anterior.
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7.3.5 Booster para atmosfera variavel

Neste caso, poder-se-ia repetir o processo exposto acima, agora utilizando o mesmo
tratamento em duas expansoes (uma para antes e outra para depois do vértice). Entre-
tanto, esta abordagem acarreta o problema de o erro das expansoes ser muito grande
ja pouco antes do vértice da trajetoria. Esta questao pode ser solucionada generali-
zando a idéia proposta na secao anterior de usar mais de uma expansao para o trata-
mento, porém, em vez de usar apenas duas, cada iteracao teria sua propria expansao. As
condicoes iniciais da iteracao ¢ sao as saidas da iteracao anterior, os parametros ag e v
sao arctan (v, (i — 1) /v, (i — 1)) e \/’Ug (i—1)+v2(i—1).

Tais mudangas tém um efeito extremamente simplificador na abordagem feita em
(7.3.4) com o método de Euler, pois a cada iteragao tem-se novas velocidades e aceleragoes

iniciais para as expansoes, que sdo iguais as analiticas (alg. 4).

1 Algoritmo BoosterSimples(tyaz, h);

21— 0; vr <« vocosay;, vy <« Vosena, sr <« 0; sy« 0;

3 enquanto t < t,,,, faca

4 VT — Upor(t);

5 VY — Uve'r(t);

6 st ST+ (VT — (Spor(t + h) — Spor(t)) /B + Vhor(t)) X h;
7 sy «— sy + (VY — (Sper(t + ) — Sper(t)) /B + vyer(t)) X h;
8 vg — vx? + vy?;

9 ag «— arctan(vy/vx);

10 t—t+h;

11 fim

Algoritmo 4: Método de booster simplificado

Caso o alcance e altura também tenham sido corrigidos pelo segundo de operador de

booster, o algoritmo simplifica-se ainda mais para (alg. 5):
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Algoritmo Booster Degenerado(tmas, h);

t— 0; vr <« vpcosap; VY <« Vosenay ST« 0; sy« 0;
enquanto t < t,,., faca

VT — Uhor(t>;

VY Vyer(t)
ST < Spor(t)
SY — Sver(t>§

vy — Jvx? + vy?;
ag «— arctan(vy/vz);
t—t+h;

11 fim

Y

Y

©C 0 N O Ok N =

-
o

Algoritmo 5: Método de booster degenerado - Expansao assin-
totica discretizada

Neste caso extremo em que o método escolhido para o refinamento é o de Euler simples,
o método de booster se degenera para uma espécie de “discretizacao da expansao”. De certa
forma, ele reproduz uma abordagem presente em [Finley e Anderson 2005], onde equagoes
geradas pela teoria das perturbagoes sao discretizadas sobre uma malha cartesiana. Isto
nao chega a ser um abandono das corregoes do operador de booster, que continua vélido
para versoes adaptadas de Euler (p.e. método de Heun ou “Euler melhorado”); onde vz
(vy) é diferente de vy (0) (Vyer(0)). Alids, como esta se lidando com singularidades no
dominio, o erro numérico pode compensar o assintotico dentro de certos limites. Por
outro lado, esta forma “degenerada” pode ser uma opc¢ao melhor que o proprio método de
booster original, dependendo da situagao. Um problema inevitavel é uma certa quantidade
processamento extra devido as parcelas de correcao. Como elas estao em funcao das
expansoes, quanto mais complicada estas forem, maior o custo adicionado. Em testes,
duas simplificacoes foram feitas: a primeira desprezou o termo de primeira ordem das
expansoes horizontais e a segunda, além disso, simplificou o termo de primeira ordem das
componentes verticais. Como nao é possivel descartar este tltimo termo por ele conter a
aceleragao gravitacional (s¢ 5.1), foi considerado, entdo, apenas o efeito da gravidade. A

comparacao dessas abordagens fornece o grafico da figura (7.14).
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Desempenho entre Métodos

6,500
6,000 ]
5,500
5,000
4,500
4,000
3,500 O Exps 1% ordem
3,000 B Exp hariz ordem 0
2.500 [ Exp honz e wert
2,000 - ordem D
1,500 -
1,000
0,500

0,000 T T T
RK-4 Exp Dis - Booster Booster

cretizada  simples

tempo (s)

laco principal iterado 10.000 vezes

Figura 7.14: Confrontacao do custo em user time do método RK-4, booster sobre Euler,
booster simplificado e expansao discretizada. Em um teste, desprezou-se o termo de
primeira ordem para as expansoes horizontais. Testes feitos em CPU Celeron 2,53 GHz,
448 MB RAM, 256KB de cache, sistema operacional Linux Kurumin 6.1, KDE 3.5.4,
kernel 2.6.17.6-slh-up-1, compilador GCC/g++ 4.1.2 em configuracao default.

Fica claro que a simplificacdo de uma expansao - quer trocando um termo por outro
mais simples ou desprezando os pouco significativos - melhora sensivelmente o desem-
penho. A questao de o quanto a melhoria valeria a pena é o que pode depor a favor do
uso do corretor de booster para trajetoria balistica. Caso se esteja disposto a sacrificar
algum grau de precisao da trajetoria vertical, pode-se manter alta precisao para o alcance
horizontal usando o método de booster simplificado com ambas as expansoes de ordem

zero, conforme exemplificado no grafico das figuras de (7.15) a (7.17).
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2000 ' - ' - ' ' '

RIK-4
Booster com 2 expansdes de ordem zero
Euler simples

1500

1000

500

-500

-1000 ' ' ' ' ' ' '

Figura 7.15: Grafico altura x tempo que confronta o método Runge-Kutta de 4* ordem e
passo h = 0,5 com métodos de booster simplificado com duas expansoes de ordem zero e
Euler de mesmo passo. vg = 500 m/s, ag = 30° e v60 subsonico.

8000 ' - ' - ' - '

Rk-4
| Booster com 2 expansdes de ordem zero

7000 Euler simples

B000 ]

s000 ]

4000 ]

3000 ]

2000 ]

1000 ]

Figura 7.16: Grafico alcance X tempo nas mesmas condi¢oes do anterior.
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7B&0

Rl-4
7600 [ Booster com 2 expansdes de ordem zero
Euler simples

78RO T

7800 1

7450 F

7400

7350 1

7300

7250
s 385 39 395 40

Figura 7.17: Detalhe da figura anterior.

Para uma estimativa da ordem do erro maximo de truncamento que surge ao se
utilizar expansoes assintoticas junto com métodos numeéricos, precisa-se do erro para uma
expansao de dois termos, o que leva a necessidade do céalculo de seu terceiro. Como s6
se esta interessado na ordem, serd resgatada uma de suas parcelas que foi desprezada
durante a dedugao da expansao, evitando intensa manipulagao algébrica (um tratamento
completo de todo o termo se encontra no apéndice B). Durante a deducdo da expansao
para velocidade vertical (ver apéndice B), chega-se ao seguinte passo:

= VIDAT) ~

3—2n 2—n

2—n
esenag| (1-n)T+1)n=1 —((1—n)T+1) 2-n
~ <((1 —n)T + 1)ﬁ + < >> (sen Qg + £ cos? CYol—((1_n)T+1)f

Fazendo n = 0, para facilitar manipulacao das expressoes, e tomando somente o termo

(T+1)72—(T+ 1))) (1 — (T + 1)2) _

em £

2 2
g€“sen ag cos” ag
< 3 2

= £2sen ag cos® oy (

(T+1)_2—(T+1)—1+(T+1)3>
6

Uma caracteristica importante dessa parcela é que ela possui um termo secular ciibico

)
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e, com isso, ela perde a validade de forma mais rapida que a de primeira ordem, eviden-
ciando que nem sempre uma expansao maior é melhor. Como o interesse estd em valores

de h o< T' < 1, aplica-se a expansao binomial:
O(Ry,) =0 (%) O (1= 2h+3h*+ O (h*) =2 = h+ 1+ 3h + 32 4 O (h*)) = O (h*?)

O (Ry,) =0 (%) O (60> + O (h*)) = O (h?e?)

Como a expansao para a altura é a integracao da velocidade vertical em funcao de T" o h,

o erro local de truncamento para a altura é da ordem de:

O (Ry) = O (h*?)

Resultados similares sao obtidos com as expansoes na dire¢ao horizontal. Enquanto for
satisfeito que € < 1, fica evidente que o uso do operador de booster reduz extremamente
o erro de truncamento, sem o inconveniente de aumentar o erro de arredondamento, pois
os valores de h nao precisam ser muito pequenos. Caso h > ¢, o erro de truncamento da
expansao discretizada é menor que o de RK-4. Dependendo, porém, da duracao total do

trajeto, pode convir trocar uma expansao feita para alta velocidade por uma para baixa.

2000

Expanszao discretizada
Euler simples

RKk-4 — |

1000 1

-1000 T

-2000 T

-3000 T

-4000

-5000
0 10 20 30 40 a0 B0

Figura 7.18: Gréfico altura X tempo que confronta o método Runge-Kutta de 4* ordem
e passo h = 0,5 com métodos expansao discretizada e FEuler de mesmo passo. vy = 500
m/s, ap = 30° e voo subsonico.
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-2000 : : : ——
. Expansao discretizada

Euler simples i
R4 —

22200 T

-2400

-2600

2800

-3000

-3200 |

-3400

-3600 |

-3800

-4000 ]

-4200 ' ' ' '
a0 52 54 56 58 B0

Figura 7.19: Detalhe da figura anterior.

O melhor instante para trocar o tipo de expansao utilizada requer que também se
tenha o erro para expansoes de baixa velocidade. Para o tiro supersénico, como visto nos
capitulos 4 e 5, é inviavel, em termos praticos, o uso de expansoes de baixa velocidade.
Restam as expansoes para o voo subsonico, que devem ser comparadas em seus termos
de segunda ordem. Entao surge o problema de nao ser possivel determinar tais termos
para as expansoes de segunda ordem, pois, conforme o apéndice A, nao é viavel o céalculo
de um termo quadratico em ¢ durante a deducao das expansoes para baixa velocidade.
Realizando um experimento numérico ja na faixa subsonica (vg = 300m/s), o resultado
fornece propriedades distintas dependendo da escala em que é observado (figuras 7.20 e
7.21).
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3000 T T T T T
WACLO

numerica
2000 expansao baixa velocidade

expansdo alta velocidade

1000

-1000

-2000

-3000

-4000

-a000

-5000 ' ' ' ' '

Figura 7.20: Gréficos da trajetoria no vacuo, em meio resistivo com R-K4 de passo h =
0,5 e expansdes para baixa e alta velocidades. vy = 300 m/s, ap = 45°.

2100 T T T T

¥acuo
nurmérico

2000 r expansdo baixa velocidade ———

expansao alta velocidade

1900

1800

1700

1600

1500
10 1 12 13 14 15

Figura 7.21: Detalhe da figura anterior.

Para faixa de cerca v = 300m/s , a expansao para alta velocidade ja nao representa

tao eficientemente a altura, sendo muito mais sensivel & mudanca do sinal da derivada que
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a expansao de baixa velocidade. Porém, o detalhamento da figura (7.21) revela que a sepa-
racao entre o valor numérico se inicia primeiro para a esta ultima, apesar de evoluir mais
rapido para as expansoes de alta velocidade. Para faixa de cerca v = 300m/s com projétil
105 HE (Cp = 0,124), as expansdes para alta velocidade possuem um g, = g/ (kv?) ~
2,4; enquanto o € adimensional equivalente para a expansoes de baixa velocidade vale
g, = g/ (kv*) = 1/, ~ 0,4. Mesmo sendo g, > 1, ainda apresenta qualidade nessa faixa
devido ao tempo adimensional h, = hkv ser cerca de 75 vezes menor que o dimensional,
mantendo a expansao dentro da validade por um grande periodo de t. Para a expansao de
baixa velocidade, tem-se h, = hg/v, 0 que da um tempo cerca de 30 vezes menor. Levando
em conta que o erro para a expansao de alta velocidade é O (Ry) = O (h3s?), pode-se
cogitar que erro para a baixa velocidade seja de O (Ry) = O (hie?), com 2 < n < 3.
Mesmo tendo um parametro perturbado maior que a unidade, as expansoes para alta
velocidade teriam um erro local menor que as para baixa em valores de h, nao muito
longos (afinal h, < hy e n < 3). Assim, expansoes para alta velocidade ainda podem
ser usadas para valores em cerca de 200 - 300m/s. O proprio exemplo para a expansao

discretizada (figuras 7.18 e 7.19) teve por velocidade minima v = 217m/s.



Capitulo 8

Consideracoes Finais

D. Miller e M. Frenklach, em seu artigo [Miller e Frenklach 1983] , fizeram algumas
consideracoes sobre as vantagens de sua aproximacao empirica da matriz de sensibilidades

para os parametros de uma reagao quimica:

1. Estimativa empirica dos parametros é feita em regides do dominio € onde haja

confiabilidade para dispensar integracoes e diferenciagoes [numéricas|;
2. Qualquer rotina numérica pode ser utilizada para a otimizacao;

3. Os experimentos numéricos necessarios para otimizar a estimativa dos parametros

sao mais eficientes que os baseados em abordagem puramente linear;

4. O modelo empirico prové informacao sobre as sensibilidades e sua interrelagdo em

determinado ponto de 2.

Todas essas vantagens podem ser obtidas substituindo-se a palavra “empirico(a)” por
“expansao assintOtica”. As expansoes aqui obtidas sao todas singulares no dominio, de-
vendo ter seu limite de validade estipulado. Quando considerada a atmosfera variavel,
constantes sao determinadas por shooting. Uma expansao discretizada prové mais exa-
tidao de um comportamento local que uma simples derivada primeira, o que lhe da rendi-
mento similar a métodos numéricos de 4* ordem. Uma matriz de sensibilidades montada
em cima de derivadas parciais de expansoes fornece mais informacoes que a forca bruta
numérica como, por exemplo, a anélise qualitativa da passagem do vdo supersénico para o
subsonico. Caso haja a presenca de funcionais lineares, uma matriz de sensibilidade pode
ser usada como linear em faixa bem ampla (£10%). A presenga tais funcionais ja fora
deduzida por [McShane et al. 1953] e tem sido usada por artilheiros desde entao, mas sua

abordagem apenas os identifica, nao permitindo acesso a eles de forma qualitativa.
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Em suma, uma metodologia perturbativa complementada com alguns recursos numéri-
cos se mostrou efetiva no melhor entendimento do estudo de caso de um projétil balistico.
Mesmo no corretor de booster, quando os resultados dessa uniao se mostraram um tanto
aquém do esperado, com um alto custo das versoes completas do corretor frente ao RK-
4, um aspecto importante da implementacao de tal corretor foi avaliado. Isto serad tutil
para problemas tratados comumente por diferencas finitas, com a possibilidade de uso de

malhas maiores.

Vale ressaltar que foram feitas simplificacdes como o desprezo dos efeitos de magnus
e sustentagao, que nao sao significativos para trajetorias mais rasantes (tensas), mas que
o seriam para angulos de disparo elevados (maiores que 45°). Este pode ser o motivo
por que classicos como |[McShane et al. 1953| também nao tratam desses efeitos, que
sO6 mereceram mais atengdo a partir da década de 60 do século passado [McCoy 1999|.
Fica como sugestao para trabalhos posteriores a inclusao desses efeitos aerodinamicos
ignorados. Outra possibilidade é o estudo de qualquer outro sistema que também permita

o tratamento perturbativo em separado de suas equagoes, como explicado na se¢io (3.5).
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APENDICE A - Equacoes para Baixa Velocidade

A.1 Expansoes para o voo subsonico

u' (t) = —eun/u? 4 w? aceleragao horizontal
w'(t) = —g — ewvu? + w? aceleragao vertical

Expandindo para a forma u(t) = Y_,_, e'u;(t) e w(t) = >, , e'w;(t):

u£)+su/1+€2u/2...:—5(u0+5u1+...)\/(u0+5u1—|—...)2—|—(w0+5w1—|—...)2

wé—l—gw;—l—z—:Qw'Z...:—g—g(wo—i—ewl—l—...)\/(u0+5u1—|—...)2+(w0—|—5w1+...)2

Para que se consiga prosseguir nos célculos, é necessario reduzir as séries assintoticas de w e u do lado

direito da igualdade a seu primeiro termo:
uz) + Eull ~ —5u0\/m
wy + cwy & —g — ev/ug? + wy?
ug(t) = 0,wy(t) = —g  up(t) =vocosa, wy(t) = vesena — gt
uy (1) = —up\/u2 + w§ = —vy cos an/v2 — 2gtugsen o + g2t

wy () = —wor/ut + wE = — (vosen a — gt) \/v2 — 2gtvgsen a + g2t2

- .o~ " . , . ’ ’ ~
Por questoes de edicao, neste apéndice é considerado que o = . Integrando u; e w; em funcao do
tempo:

- Integracao de u’l

t (—gvosen a + g*t
/—vg cos a\/vg — 2gtvgsen a + g2t2dt = —vy cos « t\/vg — 2gtvgsen a + g2t — / (=g g) dt
VU — 2gtvgsen a + g2t

/ —p COS a\/v(z) — 2gtvgsen a + g2t2dt =
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2
v5 — guotsen «
—1p COS ¢ {t\/vg — 2gtvgsen a + g2t — / \/1)8 — 2gtvgsen a + g2t? — NG OQgti (;ena i dt}
0 0

2/ —1p COS a\/vg — 2gtvgsen a + g2t2dt =

2
— t
= —1p oS v t\/vg — 2gtvgsen a + g2t? + Y — g%otsena dt
VU2 — 2gtvgsen a + g2t2

2/ —g COS a\/vg — 2gtvgsen a + g2t2dt =

vpSen o —2gvgsen o + 2¢°t / — Vg 2sen? o gt
\/”0

= —Vp COS & t\/v2 — 2gt’l}056na + 92t2 _
{ ° 29 VU — 2gtvgsen a + thQ

- Qgtvosena + g2t?

ui(t) = /—vo cos a\/vg — 2gtvgsen a + g2t2dt =

1
__Upcosa <t _ vosena) \/1)8 — 2gtvgsen a + g2t? + v cos” a/ dt
5 g Vvg — 2gtvgsen a + g2t2

2 2
cos cos
— _locosa <t _ Uosena> \/vg — ogtugsen a + 22 + 20 % / J dt
2 g g Vg — 2gtvgsen a + g2t2

2 a2

Up COS & vpsen a Vg Cos” & t —vpsen o

=2 { (t S ) \/vg — 2gtvgsen a + g2t2 + L———arcsh <go> } +C
2 g g Vg COS (v

Aplicando a condigao inicial u;(0) = 0:

2 2
_ U COS voSen Vg Cos” o t — vgsen «
u(t) = : 2 { <t . ) \/Ug — 2gtvgsen a + g2t% + >——aresh <go> }
g g ( COS &

2
vVosen « ’U COS™ v
S { 0 0 arcsh (tan a)}

= [wy(t)dt. Assumindo S = \/vZ — 2gtvosen o + g*t2

fxl(t)dt = —UOC;SO‘ { 5'3 @ <t _ %) arcsh (gt—vosena) o v3c0252o¢5+

Vg COS ¢ g

—|—tvosena - tvo 0?2 resh (tan a)} +C

Aplicando a condi¢ao de contorno z1(0) =0 :

2 nog2 2 nog2
__ __vgcos«o 1 3,3 Vg cos™ o _ vgsen«o gt—vgsena )  Y5cosT o [ ygsen o
r1(t) = -0 {—392 (8% —v3) + 7 (t ; ) arcsh ( o cos & ) 7 ( 5 ) arcsh (tan«a) +

2

2 2 2
+v0 cgos 2 (v — S) + pLasena | 4% C(;S arcsh (tana)}

xi(t) = e {% (53 — vg’) + vgeos®a (t — ”Oszna) arcsh (gt_vosena) + UgCgOzSQa (vo — S) + tvosena+

39 g V0 COS &

2 2
_i_%cz# (t — %) arcsh (tan a)}

2 o2
x1(t) = 7% {35% (83 7,08) + U()C;S a (vo — S) +tv056na+

_,_M (t _ %> {arcsh (w) + arcsh (tan a)}}

g v COS ¢
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2 2
)= (g (5 ) + 2 )

2 2 2
v Cos“ o _ vgsena gt—vpsen o g2t2 —29tvosena+vosen o vosen o Uosen [
+ 9 (t 9 ) |:1n ( vocosa + \/1 * ”8 cos? +1n Vo cos & + 1+ vg 2 cos? o
2
_ wgcosa 1 3,3 'Uo cos” « _ ”0 sen o
.%‘1(t) = —— 9 {7392 (S 'UO) + 72 (UO S) +1 +

+U(2] cos? « (t . 'Ugsena> |:hl (gt—vosen a+S) +1n (vgsen a+vo>} }
g g

V0 COS & V0 COS

1 (53 . 'U[?))) + vg C;sza (’UO . S) + tvosena + vg cos? o (t . vosena) In ((gtfvosena2+S)(vosena+v0))}

g g v§ cos? a

xl(t) _ _w cQosa {L (53 . vg) + v2 (;)2520( (UO _ S) i tvosena T v2 cos? (t . vos;na) In ((gt—vosena+5)(vosena+vo))}

3g2 g (vo+vosen o) (vo—vosen o)
2 2 (0g2
_wocosa | 1 (@3 .3 v cos? a . vosena v§ cos® a _ wsena gt—uvgsen a+S
ri(t) = —sge L1 (89— ) 4+ 50 (g — ) 4t e (y e )y ((gusened,

3

3 (03 3
_ wpcosa 3 @3 vy COS” v . vosen 2a vy cos®a _ vpsena gt—vgsen a+S
L1 (t> 7 692 (UO S ) + 242 (S UO) t 4g 29 <t g ) In ( vo(l—sen a)

- Integracao de w/l

/ (vosen a — gt) \/vg — 2gtvgsen a + g2t2dt = /

2¢%t — 2gugsen «

5 \/Ug — 2gtvgsen a + g2t2dt
g

1
w(t) = 39 (vg — 2gtvosena + g t2) +C

Aplicando a condicao inicial w;(0) = 0:

1 3
w(t) = 39 {(vg — 2gtvgsen a + thQ) 2 — vg’}

= [w1(t)dt. Assumindo S = \/Uo — 2gtvgsen a + g2t2

yi(t) = / 319 {(’U(Q) — 2gtvgsen a + g2t2)% - qu’}dt = % {/SSdt — tvg}
= % {t53 - %/t (2¢°t — 2guosen o) Sdt — tvg’}
yi(t) = % {t53 - 3/ (92t2 — gtugsen o) Sdt — tvg}
y1(t) = % {tS’S — 3/ (g2t2 — 2gtvgsen a + v(z)) Sdt — 3 [ (gtvosen o — v) Sdt — tvg’}
yi(t) = & {tS’S - 3/5’3dt - 3”0‘29% [ (2¢°t — 2gugsena) Sdt — 3 [ (visen® a — v3) Sdt — tvg’}
yi(t) = 55 {t53 -3 (/ S’ - vgdt> — 3tug — WS84 3 cos® a [ Sdt — tvg}

3
() + — (/ S° - det) =35 {tS3 — sERe§8 4 3ug cos® a [ St — 4tv8}

Sabendo, da integragao de ui(t), que [Sdt =1 (t - ”036”0‘) S 4 4 CZSQO‘arcsh (w> +C:

g Vo COS
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y1(t) — 129 {SS ( _ voszna) + —4U8t 4 3,08 0082a [% (t _ mw;noc) S + vg COSQaa’I”CSh (gt—vosenoc):| + Cl}

V( COS &

Aplicando a condigao inicial y;(0) = 0:

2 2
y1(t) = 129 {S3 ( — LSS"O‘) + —4vdt + 3v3 cos? a [% (t — LSG"“) S+ 4% C;; % arcsh (75’%”036"0‘)} }

g Vo COS

Uésen « 3vgsen acos? a 3113‘ cost o

—I—%{ 7 T 59 + =g, —arcsh (tana)}

Sabendo, da integragao de wuy(t), que arcsh <w) + arcsh (tana) = In <M>:

V0 COS & vo(l—sen o)

4 4 2 2 62 4
_ 1 Jyysena 3 _ wosena \ 3 3vysen acos” a 3vg cos® a _ wpsena 31)0 cos® a gt—vgsen a+S
Al (t) — 12g { g +S (t g > 4UOt + 2g + 2 t g 5+ In vo(l—sen a)

Assim, todas as expansoes de primeira ordem para o modelo balistico sao:

weosa (. vpsenal) o visen2a  vd cosd a | gt —vpsena + S
- - - n
2 g 4g 2g vo (1 — sen «)

u(t) = vocosa—i-k{—

k
w(t) = vosen o — gt + 30 {S? —vp}
g

3

3 3
LI?(t) — tp cosa+k {UOESCQOQSQ ( 53) Uo ;oz « (S . ) . tvosenQa vy CQO; o (t _ vos;na) In (gig(vlojizrix;-)s)}

y(t) = tvgsen a — %—i—

visena | S8 _ wpsena ) vt | visenacos’a | vicos®a _ wgsena vg cos? o gt—vgsen a+S
+k { 1292 + 12g (t g ) 3g + 8g2 + 8¢ t g S+ 892 In vo(l—sen a)

onde

S = \/vE — 2gtvgsen o + g2t2

A.2 Expansoes para o vOo supersonico

- Integracao de u,

uy(t) = / — U COS oz</v§ — 2gtvgsen a + g*t2dt

Estao integral nao tem forma fechada conhecida, porém sabendo que:

1 m 3
n 1 2\m — F - el L2
/\/( +22)"dr = 29 1<2, palbt x)

e , com a devida substituicao de variaveis:
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onde o F(p1, p2; ¢, z) € uma fungao hipergeométrica gaussiana:

k. k Lk

pips 2

2F1(p17p27 q, Z>:Ztk: 1EZE
k>0 o 4

ed*=qlg+1)(g+2)...(g+k—1).

O indice a esquerda de F representa a quantidade de parametros do numerador (dois) e o & direita, os

do denominador (um).

Para que a série hipergeométrica convirja é suficiente que, pelo teste da razao:

k41, _k+1 A
: byl | 13 P Pz q kI 2Rl s (Prtk)(p2tk)z| _ s
lim |2+ = lim T | = Hm | SeEseys| = lim |z| <1
k—oo k k—o0 pips g k—o0 q k—oo

O que neste caso significa v(sena —cosa)/g <t < v(sena + cosa)/g.

Reescrevendo a integral original:

2
3 t — vpsen o
u(t) = _/vo cosail/vg — 2gtvosen o + g*t?dt = — (vo cos @) 2 / \/1 i . v} c(())s2 ) dt
0

Fica imediata a identificacao:

[\C][9V]

un(t) = — (vp cos @)} @=rusena) (;, 1

2
_ [ gt—vosena
( V0 COS @ ) > +C
Lembrando que, para a série o F} convergir, é necessario que (gt — vgsen «) / (v cos o) < 1.

Usando a condi¢ao inicial u1(0) = 0:

3 2
3 . _ .
ui(t) = _ (wocosa)? (gt — vosen a) o F} i 1. é; — (Z=wosena + vgsen aFy (&, —1: é; —tan® «
g 2 47 2 VQ COS (¢ 2 47 2

[ aaFi(on, ps 4y —a?) — [ 37 PAZE CDM mphph (DR i ()2
e Lo gh k! S K@k+2) 24 b (k)
f—1_k—1 k .2k f—1_k—1 k. .2k
. 2 _ 1 pi_ Py (—=1)%a* 1IN~ P11 Po (=)=
f$2F1<p17p27 q, =% )__§ 1 k! —_QZ 1 El
k—1>0 9 1 4
¢—1 (p1 = ¥ (p2 — D) (=1)Fa
1’2F1(p17 D2, q, —% ) =1
! e -De - (g-1f b

= 2(p1—q1;(1p2—1) (1 - 2F1(p1 - 17 b2 — 17 q— 17 _:L,2))

De posse deste resultado:
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Jeop (3 =5 3 = (22)" ) do = [ & (22) 0By (B, 40 5 = (45)°) 2da = & [voFy (3, —4i 3 —0?) o

3 2
(v cos a) 2 1 13 gt — vosen «
H= [ 2270 | (gt — ol 2.2 (T P00
ni(t) / g (9t = vosen ) 2Fy 27 472 Vg COS (v +

}1; %; — tan? a)) dz

3 t— 2
3 <g vosena> )dac—i—
2 Vg COS (.

1
29

3
(vp cos )2 / 1 1
S i t— = ==
; (gt —vosena) o Fy 5 1
3
2

__(vgcosa)% 202 cos? a 1— . F 1 51  (gt—wpsena 2 n
N g 5g2 Ty Ty Vg COS (v

+tvgsen ag Fy (% —i; %; — tan? a) + C’}

+vgsen ag Fy (

Aplicando a condigao inicial z1(0) = 0:

3 2
(vgcosa)z | 2v2 cos? a 1 51 gt —vpsen « 1 51 9
t) = — 1—oF [ —=, =2, 2. (£ 0% B IS N (P
z1(t) g Bg? Ty Ty Vo oS el Ty Tyig T

3. _tana }

»N»—'

1
+tU08€nCE2F 5 45 3

1
: 2
1 (t) = _{ocosa)? 21} cos”a 2F1 7 1; —tan®a | —oF} —}, —§; 1; _ (9L vosena
g 2 2 4" 2 Vg COS (v

+tvosena2F1 % i %; —tan2a)}

- Integracao de w;

2¢%t — 2gugsen o
29

wilt) = | —(vosena — g vy — 2gtvgsen o+ g = vy — 2g9tvpsen o + g
t t) \/vd — 2gt 2424t \/vg — 2gt 2¢2dt

wy(t) = — ( — 2gtvgsen a + g tz) +C

Aplicando a condigao inicial w;(0) = 0:
5

2 _ 2§ _ 2
( Qgtvosena+g t ) Vg

wl(t) = 59

Assim,

2 5
yi(t) = / Ea {(ug — 2gtvpsen o + 92t2) t -5 }dac
)

5
2 5 t — 2 s
:/59 (vocosa)g N <1+<g 2vgsena) ) —v} pdx

2
Vg COS~ &

2 5 1 5 3 gt —vpsen o 2 5
= 59 {(vo cos )2 (gt — vpsen ) o Fy (2, ik <W> —tvg +C
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Aplicando a condicao inicial y;(0) = 0:

() = 2 { (weosa)’? | (gt Vo (1253, (gt—wesena\?)
= ¢ (vgcosa — vpsen « S P (- A bt
. 59 ’ g ‘ il ey Up COS (v

+ (vosena) o Fy (3, =35 3, —tan?a)) — tvo}

Nt

Portanto, as expansoes de primeira ordem para o modelo balistico no caso supersonico sao:

: 2
? 1 1 3 t—
u(t) = vocosor — k {(UOCOSOé) <(gt—vosena) 2F ( —— = = <gvosena) ) +

g 27 472 Vg COS v

|

3 2
vocosa)2 ) 292 cos? 1 5. 1. 2 1 5. 1. t—vgsen a
x(t) = tvg cosa — ko ; ) { SE <2F1 (=3, =5 3; —tan®a) —oFy [ —3%, —3; §; — (£ 0na

V0 COS

+ugsen agFy (%, —%l; %% — tan’ O‘))}

ot

—

O ojon

2k
w(t) = vosen o — gt + @ {(U% — 2gtvgsen o + g2t2)

+tvgsen ao Fy (%, —i; %; — tan? oz)}

y(t) = tvpsen a — %—i—

ok 5 1 5 3 gt — vpgsen o 2
i 2 | (gt — Pl =795 T ocosa
+5g {(vo cos ) <(g vosen a) o Fy (27 19 ( P > +

+ (vosen «) o Fy (%, —%; %; — tan? a)) — tvo}

njot
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APENDICE B - Equacoes para Alta Velocidade

B.1 Fo6rmulas principais
A partir das equacoes adimensionais para velocidade v e angulo A:

esenag (((1 )T 41— (1—n)T + 1))
3—2n

V(T) = {(1 =n)T + 1}51 +

A(T) = senag + € cos? 0401 — (@ —2n) T+1)i-n
—n

serao calculadas as expansoes de primeira ordem para as componentes cartesianas da velocidade
e alcance (horizontais e verticais) para n genérico e, em seguida, para os casos de interesse como

n = 0,5 (supersonico), n = 0 (subsonico) e n = 1 (resisténcia linear).

Velocidade Horizontal

2-n
X =V(T)/1-AXT) =~ V(T) \/1 — sen? ag — €2sen o cos? aol_((l_g)_z;jl)kn

2—n

2-n
4X ~ V(T) cos ayg \/1 — 2esen o L= T+ T

2-n
% ~ V(T') cos ag <1 — esen qp (U= THD T )

2-n
2_% 2
K (“l I il Uil MHD)) (1 - cxemogita=grent)
1)t —(1-m)T 41
% ) COS (Y (((1 — n)T + 1)ﬁ + esen%(((l_n)p;)zn (=T )>

senay (1=m)T+1) T ((1n)T+1)>

2—n
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2-n
(((pn)Tﬂ) n—1 7((17n)T+1)> ((1_n)T+1)ﬁ_((1_n)T+1)
3—2n - 2—n

dX )
S ~cosag | (1 —n)T +1)»-T +esenag

Paran = 0:

1 (T+1) 1
R~ COS (g <T+1 + esen ay <((T+1)23 ) — Q(TH)))

dT
dT ~cosag | g + FF <(Tf1)2 -2(T+1) - Tiﬂ+3(T+1)>>

1

+
 ~ cosao (7 + 252 (2 — rr + (T4 D))
Para n = 0,5:

((1— nT-i—l)" 1—((1—n)T+1)> B ((17n)T+1)ﬁ7((17n)T+1)

dT RZ COS Q| (T+2 7127 + esen ag ( 3om G-
-3 1 -2 1
1T+1) 1T+1 Ir41) " —(ir+1
Ncosao<T+22+€senao< ) _ (GT+) 3 (2 ))>
2
4 27(T+2)
. T+2 _ (T+2) 2
dT /R COS Q| (T+2)2 + esen ag T+2 3
T+2 8 (T+2))>
dT /2 COS Q| <(T+2)2 + esen ag <(T+2) BEGETE + =
dx . (T+2 . 8
GT 2 cosap <(T+2)2 + esen ayg <(T+2)3 + 3(T+2)2>>

Alcance Horizontal

L~ [ cosag (((1 —n)T + 1)ﬁ

2—n
(((1—n)T+1)n—1 —((1—n)T+1)> B ((lfn)TH)ﬁ,((lfn)Tﬂ) dT

+ esen ay - G

Com X((0) = cosag e X1(0) = 0:

T

n

(72(1%)((1%):@1)%7T((17n)T+2)+2> (L)) 2T AT (L) T+2)—2

tesenag 2(3—2n) + 2n(2—n)

Para n = 0. Neste caso, a formula deduzida para o caso geral de n nao pode ser aplicada. Faz-se

a integracao da velocidade.
ax . 2 3
dar P cos <T+1 + =g (W —r (T + 1))>
X ~ [cosag (%H + g <(Ti1)2 — g+ (T+ 1))) dar

X ~ cosayp (ln(l—i—T)—l—%(—Tiﬂ—Mn(l—i—T)—&— (%2+T) +C’>>
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X ~ cosap (1n(1+T)+5561%(—Tiﬂ—61n(1+T)+(T2+2T)+2C’)>

X~ cosag (In (1+7T) + 29520 (— by — 6In (14 T) + (T2 +27) + 4) )

X ~ cos ag (1n(1+T)+5561%( . 61n(1+T)+(T+1)2+3>)
Para n = 0,5:

2 _or o 2
X = cosayp (2— TLH + esen ag <_(T—$2)2 — + 3(T8+2) +§<TT+T+1> — % — é))

2 2
X =~ cos (2 — %H + esen o <_(Tf2)2 _ (T+28) -8 + 3(T8+2) + (T+2g 42))

N 4 2 (T+2)>—24 8
X =~ cosag (2 — 795 T Esenag <— (T+2)? 7+ 24 + 3(T+2)>)

Velocidade Vertical

X =V(T)A(T) ~

dT —
2—n
65671040<((1—n)T+1)m—((1—n)T+1)> 2-n
~ | (1=n)T+ 1)ﬁ + 35 (sen ap + € cos? ag 1_((1_721)};1“) ! >
L 2-n
z; ~senag ((1—n)T + 1)ﬁ—|—6 <0082 ao((1_n)T+1)nz__ln_((l_n)TH) + sen? Ozo((1_n)T+1)g:;;((l_n)TH))
Paran = 0:
T+1 (T'+1)
X~ senoonJrl + ¢ | cos ao$ + sen aom”g)

§ = e (oo ey - €52 s (s - 22)
Para n = 0,5:

ay 2 4 T42 2 4 T+2
AT Sen g3 (T+2)2 +e€ ( COS“ (g ((T+2)2 5 ) + sen” ap <(T+2)3 1 ))

Alcance Vertical

_1
Y =~ [senag((1—n)T + 1)ﬁ +e <0052 ao((kn)TH)n;jn*((l*n)TH)—l—

(1— n)T-‘,—l)g T_((1— n)T+1)> iT

+sen? ag o

Com Y5(0) = senag e Y1(0) = 0:

Y =~ senag <711 — W) Te <_ cos?2 @ 2((1—n)T+1)if(;—fz)((l—n)T+2)—2+

—sen? ap 2=m((= n)T+1()3n Zan)rT((l n)T+2)+2>
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Para n = 0. A férmula para n qualquer deixa de valer para o primeiro termo. Faz-se integragao.

¥~ ety + st (s~ 512) < e (s - 2)

Y~senagln(T +1)+¢ (0052 a (% In(T"+1) — %) — sen® oy <3(T1+1) + (TJFE)Q*?’))

Paran = 0,5:

2 2
Y ~ senag (2 - Ti-i-Q) —c (Cosz o (3(T8+2) 4 (T+2é —12) + sen? ag ((Tf2)2 4 (T+28) —8))

B.2 Formulas para meio resistivo linear (n = 1)

Neste caso, nem as formulas para a velocidade continuam vélidas (ha divisdo por zero), o que

leva a necessidade de recalcular as expansoes desde o comeco.

%:—V—ssena %:—V—esena
—
Vcos e = —ccos? a VM:E sen?a —1
dt dt

Realizando as expansoes formais:
V(T)=Vo (T)+eVi(T)+ O (£2)

sena(T) = Ao (T) + A1 (T) + O (£?)

e desprezando os termos de ordem maior o igual a O (£%), tem-se:

Vo , Vi

o7 5d—T%—(V0—|—€V1)—6(A0+5A1)

Ve dV;
d—TOHd—Tlz—%—em—erz—%—g(m+Ao)

dAy  dA) _ )
(‘/0 +€‘/1) <dT‘ +5d1_,> ~ £ ((Ao +EA1) — 1)

dA dAy dA,
VOW +e <VldT + VOdT> ~h5 (A% + 2e4pA; — 1)
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O que nos gera os seguintes sistemas diferenciais (descartando o termo em &?):

=" Gt =-Vi— A
V*OdAo_ e VldA0+‘/E)dA1_A2_1
Vo(0) =1, Ap(0) = sen ay V1(0) =0, A1(0) =0

A solugao para o primeiro sistema é:

Substituindo no segundo:

av;
9 = —Vi —senay
—TdAl _ 2
i Cos” oy

Que fornece:
Vi(T) = e Tsenag — sen oy e Ay (T) = cos? ag (1—e )
Entao:
V(T)=eT +esenag (e’ —1)

sena (T) = senag + e cos® ag (1 — 7))

Velocidade Horizontal

dxX
—_ A2 _ 2 _ 2 _ T
e T)\/1—A%2(T)= V(T \/1 sen? ap — e2sen ag cos? ap (1 — el)

dX
2 cos aoV(T) \/1 —2esenag (1 —eT) m cos gV (T) (1 — esenag (1 — eT))

% /2 COS (e_T + esen a (e_T — 1)) (1 + esen ayg (eT — 1))
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% /S COS Q| (e_T —ee Tsen Q) (eT — 1) —esenag (e_T — 1))

g ~ o~ T
T e cosayg

Velocidade Vertical

% =V(T)A(T) = (e_T + esen oy (e_T —1)) (senag + £ cos? ag (1- eT))

dy

-~

a7 = e Tsen ag + esen’® Q) (e_T — 1) +ee T cos? Q) (1 — eT)

dy. -1 2

a7 = e " senag+esen” agp (e_T — 1) + £ cos? Qg (e_T — 1)

dy _ _
ﬁ%e Tsenao—i—e(e T—l)

Redimensionalizando as equagoes para a velocidade com v = vV e t =T/ (kvé_l) =T/k ,
obtém-se:

dx —kt
— X Vg€ COS (¢
dt

d 1
dij ~ o {e_kt%n ao + kivo <€_kt - 1)} =% {(9 + kugsen ag) e Ft — 9}

que sao as solucoes analiticas exatas para o meio com resisténcia linear. Qualquer expansao de

ordem mais elevada produziria um erro maior ou igual que o da primeira ordem. As férmulas para
o alcance saem por simples integragao e x(0) = y(0) = 0:

P CZS N (1 _ e—kt)

1 k
Yy = p {i — (g + vzsenao)e_kt —gt+ vosenao}
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B.3 Determinacao da ordem de grandeza para o erro da ex-
pansao para o voo subsonico

av

ﬁ:—VQ—asenoz %:—‘ﬂ—esena
_)
d
Veosade = —zcos? o VA — ¢ (sen?a — 1)

Realizando as expansoes formais:

V(T) = Vo (T) + Vi (T) + €2V; (T) + O (%)

sena (T) = Ay (T) + Ay (T) + Ay (T) + O (&%)

Desprezando os termos de ordem maior o igual a O (3), tem-se:

dVp ~ dW dVa 2
ﬁ‘i‘&fﬁ—i‘é‘zﬁ%—(%—Fﬁ%—i‘&Q%) —€<A0+€A1+82A2)

Ve  dVi LdV

T + R S —Vi = 2eVoVi — 2V — 2e®VyV — €Ay — €2 Ay

Vi | Vi | dVa

T Tear T ar & e WVt Ag) — & (1 2VVe + A))

(Vo +eVi +£°Va) <C;—1;1? + 5% + €Q%> ~o <(A0 +eA + 52A2)2 — 1)

dA, ddo | dA () dAs | dA L dA
AT AT ar ) \ar AT AT

Vomate (Viem + Voot +Vi— + V% > ~e (Af+ 2 AT +2eAg A1 + 2 AgAy — 1)

A, dAy  dAY [ dAy dAdA) ,
%ﬁ+€<mﬁ+%ﬁ>+€ VE)dT‘f'VldT"“/QdT N5<A0 1)+5 (QAOAI)

O que nos gera os seguintes sistemas diferenciais (lembrando que dAy/dT = 0):

== & = 2V Vi — A Wy Y2 9VpVy— A
Vol =0 Vidd |yl — 42 Vol 4 V44 — 94,4,
Vo(0) = 1, Ap(0) = senap  Vi(0) = 0, A;(0) = 0 15(0) = 0, A(0) = 0

A solucao para o primeiro sistema é:
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Para o segundo:

senag ((T+1)"2— (T +1) _ 2
Vi(T) = ( 3 ) e Ay(T) = cos? 0401(T2+1)
Substituindo no terceiro:
dVs senap (T+ 1) =2(T+1) '+ (T+1)?) 21 , 1= (T+1)?
— == — — cos” aqg—————
dr 9 T+1 2
Cuja solugao para a condigao inicial V3(0) = 0 é:
1 18 10 6
Vo=— [ —sen®ap (2(T+1)° - 10+ - >+ 2 <9T+13—15T+1+ >)
2790 < senao ( T+ Trip @anp) T o 0T TH+D+ Ty

Analisando a ordem de cada parcela em funcao de T

2(T+1)> =10 + (T—li-81)2 = (2+ 6T + 6T +2T3%) — 10+ 18 (1 — 2T + 3T? — 4T3 + O (T*)) —
—10(1 = 3T +67% — 1073 + O (T*))
= (2 — 10 + 18 4 10)+(6 — 36 4 30) T+(6 + 54 — 60) T>+(2 — 72 + 100) T3+
+0 (T%)
= 3073 + O (T*) = O (T?)

9(T +1)°=15(T + 1)+ﬁ = (94 27T +27T? + 9T3)—15 (T + 1)+6 (1 — 2T + 3T? — 4T3 + O (T*))

= (9—15+6) + (27— 15— 12)T + (27 —24)T? + (9 —24) T3 +
O (T%)

=317 - 15T+ O (T*) = O (T?)
Portanto, Va(T) = O (T?).
Para o calculo de A; (T), A2 (0) = 0:

dA, dA,

Voo T Vi = 244

1 dA, N 2sen agcos? ap (T + 1) — (T +1)%)
T+1drl 3

= senagcos’ ag (1 — (T + 1)2)

dy
dT

2sen ag cos® ap (1 — (T + 1)°)
3

= senagcos’ ap ((T'+1) — (T + 1)3) -

Resolvendo por integracao imediata:

T4 T3
12 3)

Ay (T) = —sen o cos® oy (_ 4+
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Logo, Ay (T) = O (T3).

A expansao em segunda ordem para a velocidade vertical é obtida da forma:

Vi (T) = (Vo + eVh + 2Va) (Ag + €Ay + €2Ay) = Vo Agte (AgVi + A Vo) +e2 (AxVy + ALVy + AgVa)
Determinado a ordem para cada termo em €2, em seqiiéncia:

Ay (T) = O(T?)

A1 (T) =senao ((T + )2 —(T+1)) /3=senay(1-2T+0(T?)) - (T +1))/3 =
= senap (=37 + O (T?)) /3= 0 (T)

Vi (T) = cos®ag (1 — (T +1)?) /2 = cos? a (T? — 2T) /2 = O (T)

Assim,
O (Vo) =0(T>O(1)+0O(T)O(T)+ 0O (1)O(T?*) = O (T?)

Portanto, o erro para a expansao de primeira ordem da velocidade tem a grandeza de 20 (T?) =
O (¢2T?) e para a altura é O (¢2T?), com T < 1.
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Baixar livros de Psicologia

Baixar livros de Quimica

Baixar livros de Saude Coletiva
Baixar livros de Servico Social
Baixar livros de Sociologia

Baixar livros de Teologia

Baixar livros de Trabalho

Baixar livros de Turismo
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