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Resumo

Neste trabalho, estudamos o problema misto unidimensional associado a Equacao de

Boussinesq em um dominio nao cilindrico de R? com um termo dissipativo

u(2,t) — (u(z,t) + u (2, t) + (U2, 1) )aw + Ugpae = 0 em Q:
u(a(t),t) = u(B(t),t) = ug(a(t), t) = u(6(t),t) =0,V ¢t > 0;
u(z,0) = ug(x), u(z,0) =uy(x),V x € [ag, Bol,

onde a e (3 sao fungoes reais definidas em [0, +00) tais que a(0) = ag < Gy = ((0) e
Q = {(z,t) € R%a(t) < z < B(t)} é um dominio ndo cilindrico. O intervalo [ag, 3]
representa uma barra na posicao de repouso, a qual é deformada, por acao de forgas, para
o intervalo [«(t), 5(t)] ao longo do tempo ¢ > 0.

Provamos a existéncia, a unicidade e o decaimento exponencial de solugao em um
dominio cilindrico. Em seguida provamos a existéncia de solu¢ao em um dominio nao-
cilindrico e por fim provamos o decaimento exponencial para a equacao

up(z,t) — (u(z,t) + c ug(z,t) + (v*(2, 1)) 2z + Uzzze = 0, com ¢ > 2.



Abstract

In this work, we study the mixed problem for the one-dimensional in space dissipative

Boussinesq equation in a non-cylindrical domain of R?

u(2,t) — (u(z,t) + u (2, t) + (U2, 1) )aw + Ugpae = 0 em Q:
u(a(t),t) = u(B(t),t) = ug(a(t), t) = u(6(t),t) =0,V ¢t > 0;
u(z,0) = ug(x), u(z,0) =uy(x),V x € [ag, Bol,

where o and 8 are real functions defined on [0, +00), a(0) = ap < By = 8(0) and Q =
{(z,t) € R% «a(t) <z < B(t)} is a non-cylindrical domain. The interval [ag, o] represents
the beam in the rest position, which is changed by action of forces and it has the position
[a(t), 5(t)] at time t > 0.

We prove the existence, uniquessess and the exponential decay of the global solu-
tion in a cylindrical domain. Next we prove the existence of the global solution in
a non-cylindrical domain and at last we prove the exponential decay for the equation

up(z,t) — (u(z, t) + c ug(z, t) + (v*(2,1)) s + Uzzze = 0, com ¢ > 2.
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Introducao

A teoria das ondas para o caso de um fluido raso com ondas de baixa amplitude,
idelizado por Scott-Russel em 1834, teve uma das primeiras anédlises matematicas realizada
em 1872 por Boussinesq [I]. Em seu trabalho obteve uma equagao de onda dissipativa e

nao-linear, a qual é agora conhecida como Equacao de Boussinesq, dada por
Uty — (U + au2):px + bUypre = 07 (1)

onde u = u(zx,t) é a componente vertical da velocidade de uma superficie livre de um fluido
irrotacional, a € uma constante real positiva e b € uma constante real, ambas dependendo da
profundidade do fluido. Quando b > 0, a equacao em um dominio cilindrico descreve
pequenas oscilagoes transversais nao-lineares de uma barra, e é conhecida na literatura

13

como a “boa” Equacao de Boussinesq. Para b < 0 a equacgao ¢ chamadade “ ma”
Equagao de Boussinesq.

A Equagao de Boussinesq (/1)) com a, b > 0 e sobre a acao de um forte dissipador interno,
o que implica o acréscimo do termo ¢ u,,; com ¢ > 0, modela oscilagoes nao-lineares de

uma barra na presenca de viscosidade. Assim, a equacao assume a forma
2
gy — (u+ cuy + au®) gy + blgge, = 0. (2)

O problema misto definido pela equacao em um dominio cilindrico e com dados
iniciais pequenos foi estudado por Varlamov [14] [15, [16] em dimensoes 1 e 2. Como
resultado, solugoes classicas foram contruidas , unicidade e comportamentos assintoticos

foram obtidos de forma explicita.



Neste trabalho, estudamos o problema misto unidimensional associado a Equacao de
Boussinesq (2)) em um dominio nao cilindrico de R? com termo dissipativo. Por simpliciade,

tomamos a = b = c¢ =1 e assim o problema é dado por

(i, 8) = (u(, 1) + w2, 8) + (3(2,6) )aw + Upaze = 0 em Q;
w(at), t) = u(B(1), 1) = us(a(t), t) = us(B(t), 1) = 0,V t = 0; (3)
u(z,0) = ug(x), u(z,0) =uy(x),V z € [ap, Bol,

t)
Ua(

onde v e  sdo fungdes reais definidas em [0, 4+00) tais que a(0) = ap < By = [(0) e
Q = {(z,t) € R%a(t) < z < B(t)} é um dominio nao cilindrico. O intervalo [a, Bo]
representa uma barra na posicao de repouso, a qual é deformada, por acao de forgas, para
o intervalo [a(t), 5(t)] ao longo do tempo ¢t > 0. O mesmo problema foi estudado em
[5] usando o método de mudancga de varidveis, porém, no presente trabalho, optamos por
usar o método de penalizagao introduzido por Lions em [6]. O estudo de outras equagoes
utilizando o método de penalizagao pode ser visto em Medeiros [11], 8, 12].

O trabalho é composto de trés capitulos. No Capitulo [1| apresentamos as definigoes e
notacoes necessarias para a compreensao dos capitulos posteriores e também estabelecer-
emos alguns resultados bésicos que serao ultilizados ao longo do trabalho. No Capitulo
provaremos a existéncia, a unicidade e o decaimento exponencial de solu¢ao do Prob-
lema em um dominio cilindrico. No Capitulo , provaremos a existéncia de solucao
para o Problema em um dominio nao-cilindrico e por fim provaremos o decaimento

exponencial para o Problema associado a equagao (2)) coma=5b=1ec > 2.



Capitulo 1

Preliminares

1.1 Espacos Funcionais

Neste capitulo serao apresentados os espacos funcionais envolvidos no problema em
estudo. Apresentaremos também a estrutura desses espagos e algumas propriedades im-
portantes.

Seja 2 um aberto limitado do R™. Denotaremos por LP(2), 1 < p < oo, ao Espago
de Banach das fungoes u mensurdveis definidas em €2 com valores em R, tais que |ul? é

integravel no sentido de Lebesgue em R, ou seja,

LP(Q) = {u: Q — R; u é mensuravel e / |u(z)|Pdr < oo}
0

= ([ putayae) "

Se p = 00, o conjunto das fungoes mensuraveis e essencialmente limitadas em {2 é

munido da norma

representado por L>(2). Para uma fungao u € L*>(12), define-se a norma de u por

|||l = supessu.

11
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Se p = 2 tem-se o Espaco de Hilbert L?(Q2), com produto interno dado por

(u,0) = /Q u(@)o(z)dz.

Dado o = (ay, ..., ) € N, define-se

n
o] =3 o
=1

Denotaremos por
olel
DY = ——
0% ... Q%
o operador derivagiao de ordem |al. Se a = (0,0,...,0), define-se D%u = w.
Define-se o suporte compacto de u ao fecho do conjunto {x € Q; wu(x) # 0} e
denota-se por suppu. Denotaremos por C3°(€2) o conjunto das fungées u : @ — R
que sao infinitamente diferenciaveis com suporte compacto contido em 2. Denotaremos

por D(§2) o espago topoldgico (CF°(2), D), onde D(£2) representa a topologia do limite

indutivo, isto é, muniremos D({2) da seguinte nogao de convergéncia
Uy, — u em D(Q)

se, e somente se, existe um subconjunto compacto K de €2, tal que:
(i) supp (um) C K, Vm e N e supp(u) C K;
(17) Va € N, D, — D%u uniformemente em K.

O espago D(£2) é denominado Espago das Fungoes Testes. Dizemos que 7' é uma
Distribuigao sobre 2 quando 7' é uma transformagao linear e continua de D(2) em R
no sentido da convergéncia de D(2) e denotaremos o valor de T em ¢ € D(Q) por (T, ¢).
Representa-se por D’'(2) o espago das distribuigoes sobre (.

Dizemos que a seqiiéncia (T,,)men C D'(2) converge para a distribuigdo 7' sobre ()

quando a seqiiéncia numérica ({T},, ¢)) converge para ((T,¢)), para todo ¢ € D(£2).
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Define-se a derivada de ordem |«| da distribuigdo 1" sobre §2 como sendo o funcional

D* :D(2) — R tal que
(DT, @) = (—=1)1*UT, D*¢), ¥ ¢ € D().

A derivada da distribuicao 7' também é uma distribuicao.
Dado u € LP(R2), para todo ¢ € D(Q) existe a integral [, u(z)p(z)dr. De fato, seja
K C 2 compacto tal que suppy C K, entao

[ u@eta)ds = [ u@ptyis

assim,

|fK x)gp )|
[y Tu(@)|o(x)|dx

< maxmeKkp z)| [ lu(z)|de < oo

UQ u(x)ap(x)dx‘

IN

esta ultima desigualdade devido ao fato de LP(2) C Ll(Q).

Defina T, : D(Q) — R por (T,,¢) = [, u( x)dz, vejamos que T, é uma dis-
tribuicao. Claro que T, é linear, entao basta mostrar que T, é continua no sentido da
convergéncia de D(€2).

Com efeito, seja (@m)men C D(Q) tal que ¢y, 7e) ©, Ou seja,
(1) Existe um compacto K C Q contendo supp (¢, — ¢), Vm € IN;
(i7) D*(pm — @) — 0 uniformemente, ¥ o € IN".

Seja M = [, Ju(z)|dx, como (@, — ¢) converge uniformemente em K compacto entao

para todo € > 0 existe my € IN tal que se m > mg entdo |, (z) — ¢(z)| < 7, para todo
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r € K, dai,
(Tusom — @) = | Jgu(@)(om — ¢)(z)dz]
- ’ fK u(x)<90m - gO)(I)dI|

< Ji u@)[(omn — @) (2)|dz
< g7 Ji lu(@)|da
< €

logo T, é continua.

Lema 1.1 (Lema de Du Bois Raymond) Seja u € L} (). Se T, = 0 entao u = 0

loc

q.s em 2.

Demonstragao: Ver Proposigao 1.3.1 de [10]. 0O

Com isso, vimos que, dado u € LP(Q2) define-se uma distribuigao 7,, € D’'(2) e pelo
Lema de Du Bois Raymond temos que se T,, = T, entao u = v ¢.s em (), assim, podemos
denotar T, simplesmente por u. Porém, nem toda distribuicao é definida por um elemento
de LP(2), um exemplo ¢é a distribuigao de Dirac definida da seguinte forma, dado =y € 2
defina &, : D(2) — R com sendo (d,,, ) = ¢(x0).

Sejam m € N e 1 < p < co. Representa-se por W™P(Q) o espago de todas as fungoes
mensuraveis u € LP(Q), tais que ¥V a € IN" com || < m, tem-se D*u € LP(Q2), sendo D%u

a derivada no sentido das distribuigoes sobre €2, ou ainda,

WmP(Q) = {u € LP(Q); D% € LP(2), ¥V o € N" com || < m}.

Para cada u € W™P(Q), definimos a norma de u por

1/p
o= | 32 [ 1Du(e)da
|o|<m Q
O espago (W™P(Q), || ||mp) ¢ um Espago de Bananch, denominado Espaco de Sobolev.

Quando p = 2, W™P(Q) é um Espago de Hilbet e serd denotado por

W™(Q) = H™ ().
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Define-se o espago W;""(€2) como sendo o fecho de C§°(Q2) em W™P()), em particular,
se p = 2 denotaremos Wy"*(Q2) = HJ*(R?). O dual topoldgico de HJ*(€2) serd denotado por
H™(Q).

Dado H um espago de Banach, se T'> 0 e 1 < p < oo, representa-se por LP(0,7; H)
o Espaco de Banach das fungoes u : (0,7) — H tais que u é mensuravel e ||u(t)||g €

LP(0,T), munido da norma

T 1/p
lllooeany = ( / Hu(t)H%dt) .
0

Se p = 2 e H é um Espago de Hilbet, entao L?(0,T; H) ¢ um Espaco de Hilbert com
produto interno

(11, 0) 20 0580) = /0 (u(t), (1)) .

Quando p = oo tem-se o Espago de Banach L*(0,7; H) formado pelas fungoes u :

(0,T) — H mensuraveis e essencialmente limitadas em H, isto é,
supess ||u(t)||g < o0

munido da norma

[l oo 0,7:1) = supess [[u(t)]| -

Representa-se por D'(0,7; H) o espago das distribui¢oes vetoriais sobre D(0,7) com
valores em H, ou seja, o espaco das aplicagdes lineares e continuas de D(0,7") em H.

Sew € LP(0,T; H), 1 <p < o0, associa-se a u a distribui¢ao u, defina por

(i, ) :/O w(B)p(t)dt, o € DO, T).

Como feito anteriomente, pode-se mostrar que u é univocamente definida por u, dai,

identificamos u com u e podemos dizer que

LP(0,T; H) C D'(0,T; H).
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Seja T € D'(0,T; H), define-se a derivada de ordem m de T, no sentido das dis-

tribuigoes, como sendo a distribuicao gt—mT definida por

om o gm

Em particular, se u € LP(0,T; H) entao a derivada de ordem m de u, no sentido das

87}1

5y u definida por

distribuicoes, é a distribuicao

(;—Zu, ) = (—1)’"/0 u(t)aat—rjn (t)dt, V¢ € D(0,T).
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1.2 Resultados Basicos

Proposicao 1.2 (Desigualdade de Poicare-Friedricks ) Seja Q um aberto, limitado

com fronteira bem reqular de R"™. Entao existe C' > 0 tal que
[0ll2q) < Cll 7 0ll320), Vv € Hy(R)

Observagao 1.3 ||/ (+)||12) define uma norma sobre Hy(Q) que € equivalente a norma

H ' H?{é(g)

Defini¢ao 1.4 Uma fun¢io u : [0,T] — R € dita absolutamente continua quando
para cada € > 0 existe § > 0 tal que para toda cole¢ao finita (s1,t1),. .., (S, tx) de subin-

tervalos de [0, T dois a dois disjuntos satisfazendo

k
Dolti—sl<d
j=1

tem se, necessariamente,

;) —u(s;)| <e

||M»

Teorema 1.5 (Lebesgue) Se v € uma funcgdao absolutamente continua em [0,T], entdo

v(t) = v(0) —l—/o v'(s)ds

Lema 1.6 (Desigualdade de Gronwall) Sejam ¢ € L*(0,T) e 3 € L'(0,T) onde

6>0,p0>0eC >0 uma constante. Se
<C+/ﬁ (s)ds, ¥t € [0,T].

Entao,
p(t) < Celo P&)ds i ¢ (0,T).

Demonstragao:
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Defina 9(t) = C + fotﬁ(s)go(s)ds. Note que By € L'(0,T) e portanto ¢ é abso-
lutamente continua, dai, ¢'(t) = B(t)p(t) < B(E)v(t) = ¥'(t) — B(t)Y(t) < 0. Mutli-
plicando essa ultima desigualdade pelo fator integrante e~ Jo B(s)ds g simplificando temos

d

que % |(t)e” I B(S)ds] < 0. Integrando de 0 a t como v é absolutamente continua, pelo

Teorema temos
Y(t)e™ o A% < (0),

dai,
b(t) < Celo Bls)ds.

logo,
o(t) < h(t) < Celo Blo)ds

Teorema 1.7 (Bochner) Sejam E e F espagos de Banach. Se T € L(E,F) e

f:Q — E ¢é Bochner integrdvel, entao T o f : Q — F € Bochner integrdvel e

T(/Q f(x)dx) :/QTf(x)dx.

Proposigao 1.8 Sejam E um espago de Banach e u,g € L*(0,T; E). Entdo sao equiva-

lentes:

(i) u € igual quase sempre a uma primitiva de g, isto €,

u(t) =¢& +/0 g(s)ds, q.s em [0,T],

onde £ € E.

(it) Para cada ¢ € D(0,T)



1.2. Resultados Basicos 19

(iti) Para cadan € E'

no sentido das distribuicoes.

Demonstracao:
()= (i)
Seja p € D(0,T), assim de (7)

[Fut)'ydt = [ [§+ N ] (t)dt
= fo o' (t dt+fo fo s)dse!(t)dt
= &o(T) +f0 fo s)dsy'(t)dt
= fo fo dsgp t)dt.

Defina f(t) fo s)dsp(t) e note que f é absolutamente continua, dai, fOT % f(t)dt =
f(T) = £(0) = 0. Por outro lado, 4 f(t) = )+ fo s)ds¢'(t), dai,

foT jtf t)dt = fo dt""fo fo s)ds'(t)dt,

[ [ staseoi=- [ stear

Au@¢®ﬁ=—Ag®ﬂmw

dai,
Portanto,

(i4)=> (i)
Dado n € FE' defina f(t) = (u(t),n), entao f € L'(0,T) pois fOT|f(t)|dt <
fo lu(t)|e|n|edt = |n|e fo lu(t)|pdt < oo, j& que u € LY(0,T; E). Assim, f define uma

distribuicao dada por

(f,0) = /f t)dt, ¥ ¢ € D(0,T).

Entao,
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dif o) = — [ ft)e(t)dt
= — [, (u),n)

=~ (ult)¢'(

)/ (

= (T gt)p(t), ndt)
= [T{g(t), mye(t)dt
= ({g(t),m), ).

Com isso, 4 (u(t),n) = (g

(ii)= (i)

Fagamos v( fo s)ds. Sabemos que fo fo s)ds'(t)dt = —fo s,
YV ¢ € D(0, T), dalf,

/0 v(t) (t)dt = /0 u(t)' (t)dt —{—/0 g()p(t)dt =0, V¢ € D(0,T).

Vejamos que v(t) = & ¢.s em [0,7]. Com efeito, tome algum ¢, € D(0,7") tal que
[T wo(t)dt = 1, assim dado ¢ € D(0,T) seja A = [i p(t)dt. Defina ¢(t) =

Jo (#(s) = Ago(s)) ds, assim ¢/ (1) = (1) = Apo(t).
Como ¢,y € D(0,T) entdo suppy, supppo C (0,7, assim, existe 6 > 0 tal que

w=vo=0em (0,0)U(T—6,T) ety =0em (0,0)U(T—9,T). Com isso, supp® C [§,T—J]

e entdo supp v é compacto, e assim ¢ € D(0,T). Dali,
T T T
0= / o(E)0 (t)dt = / o(B)p(t)dt — A / o(E)epo (1)
0 0 0

Tome £ = fOT v(t)po(t)dt e assim,
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Como ¢ foi tomado arbitrario, temos, pelo Lema de Du Bois Raymond caso vetorial
v(t) =€ g.s em [0, 7.

O

Definicao 1.9 Sejam (V,||-|lv) e (H,| - ||x) espacos de Hilbert tais que V- C H. Dizemos

que T:V — H , injecao canonica de V em H, ¢ o operador imersao. Dizemos

v —— U

que V' esta tmerso em H quando I € continua e denotaremos por V. — H. A imersao
¢ compacta quando a tmagem de conjuntos limitados de V' por I sdo conjuntos relati-
vamente compactos de H, ou seja, conjuntos cujo fecho é compacto em H e denotaremos

porV<i>H.

Proposicao 1.10 Sejam V C H dois espacos de Hilbert reais sendo a imersao de V' em

H continua. Se v € LP(0,T;V) tal que 4v € LP(0,T; H) entio, v € C°([0,T]; H) ¢

v(t) = v(0) —i—/o %v(s)ds, vt € [0,T].

Demonstragao: De fato, como v € LP(0,T;V) — LP(0,T;H) e 4v € L?(0,T; H),

definem distribuigoes que satisfazem

d d

E<U(t)7n> = <Ev(t)7n>7 Vn S Hlv

ou seja, satisfaz o item (iii) da proposicao anterior. Assim, do item (i) temos que

td
v(t) =¢ +/0 Ev(s)ds q.s em [0,77,

onde podemos tomar v(0) = &.
Como 4v € LP(0,T; H) entdo fot Lv(s)ds é absolutamente continua e portanto v €

C°([0,T}; H). m
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Proposicao 1.11 Seja I um intervalo da reta. Entao

WP (1), V1 <p< oo,
ou seja, evite C' > 0 (dependendo de somente de I) tal que ||ul|pry < Cllullwirm,
Vue Whr(I). Além disso, se I tem comprimento 1 entio C' = 1.

Demonstracao: Ver Teorema VIIL.7 de [2] 0O

Teorema 1.12 (Rellich-Kondrachov) Seja Q@ um subconjunto aberto limitado do R™,

Q de classe C* e 1 < p < co. Entdo
(i) sep <n entdo W'P(Q) < LI(Q), ¥ q € [1,p*) donde =
(ii) sep=n entdo WP(Q) < LUQ), ¥V q € [1,+00);

(iii) se p > n entao W'(Q) < C(Q).

Corolério 1.13 Seja Q um aberto limitado de R™. Entio H2(Q) <> H}(Q) .

Demonstracao: Ver Coroldrio 10 de [10]. 0

Definicao 1.14 Seja E um espaco de Banach. Dada uma fungao f € E' defina ¢y :
E — R tal que pf(z) = f(z). A topologia fraca 7(E,E’) sobre E € a topologia menos
fina sobre E que torna continua todas as aplicagoes . Se (Tn)new € uma seqiiéncia de

E a qual converge para a x em E na topologia fraca 7(E, E"), denotaremos
T, —~x emb.

Proposicao 1.15 Seja (x,)nen uma seqiiéncia em E. Entdo verifica-se
(i) v, = x em E se, e somente se, (f,x,) — (f,x) V f € E';
(it) Se x, — x em E, entdo v, — x;

(iii) Se x, = x em E, entao ||x,||g € limitada e ||z||p < liminf ||z,| g;
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(iv) Se x, = x em E e f, — f em E', entao (f,,x,) — (f, ).

Definicao 1.16 Seja E um espago de Banach. Dado x € E considere a func¢io ¢, :
E' — R tal que p.(f) = f(z). A topologia fraca estrela T(E',E) sobre E' € a
topologia menos fina sobre E' que torna continua todas as aplicagoes p. Se (fn)nen € uma

seqliéncia de E' que converge para f € E' na topologia fraca estrela 7(E', E) denotaremos
fo > f em E'.

Proposicao 1.17 Seja (fn)new uma seqiéncia em E'. Entao verifica-se
(i) fo>f em E' se, e somente se, (fn,x) — (f,z) Vo € E;

(it) Se f, — f em E', entao f, — f na topologia 7(E', E");

(iii) Se f, — f em 7(E', E"), entdo f, = f em FE';
(iv) Se f, = f em E', entdo || f.||z € limitada e || f||z < liminf || f, |z ;
() Se fn > f em E' ex, — x em E, entio {fn,r,) — (f,z).

Teorema 1.18 (Banach-Alaoglu-Bourbaki) O conjunto Bgr = {f € E'; |f|p <1} €

compacto para a topologia fraca estrela T(E', E).

Demonstracao: Ver Teorema II1.15 de [2]. 0

Proposicao 1.19 Seja E um espaco de Banach separdvel. Entao Bg: é metrizdavel para
a topologia fraca estrela T(E', E), isto €, existe uma métrica definida sobre Bg: tal que a

topologia associada coincide sobre By com T7(E', E).

Demonstracao: Ver Teorema II1.25 de [2]. 0

Proposicao 1.20 Seja E um espago de Banach separdvel. Dado uma seqiiéncia (f,) C E’

limitada, existe uma subseqiiéncia (fn,) C (fn) que converge na topologia fraca estrela

7(E, E).
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Demonstracao: De fato, como (f,,)nen é limitada, entao exite M > 0 tal que f,, € M Bp.
Do Teorema de Banach-Alaoglu-Bourbaki [1.18 e da Proposigao temos que M Bp: é
metrizdvel e compacta, assim (f,,),en € uma seqiiéncia no espago métrico compacto M By,
portanto existe uma subseqiiéncia (f,, ) convergente, como a métrica definida em M Bp é

equivalente a topologia 7(£', E') temos que (f,,) converge na topologia fraca estrela.

Proposicao 1.21 Seja (uy)nen seqiéncia em LP(Q) tal que u, — u em LP(S). Entao

existe uma subseqiiéncia (uy,) tal que
Up, (x) — u(z) para quase todo x € Q.

Demonstragao: Ver Teorema IV.9 de [2]. O

Proposicao 1.22 Seja H um espaco de Hilbert. Se 1 < p < 0o, entao podemos identificar
(LP(0,T; H))" com L¥ (0,T; H'), através da isometria

F: LP(0,T;H') — (L*(0,T; H))

dada por
T
(Pla).v) = [ {u(®)o(®)it, Yo e DO.T5H)
0
Demonstragao: Ver Teoremas IV.10, IV.11 e IV.14 de [2] 0

Lema 1.23 (de Lions) Seja Q aberto de R™ x R. Se (up)men € uma seqiéncia em

LP(Q), onde 1 < p < oo, tal que
(i) Upm — uq.s em Q, u € LP(Q);
(i) [tm|Lr(q) < o0,

entao

U, — u fraco em LP(Q)
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Demonstracao: Ver Lema 1.3 do Capitulo 1 de [7]. 0

Teorema 1.24 (Teorema de Aubin-Lions) Sejam By, B, B; espagos de Banach tais

que
(i) By — B <— By, com By, By reflexivos;
(ii) By — B compacta.

Seja W = {v € LP(0,T; By); v' € LP*(0,T; B1)} munido da norma |v|w = |v|Lre01;8,) +

V| o1 (0,7;By), com 1 < po,p1 < 0o. Entdo a imersao W — LP(0,T; B) é compacta.

Demonstragao: Ver Teorema 5.1 do Capitulo 1 de [7].

1.3 Base hilbertiana e Teoria Espectral

Apresentaremos aqui um resultado, usando o Teorema de Lax-Milgram e o Teorema
Espectral, para obter uma base hilbertiana especial de um espaco de Hilbert. Para mais

detalhes veja Medeiros [9].
Definicao 1.25 Seja H um espaco de Hilbert, um operador T € dito autoadjunto quando
(Tu,v) = (u,Tv), Yu,v € H.
Definicao 1.26 Uma base hilbertiana do espaco de Hilbert H € uma Seqiiéncia enu-
merdvel (wp)nen que satisfaz
(i) (wi,w;j) = &;; para todo i,j € IN;
(it) O conjunto de todas as combinagies lineares finitas de (wy)nen € denso em H.

Teorema 1.27 (Espectral) Seja H um espaco de Hilbert separdvel. Se T': H — H €
um operador compacto e autoadjunto, entao existe uma base hilbertiana de H formada por

autovetores de T'.
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Demonstracao: Ver Teorema VI.11 de Brezis [2]. 0

Definicao 1.28 Sejam H um espaco de Hilbert e a: H x H — R uma forma bilinear.

(i) a é continua se existe uma constante C' > 0 tal que

la(u, v)| < Cllull[lo]l, ¥ u,v e H.

(ii) a é coerciva se existe uma constante M > 0 tal que

a(u,u) > Mljul]®, Vue H.
(iii) a € simétrica se
a(u,v) = a(v,u), Vu,v € H.

Observacao 1.29 Uma forma bilinear a : H x H — R continua, coerciva e simétrica
define um produto interno em H cuja norma ||ull; = /a(u,u) € equivalente a norma de
H, pois

Mlull* < au, u) < Cflull*.

Teorema 1.30 (Lax-Milgram) Seja a: H x H — R uma forma bilinear, continua e

coerciva, entdo para toda [ € H' existe um tunico uw € H tla que
a(u,v) = f(v), Vv € H.
Além disso, se a € simélrica, entdo u minimiza o funcional
1
J(v) = 5a(v,v) = f(v), Vv e H.

Demonstragao: Ver Coroldrio V.8 Brezis [2]. 0O

Sejam V e H espacos de Hilbert, com H < V e H denso em V. Seja ainda

a: H x H— R uma forma bilinear, continua, coerciva e simétrica.
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Dado v € V temos que (v,-)y € H', dai, pelo Teorema m (Lax-Milgram) existe um
Unico v € H tal que

a(u,v) = (v,w)y, Vw € H.

Com isso, defina a aplicacao G : V. — H da seguinte forma, dado v € V temos que

Gv = u onde u ¢é dado pelo Teorema de Lax-Milgram, assim
a(Gv,w) = (v,w)y, Yw € H.

Note que G ¢ linear e vejamos que satisfaz algumas propriedades.

(1) G é continua.

De fato, dado v € V', como a é coerciva e H — V temos que
M||Gu|| < [a(Gv, Go)| = |(v, Gu)v| < [[ollv]|Gully < cllGullullv]v,

dai, ||Gv||g < 7l|v]|v, portanto G é continua.

(i) G: H — H é compacto.
Com efeito, temos que G € L(V,H) e a imersao Z : H — V é compacta, entao
G |pg=GoZ: H — H é compacta.

(13i) G : (H,a(-,-)) — (H,a(-,-)) é autoadjunto, onde (H,a(-,-)) é o espago de Hilbert
definido pelo produto interno dado pela forma bilinear a.

De fato, dados u,v € H temos que

a(Gu,v) = (u,v)y = (v,u)y = a(Gv,u) = a(u, Gv).

Da Observa(;éom (H,a(-,-)) é um espago de Hilbert cuja norma é equivalente a norma
definida pelo produto interno (-, -) g, assim, se H é separavel, entao (H,a(-,-)) é separéavel e,
além disso, G : (H,a(-,-)) — (H,a(-,-)) é compacto e autoadjunto, entao, pelo Teorema

Espectral |1.27} existe uma base hilbertiana (v,)n,en de autovetores de (H,af(-,-)), ou seja,
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(i) a(vi,v;) = d;; para todo 7,5 € IN;
(71) O conjunto de todas as combinagoes lineares finitas de (v, )n,en € denso em H.

(131) Guy = A, Ay #0,Vn € IN.
Defina w,, = \/%\fvn, vV n € IN, assim temos que (w,,)nen é uma base de H cujo conjunto
das combinagoes lineares finitas de (wy,)nen ¢ denso em H. Além disso temos que
(1) (wp)nen € ortonormal em V.

De fato,

1 1
(wi, wj)y = \/T(%wj)v = ﬁa(GUz‘awa‘) = \/)\—i(%wj)v =

7

A A
a(vi, 'Uj) = —51']' = (5”-

Vi A Vi A
(77) O conjunto das combinagoes lineares finitas de (wy,),en é denso em V.
Para provar isso usaremos o seguinte fato de analise funcional

Lema 1.31 Sejam E um espa¢o de Banach e F subespago vetorial de E. Se {f €
E'; flv)=0,VveF} =0, entao F € denso em E.

Demonstracao: Esta proposicao segue diretamente do Teorema de Hahn-Banach 2%
forma geométrica. Ver Coroldrio 1.8 de Brezis [2]. 0

Assim, voltando a demonstragao do item (i), seja f € V' tal que f(Z§:1 ajw;j) =0
para quaisquer k € N e @ € R, em particular, f(v;) =0, Vj € IN.
Dado v € H, como o conjunto das combinagdes lineares finitas de (v, )nen é denso em

H, entao para todo € > 0 existe v, = Z?Zl ajv; tal que |lv — ve||g <€, dai,

[f @) < 1f(v = v )l + [f @)l < I fllvello = vellv < NI llve ellv = vellm < Cre.

Assim, f(v) =0 e como v foi tomado arbitrario em H temos que f(v) =0, Vv € H. Do
mesmo modo, como H é denso em V temos que f(v) =0, Vv € V, entdo f =0 e temos

o resultado.
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1.4 Existéncia de Solucoes para Equacoes Diferenci-
ais Ordinarias

Seja  um subconjunto aberto de R™™! cujos elementos sao denotados por (¢, ), t € R

ex € R" eseja f: Q) — R" uma funcao. Considere o Problema de Cauchy

() = [t ),

x(ty) = xo.

(1.1)

Definicao 1.32 Uma solugao do Problema ¢ uma funcao ¢ : I — R™ absoluta-

mente continua que satisfaca
(i) (t,o(t) €Q, Vel
(ii) ¢'(t) = f(t.¢' (1), g.s em I.

Definicao 1.33 Dizemos que uma funcao f : Q) — R"™ satisfaz as Condig¢oes de

Carathéodory sobre ) quando
(i) f(t,z) é mensurdvel em t para cada x fizado;
(it) f(t,x) é continua em x para cada t fixado,

(iii) Para cada compacto K C ), existe uma fungdo real my(t) integrdvel tal que

lf(t,z)|rn < mg(t), V(t,z) € K.

Teorema 1.34 (Teorema de Carathéodory) Seja f : Q0 — R”" satisfazendo as con-
dicoes de Carathéodory sobre ). Entdo existe uma solugdo x(t) do Problema de Cauchy

sobre algum intervalo |t — to| < 3, com [ > 0.

Demonstracao: Ver [3]. 0O
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Teorema 1.35 (Teorema de Prolongamento) Seja Q@ =1[0,7)x B comT >0 ¢ B =
{r € R™; |z| < b}, b>0 eseja f:Q— R" satisfazendo as duas primeiras condigoes
de Carathéodory sobre Q. Suponhamos que x(t) é uma solu¢ao do Problema de Cauchy
tal que |xo| < b e que em qualquer intervalo I, onde xz(t) estd definida, se tenha
lz(t)| < M,V tel, onde M independe de I e M < b. Entao x possui um prolongamento
em [0, T7].

Demonstracao: Ver [3].



Capitulo 2

Problema Cilindrico

Neste Capitulo, resolveremos o problema associado a Equagao de Boussinesq ([2]) em um
dominio cilindrico Q x Q em R?, onde Q = (0,1) e Q = 2 x (0, 00). Usaremos o método de
Faedo-Galerkin [9] que consiste em, para cada m € IN, resolver um problema em dimensao
finita m cuja solucao se aproxima da solucao desejada quando m — oo. A partir de agora
denotaremos o produto interno e a norma de L*(2) por (-,-) e | - | respectivamente.

Dados ug,u; : €2 — R considere o seguinte problema misto, dado pela equacao

onde, por simpliciade, a =b=c=1

ug(z,t) — (u(z,t) + ue(z, t) + (W (2, )2z + Upzze = 0 em Q;
w(0,t) = u(1,t) = u.(0,t) = u,(1,t) = 0 para t > 0; (2.1)

u(z,0) = ug(x), u(z,0) = uy(z) em Q.

Definicao 2.1 Uma solug¢ao fraca do Problema ¢ uma fungao real u = u(x,t)
definida em @ tal que para todo T > 0 satisfaca

u € L0, T; H3 () e u; € L*(0,T; Hy(Q)) N L>(0,T; L*()), (2.2)
A identidade integral

= Iy Jo el 060z, )dadt + [ fo () + e, 8) 4+ (2, 0)abn(, )t
fOT fQ um(x, t)eacac(x, t)dIdt =0

31
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para todo 0 € L*(0,T; H3(Q)) tal que 6, € L*(0,T; L*(R?)) e 8(0) = 6(T) = 0.

E as condicgoes

u(z,0) = ug(x), u(z,0) = uy(z). (2.4)
Definigao 2.2 Dados uy € HZ(2) e u; € L*(Q) define-se

11

4 1
Ky= - 2 :):2 ~ :m:2
0 5’Ul| +10\U0| +2|U0 |

Teorema 2.3 Suponha que ug € HZ(Q) e uy € L*(Q2). Se

6 1

entdo eziste uma unica func¢ao real u = u(x,t) definida em @ solu¢iao do Problema
no sentido da Defini¢ao |2.1).

Demonstragao: Aplicaremos o método de Faedo-Galerkin. Sabemos que H?(2) é um

espaco de Hilbert com o seguinte produto interno

ou, . Ov 0*u, 0%

(u, v) g2(0) :/Qu(x)v(x)dx—i— Q%(x)%(x)dx—i— Q@(m)@(x)dx

Como HZ(2) é o fecho de D(2) em H?() entdao é também um espaco de Hilbert.
A aplicacdo v € H*(Q) — (v,vs,vz2) € [L*(2)]® é uma isometria sendo a norma em
[L?(©2)]? dada por |(vl,v2,v3)|[2L2(Q)]3 = |v1]? + |va|® + |v3]?, vi,v9,v3 € L*(Q). Com isso,
como L?(§2) é separavel, temos que H%(Q)) é separdvel e dai, HZ(£2) também é separavel.

Do Corolério temos que H2Z(Q) < HI(Q) e como HL(Q) — L), entdo
H2(Q) < L*(Q). Defina a : H2(Q) x H3(Q) — R como sendo a(u,v) = (Uag, Vga),
assim, temos que a(-,-) é uma forma bilinear continua, coerciva e simétrica, entao, pelo
resultado apresentado na Segao existe uma base (wy)nen de H3(2) ortonormal em

L?(2) tal que o conjunto das combinagoes lineares finitas de (wy, )nen ¢ denso em HZ(2) e

em L*(Q).



2.1. Problema Aproximado 33

Defina V,, = [wy,...,w,] o subespago vetorial de HZ(Q) gerado por {wi, ..., wn},

assim US_,V,, ¢ denso em HZ(Q) e em L*().

2.1 Problema Aproximado

Queremos encontrar u™(z,t) = 37| g7 (t)w;(z) em V;, solugdo do problema

(i (), wj) + (' (1), wie) + (uy(t), wia) — ([W™ (1) aw, w5) + (U (1), wiew) = 0;
u™(z,0) = ul*(z) — up(z) em HZ(Q); (2.6)
u(x,0) = ul(z) — ui(x) em L*(Q),

Com efeito, como ug € HZ(Q2) e u; € L*(Q), pela densidade de U_, V,, nesses espacos,
existem uf' = Y7 offw; e upt = YU, Bf'w; tais que uft — ug em HE(Q) e uft —

up em L?(Q). Assim, o Problema (2.6)) ¢ equivalente ao seguinte sistema de m equagoes,

( m m m
[gktt wlﬁ w] + + gkt wk$7 w]z + E wkxw; wjzz)]
k=1 k:l k=1

295" (t ([Z 9" (tw ] wk:z,wjx>] =0; (2.7)

1
g§”(0) :O‘j egjt<0) = j ,je{l,...,m}.

Defina as seguintes matrizes,

(wlawl) e (wlawm) (Wlaszlw) T (leawmm)

W = : : Wi = : : )
(wmv wl) T (wmv wm) (wmxa wlx) e (wm:m wmx)
(Wlx:pu Wlxm) e (wlma wmxm) g{n (t) w1

W2 = >G(t) = 7V = s

(wmxxa wlx:c) e (wm:(;aca wmx:c) gz (t) Wm
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(V- -Gt)wig,wiz) - (V-Gt)wig,Wma)
H(G() = ' - ‘ |
(V- Gt)wmz,wiz) -+ (V- Gt)wmzs Winz)
o B
Xo = Xy =
W, B

Com isso o sistema ([2.7)) na forma matricial é dado por

W-G"(t)+ W, - [G(t)+G'{)]+Wy-G(t)+2H(G(t)) - G(t) = 0;

G(0) = Xo; (2.8)
G'(0) = X;.
Observagao 2.4 Como (wy,)men € ortonormal em L*(Q) temos que {wi,...,wn} € Li,

V'm € IN. Assim, vejamos que as colunas de W sao L.i.

De fato, sejam \q,..., A\, € R tais que
m (wi, wk)
>
k=1
(wma wk)
Assim, para cada ¢ € {1,...,m}, temos que
m m
0= Z )\k(wi, wk) = (wi, Z )\kwk)
k=1 k=1
Denotando w = > 7" | Mwy, temos que (w;,w) = 0V i = 1,...,m, assim, somando esta

equacao com ¢ variando de 1 até m temos

m

0= Z()\iwi,w) = (w,w) = |W|27

=1
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daf, >77" |, Adswr = w = 0. Pela independéncia linear dos wy temos que Ay = 0, V k =
1,...,m, portanto as colunas de W sao l.i como queriamos mostrar.
Da observacao temos que det W # 0 e conseqiientemente W ¢é invertivel, com isso

a equacao matricial do Problema pode ser escrita como
G'(t) = W W, - [G(t) + G'(t)] + Wa - G(t) + 2H(G(t)) - G(1)). (2.9)
Dessa forma, dado T' > 0, defina F : [0,T] x R*" — R*™ por
Ft,X,Y)= Y, W W, - [X +Y]+ Wy - X +2H(X) - X)). (2.10)
Defina agora, Z(t) = (G(t),G'(t)) e do sistema temos o seguinte Problema de
Cauchy,

Z'(t) = F(t, Z(t)),
Z(O) = (XOaX1>'

(2.11)

o qual veremos que satisfaz as hipdteses do Teorema de Carathéodory ([1.34]).

De fato, observe que
(1) F é mensuravel em t para cada (X,Y) fixo, pois independe de t;
(17) F é continua em (X,Y) pois as coordenadas sao produto e soma de fungdes continuas;

(ii7) Para cada compacto K C R x R?*™, como F é continua e independente de ¢, temos

que é limitada,

com isso F satisfaz as condigoes de Carathéodory sobre [0, T] x R?™, entao, pelo Teorema
de Carathéodory , existe ¢ : [0,t,,] € R — R®" solucao do Problema de Cauchy
(2.11), com t,, < T'. Conseqiientemente existem as fungoes gj*, j = 1,...,m, sendo g
e g7 absolutamente continuas em [0,%,,] e portanto o sistema possui solucao u™ em
[0,t,,]. O prolongamento dessas solugoes ao intervalo [0, 7], bem como sua convergéncia,
obteremos por meio das estimativas que faremos a seguir, mas antes faremos uma pequena

observagao.
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Observacao 2.5

Defina
m 1 m 2 6 m m 8 m 2 m 2
E™(t) = 5 " OF + (@ (1), w™ () + < |z @) + [uga ()] o e (2.12)
Ky = 5‘“1 ‘2 + 1_()’“0:5’2 + §’U0m’2 (2.13)

e observe que do Problema (2.6)), como uJ' — uy em HZ(Q) e u* — u; em L?*(2) entao
lugt] = |wox|, |ugh,| — |toez| € |uf*| — |ui| em R. Com isso, KJ* — Ky em R, entao K"

¢é limitado por uma constante K; que depende somente de uy e u;. Também observe que

K™(0)

5 {1 (O + 2(u(0), u™(0) + Flu (0) + |ug (0)}

< g {4 SG Il P+ Sl ?) + Slugel® + lugs,*}
= glulP + flug P+ glugel® + 5lug, |

< Sl 4 lug P+ 5 lug? + glugy

= sl + fglug® + 3luf.|?

= K.

2.2 Estimativas

Comecemos multiplicando a equagao do Problema 1} por %g}”(t) e somando com

j=1,...,m. Assim,

(g (1), " (1) + (g (1), uin (1)) + (Wi (1), u (t) — ([u™ (6)Jaw, w" (1)) + (W5 (1), uii, (1)) = O

Note que as derivadas em relacao a t sao derivadas no sentido usual, com isso temos

(i (1), 0 (1) = § S (o)
(1), w3 (0)) = 5 ()
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m m _ 1 d m 2.
e portanto vale a igualdade
th {! u (O + [ (O + g (OF } + Juip* = (0™ (8)"]e, " () (2.14)

Agora multiplicando a equagao do Problema (2.6) por g}”(t) e somando com j =

1,...,m temos

(ugy (£), u™ (8)) + (ug (8), 1 (1)) + (ugp(8), uz (8)) — ([0 (8) o, w™ (8)) + (Wil (1), Wiy (1) = 0

Note que
(uir (), u™(t)) = %(UT(Q, u™(t)) = (u"(t), ui" (1))
Com isso temos
S (), um™ (1) + sl (07}

(2.15)
= (O + [u (O + [ (012 = (W (1), w™ (1))

Do segundo membro de (2.14) integrando por partes e observando que u™(t) € HZ ()

temos

(" (P )aa ) =m0 <x,1t>dx
- W) ]w“t @] _, = @ e a1

N

-

0

—([w™ (£)]a, uip (1)) < [([u™ () ]x,ug(t))l

|2um () (1), up ()] < 2 fy ™ v (@, ugy (, t)da

20u™ ()] Loe o, luz (V) iz () 1 0.1) (2.17)
20w (8)] oo 0, [ (£) iz (1)]

2uy (1) |u (1) < 4l (O + Flufz (6

onde a pentltima desigualdade é devida a desigualdade de Poincaré-Friedricks e ao fato

VAN VAN

IN
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de que Hy () — L*=(9Q), dai, [u™(t)[r=(0) < [u™()|m1) < [uf'|r20)-
Analogamente, obtemos de ([2.15)) que

([ (#) e, w™ (1)) < 20 (1), (2.18)

De ([2.16) e (2.18)) em (2.14]) e (2.15] respectivamente temos

577 L OF + [ OF + [ (OF } + i (OF < 4l (0] (2.19)

d

O )+ R OP ) - 1O O P <20 0P 220)

Multiplicando (2.20)) por £ e somando a (2.19) e utilizando a desigualdade de Poicaré-

Friedricks (—|uf(¢)]* < —|u*(¢)|?) temos

+aglupp (01 + 2ug (O + Su (1) (2.21)

Assim, substituindo (2.12)) em ([2.21)) temos

G KO+ 55 luizOF + =l (OF + 2 u (OF < 2wz (OF | £lui (0] + 2wy (0F] - (222)

Queremos K™(t) > 0. Para isso, utilizando a desigualdade de Poincaré-Friedricks,

observe que

(" (1), w™ (1) > = [uf" (O — < |uy (1) (2.23)

Dali,
K0 2 3 { 2R + 12 OF + o} 2 0 (2:24)
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Agora, definindo

) =2{ Bz + 20} (229

e substituindo em obtemos
G B () + gl P + [ (O [35 — 9™ (O] + sluz(OF + a0 <0 (2.26)
De temos que
()| < V2K™(t) e |um(t)]? < 2K™(t). (2.27)
Entao, de e obtemos
2V (t) < 2 {SJTW(tH 4Km(t)} _ §¢W+ SE™(1), Vi € [0,tn).  (2.28)

Vamos mostrar que K™ (t) é limitado, para isso admita, a principio, a seguinte afirmacao

3
Afirmacgao 2.6 y™(t) < 10 Vitel0,tn).

Sendo assim, podemos eliminar a parcela |u2' ()| [ — 7™ (t)] de (2.26) que ainda vale

a desigualdade, ou seja,

F K@) + Gl (O + i) + 2l (@) < 0. (2.29)

Integrando esta igualdade de 0 a t em [0, t,,) vemos que
K™(t) + {5 Jy e (0)Pds + 55 [y [z (t)Pds + 8 [ luf,(8)Pds < K™(0). (2:30)
Dessa forma, da Observacao temos que
K™(t) < Ki, (2.31)

para todo t > 0 onde K™(t) estd definida.
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Com isso, de e de ) temos que
[ui ()1 + [ ()] + Ju, () < Ko, (2.32)

onde K5 também é uma constante que s6 depende de uy e u;. Pela desigualdade de

Poincaré-Friedricks temos que

W (D) = W OF + [ug (O + ug;, (@)

< ug (O + Jug (O + [ul, (D] (2.33)

-~

<K> <K>
2Ks.

IA

Assim, obtivemos a primeira limitacdo. A segunda limitacdo segue imediato de ([2.32))
como sendo

Jui (1)]* < K. (2.34)

Dessas duas limitagoes, podemos aplicar o Teorema do Prolongamento [1.35| e estender
as solugoes do Problema Aproximado ao intervalo [0, T]. De fato, como vimos, pelo
Teorema de Carathéodory, existe uma funcao ¢ : [0, t,,) — R*"™ solucao do Problema de
Cauchy (2.11), assim temos que ¢(t) = (G(t), G'(t)). Para aplica o Teorema do Prolonga-
mento basta mostrar que |p(t)] < M, V ¢t onde ¢ estd definida, assim, basta mostra
que [G()]* = 3270, g (1) e |G'(#)]* = 3257, |gi ()] sdo limitadas.

Note que, como (Wy,)men ¢ ortonormal em L*((Q),

O = YT (g5 (twy, g (H)wr)
= 2l (O |w;l?

= 2ialeg @)
= 1GO)P,

assim, da limitacao (2.32) e da desigualdade de Poincaré-Friedricks, temos que

IGOF = [u™(O)] < |up ()] < Ky
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Do mesmo modo,

uir (@) =

assim, da limitacao (2.34)), temos que
G' (O] = |ug" ()] < K.

Agora, estendida as solugdes ao intervalo [0, 7], de (2.33)), podemos tomar o supremo

essencial e temos que

|um|%00(07T;H§(Q)) < K, (2.35)
Ainda, de (2.30) temos que
T
| lnioras < k. (230
0

assim, de ([2.34)) e de (2.36) obtemos a seguinte limitacao

|uj %z(o,T;Hg(ﬂ)) - fo |uj (t)‘th + fo |uxt(t)|2dt (2.37)
< KT+ Ko

Portanto, de (2.35), (2.37) e (2.34)temos que
(u™) é limitada em L>(0,T; H3(Q2)), (2.38)
(u") é limitada em L*(0,T; Hy(2)) N L>(0,T; L*()). (2.39)

Finalmente, provemos a Afirmacao [2.6]

Demonstragao:
Com efeito, suponha por absurdo que exista t; € [0,t,,) onde 7" (t;) > %. Da Ob-
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SErvagao como K" - Ky, dado € > 0 existe my > 0 tal que |KJ*'— Ko| < e, ¥V m > my.
Assim, 0 < K" < Ko +¢, V' m > my.
Note que,

6 6 1
lim (5\/ 2(K() + 5) + 8<K0 + 6)) = g\/ 2Ky + 8K0) < g,

e—0

sendo a ultima desigualdade devido a hipétese (2.5)) do Teorema . Com isso, podemos

tomar € tao pequeno de modo que
6 6 1
0< g\/QKSn—l—SKan < g\/2<K0—|—€)+8(K0+8) < g, Y m > mg.

Assim, de (2.28)) e da Observagao temos que

6 1 3
™(0) < g\/ZKgn +8K(" < = <10

Como 4™ é continua, pelo Teorema do Valor Intermediario, existe ¢t € [0,t,,) tal que

Y™ (t2) = 1=, assim o conjunto (y™) ' ({Z}) nao ¢ vazio, além de fechado e limitado pois

Y™ é continua. Sendo assim, existe t* = min(y™) " ({}) = {t > 0; y™(t) = 5} e entdo

temos que
Y (t) < 1%, se 0 <t <t (2.40)
V() = 15
De e de temos que K™ (t*) < K™(0). Assim de e da Observagao
temos que
V() < SV2E™(E) + 8K™(1)
< §/2Km(0) +8K™(0)
< $V2KY + 8Ky
< ;<4

o que contradiz (2.40]) e conseqiientemente temos o resultado.
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2.3 Passagem ao Limite

Sabemos, da Proposi¢ao que L>(0,T; HZ(2)) é o dual do espago L* (0, T; H2(2)),
onde se u € L>®(0,T; H2()) entao

(u,v) = /0 (v(t),u(t))dt, Yve L0, T; H ().

Sabemos, de (2.38)), que a seqiiéncia (u™) C L*(0,T; H(Q)) é limitada, dai, da

Proposicao [1.20] existe uma subseqiiéncia, que denotaremos da mesma forma, tal que

u™ > uem L0, T; HX(Q)), (2.41)

ou seja,

™)y — (u,v), Yove LY0,T; H%(Q)),
portanto,

/0 (w(t), dt—>/ VWi, Yo e LN, T: H2(Q). (2.42)

Em particular, como HZ(Q2) — H%()) temos que

/T(u (t), (1)) a2 (o dt —>/ Nuzodt, Vv e LY0,T; H3 (S2)). (2.43)

Analogamente, como L*(0,T; H}(Q)) ¢ o dual de L*(0,T; H*(Q2)) e de (2.39)) temos

que existe uma subseqiiéncia de (u}"), denotada da mesma forma, tal que
w™ = uem L2(0,T; HY (Q)).

Afirmagao 2.7 u = wy.

Demonstragao: De fato, sabemos que L>(0,T; HZ(Q?)) — L*(0,T;L*(Q)) = L*(Q),
com isso, de 1} temos que u™ — u em L*(Q), ou seja, (™ v)20) — (u, )12,
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Vv e L*(Q), portanto
/ u™(z, t)v(z, t)dedt — / u(z, t)o(x, t)dedt Vv € L*(Q). (2.44)
Q Q

Sabemos que L?(Q) C D'(Q), ou seja, dado v € L*(Q) podemos definir uma dis-
tribuicao T, da seguinte forma, (T,, ) = va x, t)p(z, t)dzdt, ¥V ¢ € D(Q). Assim, de
(2.44), (Tym, ) fQ o(x, t)dzdt — fQ z, t)p(z, t)dzdt — (T, ) Y ¢ € D(Q),

LTm — 4T,. De

entao Tym — T, como a derlva(;ao ¢ continua em D'(Q) temos que

4T m — Ty, entdo, pela unicidade do limite, Ty = T,,,, logo U = ;. 0O

modo andlogo, -

Com isso temos que

u™ > uy em L2(0,T; Hi (), (2.45)

ou seja,

(uy*, v) — (ug,v), Yo € L2(0,T; H_I(Q)),

portanto,

/ (o8, 1 dt—>/ Ndt, Voe L0, T:H(Q).  (2.46)
0
Em particular, como H}(Q2) — H~'(Q) temos que
T
/ (W (1), v()) iy eyt H/ wt odt, Vv e L30T, Hi(Q).  (2.47)
0

Afirmagao 2.8 fOT(u?;(t),vx(t))dt — fOT(utx(t),vx(t))dt, Vuve L*0,T; H(Q)).

Demonstragao: Dado v € L?(0,T; H}(2)) defina z(t) : H}(2) — R como
(z(t), w) = (wy,v,(t)), Vw € H(Q). Claro que z(t) é linear e note que
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(@), wle (W, va(t))]

|wa|[v2(1)]

’w’Hé(m

= o(t)],y oy € L2O,T).

Dai, |z(t)|H71(m < |u(t)] « © portanto z € L*(0,T; H (). Com isso, de (2.46|) temos

1
Hp

que

/O (2(8), uf" (1)) dt — / (2(0), ua(0))dt,

dai, como v é arbitrario,

/0 (W (£), v ()t — / (e va (), Vv € L2(0,T; HY ()

Afirmacao 2.9

Jo (), va () dt + [ (1), v (8)dt — [ (ua(t), va(8))dt + [ (taa(t), vaa(1))dt,
Vv e L*0,T; H(Q)).

Demonstragio: Procedendo de forma andloga a Afirmacdo[2.§ dado v € L1(0,T; H3(Q))
defina z(t) : H3(2) — R como (z(t),w) = (wy, vx(t)) + (Wee, v2(t)), YV w € HE(Q).

Claro que z(t) é linear e note que
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[(2(1), w)|r (W, V(1)) + (Wazs Vaa(t))]

’w|Hg(Q) |w|H§(Q)

[(w, v(1))|Hz(0)

|w|H§(Q)

W] a2l ()] 5200

|7~U|H§(Q)
= |U(t)|Hg(Q) e L'(0,7T).

Dai, |z(¢)| < |v(t) , e portanto z € LY0,T; H2(Q2)). Com isso, de (2.42)) temos

H—2(Q) |H§(Q

que
T

/0 () um (@)t — [ (2(),u®))dt,

0

dai, como v é arbitrario,

/0 (U™ (1), v (1)) + (U™ (1), Ve (1))dt — [ (Ua, v3(t)) + (e (t), Vag (t))dt,

Vv e LY0,T; HA ()

Afirmagao 2.10 fOT([um(t)Z]m,v(t))dt — fOT([u(t)Q]m,U(t))dt, Vue L*0,T; H (Q)).

Demonstragao: De fato, basta mostrar que 2u™u™ — 2uu, fraco em L?(Q), pois, isto
significa que,

(2u™ul", v) r2Q) — (2, v)r2g), Vv € L*(Q).

E, como L*(Q) = L*(0,T; L*(Q?)), temos que
T T
/ (2um(t)u?(t),v(t))dt—>/ (2u(t)u,(t),v(t))dt, ¥ v e L*0,T; L*()).
0 0
Em particular, se v € L*(0,T; Hy(Q)) entao v, € L*(0,T; L*(Q)), dai,

| @ — [ @ voe 2o, m@),
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que é equivalente ao que queremos.

Assim, sabemos que u € L>®(0,T; HZ(Q)) — L*(0,T; H3(Q)) e uy € L*(0,T; H}),

entao, do Teorema (Aubin-Lions), tomando B = Hy(2), By = HZ(Q), B

= L2(Q)>

po = p1 = 2 temos que a imersao W — L*(0,T; H}(€2)) é compacta. Como u™ ¢ limitada

em L°°(0,T; H3(Q)) e u™ é limitada em L?(0,T; H}(S)) , entao u™ é limitada em W, logo

podemos tomar uma subseqiiéncia, denotada da mesma forma, tal que
u™ — u forte em L*(0,T; H} ().

Conseqiientemente,
u™ — u forte em L?(0,T; L*()),

u™ — u, forte em L?(0,T; L*(2)).

Aplicando a Proposigao em ([2.48)) temos que

m
u™ — uqg.s em @,

ul' — uy .5 em @,

entao

2u™u) — 2uu, ¢.s em Q.

Agora, basta mostrar que |2u™ul'|12(g) < oo. Com efeito,

2 Jo lum (o ) [ (1) Bt
2 o T ()2 e o [z (1) Pt

2 J T (1) 2y ol ()2t

Co [ Juln () 2|z () [2dt

o fO lu™(t)|*dt

o 12um (Eyur (t) dt

IN AN IAN A

IN

CiT|ul |Lm(07T;L2(Q)) < 0.

Logo, como [2u™ul'|12(q) < oo e de ([2.49), pela Proposicao [1.23] temos que

2u™u™ — 2uu, fraco em L*(Q),

(2.48)

(2.49)
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como queriamos.
l

Vejamos que com isso u satisfaz a equagao integral (2.3)) do Problema Cilindrico. De
fato, dado v € V,,, temos que existem A",..., A em R tais que v = Z] L Aj'wj. Multi-
plicando a equacao (2.6); por \; e somando com j variando de 1 até m temos a seguinte

equagao

(ugy (£),v) + (W (1), v2) + (ufy (1), va) = ([0 (1) o, v) + (U (8), vaa) = 0.

Multiplicando essa equacio por ¢ € L*(0,T) tal que ¢; € L*(0,T) e p(0) = p(T) =0 e

integrando de 0 a 7" obtemos

ﬂﬂmwww@ﬁ+ﬁ‘y ) ﬁ+kuﬁ,%wwﬁ

Integrando por partes temos

— S ), v) g ()t + [ (@), v)pt)dt + [ (Wh(t), v.)p(t)dt

T (2.50)
— Jo ([ (8) s ) () + fy (i (1), vaa)p(t)dE = 0.

Como v € V,,, entao vp € L*(0,T; HX(Q)) e vy, € L*(0,T; H} (). Com isso, de (2.47) e
das Afirmagoes [2.8] e podemos passar o limite e obter

— [ (u(t), )¢/ (t)dt + fo e (), 0) ()t + [ (g (t), v,) ()t

(2.51)
—jg [1(t)?) 2z, V) dt+j5 U (1), Ve )p(t)dt = 0,

Vv eV, ja que v foi tomado arbitrario.
A equagao (2.51)) ¢ vélida para todo v € HZ(Q). De fato, dado v € HZ(f2), como o

conjunto U%_,V,, é denso em HZ(2), existe uma seqiiéncia (v,,), com v,, € V,, tal que
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[V — v|H2(0) — 0. Com isso podemos notar que

/0 (ue(8), v — 0) (O)dE

/0 T(Ut(t),vm)SO/(t)dt — /O T(ut(t),v)gpl(t)dt’ _
< / 0w — oll ()
< ool [ oPar] (1] 0]

< vm — vllJuell 20,7522 ) 19| 2 0.0m) — 0.

De modo analogo temos o mesmo para as outras parcelas lineares. Para a parcela nao
linear observe que |u,(t)|r20), [u(t)|r2@) < [u(t)|gz@) € L=(0,T) C L*(0,T), dai, pela
desigualdade de Holder, |u(t)us(t)|r1 ) < |u(t)||ua(t)] < |u(t) zg(m, entao

0

/O (Qu(t)i1a (t), V) p(£)dE — / <2u<t>ux<t>,vx>¢<t>dzﬁ\s / 21t (1) e — vl ()l

< 2o — v fiy |u(t)ug (t)] () [rdt
< 2oy — va| [T Crlua ()2l (t) |t

< 2{vme — Ve Cr|ue () 700 (o oy [t 200,722 (02)) | @] 22 (0,7, 22(02)) — 0

Para mostrar que a igualdade integral ¢ valida basta notar que o conjunto das
combinagoes lineares de fungoes da forma v(z)p(t) com v € HZ(Q) e ¢ € L*(0,T) tal que
0y € L*(0,T) e p(0) = ¢(T) = 0 é denso no conjunto das fungoes 6 € L*(0,T; H2(()) tais
que 0; € L*(0,T; L*()).

Agora vejamos que u satisfaz as condigoes iniciais ([2.4) do Problema Cilindrico .

2.4 Condicoes Iniciais
Para verificar as condicoes iniciais provemos algumas afirmacoes.

Afirmagao 2.11 uy € L?(0,T; H2(Q)).
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Demonstragao: Como u; € L?(0,T; H}(€2)) entao podemos definir uma distribuigao da

seguinte forma. Dado ¢ € D(0,T)

(@, ) = / w()p(t)dt € HL(9).

Essa distribuicao é derivavel e temos que a derivada é dada por

(U, ) = — (U, ') = —/0 ug ()’ (t)dt.

Dai, podemos definir a aplicacao uy : D(0,T) — H~%(2) como sendo

(U, @), v) = (U, ), v) = —/0 (ue(t), v)¢' (t)dt, Vv € H(Q), (2.52)

onde a ultima igualdade é devido ao Teorema [1.7]
Assim, como u € L®(0,T; HZ(Q)) — L*(0,T; HZ(Q)) entao u,, € L*(0,T;L*Q)),

dai, da mesma forma, podemos definir a aplicagao u,, : D(0,T) — H%()) como sendo

({(Uggy p), V) = —/0 (g (1), V) (t)dt, Vv € HZ(S). (2.53)

Note que
|(tae(t), 0)|m

|uxx(t)|H*2 Q S
) ’U’HS(Q)

|Um(t)||v|
|U|Hg(9)
< Jue(t)| € L2(0>T)v

daf, uz, € L*(0,T; H2(Q)).
Agora, veja que como (u.,(t), - ) pertence a H2(Q) entdao define uma distribuicao

sobre D(2), que é derivavel, entdo temos que
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Pela densidade de D(Q) em HZ(2) e a continuidade do operador derivagao sobre D'(Q)

temos que

<ux:mcac(t)a U> = (ux:v(t)vvévx)7 Vove Hg(Q)

Assim, podemos definir uma aplicagao Uy, : D(0,T) — H2(Q) da seguinte maneira

(ttazass 9),0) = / (o (1), vea)p(B)dt, ¥ 0 € HE(Q). (2.54)

E observe que

| (u:m(t)a sz) |

|U|H§(Q)

‘umzmx(tﬂH*Q(Q) = & S |uiﬂr(t)‘ S L2<07T)7

dai, Ugeer € L*(0,T; H2(Q)).
Do mesmo modo, como u; € L*(0,T; H} () entao ug, € L*(0,T; H2(Q)) e

T
((Utzas ), v) = —/ (ues(t), vo)p(t)dt, ¥ v € HE(Q). (2.55)
0
Agora, vejamos que [u?],, € L*(0,T; H%(Q)). De fato, temos que
(%] e = 2U2 + 2Utlyg. (2.56)

Sabemos que

u, € L>(0,T; Hy(Q)) — L*(0,T; L=(9)),

neste caso, observe que
uZ(z,t)|r < |ug(z, 1)k < ]ux(t)]%w(g) q.s em S,

entao

|2 (1) oo () < [t ()T oo () € L0, T)
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e portanto
u? € L>(0,T; L™(Q)) — L*(0,T; L*()) — L*(0,T; H*(Q)). (2.57)

Também temos que

Uge € L°(0,T; L*())

entao, do mesmo modo,

Ullye € L(0,T; L*(Q)) < L*(0,T; L*(Q)) — L*(0,T; H*(Q)). (2.58)

Neste caso, de (2.56)), (2.57) e (2.58]) temos que

[uz]m € LQ(O, T; Hiz(Q))- (2.59)
Dai, podemos definir uma aplicagao [u?],, : D(0,T) — H~%(Q) da seguinte forma

<([u2]m,<ﬂ>av>=/0 ([u(t) ], v)(t)dt, ¥ v € H(SQ). (2.60)

J& provamos que a equagao integral (2.3) é valida. Entao dados v € HZ(2) e ¢ €
D(0,T) tomando 6 = vy temos que

= Jy (), 0)@' (1)t + [y (ua(t), va)p(t)dt + [ (une(t), v2)ip(t)dt
— Jy ([0(6)], 0) o (D)t + [y (1), va)p(t)d = 0,

Dai, de (2.52), [253), [2.54), 2-55) e (2.60),

<<ﬂtt790>7v> - <<umzagp>7v> - <<utx:p, (p>,1)> - <<[u2]fma 90>?U> + <<ux:)::m7 g0>,1}> = 07

portanto a distribui¢ao u; : D(0,T) — H%(Q) é igual a distribuigao definida pela fungao

(ux;t + Utze + [UQ]LI}Z‘ - uxlrac;t) : D(07 T) — H_2(Q>7
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que, como vimos, pertence a L*(0,T; H=%(2)). Logo, existe uy € L*(0,T; H2(2)) a qual

define uy;.

Afirmacao 2.12 u(z,0) = ug(x), Va € Q.

Demonstracao: Com efeito, podemos definir as aplicacoes
(u™(0), - ), (ug, - ) : HZ(Q) — R. Do Problema Aproximado u™(0) — up em
HZ(Q), entao

(u™(0),w) — (ug,w) Y w € HE(Q). (2.61)

Por outro lado, tomando w € HZ(2) e # € C'([0,T];R) tal que §(0) =1e §(T) =0 e

integrando por partes temos que

—(W™(0), w) = /0 (W (t), w)O(t)dt + /0 (W™ (t), w0/ (t)dt. (2.62)

Como uw € L*(0,T;H3(Q)) e uy € L*(0,T; H}(R)) entao, (u,w)d € L*(0,T;R) e

L{(u,w)d] € L*(0,T;R), dai, pela Proposi¢ao m temos que (u,w)d € C°([0,T];R) e

vale a igualdade

/O %[(U(t%w)@(t)]dt = (w(T),w)8(T) — (u(0),w)8(0).
Com isso, temos que

—(u(0),w) = (u(T), w)6(T) - (U(> w)6(0)

|
~
R.
—
£
Nt
S

i ) (2.63)
= Jo (wi(®),w)0(t) + (u(t), w)o'(¢)dt
(

) )
= ), w)8(t)dt + [ (u(t), w)@ (t)dt.

Assim, de (2.43)) e (2.47), tomando v = w#' e v = wé respectivamente, e aplicando limite

em (269), temos, de (2:63) que

(u™(0),w) — (u(0),w) Y w € HZ(Q). (2.64)
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Dessa forma, note, de (2.61]) e (2.64]), que
(u(0) — up, w) = (u(0) — u™(0),w) + (u™(0) — up, w) — 0 VY w € HF(Q).

Assim, (u(0) — up,w) = 0 V w € HZ(Q), em particular, para w = u(0) — up, entao
[u(0) — ug|* = 0 e logo
u(0) = up.

Afirmagao 2.13 w;(0) = u; em L*(Q)

Demonstragao: Do Problema Aproximado (2.6) u7*(0) — u; em L*(Q), com isso
(u?(0),w) — (ug,w) Y w € L*(Q), em particular, V w € HZ(S).
Assim, basta mostrar que (u*(0),w) — (u;(0),w) V w € HZ(), pois, neste caso,

(u(0) — uy,w) =0V w e H2(), em particular, V ¢ € D(2), com isso,

/Q(ut(a:, 0) —uy(z))o(z)der =0 V ¢ € D(Q).

Pelo LemalL.1]( de Du Bois Raymond ) temos que u(z, 0) = ui(z) ¢.s em €2, logo u;(0) = uy
em L%(Q).

Vejamos entdo que (u"(0),w) — (u;(0),w) ¥V w € HZ(2). De fato, da Afirmacéo [2.11]
e da densidade de D(0,7) em L?*(0,T) temos que

S un(®), whpt)dt = {({uy, @), w)
= — [T (w(t),w) ()dt, Ywe HZ(Q) e o € L*(Q).

De ([2.47)), tomando v = wy' temos que

Jo (@), w)p(t)dt = = [ (u(8), w)¢! (B)dt — — [ (ui(t), w)' (1)dt

, (2.65)
- <<utt,§0>7w> = fo <utt(t)7w>(p(t)dt
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Procedendo com na Afirmacao temos que (ug, w) e (uy,w) € L*(0,T;R). Tomando
0 € C'([0,T]; R) tal que §(0) = 1 e §(T) = 0 temos que (uz, w)d e L[(u,, w)d] € L2(0,T; R),
assim, pela Proposi¢ao temos que (u, w)d € C°([0,T]; R) e vale a igualdade

[ 0,000 = (), 0)0(T) ~ (0)w)10),
Com isso, temos que

~(w(0),w) = (w(T),w)d(T) — (u,(0),w)d(0)
= [} L[(u(t), w)0(t)]dt

. (2.66)
= Jo (un(®), w)0(t) + (uw (), )9’( )dt
= Jy (), w)0(t)dt + [ (we(t), w)e' (t)dt.
Dai, como anteriormente, passando limite temos que
(uy"(0), w) — (ur(0), w) Yw € H ()
como queriamos.
O

Dessa maneira concluimos a demonstracao da existéncia de solucao para o Problema

Cilindrico (2.1)), agora passemos a demonstragao da unicidade.

2.5 Unicidade

Sejam u e u solugdes do Problema (2.1) e defina w = v — u. Com isso temos que

VT > 0, w satisfaz

w e L=(0,T; H3(Q)), e w € L*(0,T; Hy(Q)) N L>(0,T; L*(2)); (2.67)



2.5. Unicidade 56

A identidade integral

— [ (w ))dt + [ (w,(t) + wie(t), 0, (t))dt+ (2.68)
fOT(wm(t), em Yt + [ ([u(t)?, — [@(t)2a, 6.(t))dt = 0 '
para todo 0 € L*(0,T; HZ(2)) tal que 6, € L*(0,T; L*(2)) e (0) = 6(T") = 0.
E as condigoes
w(z,0) =0, w(z,0)=0. (2.69)
Observagao 2.14 A identidade integral continua valendo se (0) # 0
De fato, suponha que #(0) # 0 e note que
T g4 T T
| o= [ a0, 000+ [ wio.o0)ar
o dt 0 0
Por outro lado, como w;(x,0) =0 e 6(z,T) = 0 temos que
Td
| G ltunte) o0t = uT). 1)) — (wi(0).60)) = .
Com isso temos que
T T
| w000t = - [ (o). 000t (2.70)
0 0

Assim, defina
O(z,t), se (x,t) € Qx (0,7T];
U(z,t) =
0, se (z,t) € Q x {0}.
Como ¢ = 0 ¢.s em Q, entao v € L*(0,T; HX(Q)) e ¢y € L*(0,T; L*()) e ainda 1 (0) =
¥(T) = 0. Entao vale a identidade integral (2.68)) para v, além disso temos que

Jo twe(8),00)dt = [, wulw, t)0(x, t)dzdt
= Jowa(@ t)lp(x t)dadt
= fo wy(t),(t))dt.
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E pela mesma razao,

T wa(t) + wis(t), 0a(8))dt = [T (walt) + wia(t), b (t))dt;
fo (Wi (1), Oz (1))dt = fOT(wm
o (), — (@), 0:(1)dt = [ ([u(t

Dessa maneira,

ST w1, 00))dt + [T (wat) + wea (), 0.(t))dt

+ o (e (1), O (0)dt + [ ([u(t)]s — [@(t)?]a, 0u(t))dt

= [y (walt), $()dt + [y (wat) + wea(t), Valt))dt
(

, )
o f) (Waa(t), Yuu(0)dt + [ ([u(t)?]e — [@(t))0, u(t))dt = 0.

Finalmente de ([2.70]) temos que

— [T (wi(1), 0,0))dt + [ (wo(t) + wia(t), 0,(1)) di+
Jy (wea(t). 62 (1)) ﬁ+k u(t x—W®%ﬁNWﬁ=Q

o que conclui a observacao.
Note que, como w; € L*(0,T; H}(€)) nao podemos fazer # = w; na equagao anterior,
assim, para resolver o problema da unicidade, aplicaremos o método devido a Ladyzhen-

skaya [4]. Entao, para cada s € [0, 7] fixo, definamos a seguinte funcao

{ JSw(x, §)de, set e l0,s];
z(x,t) =
0, sete[sT]

Observacao 2.15 Podemos ver que z satisfaz as sequintes propriedades:

(a) 2(T) =

(b) z(t) = { w(t), sete€|0,s];
0, set € [sT;

(¢) Defina z (t) = f(f w(&)dE, com isso temos que z(t) = z1(t) — z1(s) e 2(0) = —z1(s);



2.5. Unicidade

o8

(d) z € L*(0,T; HZ(2)) e

2 € L2(0,T; L(9)).

Vamos agora demonstrar algumas Afirmacoes das quais decorrera a unicidade.

Afirmacio 2.16 [ (w(t)

Demonstracgao: De fato,

I (wi(t), 24(t

Afirmagao 2.17 fOT(wx(t)
C € a constante 8T + %

Demonstracgao:

Jo (wa(t), z(t)

)dt

VAN VAN VANRE VANSE VAN VAN

IN

Afirmagao 2.18 fOT(wtx(t)

Demonstragao:

Jo

dt = [ (wy(t), w

(Wi (1), 2,(t))dt

a(t)dt = 3|w(s)|*.

T

t)dt = [y 24 w(t)]*dt = $|w(s)|*.

O

zo()dt < §12102(8) P+ C ) |w(t)|2dt + 5 [) 2102 (t)[dE, onde

— [T (w(t), zza(t))dt
Jo lw(t ||zm t)|dt
Jo lw(®)]|2120 () — 2122 (s)|dt
Jo lw®)l]z10a( s)!dt+f0 |w ) 2120 (1) |dt
2| Jsloree )| [VE fy lo(t)lae] + 3 J; |w 2 4 |10 (t) Pt
2120 () + 8 [ [y Jw ]dt] + 1 [ Jw()|* + |Z1m(t)|2dt

é‘zlm< )|2 +8Tfo [w(t) th—i_ fo w(t)
>+ (8T +3) [y lw(t

2+ 210 (2) [Pdt

%|z1m(s) ]2dt+ fo | 2120 (1) ]2t

(8)dt < [ Jw(t)[*dt.

= Jo (wa(t), 2z())dt
= Jo (wa(t), wa(t))dt
(
(t)

tx

w

— Ji Jwa ()Pt
— [y lwa(8)[*dt
— J3 lw(t)|?dt
INTIGIRA

IA

IN
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onde a penultima desigualdade ¢ devida a desigualdade de Poincaré-Friedricks.

Afirmacio 2.19 [ (w(t), 20 (1))dt = =1 2150(s) %

Demonstracgao:
T T
Jo (Waz(t), 202 (t))dt = [ (2taa(t), 220 (t))dt
- ()Sécllit (£)]*dt

- 2|Zm( )‘2 5‘2‘”(0”2

= _%|Zlm(3>|2'

Afirmacgao 2.20

Jo (02 = [@(0)2e 20(0)dt < Fz1a(s)]2 + Ca fy lw(®)Fdt + G [7 |2100(0) 2dt.

Demonstracao: De fato, tome

hzi%%@@®+ﬂ®%%@Mu

ha[wwww+mmmamw

hjf@@@®+MM%®W

E observe que,
L = [y (wa(t), (u(t) + u(t) z.(t))dt
= — Jo (@), [(ut) +T(t))z(t)])dt
= = Jy (w®), (ut) + (t))oz:(t))dt — [5(w t) + u(t)) za0 (1)) dt

= —12 - [3.
Dai,

Jo (u)? = @), 2o (1)) dt =
= o (ICult) = @) (u(t) + ()], 20 (1)) dt
=[5 wa () (ult) + @), ()t + [ (w(E)(ult) + Tt))s, 2 (t))dt
= L+L=-1I3
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= — J5(w t) + U(t)) 2 (1))dt
< Ik |w x t)|1R|U(9€ t) +u(z, t)|r|ze0 (7, t) |rdwdt
< fo |u(t) ()| (o fo |w(z, t)|R |20 (T, t)|RdTdl
< Jo [u(t) + ()| gz lw(t)]| 200 (t)|dt
< Cify |w Mzza ()] dt
< Gy lw®)]|21a(t) = 2100(s) dt
< C1Jy lw®)llz1aa(s)ldt + Cr fy [w(t)]] 2100t )Idt
< 2| Ll ()] [VBO) fo w(t)|dt] + S fi Iw 24 |2y (t)2dt
< Yo ()2 +8C2 [ fw(®)|dt] + S [ [w(t)]? + \zm(t)Pdt
< Harga(s)2+ 8TCy [o lw(t)Pdt + G [5 [w(t)? + |2100(£) |2 dt
< %|Zlm(3)|2 (8T01 )fo |w |2dt+ fo |Zl;rx )|2dt
< %|zlm(s)|2 + Oy fo lw(t)|?dt + & fo | 2122 (1) |2dt
O

Substituindo 6 por z na identidade integral ([2.68]) decorre, das Afirmagdes (2.16)-(2.19)),

que

Entao,

1 1 ° ’
0~ 56 = Heial + Cs [P +C4 [ ettt
0 0

1 1 51 1
§’w(3)|2 + lelzm(3)|2 < 05/0 §|w(t)|2 + 1|lez(t)|2dt7

e, pela desigualdade de Gronwall,

Portanto, w(s) = 0 e como s foi tomado arbitrdrio, temos que w

1 1 .
§|w(s)|2 + Z|lez(5)|2 <0-eloCsdt — .

finaliza a demonstra¢ao do Teorema

=0, logo u = u o que
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2.6 Decaimento Exponencial

Teorema 2.21 Assumindo as hipdteses do Teorema[2.3 temos que a energia
=—ﬂw (O + [z ()] + (1)} (2.71)
do sistema satisfaz
E(t) < ayexp{—apt}, ¥Vt > 0. (2.72)
Demonstracao: Com efeito, na Secao obtivemos a desigualdade , dada por
LR+ S0P + SR + 2 (B < 0. (2.73)

Da desigualdade de Poincaré-Friedricks temos que

G () + g5 e OF + [u (0P + [uf ()P} < 0. (2.74)
Por outro lado,
E™(t) = g{luf"(OF + 5 (uf(t), ™ (1) + §lui (6)* + [u ()]}
< gl )|2+m|% (O + glugs(©)]? (2.75)
< S {luOP + [ug (O + Jug (O}

Assim, tomando um «q € (0, §], multiplicando por (2.75) e somando com (2.74) obtemos

d m m
K1) + oK™ (£) < 0. (2.76)

Entao, multiplicando (2.76]) pelo fator integrante e** temos que

d

- (K" (B)e™’) <0,
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dai, integrando de 0 a ¢ e da Observagao [2.5] temos que
K™(t)e*" < K™(0) < K;.

Vimos também que

K0 2 5 {SHOF + LEOP + L O

Com isso, tomando K3 € (0, %] temos que

Sl P + lug O + [ (OFP < 5 {GluOF + [ (0 + [ug ()7}
< Km(t) < Kleiaot.
Entao,
E™(t) < K3 'Kie ™! = e (2.77)

onde E™(t) = 5 {|uj(t)|” + [u (1)[” + [ty (8) P}
Afirmagao 2.22 u(T) — uy(T) em L*(Q).

Demonstragao: Com efeito, assim como feito na Afirmagao 2.5, tomando w € H3() e

6 € C*([0,T];R) tal que #(0) =0 e §(T) =1 temos que

(' (T)w) = [y (ui(t), w)(e)de + [ (u(2), )’ (t)dt,
(u(T),w) = fOT<utt(t),w>0(t)dt—|— fOT(ut(t),w)Q’(t)dt.

Assim, passando limite na primeira equacao vemos que
(u(T), w) — (u(T),w), ¥ we Hy(Q).

Como HZ() é denso em L?*(f2) entao, dado w € L*(Q) existe uma seqiiéncia (w,) €
HZ(Q) tal que w, — w em L2*(2). Sabemos, de (2.34), que |[u7(T)| < K, com isso,
|u(T) — w(T)] < C, onde C' é uma constante. Dai, dado € > 0, tome w,, tal que

Wy, — w| < 55 e tome myg tal que se m > mg entao |(uf*(T) — uy(T), wn,)| < 5. Dali, se
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m > mg entao
|(u"(T) = w(T), w)| < |ui"(T) = w(T)[|w = wn| + (" (T) = w(T), wno )| <&
Portanto u*(T) — us(T) em L?*(2). 0
Afirmagao 2.23 u™(T) — u,(T) em H}(Q).
Demonstragao: De fato, de obtivemos que
(u™) é limitada em L>(0,T; Hy(Q2)).
Com isso, u” = u, em L>(0,T; H}(Q)), ou seja,
T T
/O (1), v(t))dt — /O (1), o()dt, Yo e N0, T H-Y(Q)). (278

Sendo assim, tome w € H}(Q), dai, dado 6 € L*(0,T) temos que ( - W) o0 €

0
LY0,T; H1(Q)), entao de ([2.78)
T T
/0 (ug (1), w) g1 () 0(t)dt — /0 (1 (t), ) g1 ) 0(t)dt. (2.79)
Como 6 é arbitrario temos que
(uz's 0) i) = (Uz, W) g1 () em L*(0,7). (2.80)
Como u, € L>(0,T; Hy(Q)) — L*(0,T; H}(2)) entao
(ta, w) 10y € L*(0, T R). (2.81)
Assim, podemos definir a seguinte distribuicao

(e )mon ) = [ (us®) ) myayolt)ie
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cuja derivada, sabemos, é dada por

<%(uw>w)Hé(Q)790> = _f() Ug, W H Q)(:D(t)dt

- i i / (2.82)
= —fo Uz, W)@ (L)dt — [ (Uga, Wy )¢ (t)dL.

Como u; € L*(0,T; Hy(€2)) entao

- / (s (1), w)/ (£)dt = / (11, ) p(t)elt = ((ttz, w), ). (2.83)

Agora, como uy,(t) € L*(Q), podemos definir uma distribuigao em D’'(2) dada por

<utx (t)v ¢> = (utz(t)7 qb))

e sabemos que a derivada é a distribuicao dada por

<ut:px(t)7 ¢> = _(utz (t), (bm),

assim, aplicando ¢, nessa distribuicao temos que

<utzx(t)> ¢z> = _(utm<t)7 (bxm)v v (b € D(Q>

Dali,
Jo (e (1), da)o(B)dt = = [ (uea(t), doa)p(t)dt
= [ (ua(t fbm '(t)dt
= — [T (uga(t), d) ' (t)dt

VoeD)eVeeDO,T).

Por densidade, temos que

(g wa), 0) = [y (ttaa(t), we)p(t)dt = — [ (uaa(t), we) ' ()t (2.84)

Vo eD0,T).
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Assim, substituindo (2.83)) e (2.84) em (2.82)) temos

d

(o (e, W)mz0), ) = {(Uta, W), @) + ((Utaw, We), )

V¢ € D(0,T). Portanto,

d
<Utx,w>H3(Q) = %(ua??w)H(}(Q) S L2(07T; R). (2.85)

Finalmente, tomando 6 € C'([0,T];R) tal que #(0) = 0 e (T) = 1, vemos, de (2.81])
1} que (uy, w)Hé(Q)H e %[(um, w)Hé(Q)Q] € L*(0,T;R). Portanto, pela Proposigéom

(Uzy W) 3 ()0 € continua e vale

d

(u2(T), 0) iy ) 0(T') = (u2(0), w) gy (2)0(0) = /0 gL (Ua(t), W)y ) 0(8)]dt,

dai,

(ua(T), w)pp) = (ue(T), w)gryf(T) — (uz(0), w) 12y 0(0)
= [ d(u,(t), w) g3y B(8)]dt
=[5 (uaa(t), ) a0t + [ (ua(t), w) g1 o (£)dt.

Disso e passando limite na seguinte equagao
(ux (T)7 w)H&(Q) = fo (utx(t)v w)H(}(Q)e(t)dt + fo (ux <t>7 w)Hé(Q)el(t)dta

temos que

(uy' (T), w)Hg(Q) — (u (1), w)Hé(Q)-

E como w € HJ () foi tomado arbitrdrio temos que

u™(T) — u,(T) em Hy ()

T

como queriamos.
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O

Dessa forma, podemos concluir a demonstracao do Teorema observando, das

Afirmacoes e e do Teorema de Banach-Steinhaus, que

s (T)]

IN

Lim |ui™(T7)],

IN

e (T) | 120 lim|uy*(T)| 1 ()

entao,

E(T) < limE™(T) < aye T,

Finalmente, como T" > 0 foi tomado arbitrario no inicio, temos que

Et) <aje™™" Vit >0,



Capitulo 3

Problema Nao-Cilindrico

Neste capitulo provaremos a existéncia de solucao para o problema nao-cilindrico. Para
isso aplicaremos o método de penalizagao [7]. Este método consiste basicamente de, para
cada ¢ > 0, resolver um problema em um dominio cilindrico contendo o dominio nao-
cilindrico, de modo que a solugao convirja para a solugao desejada quando € — 0.

Considere o seguinte problema misto

u (1) — (u(z,t) + u (2, t) + (U2, 1) )aw + Ugpae = 0 em Q:
u(a(t), t) = u(B(t), 1) = uz(aft), 1) = ua(5(t), ) = 0,V 1 > 0; (3.1)
u(x,()) = uO('r)? ut<x:0) = ul(x>>v S [040750]7

onde a e ( sao fungbes reais definidas em [0,400) tais que a(0) = ay < [y = B(0) e
Q = {(z,t) € R%a(t) < = < B(t)} é um dominio ndo cilindrico. Defina Q, = {z €
R;a(t) < x < fB(t),t € [0,400)} e dado T" > 0, sejam Q = (a,b) tal que 2y C Qe
Q =Q x (0,7). Suponha ainda as seguintes Hipéteses de Regularidade sobre @

e d(t)<0epf(t)>0,Vt>0; (3.2)
e Seve HZQ) ev(x,t) =ve(n,t) =0¢qsem Q\Q,Vte (0,T) entdo

v € H3(Q;) para quase todo t € (0,7); (3.3)
e Seve Hy(Q) ev(r,t)=0gsem Q\Q,Vte (0,T) entdo

v € H}(€) para quase todo t € (0,7). (3.4)

67
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Considere os seguintes espagos

LP(0,T; L2(Q)) = {f € LT(0,T; L*(Q)); f =0 q.s em Q\ Q; qsem ¢t € (0,7)};
LP(0,T; HY () = {f € LY(0,T; HY(Q)); f =0 qs em Q\ Q; qsem t € (0,T)};
L0, T; H3 (%)) ={f € LY(0,T; H3(Q)); f =0 qs em 2\ Q; qsem t € (0,T)}.

Verifica-se que estes espagos sdo subespacos fechados de LY (0, T; L*(Q)),
LP(0,T; HY(Q)) e LT(0,T; HZ(2)) respectivamente.

Definigao 3.1 Uma solugdo fraca do problema ¢ uma funcao real u = u(x,t)
definida em @ tal que ¥V'T' > 0 satisfaca:

u € L0, T; H3 (%)) e u, € L2(0,T; Hy(€2)) N L=(0,T; L*(%)); (3.5)

A identidade integral

— Jo iz, ) (@, )dudt + [5(u(z,t) +u(x, 1) + u? (2, 1)) e by (2, t)dudt

@ (3.6)
o e, ). )t = 0
para todo ¢ € L*(0,T; HX (%)), ¢r € L*(0,T; L*(Q)) e ¢(0) = ¢(T) = 0.
E as condicoes iniciais
u(z,0) = ug(x), u(z,0) = us(x) em Q. (3.7)

Para aplicarmos o Método de Penalizacao definamos a seguinte fungao:

1emQ\@U{QOX{O}}§

M1 = 0 em QU {Q x {0}}.

Lema 3.2 Se u e u; pertencem a L*(0,T; L*(a,b)), entao

[ Q1(e)uts).u()ds = G0 - 500u(O)F

Demonstracao: De fato, utilizando o Teorema de Fubini e a definicao de M temos:
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Jo (M (s)u(s), uy(s))ds =
= f(f f; M (z, s)u(x, s)uy(z, s)dwds
= %ﬁf”fw@[% ,)]odads
= S M )]dxds

= 3 )" fo (. 8))uddds + & 20, [0 Mz, )[u(z, )] dads+
o Jo M (v,5)]odads + % [ [y M(x, 5)[u*(x, 5)]dads+
2 fﬁ(t fo z,s)]sdxds
= L0 (e 9)adads + 4 [ [ Ol (@, )] drds+
LI O e ))dads + 3 3, fo (2, )] drds
=ZIW)%w)—u@0Mw+jm 1@) (2, 0)da+
Efgo “ w?(z, 61 (x)) — (1‘ 0)dx + 3 fﬁ (z,t) — u?(x,0)dx

v

2fa(t) u?(z,t)dr + % fﬁ (x,t)dx — 2fa(t (x,0)dz

1a(t) (z,0)dx — 2fﬁ 2(z,0)dx — 2fﬁ %(z,0)dx

= §faMx,t) 2(z,1) x——f M(z,0)u?(x,0)dx
= IM@ut)]* — 3| M(0)u*(0)?

O

Uma demonstragao deste lema para o caso n-dimensional pode ser vista em Nakao [13].

Definigao 3.3 Dados ug € H3(Q), uy € L*(Qp) defina
4 11 1
Koy = g’ul‘Q + 1—O|U0x’2 + 5’”011"2-
Teorema 3.4 Sejam ug € HZ (), uy € L*(Qp) . Se

6 1
O VAR, + 8Ky < ¢ (33)

entdo existe uma fungdo real u = u(x,t) definida em @ solucao do problema no
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sentido da Defini¢ao [3.1]

Demonstracao: Denotando por uy e u; as respectivas extensoes de ug e u; em €,
definindo como sendo zero em € \ Q, temos que uy € HZ(Q) e u; € L*(Q). Com isso
definamos o Problema Penalizado

Dado € > 0, procuramos u® = u(z,t) tal que, ¥ T > 0 tenhamos:

uf € L®(0,T; HZ(Q)) e us € L*(0,T; Hy(2)) N L>=(0,T; L*(Q)); (3.9)

A identidade integral

— [T [ () (e, t)dedt + [ [ (wf (2, 8) + uf (2, 1) + (2, 8)2) 0 (x, t)dadt
+ ) Jo (@, ) b, t)dadt + L [ [ M (2, t)us (2, 1) d(x, t)dwdt (3.10)
% foT fQ M(z, t)ug(z,t) . (z, t)drdt = 0

para todo ¢ € L*(0,T; H3(Q)), ¢ € L*(0,T; L*(Q)) e ¢(0) = ¢(T) = 0;

E as condigoes iniciais
u(x,0) = up(x), ui(z,0) = uy(x) em Q. (3.11)

De modo andlogo ao feito no capitulo [2] vamos aplicar o método de Faedo-Galerkin

para encontrar tal u®.

3.1 Problema Aproximado

Tomando w; = 4y e completando de modo a obter uma base hilbertiana (w;);en de
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H{ () procuramos por u™(z,t) = 37", 5™ (t)w;(x) € Vi, tal que

P, wi) + (W™ (1), wie) + (g (), W) — ([ () ]aws i) + (UG (1), wiaw)+
(Oui™ (1), wj) + (M (B)ug" (t), wja) = 0;

(@, 0) = uo();

i"(2,0) = ui'(x) — @ (r) em L*(Q),

(u
H(M

(3.12)
V w; € V,,. Note que a existéncia da seqiiéncia (u}") é garantida pela densidade de U?_,V},
em L*(Q) onde uf*(x,t) = Y™ o (t)w; ().

O Problema tem solugao local u*™ no intervalo [0, ¢,,,) para cada ¢ fixo, garantida
pelo Teorema de Carathéodory . A extensao da solucdo ao intervalo [0,7),V T > 0
depende das estimativas que faremos a seguir. Estas estimativas também serao suficientes
para passarmos o limite em m — 400 e ¢ — 0.

Assim, defina

Em 1 em 6 em em 8 Eem em
o) = 5 {0 OF + 0.0 ) + S0P + 2O f (1)
~ 4 11 1.
K§ = 2l + 5|80 + 5 [tora |’ (3.14)
10 2
Observacao 3.5 Observe que
Em(0) = 5 {lui™( 5 (u7™(0),u=™(0)) + Eug™ (0)[* + |ugy (0)[*}
< {|u |2 2|ﬂg|2)+§|ﬂ0$|2+|ﬂ0$$|2}
= 4|U1 ’2 ’u0|2 + §|u0x‘2 + %’ﬂOCEI’2
S 4|u1 ’2 10“1090’2 + %|77/Ox|2 + %‘ﬁ()w:vp
= 4|“1 |2 |ﬂ0$|2 + %WOMP
= K(’)”.

E de 1} temos que I?g)” — Ky em R.
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Multiplicando 1' 1 por % g;™(t) e somando j = 1,...,m temos a seguinte igualdade:

(™ (£), g™ (6)+ (ug™ (8), ugy () + (g (), wg” (6) = (™™ (8) o, g™ (8))+(ugy (), uiyy (1)) +

Note que

(i (1), ™ (1)) = 3 Flui™ (@)1
(g™ (1), uiz" (1) = 5 lus™ (O
(uira (1), ugy () = 5 g lus (1)

S(M(ui™(t), uq™ (1) = 2|M ()™ (1),

substituindo na igualdade anterior obtemos:

%f? mOR + RO + R OP) + i 0+ (3.15)

M @uym (O + (M Oug™ (1), ui (1) = ([u™™(8)]ow, u7™ (1))
Agora, multiplicando (3.12); por g¢;"(¢) e somando j = 1,...,m temos a seguinte
igualdade:

(g™ (), w™ () (ug™ (8), u™ (1) + (g (), wg™ (8) = (™™ (1), 0™ (8))+ (ugy (8), w5y (1) +

(M ()™ (1), (0) + (I (0 (1), 5 (1)) = 0.

Procedendo com anteriormente obtemos a igualdade

g { (@i (1), um (1) + 3lu (P} — g™ (OF + [ug™ (O + [uy (1)

(3.16)
SIMQug™ ()] + (M (t)ug™ (t),ug’"(t)) = ([ (t)]za, ™ (1))

Exatamente como feito no Capitulo [2] temos do segundo membro de (3.15)) e (3.16)),
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respectivamente, que

([ () wg™ (1)) < 4Jus™ ()" + ilulf?‘(t)ﬁ; (3.17)

([ ()], u™™ (8)) < 2fug™ (1), (3.18)

Assim, de (3.17)) e em (3.15)) e (3.16]) respectivamente, temos

S (O + g (O + gz ()2} + $lug (8) P+ (3.19)
LM (Eyug™ ()] + LM (g™ (6), g (8)) < 4jusm (0]
4L (um (), u™ () + Flusm (O = (g™ () + [ug™ (6 + |us (¢ (3.20)

M @ugm () + H(M(tui™ (t),u () < 2lugm (1)

&€

Aplicando a desigualdade de Poincaré-Friedricks em —|us™(¢)|* na equagao (3.20]) temos

que

g L™ (1), w™ (1) + glug™ (O} — [ OF + g™ (O + [ugz ()]

(3.21)
SIM(t)ugm(t )|2+g(M(t)ut (t),u "(t) < 2fug™ ().

Multiplicando 1) por % e somando a 1) temos

i 18 (™ (), ws™ (8)) + Slug™ (O + [ug™ () + ugy ()7} +
soluis (O + g™ (OF + Zugy ()P +
SIMOuy™ (O + Z(M(Oug™ (1), ugy (1)) + 52 (M (Eug™ (), w™ (1)) + 52| M (t)ug™ ()]
< 20ug™ () [Zug™(t)] + 20ug™ (1] -
(3.22)
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Dessa forma, substituindo (3.13)) em (3.22)) obtemos

K@) + s OF + i 017 + lugy ()P +
HM @™ ()1 + 2(M (g™ (8), ug (1) + 5 (M (ui™ (), w™ (8) + 2| M (ug™ ()
< 2Qug™ () [Flug™ ()] + 2lug™ ()] -
(3.23)
Queremos K<™(t) > 0. Para isso, utilizando a desigualdade de Poincaré-Friedricks,

observe que

6 em Em eEm Em
™ (0), 4 (0) 2~ (O = e (1) (3.21)
Disso,
em 1 2 em 2 em 2 em 2
E(t) 2 5 g lu™ @OF + g™ (OF + Juzs (OF p = 0. (3.25)
Agora, definindo
m 3 em em
(o =2 { 3] + 2o (3.20

e substituindo em (3.23)) obtemos

LR (t) + Bluzm (O] + [0 [& — 0] + Slum (O + s (4) 2+
LM () (1) + LM (s (1), ui (1)) (3.27)

T

R (M(t)ui™ (t), u™™(t)) + 5[ M(Hug (t)]* < 0.

&ee

Como visto na Afirmacao do Capitulo , temos que v (t) < 1%, Vitel0,t,). Com

isso podemos eliminar a parcela [uS™(t)|? [Z — 4™ (t)] de (3.27) e teremos

4 REm(t) + Slus™(4))2 + Slug(4)] + 2us(t))2+
HMus™(4)]? + LM (Eusm(t), ug(¢)) (3.28)

xT

(M (£)uy™ (t), u™™ (1)) + 2| M (t)uz™(1)]* < 0.
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Como u®™(t) e us™(t) € L*(0,T; HX(QY)) — L*(0,T; L*(f2)), pelo Lema 3.2 temos

[ Or@u ), @)s = G OF - SO OF. (329

ainda, pelo mesmo Lema [3.2] sendo us™(t) e us™(t) € L*(0,T; L*(Q2)), temos que

[ Ore )z )s = G OF - SO OF. (330

Observando que

IM(0)u=™(0)]* = /Q]M(:U,O)ﬁo(z)ﬁd:v: 0e

MOWE" ) = /Q |M (2, 0)iigs (2)*dz = 0,

e integrando (3.28)) de 0 a ¢, vemos que

Kom(t) + 2 [ [uzm(s)|2ds + & [ [us(s)|%ds + £ [ Jusm(s)Pds+
LM (6 usm () 2ds 4+ L [ IM(Dusm(8) 2ds + 22| M (#)us™ (8) 2 + 2| M (Eyus™ (1) 2
< K=(0) < K'YV t € [0, t,).
(3.31)

Da Observacao temos que [?6" ¢é convergente, portanto limitada, ou seja, existe Ky

constante que independe de € e m tal que

K" < K. (3.32)

Com isso, o primeiro membro de (3.31)) é limitado por essa constante e de (3.25)) temos
que |us™ ()2 + [us™(t)|> + |u™(¢)|? é limitado, daf, |ui™(¢)| é limitada e da desigualdade

de Poincaré-Friedricks temos que

W= () 20y < 2O + [ugy ()
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portanto limitado.

De (3.31), [y |us™(s)[?ds ¢ limitada, e da desigualdade de Poincaré-Friedricks,

|us™(s) i’é(ﬂ) < |ug™(s)]?, entao fot lus™(s) %Ié(g)ds é limitada.

Dessas tres limitacoes, temos que existe uma subseqiiéncia de ©"*, denotada da mesma

maneira, tal que

u™ S wf em L(0,T; HE(Q)), (3.33)

wi™ S ouf em L2(0,T; Hy(2)) N L>®(0,T; L*(9)). (3.34)

Do Teorema [1.24] (Teorema de Aubin-Lions), tomando B = H}(2), By = HZ(2), B, =
L3(2) e po = p1 = 2 temos que a imersao W — L%(0,T; H}(Q)) é compacta. Com isso,
de (3.33)) e (3.34) podemos tomar uma nova subseqiiéncia, denotada da mesma forma, tal

que

u™™ — uf forte em L*(0,T; Hy(€2)).

Conseqiientemente,

ut™ — uf forte em L*(0,T; L*(Q)),

(3.35)
us™ — g forte em L2(0,T; L*(2)).

E aplicando a Proposigao em (3.35]) temos que

u®™ — uf g.s em Q,

ul™ — ul g.s em @,

entao
20" — 2utu g.s em Q. (3.36)
Ainda de (3.31)) temos que

Mue™ = Mut em L*(0,T; L*(2)), (3.37)

Mus™ = MuS em L>(0,T; L*(2)). (3.38)

T
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Das convergéncias (3.33))-(3.38) temos, como no Capitulo , uma solucao para o Prob-

lema Penalizado (3.9)-(3.11)).
De (3.33)), (3.34)) e pelo Teorema de Banach-Steinhaus, temos que

|UE|L°°(0,T;H§(Q)) < h_m|u€m|L°°(0,T;H§(Q))a (3.39)
‘uﬂLQ(O,T;Hé(Q)) < h_m’u§m|L2(0,T;H§(Q))> (3-40)
|5 | Loo 0, 02(0)) < Bm|uf™| poo 0,7;02(02)) - (3.41)

. . ~ . e A . _ 1 £
Por essas limitacoes, existe um subseqiiéncia (podemos tomar € = ) de (u®)o<e<t,

denotada da mesma forma, e w : Q — R tais que

ut = wem L®(0,T; H3(Q)) com € — 0, (3.42)

ui = w; em L*(0,T; Hy(Q)) N L0, T; L*(2)) com & — 0. (3.43)

Novamente, pelo Teorema [1.24] (Teorema de Aubin-Lions), podemos tomar uma sub-

seqiiéncia tal que

u® — w forte em L*(0,T; Hy(€2)) com & — 0. (3.44)

Conseqiientemente,

u® — w forte em L?(0,T; L*(Q)),

(3.45)
us — w, forte em L?(0,T; L*(2)).

E aplicando a Proposigao em (3.45]) temos que

€
u® — w q.s em @,

Ui, — w, .5 em @,
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entao

2utu, — 2ww, q.s em Q. (3.46)

Vejamos que w satisfaz a equacao integral da Definicao [3.1}

3.2 Passagem ao Limite

Dado ¢ € L*(0,T; H2()) tal que ¢, € L*(0,T; L*(%)) e ¢(0) = ¢(T) = 0 observe
que de (3.43)

/ ))dt H/ wi(t),v(t))dt,¥Y v € L*(0,T; H1(Q)), (3.47)
0
em particular, tomando v(t) = (-, ¢(t)) temos

AM@MWﬁeﬁmwmww (3.48)

Também de (3.47)), tomando em particular v € L?(0,T; H~'(Q)) definido por
(u, v(t)) = (uz, d2(t)) Vu € HL(Q), temos que

| ooyt = [ .o (3.49)
De temos que
/ )t H/ VNt Y v € L0, T: H-2(Q), (3.50)

em particular, tomando v de modo que {(u, v(t)) = (s, Pz (t)) + (Upe, Puz(t)) V u € HE(Q)

temos

QAmmmmwwwm%@wﬁé@mm%mwwmm%@w.@m
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Agora observe que
fo |2uf (t)us (t)2dt = 2f0 Jo [uf (@, ) |3 Jul (2, 1) ||t
<2 f () B s (1) 2t
< 2 T () By (1) Pl
< Oy Just) | |U (t)[2dt
< Oy f) |us(t)| Mt
< O\ Tzl o,y < 0O
Assim, [2u”ug|12(g) < 0o. Entao de (3.46), pela Proposicao [1.23] temos que
2uus — 2ww, em L*(Q),
ou seja,
T
/ (2uf (1) (1), v (1) )t H/ (Quw()wa(t), v(t))dt, ¥ v e L2(0,T: L2(Q)).
0
Em particular, ¢, € L?(0,T; H} () € L*(0,T; H} (), dai,
T T
| v, swi - [ ueo.o.m)
0 0
que equivale a
[ 000t = [ (0ot (3.52)

Ainda, como ¢ € L*(0,T; H2(€;)) temos que ¢ = ¢, = 0 g.s em Q \ @ U {Q x {0}},

também M = 0 em Q U {Q x {0}} entdo

/ Mz, )l (x, )bz, )dedt = 0
Q

/M(x,t)ui(x,t)@(x,t)dxdt =0
Q

(3.53)

(3.54)
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Com isso, de (3.48])-(3.54) na identidade integral (3.10)) temos

fo Jowi(@, t)ou(z, 1) dmdt—I—fO Jo(w(@,t) + wi(z,t) + w(w, t)?) s (x, t)dadt

(3.55)
+ fo fQ Waz (T, ) P (0, t)dxdt = 0.
Além disso, temos as condigoes iniciais
w(z,0) = up(x) e wi(x,0) = uy(z) em Q. (3.56)

Afirmacdo 3.6 w,(z,t) =0¢.s em Q\ QU {Q x {0}}

Demonstragao: De fato, de (3.31) temos que fOT | M (t)us™(t)|*dt < eKy, onde K, é um
constante real positiva independente de ¢ e m obtida em (3.32). Assim, de (3.37)) e pelo

Teorema de Banach-Steinhaus ]Muﬂ%g((o T.2) S €Ky, dal,

lim ' | M (t)us (t))?dt = 0. (3.57)

e—0 0

Dado v € L%(0,T; L*(£2)) temos que a aplicagao t — (M (t)v(t), - ) € L*(0,T; HY()),

de (3.47)) temos que

/OT(ut( ), M(E)o(t))dt H/ (), M(E)u(D)dt, ¥ v € L0, T: LA(Q)),
consequentemente,
/T(M( t)us ))dt —>/ Ju(t))dt, Vv e L*0,T; L*(Q)),

portanto, Mué — Mw; em L?(0,T; L*(2)) entdo, pelo Teorema de Banach-Steinhaus e de

(3.57) temos

|Mwil 720 .20y < Wm|Mug |72 0 7120 = 0,

[ [satora=o

ou seja,
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Entao, M(x,t)wi(x,t) =0 ¢.s em @ e portanto,

wi(z,t) =0 g.s em Q\ QU {Q x {0}},

0 que prova a afirmacao.

Afirmagao 3.7 w,(z,t) =0¢.s em Q\ QU {Qy x {0}}

Demonstracao: De fato, de (3.31]) temos que fOT\M(t)ufcm(t)Pdt < €Ky, onde Ky é
um constante real positiva independente de € e m obtida em . Assim, de (3.38])
temos que Mug™ — Mug em L?(0,T; L*(Q2)), pois dado v € L*(0,T; L*(€)) temos que a
aplicagao f, definida por (u, f(t)) = (u,v(t)) V u € L*(Q), pertence a L*(0,T; (L*(R))") —
LY0,T;(L3(Q2))), dai, de temos que

/0 (M(E)uE™ (1), v(t))dt — /0 (M()E(t), v(t)dt, ¥ v € LX0,T; L*(5)).

Pelo Teorema de Banach-Steinhaus ‘MU;‘%Q(O,T;LQ(Q)) < eKy, dai,

lim ' | M (t)us (t)]2dt = 0. (3.58)

e—0 0

Do mesmo modo, de (3.42), v — w, em L*0,T;L*Q)), dai, Mui — Muw,
em L?(0,T; L?(2)). Entdo, pelo Teorema de Banach-Steinhaus e de (3.58)) temos

|MW1|2L2(0,T;L2(Q)) < h—m|MU;|i2(07T;L2(9)) =0,

/OT/Q | M (t)w, (t)*dt = 0.

Entao, M(x,t)w,(z,t) =0 ¢g.s em @Q e portanto,

ou seja,

we(z,t) =0¢.s em @\ @ U {Qo x {0}},
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o que prova a afirmagcao.

O

Agora, observe que, fixado = € Q\ Qy temos que ou = € (a,ap) ou x € (fy,b). Se
r € (a,aq), como «a é decrescente, entao x < a(t),V t € (0,a'(x)), com isso (x,t) &

Q,Vt e (0,0 (x)). Assim, da Afirmacao [3.6|w,(z,t) = 0 ¢.s em {z} x (0,0~ (z)), dai,
t
/ ws(z,8)ds =0, YVt e (0,a ' (z)).
0
Do mesmo modo, por  ser decrescente,
t
/ ws(r,8)ds =0, Vt € (0,871x)) ex € (Bo,b).
0
Dessas duas integrais, temos que
t ~
/ iy, 8)ds = 0, ¥ (2,8) € Q\ QU{Qq x {0}}.
0

Daf, como w € L2(0,T; H3(Q)) e w, € L*(0,T; H}(R)) temos, pela Proposigio [1.10]

que w é continua e vale a identidade
t
w(z,t) —w(z,0) = / ws(z,s)ds =0,Vte[0,T] eq.semQ\ Q. (3.59)
0
De ([3.56), w(x,0) =0 em Q \ Q, entdo, de (3.59)) temos que
w(z,t)=0Vtel]0,T] eqsemQ\ Q. (3.60)
Assim, de (3.42) e (3.43), w € H3(Q) e w, € H(). De (3.60) e da Afirmacao 3.7 w
satisfaz a Hipotese de Regularidade (|3.3]) sobre @ e de Afirmagao wt satisfaz a Hipotese

de Regularidade (3.4)). Portanto w(t) € HZ() g.s em (0,T) e w, € Hi ().
Com isso, de 1) fazendo u = w\@ temos que

we L0, T; H2 (). (3.61)
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e de (3.43)) temos que

w, € L0, T; LA(,)) N L0, T; HY()).

Finalmente, de (3.55)) e (3.56) u satisfaz:

A identidade integral

_ f@ u(, )y (x, t)dxdt + f@(u(gy, 1) + ug(x,t) + ulw, £)?) o, t)dudt

para todo ¢ € L*(0,T; H3(%)), ¢ € L*(0,T; L*(%)) e ¢(0) = ¢(T) = 0.

E as condicoes iniciais
u(z,0) = ug(x), u(z,0) = ui(x) em .

Logo, u é solugao do Problema (3.1)) no sentido da Defini¢ao

3.3 Decaimento Exponencial

(3.62)

(3.63)

(3.64)

Nesta parte do trabalho consideraremos o Problema Nao-Cilindrico como sendo dado

pela equacao (1) com ¢ > 2, e por simplicidade, a = b =1 e , ou seja,

(2, t) — (u(z,t) + cug(z,t) + (U (2, 1)) g + Upeee = 0 em Q:
u(a(t),t) = u(B(t),t) = u(a(t),t) = u(B(t),t) = 0,V t > 0;
u(z,0) = ug(x), u(z,0) = ui(x),V z € [ag, Bol,

(3.65)

onde « e (3 sao fungoes reais definidas em [0, +00) tais que a(0) = ag < Gy = ((0) e

Q = {(z,t) € R%: a(t) < z < A(t)} é um dominio ndo-cilindrico.

Definicao 3.8 Uma solugao fraca do problema ¢ uma fungao real u = u(z,t)



3.3. Decaimento Exponencial 84

definida em @ tal que ¥V'T' > 0 satisfaca:

u € L0, T; H3 (%)) e u, € L2(0,T; Hy(€2)) N L=(0,T; L*(4)); (3.66)

A identidade integral

— Jo iz, )@, t)dwdt + [5(u(z,t) + c ug(w, t) + u?(2,1))odu(r, t)dudt

(3.67)
+ f@ Uz (T, 1) P (2, ) ddt = 0
para todo ¢ € L*(0,T; HX (%)), ¢r € L*(0,T; L*(Q)) e ¢(0) = ¢(T) = 0.
E as condicoes iniciais
u(z,0) = ug(x), u(z,0) = ui(x) em Q. (3.68)
Teorema 3.9 Sejam ug € HZ(Q), uy € L*(Qp) . Se
V2R 4 —— Ky < & (3.69)
c—2 6’

entdo existe uma fungdo real u = u(x,t) definida em @\ solucao do problema no

sentido da Defini¢ao . Além disso, temos que a energia E(t) do Sistema satisfaz
E(t) < ajexp{—apt}, ¥Vt >0. (3.70)

Demonstracao: Procederemos como na demonstracdo do Teorema [3.4]  Assim, na
equagao integral (3.10) do Problema Penalizado, acrescentaremos mais dois termos ob-

tendo

fo Jo 1 (@, 1)y (, t)dadt + fo Jo (e (@, 1) + uf (2, ) + uf (2, 1)) 0 (2, t)dadl+
fo fQ us, (x t)gbm(a: t)dxdt + = fo fQ (x, t)us (z,t)p(x, t)dxdt+
1 fo Jo M (,t)p.(x, t)dxdt+ fo Jo M (z, t)us, (z,t)dy(x, t)dadt+

2 fo Jo M (2,t)é(x, t)dxdt = 0.
(3.71)
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Com isso o Problema Aproximado (3.12)) tem a seguinte equagao

(ugg" (t), w;) + (ug™ (8), wje) + c(ugf (8), wja) = (U™ (£)]aas w5) + (UG (1), Wjaa)+
LM @)™ (), w;) + (M QU™ (1), wie) + £ (M (£)ug (1), wjo) (3.72)

€

+2(M(Hus™ (1), wj) = 0;

)

com

u™ (2, 0) = Up(x) em HE(Q);

u™(2,0) = u*(z) — uy(x) em L*(Q).

d em

5957 (t) e somando j =1,.. ., m obtemos

Como anteriormente, multiplicando (3.72]) por

(g™ (£), ug™ (1)) + (ug™ (1), ugy? (1) + c(ugd (8), u" (1) — ([u™™ (£)?]aw, ui™ (1))
(g (), ugy (8) + 2 (M ()™ (), uf™ (1)) + 2 (M (t)ug™ (¢ )7U§;”(t)) (3.73)
(M (ugy (t), ug (8) + 2 (M ()u™ (t), uy™ (1)) =

e multiplicando por g;™ e somando temos

(1) = ([w () aw, u™ (1))

(g™ (8), u=™ (1)) + (ug™ (1), ug™ (1)) + c(uzy' (t), u

™ = /\

(gl (1), w2 (1)) 4+ S (M (8)ug™ (), w ()) (M (D)ug™(t), uz™(t)) (3.74)
HL(M(E)ug (1), us™ (1)) + LM (E)u= (), u=(t)) = 0.

Fazendo simplifica¢cbes como antes temos

g Ui @OF + [ OF + [ (O} + clug () P+
M@ )ui (@) + H(M(Hug™ (@), ug? (1) + 2| M (ui ()] (3.75)
(M @u™ (), ui™ () = ([u™™ (1) ]oa, ui™ (1))

g { (i (1), u (1) + glu (P} — ug™ (O + [ug™ (O + [ugy (1)
1|M( Jus" (£ + 2 (M (t)ug™ (t), uf ( )+ S (M(t)up (t), u™ (¢)) (3.76)
LM Ou (O = ([u™ ()]aa, u=™(1)).
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Como anteriomente, observe que

([ ()] ug™ (£)) < 20u5™ (0)[ug” ()] < %m;m(t)\‘l + (= 2)|ug" (t)[*

—2
([ () o, w™ (1)) < 20us™ (2)]*.

Assim, substituindo em (3.75) e (3.76) respectivamente, a desigualdade —[us™(t)]* <
—|us™()]? em (3.76) e somando estas equagoes temos

L 12w (1), u™ () + (e + D™ (0) + [ug™ ()2 + [uZr (0P} +
g (£)2 + [ (8) 2 + [ (£) P+
LIM() (g™ (8) +ue™ ()P + LM () (g (1) + s (1))
<2 (O | (8)] + s e ()]

(3.77)

Agora, redefinindo K*™(t) como sendo

K(t) = % {2ui™ (1), w™ (1)) + (e + D™ OF + [u7™ O + [ ()]}

Ozx

1
Ko = |w]* + ugy (O + S5z (O)F,

observe que

Kem(0) = 5 {2(uf™(0),u"(0) + (e + Dug(0)* + [uf™ (0)* + |ugy (0)[*}
< s {lufm O + [ (0)F + (e + Dug™ 0)* + [uy™ (0)* + [ugy: (0)*}
< g {20 + Juol? + (e + 1)tios]* + [tioza|*} (3.78)
< 5 {20 + ool + (e + Dltios* + [tosa |’}
<l o+ 22 o] + §liionl® = K

Sabemos que IN((’]” — Ky, portanto é limitado por uma constante K, que s6 depende de ug
e Uq.

Vejamos que K™ (t) é maior do que ou igual a zero.
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Note que, pela desigualdade de Poincaré-Friedricks,

20" (1), 4 (1)) = ~2u (B — Sl (1)
Dai,
Kon0) 2 3 {5 OF + = Dm0 + b2 ) | (3.79)
Com isso, defina
70 =2 W0 + g O

De (3.77)) temos

G () + g (O + gl (0P + [ug™ (O [5 — ()] + lug (O +

(3.80)
SIM () (ug™ () +u™ (1)) P + M (t) (ugy () + ug™ (1)) * < 0.

Assim, por reducao ao absurdo, como feito no Capitulo podemos mostrar que

Y™ (t) < & e com isso temos que

G + g (OF + 3l (O + e () P+

(3.81)
SIM () (g™ (t) +w™ () [P+ 2IM(4) (ug (t) + ug™(1))]> < 0.

Dessa forma, podemos obter uma solu¢ao para o Problema (3.65)), basta observar que
integrando (3.81)) de 0 a t temos

0< Kom(t) + 5 [o [ug™(s)Pds + fy [usi(s)|2ds + [ [us(s)|?ds+
LT IM(s)(ug™(s) + u™(s)[Pds + L[5 |M(s) (usm(s) + usm(s))Pds < (3.82)
Ké‘m(o) S [?(7)% S K47

dai,

MuE™ +uf™) 5 M(uS +uf) em L*(0,T; L*(Q)),

M (ug* +ul™) N M(us, +us) em L*(0,T; L*(Q)).
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Com isso, passando limite com m — o0, obtemos a equagao (3.71). Finalmente, se
¢ € L*(0,T; H3()) tal que ¢, € L*(0,T; L*(Q)) e ¢(0) = ¢(T) = 0 entao,

/ Mz, ) (2, )6 (x, ) dadt — / M (a0 (2, £) b (£ ddt —
Q Q

/M(:U,t)uix(x,t)qﬁr(x,t)dxdt = / M (z,t)u(x,t)p(x, t)dxdt = 0,
Q Q

dai, aplicando limite quando ¢ — 0 temos a identidade integral (3.67)).

Agora podemos obter o Decaimento Exponencial.

Da desigualdade (3.81]) temos que

LK™ (t) + 2us™ () + Jus (8] + [usr ()] < 0, V¢ > 0. (3.83)

Da desigualdade de Poincaré-Friedricks temos que |[us™(t)[* < |us™(¢)|?, entao

e () + Lusm ()2 + g™ ()2 + s ()]? <0, Vit > 0. (3.84)

Dai,
LREm () + 3 { ™ ()2 + s () > + [uS? ()2} < 0, V¢ > 0. (3.85)

Por outro lado, como em ([3.78))

Eom(t) = 5 {20 (t), u™™(1) + (c+ Dug™ () + [uy™ (@)1 + lugi (6)*} (3.86)
< (O + SR lug™ (1)) + glugy ()
Tome 0 < ap < %L. Multiplicando o por (13.86|) e somando com 1} temos
d &
— KT(t) + ap K™ (t) < 0. (3.87)

dt

Multiplicando 1} pelo fator integrante e®! temos % [Ke™(t)e™!] < 0. Assim, inte-
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grando de 0 a ¢, de e temos que K™ (t)e*! < Ke(0) < K. Dali,
K™ (t) < Koge ™" Vit > 0. (3.88)
Tomando 0 < K < 3, observe que, de , K E™(t) < KT (t) < Koe . Entao,
E(t) < ape™ ™ Vit >0, (3.89)

onde a; = KflKo.
Como no Decaimento Exponencial do Capitulo 2| utilizando o Teorema de Banach-

Steinhaus e as convergéncias (3.33)) e (3.34)), temos que a energia associada ao Problema
Penalizado (3.9)-(3.11)) satisfaz

E(t) < aje” ™ Vit >0. (3.90)
E, pelo mesmo processo,
E(t) < aje™™" Vit >0, (3.91)

Logo, obtivemos o resultado.
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Baixar livros de Meio Ambiente
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Baixar Monografias e TCC
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Baixar livros de Sociologia

Baixar livros de Teologia
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