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Introducao

O tema para esta dissertagao foi escolhido com o propédsito de apresentar aplicacoes da teoria de
sistemas dinamicos a teoria dos nimeros. Dentre os possiveis problemas foi escolhido o Teorema de
Szemerédi. O fato interessante na historia deste problema é que apds conjecturado levou-se décadas
até uma prova completa e depois uma generalizagao com o uso de Teoria Ergddica.

Em 1975, E. Szemerédi [14] provou que subconjuntos de niimeros inteiros com densidade superior
positiva contém progressoes aritméticas finitas com comprimento arbitrariamente grande, problema
que havia sido conjecturado por Erdés e Turan [2], em 1936. Em 1976, H. Furstenberg [4] notou que o
argumento demonstrado por Szemerédi era equivalente a um argumento de “recorréncia multipla” de
transformacoes preservando medida, tornando possivel uma prova ergddica para o teorema. Na ver-
dade, Furstenberg foi além, demonstrando uma versao do Teorema de Szemerédi para subconjuntos
de Z".

Vérios elementos da prova original de Furstenberg foram simplificados por Y. Katznelson e D.
Ornstein no artigo ”The ergodic theoretical proof of Szemerédi’s theorem” [6], artigo este em que é
baseada essa dissertacao.

Essa dissertacao comega com algumas definicoes e resultados bésicos no Capitulo 1 como pré-
requisitos a compreensao do desenvolvimento dos capitulos seguintes.

No Capitulo 2, sao introduzidos alguns resultados sobre extensoes de espacgos de medida. Seu
conteudo é uma compilacao simplificada sobre extensoes, extraido do livro “Ergodic behavior and a
theorem and combinatorial number theory” de Furstenberg [5]. Esse capitulo tem papel fundamental

na compreensao dos resultados apresentados no final da dissertacao.



O Teorema de Szemerédi é apresentado no Capitulo 3. Nesse capitulo é enunciado o Teorema
de Recorréncia Multipla de Furstenberg e mostra-se que tomando este resultado valido é possivel
demonstrar o Teorema de Szemerédi. No fim do capitulo é mostrado que esses resultados sao equi-
valentes.

O Capitulo 4 trata do Teorema de Recorréncia Multipla de Furstenberg. Primeiro este resultado
¢ demosntrado para duas classes de espacos de medidas. Depois é apresentado um esquema da

demonstracao geral.



Capitulo 1

Preliminares

Comecamos nosso trabalho apresentando algumas definicoes e resultados em Teoria da Medida e Teo-
ria Ergédica que serao utilizados aqui. As demonstragoes sao omitidas por nao possuirem relevancia
direta no desenvolvimento dos demais capitulos. Para grande parte dos resultados, indicamos algu-

mas referéncias para a consulta das mencionadas demonstragoes.

1.1 Teoria da Medida

Nesta se¢ao recordaremos algumas nogoes e resultados basicos da Teoria da Medida. As demonstra-

¢oes podem ser encontradas em [1], [3] e [13].

1.1.1 Espacgos mensuraveis

Comecamos por introduzir as nogoes de Algebra e o-algebra de subconjuntos.

Definicao 1.1. Uma dlgebra de subconjuntos de X é uma familia B de subconjuntos tal que:
e X €5,
e AcB= A°e B,

e AcBeAeB=AUA €B.



Segue destas propriedades que:
AeBeBeB = ANB=(A°UB°)°eB,AcBeBeB = A-B=ANB‘eB.
Definicao 1.2. Uma dlgebra B diz-se uma o-dlgebra de X se

AjeBj=12..n.. =|]J4¢€B

j=1

Observacao 1.1. Temos que B também € fechada para intersecoes enumerdveis: se A; € B para
j=12,...,n,... entao ﬂAj: <UAjC> cB.
J=1 j=1

Definicao 1.3. Um espa¢o mensurdvel é uma dupla (X,B) onde X é um conjunto e B € uma

o-dlgebra de subconjuntos de X. Os elementos de B sao chamados conjuntos mensurdveis.

Definigao 1.4. A o-dlgebra gerada por uma familia € de subconjuntos de X € a menor o-dlgebra

que contém a familia .

No caso em que X vem munido da estrutura de espaco topoldgico, ha uma escolha natural para
£, nomeadamente, o conjunto dos subconjuntos abertos. Isto nos conduz a nogao de o-dlgebra de

Borel.
Defini¢ao 1.5. Seja (X, 7) um espago topoldgico, entio a o-dlgebra de Borel de M € a o-dlgebra

gerada por T, ou seja, a menor o-dlgebra que contém todos os subconjuntos abertos.

1.1.2 Espacos de medida

Introduziremos o conceito de medida e em seguida apresentaremos alguns resultados sobre a cons-

trugao de medidas.

Defini¢ao 1.6. Uma medida num espago mensurdvel (X,B) é uma fungao p : B — [0,+00] que

satisfaz:

1. w(@) =0;



2. uw(Uj2, Aj) = 2272, u(A;) para quaisquer A € B disjuntos dois-a-dois.

A tripla (X, B, u) é chamada de espago de medida. Quando p(X) = 1 dizemos que p é uma
medida de probabilidade e (X, B, ) é um espago de probabilidade.
A segunda propriedade na definicao de medida é chamada a o-aditividade. Dizemos que uma

fungao pu : B — [0, 400] é finitamente aditiva se:

N N
Il (U Aj) = u(4)
j=1 j=1
para qualquer familia finita Ay,..., Ay € B de subconjuntos disjuntos dois-a-dois. Note que toda

medida é, automaticamente, finitamente aditiva.

Exemplo 1.1. Seja X um conjunto e consideremos a o-dlgebra B = 2%, onde 2% € o conjunto das

partes de X. Dado qualquer p € X, consideremos a fungdo 6, : 2% — [0, +o0] definida por:

1 sepe A,
5P<A) =
0 sepe A

Temos que 9, € uma medida, que € usualmente designada por delta de Dirac no ponto p.

Se (X, B, i) é um espago de medida, dizemos que um conjunto A C X é de medida nula se existe
Ay € B tal que A C Ay e u(A;) = 0. Uma propriedade apliciavel a pontos de um conjunto S C X
vale em quase todo ponto x € S (abreviadamente q.t.p.), se o conjunto dos pontos de S onde a

propriedade ¢é falsa for um conjunto de medida nula.

Teorema 1.1 (Extensdo). Seja By uma dlgebra de subconjuntos de X e seja po : By — [0, +00]
uma funcgao finita, finitamente aditiva. Entao existe uma unica funcao finita, finitamente aditiva
p: B — [0,400] que é uma extensio de py a o-dalgebra B gerada por By. Se o € o-aditiva entao p

também o é.

Teorema 1.2 (o-aditividade). Seja By uma dlgebra e seja pg : By — [0, +00] uma fungao finitamente
aditiva com po(X) = 1. Suponha que que
j=1
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para toda a sequéncia Ay D ... D A; D ... de conjuntos mensurdveis tal que N2, A; = (). Entdo p

é o-aditiva.

O resultado seguinte nos diz que todo elemento A de uma o-dlgebra B gerada por uma algebra B

é aproximado por um elemento Ay da algebra, no sentido em que a medida da diferenca simétrica,

H(AAA) = (AU Ay — AN Ap), é pequena.

Teorema 1.3 (Aproximagcao). Seja (X, B, 1) um espago de probabilidade e seja By uma dlgebra que

gera a o-dlgebra B. Entdo para todo € > 0 e todo A € B existe Ay € By tal que u(AAAg) < e.

A seguir definiremos uma medida, chamada medida produto, no espaco das seqiiéncias.
Consideremos os espagos de probabilidade (X;, B;, 11;), com ¢ € Z. Vamos construir uma proba-

bilidade p no conjunto

X:ﬁXi

1=—00

00
t=—00"

das sequéncias bilaterais (z;) com x; € X; para cada i. Mais precisamente, a medida p sera
definida na o-dlgebra produto B das o-algebras B;, que é caracterizada do seguinte modo: dados

inteiros m < n e conjuntos A; € B; para m < j < n, consideremos
m; A,y Anl = {(xi>ieZ cx; € Aj param < j < n}

Estes subconjuntos de X sao chamados cilindros. A familia By das unides finitas de cilindros
disjuntos dois-a-dois é uma algebra. Por definicao, a o-algebra produto B é a o-algebra gerada
por By. Para construir a medida g procedemos do seguinte modo: primeiramente, consideramos a
aplicagao 7 definida na familia dos cilindros por

n
7 ([m; A, A)) = T 1(4))
j=m

Em seguida estendemos 7 a algebra By, estipulando que a imagem de qualquer uniao finita de
cilindros disjuntos dois-a-dois ¢ igual a soma das imagens dos cilindros. Esta extensao estd bem
definida e é finitamente aditiva. Entao, recorrendo aos Teoremas 1.1 e 1.2, obtemos uma medida de

probabilidade p em (X, B) que estende 7.



Defini¢ao 1.7. O espaco de probabilidade (X, B, 1) construido acima € designado produto direto dos

espagos (Xi, By, 1;).-

1.1.3 Integracao em espacos de medida

Esta secao apresentard nocoes da definicao de integral de fungoes em espagos de medida, como feito

em [10].

Defini¢ao 1.8. Seja B (R) a o-dlgebra de Borel de R. Uma func¢ao f : X — R € mensurdvel se
f~YD) € B para todo D € B(R).

De modo analogo, sejam X e Y dois conjuntos e B e D o-algebras de subconjuntos de X e Y
respectivamente. Uma aplicacao 7" : X — Y é mensuravel com respeito as o-algebras B e D se
T~Y(B) € B para todo B € D.

Seja (X, B, 1) um espago de medida. Se A € B denotamos 14 a fungao caracteristica de A, isto
é, 1a(z) éigual a 1 se z € A e zero caso contrario.

Dizemos que uma funcao f : X — R é simples se e]\i(istem constantes Aq,..., Ay € R e conjuntos
Ai,..., Ay € B disjuntos dois-a-dois tais que f = Z)‘il 4;- Dizemos que uma fungao simples é

i=1
integravel se

N
Z Aipt(A;) < 400
=1

e neste caso definimos a integral de f como:

N
/X i =37 N4

Pode-se provar que este nimero independe da forma de escrever f como combinacao linear de

funcoes caracteristicas. Dizemos que uma fungao f : X — R é integrdvel se existe uma sequéncia

fn: X =R n=1,2 ... de funcoes simples integraveis tais que
lim f,(z) = f(z) qtp. z€X (1.1)



Neste caso definimos a integral de f com

/fd,u: lim [ f.du (1.2)
X nmeeJx

Prova-se que o limite em (1.2) existe e que independe da sequéncia f,. Dizemos que f: X — R

¢ integravel sobre o conjunto A € B se f1, é integravel e definimos:

[;fdu==/£f1Adu-

As funcoes integraveis nao precisam ser mensuraveis, mas sempre coincidem com uma mensuravel

em q.t.p..

Teorema 1.4. Se f: X — R € integrdvel, para todo € > 0 existe 6 > 0 tal que:

/A!f|d/t§6

se AeBeu(A) <9.

Seja p > 1. Denota-se LP(X, B, i) o conjunto das fungoes f : X — R tais que |f|” é integrédvel,

identificando fungdes que coincidem em q.t.p.. Em LP(X, B, u) definimos a norma .||, como:

1/p
1l = ( / If!pdu) |

O fato de |[|.|[, ser uma norma segue da desigualdade de Minkowski que estabelece que, se f e g

pertencem a LP(X, B, u), entdao f+ g € LP(X,B,u) e

If+gll, < 1711, + llgll,,
Proposigao 1.1. O espago LP(X, B, u) € completo com a norma |.|,, 1 <p < +ooc.
Proposicao 1.2. O espago LP(X,B, ) é um espago de Hilbert se, e somente se, p = 2.

Define-se L*(X, B, ;1) como o conjunto das f : X — R tais que, existe K > 0 tal que |f(z)| <
K para q.t.p. = € X identificando funcoes que coincidem em q.t.p.. O infimo dos K com esta

propriedade denota-se || f|| . e define uma norma em L*(X, B, ;). Para todo 1 < p < oo, LP(X, B, 1)
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provido da norma ||.|[, ¢ um espaco de Banach. A desigualdade de Holder estabelece que, se 1 < p <
oo e g satisfaz 1/p+1/g=1,sep < oo,oug=1ep=o0,entdaose f € LP(X,B,u)eqge LUX,B,pn),

o produto fg pertence a L'(X, B, i) e satisfaz

1Fglly < A1, gll-

1.2 Teoria Ergoddica

Nesta secao apresentaremos os elementos basicos de Teoria Ergddica utilizados ao longo do trabalho.
Esta secao estd dividida em trés subsecoes. Na primeira apresentamos um Teorema de Recorréncia
como um instrumento motivacional ao interesse pelo Teorema de Recorréncia Multipla apresentado
no capitulo 4. Na seguinte um teorema, cuja relevancia o concedeu o nome de Teorema Ergddico.

Por tultimo, alguns resultados tteis sobre convergéncia de medidas.

1.2.1 Teorema de Recorréncia de Poincaré

O resultado que apresentaremos nesta secao, enunciado por Poincaré perto do fim do século XIX,
afirma que quase todo ponto retorna a um conjunto quando iterado vérias vezes por uma determinada
transformagao. Uma Demonstracao pode ser encontrada em [15].

Diremos que T' é uma transformagao preservando medida de (X, B, ) se T é uma transformagao
de X em X de modo que se B € B, entao T~'B € B e u(T~'B) = p(B). Diremos que a quadrupla

(X, B, u, T) é um sistema preservando medida (s.p.m).

Teorema 1.5 (Teorema de Recorréncia de Poincaré). Seja T': X — X wma transformagao preser-
vando medida de um espago de probabilidade (X, B, ). Seja E € B com u(E) > 0. Entdo p-quase
todo ponto de E retorna infinitas vezes a E sobre iteracoes positivas por T, isto €, existe FF C E com
u(F) = p(E) tal que para cada x € F existe uma seqiiéncia ny < ng < ng < ... de numeros naturais

com T™ (x) € F para cada i.



No Capitulo 4, tratamos do Teorema de Recorréncia Multipla de Furstenberg, que afirma que
dado um inteiro £ e um conjunto A de medida positiva, existe algum tempo n tal que os iterados T
dos elementos de um subconjunto de medida positiva de A regressam a A para todo:=0,...,k—1
(ou seja, tais elementos retornam simultaneamente k vezes por iteragoes de T™). Alguns autores
chamam este teorema de Teorema de Recorréncia Simultanea de Poincaré pelo fato deste ser uma

generalizagao do teorema acima.

1.2.2 Teorema Ergddico de Birkhoff

A seguir temos uma proposicao caracterizando quando uma medida é invariante, a prova pode ser

encontrada em [7].

Proposicao 1.3. Seja T : X — X uma transformacao e p uma medida. Entao T preserva i se, e

somente se, para toda func¢ao integravel f : X — R wvale:

/fdu:/fonu.

Definigao 1.9. O sistema de probabilidade (X, B, u,T) é um sistema ergddico preservando medida
se T"'B = B para B € B implicar que u(B) = 0 ou u(B) = 1. Neste caso diremos que T €é uma

transformacao ergodica.

Um resultado fundamental é o Teorema Ergédico de Birkhoff, cuja prova pode ser encontrado

também em [7].

Teorema 1.6 (Teorema Ergédico de Birkhoff). Seja f € L*(X, B, 1) e T uma transformacao preser-

vando medida de (X, B, 1), entao para quase todo x,

F@)+ J(T0) 4.+ [(T")
L - f@

onde f(z) € uma fungdo T-invariante, isto é, f = foT. Além disso,
[ F@duto) = [ f@ydu(o)
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Se (X,B,u,T) é ergédico, entdo uma funcio satisfazendo f = f o T é necessariamente quase
sempre constante. De fato, a pré-imagem f~!(I) para qualquer intervalo I C R é um conjunto
invariante, portanto, pela ergodicidade, essa pré-imagem tem medida zero ou um. Como o intervalo
I é qualquer, a funcao f é constante num conjunto de medida total. Disto segue que quando T é
ergédico, f = [ fdu, e que

f(x)+f(Tx7jil+f(T”x) H/f(y)du(y).

Em [15] encontramos o seguinte coroldrio:

Corolario 1.1 (Teorema LP Ergddico de Von Neumann). Seja 1 < p < oo e seja (X, B, u,T) um
s.p.m.. Se f € LP(X,B, ) existe f € LP(X,B, ) com f = foT em quase todo ponto, e

flx)+ f(Tx)+ ...+ f(T"x) ~
e - @

na norma de LP(X, B, u).

1.2.3 Topologia fraca™

Nesta se¢ao vamos introduzir uma topologia importante no conjunto M (X) das probabilidades bore-
lianas do espaco X, chamada topologia fraca®™. Para um estudo das demonstracoes aqui omitidas
consultar [7].

Dada uma medida g € M(X), um conjunto finito F' = {¢1, ..., o5} de fungdes continuas ¢; :

X — R, e um nimero € > 0, definimos

Vp, Foe) ={ne M(X): '/gbjdn— /qﬁjdu‘ < € para todo ¢; € F'}.

Entao a topologia fraca™ é definida estipulando que estes conjuntos V' (u, ) €) com F' e e variavel,

constituem uma base de vizinhangas da medida pu.

Proposicao 1.4. Uma sequéncia (fi,),cy €m M(X), converge para wma medida p € M(X) na

topologia fraca™ se, e somente se,

/gbdpm — /qbdu para toda funcao continua ¢ : X — R.

11



Outra proposicao util que caracteriza a convergéncia de medidas é dada a seguir:
Proposicao 1.5. Assuma que a sequéncia p,, converge para i na topologia fraca™. Entao:

1. lim sup p,(K) < pu(K) para cada conjunto compacto K C X;

n—00 -

2. lim inf p,(U) > w(U) para cada conjunto aberto U C X;

n—oo

Em particular, se o bordo de A tem medida zero, temos que lim p,(A) = pu(A)

n—oo

Teorema 1.7. O Espaco M(X) munido da topologia fraca™ é metrizdvel e compacto.

12



Capitulo 2

Fatores de Espacos de Medida

A intencao deste capitulo é introduzir o conceito de extensao de espagos de medida. Assim, podere-
mos encontrar algumas propriedades de um espago comparando-o com outro espago (em particular,
obteremos nossos resultados dos préximos capitulos comparando o espago em questao com um subes-
paco préprio). Ao segundo espaco chamaremos fator do primeiro. Apresentamos ainda um operador
especial que transforma funcoes de uma extensao em funcgoes de seu fator, que serd uma ferramenta
fortissima no entendimento do 1ltimo capitulo.

O contetido apresentado nas segoes deste capitulo, foi extraido de [5] onde Furstenberg traz

resultados mais gerais.

2.1 Fatores de espacos de medida

Sejam (X, B, ) e (Y, D,v) probabilidades.

Uma aplicacao ¢ : X — Y é uma aplicagao preservando medida se:
1. E mensuravel;
2. Para cada A € D, u(¢~'(A)) = v(A).

Podemos identificar conjuntos que “diferem” por conjuntos de medida nula. Definimos a o-algebra

13



associada B consistindo da classe de equivaléncia dos conjuntos em B onde A ~ A’ se, e somente

se, W((AUA"—ANA")=0.

Defini¢ao 2.1. Um homomofirsmo o : (X, B,u) — (Y, D,v) entre dois espagos de medida é dado

por uma inje¢io o' : D — B satisfazendo:

(i) a (A, UAy) =a Y(A)Ua Y (Ay), A, A, €D.
(i) a ' (Y —A) =X —a'(A), AeD.

(i13) p(a'(A) =v(A), AeD.

Observamos que as propriedades acima forcam o' ser injetiva. De fato, a '(A) = a 1(B) =
a(AUuB)=a(ANB)=v(AUB)=v(ANB)= A=B.

Além disso o~ ! preserva operacoes de o-algebras:

A:GAm
n=1

entao
onde
Dai,

Dado um homomorfismo determinado por uma aplicagao espacial ¢ : X — Y, ndés podemos
obter a partir de uma fungdo mensuravel em (Y, D,r) uma fungdo mensuravel em (X, B, u) por

f — fo¢. Esta correspondéncia aplica LP(Y,D,v) isometricamente em LP(X, B, pu). Para um
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homomorfismo geral « : (X, B, u) — (Y, D, v) podemos associar para cada classe de equivaléncia de
fungdes mensuraveis em (Y, D, rv) uma classe de equivaléncia de fungdes mensuraveis em (X, B, u).
De fato, dada uma fungdo mensuravel f, criamos a familia de conjuntos A;(f) = {y : f(y) < t},
para t racional. Reciprocamente, dada uma familia de conjuntos mensuraveis A;, t € racionais, com
ty <ty = Ay C A, definimos f(y) = inf{t : y € A;}. Comecando com uma fungdo mensuravel
f(y) em (Y, D,v), formamos {A,(f)} e transformamos estes para {a~(4;(f))} C B. Por tomarmos

representantes destes conjuntos em B, construimos uma funcao f¢ em (X, B, 1) que satisfaz

a” (fHB)) = (f)71(B), (2.1)

para cada conjunto de Borel B C R. Por (2.1) nés deduzimos que se f € LP(Y,D,v), entao
fre LP(X,B,u).

Definigao 2.2. Dizemos que o espa¢o de medida (Y,D,v) é um fator de (X,B,pn) se existir um
homomorfismo de (X, B, u) para (Y, D,v). Neste caso, dizemos ainda que (X, B, 1) é uma extensao
de (Y,D,v). Dois espacos (X,B,pn) e (Y,D,v) sdo equivalentes se ezistir um homomorfismo « :

(X,B, 1) — (Y,D,v) com o~ (D) = B.

Se (X, B, 1) é um espaco de medida, entdo B, com a métrica d(A, B) = u(AAB), onde AAB =
AUB — AN B, é espaco métrico. Ainda, se nés identificarmos A com 14 € L'(X, B, ;1) a métrica
em questao coincide com a métrica de L'. Temos pela Proposicdo 1.1 que B é um espaco métrico
completo.

Se By é uma subalgebra de B pode-se mostrar que By é denso em B se, e somente se, B gera B

como o-algebra.

Proposicao 2.1. Dois espacos de medida (X,B, 1) e (Y,D,v) sio equivalentes se, e somente se, B
contém uma subdlgebra densa By e D contém wma subdlgebra densa Dy tal que existe wm isomorfismo

preservando medida entre as subdlgebras By e Dy.

Demonstragdo: Se os dois espacos sao equivalentes podemos tomar By = B e Dy = D.
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Reciprocamente, suponha que By = Dy. Se A € D, como Dy é denso em D, tomo A, € D,
com pu(AAA,) — 0. Assim {A,} forma uma seqiiéncia de Cauchy e como «, isomorfismo entre By
e Dy, preserva medida temos que {a(A,)} forma uma seqiiéncia de Cauchy e dai podemos fazer
a‘l(fl) = lim a‘l(zzln). Notamos que o' cumpre as condi¢des de homomorfismo e como By é denso
em B temos que a! é sobrejetivo.  m

Abordaremos a partir de agora, sistemas preservando medida (X, B, u,T) exigindo que a trans-
formagao T seja invertivel. Assim, em um sistema preservando medida (X, B, u, T'), a transformacao
T define um automorfismo de B com A — T 'A, e isto induz um automorfismo 7! : B — B. Nés

usamos isto na definicao de homomorfismo de sistemas preservando medida.

Defini¢ao 2.3. Um homomorfismo de sistemas preservando medida o : (X, B, 1, T) — (Y, D,v,S)
¢ dado por um homomorfismo o« : (X, B,u) — (Y, D,v) satisfazendo as condigoes de (i) a (iii) da
Definicao 2.1 e ainda:

(iv) o~ (ST'A) = T'a"'(A), A e D.

Neste caso dizemos que (Y, D,v,S) é um fator de (X,B,u,T) e que (X, B, u,T) é uma extensao de

(Y,D,v,S). Dois sistemas preservando medida sio equivalentes se a~*(D) = B.
Por analogia a Proposigao 2.1 nds temos o seguinte critério para sistemas preservando medida.

Proposicao 2.2. Dois s.p.m. (X,B,u,T) e (Y,D,v,S) sao equivalentes se, e somente se, B contém
uma subdlgebra densa T-invariante By e D contém uma subdlgebra densa S-invariante Dy tal que
existe um isomorfismo preservando medida entre as subdlgebras By e Dy que é compativel com a agio
das transformacgoes.

Demonstragio: Como na Proposicdo 2.1, observamos que o '(S~'A) = lima~'(S7'4,) =
T 'lima (A, =T'a"'(4A). =

A partir de agora, para uma melhor leitura, muitas vezes denotaremos tanto o espago de medida

(X, B, i) como o s.p.m. (X,B,u,T) por X. O espaco LP(X, B, 1) serd denotado por LP(X). Homo-

morfismos de sistemas serao escritos a : X — Y. Mesmo ¢ sendo uma aplicacao espacial, ¢ : X — Y,
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poderemos escrever ¢ : X — Y. Quando « é um homomorfismo de sistemas « : X — Y, vimos que
podemos levar fungoes mensuraveis de Y em func¢oes mensuraveis de X, por f — f. Estenderemos
a notacao para aplicacoes espaciais f — f?.

Se T' é a transformagao de um s.p.m. (X, B, u,T) denotaremos f o T por T'f.

Pelo Teorema de Mudanca de Varidveis dado em [1], se ¢ é uma aplicacao mensurdvel em (X, B),

entao ¢u denotara a medida
Su(A) = p(é~"(A4)), (2.2)

e podemos verificar que f — f¢ aplica L*(Y, D, ¢u) em LY (X, B, u) e

[ ovdu= [ saon (2.3)

2.2 Espacos regulares de medida

Definicao 2.4. Um espago de medida (X, B, p) é reqular se X é um espaco métrico compacto e
B consiste da o-dlgebra de Borel em X. Um s.p.m. (X,B,u,T) é reqgular se o espago de medida

subordinado € reqular.

Defini¢ao 2.5. Um espago de medida (X, B, ) € separdvel se a o-dlgebra associada B ¢ gerada por

um subconjunto enumerdvel. O s.p.m. (X,B,u,T) € separdvel se (X, B, u) € separdvel.

Uma condigao equivalente para a separabilidade do espago de medida (X, B, i) é a separabilidade
do espaco métrico B.
Como um espac¢o métrico compacto possui uma base enumeravel de conjuntos abertos e estes

geram a o-algebra de Borel, é claro que um espaco de medida regular é separavel.

Defini¢ao 2.6. Um homomorfismo o« : (X, B, 1, T) — (Y,D,v,S) € reqular se (X,B,u,T) € s.p.m.

reqular e a € uma aplicagao espacial, o : X — Y.

Teorema 2.1. Seja o : X — Y um homomorfismo de s.p.m. separdveis. Existe um sistema X'
equivalente a X e um sistema Y’ equivalente a 'Y tal que o homomorfismo correspondente o : X' — Y’

€ reqular.
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Demonstragao: Escreveremos X = (X, B,u,T) e Y = (Y,D,v,S). Contruiremos os espagos X’
e Y'. Seja Dy uma algebra enumerével de conjuntos em D, com Dy, S-invariante e denso sobre Dy.
Escreva Dy = {A,}. Seja Y’ = {0,1}" e n,, : Y’ — {0,1} a funcéo que assume o valor da m-ésima
coordenada de 3/ € Y. Seja

Ay ={y €Y inu(y) =1}

Afirmamos que existe uma medida v/ em Y’ com

V(A NA N nAL) =v(A, N A, N N AL

K

para toda k-upla iy <1y < ... < iy.

Para provarmos isto, primeiro encontramos uma medida 'y que satisfaca esta condicao para
i, < N. Como, nestas condicoes, tratamos de uma algebra finita de conjuntos é fécil ver que v/
existe. Tomando o limite de alguma subseqiiéncia v/ = lim v/, obtemos v/ como queremos.

Agora, seja D' a o-algebra dos conjuntos de Borel em Y’. Assumimos os conjuntos {4, } sendo
todos distintos. Temos que S define uma permutacdo o : N — N com S™'A4,, = Ag(m)- Defina
S Y — Y por 8y (m) = y/(0(m)). Além disso, S"'A',, = A'smy. Disto segue que S preserva
medida em (Y’,D’,;v/). Por construcao, o sistema Y’ é regular, entdo usando a Proposigao 2.1,
concluimos que (Y, D'V, S") é equivalente a (Y, D, v, S).

Por construcdo similar, nés obtemos uma algebra By C B que é T-invariante e com By denso em B
para obter (X', B, ', T") regular e equivalente a (X, B, u, T). Escreva By = {B,,} e a acdo de T' em
By induz permutagoes T By, = By (). Assumimos ainda que 04_1(@0) C By. Definimos f: N — N
por a ' (A,) = Bgm) € definimos ¢ : X’ — Y’ por ¢(z')(m) = 2'(3(m)). Entao

S'¢(a")(m) = ¢(a")(0(m)) = (8 0 o(m)),

¢T'(a")(m) = T'2'(B(m)) = ' (7 0 B(m)).
Estas expressoes sao iguais por acordarem com o '(S7'A,,) = T 'a"'(A,,). Isto completa a

prova do Teorema. m
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Corolario 2.1. Todo espago de medida separdvel € equivalente a um espago de medida regular. Todo

s.p.m. separdvel € equivalente a um s.p.m. reqular.

Na Anélise da estrutura de um dado sistema preservando medida, nés devemos considerar junto
com o dado sistema, todos os seus fatores. Temos inicialmente que fatores de um sistema separavel
é separavel. De acordo com o Corolario acima, qualquer tal fator é equivalente a um sistema regular
que sera ele mesmo um fator do sistema dado. Deste modo, ao estudar a estrutura de um s.p.m.

separavel, nos justificamos nossa atencao aos fatores regulares.

2.3 Esperanca condicional

Seja a : (X,B,pu) — (Y,D,v) um homomorfismo. A aplicacio f — f@ identifica L*(Y,D,v) com
um subespaco fechado L2(Y,D,v)* C L?(X,B,u). Se P é a projecao ortogonal de L?(X,B, 1) em
L*(Y,D,v)", entdo definimos E(f|Y) para f € L*(X, B, 1) por

E(f]Y) € L*(Y,D,v), B(f[Y)" = Pf. (2.4)

Note que na notac¢ao F(f|Y) nés suprimimos o homomorfismo a : X — Y que esta implicito na

definicao.

Proposigao 2.3. O operador esperanca condicional f — E(f|Y) definido para f € L*(X) por (2.4)

possui as sequintes propriedades:

(i) f E(f|Y) é um operador linear de L2(X) em L*(Y).
(i) Se f =0, E(f[Y) = 0.

(iii) Se f € L2(Y), E(f°|Y) = f. Em particular E(1]Y) = 1.
(iv) Sege L>(Y), E(g*f|Y) = gE(f]Y).

(v) Em particular, [ f dp= [ E(f|Y) dv.

19



Demonstracao: A propriedade (i) vem direto da defini¢ao.

Para provar a propriedade (7ii), lembramos que se f € L?(Y) entao, f* € L*(Y,D,v)". Por (2.4)
temos entao, que E(f*[Y)* = Pf* = f*. Pela injetividade de o' temos E(f*[Y) = f.
Para provar as propriedades (iv) e (v) usamos o fato de que em um espago de Hilbert a projegao

ortogonal preserva o produto interno. Assim
/fha dy = /Pfha dp para todo h € L*(Y).
Transferindo para E(f|Y) por (2.4), temos
/fha dp = /E(f|Y)°‘h°‘ dp = /E(f|Y)h dv para todo h € L*(Y). (2.5)
Tendo que (2.5) vale para todo h € L*(Y), substituimos h por gh com g € L>(Y). Entao
[ oy du= [ E(1Y)9h dv
ou
/ (Fg™) h* dy = / (E(f[Y)g) h dv, para todo h € L2(Y).
Substituindo f por fg® em (2.5), temos
[ gy du= [ EGaY)R i

Isto prova a propriedade (iv) e a0 mesmo tempo a (v). =

Da demonstracao acima temos o seguinte corolario.
Corolario 2.2. Se f € L*(X), a esperanca condicional E(f|Y) € caracterizada por
[ B = [ e dy
para todo h € L*(Y).

Proposicao 2.4. Seja ¢ (t) uma fun¢ao convexa nao negativa de uma varidvel real. Se f e o f

estio em L*(X), entdo

V(E(f]Y)) < E(po flY). (2.6)
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Demonstracao: A funcao convexa 1) pode ser tomada como sendo o supremo de enumeraveis
fungoes lineares: )(z) = sup L,(2), L,(v) = a,z +b,. -

Em virtude de (i) e (i) da Proposicao 2.3, E(L,(f)|Y) = L.(E(f|Y)).

Daf, P(E(f[Y)) = sup Ln(E(f[Y)) = sup E(Ln(f)[Y).

De acordo com (i1), f1 < fo = E(f1|Y) < E(f2]Y) e como L, (f) < ¢of temos que E(L,(f)[Y) <
E(@o flY). =

O proximo teorema estendera a definicao de esperanca condicional a uma aplicacao do espaco de

fungoes L'(X) em L'(Y).

Teorema 2.2. A aplicacio esperanca condicional, f — E(f|Y), estende-se a uma aplica¢io de
LY(X) em L'(Y) satisfazendo (i)-(v) da Proposi¢io 2.3, e que aplica cada LP(X) em LP(Y), 1 <
p < oo, com [|[E(f[Y)]|, < f]l,-

Demonstragao: Tomando (t) = |t| na proposi¢ao anterior em conjunto com a propriedade (v)
na Proposicao 2.3, temos que a aplicagao esperanga condicional ¢ uniformemente continua na norma

L. De fato,

[ 186G - By = [ (B =gl av < [ B(r - gl V)= [ 1f - gldu

Disto e do fato de L?(X) ser denso em L'(X), podemos estender a esperanca condicional para
LY (X). Assim as propriedades (i) a (v) valem para esta extensao.

Agora estendemos a Proposicao 2.4, substituindo a condicao f,¢o f € L? por f,¢o f € L .

Por fim, suponha que f € LP(X). Aplique a Proposi¢ao 2.4 com v(t) = [¢t|’. Conluimos que
E(f]Y) € LP(Y) e que a aplicacao f — E(f|Y) é uma contracao para cada p < co. Para p = oo
basta usarmos (i) e (iii). m

Terminamos esta secao com um resutado pertinente aos sistemas preservando medida.

Proposigao 2.5. Seja (Y,D,v,S) um fator de (X,B,u,T). Entio para cada f € L'(X,B,p),
ETfY)=SE(f]Y).
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Demonstracdo: E suficiente mostrarmos para f € L?(X). Usando (v) da Proposigao 2.3 e o fato

de T ser um operador unitério em L?(X), temos:

/E(Tf|Y)h dv = /(Tf)ha dp = /f(T‘lha) dp.
Retornando a (2.1), vemos que g € L*(Y),

aHy:Sg(y)e B} =a'SHy:9(y) e B} =T"a{y:g(y) € B}y =Tz :g¢%x) € B}
={xz:Tg¢*(z) € B}.

Assim (Sg)® = T'(g%).

Consequentemente,

/E(Tf\Y)h dv = /f(T‘lha) dp = /f(s—lh)“ dp = /E(f\Y)S‘lh dv

= /SE(f|Y)h dv.

Usando o coroldrio da Proposigao 2.3, E(Tf|Y) = SE(f]Y). =

2.4 Desintegracao de medida

Seja (X, B, ;) um espago regular de medida, e seja a : (X, B, u) — (Y, D, v) um homomorfismo entre
espagos de medida. Aqui X é um espago métrico compacto, e lembremos que M(X') denota o espago

métrico compacto de probabilidades mensuraveis em X.

Teorema 2.3 (Desintegragdo de medida). Eriste uma aplicagao mensurdvel de Y em M(X) que

devemos denotar y — [, que satisfaz:

(i) Para todo f € LY(X,B,u), f € L'(X, B, 1) para quase todo y € Y, e ainda, E(f|Y) = [ fdu,
para quase todo y € Y.

(it) f{f fduy}dy(y) = [ fdu para todo f € LY'(X, B, ).
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A aplicagdo y — p, é caracterizado pela condigao (i). Devemos escrever u = [ p,dv e nos
referimos a isto como a desintegragao de p com respeito ao fator (Y, D,v).

Demosntragao: Escolha um conjunto denso mensuravel de fungoes em €' (X), o espago das fungoes
continuas de valor real em X, assuma que 1 esteja neste conjunto, e seja A um conjunto formado
por todas as combinagoes lineares finitas destes com coeficientes racionais. O conjunto A4 é um
subconjunto enumeravel de €(X).

Seja L(f) um funcional linar em A satisfazendo : (i) L(afi4+0bfs) = aL(f1)+bL(f2) para fi, fo € A
e a,b racionais; (i) |L(f)| < max|f(x)|; (it) f > 0= L(f) > 0 (iv) L(1) = 1. Podemos, entao,
estender L a um funcional linear em %' (X) satisfazendo (ii7). De fato, pela propriedade (ii) temos
que L é uniformemente continua no subconjunto denso A de € (X ). Estendendo L por continuidade,
obtemos linearidade para coeficientes racionais diretamente da propriedade (i) e subsequentemente
para todos os coeficientes reais.

Se f>0e f, € Acom

fn—<f+1>’<3,
n n

entdo f, > 0 e f, — f uniformemente. Como L(f,) > 0 teremos que L(f) > 0. Agora a cada
funcional linear em %(X) satisfazendo L(1) = 1e f > 0 = L(f) > 0 corresponde a uma medida
em M(X). Concluimos que uma medida em M(X) é determinada por um funcional linear em A
satisfazendo as propriedades de (i) a (iv).

Tomemos para cada f € A, E(f|Y). Se fixarmos L,(f) = E(f|Y)(y), entdo vemos que quase
todo L, satisfaz as propriedades (i) a (iv). Além disso , {y : L,(f) > 0} é um conjunto mensurével
para (Y, D, v), entdo a aplicacdo y — Ly é mensurdvel . Indentificando L, com uma medida p, por
meio de L,(f) = [ fdp,, definimos a aplicagdo y — u, e vemos que a propriedade (i) do teorema
¢ automaticamente satisfeita por f € A. Usando convergéncia uniforme vemos que a propriedade é
vélida para f € €(X).

Para f € L'(X, B, 1) temos que quase sempre f =Y g,, gn € €(X), onde >_ ||gull, < co. Entao

YSIE(gnlY)]], < 0o e ainda ) E(]g,||Y) < 0o em quase todo ponto. Em algum ponto y que esta
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série convirja, Y |gn| € L'(X, B, p1,), € assim

/(Z gn)dty = Z/gnduy-

Temos ainda que para quase todo ponto, [ g,du, = E(g,|Y)(y), em que

/(Z Gn)dpty = Z E(9.|Y(y), quase sempre.

Como f — E(f|Y) é uma contracao em L', temos

D E(glY) = B galY),

na norma L'.

Entao necessariamente

/(Z Gn)dpty = E(Z g.Y), quase sempre.

Para completar a prova, precisamos mostrar qua a fun¢ao nula f — »_ g, permanece nula para
quase todo p,. Seja p(A) = 0 e seja A, aberto com A, D A, u(A,) — 0. Seja h, uma funcao

continua com h,, = 0 fora de 4,, e 0 < h,, <1 em A. Para cada € > 0, a poténcia h{, é continua e

/{/h;duy}dy(y) _ /h;du < u(A).

Fazendo € — 0, encontramos
/uy(An)dV(y) < u(4,) — 0.

Isto completa a prova da propriedade (7). Por outro lado sempre que a propriedade (i) é vélida
para uma fungdo f, entdo a propriedade (i) também é valida por virtude da propriedade (v) da
Proposigao 2.3. Para completar a prova do teorema, lembremos que a medida em (X, B) é deter-
minada pela integral de fungoes continuas com respeito a este, assim a propriedade (i) determina
claramente p,, em quase todo ponto. =

Finalmente consideremos a desintegracao de medida para sistemas preservando medida.
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Proposicao 2.6. Seja (Y, D,v,S) um fator de (X,B,u,T), e seja p = [ pydv(y). Para quase todo
yey,

frsy = Ty (2.7)

Demonstragao: Pela propriedade (i) do Teorema 2.3 e a Proposi¢ao 2.5 temos

[, = [ sins,

Substitua f por T~ f:

/ felp, = / T fdps, = / fa(T pisy)

em virtude de (2.3). Assim p, = T~ 'ug, em quase todo ponto. m

2.5 Produto relativo de espacos de medida

Nesta secao nos definiremos o produto de dois espacos de medida relativos a um fator comum. Isto
terd o mesmo papel na teoria de medida que o produto fibrado tem na teoria de conjuntos.
Seja (X1, Bi, 1) e (Xa, Ba, pi2) dois espagos regulares de medida que sao extensoes de um mesmo

espaco (Y, D, v):
ay (X1, By, ) — (Y, D,v), ag: (Xa, By, ) — (Y,D,v).
Definicao 2.7. Denote por puy Xy po a medida em X; X Xs definida por

< a(4) = [y % pay(A)dy) (2.

para A € By x By, onde j; = [ piydv(y) € a desintegragao de p; com respeito ao fator (Y,D,v). O
espago de medida (X1, X Xo, By X Ba, i1 Xy p2) € chamado o produto de (Xq,B1, 1) e (Xa, B, pi2)
relativo a (Y,D,v) e é denotado X; Xy Xo.

Para justificar a mensurabilidade do integrando em (2.8), nds notamos que sempre que p =

[ 1ydv(y) é a desintegragao de p com respeito a (Y, D, v), sendo p a medida em um espago métrico
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compacto X, entao [ fdu, é mensurdvel para cada funcao continua f € €(X), pela defini¢do da
mensurabilidade de p,,. Como o conjunto de f para o qual | fdu, é mensurdvel é fechado para limites
mondtonos, o mesmo vale para f mensurdvel sobre Borel. Concluimos agora que py, X po,(A) é
mensuravel para A = Ay x Ay, A; € B;, ¢ = 1,2. Entao por passagem de limite, o resultado é valido
para todo A € By x By. Uma vez que a expressao (2.8) é vista com significado, é facil verificar que
se definimos uma probabilidade o-aditiva em (X; x Xy, By X By).
Se f; é uma func¢ao no espacgo de medida X e f; é uma funcao no espaco de medida X5, denotamos
f1 ® fo a funcao
i@ fa(@y, 22) = fi(@1) f2(22).

Temos o seguinte resultado.
Proposigao 2.7. A medida j11 Xy po € caracterizada pela igualdade
[ 1@ feds v = [ BGRIDE(R| Vi (29)
satisfeita sempre que fi € L*(X1), fo € L*(Xy).

Demonstracao: Temos

/ fi(@1) fa(za)dpn Xy pra(21, 2)

= (1] A0 nny % o)

— /{/fl(xl)dul,y(m)} {/f2($2)du2,y($2)}dV(y)

_ / E(HIY)W)E(f]Y)(y)dv(y).

Sendo, respectivamente, 7, mo as projecoes de X; x Xy em suas componentes X; e X5, podemos
b ) ) b

verificar que sao aplicagoes preservando medida de

(X1 x Xo, By X By, 1 Xy p2) — (X5, By, ;).
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Por exemplo,

Xy pia(m7 (A1) = Xy pa(Ar X Xo)

= /Ml,y X M2,y(A1 x Xo)dv(y)

- /”Ly(Al)du(y) = 11 (4y).

Deste modo (X x Xo, By X Ba, 11 Xy pi2) é uma extensao de ambos (X, B;, ;) e estes sao ambos
extensoes de (Y, D,v). Podemos dizer entao que (X; x Xy, By X Bo, 17 Xy ji2) é uma extensao de

(Y,D,v), e podemos desintegrar p; Xy s com respeito a (Y, D, v).

Proposigao 2.8. Para f) € L*(X)), fo € L*(Xa),

E(f1® fo|Y) = E(AIY)E(f2] Y), (2.10)

e a desintegracdo de py Xy pa com respeito a (Y, D,v) é

(H1 Xy fi2)y = fy X foy.

Demonstragio: E facil ver da defini¢ao de esperanca condicional que E(f|Y) = E(E(f|X1)[Y) =
E(E(f|X2)]Y). Fazemos E(f; ® f2|X1) = fiE(f2[Y)*, e para provar isto usaremos o corolario da

Proposicao 2.3. Precisamos mostrar que

/f1($1)f2($2)h($1)dﬂl Xy po :/fl(ﬂfl)E(fz\Y)alh(xl)dul(331)-

Aplicando a propriedade (v) da Proposigao 2.3 para o homomorfismo a4, o lado direito torna-se

‘/EUWWHKMYWVI/ﬁ@UM%UMMMMXym@hm%

de acordo com a Proposigao 2.7. Isto estabelece nossa afirmagao. Agora usando a propriedade (iv)

da Proposigao 2.3, obtemos

E(fi® fblY) = E(E(fi® L|X)]Y)=E(HE(f[Y)Y)

= BRE(AY) = [ 19 fudny iy
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Isto prova ambas as afirmacoes da proposicao. m
A préxima proposicao mostra que as propriedades definidas nesta secao podem ser definidas se o

sistema em questao nao é regular.

Proposicao 2.9. Se Xi, X5 sdo extensoes de Y e X1 ¢ equivalente a X, e ij € equivalente a Xs,

entao X1 e X2 sao extensoes de Y e Xl X YXJQ é equivalente a X; Xy Xs.

Demonstracao: Devemos usar os critério da Proposicao 2.1 para equivaléncia de espacos de
medida. Estabelecemos um isomorfismo entre as algebras geradas por conjuntos produtos em X; x Xy
e em X, x X,. Temos por hipétese uma correspondéncia entre L*(X;) e L*(X}) para i = 1,2,
entdo é suficiente mostrarmos que se f; € L*(X},B,, it;) corresponde a f; € L*(X1,Bi, 1) e f, €

L*(X,, By, jty) corresponde a fy € L?(Xy, By, pt2), entao

/f£®fédﬂl1 XYN;:/fl(X)deUl Xy [

Mas isto segue da Proposicio 2.7 e do fato de que E(f;|Y) = E(f]|Y). =

Passando a tratar de transformacoes que preservam medidas, temos um importante resultado.

Proposicao 2.10. Suponha que (X1, B;, pi, T;), i = 1,2, sao extensoes do sistema preservando me-
dida (Y,D,v,S). Entao a medida ji1 Xy jio € T-invariante, onde a a¢io de T =Ty x Ty em X1 X X5
¢ dada por Ty x Ty(x1,x9) = (Tx1,Txs). Assim (X1 X Xo, By X Ba, 11 Xy pio, Th X T) € um s.p.m.
que € o produto relativo (X1, By, p1,Th) Xy (Xa, Ba, o, T3).

Demonstracao. Temos que verificar que
pin Xy pia((Th x Ty)"HA) = iy Xy pia(A)

para A € By x By. Mas de acordo com a equagao (2.8),

Xy po(TA) = /Ml,y X iy (T~ A)dv(y)

= /TLLLLy X TQHQ’y(A)dV(y)'
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A 1ltima identidade é estabelecida para todo A € By x B, verificando A = A; x Ay, A; € B;.

Agora, usando a Proposicao 2.6,

p Xy po(THA) = /Ml,sy X fig,5y(A)dv(y)

_ / i1y X oy (A)ASV(y),

Como Sv = v temos a proposicao. =
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Capitulo 3

Teorema de Szemerédi

Em 1936 Erdos e Turan [2] conjecturaram que todo subconjunto de Z com densidade superior positiva
contém progressoes aritméticas finitas com comprimento arbitrariamente grande. Esta conjectura foi

demosntrada por Szemerédi [14] em 1975.

Teorema 3.1 (Teorema de Szemerédi). Se S € um subconjunto de Z, com densidade superior positiva,

entao S contém progressoes aritméticas arbitrariamente grande.

Em 1976, Furstenberg [4] notou que o argumento deste teorema é equivalente a um argumento
de “recorréncia multipla” de transformacoes preservando medida.

Neste capitulo daremos uma prova do Teorema de Szemerédi com argumentos de Teoria FErgodica,
usando o Teorema de Recorréncia Multipla de Furstenberg. Ao fim do capitulo veremos que estes

teoremas sao equivalentes.

3.1 Densidade superior

Chamamos de intervalo do conjunto Z dos ntimeros inteiros qualquer subconjunto I da forma {n €
Z :a <n < b}, para quaisquer a < b em Z. O seu cardinal é #I = b— a. Do mesmo modo definimos

intervalos em N.
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Definicao 3.1. A densidade superior Dg(S) de um subconjunto S em 7 é

o #(SNI)
Ds(S5) = lf}fgop oy

onde I representa qualquer intervalo em 7Z. De maneira andloga definimos a densidade inferior

Dy (S) trocando limite superior por limite inferior. Dizemos que um conjunto possui densidade D(S)

se D;(S) = Dg(S) = D(S)

Em outras palavras, Dg(S) é o maior nimero D tal que existe uma seqiiéncia de intervalos I; C Z

tais que
#(SN 1)

— D.
#1;

#1; — o0e
e Dy(S) é o menor nimero nessas condigoes.

Exemplo 3.1. Seja S o sequinte subconjunto de 7Z:
{1,3,4,7,8,9,13,14,15,16, 21, 22,23, 24, 25, 31, 32, 33, 34, 35, 36,42, . . .}

Isto é, para cada k > 1 incluimos em S um bloco de k inteiros consecutivos e omitimos os k inteiros
sequintes. Este conjunto contém intervalos com comprimento arbitrariamente grande. Portanto

Ds(S) = 1. Por outro lado, o complementar de S também contém intervalos arbitrariamente grandes.

Portanto, D;(S) = 0.
Daremos a seguir uma proposicao que caracteriza uma seqiiéncia convergir em densidade:

Proposicao 3.1. Se {a,} € uma seqiiéncia limitada de nimeros reais entao as sequintes afirmagoes

sao equivalentes:
. 1
(i) gggoﬁg jai] = 0.
(ii) Eziste um subconjunto J de Z" de densidade zero tal que lim, a,, =0 paran ¢ J.

n—1
1
(ii) lim — > |a;|* = 0.
=0

n—oo N, 4
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Demonstragao: Se M C Z* seja ayp(n) a cardinalidade de {0,1,...,n — 1} N M.

(1)= (ii). Seja Jy = {n € Z* : |a,| > 1/k}(k > 0). Entao J; C Jy C .... Cada Jy possui

densidade zero com

—Z\az! 2 ——OéJk( )-

Deste modo, existem inteiros 0 = [y < [} < ZQ < ... tal que para n > [,

1 1

Eat}k-‘-l (n) < k+ 1

Seja J = Upeo{Jk+1 N [l lp1) }. Mostraremos agora que J possui densidade zero. Como J; C J;

o sely <n < lgyq, temos

T00,n) = {JN[0,5)} U{T N [lnn)} € {JeN[0,0)} U {Jip1 0 [0, 1)},

e deste modo,

lou(n) < % [, (k) + ey, (n)] < % [y, (n) + ay,,,(n)] < %4_ %H

n

Como (1/n)ay(n) — 0 com n — oo, entdo J possui densidade zero. Se n > Il e n ¢ J, entdo

n ¢ Jgi1, e deste modo |a,| < 1/(k+1). Com

lim |a,| =0.
né¢J—oo

(i1)= (i) Suponha que |a,| < K Vn. Seja € > 0. Existe N, tal que n > N, n ¢ J implica |a,| < €

e tal que N > N, implica (ay(n)/n) < e. Entao n > N, implica

1= 1
IS D SR TED DI
i=0 i€JN{0,1,....,n—1} i¢JN{0,1,....,n—1}
K
< —ay(n)+e< (K+1)e
n
1)< (1t) Pelo que fol feito acima podemos notar que lim,¢; . |a,| = 0 Se, e somente se
. i) Pel foi fei . q litng 0

hmngjﬂoo |an|2 =0 =
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3.2 Teorema de Szemerédi

Em 1975, E. Szemerédi provou o seguinte teorema conjecturado por Erdos e Turan:

Teorema 3.2 (Teorema de Szemerédi). Se S é um subconjunto de Z com densidade superior positiva,

entdo S contém progressoes aritméticas arbitrariamente grandes.

Em 1976, Furstenberg possibilitou uma prova embasada na Teoria Ergddica com o seguinte teo-

remac

Teorema 3.3 (Teorema de Recorréncia Multipla de Fusrstenberg.). Seja (X, B, ) um espago de
probabilidade, seja T uma transformagcao inversivel preservando medida em (X, B, i), e seja A € B
um conjunto de medida positiva. Entao para qualquer inteiro k, existe um subconjunto B C A com

w(B) >0 e um inteiro n > 1 com
T"BC A, T"BcCA, ..., T'"BcA,

ou de forma equivalente,
k
m (ﬂ T‘j”A> > 0.
§=0
Assumindo este resultado provaremos o Teorema de Szemerédi.

Demonstragcdo do Teorema de Szemerédi: Seja X = {0,1}% e seja f : X — X a aplicacao

deslocamento. Dado S C Z podemos definir uma sequéncia o = (ay,),,., € X dada por

1 senels,
0 sen¢S.

oy =

Se S possui densidade superior positiva, existe ¢ > 0 e uma sequéncia de intervalos I,, = [a,, b,)

de Z com lim #1,, = oo e tais que

Sni,
lim sup 7 ) >c>0.

#I,—o0 #[n

Defina o subconjunto A C X por A ={y € X;yo = 1}. Assim
filla)e AsjesS (3.1)
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Deste modo, mostrar que m + in € S equivale a mostrar que f™"(a) € A.

O conjunto A é um aberto e ao mesmo tempo um fechado de X, considerando a topologia dada
onde os cilindros sao abertos, pois A é um cilindro de comprimento 1 em X e seu complementar é
uma uniao de cilindros.

Definimos a sequéncia u, de probabilidades em X por:

bn—1
1 n
Ty > i (3.2)

Sabemos que o conjunto das probabilidades M(X) munido com a topologia fraca®* é compacto.
Assim, podemos garantir que alguma subsequeéncia p,, converge para uma probabilidade p de X.
Para nao carregar a notagao, supomos que a propria p,, converge para 4 na topologia fraca®. Observe
que p é uma probabilidade f-invariante, pois para toda funcao limitada continua ¢ : X — R vale

bp—1

> o(f (@)

1=an

/d)Ofdu—nlerolo/mfdun—ggo#lIn

+ lim O(f" (@) = S(f*" (@) _ . b, = /qzﬁd,u.

n— oo #In n—00

Temos que A é um conjunto fechado e aberto de X. Logo, pela Proposicao 1.5 temos que

p(A) = lim p,(A) = lim #(50 1)

—=>c>0.
n— oo #1n,—o0 #In

Dado k € N, o Teorema de Recorréncia Multipla de Poincaré nos garante que existe algum n > 1

tal que
p(AN (A N A NN FA)) > 0.

Em particular, existe algum [ tal que
(AN (AN A NN R (A)) > 0.

Como py = (1/#1)) fl:_a} dfi(a), Podemos garantir que pelo menos para algum a; <m < b, —1, o

pontof™(a) pertence a ANf~"(A)NF2(A)N...NfF(A). Assim, fm+"(a) € A, parai=0,1, ..., k,

como queriamos provar. m
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3.3 Equivaléncia

Verificaremos agora a equivaléncia dos teoremas, demonstrando que o Teorema de Szemerédi implica
o Teorema de Recorréncia Multipla de Furstenberg. Para isso daremos primeiro uma versao finita

do Teorema de Szemerédi.

Teorema 3.4. Para todo € > 0 e k inteiro positivo, existe N = N(e, k) tal que se S € um conjunto
de inteiros contido em algum intervalo |a,b] tal que b—a > N e #S > e(b—a), entdo S contém uma

progressao aritmética de comprimento k.

Demonstracao: Afirmamos que 3.2 = 3.4. De fato, se 3.4 fosse falso nés poderiamos ter um
e > 0 e um inteiro positivo k£ tal que para todo N existe uma sequéncia Sy carregada de um
intervalo [ay, by], by —an > N, #Sn > €(by —ay) e Sy nao contendo uma progressao aritmética de
comprimento k. A propriedade listada para Sy é invariante por translagao, assim podemos assumir
que os Sy’s estdo bem separados, digamos ayi1 > by + (by — a1). Escrevendo S = USy vemos que
S possui densidade superior positiva (> €) e nao contém progressoes aritméticas de comprimento k
que, por causa da separagao, tal progressao teria de estar contida em um dos Sy’s. Temos assim
uma contradicao do Teorema 3.2. =

Deduzimos do Teorema 3.4 a seguinte consequéncia.

Teorema 3.5. Sejam € > 0 e k dados, escreva Ny = N(e/2,k) (de 3.4). Sejam (X, B, u) um espago

de probabilidade e By € B, u(B;) > € para l = 1,2,...,Ny. Entdo eziste uma progressio aritmética

k—1
m=0’

k—1
€ . _
1 (ﬂ Ba+mb> > SN 2, (3.3)

m=0

de comprimento k em {1,..., N1}, digamos {a + mb} tal que

Demosntragao: Para x € X escreva S(z) = {l;1 <1 < Nj,x € B}. Temos que #S(x) =
SV 1p,(x) e assim
N
/#S(fﬁ)du = Zlu(Bz) > Nie,
e consequentemente -
u({s #5(2) > €Ny [2}) > /2. (3.4
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De fato, pelo contrario, sendo A = {x; #S(z) > eN;/2}, teriamos

Nye < / () dp(x) = /A #S@duta) + [ #S@)du(a)

eN eN
5ty =

Pelo Teorema 3.4 e pela escolha de Ny, para cada ponto x € A , S(x) contém uma progressao

k—1 .
m—p- Existem menos do que NN; escolhas para

aritmética de comprimento k, digamos {a(z) + mb(z)}
a(x) ou b(x) que implica, em vista de (3.4), que para algum par (a,b) temos (3.3). =

A prova do Teorema de Recorréncia Multipla de Furstenberg assumindo que vale o Teorema de
Szemerédi (e consequentemente 3.5) é feita escrevendo B; = T~'A e notando que

k—1 k—1 k—1
M (ﬂ T(a+mb)A> =4 (Ta ﬂ TbmA) =4 (m TbmA> )
m=0
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Capitulo 4

Teorema de Recorréencia Multipla de

Furstenberg

O objetivo deste capitulo é demonstrar o Teorema de Recorréncia mencionado no capitulo anterior.

Teorema 4.1 (Teorema de Recorréncia Multipla de Furstenberg.). Seja (X, B,u) um espago de
probabilidade, seja T uma transformagcao preservando medida inversivel em (X, B, i), e seja A € B
um conujnto de medida positiva. Entao para qualquer inteiro k, existe um subconjunto B C A com

w(B) >0 e um inteiron > 1 com
T"BC A, T"BcCA, ..., T'"BcA.

ou que resulta no mesmo,

k-1
1 (ﬂ Tj"A) > 0.

J=0

O resultado desejado sera conseqiiéncia do teorema seguinte.

Teorema 4.2. Para qualquer sistema preservando medida (X,B,u,T) e A € B com p(A) > 0, e

para qualquer k=1,2,...

N
sl 1 —n —kn
hjvniloréfﬁng:lﬂ(AmT AN...NT7"A) > 0. (4.1)

37



Nas duas primeiras secoes deste capitulo demonstraremos que este teorema é valido para dois
casos especiais de sistemas preservando medida (X, B, u, T), sistemas fracamente mizing e sistemas
compactos. Porém estes dois sistemas nao exaurem todas as possibilidades. Contudo, na Segao 4.3
mostraremos que se (X, B, u,T') nao é fracamente mixing, entao existe uma o-algebra T-invariante
B, C B tal que T restrito a B; cumpre a afirmacao do Teorema 4.2.

Para concluir o Teorema 4.2, na Secao 4.4 mostraremos que existe uma sub-o-algebra B; C B
que é maximal, com respeito a inclusao, na classe das subalgebras T-invariantes de B em que o
argumento do Teorema é valido. Assumindo B; # B, estudaremos nas iltimas segoes a acao de
conjuntos A € B por T “relativamente a B;” de maneira resumida e poderemos concluir que ou a
acao ¢ “relativamente fracamente mixing” ou existe By, C B; para o qual a acao de T é “relativamente
compacto”. Em ambos os casos, teremos que existe uma subalgebra maior para o qual ¢ valido o

Teorema, contradizendo a maximalidade de B;. Isto implica que 3, = B completando a prova.

4.1 Sistemas fracamente mixing

Comecamos a demonstrar o Terorema de Recorrencia Miltipla de Furstenberg para uma classe

especial de sistemas.

Definicao 4.1. Dizemos que um sistema preservando medida (X, B, u, T') € mizing se para quaisquer
dois conjuntos A, B € B, lim, oo p(ANT"B) = u(A)u(B). O sistema € fracamente mizing se para
quaisquer A, B € B tivermos que

1S 2

lim > [WANT™B) = p(A)u(B)]” = 0. (4.2)

N—oo
n=1

Exemplo 4.1. Sistema de Bernoulls.

Seja M o conjunto das seqiiéncias {au,} com o, assumindo valores em um conjunto finito

nez’

I'={1,2,...,r}. Tomemos a o-dlgebra gerada pelos cilindros da forma

k,lag,...,q) ={a €M :ap=ay,...,q0 =aq}
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onde k,l € Z, com k <1l e cada a; € {1,2,...,7}. Definimos

[k, L ag, ... q)]) = plag) ... p(ay)

onde p(a;) > 0 e Z§:1 p(a;) = 1. Estendemos p a o-dlgebra dos cilindros e a chamamos de me-
dida de Bernoulli. Desta forma a este sistema chamamos Sistema de Bernoulli. Consideremos a

transformacao deslocamento

T: M — M, T({an}nez> - {a”+1}n€Z‘

Afirmamos que esta transformagao preserva a medida de Bernoulli. De fato se A = [k,l;ay, ..., q],

entao T"Y(A) = [k + 1,1+ 1;ag,...,q] e assim

O sistema de Bernoulli com o deslocamento definido acima, formam um sistema mizing, ou ainda,
fracamente mizing. De fato, sendo A = [k,l;a,...,a)] e B = [p,q;by,...,b,]. Para cada n tem-se

T=™(B) =[p+n,q+mn;by,...,b] e assim tomando n de modo que p+n > 1,
AﬂTﬁn(B) = {ozeM:ak:ak,...,al:al,ozp+n:bp,...,aq+n:bq}
= U[k,q+n;ak,...,al,clﬂ,...,cp+n,1,bp,...,bq],

onde a unido é sobre os possiveis valores de cpy1,...,Cpin—1. Concluimos que p(ANT™(B)) =
u(A)u(B). Esta conclusao foi feita para quando os conjuntos sao cilindros, para o caso geral usamos

o fato de u ser finitamente aditiva.

Em seguida daremos dois lemas a respeito dos sistemas fracamente mixing que serao muito uteis no
que tange trabalhar com tais sistemas. O primeiro nos da uma caracterizagao equivalente, enquanto

o segundo mostra que fracamente mixing é uma propriedade mais forte que a ergodicidade.
Lema 4.1. Sao equivalentes:

(i) O sistema (X,B,u,T) é fracamente mizing;
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(it) Para f,g € L*(X,B, 1) temos que
N

#&%Ej([ﬁ%w—/}wjﬁwfza (4.3)

n=1

Demosntracao: Tomando f = 14 e g = 1 na da equagao acima, observamos que

/1A T"1pdy = /1A1TanM = / Lanr—npdp = p(ANT™"B).
E que por outro lado,
[ 1 [ 1adi = nuB)
Assim supondo (4.3) vélido, temos que o sistema é fracamente mixing.

A reciproca se faz para funcoes simples, ji que vale para caracteristicas. E depois tomamos

fungdes mensuraveis préximas a estas fungdes simples [15]. =
Lema 4.2. Um sistema fracamente mixing é necessariamente ergodico.

Demonstra¢ao: Assumindo por contradi¢ao que o sistema (X, B, u, T) é fracamente mixing mas
nao ergddico, pode existir um conjunto T-invariante £ € B onde T"'E = E com 0 < u(E) < 1. Se
tomarmos A = E e B = X\FE em (4.2), entao p(T""EN(X\E)) = p(E N (X\E)) = 0 para todo
n > 0, deduzimos que u(E)u(X\E) = 0 dando a desejada contradicdo. m

Temos ainda o fato de que se o sistema (X,B,u,T) é fracamente mixing, o sistema produto
(X x X, B x B, x pu,T xT) também serd. Para tanto, é suficiente que dadas duas fungdes em
L*(X x X), estas cumpram (4.3). Tais fungoes sao da forma f ® g(z1,22) onde f ® g(x1,13) =

f(z1)g(z2). Bem, (4.3) é equivalente a afirmacao que para qualquer € > 0

‘/fT”gdu—/fdu/gdu‘ <, (4.4)

porém para um conjunto de densidade zero. A mesma afirmacao agora segue para o produto tensorial.

Com efeito, sabendo que
/f1 @ fo(T X T)'g1 @ god(pp X 1) = /flT"gldu/sz”gzdu,
[ e gedx) = [ fdu [ (45)

/91 ® god(p X p) = /gldu/gzdu,
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temos que

L/ﬁ@UxTXTVm®gﬂwxu%i/ﬁ®ﬁﬂmX#{/m®gﬂwxuw

_ /flT”gldu/ng"ggd,u—/fldu/gldu/fgdu/ggdu’
/ AT gudp / FoT" godly — / AT gudp / Fody / deu‘

n /ﬁWmW/hW/mw—/ﬁW/mw/ﬁw/m@'
< /ﬁT@wH/ﬁWWw—/ﬁw/mw‘

; /ﬁWmm—/ﬁm/me/mm/@wy

IN

e concluimos usando o fato de que fi, fa, g1 e g2 sao limitadas.

Daremos agora uma reciproca fraca para o Lema 4.2.

Proposicao 4.1. Se o sistema (X x X, Bx B, ux p, T xT) é ergddico entao (X, B, u,T) € fracamente

miTing.

Demonstracao: Sabemos do Coroldrio da Teorema 1.6, que se um sistema (X, B, i, T') é ergddico,

entdo para quaisquer f,g € L*(X, B, ),

N+ P /fT"Qdu—> /fdu/gdu (4.6)

Se assumirmos T'x T ergddico, entao ainda o sera T e teremos a equagao acima bem como a afirmacao

correspondente para f ® f e g ® g. Como em (4.6) teremos

A ([ ) = (f o) (fo) o

Usaremos agora o fato de que se (1/N) 32N a, — a e também (1/N)3Y a2 — o, entio

(1/N)S°N (@, — @)® — 0, temos que (4.6) e (4.7) implicam que

S T R
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0 que prova a proposicao. m

A prova do Teorema de Recorréncia no caso fracamente mixing segue da proxima proposicao.

Proposicao 4.2. Se (X, B, u,T) € um sistema fracamente mizing e Ag, A1, ..., Ax sao conjuntos em
B, entao
N
lim =S [u(Ag N T4y (... AT A) — p(Ao)i(Ar) . i(AR)]* = 0. (4.9)
N—oo N —

Demonstragao: Para provar a proposigao, daremos a prova de duas variantes da equagao (4.9)

por inducdo em k. Sejam fo, f1,..., fr € L=®(X, B, 1) fungbes ndo negativas.
| X k k 2
Jim > [/HT’"fldu - H/f,du] =0, (4.10)
I 1=0 1=0
N ok k
dim —ZHTl”fZ—H/fldu = 0. (4.11)

A equagao (4.9) é um caso especial da equagao de (4.10) aplicada para fungoes caracteristica,
como feito no Lema 4.1. A equagao (4.11) se referi & convergéncia em L?(X, B, 1) e esta convergéncia

implica uma convergéncia mais fraca, assim implica que

N k k
SN RO | T (412
n=1 =1 =0

Como X x X é também fracamente mixing, nés obtemos o andlogo de (4.12) substituindo f por
fofeT porTxT. As integrais em X x X tornam-se produtos de integrais em X e como feito em

(4.6), obtemos

%fjl [ / fo lliTl"fldu] - l]i { / fzdu} ) (4.13)

Usando o mesmo argumento que em (4.8) temos que (4.12) e (4.13) implicam (4.10) e, deste
modo, supondo (4.11) vélido, também vale (4.10).

Por outro lado, (4.10) com k& = 1 é simplismente a equagao (4.3). Portanto, para concluir a
hipétese de inducao e obter a proposigao precisamos mostrar que se (4.10) é valida para k — 1, entao

(4.11) vale para k.
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Agora, para obter (4.11) é suficiente considerar em geral o caso onde algum [ fodu = 0 e obter

assim
N &

%ZHT% -0 (4.14)

n=1 [=1

em L*(X, B, u).
De fato, considerando a valida identidade
k k ko /i1 k
HCL[—H[)[:Z <H6Ll> (aj—bj) ( H bl> s (415)
=1 =1 j=1 \I=1 I=j+1

e tomando

g =1rf, g2=f, ..., gj-1=[fi-1, gj = (fj—/fjdﬂ)a Jj+1 :/fj+1dM> e Ok Z/fkd/u%

teremos que

l]iTl"gz - (E Tl"fl> (TJ’" (fj -/ fjdu)) (f[ | fzdu>

I=j+1
i1 k
= (HT"%) (Tjnfj_/fjdﬂ) (H /fldﬂ)-
=1 I=j+1
Assim, podemos substituir Hle T f, — Hle [ fidp por uma soma de produtos com a propriedade
da equagao (4.14).

Agora tomamos

1 N k
on =5 D II7"

n=1 [=1

e seja N — oo. Fixamos um nimero H muito grande. Mostraremos a convergéncia exigida a ¥y em

(4.14) dividindo-o em duas partes. Chamando G,, = Hle T f; temos que

1
YN = N[G1+G2+...+GN]

1|1 2 H-1

= N{EG1+EG2+“.+ 17 Gg1+Gyp+Gy+...+Gn| +
1 |H—-1 H -2 1
N|: % G1+ I7i G2—|—...+EGH_1
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Reescrevemos 1)y = ¥y + 1y, onde

/ 111 2
wN = N{EGl—FEGQ—F—l—

H—-1

Gg1+Gg+Gyiy+ ...+ Gy
min{j+H—-1,N}

Ol .

n=j

" 1 |H-1 H -2 1
”(/]N = N|: I G+ i% G2+...—|—EGH1:|.
ou seja,
1 N 1 min{j+H-1,N}
YN = NZ Vi Z HTlnfl + Uy = Uy + Uy (4.16)
j=1 n=j 1=1

~ . . " " o e o~
Observamos que como f; sao limitadas, ¢y, — 0 com N — oo por ¢ se tratar da divisao, por N, de
uma soma finita de funcoes todas cotadas superiormente por um mesmo valor. Disto, vemos que sera

suficiente mostrar, para algum H apropriado, que limsupy_, H%\,

’LQ(X) < €. Sabendo que a funcao

quadratica é convexa, temos que o quadrado da média é menor ou igual a média dos quadrados, logo

min{j+H—-1,N} k 2

N
/ 1 1
2/11\72 < Nz 17 Z HTmfl ;
j=1 n=j I=1
e assim
5 1 N 1 min{j+H—-1,N} k
! < - Tln Tlm d
H¢N o S N; 5 n%;j /g JiT™ fidp
1 N min{j+H-1,N} k
= Y X / [Tz (AT 1) dpe
7j=1 n,m=j =1

Como T, e deste modo T™, é uma transformacao preservando medida, nés podemos substituir cada
T por TN na expressio anterior, obtendo assim,

N min{j+H-1,N} k

2 1 4 in (I4+1)(m—n)
oy, S NH2; 3 / [[7 (i fisn) dp (4.17)

n,m=j

e

Observamos que as integrais acima sao as que ocorrem em (4.10) para k — 1 com as fungoes f;

substituidas por gm,_n = f T £,
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Sendo r = m — n, notamos que o par (n,m) aparece em (4.17) somente se |r| = |m —n| < H, e

entdo para H — |r| valores de j, assim reescrevemos (4.17) como

o

H-1 N k—1
oL I (L > /HTl”g”du : (4.18)
2(x)y ~ H H N ’

r=1—-H n=1 =0

O fato de tal substituicao estd melhor demonstrado no Apéndice deste texto.
Finalmente, pela hip6tese de indugdo, podemos usar (4.10) para substituir o lado direito da

desigualdade acima e obetermos

)12 1 = |7 Al p € 11
<= 1—— r = .
HQZ}N 2x) ~ H - < H) ll/gl’ p)t 2 ( 9)

para N grande. Por outro lado, sendo algum [ fi,du = 0 e por (4.3) a maior parte dos termos

[ gig—1,-dpe é pequeno para H grande, pois

/ P / FuT" frodp

estd, em média, proximo de (f flod,u)2 = 0.

Por outro lado, como todos os integrandos da equagao (4.19) sao limitados, nés podemos tomar

% HZ_l (1 - %') (ﬁ/mﬂu)

r=1-H

H tao grande que

<

€
2
e assim

2 €
< — —_ =
L2(x) 2 + 7~ ©

lim sup Hw;v

N—oo

completando a inducao e a prova da proposicao. m

4.2 Sistemas compactos
Nesta se¢ao demonstraremos o Teorema de Recorréncia Multipla de Furstenberg para um segundo
caso de sistemas.

Definigao 4.2. Dizemos que o sistema preservando medida (X, B, u, T) € compacto se para qualquer

funcao f € L*(X,B, 1) o fecho da érbita {f, Tf, T*f,...,T"f,...} é compacta em L*(X,B, ).
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Exemplo 4.2. Um exemplo bem simples ocorre para transformacoes periodicas, isto €, TP = iden-
tidade para algum p. Isto ocorre por exemplo com a rotagao racional do circulo. De uma maneira
menos trivial € ainda possivel mostrar que a rotagao irracional no circulo também forma um sistema

compacto.
A seguir veremos que esta classe de sistemas também cumpre as condig¢oes do Teorema 4.2.

Proposicao 4.3. Se o sistema inversivel preservando medida (X, B, u,T) é compacto, entao para

qualquer f € L®(X,B,u), f >0 com f nao quase sempre nula e para qualquer inteiro k,

N
CE 1 n 2n kn
hNIILlOréf i 321 /fT frenf ... T fdu > 0. (4.20)

Tomando f = 1,4 a fungdo caracteristica de um conjunto A € B com pu(A) > 0 na equagao (4.20),

obtemos

N—oo

liminf — Z / 1AT™M AT 1 4 .. TknlAd,u

— hmmf—Z/lA Lr—nay Lie-2na) - . Lipknaydp

N—oo

= hmmf—zu (ANTT"ANT 2A...NT*A),

N—oo

portanto valida a proposi¢ao, teremos que o Teorema de Recorréncia Multipla de Furstenberg é
valido para sistemas compactos.

Demonstragao da proposicao 4.5: Seja a = [ f**'du, temos entao que a > 0. Podemos assumir
sem perda da generalidade que 0 < f < 1. Tomemos € < a/(k + 1). Sejam g, ..., gr fungoes

mensuraveis com 0 < g; <1lecom ||f — g <€ i=0,1,...,k. Com base na equagdo (4.15), usada
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na demonstragao da Proposicao 4.2, temos

k
‘/ngdﬂ— /f’““du
=0

= /fggzdu—/f!fdu
|/ [T

k-1

= /Zng(gj — N dp

7=0 I=1

k j—1 .
> [ Molos = 11
j=0 =1

< (k+1e<a.

IA

Se tomarmos ¢’ = a — (k + 1)e entao devemos ter [ Hf:o gidp > d’.

Usando esta observacao, nosso trabalho entao serd mostrar que para um conjunto de n com
densidade inferior positiva, [T f — f|| < e. Ainda, se mostrarmos que ||T"f — f| < €¢/k para
um conjunto de n com densidade inferior positiva, entao como T preserva medida teremos que
HT(jH)”f — Tj”fH < €/k para este conjunto de n, e pela desigualdade triangular, HTl”f - fH < €
paral=0,1,... k.

A propriedde desejada segue da compacidade do fecho da drbita {T™f} C L*(X,B,u), pois
teremos que o conjunto {7"f,n = 0,1,2,...} é totalmente limitado. Por este fato podemos encontrar
um subconjunto {T™ f, T2 f ..., T™ f} de modo |T™ f — T™ f|| > €/k, tal que qualquer elemento
da 6rbita diste menos que €/k de alguém deste subconjunto. Agora, como T preserva medida,
para qualquer n, o subconjunto {77 f Tt f . T™ " f possui a mesma propriedade. Deste
modo, para cada n existe 1 < i(n) < r tal que ||[T""m f — f|| < e. Em particular, a sequiéncia

{n+ ni(n)}zozo ¢ uma seqiiéncia de densidade inferior positiva, e temos o resultado desejado. =

4.3 Sistemas fracamente mixing e fatores compactos

Nesta secao comecaremos a nos aproximar de fato da demonstracao do Teorema 4.2. Diremos que

um fator (X, B, u, T') serd nao trivial se B; contiver conjuntos de medida estritamente entre 0 e 1.
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O proposito central desta secao é assegurar que se um sistema nao é fracamente mixing, algum fator
nao trivial sera compacto. Deste modo, com os resultados obtidos nas duas secoes anterios o Teorema

4.2 é vélido para algum fator nao trivial de um sistema arbitrario.

Proposicao 4.4. Um sistema preservando medida (X, B, u,T) é fracamente mizing se, e somente

se, este nao possui um fator compacto nao trivial.

Definimos anteriormente que um sistema seria compacto desde que para toda f € L?(X) o fecho
de sua érbita por T fosse compacto. Agora olharemos para quando isto acontece para alguma f e

nao todas.
Definigao 4.3. Dizemos que f € L*(X) é AP (quase periddica) se o fecho de sua érbita for compacto.

Proposicao 4.5. Se para um sistema preservando medida (X,B,u,T) o quadrado T x T ndo é

ergddico, entdo existird um fungdo ndo constante f € L*(X) que é AP.

Demosntragdo: Seja H(z,z') uma fungao nao constante T' x T-invariante em L*(X x X).

Sendo T nao ergddica, existirda A € B com T7'A = A onde 0 < u(A) < 1, logo a fungao 14 serd
uma funcao nao constante quase peridédica e o Lema estara demonstrado. Suponhamos entao que T’
seja ergddica.

A fungao [ H(z,2')du(x) é T-invariante, e portanto constante. Subtraindo essa constante a H
nos podemos supor que esta desaparece. Como H nao é nula, existe necessariamente uma funcao
¢ € L*(X,B, ) com [ H(z,2")p(z')dp(z") # 0 para um conjunto, de z, de medida positiva. Disto
segue que

/H z, 2" )" )du(x") (4.21)

é ainda nao constante, como [ f(z)du(z) o) [(H(z,2")dp(z)dp(z") = 0.

Agora a funcao em (4.21) é quase periddica. Por

= [ B )o@ nta) = [ B T )
pela invariancia de u, ou

:/H(x,x')T”qﬁ(a:')du(a:').
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Se H: L*(X,B, 1) — L*(X, B, ;u) denota o operador integral
0(e) = [ Hie.a)o(e)dua)

entdo {T"f} = {H(T"¢)}. Entretanto é sabido que o operador H é compacto e como a norma de
T"¢ é compacta, temos que {H(T"$)} é compacto. m
Para uma leitura sobre operadores compactos [12].

Para provar a Proposicao 4.4 provaremos primeiro os seguintes Lemas:

Lema 4.3. O conjunto das funcoes ¢ € L*(X,B, 1) que sdo AP é um subespago linear fechado de

L*(X,B,u). Ainda, este subespago é fechado para as operacoes (¢1, 2) — max{py, da} e (¢1, P2) —
min{¢17 ¢2}

Demonstracao: Primeiro, lembremos que um subconjunto de um espaco métrico completo possui
fecho compacto se, e somente se, para todo € > 0, o subconjunto pode ser coberto por uma quantidade
finita de bolas de raio < e. Usando isto, pode-se verificar que o conjunto das funcoes AP em

L*(X, B, i) é um subespaco linear fechado de L*(X, B, ). m

Lema 4.4. Se f é AP e By é a menor o-dlgebra de conjuntos com respeito a que f € mensurdvel,

entdo cada 15, A € By € AP.

Demonstracao: Temos que By é gerada pelas imagens inversas de intervalos abertos. Se A; =

f~Y((a,b)), entao 14, é AP. De fato, pelo Lema 4.3, sao AP as funcoes:

hy = min{ f, b}
ho = max{a, h;}
hs — L=t
hy=1—hs

h = Hlin{h3, h4}

gn = nmin{h, 1/n}.
Notando que g, — 14,, usando novamente o Lema 4.3 temos que 14, ¢ AP. Por fim, podemos

estender para fungoes caracteristicas dos conjuntos na o-algebra By. =
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Retornaremos a Proposicao 4.4.

Demonstragao da proposicao 4.4: Assuma que (X,B,u,T) é um sistema fracamente mixing.
Devemos mostrar que nao existe fungao nao constante f € L*(X, B, u) com o fecho de sua drbita
{T"f} c L*(X, B, 1) compacto.

A prova da Proposicao 4.3 mostra que se f possui o fecho da 6rbita compacto, para qualquer
e > 0, existe um subconjunto S C N de densidade inferior positiva de modo que para n € S,

Ilf— T”fHLQ(X) < e. Por outro lado (4.4) implica que para qualquer ¢ > 0, f,g € L*(X, B, )

’/fT”gdu—/fdu/gdu‘ <

para um conjunto n de densidade 0. Em particular,

i ()

mas para um conjunto de n de densidade 0. Para algum n € S teremos

()

e como €, sao arbitrarios [ f2du = ([ fd,u)Q, que para f real implica f = constante em quase todo

ponto. De fato, [ (f — ffdu)2d,u = [ f2dp —2([ fdp)* + (J fdw)* =0, logo (f — [ fdu) = 0 para

quase todo ponto.

<0

<0+ E”f”LQ(X)a

Suponha que (X, B, u, T') ndo é mixing. Entao, pela Proposigao 4.1, existe uma fungao nao trivial
invariante em X x X. Pela Proposicio 4.5 existe uma fungao nio constante f € L*(X, B, u) que é
AP. Construiremos entao uma o-algebra nao trivial B;, invariante com respeito a 7', de modo que o
fator (X, By, u, T) é compacto.

Usamos o Lema 4.4, como ¢ é AP se, e somente se, T'¢p é AP, o mesmo é verdade para B; como
sendo a menor o-algebra de conjuntos com respeito a que f,Tf,T?f,... é mensurdvel. Finalmente,
se cada 14, A € B; é AP, entao serd cada ¢ € L*(X, B, u). Disto segue que este fator (X, By, u, T) é

compacto. m
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Defini¢ao 4.4. Diremos que um sistema (X, B, u, T) € um sistema SZ quando para todo A € B com

wu(A) >0 e para todo k > 1 tivermos que

N
C 1 -n —2n —kn
hI]\I[lZl{lfN Ely(AﬂT ANTAN...NT"A) > 0. (4.22)

4.4 Fatores maximais SZ

Seja (X, B, u, T) um sistema inversivel preservando medida.

Proposicao 4.6. Seja {B,;} uma familia totalmente ordenada de sub-o-dlgebras de B. Seja B a
o-dlgebra gerada pela unido | J By. Se cada (X, By, p, T) é um sistema SZ, entao (X, l’;’,,u,T) também

é um sistema SZ.

Demonstracio: Seja A € B, com u(A) > 0, seja k um dado inteiro e seja e > 0. Como U B; é uma
4lgebra que gera B como o-dlgebra, podemos encontrar A’ € By para algum ¢ com H(AAA) < €
(Teorema 1.3). Entao, pelo fato de |[1aaar||;2 = [[1a — 14|12, temos |14 — 1,2 < € em L*(X).
Se Xy = (X, By, pu, T), entao E(14|Xy) é a projegao ortogonal de 14 no subespago das fungoes

L*(X). Como 14 estd neste subespaco, nés devemos ter
114 = E(LalXy)l 2 < Ve.

Disto podemos deduzir que se € for suficientemente pequeno, E(14|Xy) > 1 — (1/2k) em um
conjunto de medida positiva. Do contrério, caso F(14]|Xy) < 1 — (1/2k) quase sempre temos 1,4 —

E(14]|Xy) > (1/2k) no conjunto de medida p(A) onde

1(A)

1a— E(14|Xp)|;2 > —72.
H A (A’ t)”L = 2%k

Assim tomando € < u(A)/4k?, podemos supor que E(14|Xy) > 1 — (1/2k) em B onde B € By,
com pu(B) > 0. Agora seja u = [ i/, du(z) a desintegracao de p com respeito ao fator Xy. Entao
para x € B, i/ (A) > 1 — (1/2k).
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Usando agora a hipdtese de que X, é um sistema SZ, temos para o conjunto B com medida

positiva
1 N
DO -n —2n —kn —
llglzl{lf—N E_lu(BmT BNT™™BnN...NnT™B)=n>0. (4.23)

Sendox € BNT"BNT~BnN...NT* B, temos

W (ANT"ANT*AN...NT"A)

= 1y (X —(ANTANT?AN...nT " A))

— 1y, <U<X - Ti”A)) > 1= (1= (T 4))
k

= 1= Z(l — W ring(A)).

i=1
Usamos a Proposigao 2.6 para igualar T7y'x com ' zin,. Como x € BNT"BNT2"BN...N
T=*B, Tz € B e ppin,(A) > 1 — (1/2k), temos

W (ANT"ANT*ANn...NnTFA) >

N | —

e pelo Teorema da Desintegracao

pANT"ANTAN..NT*A) > - wW(BNT"BNT*BN...NT"B)

DO | —

Finalmente este resultado combinado com (4.23) nos fornece

>0. m

N3

N
S - -2 —k
n n n >
IIIAITIZI{IfN E_l/,L(AﬂT ANT™"AN...NnT"™A) >

Mostramos entao que no conjunto dos fatores SZ do sistema (X, B, i, T'), toda cadeia ordenada

possui cota superior. Pelo Lema de Zorn esta cota deve ser um sistema SZ maximal.

4.5 Extensoes fracamente mixing

A partir de agora sejam X = (X, B, u,T) um sistema preservando medida e Y = (Y, D, v, S) =

(X, By, u, T) um fator de X. Por conveniéncia assumimos que X é um sistema ergddico.
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Definicao 4.5. Dizemos que o sistema X € uma extensao fracamente mixing relativa a Y se X x y X

€ um sistema ergodico.

Mostraremos, sem muitos detalhes, nesta secao, que se uma extensao de um fator SZ é fracamente
mixing, entao esta extensao também sera SZ.
Por simplicidade de notagao, escreveremos X = X Xy X e da mesma forma (X,B,,T) =

(X X X, BxB,puxyuTxT).

Lema 4.5. Seja (X, B, 1, T) uma extensdo fracamente mizing com relagio a (Y,D,v,S) e sejam

f,g € L>*(X). Entao
lim Z / (/T"g1¥)) — E(f| ¥)S" E(g| ¥)dv = 0. (4.24)
Demonstragdo: Tome f,g € L>=(X), temos que f ® f,g® g € L*(X xy X). Pela Proposigio 2.8,
E((g® 9)T"(f © f)IY) = BE(¢T"f @ gT" f|Y) = E(¢T"f|Y)".

Assumimos que F(f]Y) = 0. Precisamos mostrar que

L1 S
&%N;/[E(ﬁ glY)Pdv =0 (4.25)

Temos que

N N
2 [EGTyPe = 53 [ B e T g
1 n;o -
= anzo/ [f®fT"g®g} dji
N
~ [tay (N; (959 ) .
Mas como T é ergédico, temos pelo Teorema Ergédico

A}T;ONZT (g®g) = /g®gd,u:const.
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e por outro lado
[ o ran= [ B(v7ar =0
e assim temos (4.25).
Agora substituimos f por f — E(f|Y). Teremos E(f — E(f|Y)) = 0 e obtemos pela Proposicao
2.3
E((f — E(fIY))T"g]Y) = E(fT"g|Y) — E(f]Y)S"E(g|Y). =

Lema 4.6. Seja (X, B, u,T) uma extensao fracamente mizing relativa a Y = (Y, D,v,S). Entdo o

sistema (X X X, B x B,y Xy p, T x T) também é uma extensao fracamente mizing relativa a Y.

Demonstracao: Denotaremos X Xy X por X e X xy X por X. Queremos entao mostrar que

(X' , B ) [, T ) é ergddico. Para isso é suficiente mostrar que para uma sequéncia de conjuntos de fungoes
F.G € L*(X,B, 1)
N
1 P . .
NZ / FT"Gdji — / Fdj / Gdj. (4.26)
n=1
Por conseguinte é suficiente mostrar (4.26) para F' e G da forma
F=fifafsfs
G = 91929394

Deste modo, temos entao

/[/ flTngldﬂy/fQTng2d,uy/f3Tn93d,uy/f3Tn93dluy:| dv

- / E(AT" 1 [Y)E(foT" guY) E(fyT" 5| Y) E(fiT" s |Y v

/ FT"Gdji

Mas agora pelo Lema 4.5, cada expressao E(f;T"¢;|Y) pode ser substituida por E(f;|Y)S™E(g;|'Y)

e assim o lado esquerdo de (4.26) pode ser substituido por

%Z/E(fl|Y)E(f2|Y)E(f3\Y)E(f4|Y)-S” [E(91[Y)E(g2|Y) E(gs|Y) E(g4|Y)] dv.

Como (Y, D, v, S) é ergddico, temos

1 N

NZS" [E(911Y)E(92|Y) E(g5| Y) E(94|Y)] — / [/gldﬂy/g2dﬂy/g3dﬂy/g4d,uy} dv = /Gd/l,
n=1
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e segue (4.26). m

Proposicao 4.7. Seja (X, B, 1, T) uma extensdao fracamente mizing de (Y,D,v,S). Entao se f; €
L>(X,B,u), l=0,1,...,k, temos

1 X k k 2
JEI;N;/ E <l1"£ T fy| Y) - HSZ”E(MY)] dv =0, (4.27)

lim
N—oo

= 0. (4.28)
L% ()

Note que E(f;]Y") é uma fungdo em L*>®(X, B, u) e em L*(Y,D,v).

N k k
Y (H 7, - T[T B Y))

=0 =0

Demonstracao: A demonstracao desta proposicao é semelhante a demonstracao da Proposicao
4.2. Procederemos por indugao em k. Para k = 1, o Lema 4.5 nos dé (4.27) enquanto (4.28) segue
do Teorema Ergédico. Assumimos que (4.27) é vélido para k — 1 em total generalidade, que é, para

todas extensoes fracamente mixing de Y (em paticular, para X Xy X) e provaremos
(i) (4.27) valido para k —1 = (4.28) valido para k,
(ii) (4.28) valido para k (para X xy X) = (4.27) vélido para k (para X).

Comegaremos por (ii). Se fo é mensurdvel em B; = o !(D), a integral em (4.27) tem a forma

g

k—1 k—1 2
< sup|f02|/ L (H Tlnfl+1|Y> - HSlnE(fl+1|Y)] dv,
=0 =0

usando a propriedade (iv) da Proposicao 2.3 e a Proposigao 2.5 combinado com o fato de S™ preservar

k

E (H ™" f,|Y> — I 5™"E( fl|Y)] dv

=1

medida. Temos que (4.27) é reduzida ao caso k — 1. Isto nos permite assumir, como fizemos no Lema
4.5, que E(fy]Y) = 0. Com isto, (4.27) para o caso k = 1 tem a forma

N k

dim / fo® fo (% [T fe ﬁ) dji. (4.29)

n=1 [=1
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Por (4.28) aplicado a X xy X, o limite em (4.29) é o memos que
| Nk
]\P—Igo/fo ® fo (ﬁ ; HTlnE(fz ® fz|Y)> d

que é 0 (para todo N) pois a soma acima é constante pelo Teorema Ergddico e E(fy|Y) = 0 (Como
feito no Lema 4.5).

Para provar (i), lembramos da equagao (4.15)

Entao podemos escrever

ko /j-1 k
HT’"f HTZ"E AY)=>" (H Tl”fz) 7" ((fj - E(f1Y) [ T’”E(leY))
j=1 \i=1 I=j+1

e note que isto nos ajuda a provar (4.28) sobre a condi¢ao adicional que par algum Iy, 1 < [y < k,

E(fi,|Y) = 0. agora temos que mostrar que sobre esta condi¢ao, lim ||¢n]], = 0 quando ¢y =

(1/N) oo TL, T

Reescreva
1 N J+H-1 k
_ in
wN—N;< HZJHT >+OH/N)

onde H sera escolhido grande mas necessariamente menor do que N. Pela convexidade da funcao
é(x) = 22, temos

, XN J+H-1 K
(1% SN;(E Z HTl” )

n:]

J+H-1

> / H T f T fidp (4.30)

Por integracao e do fato de T' preservar medida,
N
2
||1/JN||2 < N Z
j=1 n,m=1
N j+H-1

N sz Z /HTZ l)n Tl(m nfl)

7j=1 n,m=j

Como feito na demonstracao da Proposigao 4.2, reescrevemos (4.31) como

H

w2 < Z( '”)[ z /HT“ DT iy

r=1-—

+ O(H/N). (4.31)
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Por (4.27) para k — 1 e para um H fixo e todo r tal que |r| < H nds podemos substituir o termo
integrével em (4.31), pondo N suficientemente grande, por [[*_, T¢-D"E(f,T" f;|Y) e obtemos
I o _ 1 - _ | IS - (I-1)n Ir
Misg X (1-1g) [N > [TIrtrpur i) o). 4
Agora estimando a integral dada, aparecera em (4.32)

T g ), T 1AL

1l

e lembrando que E(f;,|Y) = 0 temos pelo Lema 4.5 que a maior parte dos termos em (4.32) sdo pe-
quenos contanto que H seja suficientemente grande. Como todos os termos sio limitados por [T || ]|
e que a maior parte dos termo sdo pequenos, sua média dada por (4.32) é pequena, arbitrariamente

para H e N grandes. m

Proposicao 4.8. Seja (X,B,u,T) uma extensio fracamente mizing relativa o (Y,D,v,S). Se
(Y,D,v,S) € um sistema SZ, entao (X, B, u, T) também é um sistema SZ.

Demonstragao: Seja A € B, u(A) > 0. Seja a > 0 o menor numero tal que para A; = {y :
E(14]Y) > a}, tenhamos v(A4;) > 0. Pelo Teorema da desintegracao e pela Proposi¢ao 4.7 (e
E(14]Y) > aly,) temos para todo k

i i 1 <ﬁ T_I”A> > 1akJ’L i i v (ﬁ S_Z”A1>
N i 2 N oo ’
contanto que N seja suficientemente grande. m
Notamos que se tomarmos para o sistema (X, B,u,T) o fator (Y,D,v,S) ~ (X,{X,0},u,T)

teremos a igualdade p Xy p = pu X . Obtemos entao o seguinte resultado.

Corolario 4.1. Se (X, B, u,T) € um sistema fracamente mizing, entdo este sistema é SZ.

4.6 Extensoes compactas

Podemos também definir uma extensao compacta e assim provar que o Terorema de Recorréncia

Multipla de Furstenberg também é valido para sistemas “relativamente” compactos.

57



Definigao 4.6. Uma funcao f € L*(X,B,u) é quase periddica (AP) relativa a um fator Y se para
todo § > 0 existem fungoes g, ga, - .., g € L*(X, B, i) tais que para todon € Z, 11315@ N f — gj||L2(uy) <
<<

0 p.qt. yey.
Quando nao houver confusao denotaremos por AP ao conjunto das fungoes AP em L*(X, B, p).

Defini¢ao 4.7. Dizemos que a extensao (X,B,u,T) € uma extensio compacta de (Y,D,v,S) se o

conjunto AP é denso em L*(X, B, 11).

Proposicao 4.9. Se (X, B, u,T) é uma extensao compacta de (Y, D,v,S) que por vez é um sistema

SZ, entao (X,B,u,T) € um sistema SZ.

Deja-se provar para algum A € B, com p(A) > 0 e k inteiro, que
. k »
h]vni}o%f N jzl,u (ﬂT A) >0 (4.33)
que claramente continua vélido para um subconjunto de A. Assumindo que p,(A) > A = Su(A)
para y € Ay, v(A) > 2u(A), e py(A) =0 para y ¢ A;.

E possivel remover de A menos que a metade de sua medida e obter um conjunto cuja funcao
caracteristica é AP.

Considerando vetores da forma (f,T"f,T?"f,...,T*" f) nas fibras de y € Y, e denotando por
1o L*(X, B, 1) a soma direta de k+1 copias de L*(X, B, u,) dotada da norma ||(fo, f1, ..., fi)ll, =
max || fill 2(x p,,)» S€ f € AP, 0 conjunto £(k, f) = {(f,T"f,... , T f)},,7 serd totalmente limitado
em &F_ L?(X, B, 1) para quase todo y € Y, uniformemente em y € Y.

Assumindo que f = 14 é AP e sustentand a notacdo A; = {y € Y; u, (A) > %p,(A)}, seja k >0
dado, escreve-se

Sk, fry) ={(f,T"f,....T*"f),} _, C S L (X, B, ).

L(k, f,y) é uniformente totalmente limitado em y. Para y € A, nos elementos de £(k, f,y) para
os quais todas as componentes sdo nao nulas, denota-se este subconjunto de £(k, f,y) por £*(k, f,y).

Para y € A; e € > 0 seja M(¢,y) denotando a cardinalidade méxima de um subconjunto e-separado
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de £%(k, f,y). M(e,y) é limitado em A;. Como uma fungao de y, M (e, y) é mensurdvel e pode-se
encontrar algum €y < p(A)/10k,n > 0, ¢ Ay C Ay, v(Ay) > 0, em que M(e,y) é constante, digamos
M, paraeg —n<e<eey€ As.

Por fim é possivel tomar Az o subconjunto de A, dos pontos y para os quais, para cada i, j,[ com

1<i<j<MO0<I<Ek,

HTlmif B TlmijLQ(X,B,uy) = HTlmif o TlmijL2(X,B,Myo) - (4:34)

E este serd um subconjunto com v(Asz) > 0.

Usando a hipdtese de que o sistema (Y, D, v, S) é SZ e aplicando isto a Az, tém-se a Proposigao.

4.7 Existéncia de extensoes compactas

Nesta secao enunciamos uma proposicao que garante a existencia de extensoes compactas inter-
mediarias de um fator de uma extensao nao relativamente mixing. Daremos apenas um roteiro da

prova feita por Furstenberg em [5].

Proposicao 4.10. Se X = (X,B,u,T) € uma extensao de Y = (Y, D, v, S) que nao é fracamente

mixing, entao existe um fator intermedidario Z entre Y e X onde Z é uma extensao compacta de Y.

A prova da-se supondo X ergddico. Como T em X Xy X nao é ergddico, existe uma funcao
H(z,2'") em X Xy X que é invariante sobre T', mas nao é uma fungao somente de x nem somente de

7', Existe uma funcao ¢ € L*(X, B, 1), em que a convolugao H * ¢ definida por

Hx6(0) = [ 1o, a)o(a! oo (@)

nao é uma fungao totalmente em L*(Z)”. Encontra-se funcoes ¢ € L*(X), f ¢ L*(Y)® com a
propriedade de que para todo § > 0 existe um conjunto finito de funcoes g1, gs, ..., gr € L*(X) tal
que para cada n,

min ||T"¢ — gl <0,

1<j<k
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para cada y € Y. Dizendo que ¢ € L*(X) é compacta se para cada €,§ > 0 existir g1, g,...,gx €
L?(X) tal que para cada n

v
Jin [T°¢ = gill, <6,

para cada y € Y exceto para um conjunto de y com medida < e. Tém-se que, se C = {A €
B : 14 é compacto }, entdo C é uma o-dlgebra e o espago das fungdes compactas de L?(X, B, )
consiste do espago de fungoes mensuraveis com respeito a C que é T-invariante. Dai, o conjunto
Z = (X,C,p,T) é um fator de X que é compacto. Ainda C C a™*(D) e Y é fator de Z. E prova-se

que Y — Z ¢é relativamente compacto.

4.8 Conclusao

Seja (X, B, 1, T) um espago de probabilidade. Se este é um sistema fracamente mixing, entao pela
Proposigao 4.1 ele é um sistema SZ. Por outro lado se o sistema (X, B, i, T') nao é fracamente mixing
a Proposicao 4.6 assegura que existe uma o-algebra maximal em que o sistema com esta o-algebra
é um sistema SZ. Se esta, por sua vez, é igual a B a prova esta completa. Caso isto nao aconteca,
a Proposicao 4.4 garante que esta é uma sub-o-algebra nao trivial de B, e podemos assumir que o
sistema nao é uma extensao fracamente mixing deste fator, pois do contrario pela Proposicao 4.8
terifamos que o sistema é SZ. Mas, supondo que o sistema nao é uma extensao fracamente mixing do
fator maximal SZ a Proposicao 4.10 garante a existéncia de uma extensao intermediaria nao trivial
que ¢ relativamente compacta, que por sua vez, pela Proposicao 4.9 é um sistema SZ contrariando a

maximalidade do fator.

60



Proposicao 4.2

Conhecida a desigualdade

9 1 N min{j+H-1,N} k-1
‘ ¢N L2(X) < N H?2 Z Z /HTln (fl+1T(l+1)(m_n)fl+l) djp, (35)
7=1 n,m=j 1=0

.1 ~ k—1
olharemos para os indices das fungoes F), , = f IL= T™g, ., onde r = m—n, para estudar a presenca
de tais fungdes no somatério acima. Temos que m,n € {1,2,..., N} e observamos as seguintes

matrizes de indices, para cada j € {1,2,..., N}:

1 2 3 H
1 (1,0) (1,1) (1,2) (1,H-1)
2 (2,-1) (2,0) (2,1) (2,H-2)
J=1L 3 (3,-2) (3,-1) (3,0) (3,H-3)
H-1| (H-1,2-H) (H-1,3-H) (H-1,4-H) (H-1,1)
H | (H1-H) (H2-H) (H3H) (H,0)
2 3 3 H+1
2 (2,0) (2,1) (2,2) (2,H-1)
3 (3,-1) (3,0) (3,1) (3,H-2)
J=12 4 (4,-2) (4,-1) (4,0) (4,H-3)
H (H,2-H) (H,3-H) (H,4-H) (H,1)
H+1 | (H+1,1-H) (H+1,2-H) (H+1,3-H) (H+1,0)
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Fazendo entao a soma no indice r, encontramos:

r=1-H — Fgig+Fapiaw+Faeigt+...+Fyinm

r=—1 — F17_1 + 2F2,_1 + 3F3’_1 + ... (H — 1)FH_1,_1 + ...+ (H — 1)FN,_1
’I":O — F170+2F270+HFH7Q+...+HFN7O
r=1 — Fl,l + 2F271 + 3F371 + (H — 1)FH71,1 + ...+ (H — 1)FN71,1

r=H-1 — Figa+Fygi+Fgi+...+Fnpa
Assim, lembrando que as fungdes fo, f1, ldots, fr, € L (X, B, 1) sdo nao negativas, temos que,

N min{j+H—-1,N}

k-1
1
NH? Z Z /H ™ (leT(lH)(m_n)le) dp
J=1 1=0

n,m=j
1 H-1 N k—1
< i 3 (=) (3 [T o)
r=1-H n=1 =0

62



Referéncias Bibliograficas

[1] A. A. Castro. Curso da Teoria da Medida. Projeto Euclides, IMPA, Rio de Janeiro, 2004.
2] P. Erdés and P. Turdn. On some sequences of integers. J. London Math. Soc., 11:261-264, 1936.
[3] R. Fernandes. Introdu¢ao a Teoria da Medida. Projeto Euclides, IMPA, Rio de Janeiro, 2002.

[4] H. Furstenberg. Ergodic bhavior of diagonal measures and a theorem of szemerédi on arithmetic

progressions. J. d’Analyse Math., 31:204-256, 1977.

[5] H. Furstenberg. Ergodic behavior and a theorem and combinatorial number theory. Princeton

University Press, New Jersey, 1981.

6] Y. Katznelson H. Furstenberg and D. Ornstein. The ergodic theoretical proof of Szemerédi’s
theorem. Bull. Amer. Math. Soc., 7(3):527-552, 1982.

[7] M. Viana K. Oliveira. Introdu¢do a Teoria Ergddica. Preprint, IMPA, Rio de Janeiro, 2000.
8] E. L. Lima. Espacos Métricos. Projeto Euclides, IMPA, Rio de Janeiro, 2003.

[9] M. Yuri M. Pollicott. Dynamical Systems and Ergodic Theory. Cambridge University Press,
UK, 1998.

[10] R. Mané. Teoria Ergédica. Projeto Euclides, IMPA, Rio de Janeiro, 1983.

[11] K. Oliveira. Um primeiro curso sobre Teoria Ergédica com aplicagoes. Publicagoes Matemadticas,

IMPA, Rio de Janeiro, 2005.

63



[12] F. Riesz and B. Nagy. Function analysis. Ungar, New York, 1955.
[13] W. Rudin. Real and Complex Analysis. McGraw-Hill, 3 edition, 1987.

[14] S. Szemerédi. On sets of integers containing no k elements in arithmetic progression. Acta

Arith., 27:199-245, 1975.

[15] P. Walters. An Introduction to Ergodic Theory. Springer, Berlin, 1983.

64



Livros Gratis

( http://www.livrosgratis.com.br )

Milhares de Livros para Download:

Baixar livros de Administracao

Baixar livros de Agronomia

Baixar livros de Arquitetura

Baixar livros de Artes

Baixar livros de Astronomia

Baixar livros de Biologia Geral

Baixar livros de Ciéncia da Computacao
Baixar livros de Ciéncia da Informacéo
Baixar livros de Ciéncia Politica

Baixar livros de Ciéncias da Saude
Baixar livros de Comunicacao

Baixar livros do Conselho Nacional de Educacdo - CNE
Baixar livros de Defesa civil

Baixar livros de Direito

Baixar livros de Direitos humanos
Baixar livros de Economia

Baixar livros de Economia Doméstica
Baixar livros de Educacao

Baixar livros de Educacdo - Transito
Baixar livros de Educacao Fisica

Baixar livros de Engenharia Aeroespacial
Baixar livros de Farmacia

Baixar livros de Filosofia

Baixar livros de Fisica

Baixar livros de Geociéncias

Baixar livros de Geografia

Baixar livros de Histdria

Baixar livros de Linguas



http://www.livrosgratis.com.br
http://www.livrosgratis.com.br
http://www.livrosgratis.com.br
http://www.livrosgratis.com.br
http://www.livrosgratis.com.br
http://www.livrosgratis.com.br
http://www.livrosgratis.com.br
http://www.livrosgratis.com.br
http://www.livrosgratis.com.br
http://www.livrosgratis.com.br/cat_1/administracao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_1/administracao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_1/administracao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_1/administracao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_1/administracao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_1/administracao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_1/administracao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_2/agronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_2/agronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_2/agronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_2/agronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_2/agronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_2/agronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_2/agronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_3/arquitetura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_3/arquitetura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_3/arquitetura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_3/arquitetura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_3/arquitetura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_3/arquitetura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_3/arquitetura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_4/artes/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_4/artes/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_4/artes/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_4/artes/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_4/artes/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_4/artes/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_4/artes/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_5/astronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_5/astronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_5/astronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_5/astronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_5/astronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_5/astronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_5/astronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_6/biologia_geral/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_6/biologia_geral/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_6/biologia_geral/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_6/biologia_geral/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_6/biologia_geral/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_6/biologia_geral/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_6/biologia_geral/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_6/biologia_geral/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_6/biologia_geral/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_8/ciencia_da_computacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_8/ciencia_da_computacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_8/ciencia_da_computacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_8/ciencia_da_computacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_8/ciencia_da_computacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_8/ciencia_da_computacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_8/ciencia_da_computacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_8/ciencia_da_computacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_8/ciencia_da_computacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_8/ciencia_da_computacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_8/ciencia_da_computacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_9/ciencia_da_informacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_9/ciencia_da_informacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_9/ciencia_da_informacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_9/ciencia_da_informacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_9/ciencia_da_informacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_9/ciencia_da_informacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_9/ciencia_da_informacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_9/ciencia_da_informacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_9/ciencia_da_informacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_9/ciencia_da_informacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_9/ciencia_da_informacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_7/ciencia_politica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_7/ciencia_politica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_7/ciencia_politica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_7/ciencia_politica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_7/ciencia_politica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_7/ciencia_politica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_7/ciencia_politica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_7/ciencia_politica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_7/ciencia_politica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_10/ciencias_da_saude/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_10/ciencias_da_saude/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_10/ciencias_da_saude/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_10/ciencias_da_saude/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_10/ciencias_da_saude/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_10/ciencias_da_saude/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_10/ciencias_da_saude/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_10/ciencias_da_saude/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_10/ciencias_da_saude/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_10/ciencias_da_saude/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_10/ciencias_da_saude/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_11/comunicacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_11/comunicacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_11/comunicacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_11/comunicacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_11/comunicacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_11/comunicacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_11/comunicacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_13/defesa_civil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_13/defesa_civil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_13/defesa_civil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_13/defesa_civil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_13/defesa_civil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_13/defesa_civil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_13/defesa_civil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_13/defesa_civil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_13/defesa_civil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_14/direito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_14/direito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_14/direito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_14/direito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_14/direito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_14/direito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_14/direito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_15/direitos_humanos/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_15/direitos_humanos/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_15/direitos_humanos/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_15/direitos_humanos/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_15/direitos_humanos/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_15/direitos_humanos/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_15/direitos_humanos/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_15/direitos_humanos/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_15/direitos_humanos/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_16/economia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_16/economia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_16/economia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_16/economia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_16/economia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_16/economia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_16/economia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_17/economia_domestica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_17/economia_domestica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_17/economia_domestica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_17/economia_domestica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_17/economia_domestica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_17/economia_domestica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_17/economia_domestica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_17/economia_domestica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_17/economia_domestica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_18/educacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_18/educacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_18/educacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_18/educacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_18/educacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_18/educacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_18/educacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_19/educacao_-_transito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_19/educacao_-_transito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_19/educacao_-_transito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_19/educacao_-_transito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_19/educacao_-_transito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_19/educacao_-_transito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_19/educacao_-_transito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_19/educacao_-_transito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_19/educacao_-_transito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_20/educacao_fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_20/educacao_fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_20/educacao_fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_20/educacao_fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_20/educacao_fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_20/educacao_fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_20/educacao_fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_20/educacao_fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_20/educacao_fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_21/engenharia_aeroespacial/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_21/engenharia_aeroespacial/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_21/engenharia_aeroespacial/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_21/engenharia_aeroespacial/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_21/engenharia_aeroespacial/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_21/engenharia_aeroespacial/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_21/engenharia_aeroespacial/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_21/engenharia_aeroespacial/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_21/engenharia_aeroespacial/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_22/farmacia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_22/farmacia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_22/farmacia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_22/farmacia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_22/farmacia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_22/farmacia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_22/farmacia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_23/filosofia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_23/filosofia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_23/filosofia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_23/filosofia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_23/filosofia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_23/filosofia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_23/filosofia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_24/fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_24/fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_24/fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_24/fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_24/fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_24/fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_24/fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_25/geociencias/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_25/geociencias/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_25/geociencias/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_25/geociencias/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_25/geociencias/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_25/geociencias/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_25/geociencias/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_26/geografia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_26/geografia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_26/geografia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_26/geografia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_26/geografia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_26/geografia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_26/geografia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_27/historia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_27/historia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_27/historia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_27/historia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_27/historia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_27/historia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_27/historia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_31/linguas/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_31/linguas/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_31/linguas/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_31/linguas/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_31/linguas/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_31/linguas/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_31/linguas/1

Baixar livros de Literatura

Baixar livros de Literatura de Cordel
Baixar livros de Literatura Infantil
Baixar livros de Matematica

Baixar livros de Medicina

Baixar livros de Medicina Veterinaria
Baixar livros de Meio Ambiente
Baixar livros de Meteorologia
Baixar Monografias e TCC

Baixar livros Multidisciplinar

Baixar livros de Musica

Baixar livros de Psicologia

Baixar livros de Quimica

Baixar livros de Saude Coletiva
Baixar livros de Servico Social
Baixar livros de Sociologia

Baixar livros de Teologia

Baixar livros de Trabalho

Baixar livros de Turismo



http://www.livrosgratis.com.br/cat_28/literatura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_28/literatura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_28/literatura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_28/literatura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_28/literatura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_28/literatura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_28/literatura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_29/literatura_infantil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_29/literatura_infantil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_29/literatura_infantil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_29/literatura_infantil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_29/literatura_infantil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_29/literatura_infantil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_29/literatura_infantil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_29/literatura_infantil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_29/literatura_infantil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_32/matematica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_32/matematica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_32/matematica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_32/matematica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_32/matematica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_32/matematica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_32/matematica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_33/medicina/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_33/medicina/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_33/medicina/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_33/medicina/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_33/medicina/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_33/medicina/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_33/medicina/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_34/medicina_veterinaria/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_34/medicina_veterinaria/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_34/medicina_veterinaria/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_34/medicina_veterinaria/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_34/medicina_veterinaria/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_34/medicina_veterinaria/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_34/medicina_veterinaria/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_34/medicina_veterinaria/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_34/medicina_veterinaria/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_35/meio_ambiente/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_35/meio_ambiente/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_35/meio_ambiente/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_35/meio_ambiente/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_35/meio_ambiente/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_35/meio_ambiente/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_35/meio_ambiente/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_35/meio_ambiente/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_35/meio_ambiente/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_36/meteorologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_36/meteorologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_36/meteorologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_36/meteorologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_36/meteorologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_36/meteorologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_36/meteorologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_45/monografias_e_tcc/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_45/monografias_e_tcc/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_45/monografias_e_tcc/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_45/monografias_e_tcc/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_45/monografias_e_tcc/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_45/monografias_e_tcc/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_45/monografias_e_tcc/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_37/multidisciplinar/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_37/multidisciplinar/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_37/multidisciplinar/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_37/multidisciplinar/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_37/multidisciplinar/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_38/musica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_38/musica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_38/musica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_38/musica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_38/musica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_38/musica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_38/musica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_39/psicologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_39/psicologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_39/psicologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_39/psicologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_39/psicologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_39/psicologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_39/psicologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_40/quimica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_40/quimica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_40/quimica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_40/quimica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_40/quimica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_40/quimica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_40/quimica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_41/saude_coletiva/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_41/saude_coletiva/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_41/saude_coletiva/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_41/saude_coletiva/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_41/saude_coletiva/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_41/saude_coletiva/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_41/saude_coletiva/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_41/saude_coletiva/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_41/saude_coletiva/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_42/servico_social/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_42/servico_social/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_42/servico_social/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_42/servico_social/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_42/servico_social/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_42/servico_social/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_42/servico_social/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_42/servico_social/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_42/servico_social/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_43/sociologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_43/sociologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_43/sociologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_43/sociologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_43/sociologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_43/sociologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_43/sociologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_44/teologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_44/teologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_44/teologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_44/teologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_44/teologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_44/teologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_44/teologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_46/trabalho/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_46/trabalho/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_46/trabalho/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_46/trabalho/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_46/trabalho/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_46/trabalho/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_46/trabalho/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_47/turismo/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_47/turismo/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_47/turismo/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_47/turismo/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_47/turismo/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_47/turismo/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_47/turismo/1

