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Resumo

A modelagem de varios problemas fisicos das engenharias envolve a solucao de equacoes de
transporte. Diversas aproximacoes tém sido propostas para resolver este tipo de equacao,
como por exemplo as aproximagoes de diferencas finitas, volumes finitos e aproximacoes
de elementos finitos, tanto as semi-discretas quanto as aproximacoes de elementos finitos
no espaco e no tempo. Dentro desta metodologia de elementos finitos espacgo-tempo,
podemos destacar as formulacoes variacionais que utilizam as funcoes de aproximacao
continuas no espaco e descontinuas no dominio temporal.

Neste trabalho, apresentamos o método dos elementos finitos com a formulagao de
minimos quadrados espaco-tempo descontinuo aplicado aos problemas de advecgao-reacao
e adveccao-difusao-reacao. Essas equacgoes de transporte sao resolvidas a partir de sua des-
cricao como um sistema de equacgoes diferenciais de primeira ordem equivalente. Anélises
matematicas de estabilidade e estimativa de erro sao feitas para as formulag¢oes mistas
propostas. Mostra-se que apesar de se tratar de um problema misto, nao hi necessidade
de satisfazer a condi¢ao de Ladyzhenskaya-Babuska-Brezzi(LBB). Resultados numéricos
sao apresentados para confirmar os resultados da analise matematica aqui desenvolvidas.



Abstract

The modelling of many physical engineering problems concerns solution of transport equa-
tions. Several approximations have been proposed in order to solve these equations, for
example, approximations by finite differences, finite volume and finite elements, both for
the semi-discrete ones as well for the approximations by finite elements in space and in
time. Within this metodology of space-time finite elements, we can highlight the varia-
tional formulations that use approximations functions which are continuous in space and
discontinuous in time domain.

In the present work, we apply the finite elements with the discontinuous space-time
least squares method to advection-diffusion and advection-diffusion-reaction problems. To
solve these transport equations, we consider an equivalent system of first order differential
equations. Mathematical analysis of stability and error estimative are carried for the
presented mixed formulations. We also show that, even this problem is a mixed one, there
is no need on satisfying the Ladyzhenskaya-Babuska-Brezzi(LBB) condition. Numerical
results are presented to confirm the result achieved by the mathematical analysis here
developed.
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Capitulo 1

Introducao

A utilizagao das equagoes de transporte tem ampla aplicacao em problemas de mode-
lagem matematica nas mais diversas areas, tais como mecanica dos fluidos, problemas de
dinamica de populacoes, entre outros. Os métodos numéricos que tém sido normalmente
utilizados para a solucao destas equacoes diferenciais parciais sao os métodos de diferencas

finitas, volumes finitos e elementos finitos.

As solucoes de problemas transientes de transporte, com adveccao dominante, sao
caracterizadas por apresentarem camadas limites, que sao regioes de fortes gradientes.
As primeiras tentativas para a resolucao de problemas de transporte, com adveccao, uti-
lizando o método de elementos finitos, foram desenvolvidas usando a formulagao semi-
discreta de Galerkin, utilizando espacos de aproximacoes polinomiais classicos de elemen-
tos finitos para discretizar o espaco, e o método de diferencas finitas para discretizar o
tempo. No entanto, essa formulacao apresenta oscilagoes espiirias por todo dominio, con-
duzindo a solucoes nao fisicas, a menos que sejam utilizadas malhas muito refinadas que

podem inviabilizar a utilizacao desse tipo de aproximagcao.

Como alternativa a estas limitacoes, diversas técnicas foram propostas nos tltimos
anos, destacando-se entre elas os métodos estabilizados de elementos finitos variacional-
mente consistentes como, por exemplo, o Streamline-upwind/Petrov-Galerkin (SUPG)
[1, 2, 3, 4] e o Galerkin/minimos quadrados espago-tempo (GLS/ST) [5, 6, 7, 8. Basi-
camente, estes métodos acrescentam termos de estabilizagao na formulacao de Galerkin,
que sao balanceados por parametros, fornecendo solugoes estaveis com solida validacao
matematica e numérica. Por outro lado, um de seus problemas ¢é a necessidade de projetar
adequadamente estes parametros estabilizadores em toda faixa de variacao dos coeficientes

das equacoes de transporte.
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O objetivo deste trabalho é estudar o comportamento da formulacao de minimos
quadrados espacgo-tempo descontinuo aplicada ao problema de transporte, onde o pro-
blema original é descrito como um sistema de equacoes de primeira ordem equivalente,

transformando-se assim em um problema misto.

Métodos mistos de elementos finitos sao baseados na aproximacao simultinea dos
campos envolvidos e tém como principal caracteristica a necessidade de compatibilidade
entre os espacos de aproximacao empregados. A analise para assegurar a existéncia e
unicidade de solucao para esta categoria de problemas nao pode ser feita, via de regra,
pelo Teorema de Lax-Milgram. Neste caso, se utiliza o teorema de Babuska e de Brezzi,
que impoe condigoes de compatibilidade entre os espagos de aproximagoes, denominada
condigao de Ladyszhenkaya-Babuska-Brezzi (LBB), que deve ser verificada para cada uma

das variaveis nas quais o problema é formulado.

Uma outra formulacao que tem sido utilizada para esse tipo de problemas é a formu-
lacao semi-discreta de minimos quadrados. A formulacao variacional de minimos quadra-
dos, inicialmente aplicada a problemas de contorno elipticos, em sua forma classica, tem a
desvantagem de requerer maior grau de regularidade dos espagos de aproximagao empre-
gados, quando a ordem da equacao é maior do que um. Como alternativa, para reduzir
esta necessidade, tem-se adotado descrever o problema de equacoes diferenciais parciais
como um sistema de primeira ordem equivalente, recaindo, dessa forma, em uma for-
mulacao mista. Apesar disso, diversos trabalhos tém mostrado que, para varios desses
problemas, nao ha necessidade de compatibilidade entre os espacos de aproximacao para

garantia da existéncia e unicidade de solucao |9, 10, 11, 12, 13, 14, 15|.

Uma formulacao de minimos quadrados espaco-tempo descontinuo foi proposta em
[16] para o problema puramente advectivo unidimensional. Neste trabalho, apesar da
formulacao de minimos quadrados perder a simetria, uma de suas caracteristicas em for-
mulacoes semi-discretas, a andalise de estabilidade mostrou excelentes caracteristicas de
precisao e estabilidade para o problema analisado, nao apresentando a excessiva difusao

artificial da formulagio semi-discreta de minimos quadrados [15].

Estendendo a utilizacao da formulacao de minimos quadrados espaco-tempo descon-
tinuo para a equacao de transporte bidimensional, apresentamos, no capitulo 2, a forma-
lizacao para esta formulacao aplicada a um sistema transiente de equagoes diferenciais de
primeira ordem genérico, onde utilizamos aproximacoes de elementos finitos na discretiza-

cao espacial e temporal, aqui consideradas constantes em cada intervalo de tempo.

No capitulo 3, introduzimos o problema transiente de adveccao-reacao bidimensional.
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A analise de estabilidade e convergéncia da formulacao proposta é realizada para a equagao
escalar. Em seguida, reescrevemos o problema escalar original como um sistema de
equacoes diferenciais. Para este sistema de equacoes, introduzimos uma formulagao mista
de minimos quadrados espaco-tempo descontinuo bem como sua analise mateméatica. Re-
sultados numéricos sao mostrados, tanto para problemas unidimensionais como bidimen-

sionais, avaliando o comportamento dessas formulagoes.

No capitulo 4, definimos o problema escalar transiente de advecgao-difusao-reagao e,
reescrevemos o problema original a um sistema equivalente de primeira ordem. Aplicamos
a formulacao mista de minimos quadrados espaco-tempo descontinuo, apresentamos a
andlise de existéncia e unicidade de solu¢ao e mostramos suas estimativas de erro. Uma
formulacao que inclui o termo do rotacional nulo também é considerada, bem como seus
resultados de andlise e convergéncia das solucoes. Solugoes numéricas sao apresentadas

para avaliar o comportamento da formulagao proposta.

Finalmente, no capitulo 5, apresentamos conclusoes do trabalho realizado, tecendo

comentarios finais e sugestoes para trabalhos futuros.



Capitulo 2

Formulacao Variacional de Minimos
Quadrados

O meétodo dos elementos finitos ¢ uma técnica de resolugao aproximada de problemas de
valor de contorno que envolve o particionamento do dominio em um numero finito de
elementos e, usando conceitos variacionais, a construcao de uma aproximacao da solucao
sobre esses elementos. Dessa forma, o principio do método de elementos finitos consiste
na definicao de uma formulacao variacional e da construgao das funcoes de aproximacoes

para o problema discretizado a ser resolvido.

Para construirmos tal formulagao variacional precisamos de algumas definicoes e re-
sultados sobre espacos de fungoes e normas associadas. Por isso, neste capitulo, definimos
alguns conceitos e notagoes e apresentamos o classico Teorema de Lax-Milgram sobre for-
mulagoes abstratas para problemas variacionais. Em seguida, construimos a formulagao
variacional de minimos quadrados espaco-tempo descontinuo para um problema genérico,
descrito como um sistema de equacgoes diferenciais parciais de primeira ordem e apresen-
tamos a teoria basica para a analise numérica da formulacao de elementos finitos utilizada

ao longo deste trabalho.

2.1 Notacoes e Definicoes

Considere um subdominio limitado 2 de R?, com fronteira Lipschitz regular I'. Seja L*(Q)

o espaco das fungoes quadrado integraveis, denotado por:

L*(Q) = {u:uEQe/Qude<oo}, (2.1)
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com produto interno
(u,w) = / uw dS, (2.2)
Q

e norma associada

lullo = Jlull = (u, ). (2:3)

Para algum inteiro nao negativo d, definimos o espaco de Hilbert de ordem d sobre (2,

contendo fun¢oes u em L?(€2) tal que suas derivadas, no sentido das distribuicoes, estejam

em L?(9), isto é

HY Q) ={ue L*Q):|a| <d, 0*ue L*Q)}, (2.4)
onde oo
6] S “ U
0%u = O (2.5)

a = (aq,az) € um vetor de inteiros ndo-negativos e |a| = a; + as.

O produto interno em H%($)) é denotado por,

(o)=Y /Q (0°u) - (0°0) S, (2.6)

laf<d

com norma, associada

lulla = (u, )y, (2.7)

Note que, para o caso particular d = 0, tem-se L*(Q2) = H°(Q) e, para d = 1, definimos o

espaco
HY(Q) = {u € 12(Q) - g—“ € 12(Q),i = 1,2} , (2.8)
Z;

com produto interno

(u,v); = / {uv + VuVu} dQ (2.9)
Q
e norma associada

ully = (u,u)y”. (2.10)

Considere o subespaco de H'(Q2) das fungdes que se anulam no contorno I'
Hy(Q) ={ue H(Q),u=0em I}, (2.11)

com o produto interno e norma definidos em (2.9) e (2.10), respectivamente.

Sejam u € L?(Q) um escalar e p = (p1,p2) € [L*()]%2. Definimos os seguintes ope-

radores:
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e gradiente

ou Ou
Vu=|—,—); 2.12
e divergente 5 5
. P1 P2
d =V.-p=—+—; 2.13
e rotacional 5 5
rotp:VXp:a—ij—%, (2.14)

onde X denota produto vetorial.

Desse modo, os espacos de Hilbert H(div) e H(rot) sao definidos por
H(div) = {p € [L*(Q)]* : divp € L*(Q)}, (2.15)

H(rot) = {p € [L2(Q)] : rot p € L2()}, (2.16)

com normas associadas

. 1/2
Ipll @i = (lplI* + [ldiv p|I*) ™, (2.17)
2 2\1/2
Ipll oy = (IpII* + [[rot p]*) ™ (2.18)
Sejam V' e W espagos de Hilbert. Designamos sua norma por || - ||y e definimos norma no
espaco produto V x W como:
1/2
) lvw = (lally + Ilolf) " V(u,0) € V< W. (2.19)

2.1.1 Problemas Variacionais

Podemos representar abstratamente as formulacoes variacionais para equacoes elipticas

em um Unico campo, pelo seguinte problema de minimizagao:

PROBLEMA V1: Encontrar u € V tal que
J(u) < Jw) YveV, (2.20)

onde V' é um espaco de Hilbert e J : V' — R é um funcional. Este problema é equivalente

ao seguinte problema variacional:



2.2 Método de Elementos Finitos Espago-Tempo Descontinuo 17

PROBLEMA V2: Encontrar u € V tal que
B(u,v) =L(v) YvelV, (2.21)

onde B(-,+) : V x V — R é uma forma bilinear e () : V' — R é uma aplicacao linear.

O estudo da existéncia e unicidade das solucoes dos problemas variacionais apresenta-
dos neste trabalho é realizado através da aplicacao do Teorema de Lax-Milgram [17, 18|,

enunciado a seguir.

Teorema 1 Seja V um espaco de Hilbert, com norma associada || - ||u.

SeB(-,:) : V xV — R € uma forma bilinear satisfazendo:

1. (Linearidade de B(:,-)) Para todos u,v,w € V e a, B € R temos

B(au + fv,w) = aB(u, w) + FB(v, w)
B(w, au + fv) = aB(w, u) + B(w,v);

2. (Continuidade de B(-,-)) Eziste uma constante M > 0 tal que
B(u, v)] < Mllullv[lvlly  Vu,v e V;
3. (Coecividade de B(-,-)) Eriste uma constante C > 0 tal que
B(v,v) > C|jv|} Vv e Ve

4. (Continuidade de 1L(+)) Para toda L, aplica¢ao linear limitada em V, eriste uma

constante v > 0 tal que
IL(u)| < Allully  VueV;

entao existe um unico elemento w € V tal que

B(w,u) =L(u) YuelV.

2.2 Meétodo de Elementos Finitos Espaco-Tempo Des-
continuo

O método de elementos finitos é uma técnica computacional para solucao de equacoes

diferenciais parciais, onde o dominio do problema a ser resolvido é aproximado por um
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conjunto de sub-dominios de geometria simples (elementos finitos), para os quais é possivel
definir de forma sisteméatica as funcoes de aproximacoes necessarias para a solucao do

problema variacional.

Nesta secao, apresentamos um procedimento do método dos elementos finitos para se
obter a resolucao de um conjunto de equacoes diferenciais parciais de primeira ordem com

solucao dependente do tempo.

Vérias aproximagoes tém sido empregadas para resolver este tipo de equagao. Muitos
trabalhos utilizam aproximagoes semi-discretas [19, 15, 12, 20|, isto é, usam aproximagoes
por elementos finitos para discretizar o dominio espacial enquanto o dominio temporal
é discretizado por diferancas finitas. Alternativamente as formulagoes semi-discretas,
pesquisas foram desenvolvidas utilizando formulagoes onde as aproximagcoes por elementos

finitos sao usadas tanto no dominio espacial como no temporal [5, 21, 16, 22|.

Dentro da metodologia de elementos finitos espaco-tempo, podemos destacar as for-
mulacoes variacionais que utilizam as funcgoes de aproximacao descontinuas no dominio

temporal, tais como o método de Galerkin descontinuo no tempo e o GLS/ST |[5, 6, 7|.

Dessa forma, com base nas formulacoes espago-tempo descontinuas, desenvolvemos a
teoria para a construcao da formulagao variacional de minimos quadrados espaco-tempo
descontinuo, utilizando aproximacoes de elementos finitos para os dominios espacial e tem-
poral, onde a aproximagao usada para a discretizagao temporal é considerada constante
em cada subintervalo de tempo. Nesta secao aplicamos esta formulacao abstratamente a
um problema descrito através de um sistema de equacoes diferenciais parciais de primeira

ordem.

Para isso, apresentamos a seguir defini¢oes e notagoes que sao utilizadas no presente

trabalho.

2.2.1 Definicoes

Sejam n = (n1, ng) 0 vetor normal unitario externo a fronteira I', v o campo de velocidade
ex = (r1,75) € Q= QUT. Com o objetivo de definir as condices de fronteira de modo
que o problema seja bem posto, consideramos o conjunto {I'",I'"} uma partigao de T,
com

I'"={xel:vy(x) <0}, (2.22)

I ={xel:vy(x)>0}, (2.23)
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onde v, = v -n. Sejam ['p e I'y as partes da fronteira onde sao impostas as condicoes
de contorno essenciais (Dirichlet) e naturais (Neumann), respectivamente. Denotamos os

seguintes subconjuntos por:
s =rpNT*, (2.24)

I~ =TynNT=, (2.25)

como apresentado na Figura 2.1.

I'n

. =
SR S A

I'p

- -
N I'y

e/

Figura 2.1: ITlustracao da particao do contorno.

Sejam 0 =ty < t; < ... < t, = T uma parti¢gio do dominio temporal I = (0,7’), com
I, = {(x,t);x € Q,t,, <t < tyy1} 0 n-ésimo intervalo temporal e At = t,.1 — t,, 0 passo
de tempo local. Para cada n, denotamos o dominio de integracao espago-tempo como

sendo a “fatia” dada por
Q,=0x1,, (2.26)

com fronteira

Y, =T x1I,. (2.27)

Na n-ésima “fatia” espago-tempo, o dominio espacial €2 é subdividido em (Ne) elementos

Qe,e=1,...,(Ne), dois a dois disjuntos, isto &,
Q= UQ_Q, Q.NQu=0 se e#c¢. (2.28)

Seja ¢, o dominio do elemento espago-tempo na n-ésima “fatia”. Desse modo, dentro de
cada elemento espaco-tempo, a funcao tentativa e as funcoes de ponderacao sao aproxi-
madas por polinémios de interpolacao Py, de ordem k, continuas dentro de cada “fatia”

espaco-tempo, porém descontinuas em suas interfaces.
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t Q5
/—V
tn—i—l
Ve
tn ! Q.= x1,

Figura 2.2: Regiao de integragao

Definindo as func¢oes de interpolacao de elementos finitos na n-ésima “fatia” espaco-

tempo, admitindo-se aproximacao constante no tempo, temos

Nnp

u(x,thy1) = z:qu(x)u;‘mJrl para (x,t) € Q,, (2.29)
j=1

Nnp

Uh(X,tn+1) = Z¢j<x)v;l,n+l para <X7t) € Qn; (230)
j=1

onde n,, ¢ o numero de pontos nodais, ¢;(x) é a fungao de interpolagdo para o no j,

h

h ; - h .
uj 41 € o valor nodal para " no n6 j no tempo t,41 e vy, € o correspondente valor

nodal da funcao de ponderacao. Na Figura 2.3 apresentamos um esquema, para o dominio

unidimensional, com aproximagoes constantes no tempo.

Considere o operador de salto temporal definido como:
[u"] = u"(t]) — u"(t,), (2.31)

com u"(tF) = ul(x,t5) = lim u"(x,t, +¢).
e—0
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E importante notar que, como a discretizacao temporal é constante, temos

uh(x7 tTLJrl) = uh(X7 trt) = uh(Xa t;—i—l)' (232)
U;L y
A
uh tr-t t’r:—&-l
J,m I

ln—1 128 thrl t

Figura 2.3: Modelo esquemético de um ponto da malha (uj‘) variando no tempo com

aproximacao constante

Os subespagos de elementos finitos sao definidos por:
V= (0" € CO(Qu), v lgs € Pr(QS): " = Oem Yo} © HYQ) =V, (2.33)

Sp = 10" € [C°(Qu)]",p"|q; € [Pu(Q7)]™in-p" = 0em Ty} C [L2(Qn)]™,  (2:34)

onde
TDn = FD X In, (235)

TNn = FN X In- (236)

2.2.2 Métodos Conformes

Considerando o PROBLEMA V1 e assumindo que o espaco de Hilbert V| a forma bi-
linear B(-,-) e o funcional linear IL(-), satisfagam as hipoteses do teorema de Lax-Milgram,
podemos tomar um subespaco de elementos finitos V" de V, tal que associado ao PRO-
BLEMA V1, descrito na se¢io (2.1.1), definimos o seguinte problema discreto de mini-

mizagao:

PROBLEMA V1,: Encontrar uv" € V" tal que

Jwh)y < J@") v e Vi (2.37)
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Dizemos que uma aproximacao por elementos finitos é conforme quando V* C V.

No caso do PROBLEMA V1 nao possuir restricoes adicionais, a utilizacao de aproxi-
macoes conformes transfere automaticamente as propriedades de continuidade e eliptici-
dade do problema continuo para o discreto, ou seja, neste caso a existéncia e unicidade

da solucao aproximada sao herdadas ao problema continuo. Assim, equivalentemente ao
PROBLEMA V1, podemos definir o problema discreto variacional:

PROBLEMA V2,: Determinar v" € V" tal que

B(u",v") = L(v") W' e V" (2.38)

2.3 Sistema de Primeira Ordem e a Formulacao de Mi-
nimos Quadrados

A formulacao variacional de minimos quadrados é baseada na soma ponderada dos resi-
duos de minimos quadrados da solucao aproximada de uma equacao diferencial parcial e
suas condicoes de contorno, nao envolvendo integragao por partes, como o método classico
de Galerkin. Devido a este fato, esta formulagao tem a desvantagem de necessitar de um
maior grau de regularidade dos espagos de aproximag¢ao empregados, quando a ordem da

equacao é superior a um.

Como alternativa, para reduzir esta necessidade, o que se propoe é que as equagoes
diferenciais parciais que modelam fenomenos fisicos, sejam transformadas em um sistema
de equagoes diferenciais parciais de primeira ordem equivalente [12, 9, 13, 14, 23|. Com
isso, esta formulacao normalmente conduz a um nimero maior de incégnitas nodais a
serem determinadas, se comparadas as formulagoes usuais, como Galerkin e as formulacoes
estabilizadas, dela derivada. Por outro lado, a formulagao de minimos quadrados tém
conduzido, em muitos casos, a problemas de minimizacao de funcionais, mesmo quando
as formulacoes sao mistas. Além disso, a matriz, resultante do problema discretizado, é
sempre simétrica para equacoes estacionarias quanto para equacoes transientes quando a
discretizacao temporal é feita pelo método de diferencas finitas. Esses fatores tém levado

a que varios pesquisadores [9, 15, 14, 10] a analisarem esta formulagao.

Dessa forma, apresentamos nesta secao os principais conceitos da construcao da for-
mulacao variacional de minimos quadrados espaco-tempo descontinuo correspondente a

um problema transiente descrito como um sistema de equacoes de primeira ordem. A for-
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mulacao variacional é definida em termos da forma bilinear e da aplicacao linear como no
PROBLEMA V1. A partir da variacao do funcional de minimos quadrados associado

ao sistema, é desenvolvida a andlise numérica baseada no Teorema de Lax-Milgram.

2.3.1 Formulagao Geral de Minimos Quadrados

Considere um problema transiente descrito através de equacoes diferenciais de primeira
ordem, onde 2 é o dominio espacial considerado com fronteira I' e (0,7") & o intervalo

aberto de tempo (7" > 0), descrito da seguinte forma:

Encontrar o vetor de fungdes u = u(x, t) tal que

Mu=f em Qx(0,7), (2.39)
com condicao de contorno
Nu=0 em I'x(0,7), (2.40)
onde
0 ) 0
M=A)—+A —+A,— +B, (2.41)

ot ox Jy

sendo Ay, A, Ay, B matrizes m x m que descrevem o sistema de equacoes diferenciais

considerado e N operador diferencial que define as condi¢oes do contorno.

Definimos o residuo do sistema (2.39) por:
R(u)=Mu—f em Qx(0,7). (2.42)
Assim, podemos estabelecer o funcional de minimos quadrados como:
I T
J(u) = 5 R(u)" R(u) dQ dt, (2.43)
0 Jo
isto é,
I T
J(u) = 3 (Mu — )" (Mu — f) dQdt. (2.44)
0 Jo
Ou ainda, equivalentemente,
1 2
J(u) = 2 [Mu — f||Q><(O,T) g (2.45)

com

T
I oo = / / 2 (2.46)
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Dessa forma, o problema de minimizacao deste funcional de minimos quadrados J é

equivalente a encontrar um tnico elemento u € V que minimiza J em V, isto é,
Ju) < J(v) ¥YvelW (2.47)

Sejam u,v € V e € € R um valor arbitrario. Assim, a condicao necessaria para que u

minimize o funcional J em (2.47), é calcular u tal que

VJ(u) = 5115»%@/ / (u+ev) — f]" [M(u+ev) — f] ddt, (2.48)

seja zero, para todo v € V. Para o caso do método de elementos finitos conformes, definido
na secao 2.2.2, a forma discreta para este problema pode ser determinada de maneira

usual, como:

Encontrar u® € V! C V, tal que
J") < JE") whevh (2.49)

Note que, em (2.48), o operador M contém o termo da derivada temporal. Como ja foi
dito, usualmente este termo é discretizado pelo método de diferencas finitas, resultando
em formulacoes semi-discretas, e mais recentemente, pelo método de elementos finitos.

Neste trabalho, apresentamos uma aproximacao de elementos finitos descrita a seguir.

2.3.2 Formulacao de Minimos Quadrados Espago-Tempo Descon-
tinuo

Nesta secao, definimos a formulacao variacional de minimos quadrados espago-tempo des-
continuo baseado na minimizac¢ao do funcional (2.44) do sistema de equagoes diferenciais
parciais definido por (2.39). Encontrar o minimo do funcional ¢ equivalente a achar u na

equacao:

VJ(u) 25121(%&2/2“/ (u+ev)— fI' [M(u+ev)— f] d2dt =0  (2.50)

Dessa forma, utilizamos o método de elementos finitos tanto para a discretizacao espacial

h=uh(x,t,) e vl =

como a temporal, e definimos que as aproximacoes das varidveis u
v(x,t,41), sdo formadas por funcdes de interpolacio constantes em cada “fatia” de tempo,
como visto na segao 2.2.1. Dessa forma, sendo estas funcoes consideradas descontinuas nas

interfaces das “fatias”, para garantirmos a imposi¢ao da continuidade, devemos adicionar
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a equacao do sistema que contém derivadas no tempo, o termo do salto temporal. Assim,
integrando em cada intervalo de tempo a equacao (2.50), obtemos:

V") = At /

) (ﬁvh>T (’Muh _ f) a0 + /Q <Mvh>T Agfu] 42— 0 W e VI

(2.51)
onde [u”], é o termo de salto definido em (2.31). Uma vez que, o termo du/0t presente
na expressao (2.41) é zero, devido ao fato das fun¢es de interpolacdo serem constantes

em cada intervalo de tempo, redefinimos em (2.52) o operador M como:

—~ 0 0
M=A—+A,— +B. 2.52
15 + Ay oy + ( )
Portanto, para cadan =0,1,..., N — 1, apresentamos o seguinte problema equivalente a

(2.51):
VIt = At (M) (M) - 1) do
+ /Q (Mvh<t;+1))TAo (W' (t;,,) — u'(£])) d2=0 W e V! (253)
ou seja,
At /ﬂ (M (17,1)) M (1) €2 + /Q (M (17,1)) Agu (1) d€2 =

_ At /Q (Mvh(t;+l))Tf(t;+1) 4o + /Q (Mvh(t;+l))TAouh(t;) Q0. (2.54)

Note que, o termo de salto presente nesta tultima equacao é responsavel por propagar a
informacgao de um passo de tempo ao seguinte. Esse acréscimo na variacao do funcional
(2.53), acarreta a perda da simetria da formulac¢ao, que é uma importante caracteristica

do método classico minimos quadrados.

h

Para simplificar a notagao, denotamos u"(¢,, ;) =ul,, e u"(t;) = ul.

Desse modo, considerando o PROBLEMA V1, o método de minimos quadrados

espaco-tempo descontinuo nos leva a seguinte formulagao variacional:

Para cada n =0,..., N — 1, devemos achar u" € V" tal que

B(u",v") = L(v") w"e V" (2.55)
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onde
B(u",v") = At(Muls,,, MV:, ) + (ul,, MV],,), (2.56)

]L(vh) = At(f,41, Mvﬁﬂ) + (qu, MVZH), (2.57)

2.3.3 Modelo Computacional de Elementos Finitos

A seguir, descrevemos o modelo computacional de elementos finitos para a formulagao

variacional discreta de minimos quadrados espaco-tempo descontinuo, definida em (2.55).

Podemos escrever o problema discreto no formato matricial, considerando a discretiza-
cdo de elementos finitos da varidvel u" dada por (2.29) na n-ésima “fatia” espago-tempo,

definida de maneira usual na forma vetorial como:

U1j,(n+1)
e U2j, (n+1)
u(x, tagr) = > Gi(x) | = Uy, (2.58)
j=1
L Umg,(n+1) ]

sendo N, o nimero de nés do elemento,® é a matriz das fun¢oes de interpolacao, dada
por:

¢=[¢11 ool ... onT | (2.59)

onde ¢; é a funcao de interpolacao associada ao n6 ¢, I a matriz identidade de ordem m,
m € o nimero de incognitas de cada n6 do elemento, U, é o vetor das incognitas de

cada elemento no tempo t,41, ou seja

e 1T
[ n—l—l} = [U11,(n+1) U21,(n+1) -« -+ Uml(n+1) --- UmN.(n+1) |- (2-60)

Assim, trabalhando no nivel do elemento, substituindo a aproximacao de elementos finitos

definida em (2.58) na equagao (2.54), obtemos
NT — _\T
At / (M) MOU:, , dQ, + / (M) Ag®U, | dQ), =
Qe Qe
—\T _\T
— At / (M) £, a9, + / (M) Ageu; g, (2.61)
Qe Qe

que é equivalente ao seguinte sistema

(K. +K.) Usy = Fiyy + KLU, (2.62)
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onde
@ @ r @ @
K. = At/ A18—+A28—+B(I> A16—+A2a—+B(I>
Qe Oz y oz dy
— L) o g
K. = Al —+A;— +Bd | Ay d,
Q. ox y
F¢ = At/ Aa®+Aaq)+B<I> deQ
n+1 - a, 1 ax 2 ay e-
Denotando g—i =o, e ‘g—j = ®&,, temos

K. = At / (PIATA D, + PTATALD, + PTATBD) d. +

e
Fn+1

+At / (PrAJA1D, + D) AJALD, + O ATB) d. +
Qe

+At / (@"B"A @, + "B A,®, + P"B'B?) d1,,
— / (PTATAND + O] AT AP + "B A(P) deL,
Qe

= At / (PLATE + @TATF + &"B'F) d..

) dQ., (2.63)

(2.64)

(2.65)

(2.66)

(2.67)

(2.68)

Tendo-se as matrizes K., K. e F; ., de cada elemento dadas em (2.66), (2.67) e (2.68),

respectivamente, as matrizes K, K e F globais podem ser montadas da maneira usual de

elementos finitos.

Descrito dessa forma, o método apresenta grande facilidade em sua implementacao

computacional. O co6digo é desenvolvido, nao apenas para uma equacao diferencial, mas

para um conjunto de equacgoes diferenciais de primeira ordem. Dessa forma, quando um

novo problema é dado, precisamos somente fornecer as matrizes de entrada A;, B e f ao

codigo computacional.



Capitulo 3

Equacao de Adveccao-reacao

3.1 Introducao

Uma aproximacao de elementos finitos no espaco e no tempo, descontinua no tempo,
foi proposta em [16] para um problema unidimensional puramente advectivo utilizando
a formulacao de minimos quadrados. Resultados da analise de von Neumann mostram
excelentes caracteristicas de estabilidade da formulagao proposta para o problema unidi-
mensional analisado. A natural expansao desse trabalho é sua anélise para problemas de

dimensao maior que um.

Desta forma, o objetivo deste capitulo é o desenvolvimento de um modelo numérico
utilizando a formulacao de minimos quadrados espaco-tempo descontinuo para a equacao
transiente do problema de transporte bidimensional. Para isso inicialmente apresenta-
mos na Se¢ao 3.3, a generalizacao da formulacao escalar de minimos quadrados, para o
problema de advecgao-reacao. A seguir, resultados da formulagao aplicada ao problema

unidimensional encontrados em [16] sao apresentados na se¢ao 3.4.

Para enfraquecer a exigéncia de regularidade dos espacos de aproximagao exigidos na
formulacao de minimos quadrados em sua forma classica, a equacao analisada foi escrita
como um sistema de equacoes diferenciais de primeira ordem e transformada em um
problema misto na variavel primal da equacao considerada e em uma variavel auxiliar
que aproxima sua derivada. Na secao 3.5, taxas de convergéncia sao obtidas para essa
formulagao mista e na secao 3.6 resultados numéricos da formulagao escalar e da mista

sao apresentados e comparados.
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3.2 Definicao do Problema

O problema hiperbdlico de adveccao-reacao transiente, tratado neste trabalho, consiste

em encontrar a fungao escalar u = u(x,t) tal que

u+v-Vut+ou=f em Qx(0,7), (3.1)
com condicao de contorno

u=0 em I, x(0,T), (3.2)

e condi¢ao inicial
u=u’ em Q para t =0, (3.3)

onde
e u(x,t) é a quantidade escalar sendo transportada pelo campo de velocidade v;

e 0(x,t) é o coeficiente de reagao limitado, com 0 < o(x,t) < ¢y;

e f:Qx(0,7) — R é o termo de fonte conhecido;

.Ut:%.

3.3 Formulacao Variacional

Nesta secao, a analise da formulacao de minimos quadrados espaco-tempo descontinuo
é realizada para a equacdo de transporte (3.1), assumindo aproximacoes de elementos
finitos continuas no espaco e descontinuas no tempo, como descrito no capitulo anterior.
A formulacao utilizada é baseada no funcional de minimos quadrados definido em (2.43)

de modo que o residuo do problema transiente em questao é denotado como
R(u) =u +v-Vu+ou— f, (3.4)

e o funcional de minimos quadrados correspondente a este residuo é dado por
T
J(u) :/ /(ut+v-Vu+au—f)2 dQ dt. (3.5)
0 Jo

Sabemos que a construcao da formulacao de minimos quadrados espaco-tempo des-
continuo é resultante da minimizacao deste funcional com respeito a varidvel u € V e,
desse modo, podemos obter para cada u" € V" C V| a seguinte variacdo do funcional

(3.5):
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T
VJ(uh):/ / (wp +v - V" + ow") (uf + v - Vu" +ou — f) dQdt =0, (3.6)
o Jo

ou seja,
n—1 tiv1
VI(u") = Z/ / (wp +v - V' + ow") (ul! + v - Vu" + ou” — f) dQ, =0, (3.7)
i=0 /ti @

para todo w" € V.

Como a discretizacdo das variaveis u” e w" é constante em cada sub-intervalo de

tempo I,,, temos u' = 0 e w? = 0 e, como vimos se¢ao (2.3.2), o termo do salto temporal
(2.31), impondo continuidade através das interfaces de cada “fatia” espago-tempo deve ser
adicionada a varia¢do do funcional (3.7). Assim, integrando (3.7) em relagdo ao tempo,
obtemos a seguinte formulacao variacional de minimos quadrados espago-tempo descon-

tinuo:

Problema P1;: Paran =0,1,..., N — 1, queremos encontrar u" € V" tal que

At (v- Vu" () + ou(t ) = f(te), v - V() + O-wh(t;+1>)g +
+ (], v - V' (t, ) + ow(tr11)) g = 0, (3:8)
para todo w" € V.

Como ja mencionado, o termo do salto [u"] = u”(t;}) —u"(t, ) presente tiltima parcela
de (3.8) transporta a informacao da “fatia” prévia de tempo como entrada para a “fatia”

seguinte.

Por simplicidade, considere (-,-)q = (+,-). Assim, o Problema P1, pode ser descrito

Ccomo:

Problema P1;: Paran =0,1,..., N — 1, achar u" € V" tal que
By, (u”, w") = Ly, (w") V" e V], (3.9)
onde

By, (u", w") = At(v- Vuh(tr;rl) + Uuh(t;LJrl)? V- th(t;+1> + O-wh(t;+1)) +
+(u (), v - V() + ow (1)), (3.10)
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Ly, (w") = At(f(t ), v V' (t,,,) +ow'(t,,)) +
+(u(t,), v - Vw(t, ) + ow(t,,4)). (3.11)

A seguir, empregamos o método 6, apresentado nos trabalhos [16, 24|, que interpola os
valores nodais nos extremos de cada sub-intervalo de tempo. Isso é feito, para possibilitar
diferentes aproximagoes no intervalo de tempo I, = [t,, t,11], escrevendo a equagao (3.9)

em algum t = t,.,9, com 6 € [0, 1]. Neste caso, podemos definir a seguinte aproximagao:

W (X, tuga) = Ol (1) + (1 — O (17). (3.12)
Dessa forma, definimos o novo Problema Ply, descrito no tempo ¢,,19, como:

Problema Plg: Paran =0,1,..., N — 1, encontrar u" € V" tal que
By, (u", w") = Ly, (w") vu" e V], (3.13)
onde

By, (u",w") = A(v-Vu'(ty,) +ou(ty), v V' (t,) +ow () +
HO(u (tr 1), v - V' () + ow"(t,1)), (3.14)

Li,(w") = (60— 1)At(v-Vu'(t,) + ou(t,), v - Vu(t, ) + ow(t, ) +
AL(f(tnro), v - V' () + ow"(t,,,)) +
FOA (), v Tt ) + o) (3.15)

Note que, como o Problema Ply esta definido no intervalo de tempo [t,, t,14], 0 termo do
salto fica descrito por:
O([u"], v - V' (t, ) + ow"(t,,1)). (3.16)

Por simplicidade de notagao, denotamos u" = u"(t, ;) e w" = w"(t, ;). A existéncia e

unicidade para a solugao deste problema pode ser garantida pelo Teorema de Lax-Milgram

(1), como se mostra a seguir.
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Lema 1 (Continuidade de Ply)

Eziste uma constante My > 0 tal que

By, (" w)] < Myl ol Vo, ut € V2 (3.17)

Demonstracao: Da defini¢ao de By, (.,.) em (3.14), temos
By, (u",w") = Atd(v-Vu" +ou", v V' + ow") + 0(u", v - V' 4+ ow").(3.18)
Aplicando a desigualdade de Cauchy-Schwarz
[, )] < ]l Vu', w* € V7, (3.19)
em (3.18), temos

By, (u”, w™)| < O0At|v - VU + ou"||||v - Vu" + ow”|| +
+0||u||||v - V" 4 ow”|. (3.20)

Usando desigualdade triangular
lu + w || < flu® | + ] Vu,w" € Vi (3.21)
obtemos

By, (", wh)| < AL ([lv V]| + [lou’[]) (v - Ve[| + low"]]) +
0]l (v - V|| + [low]) . (3.22)

Sabendo que ¢ > 0 e reagrupando os termos de (3.22), segue

By, (u", w")] < (0At|v- V|| + (c0AL +0) ||[u"]]) |v - Vo"| +
+ (c0AL||v - V|| + (o*0At + 00) ||u”]]) |w"|. (3.23)

Sejam C7 = max{0At,0(cAt+ 1)} e Cy = max{cl0At,c0(c At + 1)}. Dessa forma,

By, (u", )] < O (v Vu[l + [l]]) [Iv - V'] +
+Cy (|lv - V[ + [[a"]) [lw"] (3.24)

Colocando os termos ||v - Vu"|| + ||u”|| de (3.24) em evidéncia, temos

By, (u", w)| < CiCy ([lv - Vu| + [|u"]])
(Ilv - V|| + [lw"]) (3.25)
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ou equivalentemente,

By, (a0 < 20, (Ilv- Ve + )
(Ilv - V|2 + [l )?) 2. (3.26)
Portanto,
By, (u", ") < Myflu"lv [[w"[lo, (3.27)
onde M; =2C1Cs e || - ||y denota a norma:
el = (v - Ve + [l 7). (3.28)
Lema 2 (Coercividade de Ply)
Eziste uma constante o > 0 tal que
By, (w", w") > al[w"|]2 Vw" € VI (3.29)
Demonstracao: Expandindo By, (-,-), temos
By, (w", w") = Atf(v-Vu" +ow", v - Vu" +ow") + 0(w", v - Vu' 4+ ow")
= Atf(v-Vu",v-Vu") + 2At0(v - Vu', ow”) + Atd(ocw", ow™) +
+0(w", v - V") + 0(w", cw™). (3.30)
Como o > 0, podemos escrever
By, (w", w") = Atd(v-Vuw",v-Vu") + (2At00 + 0)(v - Vw', w") +
+AL(ow", ow™) + 0(w", cw™). (3.31)
Aplicando o teorema de Green, no segundo termo de (3.31), obtemos
(v - V" w") = —(w", v Vo) + (v -nw" wh)y, — (div vw", w"), (3.32)
ou seja,
1
(v-Vuw" w") = 3 {(v -nw" w")y, — (divvew", w")}. (3.33)

Assim, substituindo (3.33) em (3.31) segue

By, (w", w") = Atd(v-Vuw',v-Vuw") + (Atho + 0/2)(v - nw", w")y, —
—(Atho + 0/2)(div v w", w") + Ath(ow", cw™) +
+0(w", ow™). (3.34)
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Sabendo que T, = T, U} e sendo wh = 0 em 15, , o termo da equagao (3.34)

referente ao contorno T,, pode ser descrito por:
(v -nuw", w")y, = (v -nuw" wh>rjg, . (3.35)

Como v-n > 0 em Tj{)n, a igualdade (3.35) é positiva. Assim, desprezando a segunda

parcela de (3.34) e reordenando as parcelas restantes, obtemos

By, (w", w") > Ath(v-Vu',v-Vu") + (Atho? + o) (w", w") —

— (Ato +60/2) (div v w", w"). (3.36)
Suponha que
Oo (Ato + 1) — 0 (Ato + 1/2)div v > 0. (3.37)
Assim, considerando
a = min {Atf, 0o (Ato + 1) — (Atbo + 6/2) div v}, (3.38)
obtemos
By, (w", w") > a [[lv - V' ||* + [Jw"|P] (3.39)
ou seja,
By, (w", w") > allw" ||}, (3.40)

Note que, considerando o caso em que ¢ = 0 na definicao do problema bidimensional

fdiv v
2

(3.2), terfamos em (3.37) a condigdo < 0. Caso contrario, nao seria possivel a

demonstracao desta forma, para a estabilidade do problema variacional (3.13).

3.3.1 Analise Numérica

Lema 3 (Consisténcia de Ply)

A solugao exata u, satisfaz a formulacao variacional discreta

By, (u, w") = Ly, (w") V" eV (3.41)

Demonstragao: Se, em (3.13), a varidvel u” for substituida pela solugao exata u, a

igualdade continua valida.

Lema 4 (Ortogonalidade do erro de Ply)
Seja e = u — u". Entao,
By,(e,w") =0 Yu" eV (3.42)
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Demonstracao: De fato, subtraindo (3.41) de (3.13), temos
By, (e,w") = By, (u,w") — By, (u", w")
= Ly, (w") — L, (w") = 0. (3.43)

Lema 5 (Melhor aprozimacao de Ply) Lema de Céa: Existe uma constante (31, indepen-

dente do subespago V"', tal que
lu—u"lly < Billu—a"|, V" eV,

onde " € o interpolante de u".

Demonstracao: De (3.29), temos
oz||uh|]‘2, < Ble(uh,uh) vul e Vnh.
Assim,
allu—u"2 < By, (u—u" u—u).
Somando e subtraindo o interpolante @ € V" em (3.46), obtemos
h

offu —u"lf5 < By, (u—u

Pela linearidade de By, (-, -), segue

allu —u"|2 < By, (u—u"u—a") + By, (u— o a" —u").

Por (3.42), temos que

By, (v —u", 0" —u") = 0.

Dessa forma, pela continuidade (3.18), verificamos

allu— |2 < By, (u — v, u— @) < Myl — |y u— .

Portanto,

lu— vy < Billu—a"|, Va"eVh

onde 3, = M, /a.

Ju— a4 at —uh).

(3.44)

(3.45)

(3.46)

(3.47)

(3.48)

(3.49)

(3.50)

(3.51)

Levando em conta a expressao do Lema de Céa (3.51), as propriedades de interpolagao

definidas no Apéndice e admitindo que a solucao exata u, seja suficientemente regular,
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obtemos as seguinte estimativa de erro de interpolacao:
|u —u"|| +||v - Vu— v - Vu'|| < Ch¥||ul|ps. (3.52)

Note que a taxa de erro encontrada é a mesma comparada com o método classico de
Galerkin, como é bem conhecido na literatura [25]. Os resultados numéricos para este
problema fornecem solucoes apresentando oscilacoes espurias, que nao pertencem ao pro-
blema fisico, quando a malha nao é suficientemente refinada. Exemplos numéricos que

comprovam esta andlise serao exibidos mais adiante.

3.4 Um Caso Particular: Um Problema Unidimensional

A formulagao foi analisada para o problema unidimensional com ¢ = 0 em [16], obtendo
excelentes resultados. Nesta secao, a equacao de diferencas associada a aplicacao desta
formulagao com aproximacao linear no dominio espacial é apresentada e é feito a anéalise de
estabilidade de von Neumann. Resultados mostram uma formulacao incondicionalmente
estavel para > 1/2 e um nimero de Courant arbitrario e resultados 6timos para 6 = 1/2

e Courant=1.

Considere o problema transiente puramente advectivo descrito em um dominio unidi-

mensional Q = [0, 1], definido como:

Encontrar u = u(zx,t), tal que

u+ovu, =f em Qx(0,7), (3.53)
com condicao de contorno
u=0 em I'px(0,7), (3.54)
e condicao inicial
u(x,0) = u’ em Q, (3.55)

com u(z,t) e f:Q x(0,T) — R definidos na secao 3.3.

O funcional de minimos quadrados correspondente ao problema discreto unidimensional
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(3.53) é dado por:
T
J(u") = / / (uf +vul — f)2 dQ) dt, (3.56)
0 Jo
e a variacao deste funcional com respeito a varidvel u” € V" C V é determinada por:

T
VJ(u") = /0 /Q(wf +ow?) (uf +oul — f) ddt =0, (3.57)

ou seja,

nolooatig
VJ(u") = Z/t ' /Q (wp +vwl) (u) +vu) — f) dQ, =0 Vu" € VI (3.58)
i=0 /i

Como descrito na seciao 3.3, as variaveis u" e w” sdo constantes em cada intervalo de

tempo I,,, temos que u" = 0 e w? = 0. Assim, integrando a equacio (3.58) em relacio
ao tempo e adicionando o termo do salto, obtemos a seguinte formulacao variacional de

minimos quadrados espaco-tempo descontinuo:

Problema Py: Para cadan =0,1,..., N — 1, calcular u"* € V" tal que
At [ o ub(tn) = fp)] vebltn) a2+ [ W) vutes a2 =0, (@359
Q Q

para todo w" € V1.
Equivalentemente, podemos definir o Problema P}, da seguinte forma:

Problema P;: Encontrar u" € V" para cadan =0,1,..., N — 1, tal que
B(u", w") = L(w") VYuw" e V", (3.60)
onde

B(u",w") = At/ UU’;@;H) Uw];(tg-i—l) df) + / uh<t;+1) vw];(tgﬂ) ds (3.61)
Q Q

L) = At [ f(trn) vub(ten) a2+ [ () vebig)d (302

Substituindo as aproximagoes de elementos finitos descritas em (2.29) e (2.30) na equagao



3.4 Um Caso Particular: Um Problema Unidimensional 38

variacional (3.60), obtemos

> (At / (vbs,) (vs,) d+ / (v ¢, dQ> ul =
j=1 Q@ Q
_ A / Fltner) (v6n,) d2+ / S 65 (0 én) AL, (3.63)
Q Qi
para ¢ = 1,--+ ,ny,y, onde n,, ¢ o numero de pontos nodais. Este esquema ¢ implicito e

a solucao pode ser computada sucessivamente em um sequéncia de passos. Esse método

pode ser escrito como uma equacao de diferencas, a nivel do elemento, designada por:

(AtK + IZ) US,, = KU® + AtFS, |, (3.64)
com
K=K, = / (v ¢s;) (vg,) d, (3.65)
Qe
K=&y — / 65 (v6n,) A, (3.66)
Qe
B =Fi= [ fltan) (06,) d9, (3.67)
Qe
parai,j =1,--- ,n,, Escrevendo a equagio (3.64) como um esquema de Euler implicito,
segue
U°,, = U + AIF,, (3.68)
onde
F,,=K)"[F,—KU,_] (3.69)

Para possibilitar diferentes aproximagoes no intervalo de tempo I,,, vamos reescrever a

equagao (3.64) em algum tempo t = ¢,,19, dado seguinte maneira:
Ue,, = US + AHK) ! [Fe,, — KUS,,], (3.70)
onde § € [0,1] e Uy, 4 é aproximado por:

neo =0U;  +(1-0)U;. (3.71)
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Dessa forma, utilizando a aproximagao descrita por (3.71) na equacao (3.63), obtemos

5 (Qm/m (06, (06 a2+ |

j=1 @

(v62,) dne) iy =

— n; (_(1 — G)At/e (v ¢s,) (Vs,) dQ + / (v b, ) dQe) ul, +
+At /Q e f(tnro) (vbg,) dS. (3.72)

Note que, para § = 1 em (3.72), temos um método implicito e, para § = 0,5, obtemos o

método de Crank-Nicolson.

3.4.1 Resultados da Analise de Estabilidade

A equagao de diferengas associada a igualdade (3.72) usando fungoes lineares com espaga-

mento uniforme Az é dada por:

Atv? v
Ee (Ujr1n41 = 2Ujmy1 + Uj—1n41) + B (Ujt 141 — Ujmi 1) =
Atv? v
= 1= 0) (Wrn = 2ujn + wjman) + 5 (W10 = Ujmin) - (3.73)

O valor nodal da variavel © no n6 j e no tempo n da solucao de elementos finitos pode

ser escrito como:

Ujp = Ay €FIAT (3.74)

onde k é o nimero de onda com comprimento A = 27 /k e i = /—1.

Assim, substituindo (3.74) na equagao (3.73), temos

Atv? o o s _ s
v 0 (ezk(J—l—l)Am _ 2ezk]Az + ezk(g—l)Az) + E (elk(J—I—l)Am _ ezk(j—l)Az) Ui (375)
Ax 2
_ Ath(l _p) (eik(j-i-l)Ax _ 9pikide 4 eik(j—l)Ax) 4 v (eik(j—i-l)Ax . eik(j—l)A:c) a
Ax 2 "

Dessa forma, podemos escrever (3.75) na forma a,+1 = G a,, onde G é o fator de ampli-

ficacao definido, neste caso, por:

Atv? ik(j+1)A ikjA ik(j—1)A U ik(+1)A ik(j—1)A
A (1_0)(613 a:_261] x+€z3 $)+§(61j $_€Z] T
G=-2L . (3.76)
Atvy b (VAT _ geikide | ikG=DAT) 4 v (¢UHDAT _ GikG=DA)
Az 2
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Sabendo-se que e*™® = cosa+isinb, a expressio (3.76) pode ser simplificada fornecendo:
Atv?
v (1 —-0)2(cos{ — 1)+ v (ising)
G =-Azr (3.77)
Atv? ’ '
N 02 (cosé — 1) + v (isiné)
com & = kAx.
Multiplicando o numerador e o denominador de (3.77) pela expressao:
—At 1
EGZ (1 —cos&) — ;z sin¢, (3.78)
podemos reescrever o fator de amplificacao G' como:
Z
G=— 3.79
ZQ ? ( )

onde

Zy = (sin® € +4c*0(1 — 0) (1 — cos€)?) —2(ch — c(1 — 0) (1 — cos &) sin€)i  (3.80)

Zy = (2¢0(1 — cos €))” + sin’ ¢, (3.81)

sendo c = CFL = ”A—Axt o namero de Courant-Friedrichs-Levi.

Se |Zs| > |Z1] entao |G| < 1 e o esquema é estavel. Neste caso, a afirmagao é valida

para 0.5 < # < 1.0 e para qualquer C'F'L.

O controle de oscilagoes, influenciado pelo erro de fase, pode ser expresso como:

tan~! (ImG /RealG
€ = ( cg/ ), (3.82)

Para confirmar a andlise de von-Neumman, apresentamos a seguir resultados do fator de

amplificacao e erro de fase para # = 0,5; # = 0,67 e § = 1, 0; respectivamente.
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15+
05—+
1}.5 ; 0},5 0 0}.5
— 05—
C=050 +— 1— 05+
C=075 -+ C=050 -—
C=100 -= 1+ C=0.75 -+
C=125 C=100 -&
C=175 -+ C=125 * 1+
C=200 *-  15- C=175
C=200 -*
Figura 3.1: Erro de fase e fator de amplificacao para 8 = 0,5

1 05— 1— 05—
C=050 +— C=050 +—
C=0.75 -+ C=0.75 -+
C=100 -= C=100 -a-
C=125 * 1+ C=125 »- 1+
C=175 -+ C=175 -&-
C=200 C=200 -*

iN
¢

Figura 3.3: Erro de fase e fator de amplificacao para 6 = 1,0

3.4.2 Exemplo 1: Problema unidimensional escalar de adveccao

Considere o problema modelo de advecgao pura definido no dominio unidimensional [0, 1]

com o campo de velocidade constante v = 1 dado por:
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u +vu, = 0, (3.83)

com condicao de contorno

u(0,t) =1, (3.84)
e condicao inicial

1, para =0

ulm 0) = { 0, para z € (0,1]. (3:85)

A Figura 3.4 mostra os resultados para uma discretizacao com 10 elementos lineares, 6

iguais 0,5, 0,67 e 1,0 e CFL iguais 0,5; 1,0 e 2,0 no tempo 0,6.

14 14 b 14 b

12 - 12 12

08 - 08 08

0.6 - 0.6 [ 0.6

04 04 | 04

02 - 02 02

-0.2

. . . . 02 . . . . 0.2 . . . .
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8

CFL = 0,5 CFL =1 CFL =2

Figura 3.4: Problema escalar unidimensional de advec¢ao em ¢ = 0,6

3.5 Formulacao Variacional Mista

Como foi visto anteriormente, a taxa de erro encontrada para o problema escalar é com-
parada ao resultado fornecido pela formulacao classica de Galerkin. Dessa forma, o obje-
tivo desta secao é apresentar uma alternativa para melhorar essas taxas de convergéncias
encontradas, reescrevendo a equagao original de transporte, descrita em (3.1), como um

sistema equivalente de primeira ordem, introduzindo uma variavel auxiliar ao problema.

O problema variacional formulado em dois campos é denomidado problema misto.
A construcao dos métodos mistos de elementos finitos sao basedaos na aproximacao
simultanea da variavel primal e a auxiliar que, de forma geral tém a necessidade de
compatibilidade dos espagos empregados. A dificuldade neste caso reside em encontrar
espacos de elementos finitos que satisfacam a existéncia e unicidade de solugao imposta
pela condicao de LBB. Além disso, propriedades do problema continuo, tais como con-
tinuidade e coercividade, podem nao ser transferidas ao problema discreto, acarretando

diversos problemas nas solugoes numéricas.
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Para satisfazer tais condigoes de compatibilidade entre os espacos, sem obedecer a
condigao (LBB), métodos mistos estabilizados de elementos finitos tém sido desenvolvidos.
Basicamente, estes métodos acrescentam termos de estabilizacao baseados no residuos as
formulagoes variacionais mistas classicas do problema. Assim, o problema original de

ponto de sela é convertido em um problema de minimizacao.

Neste trabalho, como sera visto a seguir, a formulagao mista de minimos quadrados
espaco-tempo descontinuo definida recai em um problema de minimizacao de um funcional
e, para este caso, os interpolantes para as variaveis envolvidas sao de mesma ordem e nao
necessitam satisfazer a condicao LBB. Apresentamos, nesta se¢ao, a andlise numérica para
a formulagao, de modo a assegurarmos a existéncia e unicidade de sua solu¢ao assumida

pelo Teorema de Lax-Milgram.

Para escrever a equacao original de advecc¢ao-reagao (3.1) como um sistema equivalente
de primeira ordem, definimos a variavel auxiliar p = (p1, p2) como p = Vu. Dessa forma,

obtemos o seguinte sistema de equacoes diferenciais equivalente de primeira ordem:

uw+v-ptou=f em Qx(0,7),
p—Vu=0 em Qx(0,7),
u=0 em Ipx(0,7), (3.86)

u=u" em € parat=0.

O funcional de minimos quadrados correspondente ao problema discreto (3.86) é

definido como:
_ T
J(u",p") :/ / [(uﬁ+v-ph+auh—f)2+ (ph—vuhﬂ dQ dt. (3.87)
o Jao

A formulacao variacional mista de minimos quadrados espago-tempo descontinuo é resul-
tante da minimizagao deste funcional em relago as variaveis discretas u € V! e p" € Sh.

Dessa forma, a variagao do funcional (3.87) é dada por

N T
VJu", ph) = / / [(w+v-d"+ow") (u) +v-p"+ou" — f) +
0 Jo

+(q" = V') (p" — V)] dQdt =0, (3.88)
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ou seja,
n—1 i1
VJ Z/ / wt+v'qh—|—awh)(u?+v'ph+auh—f)+
+ (¢" = Vu") (p" = V)] dQ, =0, (3.89)

onde (w" q") € VI x Sh.

O termo do salto temporal (2.31), impondo continuidade através das interfaces de

cada “fatia” espaco-tempo também deve ser adicionada a variacao do funcional definido

m (3.89). Mais uma vez, como as incognitas u” e w" sao constantes em cada subintervalo

de tempo, temos u = 0 e w! = 0. Portanto, integrando (3.89) em relagao ao tempo,
obtemos a formulacao variacional mista de minimos quadrados espaco-tempo descontinuo,

aplicada ao problema descrito pelo sistema de equagoes de primeira ordem (3.86):

Problema P2;,: Paran =0,1,..., N — 1, achar u" € V" e p" € S" tais que

At (V : Ph(t;rl) +ou ( n+1) f(t;+1)>v : qh(t;-',-l) + th(t;—&-l))g +
+ ([ v - a" (tr) + 0w (t)) g +
+At (Ph(t;wrl) V! (t n+1) qh( n+1> vu” (t n+1))g =0, (3.90)

V(w", q") € VI x Sh.

Assim, de modo equivalente, podemos definir o seguinte problema variacional:
Problema P2;: Paran=0,1,..., N — 1, devemos achar u" € V" e p" € S" tais que
By, {(u",p"); (w",q")} = Ly, (w",q") V(w",q") €V, x S}, (3.91)
onde

Bo, {(u", p"); (w", ")} = At (v p"(t) +ou"(t), v q"(th) + ow'(t,)) +
+ (uh(tn+1) v-q ( n+1) +ow (tn—i-l)) +
+At( <n+1) Vu (t;H)aqh( ni1) — Vw (n+1)) (3.92)

Lo, (w",q") = (uh(t;),v - q"(t,,) + ow (tn—i-l)) +
FAL (f(tn)s v d" (b)) +ow () - (3.93)
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Também neste caso, para possibilitar diferentes aproximacoes no intervalo de tempo
I, = [tn,tn11], escrevemos a parcela referente a equagao evolutiva (3.86) em (3.91) para

algum t = t,,,9, com 6 € [0, 1] e definimos as seguintes aproximagoes:

uh(x,tn+9) = 9uh(t;+1) +(1- O)Uh(t

P (X, tug) = Op"(t, 1)+ (1—0)p"(t

), (3.94)
). (3.95)

S |

S

Numa tentativa de avaliar a solugao obtida para o problema escalar transiente, vamos
ponderar o tltimo termo de (3.92), por um parametro estabilizador 7 > 0. Desse modo,
achar a solu¢do do problema (3.91), é equivalente a determinar a solugdo do problema
seguinte:

Problema P2g: Paran =0,1,..., N — 1, encontrar u" € V" e p" € S" tais que
Bo, {(u", p"); (w", q")} = Lo, (w",q") V(w",q") € V! x Sy, (3.96)
onde
Bo, {(u",p"): (", q")} = A0 (v p" (1) +ou" (), v q" () + ow' () +
+0 (0" (ths1) v - " () + 0w () +
+AtT (ph(t;-s-l) - Vuh(t;-u)a qh(t;-i-l) - vwh(tr_u-l)) (3-97)

Loy (w”,q") = At(0—1) (v-p"(t,) +ou"(t,),v-q"(t,,,) + ow(t, ) +
+0 (u(t,), v - "ty ) + ow"(t,,4)) +

+AL (f(t), v d"(t ) + ow(t,,1)) - (3.98)

A existéncia e unicidade da a solugcao do Problema P2y pode ser garantida pelo teorema

de Lax-Milgram (1), como se mostra a seguir.

Lema 6 (Continuidade de P2y)

Eziste uma constante My > 0 tal que

[Bo, { (", p"); (w", ")} < Ma|(u”, p") v (", a")]lv (3.99)

V(u, p"), (w", q") € VI x Sh.
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Demonstracao: Da definicao de By, {-;-}, sabemos que

By, {(u", p"); (w",q")} = Ath(v-p" +ou",v-q" +ow") + 0", v q" +ow") +
+Atr(p" — Vu, q" — Vuh). (3.100)

Assim, pela desigualdade de Cauchy-Schwartz (3.19), temos

Ba {00 (W)} = Atbllv Bt + ol v -+ 0w+ Ol v - o + o +
+At7|p" — Vu| [lg" — V. (3.101)

Usando a desigualdade triangular (3.21) em cada parcela de (3.101), obtemos

Ba, (" 0"): (' o)} < A0 (-0 lou ) (v - ol + florw ) +
+0llu[ (Iv - Q" + llow"[]) +
+AT (" + V") (" + V")) . (3.102)

Fazendo a multiplicagao dos termos de (3.102), reagrupando os termos restantes e adicio-

nando os termos positivos
v -p" a1 "IV - @[], [[v - p" [l Ve[|, [[w" ][], (3.103)

IVu"[[[lv - a" Il " el V" [l ] e [lu"][[|Vw], (3.104)

segue

[Bo, { (", p"); (w",a")} < (Atllv-p"[llv-a"[ +[Iv-p"[llla"[+
+p"lIv - a"ll + Atrl[p"[llla"]]) +
+ (v - p"[IVw"|| + Atbo|lv - p"||[|w" ]+
+ALT | p"[[[[ Ve | + [[w*[[[p" 1) +
+(IVulllv - o[l + Atr]|Vu"[[|a" ]|+
+ (Atho + 0)[[ulIv - " | + [lu"[lla"[l) +
+ (Atr|[Vu [ V" || + [Vl lw"]|+
" IVw" || + (Atbo® + 6o) ||| [|w"]) . (3.105)



3.5 Formulagdo Variacional Mista 47

Sejam
v = max{At, Atr, 1}, (3.106)
v2 = max{Atho, Atr, 1}, (3.107)
73 = max{Atbo + 6, Atr,1}e (3.108)
va = max{Atbo(c +0), Atr,1}. (3.109)
Entao,
B, {(u", p"); (", a")}H < (vl + lla"ll) (v p"l + ") +
+32 (V" | + [[w™]l) (Iv-p"[l + lIp"[) +
+s (Il + lu"ll) (Ilv-a"ll + lla"]) +
+a (V| + [lul]) (V" (| + "), (3.110)
ou seja,

B, {(u",p"); (", a")} < vy [(Iv-a"(l + lla"]l) + (Ve[| + [["])]
(v -p"II -+ Ip"[l) +
+y3ya [([Iv-a" + [la"[l) + (IVw"[| + [[w"])]
(V]| + [Ju"]]) - (3.111)

Dessa forma, tomando v = max{vy172, ¥374}, obtemos

[Bo, {(u",p"); (", @)} <y [(Iv-p" [+ ") + (Ve[| + [lu”]])]
(v -a"ll + a"ll) + (Ve[| + " )], (3.112)

ou seja,
1/2
[Bo, {(u", 0"); (", a")} < Coy [(IIv-p"I* + ["7) + (IVu"|* + [u"]*)]
1/2
(v - a2 + l*1?) + IV + [w*?)] . (3.113)
Portanto,
By, { (u", p"); (w", q")}| < Mol (u", D" v [I(w", a")]lv, (3.114)

onde My = Cyy e a norma ||(-,-)||v é definida por:

1/2
I(w", a")llv = (la" 17+ lw"7) " (3.115)
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com
1/2
la"(le = (Ilv-a"[I* + la"1?) " (3.116)
Lema 7 (Coercividade de P2y)
Ezxiste uma constante a > 0 tal que
By, {(w", ¢"); (w", ¢")} > @ (", &3 V(" ¢") € V' x Sy (3.117)

Demonstracao: Expandindo By, (-, ), obtemos

By, {(w",q"); (w",q")} = Ath(v-q"+ouw" v q"+ow")+
+6 (wh, v-q'+ crwh) + Attt (qh — Vu", q" — th)
= Ath(v-q",v-q") +2At0(v - q", ow") + Ath(ow", ow") +
+0(w", v - q") + 0(w", ow™) + Atr(q", ") — 2At7(q", Vu') +
+Atr(Vw", Vu'). (3.118)

Como o > 0, podemos ter O(w", ow") = %"(wh, wh) + %"(wh,wh).

Dessa forma, colocando a parcela (v - ", w") em evidéncia, temos em (3.118) que
By, {(w", q"); (", q")} = At(v-q",v-q")+ (2At00 + 6)(v- q", ") +

+Ath? (W, w) + G—U(wh,wh) + e—a(wh, w") +

2 2
+AtT(q", q") — 2At7(q", V') + %(th, Vu) +
T 1)
Usando a desigualdade
— k||l - %Hwhﬂz < £2(ul, wh) < EF{Jul|? + %Hwhﬂ2 VE* >0, (3.120)

obtemos

1
Bo, {(w',q"); (0" q")} = At]lv- g + (Atho +6/2) [—wv-th\h = ] +
1
0 0
+At00% | 4+ =l + = ] +
1 AtT AtT
Atr | ~k|lq"? - ,C—annﬂ + VP 4+ S V)

Considere a desigualdade de Poincaré-Friedrichs

[w"|] < Cpl|VW"|| Yu" € V], (3.122)
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com Cp = Cr(Q) > 0 e a desigualdade inversa [25], para ¢ > 0
(V" Vu™) < ch 2 (w", w"). (3.123)

Assim, aplicando (3.122) e (3.123) no quinto e no ultimo termos de (3.121), respectiva-

mente, segue

1

Bo, {(w",a"); (w",q")} = Atf]v-q"||* + (Atho +6/2) {—/ﬁHV‘qhH2 — 7
1

Jw”[|*] +
Aocth?
2

1 At
atr | =l I = LT ] + ST+

+(Atbo + 0/2) o (w", w") + [Vwh(|* + Atr|lq")|* +

C-Y)2ALT
%Hwhu? (3.124)

_|_
Isto é,

ng{(wh, qh); (wh, qh)} > [Atd — (Atbo + 0/2) kq] ||v - qhH2 + [AtT — AtTks] ||qhH2 +

RN A 2
+ {(At@a L 0/2)0+ CE ; tr_ wa; O] ot +
1
Ooc™'h?* Attt  Atr b2
+ { st [ IV (3.125)
Sejam
0 [At — (Ato 4+ 1/2) k1] > 0, (3.126)
Att (1 —kg) >0, (3.127)
foc™1h? n Atr Attt -0 (3.128)
2 2 ko ’ '

© —1)2 A A

(Atho +0/2) o + LCF ; tr _ w"; 62 S o, (3.129)
1

Dessa forma, tomando

Ooc 'h?  Atr B AtT

At 9 2 0

a;:mm{ CF;AtT_ (At00+0/2)}7

k1
(3.130)

ay = min {0 [At — (Ato + 1/2) ki), AtT (1 — ko) }, (3.131)

obtemos

By {(w",q"); (w",q")} = a1 [Vl |2 + o)) + @5 [Iv- "l + "] . (3.132)
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Considerando
a =min {ag, @z}, (3.133)
temos
Ba, {(w", q"); (w", q")} > a [V |* + ([ + [[v - a"1* + ld"]]?] - (3.134)
Logo,
Ba,{ (w", q"); (w",q")} > all(w", q")f3. (3.135)

3.5.1 Analise Numérica

Lema 8 (Consisténcia de P2y)

A solugao exata (u,p), satisfaz a formulagao variacional discreta
By, {(u, p); (0", ¢")} = Lo, (w", ") V(u",d") € V! x Sy (3.136)

Demonstragao: Se substituirmos as variaveis (u”,p") em (3.96), pela solugao exata

(u,p), a igualdade continua valida.

Lema 9 (Ortogonalidade do erro de P2y)

h

Sejam e =u —u" e e = p — p". Entio

By, {(e, e); (w", ¢} =0 V(u" ¢") € VxSt (3.137)

Demonstracao: De fato, subtraindo (3.136) de (3.96), temos
Bo,{(e,e); (w",a")} = Bo,{(u,p); (0", a")} — Bo, {(u", p"); (w",q")}
= Ly, (v, q") — Ly, (w",q") = 0. (3.138)

Lema 10 (Melhor aprozimacgdao de P2y)
Lema de Céa: Eriste uma constante (3, independente do subespago produto V' x Sh, tal

que

lw=u"), (p = ")lv < Ball(u =@, (p = B")Ily V(@ B") €V xSy, (3.139)

h

~ ~h o~ . .. .
onde u" e P sao os interpolantes das varidveis u" e ph, respectivamente.

Demonstragao: Em (3.117), provamos que

all(u", p")IIS < Bay {(u",p"); (u",p")}  V(u",p") € V' x Sy (3.140)
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Assim,
all(u—u"),(p=P"IE < By{(u—u"p-p");(u—u"p—p")} (3.141)
Considere a identidade,
By, {(u—u",p —p"); (u —u",p —p")} =
=By {(u—u",p—p");(u—0"+7" —u",p-p"+p"—p")} =

= By, {(u—u", p—p"); (u—a", p—p") } +Bo, {(u—u", p—p"); (@ —u", p" —p")}. (3.142)

Por (3.137), temos que
By, {(u—u",p —p"); (@" —u",p" — p")} = 0. (3.143)
Desse modo, em (3.141), obtemos
all(u—=u"),(p = p")|* < Boy{(u—u",p — p"); (u — 7", p — p")}. (3.144)
Portanto por (3.99), concluimos
alltu—u")(p—=p"5 < Mef(u—u"p—p")|vl(w—a"p—5") (3.145)
ou seja,
I(u = "), (p = P")Iv < Boll(w = @, p = B")llv, (3.146)
onde (s = My /a.
Dessa forma, levando em conta a expressao do Lema de Céa (3.146), as propriedades

de interpolagao definidas no Apéndice e considerando a solugao exata (u,p) suficiente-

mente regular, obtemos as seguinte estimativa de erro de interpolagao:
lu ="l + llp = p"llv < CB* (Jullesr + Ipllks1) (3.147)

para k = [ que é uma escolha conveniente do ponto de vista computacional.

Apesar de aumentar o nimero de incognitas nodais do problema, note que, a formu-
lacao variacional mista de minimos quadrados apresenta uma estabilidade extra quando
comparado ao problema da se¢ao anterior. A estabilidade da formula¢ao By, (-, ) do prob-

lema Ply, é garantida apenas na norma ||w”||? em L%(Q2) e, como o método de Galerkin,
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sua performace nao ¢é satisfatoria para alguns valores de 6. As estimativas (3.52) e (3.147)
indicam que o método misto de minimos quadrados mostra ser melhor que o método de
minimos quadrados apresentado para o problema escalar. Na proxima secao, resultados

numéricos sao exibidos a fim de validar a analise numérica apresentada.

3.6 Resultados Numeéricos

Apresentamos nesta secao alguns exemplos utilizados na literatura, para uma validagao
das formulacoes de minimos quadrados espago-tempo descontinuo definidas nas secoes
anteriores. Comecamos, redefinindo o exemplo escalar da secao 3.4.2 como um sistema e,
em seguida, apresentamos o problema de velocidade inclinada em relacao a malha para a

equagao puramente advectiva com coeficiente de reagao nulo (o = 0).

As matrizes Ay, A1, Ay e B que descrevem o sistema de equacgoes, para o problema misto

de adveccao, sao dadas por:

Ay = , (3.148)
000
[0 0 0]
Ar=| =Atr 0 0 |, (3.149)
0 0 0]
0 o o]
Ay = 0 0 : (3.150)
I —Atr 0 0 |
0 v, Uy |
B=|0 Atr 0 |, (3.151)
0 0 Atr
para )
u
u=|¢q |. (3.152)
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3.6.1 Exemplo 2: Problema unidimensional misto de adveccao

O objetivo deste exemplo é testar a influéncia do parametro 7, que pondera a equacao

da variavel auxiliar na solucao do problema escalar definido na secao 3.4.2, descrito como

um sistema equivalente, usando a formual¢ao mista de minimos quadrados.
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0.4
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14
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0.4
0.2
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14
12

0.8
0.6
0.4
0.2
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0.2

CFL=0,5

CFL=1

CFL=2

Figura 3.5: Problema unidimensional misto de advec¢ao com 6 = 0,5
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n |
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Figura 3.6: Problema unidimensional misto de advec¢ao com 6 = 0, 55

CFL=0,5

CFL=1

CFL=2

Figura 3.7: Problema unidimensional misto de advec¢ao com 6 = 0, 67
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14 14 |

12 - 12+

0.8 - 0.8

06 - 06
04 -

02 r

04
0.2

.02 . . . . .02 . . . . 0.2 . . . .
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8

CFL=0,5 CFL=1 CFL=2

Figura 3.8: Problema unidimensional misto de advec¢ao com 6 = 1,0

3.6.2 Exemplo 3: Problema bidimensional de advecgao

Para este exemplo, o dominio bidimensional é o quadrado (0,1) x (0, 1) discretizado em
uma malha de 32 x 32 elementos isoparamétricos bilineares com condicoes de contorno
apresentado na Figura 3.9. O campo de velocidade é constante, ||v|| = 1, com compo-

nentes v, = cosa e v, = sena e o termo fonte é f = 0.

Diregao do fluxo

I =<

1

u

Figura 3.9: Ilustracao do Problema bidimensional de advec¢ao

Os valores de « considerados sao iguais a 22.5°, 45° e 67.5°. Gréficos de superficies de
solucoes do método sao exibidos, tanto para o problema escalar, quanto para o sistema
de equacoes, nos instantes t = 0,8 e t = 2,0, para 6 iguais 0,5, 0,55, 0,67 e 1,0, com
At=0,02e At=0,1e7=0,1.

Os resultados do problema escalar, apresentados nas figuras a seguir, mostram oscilagoes
espurias para # = 0,5, em todos os instantes de tempo, como nos resultados obtidos pela
formulagao de Galerkin. No entanto, a medida que aumentamos o valor de 6, as solugoes

numéricas apresentam uma melhora em tais oscilagoes.
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22.5°

Figura 3.14: P i
roblema misto de advec¢ao para At = 0,02
= 0,02 no tempo 0,8
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Como observado nos resultados anteriores, os exemplos numéricos do problema misto
apresentam uma melhora significativa nas oscilagoes, quando comparados ao problema
escalar. Nos resultados com At = 0,02, a formulacao mista apresenta solugoes bastante
satisfatorias, conseguindo eliminar as oscilagoes do respectivo problema escalar. Contudo,
esta formulacao adiciona uma pequena difusao nas camadas limites. Para ilustrar essa
caracteristica, apresentamos a seguir os graficos com cortes das solucoes ao longo da linha

x =y, para o exemplo com At = 0, 1, considerando § = 0,5 e § = 1,0, no tempo 2,0.

22.5° 45° 67.5°

14 T T 14 T T 14
Problema escalar —— Problema escalar ——
12+ Problemamisto ——— ] . Problemamisto - |

Problema escalar ——
Problemamisto ----x---

-0.2 I I I I -0.2 I I I I 202 I I I I

(a)8 =0,5

14 T 14 T T 14 T

Problema escalar —— Problemaescalar —— Problema escalar ——
12 b Problemamisto - | 12 b Problemamisto x| 12 b Problemamisto - |

-0.2 : : : : b2 : : : : -0.2 : : ‘ ‘
(b)6 =1,0

Figura 3.18: Corte ao longo da linha x = y para At = 0,1 no tempo 2,0

De um modo geral, podemos notar que a medida que o tempo evolui, a solugao
apresenta menores oscilacoes, levando a um estado estacionério, em que os resultados sao

similares para praticamente todos os valores de # maiores que 0, 5.

Resultados dos problemas anteriores sdo encontrados em [26], para o problema esta-
cionario, usando a formulacao estabilizada SUPG, com integracao reduzida e acrescen-
tando também varios operadores de captura de descontinuidade, que sao operadores nao
lineares. Neste trabalho, embora em certos casos, obtenha-se solu¢oes 6timas, de forma
geral, os resultados apresentam uma maior frente de onda ou difusao artificial, do que os

resultados permanentes da formulacao aqui proposta.



Capitulo 4

Equacao de Adveccao-difusao-reacao

4.1 Introducao

A modelagem de diversos problemas fisicos e de engenharia envolve a solucao de equagoes
de transporte do tipo adveccao-difusao-reacao. Estes problemas podem apresentar ca-
madas limites quando o termo de difusao é pequeno comparado ao termo advectivo. De-
vido a esta caracteristica, muitos métodos numeéricos obtém resultados limitados quando

sao aplicados a esta classe de problemas.

Como é bem conhecido na literatura, do mesmo modo que no problema de advecc¢ao-
reacao, o método classico de Galerkin, nao resolve satisfatoriamente o problema de
adveccao-difusao-reagao, apresentando oscilacoes espiirias em suas solucoes que nao cor-
respondem ao problema fisico. Em virtude deste fato, diversas alternativas tém sido
desenvolvidas, tais como os métodos estabilizados (SUPG e GLS/ST), na tentativa de
melhorar a estabilidade e precisao. Uma interessante comparacao sobre estes métodos e

outros métodos empregados em elementos finitos pode ser encontrada em [27].

Neste capitulo, introduzimos inicialmente o problema na secao 4.2 objetivando sua
andlise em duas dimensoes. Em seguinda, na secao 4.3, usando uma variavel auxiliar,
estendemos o problema original a um sistema de primeira ordem equivalente, onde de-
senvolvemos a formulacao mista de minimos quadrados espaco-tempo descontinuo. Uma
aproximagcao constante no tempo é considerada juntamente com um fator 6 para possi-
blitar diferentes aproximagoes temporais. Na secao 4.4 a equacao do rotacional nulo é
acrescentada a formulacao mista original numa tentativa de melhorar a aproximacao da

variavel vetorial.

A anélise de existéncia e unicidade das formulagoes expostas sao apresentadas e
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mostramos suas estimativas de erro. Simulagoes numéricas sao realizadas em exemp-
los classicos de transporte por adveccao-difusao com velocidade constante, na secao 4.5,
tanto para problemas unidimensionais como bidimensionais, a fim de confirmar resultados

da analise matematica desenvolvida.

4.2 Definicao do Problema

O problema de adveccao-difusao-reagao transiente consite em encontrar a funcao escalar

u = u(x,t), tal que
w+v-Vu—div (KVu) +ou=f em Qx(0,7), (4.1)

com condicoes de contorno

u=0 em [I'px(0,7), (4.2)
n-(—KVu)=0 em I'yx(0,7), (4.3)

e condi¢ao inicial
u=u" em € parat =0, (4.4)

onde

eIpNIy=0elpUly=T;

e K = (a;j(2))ij=1.n,7 € Q & 0 coeficiente de difusdo, uma matriz positiva definida com
coeficientes a;; limitados, isto é, existe constantes positivas o; e o, para todo { € R™

tais que

a6 < ETKE < €, (4.5)
e u, 0 ¢ f como definidos no problema (3.1).
Neste trabalho o sistema de equagoes diferenciais parciais de primeira ordem foi descrito
como proposto em [14], onde é analisada a estabilidade do método misto de minimos

quadrados para um problema eliptico de segunda ordem. Dessa forma, definimos o fluxo

p = (p1,p2) como usual, p = —KVu, e utilizando Vu = —K 'p, obtemos o seguinte
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sistema de equacoes diferenciais primeira ordem:

u—v K 'p+divp+ou=f em Qx(0,7),
p+KVu=0 em Qx(0,7),
u=0 em TI'px(0,7), (4.6)
n-p=0 em I'yx(0,7),

u=wu em () parat=0.

4.3 Formulacao Variacional

Nesta secao é apresentada a analise da formulacao mista de minimos quadrados espaco-
tempo descontinuo aplicada ao sistema de advecgao-difusao-reagao (4.6). A definigdo do

funcional de minimos quadrados para o problema discreto em questao é dada por:

J(u", p") = /T/ [(u? — v K 'p" + div p" + ou" — f)2 + (ph + KVuh)Q] dQ) dt.
oo (4.7)
Como a formulagao variacional mista de minimos quadrados espago-tempo descontinuo
& resultante da minimizacao deste funcional em relacdo as variaveis discretas u” € V" e

p" € S", fazendo a variacdo do funcional (4.7), temos

vj(uh h) o nzjl it [( h T K*l h di h A
,P) = 0 wy v q +divq +aw)
i=0 Yti
(uff —vl. K_lph + div ph +oul — f) +
+ (¢" + KVu") (p" + KVu")] dQ, =0, (4.8)

onde (w" q") € VI x Sh.

Adicionando o termo do salto temporal (2.31) a variacdo do funcional definido em
(4.8), integrando este resultado em relagdo ao tempo e sabendo que u = 0 e wl = 0,
obtemos a seguinte formulagao variacional mista de minimos quadrados espago-tempo

descontinuo:
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Problema P3;, : Paran =0,1,--- ,N — 1 achar u” € V" e p" € S" tais que

At (div p"(t, 1) = v - K 'p"(t,1) + ou(tasr) — f(tr41)

div qh(t;+1) —vT K" (th,) +ow(ty ) o+

+ (|[“h]|7 div qh(t’r_H-l) —v'. K_ (tT_H-l) +ow (tn+1))Q +
FAL (D" (ths1) + KVU' (1), d" (t,) + KVu' (), = 0, (4.9)

para todo (w”,q") € V* x S Equivalentemente, o Problema P3;, pode ser escrito como:

Problema P3;: Paran=0,1,...,N — 1, achar u" € V" e p" € S" tais que
By, {(u",p"); (w",q")} = Ls,(w", q") V(w",q") € V' x Sy, (4.10)

onde

By {(u", p"); (w",q")} = At (divp"(t,,,) — v -K'p"(t0) +oult,.)
divq"(t, ) — v K 'q"(t (W) +ow(t, 1)) + (4.11)
+ (" (), div Q" () = v - KT () + 0w (t,,))
+AL (p"(th) + KVu"(t44), qh( 1) KV (t5,1))

L3z(wh7qh> = (uh(t;),div qh(tgﬂ) -K” lqh( n+1) tow (tn+1)) +
+At (f(t;-',-l)? div qh(t;—&—l) -v K™ q (t;wrl) +ow ( n+1)) (4.12)

Novamente, para possibilitar diferentes aproximagoes no intervalo de tempo I, = [t,,, t,41],
escrevendo a parcela refente a equacdo evolutiva(4.6) em (3.91) para algum ¢ = t,,,9, com

0 € [0, 1], definimos as seguintes aproximagoes:

"= 0u(t, ) + (1 - 0 (t),

p" = 0p"(t,) + (1 —0)p"(t;). (4.13)

Ponderando a equacao do fluxo por um fator 7 > 0, obtemos o novo problema variacional

no tempo t,44:

Problema P3g: Paran =0,1,..., N — 1, encontrar u" € V" e p" € S" tais que

Bs, {(u", p"); (w",q")} = Ls,(w",q") V(u" q") €V} xS, (4.14)
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onde

By, {(u",p"); (w",q")} = A0 (divp"(ty,) — v - K7'p"(th) +oultyy)
div q"(t,,,) — v K 'q" () + ow'(t, 1)) +
+6 (u"(t,, ), div q"(t,,) — v - K'q" (¢, 1) + ow"(t, 1))
+ALr (p"(t,1) + KVu'(t, ). a"(t,1) + KVw' (¢, ,(4.15)

Ls,(w", q") = At(6—1) (divp"(t,) —v' - K 'p"(t,) + oult,) ,
div qh(t,;rl) —v'. K_lqh(t;-Hl) + Uwh(t;+l)) +
+6 (W"(t,), div q"(t, 1) = v - K 'q"(t, ) + ow"(t,,,)) +

+At (f(t;+0); div qh(tr_z—i-l) —v'. K_lqh<t;+1) + Uwh(t;rl)) (4.16)

A existéncia e unicidade para a solucao do Problema P34 é assumida pelo Teorema de

Lax-Milgram (1). Portanto, devemos mostrar que:

Lema 11 (Continuidade de P3y)

Eziste uma constante Ms > 0 tal que

B3, {(u", p"); (w", @)} < Msl|(u", ")l i1 rrai ) 110", @) 111 i ) (4.17)
para todos (u”, p), (w", ") € VI x Sh.
Demonstracao: A demonstragiao é andloga ao Lema 6.

Lema 12 (Coercividade de P3y)

Seja v-n <0 em Yy, . Entao, existe uma constante § > 0 tal que
By, {(w", ¢"); (w", ¢")} > 6| (w", @) [Eremraie y V(0" ¢) € V! x Sy (4.18)

Demonstragao:

Como em [14], provamos a coercividade do Problema P3y, dividindo a demonstracao
em dois casos. No primeiro, tenta-se obter a relacao da forma bilinear com a norma da

variavel escalar e, na segunda, partindo deste resultado obtido, inclui-se a variavel vetorial.

Caso I: Seja 3 uma constante. Expandindo Bs,{-; -}, somando e subtraindo os termos:

26AL(w", div q" — vI K 'q") e AtO((280 — BH)w", w"),
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temos

Bs, {(w",q"); (w",q")} = Atf(divq" —vI K 'q" + ow” divq" — v K 'q" + ow") +
+0(w",div q" — vI K7 'q" + ow") +
+AtT(q" + KVuw", q" + KVuw")
= Atf(div " —vI K 'q" + (6 — B)uw",
divq" — v K 'q" + (o0 — B)w") +
+0(w", div " — v K 'q" + ow") +
+Atr(q" + KVuw", q" + KVuw") + (4.19)
+2BAL0(w", div " — vI K 'q") +
+At((2B0 — BHw", wh).
Reagrupando os termos de (4.19), segue
Bs, {(w", q"); (w", ")} = Atd(divq" — v K 'q" + (0 — B)w",
div " —v'K'q" + (6 — p)uw") +
+(28AL0 + 0)(w", div q") — (26AL0 4 0)(w", vT K~ 'q") +
+0(w", ow™) + Atr(q" + KVu", " + KVw") +
+At0((280 — BHw" wh). (4.20)

Aplicando o teorema de Green, assumindo w" =0 em Tp, en-q" =0 em Yy, , obtemos
(w", div q") = —(q", Va"). (4.21)
Dessa forma, substituindo (4.21) em (4.20), vem

Bs, {(w",q"); (w", ")} = Atf(divq" —vI K 'q" + (0 — B)w",
divq" —vIK'q" + (6 — p)u") —
—(268At0 4 6)(Vuw", q") — (28410 + 6)(w", v K~ 'q") +
+0(w", ow") + Atr(q" + KVw", q" + KVuw") +
+At0((280 — BHw", wh). (4.22)

Desprezando a primeira parcela em (4.22), somando e subtraindo os termos:

(2BAL0 + 0)(Vuw", q"), (28At0 + 0)(KVw", Vw™) e At~ H(BAL0 + 0/2)*(Vuw", Vu™),



4.3 Formulagao Variacional 70

segue

Bs, {(w",q"); (w",q")} > Atr(q" + (K — Atr~H(BAt0 + 6/2)[) V",
q" + (K — At Y (BAL0 + 0/2) ) V") —
—(2BA0 + 0)(Vuw", q") — (26At0 + 0)(w", vI K~ 1q") +
+0(w", cw™) + Ath((260 — ) w", w") +
+(28AL0 + 0)(Vuw", q") + (2BAL0 + 0)(KVw", V™) —
— At Y (BAL + 6/2)*(Vuw", Vuh). (4.23)

Novamente, reagrupando os termos de (4.23), obtemos

B, {(w", q"); (", q")} > Atr(q" + (K — Atr~'(BAW0 +0/2)[) Vw",
q" + (K — At (BAL0 + 0/2) ) V") —
—(2BAt0 + 0)(w",v" K 'q") + 0(w", ow™) +
+AL((280 — BHw", w) + (2BAL0 + 0)(KVw", V') —
— At Y (BAL + 0/2)*(Vuw", V™). (4.24)

Agora, somando e subtraindo as parcelas:
(2BAL0+0)(q", w" (K™)Tv), (28AL040)(Vw", w'v), 2(BAL040/2)*(Vw", w" (K1) Tv)

eAtTH(BALO + 0/2)*(w" (K1) v, w" (K~ Tv),

segue

Bo{(w",q"); (w",q")} >

> Atr(q" + (K — Atr~Y(BALH 4+ 0/2) ) Vuw" — Atr =L (BALY + 0/2)w" (K1 Ty,
q" + (K — Att7H(BAL + 0/2) ) V" — Atr~H(BAL0 + 6/2)w" (K1) v) —
—(28A0 + 0)(w", vI Kt q") + 0(w", ow™) +

+At0((280 — BH)w", w") + (28A0 + 0)(KVw", Vuw™) —

— At H(BALO + 0/2)*(Vw", Vu') + (2BAt0 + 0)(q", w" (K1) Tv) +

+(2BAL0 + 0)(Vw", w'v) — 2(BALH + 0/2)*(Vuw" w(K~1)Tv)

—Atr Y (BAL) + 0/2)*(w" (K v, w" (K. (4.25)

No Apéndice verificamos que

(w", v K'q") = (¢", w" (KN v). (4.26)
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Desse modo, desprezando o primeiro termo em (4.25) e rearrumando os termos restantes,

temos

By, {(w",q"); (w",q")} > O(w",ow") + Ato((260 — 5°)w", w") +
+(28At0 + 0)(KVw", Vu™) — Atr=H(BAL0 + 0/2)*(Vw", Vu')
+(2BAL0 + 0)(Vuw", w'v) — 2(BAI 4 6/2)*(Vw", w"(K~1)Tv)
—AtTH(BAL +1/2)*(w" (KN v, w" (K1) Tv). (4.27)

Isto é,

By, {(w",q"); (w",q")} > 2(BAL0 +60/2)(Vu'", w'v) -
—2(BA +0/2)*(Vuw", w" (K1) 'v) +
+2(BALO + 6/2)(KVuw", Vu'") —
— At Y (BAL + 0/2)*(Vuw", Vu') —
—AtTHBAL + 1/2)*(w" (K HTv, w" (K1) v) +
+2(BALI + 0/2)(w", ow™) — BEALY(w", w"). (4.28)

Pelo teorema de Green, sabemos que

(V' whv) = S(V ("), v) = 3 {(",v -m)e, — (@' dive)}, (4.29)

(Vul wh(Kv) = (@), (K)'Y) =
= @ v e, — (@ div (K ) (430)
ou seja,
20V, w'v) = (w" w'v-n)y, — (w" whdiv v) (4.31)

2V WK v) = (W' w' (K v n)y, — " w'div (K v). (4.32)

Dessa forma, substituindo as igualdades (4.31) e (4.32) nas primeiras parcelas em (4.28),
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obtemos

Bs, {(w",q"); (w", q")} > (BAL) +60/2){(w", w"v -n)y, — (w", w'divv)} +
—(BALO 4+ 0/2)*{ (w", w" (K™ v - n)y, —
—(w", w'div (K™)"v)} + 2(BAL0 + 0/2)(KVuw", V') —
— At H(BAL + 0/2)*(Vu", V™) —
—Att Y (BAL) + 1/2)*(w" (K~ v, w" (K HTv) +
+2(BA0 + 0/2)(w", ow™) — F2ALY(w", w"). (4.33)

Reagrupando os termos, segue

By, {(w", a"); (w" ")} > (BAL9 +6/2)*(w", w"div (K~ 1)Tv) + 2(BAt0 + 6/2)(w", ow")
—(BALO + 0/2)(w", whdiv v) — B2AO(w", w") —
—AtTH(BAL + 1/2)*(w" (KN v, w" (K1) Tv) +
+2(BAL + 0/2)(KVuw", Vu') —
—Atr Y (BALY + 0/2)*(Vuw", Vu'") —
—(BA0 +6/2)*(w", w" (K1) "v )y, +
+(BALY + 0/2)(w", w"v - 1)y, . (4.34)

Isto é,

Bo{(w",q"); (", q")} >

> (BAtO +0/2) (w", w"{20 + (BALO + 0/2)div (K~ ")"'v}) —

1y _ div v B2At
—(BAH + 0/2)? (wh,wh {AtT YK YTy (K HTv + GAW + 02 + (A0 + 0/2)2 })
+2(BAL0 + 0/2)(KVw", Vw") — Atr~HBALO + 0/2)*(Vuw", V) —

+H(BALO + 0/2)(w", w'v - n)y, — (BALY +0/2)*(w", w" (K~ Tv - n)y,. (4.35)
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Sejam
Cy = min {igg (20 + (BAtY + 6/2)div (K )"v) ,0} : (4.36)
iy N div v B2At
— A 1 K WT, . K IN\T .

@ i‘ég{ tr (KT v (B V+ﬁAt9+6/2+(ﬂAt9+0/2)2}’(437)

(4.38)
Co = [|v - 0| (ry), (4.39)
Cs = [[(K™)v - n| oo (1) (4.40)

Como w" = 0 em Tp, e, por hipétese, v-n < 0 em Yy , entdo

By, {(w", q"); (w".q")} > (BAH0 +1/2)Co(w", w") — (BAL0 + 1/2)°Ci(w", w") +
+2(BAt + 1/2)(KVw", V') —
—AtT7Y(BALH + 1/2)*(Vu", Vu') +
—(BALO + 1/2)Co(w", w")y, +
+(BALY + 1/2)*C5(w", w")y,, . (4.41)

Considere a desigualdade [28]
w5, < C*|[Vw"|* vw" e V™ (4.42)

Dessa forma, usando a desigualdade de Poincaré-Friedrichs (3.122) e (4.42) nas primeiras

parcelas de (4.41) e desprezando o ultimo termo, segue

By, {(w", a"); (w" ")} > (BALY +6/2)Co(w", w") — (BAL0 + 6/2)°CLCE(Vw", V') +
+(BAL + 0/2)(KVw", Vu') + (BAL) + 0/2) (K Vw", Vw™)
—Atr Y BALO + 6/2)*(Vuw", Va') —
—(BAL + 0/2)CoC* (", w™). (4.43)

Usando a desigualdade (4.5) em (4.43), obtemos

By, {(w",q"); (w",q")} > (BA0+60/2)Co(w",w") — (BALO + 6/2)°CLCE(Vw'", V') +
+(BALY + 0/2)ar (V" V") + (BALY + 0/2)ar (V'™ V™)
— At HBALO + 6/2)*(Vu", Vu') —
—(BAL + 0/2)CoC* (", w™). (4.44)
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Agora, usando (3.122) na terceiro termo em (4.44), vem

By, {(w",q"); (w",q")} > (BA0+60/2)Co(w", w") — (BALO + 6/2)*CLCE(Vw', V') +
+(BALO + 0/2)ar (CRH2 (V" V) +
+H(BALO + 0/2)ar (V" Vu') —
—AtTH(BAL + 0/2)*(Vu", V™) —
—(BALO + 0/2)*CoC* (w", w"). (4.45)

Colocando os termos comuns em evidéncia, em (4.45), temos

Bs, {(w",q"); (w",q")} > (BA)+60/2) [a1(Cr')* + co] (w",w") +
+(BALO +6/2) {ar — CoC* — Att7H(BAL0 + 0/2) [1 + AtrCiCF] } -
(Vu", V') . (4.46)

] -1 |__ a8
Seja f = xg 1+AtrC1C2 2} :

Assim, substituindo 5 em (4.46), temos

aq

1 + AtTClc%

+——
1+ AtrC,C2

By, {(w",q"); (w",a")} = [01(CF)? + co] (w",w") +

[041 — CyC" — ozlAtT_l} (th, Vw}()QA?)

Suponhamos 0; = a1 (Cp')2+Co > 0e 0y = (1 — Att7) oy — CoC* > 0.

Tomando & = min{dy, 5>}, temos

o ~
B?’e{(wh’ qh); (wh7 qh)} Z mé [(wh, wh) + (th, th)} s (4.48)
F
ou seja,
Bs, {(w",q"); (w",q")} > d[Jw"7, (4.49)
a1
onde 6 = m

Caso II: Agora, precisamos provar que
Bs, {(w",q"): (w",a")} = A (w7 + "] + [Idiv a"[]?) - (4.50)

Para isso, tome

C' = max{|[v' K|, [lo|l ,1/2}. (4.51)
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Como At > 0, podemos tomar um L € R pequeno e positivo tal que

2AtT — 0

—2L*°C —(1+6CAH)L+At>0e L< 4.52
(1+6CAL) L+ ¢ LS SQAE|K| +60) (452)
Em um ponto do dominio, podemos ter
! hy[2 h2 hy2
e+ i o) < (453)
ou A
P div o) > 2 (454)

1. Suponhamos que valha (4.53). Por (4.49), teremos
Bs, {(w",q"); (w",a")} = dljw"||}
1 1
= 5 (Gl + 1)

1 1t 1 L!
s 2w + & 2, L div o112
(30" + el + gl o'l

V

. . 4
Seja 0 < A\ < min {%, %HLW} Dessa forma,

B, { (w", a"): (", q")} > Aa((lw[[] + [la"[|* + lldiv o"[|*)

2. Suponhamos agora (4.54).

Novamente, vamos trabalhar com duas possibilidades:
la" || < 2L]|div "|| (4.55)

ou

la*|l > 2L]|div o"| (4.56)

e Supondo (4.55)
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Sabemos que

[w"|> < |7
4
< Tl + i o)
L4 2113 h|2 : h||2
< T E i o7 + aiv o)
L4 2 h12
= L*|div ¢"|”

< L*|div ¢"|I%,

ou seja

[w"|| < L||div g"|]. (4.57)
Similarmente,
|Vw”|| < L||div g (4.58)

Pela definigao de B3, {-;-}, segue que

B, {(w",q"); (w", ")} = At||div q"||* + 2At0(div q", —v K 'q" + ow™) +
+AL)| — vI K q" + ow|* +
+0(w", div q" — vI K 'q") +
+0(ocw", wh) + Atr||q" + KVw"|?. (4.59)

Usando a desigualdade de Cauchy-Schwartz (3.19) em (4.59), obtemos

Bs, {(w", q"); (w", ")} > Atf||div q"||* -
—2At0||div o"|]| — vI K 'q" + ow"|| +
+A)| — vI K q" + ow"|* —
—0l[w"|l[|div ¢" — v K q"|| +
+0(ow”, w") + Atr||q" + KVw"|?. (4.60)

Desprezando a terceira e as duas tltimas parcelas, e usando a desigualdade
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triangular (3.21) em (4.60), temos

Bs, {(w",q"); (", q")}

>

At||div q"||* —

—2A0|div " || (V" K~'a"|| + [low"|]) +
—0]w" || (Ildiv q"[| + [V K ~'q"]))

Atf||div ¢"|)* —

—2A80)|div o"|| (V7 K~ " + [lo|l[|w"]]) +
=0 w"|[[|div q"|| = 0w [|[|v" K~ q"]l.  (4.61)

Utilizando Cauchy-Schwartz (3.19), segue

By, {(w", q"): (w",q")} > Atf]|divq"|* ~

—2A10|div o"[| (v K [lla"[| + llo(Hlw"]l) —
—0llw"[[ldiv o[ — Ollw"[[[v" KM [la"]|. (4.62)

Por (4.51), C > [[vI'K™!|| e C > ||o||, assim

Bs, {(w",q"); (w", q")} >

Atdiv g"||> — 2At0||div o[ (C|lg"|| + C|lw"]))
—0lw"([ldiv o"[| — OC]||w" [[la"

Atd||div g"||? —
—0||div o"|| (2AtC||q"|| + 2AtC||w"|| + [Jw"|)
—6C||w"|[la". (4.63)

Pelas desigualdades (4.55) e (4.57) obtemos:

Bs, {(w",q"); (", q")}

>

Atf||div o"||* —

—0||div g"|| (4LALC||div " ||+

F2ALLC | div || + L div q"]))

—20L*C||div o"|?

|div q"|%0 (—2L*C — (1 + 6CAt) L + At)
D|div q"|)% (4.64)

onde D = 0(—2L*C — (1 + 6CAt) L+ At) > 0 por (4.52). Assim, por (4.49) e

(4.64), temos
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2By, {(w", d"); (w",a")} > &]w ||} + Dl|div ¢"||*
1, .. 1, .
= a0 Gl P+ gl o' )
(4.65)
Por (4.55), temos
h _h h _h w2, Py npz , P10 wype
By, (0 "); (w ")} > S|+ 2 div " + 2 gl (460)
Fazendo
N < i 6 D D
e P T2
por (4.66) teremos
By, {(w", a"); (w",a")} > Xo (la"[|* + [|div a"[|* + [Jw"[[7) -
e Supondo (4.56)
Sabemos que
[ < Jlw"|
4
< h|2 d' h2
< el + i o)
L' h2 Lo ne
< o (1P + gl
B L* 4L2+1H th
T 1442 arz M
< Llg"|%,
ou seja,
[w"|| < Lilq"|| (4.67)
Similarmente,
IVw"| < Lilg"| (4.68)

Novamente, pela defini¢ao de Bs,{-; -}, temos

By, {(w", d"); (", ")} =

Atd(div " + div ", —vI K 'q" 4+ ow") +
+0(w", div q" — v K 'q") + 0(ocw", w") +
+At7||q"|]? 4 2At7(q", KVw") + Att|| K V4'48)
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Dessa forma, usando a desigualdade de Cauchy-Schwartz (3.19), a desigual-
dade triangular (3.21) e desprezando a primeira e a tltima parcela em (4.69),

obtemos

Bs, {(w",q"); (w",q")} > —0Jw"|[|divq" — v K™ q"|| + Atrllg"|* -
—2At7||g" || K Vw"|

> Atrflg"|* = 0flw"|| (Ildiv q"[| + V" K"q"]]) -
—2At7|lq" [ KVw"|
> Atrllg"|* = 0llw" || (Ildiv a"[| + [v" K~ [[la"]]) -

—2At7]|q"[[[| K[V (4.70)

Utilizando as desigualdades (4.56), (4.67) e (4.68) em (4.70), juntamente com
o fato de que, por (4.51), C > ||vI K|, obtemos

1
B (" o) (wa)} = Al 02la'] (51"l + Cl'l) -

—2AtrL||q" || K|
2AtT — 0
= (P20 a0y ) 1
= E|d’, (471)

onde E = 287=0 _ (_2A¢7||K| + 6C) L. Por (4.52), teremos

o w — (2At7||K || +6C) L
2AtT — 0 2AtT — 0
g~ RAITIE| +60) 5 g0
0.

Assim, por (4.49) e (4.71), temos

2By, {(w",q"); (w",q")} > d[w"|i+ Eld"|?
1 1
= Sf"i+E( Sla" I+ 5lla"?
2 2
(4.72)

Por (4.56), temos

E, . E
2B, {(w", a"); (w", q")} = ow [} + 4L |div " + Zlla"[* (4.73)
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Fazendo

por (4.73) teremos

Bs, {(w", q"); (", q")} = As ([la"[|* + [|div o"[|* + [lw"|]) .

Tome A = min{\;, Ay, A3}. Portanto,
Bs, {(w",q"); (", q")} > A(lla"|* + [[div ¢"||* + [w"[]}),

ou seja

Bs, { (w”,q"); (w", q")} = Ml(w", ") 11 pr(aiv ) (4.74)

Lema 13 (Consisténcia de P3p)

A solugao exata (u,p), satisfaz a formulagao variacional discreta
By, {(u, p); (w", ¢")} = Ly, (w", ¢") V(w", ¢") € V! x S} (4.75)

Demonstragao: Se substituirmos as variaveis (u”,p") em (4.14), pela solu¢ao exata

(u,p), a igualdade continua valida.

Lema 14 (Ortogonalidade do erro de P3y)

h

Sejam e =u —u" e e = p — p". Entio

Bs,{(e, e); (w", ")} =0 V(uw" ¢") € V' x S (4.76)

Demonstracao: De fato,

Bs, {(e,e); (w",a")} = Bs,{(u,p); (w",q")} — By, {(u", p"); (", q")}
= Ls, (wha qh) — Ls, (wh7 qh) =0. (4.77)

Lema 15 (Melhor aprozimacgao de P3p)

Lema de Céa: Eriste uma constante (3, independente do subespago produto V' x S", tal
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que

[(w—u"), (p— Ph)HHle(dw) < Bs]l(u—0"), (p — 5h>‘|H1xH(div) v(u", ﬁh) eV xSk,

(4.78)
onde u" e ﬁh sdo os interpolantes das varidveis u" e p", respectivamente.
Demonstracao: Em (4.74), provamos que

A, D) I rgay < Bao{ (", 0"); (u",p")} V(u",p") € VI x S (4.79)

Assim,
Ml =u"), (0 = D" i@ < Ba{u—u",p—p");i(u—u",p—p")}. (4.80)
Considerando a identidade,
By, {(u—u",p —p"); (u—u",p—p")} =

=By, {(u—u",p—p"); (u—u", p—p")} + By, {(u—u", p—p"); (@ —u",p" —p")}, (4.81)

e sabendo por (4.76), que
By, {(u—u",p — p"); (@ —u",p" - p")} =0, (4.82)
substituindo (4.81) em (4.80), obtemos
Al(w=u"), (p = P") i rain) < Bsp{(u—u",p—p"); (u—u"p—p")}.  (4.83)
Dessa forma, por (4.17), concluimos

M[(u—u"), (p - Ph)H?{le(dw) < Msl|(u - u",p - ph)”Hle(div) X

I(w =", p = D"l it srain) (4.84)
ou seja,
1w — "), (= D"ty < Ball = @, p — ")l s (ai (4.85)

onde B3 = M3/A\.
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4.4 Formulacao Variacional com Rotacional

Para obter uma melhor aproximagcao para o fluxo, adicionamos ao sistema (4.6) a equagao

identicamente nula

rot (K™'p) =0 em Q x(0,7), (4.86)
com condicao de contorno

nAK'p=0 em [Ipx(0,7), (4.87)
onde A denota produto externo vetorial.
Considere o espaco de funcao:

W = {peH(iv)nH(rot);n-p"=0em 'y,n AK 'p" =0em 'p}, (4.88)

com H(div) e H(rot) definidos em (2.15) e (2.16) respectivamente, e as seguintes normas

la" 17101 ) = lla"[|* + [lrot K™'q"[]* Vg € H(rot), (4.89)
lla"Frdiv ror) = lla"l* + [|div @"[]* + |lrot K~'q"[]* Vg € W, (4.90)

1", a") [ wmraiv o) = 1017+ la" e wor)  V(w,@) € HY x W (4.91)
Definimos o subespaco de elementos finitos como:

S = {p" € [CUQuI™ p'los € [P(@2)sn AK " = 0 em T,
en-p" =0em Ty,} C[L2(Qn)]™ (4.92)

Dessa forma, podemos obter o seguinte problema:

Problema P4g: Paran =0,1,--- ,N — 1 achar u* € V'ep" € g,’} tais que
By, {(u",p"); (0", ")} = Ly, (w",q") V(uw",q") € V]! x S}, (4.93)
onde
By, {(u", p"); (", q")} = By, {(u", p"); (w", q")} + (vot (K~'p"),rot (K'q")) . (4.94)

A existéncia e unicidade da solucao para Problema P4y, novamente é assumida pelo

Teorema de Lax-Milgram (1), fornecendo:

Lema 16 (Continuidade de P4y)
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Eziste uma constante My > 0 tal que
\349{(1/1,17]1); (wha (f)}’ < M4H(Uh,Ph)HHle(div rot ) H(wh> qh)HHle(div ot ) (4-95)
para todos (u, p"), (", ¢") € VI x S,

Lema 17 (Coercividade de P4y)

Seja v-n <0 em Yy,. Entao, eriste uma constante >0 tal que

B, {(w", @) (", @)} 2 NI(w", @) i sran sor) V(" d) € VX S1 (4.96)

Demonstracao: Pela definicao da forma bilinear (4.94), temos
B, {(w" q"); (", q")} = By, {(w",q"); (w",q")} + (rot (K™'q"), 1ot (K™'q")). (4.97)
Assim, por (4.74), obtemos
B, {(w", q"); (", a")} = M(w", ") lFn v ) + ot (KT ") [frgoy)- (4.98)

Portanto, existe A > 0, tal que

By, {(w", q"); (w", q")} = MW", q") 171 sr(ai ot ) (4.99)

4.4.1 Analise Numérica

Lema 18 (Consisténcia de P4y)

A solugao exata (u,p), satisfaz a formulagao variacional discreta

By, {(u, p); (", ¢")} = Lo(w", ¢") V(w", ¢") € V" x Sh. (4.100)

Lema 19 (Ortogonalidade do erro de P4y)

h

Sejam e =u —u" e e = p — p". Entio

By, {(c, e: (", ¢)} =0 V(" ") eV x S (4.101)
Lema 20 (Melhor aprozimacgdao de P4y)

Lema de Céa: Erxiste uma constante (34, independente do subespago produto V' x §7’f, tal

que

[(u — Uh)y (p— Ph)HHle(div rot) < Ball(u — ﬂh)a (p— 5h)|\H1xH(div ;rot )s (4.102)
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para todo (", p") € VI x Sh.
Demonstragao. Demonstracao analoga ao Lema 15.

Assumindo que o dominio §2 é convexo, levando em conta a expressao do Lema de Céa
(4.102), usando a equivaléncia das normas ||| g (div ot ) € ||-|| a1 € utilizando as propriedades

de interpolagao encontradas no Apéndice e em [29, 13, 14, 17|, obtemos

o — "l + 1p — i wor) < CHF (s + [pllis) . (4.103)
4.5 Resultados Numéricos
Apresentamos nesta secao alguns exemplos utilizados na literatura para uma avaliacao da
formulacao mista de minimos quadrados espaco-tempo descontinuo aplicada a equacao de
advec¢ao-difusao, com coeficiente de reagao é nulo (o = 0) para diferentes valores de 6 e

a influéncia do fator estabilizador 7.

As matrizes Ay, A1, Ay e B que descrevem o sistema de equacgoes, para o problema misto

de adveccao-difusao, sao dadas por:

Ay=100 0], (4.104)

A= | Atrk, 0 0 |, (4.105)

N
no

I
o
o
o

(4.106)

r
>
~
B
3
<
=}
=}

0 —u.kt —vyky_l

B=|0 Atr 0o |, (4.107)
0 0 Att
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para

u=|q |. (4.108)

4.5.1 Exemplo 1: Problema unidimensional de adveccao-difusao

Apresentamos inicialmente, o problema de advecc¢ao-difusao definido no dominio unidi-

mensional [0,1] com o campo de velocidade constante v = 1 e coeficiente de difusao k

dado por:
u+vk g+ divg = 0, (4.109)
q+ k u, = 0,
com condicoes de contorno
u(0,t) = 1, (4.110)
ku,(1,t) = 0,

e condicao inicial
1, para =0

ule,0) = { 0, para z € (0,1]. (4.111)

A Figura 4.1 mostra os resultados para uma discretizacao com 10 elementos lineares, com
diferentes constantes de difusividade, para At = 0,1, # iguais a 0,5; 0,55; 0,67 ¢ 1,0 e
7 = 1000.

12t theta 0.67 - i 12t heta 0.67 —x- |

R S e e R TR VR P
(a) k = 1076 (b) k =104 (c) k=102

Figura 4.1: Problema 1 advecgao-difusao em ¢t = 0,5
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4.5.2 Exemplo 2: Problema unidimensional de adveccao-difusao

Considere o exempo unidimensional proposto em [30] descrito no dominio unidimensional

[0, 150], definido pelas seguintes condi¢oes iniciais e de contono:

o) = Zwme

w(0,t) = 0, (4.112)
2.5

u(150,t) = Te—<1/2>L2,

onde X = (v —x0)/l, | = 3,5, L = (150 — zg — t)/ly, Iy = I\/1+2kt/I2 e x5 = 20
para Pe = 5. O campo de velocidade é constante, v = 1, o termo fonte é nulo e h = 1.
Apresentamos nas Figuras 4.2 e 4.3, resultados para valores de 6 iguais a 0,5, 0,55, 0,67 e
1,0 com At = 0,1 e 7 = 100. Para Pe = 5 sao exibidos, em cada grafico, resultados nos
instantes de tempo ¢ = 20, 60, 100 e para Pe = 0, 1 apresentamos resultados nos instantes
t=2,6,20.

0.8 T T 0.8

Metodo ‘ Metodo
06 I Bxata . 06 I Bxata .
04 ) 7\ R 04 5 R
02 E 0.2 E
0 0
-0.2 L L -0.2 I L
0 50 100 150 0 50 100 150
()8 =0,5 (b)# = 0,55
0.8 T T 0.8 T
Metodo Metodo
06 | A Exata -—— ; 06 I 5 Bxata - -
~ / Al .
04t j F . 04 | /
0 0
-0.2 : : .02 s ‘
0 50 100 150 0 50 100 150
(¢)6 = 0,67 (d)0=1,0

Figura 4.2: Exemplo 1 de advec¢ao-difusao com Pe=5 em t—20, 60, 100
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0.8 T T 0.8
Metodo Metodo
06 I Bxata . 06 I Exata .
04 R 04
02 i 02t
0 0
-0.2 L L -0.2 1 |
0 50 100 150 0 50 100 150
(a)0=0,5 (b)# = 0,55
0.8 T T 0.8
Metodo Metodo
06 |- Bxata . 06 |- Exata .
04 E 04
02 i 02t
0 0
-0.2 L L -0.2 1 |
0 50 100 150 0 50 100 150
()0 = 0,67 (d)6=1,0

Figura 4.3: Problema 2 de advecgao-difusao com Pe=0,1 em t=2, 6, 20

4.5.3 Exemplo 3: Problema bidimensional de adveccgao-difusao

A seguir apresentamos o problema de adveccao-difusao com velocidade inclinada a malha.
Para esse exemplo o dominio espacial é o quadrado (0,1) x (0,1) discretizado em uma
malha de 32 x 32 elementos isoparamétricos bilineares com condigoes de contorno apre-
sentado na Figura 4.4. O campo de velocidade é constante, ||v|| = 1, com componentes

vy = cosa e v, = sen «, o termo fonte é nulo e a constante de difusividade é igual a 1072,

n-pA:()

Direcao do fluxo

O‘i u=0
~n-p=1>0

—~
u=1

Figura 4.4: Tlustragao do problema bidimensional de adveccao-difusao

Os valores de o sao 22.5%, 45° e 67.5°. Graficos de superficies de solucao do método sao

exibidos nas , nos instantes t = 0,8 e t = 2,0, com 6 iguais 0,5, 0,55, 0,67 e 1,0. Consi-
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deremos At = 0,02 com 7 = 50000 e At = 0,1 com 7 = 10*. Resultados também sdo

obtidos para a formulacao com o rotacional.

Como vimos no Capitulo 3, & medida que o tempo evolui, a solucao é levada a um estado
estacionario, apresentado resultados similares para quase todos valores de . Dessa forma,
como os resultados numéricos no regime permanente para 6 iguais a 0,55; 0,67 e 1,0, sao
similares, optamos por exibir no tempo 2,0, apenas solug¢oes com ¢ = 0,5 e § = 0,55 e para
as solucoes incluindo o rotacional & formulacao, apresentamos os graficos com resultados

apenas para 0 =0,5e 6 =0,55 .
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67.5°

45°

22.5°

I FF L ZFF ]
\\‘\\‘“““‘i 71

(b) 6 = 0,55

Figura 4.6: Problema de advec¢ao-difusao para At = 0,02 no tempo 2,0
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67.5°

45°

22.5°

—

jusauuns!

oo

||I“‘|‘|‘l‘ll 3

sguanny!

!

T
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8!

NS
OSSO
e S RN

05

=
=/

Figura 4.7: Problema de adveccao-difusao para At = 0,1 no tempo 0,8
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67.5°

45°

22.5°

Al
|

==

=

=
e

\
\\\\\3

(b) 6 = 0,55

Figura 4.8: Problema de adveccao-difusao para At = 0,1 no tempo 2,0
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De um modo geral, os resultados numéricos da formulagao mista de minimos quadra-
dos espacgo-tempo descontinuo aplicada a equacao de adveccao-difusao apresentam carac-
teristicas semelhantes as solucoes numéricas da formulacao mista aplicada & equacao de
adveccao. Os resultados incluindo a equacao do rotacional nulo comprovam a analise de

estabilidade e convergéncia realizadas na secao 4.4.



Capitulo 5

Conclusoes

Neste trabalho apresentamos uma formulacao de minimos quadrados espago-tempo des-

continuo para problemas de transporte.

Inicialmente aplicamos a formulagao ao problema escalar de adveccao-reacao bidimen-
sional. Para problemas unidimensionais puramente advectivos, propostos inicialmente em
[16], apesar da formulacdo perder a simetria, uma de suas caracteristicas, sua analise
mostrou excelentes propriedades de precisao e estabilidade. No entanto, a aplicacao desta
formulacao ao problema escalar bidimensional aqui apresentado, nao reproduziu os bons
resultados encontrados no trabalho mencionado, conseguindo somente alcancar as mesmas

taxas de convergéncia obtidas pela formulacao semi-discreta de Galerkin.

Assim propomos, como na formulacao de minimos quadrados, a transformacao da
equacgao diferencial parcial que rege o problema, em um sistema equivalente de primeira
ordem. Apesar deste procedimento aumentar o nimero de incognitas nodais e transformar
o problema escalar em um problema misto, a analise de convergéncia apresentou melho-
res taxas mostrando uma estabilidade extra, quando comparada ao problema escalar,
reduzindo consideravelmente as oscilagoes apresentadas nos solu¢oes numéricas da formu-
lacao aplicada ao caso escalar. Vale ressaltar que, mesmo se tratando de um problema
misto, nao h& necessidade de compatibilidade entre os espacos de aproximacao, podendo

ser utilizadas aproximacoes de igual ordem para as variaveis envolvidas no problema.

A equacao de adveccao-difusao-reacao também foi analisada descrevendo o problema
original como um sistema equivalente de primeira ordem. Nos exemplos analisados, o
método fornece solugoes numéricas estaveis, nao apresentado nem a frente de onda nem a
difusao artificial da ordem das verificadas na formulacao semi-discreta de minimos quadra-

dos [15]. Para melhorar a taxa de erro encontrada para a variavel vetorial, com a aplicagdo
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da formulacao mista a este problema, adicionamos a equacao do rotacional nulo. Resul-

tados numéricos comprovam que ha melhora nas solug¢oes dos problemas avaliados.

Nos problemas analisados, incluimos ainda uma ponderacao da equagao transiente do
sistema por um fator 0, permitindo aproximar as variaveis desta equa¢ao no tempo t, 4.
Além disso, ponderamos a equacao constitutiva, que relaciona a variavel vetorial por um

fator 7, a fim avaliar a influéncia dessa equacao na precisao da solu¢ao do problema.

Para as simulacoes numéricas do problema de advec¢ao-difusao-reacao, apresentadas
na secio 4.5, so6 se conseguiu bons resultados para grandes valores de 7. E possivel que
exista um outro sistema equivalente que consiga melhores resultados para outras variacoes
deste parametro. No entanto, em todos exemplos analisados, a formulagao apresentou uma
boa aproximacao para a solucao a medida que o tempo evolui a um estado estacionério,

para praticamente todos os valores de 6 maiores que 0,5.

Dessa forma, acreditamos que a formulagao aqui apresentada pode ser uma op¢ao para
as formulacoes classicas e para as formulacoes estabilizadas, justificando a continuidade
desta pesquisa, como por exemplo, descrevendo diferentemente o sistema equivalente de
primeira ordem, bem como avaliar o efeito da ponderacao de todas as equacoes do sistema
pelo mesmo fator 6. Além disso, pode-se também avaliar a construcao do parametro 7, a

fim de diminuir a difusao ainda presente nesta formulacao.
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Apéndice

(i) Resultados da teoria de interpolagao

e Interpolacio em H*

Seja SF o espaco de elementos finitos lagrangeanos de grau k > 1 em cada varidvel

espacial para elementos quadrilaterais:

Qh(Q) = {dn € C°(Q); on

ae € Pri(Q2°)}, (1)

onde Py, (£2°) é o conjunto dos polindémios definidos em ¢, com graus menores ou iguais
a k nas variaveis x| e xo, respectivamente. Além deste espaco, utiliza-se também o espaco

de elementos finitos lagrangianos descontinuos de grau [ > 0 dado por:

SE(Q) = {on € L*(Q2); n

Qe € Pl,l(Qe)}. (2)

Para os espacos QF(Q) e S!(Q) sdo validas as seguintes propriedades de interpola¢ao, cuja

prova pode ser encontrada em [29]:

Teorema A (Interpolagao em H'(Q2)) Para qualquer v € H™(Q) e ¢ € H"(Q)
existem constantes Cy e Cy e projecoes vn€ QF(Q) e ¢re SF(Q) tais que

o= ¥ lo + RV = V ¥y [lo < CLE™ Mg, 1 <m <k, (3)
o= on llo+ IV =V ép [lo < Coh™Hi]pyr, 1 <n <L (4)

e Interpolacao em H(div)

Os espagos de Raviart-Thomas de ordem k, WF x MF, sio tais que M} ¢ idéntico a

k—1
h , €

WF={B, € H(div), Bplac € Pep_1(92°) x Pp_14(Q9}

para elementos retangulares. Esses espacos W/ e M} de elementos finitos possuem as

seguintes propriedades de interpolagdo, cujas provas podem ser encontradas em [17]:
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Teorema B (Interpolacao em H(div)) Euwiste uma constante C' e uma projegao By €
WF tal que
|B = Byllo < Ch™|B|,, VB e (H™(Q)?, 1<m <k,

|div(B — By)|lo < Ch™|divB|,, VB € (H'(Q)),

com
divBe H™(Q), 0 <m <k.

(ii) Calculos utilizados no trabalho

e Calculo usado na secao 4.3

(wh, V- K_lqh) = (v K 'q", wh)
= / (v . K_lqh) whdQ
Q

= / (K_lqh . v) w"dQ
Q

onde (-,-) é o produto interno em R
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Baixar livros de Literatura

Baixar livros de Literatura de Cordel
Baixar livros de Literatura Infantil
Baixar livros de Matematica

Baixar livros de Medicina

Baixar livros de Medicina Veterinaria
Baixar livros de Meio Ambiente
Baixar livros de Meteorologia
Baixar Monografias e TCC

Baixar livros Multidisciplinar

Baixar livros de Musica

Baixar livros de Psicologia

Baixar livros de Quimica

Baixar livros de Saude Coletiva
Baixar livros de Servico Social
Baixar livros de Sociologia

Baixar livros de Teologia

Baixar livros de Trabalho

Baixar livros de Turismo
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