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Resumo

Apés uma introducao a teoria avangada de modulos sobre anéis e uma abordagem béasica
sobre conhecimentos de anéis Quase-Frobénius e Pseudo-Frobénius, este texto traz como ponto

culminante, a resposta a duas conjecturas que ficaram em aberto por muitos anos.

Sobre os anéis Pseudo-Frobénius, apresentaremos uma classe de contra-exemplos propostos
por Dischinger e Miiller envolvendo o anel das séries de poténcia torcida, que garante a existéncia

de anéis Pseudo-Frobénius unilaterais.

Numa segunda secao do capitulo 2, apresentaremos duas respostas parciais a questao de
quando PF = QF proposta por Nicholson e Yousif, onde utilizam o conceito de um anel

simples-injetivo e conseguem obter resultados expressivos nesta area.
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Abstract

After an introduction of an advanced theory of Modules over Rings and a basic approach
about QF and PF rings, this text brings as a main materia a parcial answer of two conjectures

that have been open for many years.

About PF rings we present a class of examples, proposed by Dischinger and Miiller, about

the Twisted Power Series Ring, that garanties the existence of PF rings in just one side.

In a second section of chapter 2, we present two parcial answers to the questions about when
PF = QF, proposed by Nicholson and Yousif, where they use the concept of a Simple-Injective

ring and get expressive results in this area.
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Introducao

Este trabalho trata dos anéis Pseudo-Frobenius, bem como de conjecturas envolvendo esta
classe de anéis. Os estudos nessa area vém sendo desenvolvidos desde a década de 60 com tra-
balhos de Barbra L. Osofsky e G. Azumaya sobre dualidades de Morita e anéis Quasi-Frobenius.
Algumas questoes levantadas nesta época ficaram em aberto por muito tempo, algumas delas

ainda estao.

Neste texto, apresentaremos uma classe de contra-exemplos propostos por Friederich Dischinger
e Wolfgang Miller para um anel que é Pseudo-Frobenius a esquerda, mas nao é a direita, con-
tradizendo uma conjectura em aberto por muitos anos, que dizia que um anel Pseudo-Frobenius

era necessariamente bilateral.

Numa secao adiante, apresentaremos resultados parciais, obtidos por W. K. Nicholson e
M. F. Yousif para uma questao também em aberto por muito tempo. O problema é saber
que condigoes sao necesséarias (as minimas) para que um anel Pseudo-Frobenius seja também

Quase-Frobenius.

E interessante mencionar que, ainda hoje, esta questao esta em aberto. Pesquisas recentes
de Carl Faith (2003) mencionam que resultados parciais vém sendo obtidos, mas nada que

conclua o estudo na area ou que diminua o interesse por tal pesquisa.

Para a leitura deste texto sera necessario um conhecimento basico sobre a teoria de anéis, a
teoria dos médulos sobre anéis e de algebra nao-comutativa em geral. Sendo que, no capitulo de
preliminares serao apresentados resultados e conceitos também necessarios para a compreensao
deste trabalho. Conceitos avancados da teoria dos médulos sobre anéis como: moédulos projetivos
e injetivos, coberturas projetivas, envelopes injetivos, geradores e cogeradores, socle e radical,

dualidade de Morita, entre outros.



Preliminares

Nesta esta secao de preliminares traremos alguns conceitos bésicos sobre a teoria dos
moédulos sobre anéis. Como este texto trata de topicos avancados nesta drea, estaremos con-
siderando que o leitor tenha um conhecimento bésico da teoria de mddulos. Conceitos iniciais
serao omitidos aqui, bem como resultados amplamente conhecidos e provas de resultados também

de conhecimento comum a pesquisadores e estudantes da area.

Muitos dos resultados citados neste capitulo terao suas provas omitidas por motivo exposto
acima. O leitor que se interessar por tais provas poderd consultar a referéncia [1], j4 que este
livro foi adotado como uma das principais referéncias e pode também ser usado como fonte de

pesquisa muito eficiente ao estudo da teoria dos mdédulos sobre anéis.

Ainda assim introduziremos alguns conceitos conhecidos por muitos, mas largamente uti-
lizados neste texto tais como idempotentes, projetividade e injetividade de moédulos bem como

suas implicacoes e consequiéncias, anuladores, geradores e cogeradores, entre outros tépicos.

Antes porém é conveniente citar algumas notagoes e terminologias adotadas ao longo deste

texto:
(1) R-mod - médulos a esquerda.
(2) mod-R - médulos a direita.
(3) J = J(R) - o radical Jacobiano de R (defini¢ao adiante).
(4) M < N - M é supérfluo em N (definicao adiante).
(5) M <N - M é essencial em N (definicao adiante).

(6) M' = Hom(M, R) - o dual de M.



= [dempotentes

0.1 Idempotentes

2

Seja e um elemento do anel R, e é um idempotente se e = e (1 e 0 sdo idempotentes).

Exemplo 0.1. Seja R = 7Z, seus idempotentes nao nulos sio: {1}.

10
Exemplo 0.2. Seja R = My(F), os elementos Eqq = e By =
sao idempotentes nao nulos.

A ligagao entre idempotentes e parcelas diretas é algo extremamente importante na teoria

de médulos. Um dos resultados significativos neste sentido é a proposicao a seguir.

0.1 PROPOSICAO. Um ideal a esquerda I de R é uma parcela direta de R se, e somente se,

existe idempotente e € R tal que I = Re, além disso R = Re ® R(1 — e).

Prova. =] Suponha que I é uma parcela direta, logo existe um ideal a esquerda I’ tal que

R=I®I' Masl=e+e€,ecl e cl. Assime=e’>+ee’oue—e?=ceclInl =0,0

2

que implica e = e e ¢/ = 1 — ¢ também é idempotente.

Além disso, R = Re + R(1 —e), pois 1 € Re+ R(1 — e) e veja que esta soma é direta, suponha
x€ReNR(1—¢)=x=ce=d(l—e), comc,d€ R. Multiplicando por e a direita:

ze =ce’ = d(1 —e)e

re = ce = d(e — €)
re=ce=0=2=0.

Vamos agora provar que Re = I: é claro que Re C [ poise € [ = re € I,¥r € R. No outro

sentido, tome x € I considere xe. Entao:
r—xe=x(l—-e)el' =z —zeclex—xecl comINI =0

sx—xe=0=>x=xe=1C Re

Logo Re =1.

<] Pela prova de acima, I = Re, e é facil ver que I é parcela direta, pois R = Re @ R(1 — e).

A seguir daremos algumas defini¢oes e terminologias utilizadas no texto.
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= [dempotentes

Seja S ={ey,...,e,} um conjunto de idempotentes. Dizemos que S é:

(a) Ortogonal se e;ej =0 (i # j).
(b) Completo se 1 =€ +e2+ ...+ ep.
Exemplo 0.3. R = M,(¥), os idempotentes E;; formam um conjunto completo e

ortogonal.

Ainda continuamos com a relacdo entre idempotentes e parcelas diretas nos resultados

abaixo.

0.2 PROPOSICAO. Sejam Iy, ...,I, ideais a esquerda, em R. As condigcoes a sequir sao equiva-

lentes:

(i) R=L&...®I,;
(ii) Cada x € R pode ser escrito de maneira unica na forma x =11+ ...+ 1, com r; € I;;
(iii) Existe conjunto completo {e1,...,e,} de idempotentes ortogonais, tais que

R=Re; ®...P Re, com I, = Re;.

Prova. Encontrada em [1].

O
0.3 COROLARIO. Seja {eq,...,e,} um conjunto completo e ortogonal de idempotentes, logo
rRR=Re1®...®Re, e Rp=¢1RD... e, R.
Prova. (Imediata pela proposigao anterior 0.2)
O

O idempotente e é primitivo se e = e + eo, com e e ey idempotentes, implica e; = 0 ou

€y = 0.
0.4 DEFINIGAO. Dizemos que um ideal a esquerda Re (e = e?) é indecomponivel se
Re=p i ®grlo =11 =0 ou I, = 0.

Os idempotentes primitivos tém ampla importancia quando no tratamento de mddulos

indecomponiveis. A observacao a seguir é um bom exemplo desta relagao.

Gustavo da Silva Costa Pagina 4



= [dempotentes

0.5 Observacao. Re ¢ indecomponivel se, e somente se, e € primitivo.

Prova. =] Suponha e nao é primitivo, entao e = e; + ey (podemos escolher, sem perdas de
generalidade e e ey ortogonais)e portanto Re; N Rey = 0 e Re; + Rea = Re = Re = Re1 @ Reo,

ou seja, nao é indecomponivel.

<] Se Re nao for indecomponivel, entdo Re = I} @ I = eRe = el; @ ely. Aplique agora
0.2:

e =e] + eg,
el; = (eRe)ey, er?=e #0,
ely = (eRe)es, ea? = ey # 0.

Uma vez que I1 # 0 e Iy # 0, assim e ndo é primitivo.

O
Exemplo 0.4. Em M, (), E;; sao primitivos.
0.6 PROPOSIGAO. Seja e € R, e # 0. Sao equivalentes:
(i) e é idempotente primitivo;
(i) Re € ideal indecomponivel (4 esquerda);
(i11) eR ¢é ideal indecomponivel (a direita);
(iv) eRe tem um unico idempotente nao nulo, e.
Prova. Segue-se da observagao 0.5.
O
Um conjunto de idempotentes {eq, ..., e,} é bésico se Rey, ..., Re, é um conjunto completo

de representantes irredundantes de R-mod primitivos, com
Re; ~ Rej = i=j e Re;j/Je; ~ Rej/Je; =i = j.
Ainda sobre idempotentes, temos este resultado que relaciona os idempotentes de R com o
radical Jacobiano J = J(R) e a maximalidade no indecomponivel Re.

0.7 PROPOSICAO. As sequintes afirmacoes sobre um idempotente e, num anel R, sdo equiva-

lentes:

(a) Re/Je é simples;
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= Geradores e Cogeradores

(b) Je é o inico sub-mddulo mazimal de Re;
(c) eRe é um anel local;
(d) eJ € o inico sub-mddulo maximal de eR;

(e) eR/edJ € simples.

Prova. Prova encontrada em [1]
U

Apresentaremos ainda sobre mdédulos simples, indecomponiveis e idempotentes uma série de
lemas que serao utilizados neste texto em resultados nos proximos capitulos. As provas destes

lemas podem ser facilmente encontradas em [2] ou em [1], e serdo omitidas deste texto.

0.8 LEMA. Existe uma correspondéncia biunivoca entre classes de isomorfismo de maodulos in-

decomponiveis principais e classes de isomorfismo de R-mod simples.

0.9 LEMA. Todo R-mod simples V', € isomorfo a Re/Je para algum mddulo indecomponivel

principal Re.

0.10 LEMA. Seja M uwm R-mod com série de composicio, e seja Re um R-mod indecomponivel

principal. M tem um fator de composicao R-isomorfo a Re/Je se, e somente se, eM # 0.

0.2 Geradores e Cogeradores

Falaremos um pouco agora sobre algo importante no nosso trabalho, um tema abordado
talvez sutilmente nos conceitos avancados de anéis e presente discretamente em muitos resulta-

dos.

Seja M um médulo. Um subconjunto X C M é dito um conjunto de geradores para M
se M = RX, i.e., se M é formado por todas as combinacoes lineares de elementos de X, o
que ¢é equivalente (e talvez menos claro) a afirmarmos que existe, para algum conjunto A, um
epimorfismo

RA 2 M — 0

tal que p(ta(1)) € X para todo a € A. De modo mais geral, dizemos que uma classe U de
médulos gera (finitamente) um mddulo M ou que M é (finitamente) gerado por U se, existem

uma familia (finita) (Uy),ecq €m U e um epimorfismo

®aU, — M — 0.
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= Mdédulos Projetivos e Injetivos

Se U = {U}, dizemos que U gera (finitamente) M, se existir um epimorfismo U4) — M — 0

para algum conjunto (finito) A.

Por inversao de flechas e de @4 por [[4 no conceito de geradores obtemos um conceito
igualmente importante, os cogeradores. Mais explicitamente, dizemos que uma classe U de
moédulos cogera (finitamente) um mddulo M se, existem uma familia (finita) (Uy)aca em U e

um monomorfismo

0— M — H U,.
A
Se U = {U}, diremos que U cogera (finitamente) M se existir um monomorfismo
0—M—UA
para algum conjunto (finito) A.
A proposicao abaixo fornece uma caracterizacao para os geradores e cogeradores.

0.11 PROPOSICAO. Seja U uma classe de mddulos. Entao,

(a) U gera M se, e somente se, M é uma soma de sub-mddulos tais que cada um deles é uma

imagem epimorfica de algum de modulo em U;

(b) U cogera M se, e somente se, existe um conjunto K de sub-mddulos de M tal que NKC =0

e para cada K € IC, M/K estd incluido em algum mddulo de U.

Prova. Ver [1].

0.12 PROPOSIGAO. Sejam U e M mddulos. Entao,

(a) U gera (finitamente) M se, e somente se, existe um conjunto (finito) H C Homp(U, M)

tal que M = > Imh;
heH

(b) U cogera (finitamente) M se, e somente se, existe um conjunto (finito) H C Homp(M,U)
tal que () kerh = 0.

heH

Prova. Ver [1].
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= Modédulos Projetivos e Injetivos

0.3 Modbdulos Projetivos e Injetivos

Agora traremos algo sobre projetividade e injetividade de moédulos. Serao apresentados
também os principais teoremas desta area que estao sendo utilizados ao longo do texto. Uma
parte mais restrita, sobre coberturas projetivas sera apresentada no capitulo 1, na secao referente
aos anéis Semi-Perfeitos, onde este conteudo é devidamente utilizado. Teoremas classicos como
o da existéncia e unicidade do envelope injetivo (Eickman - Shnopt) e o teste injetivo (Critério
de Baer) serao apresentados sem provas, estas podem ser encontradas facilmente em vérios livros

da drea e para isto recomendamos o Anderson - Fuller [1].

0.13 DEFINIGAO. Um mddulo P € projetivo se para cada sequéncia exata

M -4 N 0

e homomorfismo f: P — N, sempre existe h : P — M tal que gh = f. Ou seja, o diagrama a

sequir comuta:

P
hy f
M—L N 0

A proposigao a seguir traz algumas caracterizacoes para médulos projetivos.

0.14 PROPOSICAO. As sequintes afirmacgoes sobre um mddulo P sao equivalentes:

(i) P € projetivo;

(i1) Cada sequéncia exata M P 0 € cindida;

(iii) P € isomorfo a uma parcela direta de wm mddulo livre.

Prova. (i) = (ii): Considere o diagrama abaixo, ele comuta, pois P é projetivo:

P
h id
f
M P 0
h

Entao, fh =id = a sequéncia é cindida.
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= Modédulos Projetivos e Injetivos

(ii) = (iii): Sabemos que existe epimorfismo f : F' — P, com F' um mddulo livre. Entao o

diagrama a seguir comuta (cindida).

P
h, id
F / P 0
E assim temos F ~ P & P'.
(iii) = (i): Considere o diagrama:
P
g
M ! N 0

Queremos h tal que fh = g. Assumimos P C F, F, livie e FF = P @ P’. Definimos

¢ : F'— N da seguinte forma:

reF=x=p+p compecPep cP

¢’ é bem definido pois a soma ¢ direta; x = p + p’ unicamente e ¢’ estende g de P a F. Veja

entao o diagrama:

F=PaP
h/ g/
M / N 0

F livre = F projetivo = 3h’ tal que fh' = ¢’. Tome h = h/|p; e observe que fh = ¢'|p =
g = P é projetivo.
]

0.15 COROLARIO. Um anel R é semi-simples se, e somente se, todo mddulo a esquerda (a

direita) € projetivo.
0.16 Observacao. M ¢ semi-simples se, e somente se, toda sequéncia exata
00— K—M-—N—0

é cindida.
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= Mdédulos Projetivos e Injetivos

Prova. (observacao) Pode ser encontrada em [1].
g

Prova. (coroldrio) <| Considere 0 — K — R — N — 0. Mas N é projetivo, pois a

sequéncia é cindida e portanto, R é semi-simples (pela observacao).

() livre, tal que a sequéncia R = M — 0

é cindida. Logo M & M’ = R e portanto, M é projetivo.

=] Seja M médulo, R semi-simples. Existe R

O

Um resultado que caracteriza especialmente o radical Jacobiano de um médulo projetivo:

0.17 PROPOSIGAO. Seja P projetivo e J = J(R). Logo J(P) = JP.

Prova. Veja [1].
U

Agora definiremos os mdédulos injetivos e introduziremos suas principais caracterizacoes e

resultados relevantes para a apresentagao deste texto.

0.18 DEFINIGAO. Um mddulo E € chamado injetivo se para cada sequéncia exata

0 K —— M

(i monomorfismo e K, M mddulos quaisquer)e homomorfismo f : K — E sempre existe h :

M — FE tal que hi = f, ou seja, o diagrama a sequir comuta:

0 K M

Dizemos que podemos estender f a todo M através de h.

0.19 PROPOSICAO. As sequintes afirmacoes sao equivalentes:

(i) E ¢ injetivo;
(ii) Para cada monomorfismo i : K — M a sequéncia exata (de grupos abelianos)

Homp(M,E) —— Homp(K,E) — 0
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= Mdédulos Projetivos e Injetivos

¢ sobrejetiva (def. de i*). Tome g € Homp(M, E), considere

0 — K — M 4. F

logo i*(g) = gi;

Prova. (i) = (ii): Tome g € Hompg(K, F) e considere o diagrama

0 K M

E injetivo = 3h tal que hi = g. Agora usa hi = i*(h) (sobrejetivo).

(ii) < (i): Argumento andlogo.

O

0.20 Observacao. Parcelas diretas e produtos diretos de mddulos injetivos sao também injetivos.

O teorema a seguir é conhecido como Teste injetivo ou Critério de Baer e com ele trazemos

uma definicao de injetivo relativo. Este resultado nao sera demonstrado aqui, mas sua prova é

bastante conhecida e pode ser encontrada em [1].

0.21 DEFINICAO. Dizemos que um mddulo E ¢é injetivo relativo a um mddulo M se para cada

monomorfismo i : K — M e homomorfismo f: K — E, existe h : M — E tal que hi = f, ou

seja, o diagrama abaizo comuta:

Dizemos que um modulo € injetivo se ele € injetivo relativo a qualquer modulo.

0.22 TEOREMA. (Critério de Baer) As sequintes condigoes sio equivalentes:

(i) E € injetivo;

(11) E € injetivo relativo a R;

Gustavo da Silva Costa
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= Mdédulos Projetivos e Injetivos

(iii) Para cada I, ideal a esquerda e homomorfismo f : I — E, existe x € E tal que f = py

(pr = rx, v € I - multiplicagao a esquerda por um elemento de I).

Os resultados a seguir direcionam ao conceito do envelope injetivo. Estes culminam no

conhecido teorema da existéncia e unicidade do envelope injetivo, atribuido a Eickman e Shnopt.

0.23 LEMA. Cada R mddulo pode ser imerso num mdodulo injetivo.

Prova. Veja [1].

0.24 PROPOSICAO. E ¢ injetivo se, e somente se, cada monomorfismo 0 — E — M ¢€

cindido.

Prova. =-| Considere o diagrama:

0 E ! M
id h
E

Com F injetivo temos hf = id = a sequéncia ¢é cindida.

<] Pelo Lema 0.23, existe um médulo injetivo @ e monomorfismo f : E — @, logo

0 E—-1 .0
é cindida o que implica que E é isomorfo a uma parcela direta de (). Como @ é injetivo, pela

observacao 0.20, F € injetivo.
O

0.25 COROLARIO. Um anel R é Semi-simples se, e somente se, todo R médulo € injetivo.

Prova. =] Sejam R anel Semi-simples e M um R-mod. Por 0.23, existe injetivo E, tal
que a sequeéncia

0 M

E E/M —— 0

é exata. Com R Semi-simples, a sequéncia é cindida e assim, M é uma parcela direta de F,

portanto, M é injetivo.

<] Considere a sequéncia exata e o diagrama:
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= Mdédulos Projetivos e Injetivos

0 K M M/K 0
id h
K

E suficiente provar que a sequéncia é cindida. Como, por hipétese, todo mdédulo é injetivo, o
diagrama comuta e hi = id, o que garante que a sequéncia ¢ cindida e R é Semi-simples.
O

Para apresentar o teorema da existéncia e unicidade do envelope injetivo de um maodulo,

precisamos ainda de alguns conceitos tais como a definicao a seguir.

0.26 DEFINICAO. Dizemos que um sub-mddulo K C M ¢é essencial em M se para cada sub-

modulo L C M, L # 0, temos K N L # 0. Denotamos K < M.

Um conceito dual € o de sub-maodulo supérfluo: se N C M € supérfluo em M, denotado por

N <« M, entao para todo sub-médulo L C M, N+ L=M = L= M.
Exemplo 0.5. R =7, (n), multiplos de n, é essencial em Z.

Exemplo 0.6. Todo sub-mddulo de Zp ¢ essencial, onde Zyp € definido por: p € 7,
primo positivo, entao M = {a/p" € Q| a € Z en € N} é um sub-grupo aditivo de Q com

sub-grupo Z. Denotamos entio o grupo quociente M /Z por Zye.

Exemplo 0.7. Z < Q.

A seguir definimos socle, conceito dual do radical Jacobiano e de extrema importancia ao

longo do texto.

0.27 DEFINIGAO. Cada mddulo M tem um (inico) maior sub-mddulo que é semi-simples. Este
sub-mddulo é chamado de socle de M, denotado por, soc(M). Uma caracterizagio importante
€ que:

soc(M) = Z{K C M | K é minimal em M}
ou ainda:

(WL S M|LIM}.

0.28 LEMA. R Artiniano, entdao soc(M) <M.

Prova. Suponha soc(M) nao é essencial em M. Entao existe K C M, tal que KNsoc(M) =

0. Mas, com R Artiniano, K O S, para certo S, simples e S N soc(M) # 0, por definicao de
socle. Portanto, soc(M) < M.

O
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0.29 DEFINIGAO. Seja M um mddulo, E mddulo injetivo. Dizemos que (q, E) € um envelope
injetivo de M se q: M — E € monomorfismo e q(M) <QE. Dizemos que q é um monomorfismo

essencial.

0.30 PROPOSIGAO. Seja M um R-mod e suponha que (i, E) é um envelope injetivo de M.
Suponha também que QQ € um mddulo injetivo e q : M — @ € também wm monomorfismo.

Entao Q tem uma decomposicao Q = E' ® E", tal que:
(a) E' ~ E;
(b) Im(q) € E';
(c) (q, E') € envelope injetivo de M.
Além disso, se f: My — My € um isomorfismo e i1 : M1 — Eq e iy : My — FEo sdo envelopes

injetivos de My e My, respectivamente, entio 3f : E1 — Ey, f isomorfismo, ou seja, o diagrama

a sequir comuta:

El—f——>E2

T

Ml—f——>M2

Prova. Considere o diagrama abaixo:

Q

Como @ ¢ injetivo, ele comuta. Precisamos agora provar que ¢ é monomorfismo. Para isto,
suponha que ker(g) # 0. Sabemos que (M) < E, logo (M) Nker(g) # 0. Assim,

Jz # 0, tal que = € ker(q) Ni(M) = x =i(y), para certoy € M, e y # 0.

Entao,

Logo, por absurdo, ¢ é monomorfismo.
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Assim temos que a sequéncia:

é cindida (E é injetivo) e:
Q=FE®FE" com E' =1Im(7) ~ E,
o que prova a afirmagao (i).
Provando a afirmagao (ii) basta ver que g estende ¢ = I'm(q) C Im(q) = E'.
E, finalmente a afirmacao (iii). Para isto considere o diagrama:

1

0 M E

E/

E’' = Im(q) (q é isomorfismo, portanto monomorfismo). Temos que provar que q(M) < E'.
Assim, tome 0 # Rz’ C E'. Observe que ¢ '(Rx') Ni(M) # 0 (¢ é isomorfismo). Entdo
Jy # 0 € g H(Ra') Ni(M), tal que:

0# q(y) € Ra'Nq(i(M)) = Ra' ng(M) S E".

Desde que ¢(M) N Rx # 0 = q(M) é essencial (basta verificar em ciclicos).
U

Apresentaremos agora o Teorema de Eickman e Shnopt, um resultado classico para pesquisadores
e estudantes da &area, cuja prova pode também ser encontrada em diversos livros e para isso in-

dicamos o Anderson e Fuller [1].

0.31 TEOREMA. (Eickman + Shnopt) Cada mddulo tem envelope injetivo e este € inico a menos

de isomorfismo.
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Capitulo 1

Anéis Pseudo-Frobenius

Neste capitulo estudaremos alguns tipos especiais de anéis, nos quais estao baseados este
trabalho. O capitulo tem como ponto principal os anéis Pseudo Frobenius que serao discutidos na
secao 1.3, mas para isso sera necessario e importante o conhecimento anterior sobre anéis Quasi
Frobenius, que serao discutidos na se¢do 1.1 e sobre anéis Semi-Perfeitos, que serao discutidos

em 1.2.

1.1 Anéis Quase-Frobenius

Os anéis Quase-Frobenius (QF') sdo uma classe de anéis Artinianos onde o médulo regular
rR é injetivo. Esta classe de anéis inclui os anéis Artinianos semi-simples e todas Algebras de

Grupo de grupos finitos sobre corpos, semi-simples ou nao.

Os anéis QF apareceram, inicialmente no estudo de Dualidades de Morita, pelo fato de
existir nesses anéis uma dualidade entre as classes dos R-mod finitamente gerados e a classe dos

mod-R finitamente gerados.

Nossa definicao de anéis QF' sera dada em termos de anuladores, uma abordagem classica,
proposta inicialmente por M. Hall para algebras semi-simples e por Nakayama no estudo dos

anéis de Frobenius, anéis QF' e algebras.

Definiremos entao anuladores e daremos algumas caracteristicas, em seguida seguiremos

com a definicao classica de anéis QF'.

1.1 DEFINIGAO (Anuladores).

S C R, um conjunto: r(S) ={a € R; sa=0, Vs € S} € o anulador a direita de S.
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I(S)={a€R; as=0, Vs € S} € o anulador a esquerda de S.

Na pratica, os anuladores geram resultados diferentes quando aplicados a médulos e ideais.
Quando tomamos, por exemplo, (M), para M um médulo & esquerda, estes sao ideais bilaterais

de R. Mas se tomamos [(K), para K um mdédulo a direita, este é somente um ideal a esquerda
de R.

Exemplo 1.1. Zs, mddulo sobre Z. (3) = l(Z3) = r(Z3) e (3) € ideal bilateral de 7. (Z

multiplos de 3).

1.2 Observacao. Suponha S um R-mod simples. Entao J CI(S5).

Prova. Observe que S ~ R/M, com M ideal maximo & esquerda. Tome x € J e 7 =
r+ M e R/M.
xr =xr+ M, J é ideal bilateral = xr € J

mas,

JCM=0=z5=0=JS=0.

Conclusao: J anula todos os médulos simples = J anula todo médulo semi-simples.
O

Os lemas a seguir sao resultados importantes para a caracterizacao deste tipo especial de
anéis. Conhecendo alguns resultados sobre anuladores de J e idempotentes poderemos aprofun-

dar nosso estudo sobre os anéis QF.
1.3 LEMA. Seja R Artiniano. Entao o socle a esquerda soc(rR) € o ideal bilateral r(J), analoga-

mente o socle a direita de R, soc(Rr) € o ideal bilateral I(.J).

Prova. Veja em [1].
U

1.4 LEMA. Seja e um idempotente em um anel R e seja N um ideal bilateral em R. Entdo o

dual do R-mod Re/Ne (Hompg(Re/Ne,R)) é isomorfo ao mod-R er(N).

Prova. Seja V = Re/Ne e para cada b € er(N) defina a aplicagao ¢, : V — R como:
op(x + Ne) = zb. Indicamos por X’ o dual Homp(X, R) de X.

Para prosseguir com a prova, faremos algumas afirmagoes:

AF.1; ¢y é bem-definida:

Toma x, y tais que x —y € Ne. ¢p(x + Ne) — ¢p(y + Ne) = b — yb = (x — y)b = 0, pois
beer(N).

Gustavo da Silva Costa Pagina 17



= Anéis Quase-Frobenius

AF.2; ¢, € V"

dp(z + Ne +y+ Ne) = (z+y)b = zb+ yb = ¢p(z + Ne) + ¢p(y + Ne), ¢p(ax + Ne) =
(ax)b = a(xb) = agp(x + Ne), para a € R.

A aplicacao ¢, que leva b — ¢p, é um R-homomorfismo de er(N) em V.

AF.3; ¢ é homomorfismo:
b+ V) = dpp: dpyw(x+ Ne) =a(b+ V') = xb+ b’ = ¢p(x + Ne) + ¢y (x + Ne);
—gp(ba) = Ppa : ¢ba($ + Ne) = zba = (xb)a

AF 4; o é injetiva:
Se ¢y = ¢y, para b, b/ € er(N), entdao ¢p(e + Ne) = ¢y (e + Ne) e temos eb =eb/ = b =1V,
poisbel € eR.

AF.5; ¢ é sobrejetiva:

Para qualquer ¢ € V', seja b = ¢(e + Ne). Entao eb = b e, para todo a € Re:
¢(a+ Ne) = ¢(ae + Ne) = ap(e + Ne) = ab.

Além disso, para todo n € J = J(R), nb = ¢(n(e + Ne)) =0, entdo b € r(N)NeR =er(N) e
¢ = ¢

Assim, temos que ¢ é um R-isomorfismo entre er(N) e V.

Vejamos agora a definicao de anéis QF', objeto fundamental de estudo deste texto.

1.5 DEFINIGAO. Um anel R Artiniano a esquerda é QF se l(r(L)) = L e r(I(K)) = K para

todo ideal a esquerda L e todo ideal a direita K.

Se R é QF, a aplicacao L — r(L) determina uma fun¢ao monomérfica revertendo a corre-
spondéncia entre os conjuntos de ideais a esquerda e a direita em R. Como R é Noetheriano
para ideais a esquerda, pelo teorema citado a seguir, 1.6, temos que R é também Artiniano a

direita.
1.6 TEOREMA. Seja rR um anel Artiniano. Entao, rR tem série de composicdo e assim, os

ideais a esquerda de R satisfazem ambas condicoes de cadeia, Artiniano e Noetheriano.

Prova. (este é um resultado amplamente conhecido e pode ser encontrado em [2] ou em

).
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0

A seguir apresentamos um teorema que d&d as principais equivaléncias e caracteristicas de
um anel QF'. Este resultado é de fundamental importancia no estudo desses anéis, visto que
essas equivaléncias sao amplamente utilizadas e até mesmo neste texto, no capitulo 2. Antes

porém, apresentaremos uma defini¢ao que serd utilizada na prova do resultado a seguir.

1.7 DEFINICAO. Um R-mod L e um mod-R K, sdo ditos serem um par a R se existe uma funcdo

f:Lx K — R tal que:

flaz1 +bxe,y) = af(z1,y) + bf (22,y)
f(@,y1a + y2b) = f(2,91)a + f(z,y2)b
para todo a,b€ R, 2's € L ey's € K. O terno (L, K, f) € dito ser nao-degenerado se:
fle, K)=0=z=0c¢ f(L,y) =0=y=0.
Para qualquer sub-conjunto U C L, seja:
0:U)={y e K: f(Uy) =0}
eparaVC K:

0:V)={zxeL: f(z,V)=0}.

Se (L, K, f) é um par nao-degenerado, entao para cada y € K, a aplicagdo A\, : L — R
definida por A\,(z) = f(z,y), para € L, é um elemento de L', e a aplicacdo que leva y — A, é

um isomorfismo de K em L.

1.8 TEOREMA. Seja R um anel Artiniano. Sdo equivalentes:

(i) R é QF;

(ii) Se L é um R-mod simples, seu dual L' é um, mod-R simples, e se K é um mod-R simples,

seu dual K' é um R-mod simples;
(iii) rR € um R-mod injetivo;

(iv) R € um mod-R injetivo.

Prova. (i) = (ii): Todo R-mod simples L é isomorfo a Re/Je para algum idempotente

primitivo e. Como vimos no Lema (1.4), L' ~ er(J), além disso:

er(J) =eRNr(Je) =r(R(1—e)+ Je),
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e R(1 —e) + Je é um ideal maximal a esquerda, em R, desde que:

R _ R(1—¢)®Re
Ri—o+Je RO—eaje " felle

Como R é QF, o anulador a direita de um ideal maximo a esquerda é um ideal a direita minimo.

Assim, er(J) é mod-R simples. O mesmo argumento vale para mod-R simples e seus duais.

(ii) = (iii): Pelo critério de Baer, 0.22, é suficiente mostrar que, se I é um ideal & esquerda
em R, entao todo homomorfismo 7 de I em rR pode ser estendido a um endomorfismo de pR
e é, desta forma, a restricdo a I de uma multiplicacdo a direita por um elemento fixo em R.

Introduzimos, primeiramente, par nao degenerado (rR, Rpg, f), onde

f(z,y) =2y, (z,y € R).
E imediato que (I,Rgr/(0: 1), f1) é também um par nao degenerado, onde f; é dado por

fi(z,g)=xyVeel, g=y+(0:1), ye R.

O homomorfismo dado, n de I em rR é um elemento de I’, e aplicando o Teorema de
Morita-Tachikawa (que pode ser encontrado em [2]| p. 397) ao par (I, Rr/(0: I), f1) vemos que
I' ~ Rr/(0: I). Portanto, existe um elemento y € R tal que:

n(x) = fi(z,y) = zy
para todo = € I. Isto garante que rR é injetivo.
(iii) = (i): Dado um homomorfismo n : I € R — R, I ideal & esquerda, n é a restrigao a
I de uma multiplicagao a direita por um elemento em R: n(z) = za, (a € R).
Considere, a priori, um ideal principal a direita aR, e seja b € r(l(aR)). Veja que: z € l(a) =
za = 0, mas za = zal = (zal)b = 0 = za € [(b). Entao, l(a) C I(b), e za +— zb é um
homomorfismo sobrejetivo de Ra — Rb, assim, pelo Critério de Baer, dc € R tal que ac = b e

temos b € aR. Portanto r(l(aR)) = aR para qualquer ideal principal a direita aR, visto que a

inclusao aR C r(l(aR)) é trivial.

Agora seja K um ideal a direita qualquer em R. Como R é Artiniano, e por isso, Noethe-

riano, existem elementos aq,...,as em R, tais que K = a1 R+ - -+ + asR e notamos que:
l({aR+---+asR) =1(a1R)N---Nl(asR)

e temos ainda:

r((K))=r(l(aR+ -+ asR)) =r(l(a1R)N---Nl(asR)) = (*) r(l(a1R)) + --- + r(l(asR)) =

=R+ --4+asR=K,
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para todo ideal a direita, K. A igualdade em (*) é garantida como aplicagao do Critério de

Baer, como provado em [2] p. 399 (58.11).

(Falta mostrar que I(r(L)) = L para todo L, ideal & esquerda)

Sabemos que, com R injetivo, cada parcela direta de g R é também injetiva. Em particular,
Re ¢ injetivo, para certo idempotente primitivo e. Seja H um sub-mdédulo simples de Re. Pelo
Teorema de Eickman + Shnopt, 0.31, Re contém um envelope injetivo E(H), de H, e E(H) é
uma parcela direta de Re. Como Re é indecomponivel, vimos que Re é o envelope injetivo de
cada uma de seus sub-mé6dulos simples (Re = E(H), VH C Re, H simples). Usando novamente
o Teorema de Eickman + Shnopt, Re é uma extensao essencial (related extension) de H, e disto

segue-se que H ¢é o Unico sub-moédulo minimo de Re.

Agora sejam Re; e Res médulos indecomponiveis principais com inicos sub-modulos simples
H, e Hy. Pela unicidade do envelope injetivo (Eickman + Shnopt), 0.31, H; ~ Hs < Re; ~
Resy. Portanto, existem tantos ideais a esquerda minimos nao isomorfos em R quanto moédulos
indecomponiveis principais e, consequentemente, todo R-mod simples é R-isomorfo a algum

ideal & esquerda minimo em R.

Agora, seja L um ideal & esquerda arbitrario em R, entao L C I(r(L)), e teremos que
provar a igualdade. Assumiremos que a inclusao é propria, entao existe um ideal a esquerda
Lo C l(r(L)) tal que Ly/L é um R-mod simples. Assim, existe um ideal minimo & esquerda H,
de R, tal que Lo/L ~ H. Consequentemente, existe um R-homomorfismo ¢ # 0 de Ly em gR
tal que (L) =0 (Lo/L esta definido, logo L = ker(y) para certo ¢ € Hom(__, R)). Entao, pelo

Critério de Baer, p(z) = zc¢, x € Ly, para certo ¢ € R fixado, e temos Lc = 0.

Entao ¢ € r(L) e Ly C I(r(L)) C l(c). Portanto, ¢(Ly) = Loc = 0 contrario ao que

assumimos. Assim, concluimos que L = I(r(L)) para qualquer ideal & esquerda L.

A prova da equivaléncia incluindo a afirmagao (iv) é obtida trivialmente por simetria a
prova da afirmagao (iii).
O

O resultado a seguir também tem expressiva importancia na descrigdo das caracteristicas
dos anéis Quasi-Frobenius. Mais uma vez a presenca de anuladores de J e idempotentes sao

elementos de caracteristica marcante desta classe de anéis.

1.9 PROPOSIGAO. Sejam R um anel QF. Entao I(J) = r(J) e, consequentemente, os socles a
direita e a esquerda de R sao iguais. Todo modulo indecomponivel principal Re tem um wunico

sub-mddulo minimo l(J)e. Se e e f sao idempotentes primitivos, entao l(J)e ~ I(J)f se, e
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somente se, Re ~ Rf.

Prova. Pelo Lema 1.4 e o item (ii) do Teorema 1.8, sabemos que er(J) é um mod-R
irredutivel, para cada idempotente primitivo e. Entao er(J)J = 0, e como e; + --- + ¢, = 1
com e; idempotentes primitivos, temos que 7(J)J = 0. Assim, r(J) C [(J). De forma simétrica,
temos que [(J) C r(J), e concluimos que r(J) = I(J). Pelo Lema 1.3, isto significa que, os socles

a direita e a esquerda, de R sao iguais.

Agora, seja Re um mdédulo indecomponivel principal. Pelo item (i) do Teorema 1.8 e a
contrapartida do Lema 1.4 para médulos a direita, I(J)e é ndo nulo e é um sub-médulo simples
de Re. Como Re é indecomponivel e injetivo, segue-se, pela prova de (iii) = (i) de 1.8 que I(J)e

¢ o0 tnico sub-mdédulo minimo de Re, e que Re = E(I(J)e).

O restante da proposicao é garantido pela unicidade do envelope injetivo (Teorema de
Eickman + Shnopt, 0.31).
O

1.10 COROLARIO. Seja R um anel QF. Entdo todo R-mod irredutivel é isomorfo a um ideal a

esquerda em R.

Prova. Esta prova aparece na demonstracao de (iii) = (i) do Teorema 1.8 e segue-se da
dltima afirmacao do Teorema 1.9 porque o nimero de R-mod simples nao isomorfos é igual ao
numero de modulos indecomponiveis principais distintos.

O

Abaixo apresentamos alguns exemplos de anéis QF'.
Exemplo 1.2. Como jd citado, um anel R Artiniano e Semi-simples € QF'.

Exemplo 1.3. E intuitivo (e correto) pensar que o anel A, das matrizes n X n, com

coeficientes num anel A, QF ¢ QF.

Exemplo 1.4. Uma classe de exemplos comum nas pesquisas sobre anéis QF que
também aparece em estudos sobre teoria de codigos sao os anéis de grupo. E sabido que todo

anel de grupo RG de um grupo finito sobre um anel QF € QF.

1.2 Anéis Semi-Perfeitos

Antes de falarmos propriamente dos anéis Semi-perfeitos, veremos uma breve nogao sobre
coberturas projetivas e idempotentes, recursos que estao ligados a caracterizacao deste tipo de

anel.
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O lema a seguir, conhecido como Lema de Nakayama ¢é utilizado em provas de teoremas
adiante e é um importante resultado da area, amplamente conhecido, que relaciona sub-mddulos

supérfluos.

1.11 LEMA. (Lema de Nakayama) Para um ideal o esquerda I de um anel R, as seguintes

afirmacdes sao equivalentes:

(i) I CJ;
(ii) Para todo R-mod finitamente gerado M, se IM = M, entao M = 0;

(i1i) Para todo R-mod finitamente gerado M, IM < M.

Prova. Veja [1] p.169
O

E sabido que todo médulo livre é projetivo e todo R-mod é gerado por rpR. Assim, triv-
ialmente, todo moédulo é uma imagem epimorfa de um médulo projetivo. Fortalecendo essa
condigao definimos que um par (P,p) é uma cobertura projetiva de um médulo gM se P é um
R-mod projetivo e

P2 .MM ——0

é um epimorfismo supérfluo (isto é, ker(p) < P). Para simplificar, usamos a terminologia, neste

caso, que P é uma cobertura projetiva para M.

Exemplo 1.5. Se e € um idempotente em R, entio Je = J(Re) < Re. Portanto, como
Re ¢€ projetivo, o par (Re,n) € uma cobertura projetiva de Re/Je, onde n : Re — Re/Je € a

projecao natural.

Prova. Esta prova é encontrada em [1].
U

Alguns resultados sobre coberturas projetivas serdo apresentados nesta segao, eles serao
importantes no entendimento e na caracterizagao dos anéis semi-perfeitos. Em algumas provas
e enunciados é comum escrevermos homomorfismos a direita de seus argumentos, como de praxe

na literatura, a fim de facilitar o entendimento, isto esta sendo feito na prova do lema a seguir.

1.12 LEMA. Seja P um R-mod projetivo com anel de endomorfismos S = End(gP). Sejaa € S,
entao:

a€ J(S) e Im(a) < P.
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Prova. [«] : Suponha I'm(a) < P. Usando caracterizacoes do radical Jacobiano, sera
suficiente provar que Sa <g S. Suponha que I Cg S e Sa+ I = S (teremos que provar que
I =S5). Entao 1p = sa+bparaalgums € Seb e I. Assim P = Plp C Psa+Pb C Im(a)+ Pb,
logo Pb = P. Mas assim b se torna um epimorfismo b : P — P, como P é projetivo, b é cindido

e existe algum ¢ € S com 1p = ¢b € I. Desta forma I =S e Sa < S.

[=] : Seja a € J(S) e suponha K C P com Im(a) + K = P (queremos mostrar que K = P).
Veja que, se ng : P — P/K é a projecao natural, entdo ang : P — P/K é um epimorfismo.

Tomando s € S tal que o diagrama comute, temos:

P
S ng
P—"5 p/K 0

= ng = sang = ng — sang = 0= (1 —sa)ng =0

Mas, desde que a € J(S), 1 — sa é inversivel (quase-regular) e ng = 0, o que deduz K = P.
O

1.13 LEMA. Suponha que M tenha uma cobertura projetiva p: P — M. Se rQ € projetivo e
q:Q — M é um epimorfismo, entdo Q tem uma decomposicio QQ = P' @ P" tal que:

(1) P' ~ P;

(2) P" C ker(q);

(3) (q|pr) : P' — M € uma cobertura projetiva para M.

Prova. Este teorema traz propriedades duais em relacao aos envelopes injetivos e sua
prova é praxe na area e facilmente encontrada em [1] p. 200.

0

1.14 PROPOSIGAO. Seja P um R-mod projetivo. Entdo as afirmagoes a sequir sao equivalentes:

(a) P é cobertura projetiva de um R-mod simples;
(b) JP € um sub-mddulo maximal supérfluo de P;

(¢) End(gP) € um anel local.

Prova. (a) = (b): P é cobertura projetiva de um R-mod simples se, e somente se, P

contém um sub-médulo supérfluo maximal. Mas JP(= J(P), pois P é projetivo) esta contido
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em todo sub-moédulo maximal de P e contém todo sub-mdédulo supérfluo de P.

(b) = (¢): Se JP ¢é um sub-mddulo supérfluo maximal de P, entao, pelo Lema de Schur temos:
P/JP é simples e:
End(rP)/J(End(rP)) ~ End(P/JP)

é um anel de divisao. Assim, End(gP) é um anel local (sabendo que R é local & R/J(R) é

anel de divisdo).

(¢) = (a): Com End(grP) um anel local, entao P # 0. Como todo médulo projetivo nao
nulo contém um sub-moédulo maximo, existe um K C P maximal. Tome o epimorfismo natural
RN P/K ——— 0. Queremos provar que P é cobertura projetiva de P/K, isto é, K < P
(K =ker(m) < P).

Para isto, suponha K + L = P para algum L C P (queremos mostrar que L = P). Entao:
P/K~K+ L/K ~L/LNK (teoremas de isomorfismo)

entdo existe um homomorfismo nao nulo f : P — L/L N K. E como P é projetivo, existe um
endomorfismo s : P — L tal que o diagrama comuta e f = sn.
P
s f

ang

L L/LNK 0

Desde que 0 # f = sn, Im(s) ¢ K; de onde segue que I'm(s) nao é supérfluo em P. Assim
s #€ J(End(gP) (1.12), s é um endomorfismo inversivel de P o que implica L = P, e portanto,
K < P.

O

Valendo as condigoes acima, P ~ Re para algum idempotente e € R, ja que todo médulo
simples é uma imagem epimorfa de R, entao, por (1.13), uma cobertura projetiva P, de um

médulo simples deve ser isomorfa a uma parcela direta de g R, isto é, P ~ Re.

“Os idempotentes num anel R representam idempotentes em todo anel quociente de R,
embora classes laterais de idempotentes nao necessariamente tenham representativos em R. Por

exemplo, Z tem dois idempotentes (0 e 1) enquanto Zg tem quatro (0, 1, 3 e 4)”([1] p. 301).

Seja entao I, um ideal em R, e f 4 I um idempotente em R/I. Se existe um idempotente
e € Rtal que f+ I = e+ I, dizemos que f pode ser levantado médulo I (para e). Se todos os

idempotentes de R/I levantam médulo I a um idempotente em R, dizemos simplesmente que os
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idempotentes levantam modulo I. Intuitivamente, quanto menor o ideal I, maior a possibilidade

dos idempotentes levantarem moédulo 1.

1.15 DEFINIGAO. Uma anel R € dito Semi-perfeito se R/J €é semi-simples e os idempotentes

levantam maodulo J.

Desta forma, podemos apreciar que um anel Artiniano, a direita ou a esquerda é semi-
perfeito. Também os anéis locais, sdo uma classe de anéis que sdo semi-perfeitos amplamente

conhecidos e estudados.

Os anéis semi-perfeitos sao extremamente importantes no estudo dos anéis Pseudo-Frobenius.
Uma generalizacao do conceito de anéis Artinianos, mais fraca, porém de grande valor. O teo-
rema a seguir 1.21, fornece uma caracterizacdo importante para esta classe de anéis e serd

necessario na secao seguinte deste capitulo.

Antes porém, citaremos alguns lemas importantes, que sao pré-requisitos para o conheci-
mento sobre anéis semi-perfeitos. Em particular, o lema logo abaixo dé4 uma boa noc¢ao sobre
a generalizacdo do conceito de Artiniano, ja que envolve ideal nil, com ele temos uma melhor

idéia sobre o enfraquecimento das condigoes sobre anéis Artinianos.

1.16 LEMA. Se I € um ideal nil num anel R, entao idempotentes levantam maodulo I.

Prova. [1] p.301
U

1.17 LEMA. Suponha que pM tenha uma decomposicao M = My ®...® M, tal que cada parcela
M; tenha uwma cobertura projetiva. Entao um R-homomorfismo p : P — M € uma cobertura
projetiva se, e somente se P tem wma decomposicio P = Py & ... ® P, tal que para cada

i=1,...,n (plp,) : P, — M; € uma cobertura projetiva.

Prova. Sejam ¢; : Q; — M; (i = 1,...,n) as coberturas projetivas. Entao, segue-se por
propriedades de médulos projetivos (soma e produto finito de projetivos sdo projetivos) e de

médulos supérfluos que:
n
@qi:Ql@...@QnHMl@...EBMn
i=1

¢ uma cobertura projetiva. Assim, tomando ¢; = (p|p,) vemos que a condicao é suficiente. Esta
condicao é também necessaria, como garantido pela ultima afirmacao de 1.13.
O

1.18 LEMA. Um mddulo ciclico gM tem uma cobertura projetiva se, e somente se M ~ Re/le

para algum idempotente e € R e algum ideal I C J para e e I satisfazendo a condigcao da
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aplicacdo natural:

Re — Re/Ie — 0.

Prova. A projecao natural Re — Re/Ie tem nicleo Ie. Entao, se I C J, temos e C Je <

Re. Por outro lado, suponha rM tem uma cobertura projetiva p : P — M. Se M ¢é ciclico,

entao existe um epimorfismo f : R — M. Assim, por 1.13 nés podemos assumir R = P & P’

com p = (f|p). Desta forma, para algum idempotente e € R, P = Re e Ie = Ker(p) < Re.
Dai Ie C Je C J e M ~ Re/Ie.

O

1.19 LEMA. Seja R um anel e seja I um ideal de R com I C J. Entdo as sequintes afirmacoes

sao equivalentes:

(a) Idempotentes levantam mddulo I;
(b) Toda parcela direta do R-mod R/I tem uma cobertura projetiva;

(¢) Todo conjunto (completo) finito ortogonal de idempotentes em R/I levanta para um conjunto

(completo) ortogonal em R.

Prova. (a) = (b): Uma parcela direta de pR/I é também parcela direta de p/;;R/I e
também é gerado por um idempotente de R/I. Assumindo (a),podemos levantar qualquer destes
idempotentes, logo sera suficiente provar que se e € R é um idempotente, entao (Re + I)/I tem

uma cobertura projetiva em rpM, como R mdédulo. Mas,
(Re+1)/I ~ Re/(INRe)= Re/le

e entao aplicamos 1.18.

(b) = (c): Sejam g1,...,9, € R um conjunto ortogonal completo de idempotentes médulo
I (isto sera suficiente j& que qualquer conjunto finito ortogonal pode ser expandido para um
conjunto completo ortogonal). Desde que I C J < R, a projecao natural ny : R — R/I é uma
cobertura projetiva. Por hipdtese, cada parcela em R/I = (R/I)(g1 +I1)® ... ® (R/I)(gn + 1)
tem uma cobertura projetiva, entao por 1.17 e nocoes béasicas de decomposicao de anéis, existe

um conjunto completo de idempotentes ortogonais eq,...,e, € R tal que:
(R/I)(e; +I)=ni(Re;) = (R/I)(gi+ 1) (i=1,...,n).

Unicidade garantida, temos e; + I =g; + 1 (i =1,...,n).

(c) = (a): Decorre diretamente da definigao.
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1.20 LEMA. Sejam f: M — N wum epimorfismo supérfluo e p: P — M um R-homomorfismo.
Entao p : P — M € uma cobertura projetiva se, e somente se fp : P — N € uma cobertura

projetiva.

Prova. Claramente serd suficiente provar que p é um epimorfismo supérfluo se, e somente
se, fp é. Suponha entao que p, da mesma forma que f, seja um epimorfismo supérfluo; assim,
certamente, fp serd epimorfismo, ji que é a composicao de dois epimorfismos. Para ver que
fp é supérfluo usaremos um resultado basico da area que é enunciado para epimorfismos e
monomorfismos e que vale para supérfluos: Se A é um homomorfismo com fph epimorfismo,
entdo ph é epimorfismo, dai h é epimorfismo (f é epimorfismo, por hipdtese). Assim, fp é
supérfluo. Por outro lado, se fp é um epimorfismo supérfluo entao p, pelo mesmo motivo, p é
epimorfismo e supérfluo pois ker(p) C ker(fp) < P.

O

O préximo resultado é o teorema supracitado que caracteriza convenientemente os anéis

semi-perfeitos.

1.21 TEOREMA. Para um anel R sao equivalentes:

(a) R é Semi-perfeito;

(b) R tem um conjunto completo de idempotentes ortogonais ey, . .., e, com cada e; Re; um anel

local;
(¢) Todo R-mod simples tem uma cobertura projetiva;

(d) Todo R-mod finitamente gerado tem cobertura projetiva.

Prova. (a) = (b): Se R é semi-perfeito, podemos, por (1.19), levantar os idempotentes
para uma decomposi¢ao semi-simples de R/J obtendo um conjunto completo de idempotentes
ortogonais eq,...,e, em R, com Re;/Je; ~ (R/J)(e; + J) [via ae; + Je; — (a + J)(e; + J)],

simples. Assim, por (0.7) cada e;Re; é local.

(b) = (c): Assumindo (b), cada Re;/Je; é simples, por (0.7) e tem uma cobertura projetiva, por
(1.18). Mas, cada R-mod simples é isomorfo a um fator de R/J, R/J ~ Rey/Je1®...®Re,/Je,,

logo, isomorfo a Re;/Je;.

(¢) = (d): Seja P um conjunto completo de coberturas projetivas dos R-mod simples. Entao,
por caracterizacoes de geradores, P gera todo R-mod. Seja p M finitamente gerado, entao existe

uma sequéncia Py, ..., P,, em P e um epimorfismo f tal que

f

P=P®&..0PF, M 0
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com f(JP)= JM, inferimos que existe um epimorfismo:
PiJJP,@...® Py)JP, ~ P/JP — M/JM — 0.

Mas cada P;/J P; é simples, entao M /JM é uma soma direta finita de médulos simples, portanto,
tem uma cobertura projetiva. Mas, JM < M pelo Lema de Nakayama (1.11) M — M/JM é

um epimorfismo supérfluo. Agora, usa (1.20).

(d) = (a): Como R é finitamente gerado, R/.J também o serd, pois esta propriedade é preservada
por epimorfismo. Desta forma, as parcelas diretas de R/J também serao finitamente geradas,
logo tém uma cobertura projetiva e os idempotentes levantam médulo J (por 1.19). Falta provar
que R/J é semi-simples. Para isto, seja J < K Cp R, entao, como o R-mod ciclico R/K tem
uma cobertura projetiva, temos, por (1.18) que R/K =~ Re/Ie para algum ideal a esquerda
Ie C Je. Desta forma

J-Re/le~J-R/K =0,

e também Je = J - Re C [e. Assim, [e = Je e
R/K ~ Re/Je ~ (R/J)(e+ J)

é cobertura projetiva de R/J. Logo K/J é parcela direta de R/J. Assim, R/J é semi-simples.
U

Os anéis Perfeitos a esquerda (a direita) sao aqueles em que todos os seus médulos a esquerda

(a direita) tém cobertura projetiva.

Estes conceitos aparecem frequentemente em resultados atuais envolvendo anéis QF e PF

e serao necessarios no capitulo seguinte deste texto.

1.3 Anéis Pseudo-Frobenius

A partir da generalizacao das propriedades dos anéis Q F', surgiram os anéis Pseudo-Frobenius
(PF). O enfraquecimento de algumas condigoes vélidas nos anéis QF', tais como a retirada da
hipétese de Artiniano bilateral, e o aparecimento de novos conceitos de anéis, como simples-

injetivo, motivaram os estudos deste tipo particular de anéis, que sera explorado neste capitulo.

1.22 DEFINIGAO. Um anel PF a direita é um anel R tal que Rr € um cogerador injetivo em
mod-R, equivalentemente, se R € semi-perfeito, auto-injetivo a direita e tem socle a direita
essencial. E comum também acrescentar a condicao: se qualquer R mddulo a direita fiel é

gerador de mod-R, entio R € dito um anel (PF).
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Estas, entre outras equivaléncias que caracterizam os anéis PF' (& direita) serao apreciadas

e demonstradas no Teorema 1.24 a seguir.

Antes porém, vejamos a definicao a seguir, um conceito a ser utilizado nas caracterizagoes
de anéis PF.

1.23 DEFINIGAO. Seja M um R-mod. Dizemos que M € fiel se (M) = 0. Simetricamente

definimos para um mod-R.

1.24 TEOREMA. Um anel R é Pseudo-Frobenius (PF) a direita se vale pelo menos uma, e

portanto todas, as afirmacdes abaixo:

(a) R € um cogerador injetivo em mod-R;
(b) Todo R-mdédulo fiel a direita é um gerador de mod-R;
(¢) R ¢é injetivo em mod-R, com socle a direita finitamente gerado essencial;

(d) R € semi-perfeito, auto-injetivo a direita com socle a direita essencial.

Prova. (a) = (b): Por (a) temos que todo ideal & direita de R é um anulador a direita
(annulet). Assim, se M é algum mod-R fiel com trr(M) = I # R, entao existe um elemento nao
nulo a € R tal que al =0 e, entdao af(m) =0,Vm € M* = Hom(M, R), e m € M. Isto significa
que aM™ = 0. Como M é fiel, entdo, em mod-R, R é um sub-mddulo, consequentemente uma
parcela do produto M’, dito que M! = R@® X. Entéo, aplicando o funtor ()* ~ Hompg(__, R), e
usando o isomorfismo (M7T)* ~ (M*)!, obtemos que R é uma parcela direta de (M*)!. Assim,
M* é fiel, entdo aM™* = 0 = a = 0. Esta contradicdo mostra que trg(M) = R, logo M é um
gerador de mod-R.

(b) = (c): Seja G a soma dos envelopes injetivos dos representativos de cada classe de iso-
morfismo dos mod-R simples, isto é, G é o menor cogerador de mod-R. Entao G é fiel, e logo,
gerador, com G" = R&® X para algum inteiro n > 0. Pelo Teorema de decomposicao unica, R é

uma soma direta de finitos mdédulos injetivos indecomponiveis com socle simples. O que prova

(c).

(¢) = (d): Por (c), R é soma direta de envelopes injetivos de ideais & direita simples. Entdo R

tem um diagrama de Azumaya, e portanto R ¢ lift/rad semi-local e semi-perfeito [2].

(d) = (a): Se eR e fR sao indecomponiveis principais, entdao a injetividade implica que eR
e fR tém socles simples, e que soc(eR) ~ soc(fR) se, e somente se, eR ~ fR. A afirmagao

dual, para os tops de eR e fR, vale, em geral, por projetividade. Assim, todo mod-R simples é
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isomorfo ao socle de algum indecomponivel principal a direita, isto é, que R é um anti-cogerador.
Como R é injetivo, entdao R é um cogerador.
O

Os anéis QF sao PF tanto a esquerda quanto a direita. Este fato deve-se basicamente ao
enfraquecimento da hipdtese de R ser Artiniano. A substituicdo pela condi¢do Semi-perfeito
generaliza este conceito e deriva esta nova classe de anéis especiais. Podemos verificar essas
condigoes nos teoremas 1.8 afirmagao (iii), quando caracteriza um anel QF como sendo equiv-
alente a Artiniano auto-injetivo (& esquerda), e 1.24 afirmacao (d), quando caracteriza um anel

PF como sendo semi-perfeito, auto-injetivo com socle a direita essencial.
A seguir, daremos um exemplo de um anel PF que nao é necessariamente QF.

Exemplo 1.6. Um cogerador injetivo sem condi¢oes de cadeia:
Considere Z,, com p, primo. Definimos o anel R por (R,+) = Z,@&Zyp~, € para (A, z), (1, y) € R,
N x)(p,y) = (A, Ay + px). Esta multiplicagao é associativa e distribui sobre a adigdo (nesta
verifica¢do usamos o fato de que Z, = Homg(ZLpe, Lp=)e Ly, € um anel comutativo).
Seja I um ideal proprio de R:
I deve ser um sub-grupo aditivo de Zy~, se nao for, seja (A\,z) € I, X # 0. Entdo (\,x)Zpo =
Lpo C I, € 1)Ly € um ideal de Z,. Como um ideal da forma (p') para algum i > 0, entdo
I=(("0)).
Assim, R € um anel local com ideal mdzimo ((p,0)), e R contém uma copia de seu unico médulo
simples, a saber, o sub-grupo de Zy~ de ordem p. Assim, R € injetivo e serd um cogerador em
mod-R.
Seja f uma aplicacio de um ideal I de R, em R. Se I C Zp~, f leva I no sub-grupo de
tor¢ao de (R,+), a saber, Zy~. Como Zp~ € um grupo injetivo, f estende a um elemento
X € Homg(Zye, Lp~) = ZLy. Entdo f(0,z) = (X,0)(0,z), para todo (0,x) em I.
Se I = ((p',0), e f((p',0)) = (0,2), entdo existe um y € Zye, tal que p'y = x. Entdio,
F(®',0) = (0,9)(p",0), logo f(A,2) = (0,9)(X, 2) para todo (X, 2) € ((p*,0)) = I.
Se I = ((p%,0)), e f((p*,0)) = (\,x), entdo (0 : (p,0)), o sub-grupo aditivo de ordem p‘, é
anulado por . Assim, p' divide \. Entdo, f(p',0) = (A\/p',y)(p',0), com y definido acima.
Portanto, f(u,2) = (A\/p',y)(u, 2), para todo (u,z) € 1.
Assim, em todos os casos, f € dado por uma multiplicacao a esquerda, e R € injetivo, pelo

Critério de Baer, 0.22, e portanto, R é PF.
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Capitulo 2

Conjecturas

As pesquisas sobre Dualidades de Morita, anéis auto-injetivos, anéis perfeitos e semi-
perfeitos, anéis QF e anéis PF desde muito tempo tém gerado muitas perguntas, algumas
ainda sem respostas. “Teoremas de Osofsky e Kato mostram que um anel auto-injetivo em
ambos lados, e perfeito unilateral é QF. Uma questao semelhante, se um anel auto-injetivo
unilateral e perfeito uni ou bilateral é QF, ainda estd em aberto, mesmo assumindo que este

anel é semi-primdario. A ultima versao deste problema é conhecida como Conjectura de Faith”

[6].

Outras conjecturas, ligadas a esta ainda estao em aberto, e outras ja foram respondidas.
Apresentaremos neste capitulo duas conjecturas, sendo que uma delas ja respondida totalmente,

e para a outra temos respostas parciais, com hipéteses adicionais.

2.1 Conjectura 1

A primeira conjectura que apresentaremos, proposta por Osofsky na década de 60, e que
ficou em aberto por aproximadamente vinte anos, foi respondida por Friederich Dischinger e
Wolfgang Miiller no ano de 1986, em [3]. Até entdao, nao se sabia se havia anéis PF unilaterais,
apesar da definicao ser dada para anéis PF a direita, e a esquerda individualmente. Este era
um problema bastante conhecido nos estudos de Dualidade de Morita, que aparece também nos
trabalhos de Azumaya, em 1966. O primeiro exemplo de um anel que é PF' a esquerda, mas

nao é PF a direita foi entdao apresentado por Dischinger e Miiller, em 1986 .

1 Conjectura. Se R é um anel PF a esquerda, entao R é PF a direita.

Esta conjectura foi respondida negativamente em [3]. Apresentaremos aqui este contra-
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exemplo e o teorema que garante sua validade.
Antes, porém, citaremos um resultado que serd usado na prova e que aparece em [4].
2.1 PrOPOSIGAO (Extensao Trivial).

(Teorema 2 em [4])

Seja R = (B, FE) o produto semi-direto de um bi-médulo E sobre um anel B. Assim,
a(xb) = (ax)b para todos a,b € Bex € E. Em R = B x E, a soma é feita coordenada a

coordenada, e a multiplicacao é definida por:

(a,z)(b,y) = (ab,ay + xb)

[R ~ ,a € B,z € E, com operagoes de matrizes.]

Entao:

(i) R é auto-injetivo & esquerda se, e somente se, E é injetivo em B-mod e B = End(gFE)

canonicamente;

(ii) R é cogerador injetivo em mod-R (R é PF a direita) se, e somente se, E é um cogerador

injetivo de mod-B satisfazendo B = End(Ep) canonicamente;

(iii) Assumindo (ii), entdo R é PF a esquerda se, e somente se, pF é um cogerador injetivo

(em B-mod) e B = End(pE) canonicamente.

Prova. A prova desta proposigao pode ser encontrada por completo em [4] (argumento
simétrico em (i)).

0

Com este resultado na mao, podemos apresentar o contra-exemplo de Dischinger e Miiller,

através do teorema a seguir, que esta em [3]:

Ao longo deste resultado aparece o conceito uniserial, que daremos agora sua defini¢ao:
2.2 DEFINIGAO. Um mddulo M € dito uniserial se seu reticulado de sub-mddulos é uma cadeia.
2.3 TEOREMA. (Teorema em [3])

Seja R = K[[X;a]] o anel das séries de poténcia skill (isto é, X'k = o'(k)X" para todo

k € K, i € N) sobre um corpo K, com endomorfismo de corpos o : K — K, tal que a(K) ¢é
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um subcorpo préprio de grau [K : a(K)] = n, 1 < n < oco. Entdo o anel de extensao trivial
S =R xpr Er de R por seu R-cogerador a esquerda minimal rE (convenientemente construido

um R-bi-mddulo) é PF a esquerda, mas nao é PF a direita.

Prova. Escolhemos um «(K)-sub-espaco U de K com K = a(K) & U e denotamos por
7 : K — a(K) a projegdo correspondente. Substituigoes iteradas de K pelo lado direito da

equacao acima levam a:
K=aK)aU)eU=K =d*(K)o o) & U)[’U) =U]
K=d*(a(K)aU)®aU)®dU)=>K=3K)®d2U)®al)daU)=>...=>
K=d(K)oa ()@ - @a(U)®aLU) (2.1)
(como (K )-sub-espacos).
Se nés escolhermos arbitrariamente elementos 0 # v; € o/~ }(U), i € N, entdo os ideais &

direita ciclicos v; X' R sao livres (~ Rp, pois todo ideal ciclico sobre um dominio de integridade

(série de poténcias) é isomorfo a R: R ~ Rx quando R é D.I.). Defina assim o ideal Ir como:
(o]
Ig=) v X'R=unXR+uX’R+...
i=1
Como cada v; € o'~1(U), temos que cada coeficiente das parcelas desta soma pertence a um

=1 (U). Assim, pela equacdo (2.1), esta soma é direta e podemos escrever:

Ip = i v; X'R = éviXiR ~ é Rg (2.2)
=1 i=1 =1

Portanto, Ir é livre com base enumeravel.

Por outro lado, g R é um R-mod uniserial, como os tUnicos elementos inversiveis em R sao
(o]

as séries g ki X com ko # 0, isto pode ser facilmente visto na cadeia descendente:
i=0

rRRDORX DRX?*> ... (2.3)

que contém todos os ideais a esquerda nao zeros.

m
Agora consideremos o conjunto £ = [X!]K de polinomios (invertidos) ZX ~ik; com
i=0
ki € K, m € N, que “comutam” com os escalares segundo a relagao:

Xk=aFk)X = X 'XEX' = X tak) XX = kX7 = X a(k)

o que deduz:
kX7 = X"l (k)
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para todo k € K, i € N, entdo XY, X~1, X2, ... é uma K-base & direita de E. E adquire
uma estrutura de R-mod por extensao aditiva (porque foi definido para uma parcela ijj de
S kjX7) de:

0, se1<j

o (2.4)
X~ 0i (k) ks, se i > j

(ki X7) - (X""hi) = {

1

Pelo homomorfismo aditivo §: K — K, dado por § = a™ ', uma multiplicacdo no mod-R

FE é induzida por:

: 0 sei<h
X7k) - (kXM =4 2.5
( )+ U { X—Hhgh (kiky), sei>h 29
Para provar isto, temos que observar que:
BU(K - a'(k)) = B'(K )k, para todo k, k' € K (2.6)

Como observacao vale acrescentar que estas definicoes garantem que os elementos re e er
(com r € Ree € F) pertencem a rpE e Ep, respectivamente, pois sdo polinomiais da forma

[X7YRe RX™']ji que, comi < j oui < h, re e er sio iguais a 0.

Usando a equagao (2.6) podemos também mostrar que, por (2.4) e (2.5), E torna-se um

R-bi-médulo, com demonstragoes de rotina.

Queremos agora mostrar que F é uniserial como R-mod e como mod-R, sendo que a prova
é andloga em ambos lados. Para isso basta verificar (do lado esquerdo) que RX ' € RX "1 o

que fazemos por inducao.

Para mostrar que RX~! € RX2 tome * € RX™ Y o = (ko + k-1 X + ko X% + .. )X L.
Por (2.3) e (2.4) temos: x* = X ta(kg) + k1. Usando as mesmas equagdes podemos mostrar
que z = (ko X + k1 X?)X 2, 0 que prova a inclusdo indicada acima. Para o lado direito usa-se,

analogamente, a equacao (2.5).

Com E é uniserial, todo sub-médulo é gerado por algum X ~*. Entéo o sub-médulo RX 0 =
K (= X YR) est4 contido em cada RX % (X'R). Assim, é imediato que os socles & direita e

a esquerda de E coincidem, e cada um deles é simples e essencial em E. Veja que:

soc(rE) = XK = K = soc(ER) (2.7)

Vamos agora mostrar que gF ¢é injetivo, para isto considere a sequéncia exata e o diagrama

a seguir:
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inc.

0 (X7 rR

f h

rE =[X 7]

com f(X") = rX 7. J4 que cada ideal & esquerda é da forma [X?], usando (2.3), podemos
estender para um h : gpR — [X 7] como uma multiplicacio & direita por um elemento de R

Ccomo:

h=px-iaip = XX (r) =Xl (r) =rX .

E, pelo Critério de Baer (0.22) e (2.3), temos que rE é injetivo, entao, por (2.7) temos:

rE é o cogerador a esquerda minimo (injetivo) (2.8)

Por outro lado, o mod-R Eg é também uniserial (todo sub-médulo é gerado por algum X —%)
[e.9]

e bp = U X 'R é enumeravelmente gerado, mas néo é finitamente gerado. Assim, podemos
i=0
provar que Er nao é injetivo, usando também o Critério de Baer (0.22), ji que existe um

epimorfismo Ip — Eg do ideal a direita livre I, em (2.2), sobre Fr que nao pode ser estendido

para um epimorfismo Rr — Egr. Veja na sequéncia exata:

inc.

0 Ir Rg

)
>

Er

com v; X'+ X~ (pois I é livre). O epimorfismo g se for estendido para certo h : Rg — Eg, h
serd também epimorfismo e desta forma, Er seria ciclico, o que é uma contradi¢do. Entao fica

claro que:

Er nao é injetivo (2.9)

Visando adequar nossa situacao as hipdteses da proposicao 2.1, mostraremos agora que R
¢é naturalmente isomorfo a Endr(rF). Para isto, usaremos alguns argumentos sobre homomor-

fismos e transformacoes lineares.

Primeiramente definiremos alguns homomorfismos que serao importantes nesta etapa, con-
sidere, entao:

w:R— Endr(rFE); tal que r— __-r
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(Yol E’I’LdR(RE)—)HOTTLK(KE,KK) f|—>/\f,

[e.9]
onde A\ : £ — K; Z X ""k; v ko é o homomorfismo de Frobenius com f € End(rFE)
i=0

e o isomorfismo natural:

1/J:H0mK @ K _ZK ,KK —>HHOmK X_iK)J(K)'
=0 =0

Sendo pFEr um bi-mdédulo, temos que cada multiplicacao a direita ¢ um homomorfismo.
Como Ep é fiel, sabemos que p é um monomorfismo, e também ¢, pois se f : E — FE é nao nulo,
soc(Er) = K C Im(f) (ja que é sub-mddulo simples) e A(K) # 0. Queremos agora mostrar que

1 € p sao epimosfismos.

h como espaco vetorial & direta sobre K, por

Veja agora que a dimensdo [KX"; K]x = n
kXM = ka(K) X", com [K;a(K)] = n, por hipétese (base para K sobre a(K): {A1,...,\n}

(para h = 1) e base para KX: {\ X, ..., \, X}).

Assim temos monomorfismos de mesma dimensao, o que nos indica que podemos formar

uma composi¢ao epimoérfica .

Por restrigao, considere, para todo h € N, o K-monomorfismo & direita que leva cada
gerador de K X" em:

KX" - Homg(g( X "K g K), kX" — (X" — p"(K'k)).

h como espacos vetoriais a

Veja que KX" e Homp (g (X "K), K) tém a mesma dimensio n
direita sobre K (usa indugao sobre h pelo exposto acima). Desta forma, temos que pu é um
isomorfismo, o que implica que pu também é isomorfismo, e, com ¢ e p monomorfismos, temos

que @ é também um isomorfismo. Podemos entao, por conclusao, escrever a equagao:

w:R— End(rE), r+— __-r, é isomorfismo. (2.10)

O 1ltimo passo é a construcao do anel de extensao trivial S = R X g Er, que pela proposicao
(2.1), é PF a esquerda, se e somente se, pE' é um cogerador injetivo e R é naturalmente isomorfo
a E’I’Ld( RE).

Entao, vemos por (2.8) e (2.10) que nosso anel S é PF a esquerda e, por (2.9), que S nao
é PF a direita.
]
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2.2 Conjectura 2

Nesta secao apresentaremos dois resultados parciais a uma questao que permanece ainda
em aberto: Saber quais condigdes sao necessarias sobre um anel PF para que este seja também
QF. Muitos resultados parciais ja foram obtidos, as pesquisas na area mantém-se intensas até

hoje.

Os resultados que aqui serao apresentados sao devidos a W. K. Nicholson e M. F. Yousif,
publicados em 1997 em [7].

”Um resultado bem conhecido de Osofsky em [8], ela afirma que um anel Perfeito a esquerda,
auto-injetivo a direita e a esquerda é QF (veja detalhes no anexo B). Foi conjeturado por Faith
que um anel Perfeito a direita ou a esquerda, auto-injetivo & direita é QF', o que esta em aberto

mesmo para anéis semi-primarios”. [7].

Antes de apresentar os resultados principais, precisamos ter conhecimento de algumas

definigoes e resultados intermediarios que auxiliarao na prova dos teoremas centrais.

2.4 DEFINIGAO. Para um mddulo M sao definidos os socy(M) para cada inteiro k como:
socy (M) = soc(M)

e, definindo socy(M):
soc[M /socy(M)] = socgi1(M)/socy(M).

Podemos exemplificar com o segundo socle, que serd usado nos teoremas centrais:

soc[M/soc(M)] = soca(M)/soc(M).

Um préximo conceito de grande importancia foi introduzido por Harada que dizia que
um anel R é dito simples-injetivo se todo R-homomorfismo com imagem simples de um ideal
a direita de R para R é dado por uma multiplicacao a esquerda por um elemento de R. E

definimos formalmente a seguir:

2.5 DEFINICAO. Sejam Mp e Ni, R-mddulos. M € dito Simples-N-injetivo, se para algum
sub-mddulo X C N e algum R-homomorfismo v : X — M tal que Im(~y) é simples, existe um
R-homomorfismo v : N — M tal que 7'|x = . Um anel R € dito Simples-injetivo & direita se

Rp € simples-R-injetivo.

Uma defini¢ao semelhante a anterior serd dada a seguir e usada nas proposigoes auxiliares

apresentadas antes dos teoremas centrais.
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2.6 DEFINICAO. Um anel R ¢ dito Principal-injetivo se, semelhantemente ao caso anterior, todo

R-homomorfismo de um ideal principal em R € dado por uwma multiplicacdo a esquerda.

A proposicao a seguir apresentada é utilizada na prova de um dos teoremas centrais, con-
stituindo seu principal argumento. Em sua prova, o conceito de anel Kasch é usado na primeira

afirmacao e serd definido a seguir:

2.7 DEFINIGAO. Um anel R € dito Kasch a direita (esquerda) se todo mod-R (R-mod) simples

é isomorfo a um ideal a direita (a esquerda) simples de R.

2.8 PROPOSIGAO. Suponha R que € um anel semi-perfeito, com conjunto bdsico {ey,... ey}
de idempotentes primitivos. Se R € simples-injetivo a direita e soc(Rr) < Rp, existe uma
permutacdo (de Nakayama) de {1,2,...,n} tal que (exR, Re,q) € um i-par para cada k =
1,2,...,n.

A permutacao de Nakayama diz que cada Re;/Je; é isomorfo a certo soc(ReU(i)), com o

uma permutacao de indices {1,2,...,n}. E do outro lado, temos:

eisoc(Rey(y) # 0 = eisoc(R)eq;) # 0 = e;s0c(R) = soc(e;R) ~ e,y R/eq ;).
Prova. Para facilitar o entendimento esta prova estd dividida em algumas afirmacées.

AF.1: R é Kasch a direita.

Para cada i, tome um ideal simples K; C ¢;R. E suficiente mostrar que os K; sao um
conjunto de representativos distintos (nao isomorfos) dos mod-R simples. Como os e; sao
bésicos, temos que K; ~ K; = ¢;R ~ ¢;R, mas se 0 : K; — K; é um isomorfismo, entao
o =a-—,a¢c R (pois R é simples-injetivo). Se c=! =b-—, b € Re K; = kR, entdo
bak = k e desta forma a ¢ J (J é anulador de todo médulo simples). Como podemos

assumir a € ejRe; segue-se que a - — : ¢;R — e; R é um isomorfismo.

AF.2: ri(I) = I para todo ideal I, de R.

Se b € ri(I), mas b ¢ I, seja M/I um sub-médulo maximal de (bR + I)/I, ou seja,
M D I é maximal em bR+ I. Desta forma, o homomorfismo ¢ : (bR+ I)/M — Rp é uma
imersao (pela AF.1), ja que (bR + I)/M ¢é um médulo simples, logo isomorfo a um ideal
simples em R. Defina entao v : (bR + 1) — R por v(z) = d(x + M), e observamos que,
sendo m a projecao canoénica, v = dw. Portanto, como R é simples-injetivo, v = ¢- —, para
algum ¢ € R, assim ¢l =~(I) =§(I/M) =0, pois I C M e~(M) =0 jid que M C ker(J).
Como b € ri(I), cb =0, mas cb = 6(b+ M) # 0. Logo, por absurdo, () = I.
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Em particular, R é principal-injetivo a esquerda, pois rl(a) = aR, para todo a € R

(simples-injetivo a direita = principal-injetivo & esquerda). Veja em:

0 Ra rR

f
R

f(a) =b, f(Ra) = Rb C R. Suponha ca = 0, logo ¢ € l(a), assim:
flca) =0=cf(a) =cb=berl(a) =aR =b=ac.
Ou seja, estende por multiplicacao a direita por c.

AF.3: soc(Rr)< rR, em particular soc(rR) C soc(RR).

Seja 0 # b € R. como na AF.2, seja v : bR — Rp, que tem imagem simples. Entao,
usando a hipdtese de R simples-injetivo, v = ¢+ —, para certo ¢ € R. Assim c¢b = ~(b) # 0,
enquanto cbJ C v(bR)J = 0, pois v(b) C v(bR) que tem imagem simples, logo é anu-
lado por J. Portanto 0 # ¢b € RbNI(J). Como I(J) = soc(Rg) (R/J é semi-simples),

garantindo que [(J) = soc(Rp) tem intersec¢ao nao nula com todo médulo simples em R.

AF 4: Se kR é simples, k € R, entao Rk = lr(k) é simples. Em particular, soc(rR) = soc(RRg).
Seja kR simples, k € R. Se 0 # a € Rk, entao r(k) C r(a) e desta forma r(k) = r(a),
pois (k) é maximal (kR é simples). Como k € Ir(k) = Ir(a) serd suficiente mostrar que
Ir(a) C Ra. Mas se b € lr(a), entdao yaR — R é bem definido por y(ar) = br. Como aR é
simples, 7y = c¢- —, ¢ € R, entdao b = y(a) = ca € Ra.

Assim soc(rR) é essencial como um ideal & esquerda (por AF.3 e AF.4). Além disso,
a AF.4 nos garante que, com Rk simples, temos kR semi-simples, pois kJ = 0 e socles de

ambos lados sao iguais.

AF.5: soc(Re) é simples para todo idempotente primitivo e.

Temos soc(rR) <r R, entao tome um simples Rk C soc(Re). Como Rk C Re temos
que r(k) 2 (1 —e)R+ J, pois kR é semi-simples. Mas M = (1 —e)R + J é ideal a direita
maximal, pois os Unicos elementos que nao pertencem a M sao da forma ea, com a & J, o
que deduz eae é inversivel e eae € eRe e eae € M. Desta forma e também pertence a M,
assim e e (1 —e) pertencem a M = M = R = r(k) para Rk simples em soc(Re), portanto,
por absurdo, M é maximal. Com r(k) = M = (1 —e)R + J e usando novamente a AF.4
obtemos Rk = lr(k) = Renli(J) = ReNsoc(Re) = soc(Re) que é simples, pois Rk é simples.
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Para concluir a prova da proposicao s6 falta agora mostrar que soc(eR) é simples, para
todo idempotente primitivo e. Mas isto é garantido por simetria em relacao a AF.5, agora
usando a AF.2 rl(I) = I, VI ideal.

0

Um dos teoremas centrais, que respondem parcialmente & conjectura apresentada serd ap-
resentado a seguir e sua demonstracao utiliza os resultados anteriores e um conhecido resultado

da drea devido a Osofsky (Lema de Osofsky) que serd apresentado no apéndice B.
2.9 TEOREMA. Suponha R € perfeito a esquerda, simples-injetivo a direita. Entdo R ¢ QF se,
e somente se, soca(R) € enumeravelmente gerado como um R-mod.

Prova. Por motivos didaticos, dividiremos também esta prova em afirmacoes.

AF.1: socy(RR) = soca(rR).

Desde que I(J) = soc(Rr) = soc(gR) = r(J), é facil ver, através da definigao que
soca(RR) = 1(J?)/1(J) e soca(grR) = r(J?)/r(J). Devemos entao provar que [(J?) = r(J?).

Considere assim a € r(J?):
0=aJ?=(aJ)J = aJ cr(J)=1(J)
Isto entao diz que aJ € (J) e:
JaJ)=0= Jacr(J)=1(J)= J(Ja) =0=J% = aclJ?.

Assim r(J?) C I(J?) e, analogamente podemos mostrar o outro sentido da inclusdo,
garantindo r(J?) = I(J?) = soca(RR) = socz2(rR).

AF.2: M = Homp(Rg, (J/J?)r) =~ r((J2)/I(J))

1

Considere o diagrama: 0 J/J? R/J?
|
R

Com R simples-injetivo a direita, p. = ¢-— uma multiplicagao & esquerda por ¢ € R. Assim
é claro que c¢J? = 0 e portanto ¢ € I(J?). Dado f € Hompg(Rg,(J/J*)R), associemos
VY M —g (I(J?)/1(J)) que leva f +— ¢+ 1(J) = & Queremos entdo provar que ¢ é um

isomorfismo.

Gustavo da Silva Costa Pagina 41



= Conjectura 2

Considere ¥(f) = ce ¢(g) = d. Se x € J/J? ZTc = xd < (v + J?)c = (v + J?)d. Isto
implica que z¢c = zd e assim, z(c —d) = 0 = ¢ = d. Portanto f = g < ¢ = d e desta
forma, 1) é bem definido. é rotina verificar que v preserva somas e produtos por escalares,
sendo portanto um homomorfismo, verifiquemos entao que este homomorfismo é de fato
epimorfismo e monomorfismo.

Tomando ¢ € (1(J?)/1(J)), tal que p. : R/J? — R é uma multiplicacdo & esquerda por
c € R (é claro que ¢ € [(J?)). Entdo existe f : J/J? — R tal que f(c+ J?) =0e f = p.,
garantindo que v é sobrejetivo.

Considere agora f : R — J/J? tal que ¢(f) =0 = c+1(J), entdo ¢ € I(.J). Se mostrarmos
que ¢ € I(J?), j4 que f = p,, estaremos provando que 9 é injetivo. Como ¢ € I(.J) temos
cJ =0, assim, ¢JJ = cJ> =0 e c € l(J?). Logo f =0 e ) é monomorfismo e portanto,

isomorfismo.

AF.3: J/J? é finitamente gerado como um mod-R.

Para provar esta afirmacao usaremos argumentos da Teoria de Conjuntos, no que diz
respeito aos cardinais enumerdveis nao finitos.

Sabemos pela AF.2 que M ~ gr(I(J?)/I(J)). Vejamos agora M = Hompg(Rg, (J/J?)R).
Sabemos que (J/J?)g = ZSZ- (S; simples). Entao, usando resultados da teoria dos

el
médulos temos que:

Homp(Rg, (J/J*)r) ~ [ [ Homr(Si, R).
i€l
Se (J/J?)g ndo é finitamente gerado, entdo HH ompg(S;, R) tem cardinalidade estrita-

i€l
mente maior que M, préximo cardinal enumeravel, o que contradiz a hipétese de r(1(J?)/1(J)) ~

M ser enumeravelmente gerado. Portanto (J/J?)g é finitamente gerado.

Estamos agora com as hipdteses compativeis com o Lema de Osofsky B.5 que estd no
apéndice B. Este lema nos garante que, sob estas hipdteses, R é Artiniano a direita e J é

nilpotente.

AF.4: Rp é injetivo.

Considere o diagrama: 0 Ip Rp

/ Pe
R

Para I um ideal qualquer & direita, ¢ inclusao e f um homomorfismo qualquer. Queremos

provar, pelo Critério de Baer, 0.22, que de fato existe p. = ¢ - — uma multiplicacdo a
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esquerda por elemento ¢ € R que estende f.

Seja Ko = ker(f), podemos assumir Ky C I. R Artiniano a direita, implica que soc(I/Ky) #
0. Tome xR C soc(I/Ky) tal que (Ko +x1R)/Ky seja simples, ou seja, Ky ¢ maximal em
Ky + z1R. Considere agora K; = Ko + z1R. Assim, f|g, : K1 — R tem imagem simples
(Ko = ker(f)). Como Rp é simples-injetivo, que f|x, = pe;, = ¢1 - — com (¢1 € R). Seja
fi = flxk, — pe, (f1(K1) = 0) que tem imagem simples. Se K; # I, faga o mesmo a K;
que foi feito a Ky, obter Ko = ker(f1)+x2R, com ker(f;) maximo em K. Obtemos para

filKs = pe, (c2 € R). Tome fo = f1 — pe, = f — pey — Pes = [ — Peyter- Temos a cadeia:
Koy C Ky C Ky CI.
Se Ko # I, podemos continuar a cadeia ascendente:
Ko CKi CKaCoo. CKy v com fro =~ peytton-

Esta cadeia termina depois de N passos (Artiniano = Noetheriano, por Hopkins) e temos

n
INn=0= f=p. comc= Zci. E assim, por Baer, 0.22, Rp ¢ injetivo.
i=1
Desta forma concluimos que, com Rpr Artiniano e Injetivo, R é QF', finalizando nosso

teorema central.
O

O resultado a seguir é a outra resposta parcial as conjecturas mencionadas anteriormente.
Ele pode ser considerado um corolario do teorema anterior 2.9, mas tem uma importancia

expressiva no contexto do tema abordado.

2.10 COROLARIO. Seja R um anel Perfeito a esquerda e auto-injetivo a direita. Entdo R é QF

se, e somente se, soca(R) € enumeravelmente gerado como um R-mod.

Prova. Decorre imediatamente do teorema anterior 2.9.
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Apéndice A

O anel das séries de poténcia

O anel das séries de poténcia sobre um corpo K tem propriedades bastante semelhantes ao
anel de polinomios sobre K, sendo que para as séries de poténcia temos que observar o centro.
Consideremos entao as séries de poténcia com centro na origem e utilizemos as operagoes de

soma e produto usuais em séries de poténcia. Denotaremos este anel por K|x].

Fixado o centro das séries de poténcia, K [x] serd um dominio de ideais principais (todos os
ideais sao principais) e cada ideal é gerado por uma poténcia de z. Desta forma, é ficil ver que

K|[x] é um anel uniserial comutativo, onde temos a cadeia:

() D () > @*)>...

No artigo do Dischinger e Miiller, [3] os autores utilizaram para sua classe de contra-
exemplos o anel das séries de poténcia de torgao, um anel muito semelhante ao K[x] definido
anteriormente. Denotaremos este segundo anel por K|[[z;«]]. A principal diferenga entre esses
anéis é que K|[x; ], ao contrario de K[z], nao é comutativo. K[[x;a]] utiliza soma usual, mas
seu produto é definido como no capitulo 2, onde o é um endomorfismo de corpos tal que a(K)

¢ um subcorpo de K de grau [K : a(K)] =n, 1 <n < cc.

Esta construgao de K[[z; a]] elimina desta a condi¢ao de comutativo. Seus ideais a esquerda
funcionam exatamente como em K|z], sendo portanto K [[z;a]] trivialmente uniserial. Mas seus
ideais & direita sofrem a influéncia da tor¢ao imposta (v'k = o'(k)x’ para todo k € K, i € N).
Esta torgao, todavia, nao afeta a cadeia de ideais valida em K[z] e do lado direito de K[[x; /],
quando « é um epimorfismo, a condicao de uniserial para este anel ainda é valida, em ambos
lados. A torgdo porém, como veremos em detalhes no capitulo 2, tem consequéncias diretas
sobre a injetividade deste anel, e se torna a chave da construcao da classe de contra-exemplos

proposta em [3].



Apéndice B

O Lema de Osofsky

Uma entre as muitas contribuicées da matematica Barbara L. Osofsky é o lema que apre-
sentaremos a seguir, que foi utilizado na prova do teorema 2.9, um dos teoremas centrais deste

texto. E um forte resultado envolvendo entre outros temas, anéis Perfeitos e anéis Artinianos.

Sua demonstragao aqui apresentada, e encontrada em [8] envolve nao somente conhecimen-
tos bésicos e avancados da drea como também algum conhecimento sobre grafos. Em primeiro
lugar, apresentaremos entao nogoes bésicas da Teoria dos Grafos, as que serao importantes para

nossa prova, e logo em seguida demonstraremos o resultado de Osofsky.

Sobre grafos podemos definir o seguinte: Seja {A,, | n =0,1,... } uma familia de conjuntos

finitos, e ¥ uma familia de morfismos {f, : A, — conjunto das partes de A, 1}

B.1 DEFINIGAO. O par ({An},F) € chamado um grafo. Um caminho neste grafo é um conjunto

de elementos {an,} tais que ag € Ay, € am € fm—1(am-1) para m > 1.

O lema a seguir é conhecido como Teorema dos Grafos de Konig (Kénig’s Graph Theorem)

e é um resultado que serd usado na prova do Lema de Osofsky.

B.2 LEMA. Se o grafo ({A,},F) tem caminhos arbitrariamente longos, entao ele tem um cam-

imho de comprimento infinito.

Prova. Dizemos que a, € A, é 'bom’ se existem caminhos de comprimento arbitrario
contendo a,. Por conveniéncia usamos A_; = {a} e fazemos f_j(a) = Ap. Entao, por hipétese,
a é bom. Vamos assumir agora que a, é bom. Se todo elemento do conjunto finito f,(a,) nao
é bom, entao existe um limite superior dos comprimentos dos caminhos através de cada um
desses elementos, e assim o méaximo desses limites superiores serd um limite superior sobre o

comprimento de um caminho através de a,,. Isto contradiz a hipétese que a,, ¢ bom. Concluimos
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entdao que algum elemento de f,(a,) é bom. Assim nds temos um caminho infinito escolhendo
ap um elemento bom em f_;(A_1), e a,, um elemento bom em f,,_1(a,—1) por inducao.
O

Agora apresentaremos os anéis Perfeitos, sua definicao e caracterizacao:

B.3 DEFINIGAO. Um anel R é chamado Perfeito a direita (esquerda) se todo mod-R (R-mod)

tem uma cobertura projetiva.

B.4 PROPOSICAO. As afirmacgoes a sequir sao equivalentes:

(i) R € Perfeito a direita;
(i) R/J é semi-simples, Artiniano e todo R-mod ciclico tem socle nao nulo;

(iii) R/ J é semi-simples, Artiniano e todo mod-R nao nulo tem uma imagem epimdrfica simples

nao nula;

(iv) R/J € semi-simples, Artiniano e se {a;| i = 0,1,...} C J, existe um n tal que

ApGp_1 -..a9 = 0.

Prova. Esta prova pode ser encontrada em [1].

Uma conseqiiéncia imediata desta proposicao é que se R é Perfeito a direita e J” # 0, entao

JnJ = Jrtl £ J" desde que J” tenha uma imagem epimérfica nao-trivial.

Apresentaremos entao um dos principais resultados desta area, devido a Osofsky, o qual
deu nome ao titulo deste capitulo. Convém também ressaltar que é um resultado datado do ano

de 1966, mas que ainda é amplamente utilizado em estudos atuais envolvendo anéis QF e PF.

B.5 TEOREMA. (Lema de Osofsky) Seja R um anel Perfeito a esquerda (direita), e (J/J?)r

finitamente gerado. Entao J € nilpotente, e R é Artiniano a direita.

n
Prova. Seja (J/J?)r = Z:E;R, e seja também x; — 2, o homomorfismo (projecao)
i=1
natural de J — J/J%. Seja A, o conjunto de todos os produtos z;, ...x;, # 0. xj, ...z, ., €

fn(@iy . xi,) se, e somente se, ji = i (i = jr+1) para 0 <k <n,exj ...xj,_, #0. Como R
é Perfeito a esquerda (direita), temos que ({A,},{fn}) ndo pode ter caminhos de comprimento
infinito, e j4 que R/J é semi-simples Artiniano e {z; | ¢ =0,1,...} C J. Assim, pelo lema B.2,
existe um inteiro N tal que nenhum produto de N z;’s é nao-nulo. Assumimos J~ # 0, entdo
JNTL £ JN e existe um y € JV, y & JN¥FL. Desta forma y é uma soma de produtos de N

elementos de J, e no minimo um destes produtos, digamos z, néo estd em JV*1. Entao z é um
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produto de N elementos em .J, nenhum deles em J? (j4 que cada elemento de J? é uma soma de

produtos de 2 elementos em J). Assim, z = 2’ + 2", onde 2" € JN* e 2/ = rowy riziy . . Tiy TN,
n

onde rj € Rer; & J. Agora J/J? é um R — R bi-médulo, logo rjz} = szr”k Entao

k=1

JN*L podemos tirar cada r; que aparece em z' passado todos os de w;, e ganhar

modulo
que 2’ é congruente médulo JN¥*! a uma soma de termos da forma x, ...z;,r. Mas todos
destes termos sao nulos, entdo 2z’ € JVT! uma contradicdo. Assim, por absurdo concluimos
que JV = 0. Este método mostra que (J?/J 1)k é gerado por imagens de produtos de i xj’s.
Desde somente um finito niimero destes produtos, para cada i, (J*/J)g é um R/J médulo
finitamente gerado e portanto tém uma série de composicao. Como existem apenas um finito
nimero de J¢/J*! ndo nulos (J é nilpotente), estas séries de composicao produzem uma série
de composigao para Rp, portanto R é Artiniano (e Noetheriano) a direita.

O
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Baixar livros de Literatura

Baixar livros de Literatura de Cordel
Baixar livros de Literatura Infantil
Baixar livros de Matematica

Baixar livros de Medicina

Baixar livros de Medicina Veterinaria
Baixar livros de Meio Ambiente
Baixar livros de Meteorologia
Baixar Monografias e TCC

Baixar livros Multidisciplinar

Baixar livros de Musica

Baixar livros de Psicologia

Baixar livros de Quimica

Baixar livros de Saude Coletiva
Baixar livros de Servico Social
Baixar livros de Sociologia

Baixar livros de Teologia

Baixar livros de Trabalho

Baixar livros de Turismo
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