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Resumo

Nosso objetivo principal nesta dissertacao é mostrar a nao existéncia de hipersuperficies nao
compactas completas com curvatura média constante e indice finito imersas em uma varieade
de dimensao 4 ou 5.

Como conseqiiéncia, obteremos que uma hipersuperficie completa nao compacta com cur-

vatura média constante e indice finito imersa em R", n=4 ou n=5, é minima.
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Introducao

Sejam N uma variedade orientada e v : M"™ — N"! uma imersao de uma variedade
diferenciavel, compacta, conexa e orientavel em N. Escolhemos a orientagao de M compativel
com a orientacao de N. Uma varia¢ao de ¢ é uma aplicagao diferencidvel ¥ : (—e,e) x M — N
com campo variacional fn, onde f € C*°(M) e n é um campo normal em M, tal que ¥, : M — N
definida por U,(p) = ¥(¢,p), p € M, é uma imersao. Definimos a funcao drea A : (—¢,€) — R

por
At) = / dM,,
M
onde dM; representa o elemento de area de M na métrica induzida por ;. A primeira férmula

da variacao para a area estabelece que

A(0) = — /M nH fdM

Como uma conseqiiéncia, hipersuperficies minimas sao caracterizadas como pontos criticos do
funcional area e as hipersuperficies com curvatura média H constante também podem ser pontos
criticos do funcional area, mas restritas a variagoes que preservam volume, isto €, funcoes suaves
[ tais que [, fdM = 0.

O operador estabilidade deste problema variacional é dado pela segunda férmula da variacao

para a area

A(0) = - /M (FAF + (|AP 4 n) f2)adt
- —/ FLfAM

onde L : C*°(M) — C*°(M) dado por L = A +|A|?+ Ric(N) é chamado de operador estabili-
dade de M (ou operador de Jacobi) e A, |A|> = tr(A?) e Ric(N) denotam, respectivamente, o
operador laplaciano de M, o quadrado da norma do operador forma da imersao e a curvatura

de Ricci da variedade ambiente N na diregao 7.



O operador L induz a forma quadratica @ : C*°(M) — R dada por

QUf) = - /M FLfdM.

que atua no espago das fungoes suaves em M. O indice de uma hipersuperficie M, denotado por
Ind(M), é definido como a dimensao méxima do subespaco V de C*°(M) em que @) é negativa

definida. Isto é,
Ind(M) = maz{dimV;V < C®(M),Q(f) < 0 para todo f € V'}.

Equivalentemente, Ind(M) é o nimero de autovalores negativos de L contados com multiplici-
dade. Dizemos que uma hipersuperficie minima é estavel se Q(f) > 0 para todo f € C°(M).

Equivalentemente, em termos do indice, estabilidade significa que Ind(M) = 0.

Em 1985, Fischer-Colbrie estudou em [8] a estrutura conforme de uma superficie minima
M completa, orientada e com indice finito imersa em uma variedade N de dimensao 3 com
curvatura escalar nao negativa. Ela mostrou que se a curvatura escalar de N é limitada inferi-
ormente por uma constante positiva, entao M é compacta.

Posteriormente, em 1989, Lopez e Ros estudaram em [11] a estrutura conforme de uma
uma superficie completa M com curvatura média constante H e indice finito imersa em uma
variedade N de dimensao 3. Eles mostraram que se H e a curvatura escalar S de N satisfazem
S > —3H? 4§, para alguma constante § > 0, entdao M é compacta. Como caso particular,
eles obtiveram que toda superficie completa, nao compacta com curvatura média constante H
e indice finito no espaco euclidiano R? ¢ minima, pois como S = 0 em R”, entdo, pelo resultado
acima, devemos ter 0 < —3H? + §,Vd > 0. Conseqiientemente H = 0.

Esta dissertagao é baseada no artigo de Xu Cheng [6] e tem como objetivo principal provar
o Teorema seguinte, que é uma versao generalizada do resultado de Lopez e Ros em uma

variedade de dimensao 4 ou 5.

Teorema 3.1. Sejam N" ™ n € {3,4}, uma variedade de dimensio (n+ 1) e M wuma hiper-
superficie completa com curvatura média constante H e indice finito imersa em N. Suponha

que

o = inf{Ric(w) + Ric(v) — K(w,v)|lw € T,M, |w|=1, p€ M}
n?(5 —n)H?
4 Y



onde Ric, K e v denotam, respectivamente, a curvatura de Ricci, a curvatura seccional de N e

o campo normal unitdrio em M. Entao M € compacta.
Como conseqiiéncia do Teorema 3.1, teremos o resultado seguinte.

Teorema 3.3. Sejam N™™' n € {3,4}, uma variedade completa de dimensio (n + 1) com

curvatura seccional K > —7, 7 > 0, e M uma hipersuperficie completa com curvatura média
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constante H diferente de zero e indice finito imersa em N. Se H satisfaz H* > 5T, quando

n=3ou H?> ZZLT, quando n = 4, entao M é compacta.
Como casos particulares do Teorema 3.3, teremos os corolarios abaixo.

Corolario 3.4. Seja N uma variedade completa de dimensao 4 ou 5 com curvatura seccional
nao negativa. FEntdo toda hipersuperficie completa com curvatura média constante diferente de

zero e indice finito em N € compacta.

Corolario 3.5. Toda hipersuperficie completa com indice finito e curvatura média constante H
satisfazendo H* > L (H? > I respectivamente) no espago hiperbdlico H*(—1) (H?(—1), res-
pectivamente) € compacta.

Em [7], Chern mostrou que um grafico inteiro com curvatura média constante em R™ é
uma hipersuperficie minima. Alencar e do Carmo provaram em [1] que uma hipersuperficie
completa em R™™! com curvatura média constante, indice finito e crescimento de volume poli-
nomial é uma hipersuperficie minima. Como graficos inteiros com curvatura média constante
no R" sao fortemente estaveis (isto é, indM=0) e tém crescimento de volume polinomial, entao
eles generalizaram o Teorema de Chern. Posteriormente, do Carmo e Zhou generalizaram em
[4] este resultado para o caso de hipersuperficies com crescimento de volume sub-exponencial.
Sem a condi¢ao do crescimento do volume, o problema para hipersuperficies nao compactas,
completas, com curvatura média constante e indice finito em R"™!, n > 3, serem minimas ainda
estd sem solucao. O Teorema seguinte, que é uma conseqiéncia do Corolario 3.4, responde a

esta questdo em R* e em RS,

Teorema 3.6. Toda hipersuperficie completa, nao compacta com curvatura média constante H

e indice finito no espaco euclidiano R* ou R® é minima.



Para a estrutura de hipersuperficies minimas com indice finito em R"*!, Fischer-Colbrie
mostrou em [8] que uma superficie minima, completa, orientada e com indice finito em R? é
difeomorficamente conforme a uma superficie Riemanniana completa com nimero finito de pon-
tos removidos. Recentemente, Li e Wang mostraram em [10] que uma hipersuperficie minima,
nao compacta, completa e com indice finito em R"*!, n > 3, tem ntmero finito de fins. Por
este resultado e pelo Teorema 3.6, obtemos que toda hipersuperficie nao compacta, completa,

com curvatura média constante e indice finito em R* ou em R® tem nimero finito de fins.

Apresentaremos também outra versao do Teorema 3.3, provado em [9] por M.F.Elbert,

B.Nelli e H.Rosenberg, que se refere a uma estimativa para o diametro de uma variedade.

Teorema 3.7. Sejam N uma variedade Riemanniana de dimensio n+1, n € {3,4}, com cur-
vatura seccional uniformemente limitada inferiormente e M uma variedade completa, estdvel e

com curvatura média constante H imersa em N. Eziste uma constante ¢ = c¢(n, H, sec(N)) onde

para todo p € M, dist(p,0M) < ¢ qualquer que seja H satisfazendo |H| > 2+/|min{0, sec(N)}|,

onde sec(N) denota o infimo das curvaturas seccionais de N.
O corolario seguinte é uma conseqiiéncia deste Teorema.

Corolario 3.8. Seja M™ C N™"' uma subvariedade completa estdvel com curvatura média

constante H. Se , n € {3,4}, e |H| > 2¢/Imin{0, sec(N)}|, entao OM # 0.

No capitulo 1, trataremos de alguns conceitos e resultados relacionados a Geometria Rie-
manniana. No capitulo 2, apresentaremos as férmulas das primeira e segunda variagoes do
comprimento de arco. Finalmente, no capitulo 3, provaremos os teoremas citados aqui na

Introducao.



Capitulo 1

Preliminares

Nosso objetivo neste capitulo é apresentar definigoes, resultados e estabelecer as notagoes

necessarias a compreensao dos capitulos subseqiientes.

1.1 Variedades Conformes

Seja ¢ : M — N um difeomorfismo, onde N é uma variedade Riemanniana. Denotemos
por m, V e A a métrica em N, a conexao Riemanniana e o laplaciano relativos a esta métrica,
respectivamente. Suponha que existe uma fungao u € C*°(M) que satisfaga, para todo p € M

e todo par de vetores v, w € T, M, p(p) #0e

(dipy - v, dipy - w) = 1 (p) (v, w).
Neste caso, dizemos que ¢ é um difeomorfismo conforme, que M e N sao variedades conformes
e que a fungao p? é o coeficiente de conformalidade de ¢. Observemos que dados X € X (M) e
f e C®(M),pondo g = f o™, temos para ¢ = ¢(p),
((de-X)g)(a) = dg,-(dpy- X(p))

= (dfyodp," odp,) - (X(p))

= dfy - (X(p)

= (X/)(p)

= (Xfoy )(g),
isto é,

(dp-X)g=Xfop (1.1)

O lema seguinte nos mostra como se relacionam as conexoes de M e N.

5
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Lema 1.1.1. Se X, Y € X(M), entao

Vapx(dp - Y) =dp- (VXY + 2—;2 (X ()Y +Y(p*)X — (X, Y)gmd(,ﬁ))) : (1.2)

Prova: Seja S(X,Y’) o campo que satisfaz
Vigx(dp-Y) =dp- (VxY + 5(X,Y)), (1.3)

para quaisquer X, Y, Z € X(M). Utilizando (1.1) obtemos

(do- X)(de-Y,do-Z) = (dp-X)(u*(Y,Z)op ™)
= XY, Z)op ',

ou seja,

(dp - X)(dp - Y,dp - Z) = {X ()Y, Z) + *X (Y, Z)} o ™" (1.4)

Temos também que

(Vapx(dp-Y),dp-Z) = (dp-(VxY +S(X,Y)),dp- Z)
= M2<VXY+S(X,Y),Z>O<,0_1,
= {(VxY, Z) + > (S(X,Y), Z)} oo™ (1.5)

Permutando-se Y e Z em (1.5) obtemos

(do Y, Vapx(dp - Z)) = {p*(Y,Vx Z) + pi*(Y,S(X, Z))} o ™1, (1.6)

Como

(de- X)(dp - Y,dp - Z) = (Vapx(dp - Y),dp - Z) + (dp - Y,Vapx(dp- Z)),  (1.7)

decorre de (1.4), (1.5) e (1.6) que (1.3) equivale a

X(2)Y. 2) = 2{(S(X,Y), 2) + (Y, S(X. 2))}. (18)
Por outro lado, S(X,Y) dado por
S(XY) = 35 {XGAY + Y ()X = (X.¥)grad()} (1.9)
obviamente verifica
(S(X.Y).2) = 55 {X (Y. 2) + Y ()X, 2) = Z)(X. )} (1.10)

e, conseqiientemente, satisfaz a equacao (1.8), o que conclui a demonstragao do lema. 0
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1.2 Imersoes Isométricas

Seja f : M — M uma imersao de uma variedade diferencidvel de dimensao n em uma
variedade Riemanniana M de dimensao n+m. A métrica Riemanniana de M induz de maneira
natural uma métrica em M dada por (vq,vs) = (dfpv1, dfyva), v1,v2 € T, M. Neste caso, diz-se
que f é uma imersao isométrica de M em M. Para cada p € M, a métrica de M decompoe

T f(p)M na soma direta

Tf(p)M = dfp<TpM> D (dprpM)L-

Indica-se por TM+ o fibrado normal de f e por (X(M))* o conjunto das secoes de (T'M)*.
Se X,Y € X(U), entdo a conexido Riemanniana de M é dada por VxY = (V¢Y)T, onde X e
Y sdo extensoes locais de df X e dfY a M.

Dado qualquer ¢ € (X (U))* a sequnda forma fundamental de f em p, segundo o vetor
¢, associada a aplicagao bilinear e simétrica B : TU x TU — (TU)*,dada por B(X,Y) =
VxY — VxY,VX,Y € X(M) é definida por

He(X,Y) = (B(X,Y), ).

Denota-se por A¢ : T,M — T,,M a aplicacao linear auto-adjunta associada a segunda forma

fundamental de f na direcao de &, isto é,
(Ae(X),Y) = He(X,)Y) = (B(X,Y),8),VX,Y € T,M.
A equacao

(RIX,Y)Z,T) = (R(X,Y)Z,T)+ (B(X,Z),B(Y,T))
_<B(X7T)7B(Y’Z)>7
VX,Y,Z,T € X(M),

denominada Equac¢ao de Gauss, relaciona as curvaturas R e R de M e M, respectivamente.

1.3 Gradiente, Divergente, Laplaciano e Hessiano
Dada f € D(M), o gradiente de f é o campo de vetores

Vf:M—TMp — (p,V(p))
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definido por

(VF,X) = X(f),VX € X(M).

Dado X € X(M), o divergente de X é a fungao divX : M — R dada por
divX(p) = tr(Y(p) — (VyX)(p)),

onde tr representa o traco da aplicacao linear Y (p) — (Vy X)(p).
O operador linear A : D(M) — D(M) definido por

A = div(Vf)

é chamado o operador Laplaciano de M.
Sejam f € X(M) e p € M. Definimos o hessiano de f no ponto p como a aplicagao bilinear
Hessf : T,M x T,M — R dada por

Hessf(X,Y) = (VxV/f,Y).



Capitulo 2

Formulas da primeira e da segunda
variacoes do comprimento de arco

2.1 Primeira variacao do comprimento de arco

Seja s : I xJ — M, I, J C R, uma superficie parametrizada. Dizemos que um campo
de vetores V' ao longo de s é uma correspondéncia que associa cada (t,e) € I x J a um vetor
tangente V(t,€) € TyoM, que é diferencidvel no seguinte sentido: se f € D(M), entao a

aplicacao (t,€) — V(t,€) - f é diferenciavel.

Os
Seja se : I — M a curva parametrizada definida por s.(t) = s(t, €). Dizemos que a(t, €) =
s
s.(t) é um campo de vetores ao longo de s. De modo anélogo, define-se o campo I
€
Se V. é o campo ao longo de s, definido por Vi(t) = V(e,t), entdo definimos a derivada

DV DV, DV
covariante por W(t’ €) = T (t). De modo andlogo, define-se ——

s

Lema 2.1. (de simetria) Se M € uma variedade diferencidvel com uma conexdo simétrica e
s: I xJ— M éuma superficie parametrizada, entao

D 0Os D 0s

wou  Judv’
Prova: Sejam x : U — M um sistema de coordenadas e {01, ..., ,,} uma base associada. Entao

vl os(te) = (1L, €), ..., xp(t, €)).
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Portanto,
D (fos\ D ,
e (5) = s
- a(za'@‘)
82.732' 8557,
= Lo O VO
== a2$i.a.+%v 0,
— 2o U ot 9z; "
' — e
l?J
82.731' 8:1:1833]
T 2 U e Vi
€

7 (%) = s

D aij

821‘]‘ 8$
B - Otoe 05 +

3¢ Vei00;

0%x; 0x ;
= Z ! a-+—;v 0w, O
J

dtoe 7D L,
— (e %
27-]
82$j 8xj 8:(:1
= -0 — 0.
_geae Uit 2o o Vo
J irj
D D
Pela simetria da conexao, Vy,0; = V. 0;. Logo, —@ = —@, 0 que prova o lema. 0
’ ! Oovou  Oudv

Seja w : [a, f] — M uma curva diferencidvel em uma variedade Riemanniana M de di-
mensao n. Uma wvariagio de w é uma aplicagao continua v : [a, F] X (—€g,€9) — M, para
todo g > 0, tal que: v(¢,0) = w(t),t € [o,[]. Se v fixa pontos finais, isto é, se v satisfaz
w(a) = v(a,e) e w(B) = v(f,€) para todo € € (—€g, €p), entdo v é uma varia¢io propria ( ou

uma homotopia de w). Dizemos que v é uma variagao suave de w se v é diferencidvel em
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[a, B] X (=€, €0). Se para todo € € (—€g, €9) a aplicagao w, : o, 5] — M dada por w.(t) = v(t,€)

é uma geodésica, entao v é uma variacao geodésica de w. Entao,

DD DD ov v
Oedt Ot Oe ot e
e
Dov Dov . .
%o 9o 0 (lema de simetria).

Teorema 2.2. (Férmula da primeira variagao do comprimento de arco) Sejam w : [, 3] — M
uma curva diferencidvel e v uma variagio diferencidvel de w. Para cada € € (—eg,€y), seja
A low
L= [
(03

E(tv 6)

dt o comprimento de w.. Entao L ¢ diferencidvel e

v ﬁ v
oL _ [ov & _/B@Qﬁ |
De de’ |22] o a de’ ot \ |2

Em particular, se w é parametrizada pelo comprimento de arco, isto é, |w'| = 1, e Y(t) =
(22)(t,0), entdo

(%) O = o)

Prova: Temos que

oL

oL |
Oe

L

g( # z:>>dt
<
({5

D ov Ov dt
8t e Ot’ Ot
v g,
Ot O€’

2 v ov D [ 2 gt
ot g— de’ Ot |‘Z—|

82} D
g— a "ot |

I
[
L
[
(&4
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2.2 Segunda variacao do comprimento de arco

Teorema 2.3. (Férmula da seqgunda variagdo do comprimento de arco). Sejam w e L como
no Teorema 2.2, com |w'| = 1. Entdo para a sequnda derivada de L, temos

)
e=0 67
Dy |? ) ) , DY\?> /Duw' Ddv

Prova: Para a segunda derivada de L, comecamos pela integracao por partes na prova do

de? Oe Ot O¢’ %
2 D ov % dt
de \ Ot Oc’ \ \
/ D D v % Dov D
— _— —I— o
Oe Ot D¢’ ] ot O’ Oe a
/ D D ov % Dov D ov
+ -
e Ot O’ ‘g—] ot D¢’ Ot De

+/B B _2 D ov Ov
o Oe Ot D¢’ Oe

B

de? a Oe Oe

Teorema 2.2.

I
\

v
ot

ov

ot

Se e = 0, obtemos

Pl o [ f(2D0 oy oy
de? - Ja de Ot Oe” Ot

ot

2 2
Dy

D Do g\ _ DD v\ [ (90w w oo
Oe Ot O’ Ot  \OtOe De’ Ot ot Oe ) Oe’ Ot

0 /Davan\ /Do v\ (o0 vy v o
Ot \Oe D¢’ Ot Oe O’ Ot Ot’ Oe ) Ot’ Oe |~

e=0

Mas,

Logo,
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A — D_w’ 2@ dt
_O,w Ot " Oe de

Lo - [0 (Do
de? ), 10t \ D€ O¢
g Lo, DY | DY \?
+/a {—<R(M,Y)M,Y>+ W —<w,ﬁ> dt
_ ([pa] ﬁ_/ﬂ oy,
~\ O¢ Oe _O’M o ot

p ) ) , DY\?> /Duw' Ddv

Teorema 2.4. Seja v : [a, ] — M, || = 1 uma geodésica. Para toda varia¢io v de v, seja
Y, =Y —(Yv)y. Entao

O

B
L'(0) = (¥)

B
; D ov 71| Dy
L (0):<8_Y§’7> +/ {‘ 3;

Em particular, se v é uma homotopia de v, entao

67

—(R(v, Y)Y, YQ} dt.

L'(0)=0

vo- %

Prova: Temos que Y =Y, + (Y,7/)7'. Assim,

—(R(Y, Y1), Yﬁ} dt.

o = S )
= D@? +%(<Yﬁ/>7/)
= D@? + %(K V) + (Y, 7’@?-
Como (Y,~') = 0, entao
DY DY, /DY \ ,
ot ot <W’7>7'
Assim,
2 - (B (G (B
ot ot ot "\ ot ot
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DY
Mas <W '> = 0. Logo,

Dy [
ot

2+ 1% 2
at,’)/ -

ro - v - f i (v 50 ).

Como +' = 0, entao L'(0) = (Y,~') | .
Calculemos L”(0).

" o 2@ /
L (0) - <8€ 86 _07 ’Y Y)'Y Y> d
+/B v Do\,

5 s 8t 8t de 0

Do LA Py
Y e _0’7 ot

s . . , DY

B 2

_ [ Do ' +/B DY, "
~\ovoe 7 . || o

Em particular, se v é uma homotopia de =, entao

_ |DYy
| ot

Portanto,

, 5Dy, |?
L(O):/ {’ A

(R(Y, Y)Y, Y)} dt.
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Capitulo 3

Hipersuperficies com Curvatura Meédia
Constante e Indice Finito

Nosso objetivo neste capitulo é apresentar a prova do teorema principal e a prova dos seus

casos particulares.

Teorema 3.1. Sejam N" ™' (n = 3,4) uma variedade de dimensio (n + 1) e M uma hiper-
superficie completa com curvatura média constante H e indice finito imersa em N. Suponha
que

o = inf{Ric(w) + Ric(v) — K(w,v)|w € T,M, |w| =1, pe M}

n?(5 —n)H?
4 Y

onde v denota o campo unitdario normal em M. Entdo M ¢é compacta.

Para a demonstracao do Teorema 3.1, precisamos do Lema seguinte.

Lema 3.2. Sejam N uma variedade de dimensao (n+1) e M uma hipersuperficie imersa em N
com curvatura média constante H. Entao, para todo referencial ortonormal local e;, i =1,...,n
de M,
n 2 2
9 s . n*(b—n)H
AR+ nfThy = Y1, > O

=1

tal que A = (hyj), hi; = (Aej,ej), 1,7 =1,...,n.

(3.1)

Prova: Defina a aplicagao linear sem trago ¢ = (b;; : T,M — T,M) por (¢X,Y) = (AX,Y) +

15
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H(X)Y), X, Y eT,M, pe M. Como Zb” = 0, temos que b?, = (Zbi) . Logo,

i=1 =2

o> = Z by, > b}, +sz2i +22bi‘
ij=1 =2 =2

2
1 - -
2 2
bn—l—_n_l (;;) +2;bli
TL 2 “ 2
()

u n—1 n—1
) <6%1+Zb%> - _(—n)w ¢ buz ==l
1=2

|A]? = [¢]* + nH? by = —hii + H, bij = hij,i # j,i,j = 1,...,n,

Vv

v

ou seja,

Como

entao
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AP+ nHhyy =) B3,

i=1

v

A%

(|¢|> + nH?) +nH* — nHby,

- (hﬁl i ibi)
(WP+nﬁ§+nH?—m%u
- ((H — b))’ + i:@)
(WP+nH%+n§f—nHml
—H2+2Hh1—b§-§5@i

=2
(16" +nH?) + (n — 1) H*

—(n—2)Hbi — <b%1 + Z bi)

= 2
(I6]* +nH?) +
n—2HWH/ IMQ
|p|* — |<;5|2—1—7111[2—|rnH2
—H? — (n —2)vVn — 1%11[
ol = = DIOF

— 14l
—(n=2)vn v

% — %( —2)vn—1H + (2n — 1)H?
-%—%(JM:M
( 2)%(n—1)H n*(5 —n)H?
4 4

17

O

Prova do Teorema 3.1: Suponha, por contradicao, que M nao é compacta. Como M tem

indice finito, pela Proposigao 1 em [8], existem uma funcao positiva u em M e algum subconjunto

compacto 2 de M tal que, em M \ Q, Lu = 0, ou seja,

Au+ (|A]* + Ric(v))u = 0.

(3.2)



Preliminares 18

Seja ds? a métrica original em M. Para essa métrica, temos a métrica conforme ds? = u%ds?

em M. No que segue, denotaremos por V, K, Ric a conexao, a curvatura e a curvatura de Ricci

na métrica ds?, respectivamente.

Afirmamos que existe uma geodésica minimizante y(s) : [0, +00) — M \ Q na métrica ds?, onde
o parametro s é o comprimento de arco na métrica ds?. De fato, escolhamos uma exaustao de
M = UBg,(p) (R; — 00,i — 00), tal que cada Bg(p) denota a bola geodésica de M na métrica
ds?, de raio R centrada em p € M. Entao, para cada i existe um segmento de geodésica ¥;(s)
que realiza a distancia de p & fronteira dBr(p) na métrica ds?, tal que s é o comprimento de
arco de 7; na métrica ds?. Pela teoria das equacoes diferenciais ordindrias, existe uma geodésica
limitante J(s), s € [0,+0o0), parametrizada pelo comprimento de arco na métrica ds?, tal
que 7; converge para 7 em todo conjunto compacto de [0, +00). Portanto, 7 é uma geodésica
minimizante na métrica ds?. Observe que 7 é propriamente mergulhada. Logo, 7|[se, +00),
para algum sy > 0, estard fora de 2. Mudando o ponto inicial, se necesséario, podemos escolher
Y|[s0, +00) como afirmamos.

Agora, temos uma geodésica minimizante 7(s) : [0, +0c0) — M\Q na métrica ds* que possui
comprimento infinito na métrica ds?. A seguir, provaremos que toda geodésica minimizante em
M\ na métrica ds* tem comprimento uniformemente limitado na métrica ds*. Assim, vio-
laremos o fato que o comprimento de 7 é infinito na métrica ds? e completaremos a prova por

contradicao.

No que segue, assumiremos que ¢(s) (o < s <) é qualquer geodésica minimizante em M \
na métrica ds?, tal que s é o comprimento de arco na métrica ds?. Escolhemos um referencial

4 ~ d ~ . .
ortonormal e;, © = 1,...,n de M ao longo de ¢ tal que e; = I Logo, é; = u~'e; sdo ortonormais
s
d
ds

na métrica ds? e e; =

Afirmamos agora que para n < 5 e qualquer funcao suave f ao longo de ¢ com f(0) = f(I) =0,
4 l 2 l o _ —
— /o (j—é) ds > /0 f*(Ric(e;) + Ric(v) — K(ey,v))ds
I 2 2
5—n)H
+/ 12 (—” ( 4”) ) ds. (3.3)
0

Antes de apresentarmos a prova de (3.3), daremos uma prévia da demonstragao. Consider-

aremos a propriedade minimizante de ¢ na métrica ds. Sob a métrica ds?, a segunda variacao
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do comprimento de arco (3.5) implicard a desigualdade (3.6) envolvendo a curvatura de Ricci na
métrica ds?. Dali, transformaremos a desigualdade (3.6) (na métrica ds®) na desigualdade (3.13)
(na métrica ds?) usando as leis de transformacao para a mudanga conforme da métrica. Depois,
pela equagao de Jacobi e pela equagao de Gauss, obteremos a desigualdade (3.16) envolvendo
as curvaturas do espago ambiente e a segunda forma fundamental. Finalmente, obteremos (3.3)

trocando a funcao teste ¢ por fu% e usando o lema 3.2.

Agora provaremos (3.3). Como ¢ é uma geodésica minimizante na métrica ds?, ela satisfaz

v. L o, (3.4)

Bl
IS
&

7 dSO 2 l .
/0 (d—~) d's“z/o O’ K(e1,6)ds, i =2,...,n, (3.5)

S
para qualquer funcao suave ¢ ao longo de ¢ com ¢(0) = cp(?) =0, tal que lé0o comprimento de
¢ na métrica ds2.

De (3.5), segue-se que

(n—1) /0 l (%)2@2 /0 l ©*Ric(é1)ds. (3.6)

Calculemos /}—%\z/c(évl)

Com i—li nta
OMOTE T wds T
~ d ~ 1d
"=Vim T Vituas
1~ 1d
= 2V iuds
14 ( 71) d 11~ d
 uds ds uu ;sds
1 _72du d 1~ d
Y ds ) ds w2 s ds
_ (llduyd 1 d
- wulds ) ds w2 4 ds
Assim,
lg, 4 _1lldud
W dds  wludsds
Logo,

- e, (3.7)
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Da relacao entre as conexoes na métrica ds? e na métrica conforme ds?, temos

~ d d 1 d d d d
- — - _— Q9= 2\ 7 —d 2 (= = d 2
Vi ds v%ds T { ds(u )ds ° (als7 ds) gract }

asds  2u2 \" T ds) ds 2u?
d 1 wdu\ d
— V&E—Fuz(E%)%—VlOgu
d dlogu d
= v%ds 2 s g—VIOgu. (3.8)

Igualando a equagao (3.7) e a equagao (3.8), obtemos

d dlogu d
=~ vl _ Bl
V% ds Vlogu ds ds
Dai,
d dlogu dlogu
— 1 = (V1 - .
(Vdds ds) ogu = (Vlogu)logu I I
Logo,
2
d B 5 |dlogu
(st %) logu = |Vlogul® — e (3.9)

Pela férmula da transformagao da curvatura para a mudanga conforme da métrica [12], temos

2
d(logw)
ds

Ric(&)) = Ric(é) — (n — 2)Hess(logu)(¢1,¢,) + (n — 2)

2

—~[A(logu) + (n — 2)|V log u|?] d , (3.10)

dz

tal que Hess e |.| denotam o hessiano e o comprimento do vetor tangente na métrica ds® em M,
respectivamente.

Mas,

Hess(logu)(ey,e1) = <V}gradlog u, %>
5 5

d d d

— -2 [ = N e

= u (ds <gradlogu, ds> <grad10gu, V;Sd8>)
d?logu d

— -2 _

= u ( 7o (vjsds> 10gu> .

[ Plogu
ds?

Logo, por (3.9),

2
dl
— |V loguf? + |22

Hess(logu)(e,e1) = u (3.11)
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Assim,

Ric(e,) = u?

+u 2

Logo, (3.10) torna-se

(n—2)

Substituindo (3.12) em (3.6), temos

(n—l)/olul(

Mas

Assim,

Da equagao (3.2), obtemos

ou seja,

ds

A(logu)

Au

ds?

d*1
Ric(ey) — (n — 2) { et |V log u|?

d(logu)
ds

d*log u

d_90>2d5 > /Ol ut {Rz’c(el) —(n—2) (

!
u [A(log u))p?ds.

S~

= trHess(logu)
= Y (Vegradlogu,e;)
= Zei (gradlogu, e;)

5o

(2

S (eiei(w))u — (ei(u))

02
_ulu— |Vuf?
W2
Au  |Vul?
T u W

= A(logu) + |V log ul*.

+

ds

Ric(&,) = u? {Ric(el) —(n—2) (W) — A(log u)} :

d*logu
ds?

dlogu

i

— A(logu) — (n —2)|Vlog u2] .

s

21

(3.12)

(3.13)
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~NA(logu) — |Vlogul* = |A]* + Ric(v).
Dai,
—A(logu) = |A]> + Ric(v) + |V log ul®. (3.14)

Pela equacgao (3.14) e pela equagao de Gauss

Ric(e;) = Ric(e;) — K(ey,v) +nHhy — E hi;,
i=1
temos

Ric(er) — (n —2) (d2£2gu) — A(logu) =

2 R_ic(el) — ?(61, l/) + thll — Z h%]]

=1
d*logu
w02 (S

+ [|A]® + Ric(v) + |V logu|?] . (3.15)

Substituindo (3.15) em (3.13), temos
l dg@ 2 l _ e
(n— 1)/ u ™t (d_) ds > / u™" [Ric(er) + Ric(v) — K(e1,v) + |A]?] ¢ds
0 § 0
l n
ut [thn — Z h%j] gons
j=1

/
+/Ol ul [—(n —9) (‘F;‘;g“)} p2ds
+/Ol |

|V 1logul?] ¢*ds. (3.16)

1 . .
Trocando ¢ por fuz pra tirar u do denominador, temos

do  d(fus)
ds ds
df i du
B ds o fu %

dp\*  (df\? df 11, -1idu L (du)?
(%) = (&) weagetard i ()

A dfdu 1., [(du\® _
- (@) werid e (5)
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2
a=(n-1) /l (Z_fs) uuds,
0
b— (77,;1)/0 f2 (f;;) u_lu_lds

c:(n—l)/ fg—{:%u_l s

Sejam

Entao, (3.16) torna-se

Sejam )
!
df
d=(n-1 — | d
0 [ (&) =
_(n—l)/lf2 d?log u ¥
4 0 ds?
e
dfdlogu
=(n-1)
g=n /fds ds
Dai,

I
d+e+g > / f? [Ric(er) 4+ Ric(v) — K(e1,v) + |A|*] ds
0
1 n
+ /O f [thH - ;h@] ds
+/Ol 7 {—(n— 2) (diif“)} ds

—l—/ol 2 [IVlogul?] ds. (3.17)

!
Integremos / f?

0

d*1
( dZ§u> ds por partes.

d?1 d, dl

Sejam U = f2 e dv = %Y%)  Entao dU:2f—fdsev: ogu ) |
ds? ds ds

Dai,
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! d*logu - dlogu df dlogu
[ (S ()| -2 [ i

Como f(0) = f(I) = 0, entao

d*logu df dlogu
2
/f ( ds? > /f ds
d*1
ogu|“ds = ogu ds.
f2\V1 gul*d f2
Logo (3.17) equivale a

(n—l)/ol <Z_J;> ds > _(n—l)/lf (d:llOqu)ds—{—/lf (d?og“)ds

df dlogu df dlogu
—1)
(n /f ds /fds ds

" / 12 [Ric(er) + Ric(v) = K(e1,v)] ds

l n
+/ F2 AP+ nHhyy =) hfj] ds
0

j=1
5—n ! dlogu 2
( )L
(n—3 /fdfdlogu

+ /O 7 [Ric(er) + Ricv) — K(er, v)] ds

+/Olf2

Mas

v

AP+ nHhy =) hfj] ds. (3.18)
j=1

Assim,

T () (5‘”) [ ()

(n—3 / fdfdlogu

ds

+ / 72 [Ric(er) + Fic(v) — Kler, )] ds

/f2 |A|? + nHhyy — Zh ]

7j=1

ou seja,
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(e s (L) s

n— / fdfdlogu
ds ds

+/fz[m@*ﬁfcﬁ K(e1,v)] ds

/ p\Ap+nHm1 E:h]

Jj=1
2 B l ) i | 2
4—n?+6n 9/ (ﬂ) s > <5 n>/f (dlogu) .
al 0 \ds N

/ fdfdlogu

ds

isto é,

¥ / 72 [Ric(er) + Rie(w) — Klen,v)] ds

0
l n
+/ 2 1A]? + nHhyy _thj] s
i j=1
por conseguinte,

()43 e - G

/ fdfdlogu
ds ds

+Af*m¢ﬂ+Md> R(er, )] ds

: n
+/ AP +nHhy — Z hi] s
0 J=1
Logo,

<5fn>/ol (Z_f)d > H/l (Zf)d
o [t () [ ()
* /0 12 [Ric(er) + Ric(v) — K(e1,v)] ds

: n
+/ 2 AP +nHhyy — thj] s
0 Jj=1

W~
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5—n

Seja v = ( ) > 0, n = 3,4. Logo,

o () o = [ (5)
R AL

/ﬁf (dloiu) s

+/0 f? [Ric(er) + Ric(v) — K(e1,v)] ds

l n
+/ 2 |A]? +nHhyy — Z h%j] ds
0 =

= /Ol (%)2‘“ > /Ol(%_f)d \Ffdlog“) ds

n / 1? [Ric(er) + Ric(w) — K(er,v)) ds

o)

Portanto,

|A|? + nHhyy — Zh] (3.19)

7j=1

Portanto, pelo lema 3.2,

(5fn)/ol (%)2‘“ =z /Olf2 [Ric(er) + Ric(v) — K(e1,v)] ds

Loy (n?(5—n)H?
+/0f (—4 )ds,

como afirmamos.
Afirmamos que o comprimento [ de ¢ na métrica ds? é uniformemente limitado superiormente.

De fato, por hipotese
Ric(ey) + Ric(v) — K(ey,v) > o.

Logo,
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n?(5 —n)H2) |

l l df 2
2

l df 2
Integremos / (—) ds por partes.
o \ds

2

d, d d
Sejam U = —f e dv= —fds. Entao dU = —fds ev=f.
ds ds ds?

Assim,
!

l d2f

Lrdr\? df
A(%)“:Ef

0
Como f(0) = f(I) =0, entao

l df 2 l d2f

Logo,

I ! 2
/ Bf3ds —i—/ D (ﬁ) ds <0,
0 0 ds

l d?f
/0 (ED—FB]”) fds <0.

isto é,

Agora, escolhemos f = sen <7TTS) , 0 < s <. Dali,
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e
= (7))

Logo, l )

/0 [—sen <T> (?) D + Bsen <T>] sen <7r73> <0
Assim,

/Ol {—sen2 <$> (7—;) D + Bsen? (—)] ds < 0,
ou seja, l ,
/0 [B— Dl_;r} sen? (WTS> ds <0
Portanto,
[B - D;Q] <0,
isto é,
45 —n)~w
\/ N n?(5 —4n)H2

Logo,

como afirmamos.

Assim, toda geodésica minimizante em M|q na métrica ds* tem comprimento uniformemente

limitado na métrica ds?. Contradicao. Portanto, M é compacta.
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Teorema 3.3. Sejam N (n = 3,4) uma variedade completa de dimensdo (n + 1) com cur-

vatura seccional K > —71, 7 > 0, e M uma hipersuperficie completa com curvatura média

constante H diferente de zero e indice finito imersa em N. Se H satisfaz H* > 17907', quando

n=3ou H? > ZT, quando n=/, entdo M ¢é compacta.

Prova: Sejam w € T,M, |w| =1e{w,es,...,e,}, {v, f1, ..., fn} bases ortonormais de 7, M, onde

v € (T,M)*+. Entao

Ric(w) + Ric(v) — K (w,v) = Zf(w, e;) + Zf(u, fi) — K(w,v)
> —n1t—n7 — (—7)

= —2n-1)T.
Assim, por hipétese, temos que se n = 3,

inf{Ric(w) + Ric(v) — K(w,v)} > —57

5-9
__H2
~ 10
= _9H2
2
3%(5 —3)
= H2
4
esen =4,
inf{Ric(w) + Ric(v) — K(w,v)} > -7t
> —4H?
— —MHQ.
4
Portanto, se n = 3 ou n = 4, obtemos
2
S _ . 5
in f{Ric(w) + Ric(v) — K (w,v)} > _MHZ‘

Logo, pelo Teorema 3.1, M é compacta.

Como casos particulares do Teorema 3.3, temos:
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Corolario 3.4. Seja N uma variedade completa de dimensdo 4 ou 5 com curvatura seccional
nao negativa. Entao toda hipersuperficie completa M com curvatura média constante diferente
de zero e indice finito em N € compacta.

Prova: Com efeito, como K < 0, escolhendo 7 = 0, temos que H satisfaz H> > 0 e portanto

satisfaz as hipoteses do Teorema 3.3. Logo, M é compacta. O

Corolario 3.5. Toda hipersuperficie M completa com indice finito e curvatura média constante
H satisfazendo H? > % (H? > I respectivamente) no espago hiperbdlico H*(—1) (H°(—1) respectivamente
€ compacta.

Prova: De fato, como neste caso K = —1, escolhendo 7 = 1, temos que H satisfaz H? > %,
quando n = 3 ou H? > %, quando n = 4 e portanto satisfaz as hipdteses do Teorema 3.3. Logo,

M é compacta. O

O Teorema seguinte é uma consequéncia do Corolario 3.4.

Teorema 3.6. Toda hipersuperficie completa M, nao compacta com curvatura média constante
H e indice finito no espaco euclidiano R* ou R® é minima.

Prova: De fato, como M é completa, com curvatura média constante, indice finito e curvatura

seccional ndo negativa (pois K = 0 em R") segue do Coroldrio 3.4 que H = 0. 0

Apresentamos agora a prova de M.F.Elbert, B.Nelli e H.Rosenberg [9] para o Teorema 3.3,

que é muito similar a demonstracao do Teorema 3.1.

Teorema 3.7. Sejam N uma variedade Riemanniana de dimensio n+ 1 (n = 3,4) com cur-
vatura seccional uniformemente limitada inferiormente e M uma variedade completa, estdvel

e com curvatura média constante H imersa em N. Eziste uma constante ¢ = c¢(n, H, sec(N)) tal
que para todo p € M, dist(p, OM) < c qualquer que seja H satisfazendo |H| > 2+/|min{0, sec(N)}],
tal que sec(N) denota o infimo das curvaturas seccionais de N.

Prova: Denotemos por ds? a métrica em M induzida pela imersao em N e seja ds? = u? ds?

a métrica conforme em M, com 5(2—;1) <k < ﬁ, n = 3,4. Consideremos p € M e seja
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r > 0 tal que a bola intrinseca B, de M na métrica ds?, de raio r centrada em p € M. esteja
contida no interior de M. Sejam v € B, uma geodésica minimizante na métrica ds* ligando p
a OB, e a o comprimento de v na métrica ds®>. Entao a > r e é suficiente provar que existe
uma constante ¢(n, H, sec(N)) tal que a < c. Sejam R e R os tensores curvatura de M nas
métricas ds® e ds?, respectivamente. Escolhamos uma base ortonormal {€; = a~ L €2, e En )
para a métrica ds? , tal que és, ..., ¢, sao paralelos ao longo de ~ e seja €,.1 = 1. A base
{ey =% = = ube;, es = ube,, ... e, = ukgn} é ortonormal para a métrica ds?. Denotemos por R,
e RH as curvaturas de Ricci na direcao de e; para as métricas ds® e ds?, respectivamente. Seja

R o tensor curvatura da variedade ambiente N e escrevamos Ric(n) = Ry41.

d 1 d
Como = = s por calculos analogos aos da prova do Teorema 3.1, obtemos
S
~ _ d*logu
B o= u {Ru = I k(o 4 )
v 2
Da equagao de Gauss, temos que
Riji; = Eijij + hihj; — hzzj, (3.21)

onde h;; =< B(e;,ej), N > .

Como ¢ = A — HI e Ae; = hye;, entao

gb(ez) = A@Z‘ - Hlez
= hie; — He;

Mas ¢;; = hij — H;;. Logo, ¢;; = hii — H, ou seja, hy; = ¢y + H. Assim,

Rijij = Rijij + (¢u + H)(¢j; + H) — (¢ + H3y;)?.

Tomando ¢ =1¢e j = 2,...,n, obtemos



Preliminares 32

zn:lelj = Zle (¢ + H) s (¢j; + H) — S (¢1;Hby;)?
o i—2 s
= ZRUM (¢ + H) z":¢ — ¢+ (n— 1>H> —zn:(¢1j)2-
p j=2
Mas zn:(quj) = 0. Logo,
=1
Ry = Y Rijij + (611 + H) (=61 + (n — )H)
3:2
' (¢15)
j
= " ﬁlﬂj — (o) +(n—1)H¢y +(n—1)H
i—2
—Hdon — i(%yf
= zn: Riji; — (60)* + (n— 2)Hon + (n — 1)H
=2
_ Zn;(%.)z_ (3.22)
=

Z Rlaly <¢11) (n - 2)H¢11 + (n - 1) Z(¢1J) ]

j=2 Jj=2
+u~?" [—k(n — 2)(log u)ss + k|o|* + knH?]
|VU|2}

2k {kRnH nt1 Tk

— u—2k

Z ﬁljlj -+ kﬁn—i—l,n—l—l + (kn +n— 1)H2 + (n - 2)H¢11]

=2

u " [ 16> — (611)* — Z(¢1j)2]

j=2
2
u [ k(n — 2) (g ) + ke } |

(n—1) /077 (2—,‘?)2 > /: Ry1p%ds, (3.24)

(3.23)

Como
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entao substituindo a equagao (3.23) na desigualdade (3.24), obtemos

Z ﬁljlj + k§n+1,n+1] ds

=2

R O N
0 0

a

+ [ YuF[(kn+n—1)H?+ (n—2)Hey] ds

a

+ o*u~k [sz — (¢p11)* — Z(¢1j)2] ds

Jj=2
a

©*u"k(n — 2)(log u)ds

a 2
[Vl ds.

+ [ Q*u "k 5 (3.25)

|
S— — o— S—

u

. . k .
Por célculos analogos aos da prova do Teorema 3.1, trocamos ¢ por @uz para tirar u* do

denominador e denotamos por

m==1) [ (e)rds

n=k(n— 1)/ wpsusutds
0

2 _ 1 a
q= —k (n ) / gpz(us)Zu_st.
4 0

Assim, a desigualdade (3.25) é equivalente a

m-+n-+q Z / Q02 Z §1j1j + k§n+17n+1] ds
0 .
7j=2

a

+ ©? [(kn—i—n— 1)H2—|—(n—2)H¢11} ds

n

+

S— S—

a902 [k|¢|2 - (¢11)2 - (¢1j)2] ds

Jj=2

W“q . (3.26)

_ /0 r {k(n —2)(logu)us — k=

Integrando por partes, temos

/ 902(10gu)ssds:—2/ gpgps%ds.
0 0 U
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Como

/ ©*(ug)?u%ds =
0

g02(log u)?ds

hc\
|H4

©? 5 (klog u)?ds

| —
e
s

= ©*(log u*)2ds,

o
N
=)

substituindo na desigualdade (3.26), obtemos

a a —1
-1 [(ds = kn-3) [ epaartds - U1 R ogit s

a VUZ a . n R
+l€/ @Q%ds +/ QDQ kRn+1,n+1 + Zlelj ds
0 0 P
+/ @ [(kn+n—1)H? + (n — 2)H¢1] ds
0
+/ 902 [kW’Q - (¢11)2 - (¢1j)2] ds. (3.27)
0 P
Mas, |Vu|* = u?. Assim,
Y A VL e R V5
L[ 90 (s
L[ ()
k2 J, ul®
1 [ a
= ©*(klogu)ids = = ©*(logu™)2ds.
0 0

Logo,

“ | Vul? L[, k2
k:/o s ds = %), o (logu™)ids.

Entao, a desigualdade (3.27) torna-se



Preliminares

=1 [ oras

Agora usamos que a* + b* > —2ab, com a = (n —2)H e b

(n—2)*

ou seja,

(n —2)Hey > (—n* +4n — 4)H?

Substituindo na desigualdade (3.28),

>

(-1 [ poras
1

k(n —3)

{E—

+/ g02
0

+/ ©?
0

+/ ap2
0

k(n —3)
1

+[;

k

Y
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k(n — 3)/ wpsusu " ds
0

e
+/0a<p2
+/0“ ¢ [(kn+n —1)H? + (n — 2)Hou ] ds

+/“ ©? [k|¢|2 — (¢n)? - Zﬁzﬁj] ds.
0 =

o1 ,
=-—.D
5 al,

1 goz(log uk)gds

ds

n
kERyq1ng1 + E Ry
=2

(3.28)

2
H2+% > —(n—2)Hon,

2
_ Pu

4

obtemos

/ wosusutds
0

(n n 1)} ¢* (log u¥)2ds

kR 141 + Z Ryjij| ds

Jj=2

[(kn+n—1)H?+ (—n® +4n — 4)H?] ds
2 n
—% — o1 + klo|* — Zﬁb% ds
=2

/ wosusu ds
0

-1

(%T)} ©?(log u*)%ds

kﬁn—‘—l,n—‘,—l + Z ﬁljlj + (/CTL — n2 + 5n — 5)H2
=2

]ds

(3.29)

_ . .
klg|* — Zﬁb%l - Z(ﬁj ds.
L j=2
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Vamos provar que o ultimo termo da desigualdade (3.29) é maior ou igual a zero.

Por cédlculos andlogos aos da prova do lema 3.2, temos

2 n 2 ~
6] > (n_1>¢>n+2j§:;¢1j-
5(n—1) .
Como k > —e usando a desigualdade (3.30), obtemos
HOP 2 ho—soh +2k 3ot
j=2
Assim,
bIo = 2(on) - Yo = X MMl y
5 n
—1(0n)* =) (61)°
=2
5 5(n—1)
2 Z((ﬁn)?‘i‘ (n2n )':2(¢1j)2
5 n
—Z(fﬂn)z = ()
=2
5 _1 n n
> (n2n ) (61)° = (¢13)°
=2 j=2
3n —5
= n2n Zqﬁ%y
j=2
> 0

Logo, a desigualdade (3.29) ¢ equivalente a

(n=1) [ (s = (n-3) [ opogut)uds
0 0
1 —1 @
+ [E_ (n4 )]/0 g02(loguk)§ds
+/ 0 k§n+1,n+1 +Z§1j1j
0 s

+/ ©* [(kn —n® + 5n — 5)H?] ds.
0

ds

36

(3.30)

(3.31)
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Usamos agora que a® + b?> > —2ab, com

o= (3-5 1))%90(10guk)s

—1

syt

para obtermos

(100 g 23 (1_020)

> —(n = 3)pps(logu’)s,

ou seja,

a 1 _ 1 a
(n— 3)/ pps(logu®)ds + (E _n 7 )> w?/ pps(logu®)sds
0 0

o3 (100

Da ultima desigualdade junto com a desigualdade (3.31), temos

A s L Ry e

+/ ©* [(kn — n® 4+ 5n — 5)H?| ds
0

+/<,02
0

k§n+1,n+1 + Z ﬁljlj

Jj=2

ds. (3.32)




Preliminares 38

Seja
n=32 (1 (n—1)\"
(n—3)2% (4—k(n—1)\""
= 1 ( m ) +(n—1)
 (n—=3)%
B 4—k(n—1)+(n_1)

_ (n—=3)k+@4—k(n—1))(n—1)
4—k(n—1)
 (n=3k+4(n—1)—k(n—1)?

B 4—k(n—1)
_ —dnk+8k+4(n —1)
B 4—Fk(n—1)
_ 4k(2—n)+ (n —1)]
4—Fk(n—-1)
4 n—1

N

Observamos que A é positiva, pois como k < , entao

(n—1) " n-2

k(n —2) < (n—1), ouseja, k(2—n)+ (n—1) > 0.

k(n—1) <4, ouseja, 4 —k(n—1) >0

Fazendo uma escolha conveniente da constante positiva B, podemos reescrever a desigualdade

(3.32) como
A/ ©2ds > B/ ©*ds. (3.33)
0 0

Queremos escolher B tal que

0 S B S (k:n — TL2 + o — 5)H2 + <k§n+l,n+1 + Z §1j1j> .

j=2
Quando a curvatura da variedade ambiente é nao-negativa, escolhemos B = (kn—n?+5n—5)H?,
que é positiva se H # 0. Neste caso, |H| > 0 e podemos escolher p = 0. Caso contrario, como

R(BZ’, 6]', €;, ej)

K(eiaej) = |ei/\€j|2

s |6i A 6j|2 = ]_,

entao

3

K(e;,ej) > (n — 1)inf{curvaturas seccionais de N}
=2
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€ como

Ry +1.n41 > n.inf{curvaturas seccionais de N},

entao

kéml,nﬂ + Z Eljlj > (kn +n — 1)inf{curvaturas seccionais de N}
j=2

= (kn+n—1)sec(N),
e escolhemos
B = (kn —n®+5n — 5)H* + (kn +n — 1)sec(N).

Se

—(kn+n—1)

H2
” Tkn —n? + 5n—5)

sec(N),

(kn+n—1)

entao B é positiva. Usando as restricoes em k, % <k< ,n = 3,4, obtemos

n—1

(kn —n? +5n —5)
4. De fato, para n = 3 temos que % < k < 2. Logo,

3k + 2
3k +1

-2
<4<:>3k+2<12k+4<:>k>?,

pois%2<%§k<2.Eparan:47temosque%§k<§.Log0,

4k + 3 7
4 < 4k 16k —4 < k> —
4k—1< <4k +3 <16 = >12,

poisl—72<}—g§k:<%.
Neste caso, |[H| > 24/|sec(N)| e podemos escolher p = 24/|sec(N)|.

Por célculos andlogos aos da prova do Teorema 3.1,

/ (pssA+ Bp)pds < 0.
0

Escolhendo ¢ = sen(msa™!), s € [0, a], temos

ou seja,
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VAT
VB

Como queremos provar que a < ¢, seja ¢ =

Assim,

21y /k(2 —n) + (n—1)

V4 —E(n —1)[(kn —n2+5n — 5)H2 + (kn +n — 1)min{0, sec((N))}]

40
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O corolario seguinte é um caso particular do Teorema 3.7.

Corolério 3.8. Seja M"™ C N"'' uma subvariedade completa estdvel com curvatura média
constante H. Sen =3, 4 e |H| > 24/Iminf{0, sec(N)}|, entao OM # 0.

Prova: Assuma que tal M existe. Na prova do Teorema 3.7, mostramos que o raio de um
disco intrinseco de M que nao toca em OM é menor ou igual a c. Portanto, quando OM = (),
o diametro de M é menor ou igual a ¢ e entao M é compacta. Como M é estavel, existe uma
funcio positiva f em M tal que L(f) = 0. Assim, L(f) = (A + |¢|> + nH2 + Ry 1ni1)(f) = 0.

Seja p um minimo da fungao f. Dai, em p temos:

0 < Af(p) = =([0P(p) + nH* + Rus1na 0)(f(9))- (3.34)

Como |H| > 24/|min{0, sec(N)}|, entdo (|¢|> +nH?+ ﬁn_t'_Ln_l’_l) ¢ estritamente positivo em M.
Portanto, a desigualdade (3.34) nos d4 uma contradi¢ao. Logo, OM # (). O
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