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Resumo

VILLAS BOAS, P. R. Efeito da amostragem nas propriedades topológicas de redes com-
plexas. 2008. 114pp. Tese (Doutorado) – Instituto de Física de São Carlos, Universidade de
São Paulo, São Carlos, 2008.

Muitos sistemas complexos naturais ou construídos pelos seres humanos podem ser represen-
tados por redes complexas, uma teoria que une o estudo de grafos com a mecânica estatística.
Esse tipo de representação, porém, pode ser comprometido pela maneira como os dados são ob-
tidos. Em geral, os dados utilizados para representar tais sistemas nem sempre são precisos ou
completos e correspondem a apenas amostras pequenas de redes maiores, como é o caso da teia
mundial (WWW). Dessa forma, mesmo que as amostras sejam grandes, as suas propriedades
são diretamente afetadas pela maneira como elas são obtidas e podem não corresponder com as
de suas respectivas redes originais. Por exemplo, a amostragem mais utilizada para captura de
roteadores da Internet, se empregada em redes aleatórias, tende a obter redes livres de escala
como resultado. Em contrapartida, amostras de redes livres de escala não têm garantia de pre-
servar essa estrutura. Por causa desses e outros problemas que possam ocorrer na amostragem
das redes, é muito importante avaliar a variação das propriedades das redes a ruídos (para saber
quais variam menos, sendo, portanto, mais adequadas para caracterizar redes com problemas
de amostragem) e os efeitos da amostragem na caracterização, classificação e análise de redes
complexas (pois redes amostradas podem não corresponder ao sistemas dos quais foram obti-
das, tornando os resultados incorretos). Neste trabalho, foi investigada a influência de três tipos
de perturbação (ruído): adição, remoção e troca aleatória de conexões nas propriedades de redes
complexas, e as mais apropriadas para caracterizar redes amostradas foram identificadas. Além
disso, foram definidas duas novas estruturas em redes complexas: árvores de borda e cadeias de
vértices. A ocorrência dessas estruturas em redes mal amostradas tende a ser alta, indicando que
existe uma relação com redes parcialmente amostradas. Para verificar tal hipótese, foi inves-
tigada a presença de cadeias de vértices em redes gradativamente amostradas por caminhadas
aleatórias.

Palavras-chave: redes complexas, grafos, incompleteza, amostragem, estrutura topológica, me-
didas.





Abstract

VILLAS BOAS, P. R. Sampling effect on the topological properties of complex networks.
2008. 114pp. Thesis (PhD) – Instituto de Física de São Carlos, Universidade de São Paulo, São
Carlos, 2008.

Several natural or human made complex systems can be represented by complex networks – a
theory which integrates the study of graphs with statistical mechanics. This kind of representa-
tion, however, can be biased by the way in which the data is obtained. In general, the data used
to represent such systems is not always accurate, as in the case of the World Wide Web (WWW).
Therefore, even if the sampled networks are large, their properties are directly affected by the
way in which they were obtained and may not correspond to those of their respective original
networks. For instance, the most used sampling methodology for capturing routers of the In-
ternet, if performed on random networks, tends to obtain scale-free networks as results. On the
other hand, sampled scale-free networks are not guaranteed to have this property. Because of
these and other problems which may occur during the network sampling, it is very important to
evaluate the variation of the network properties with respect to noise (in order to know which
of them have less variation, being therefore more suitable for the characterization of networks
with sampling problems) and the effect of sampling in the characterization, classification, and
analysis of complex networks. In this work, we investigated the effect of three types of per-
turbations (noise), namely, edge addition, removal, and rewiring on the respectively estimated
complex network properties, and the most suitable properties to characterize sampled networks
were identified. Furthermore, two novel structures in complex networks were defined, namely,
border trees and chains of vertices, which are possibly related to sampling. The occurrence
of these structures in poorly-sampled networks was found to be high, implying a relation with
partially sampled networks. In order to investigate such a hypothesis, the presence of chains of
vertices was investigated in networks which were gradually sampled by random walks.

Keywords: complex networks, graph, incompletness, sampling, topological structure, measure-
ments.
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1 Introdução

Quaisquer sistemas compostos por diversos elementos que interagem entre si podem ser

modelados como redes complexas [6, 7, 8, 9, 10]. Tal termo se refere às redes (ou grafos

como são chamados na literatura computacional [11]) que possuem características topológicas

não triviais como acontece com redes simples. Estas últimas apresentam alta similaridade es-

trutural, não importando qual parte seja analisada, e são representadas tipicamente por redes

aleatórias ou grades regulares. Entretanto a grande maioria das redes naturais ou criadas pelos

seres humanos apresenta estruturas mais complexas que não podem ser representadas por meio

de redes simples. Exemplos incluem redes biológicas, metabólicas, cadeia alimentar, Internet

(Figura 1), teia mundial (WWW), redes de citação, redes sociais e muitas outras [9]. Essas re-

des são caracterizadas, entre outras, pelas propriedades: mundo pequeno [12] (a distância entre

dois elementos da rede é pequena), distribuição de conexões livre de escala [13] (segue uma

lei de potência) e estrutura modular [14] (partes da rede mais conectadas internamente do que

externamente).

Figura 1: Um exemplo de rede complexa: a Internet. Fonte [1].

O grande sucesso na representação, caracterização e modelagem de sistemas reais por meios
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de redes complexas foi obtido graças a dois fatores: aumento do poder computacional (veloci-

dade de processamento e capacidade da memória) dos computadores e disponibilidade de várias

bases de dados. Devido ao primeiro fator, redes complexas com milhares ou até mesmo milhões

de vértices agora podem ser processadas, permitindo um estudo bastante amplo de vários tipos

de rede. Além disso, inúmeros mapeamentos de redes naturais ou construídas pelo homem es-

tão disponíveis desde a década de 90 do século passado, tornando possível a aplicação da teoria

de redes complexas nos mais diversos ramos. Entretanto, em sua maioria esses mapeamentos

ainda não estão completos, o que dificulta a análise das redes representadas e compromete a

confiabilidade das propriedades e resultados obtidos [15]. Por causa disso, amostragem em

redes complexas é um dos mais importantes problemas atuais, pois dados incompletos podem

resultar em conclusões incorretas sobre os sistemas reais estudados.

No processo de amostragem, a estrutura das conexões das redes estudadas podem diferir

substancialmente dos sistemas originais de onde elas foram obtidas. Esse efeito pode resultar

em caracterização, classificação e modelagem incorretas dos sistemas reais estudados. Além

disso, processos dinâmicos como, por exemplo, propagação de opiniões e doenças [9, 16],

caminhadas aleatórias [17] e fluxo de informações [18], por serem altamente dependentes da

estrutura da rede são profundamente afetados pelo processo de amostragem empregado.

O problema de amostragem em redes complexas não pode ser ignorado e recentemente

tem sido levado em consideração nas diferentes abordagens de construção de redes de infor-

mação [19], de proteínas [20], tecnológicas [21] e sociais [22]. As interações de proteínas

disponíveis atualmente, por exemplo, cobrem apenas uma pequena parte do mapa completo de

interação de proteínas. Além disso, o processo de obtenção das interações de proteínas, como no

caso da levedura, gera uma grande quantidade de falsos positivos, isto é, interações observadas

no laboratório que nunca ocorrem nas células [23, 24]. Sprinzak e colaboradores [25] sugeri-

ram que a confiabilidade do processo de obtenção das interações das proteínas da levedura é

em torno de 50%. Assume-se também, em geral, que mapas incompletos podem ser extrapola-

dos para o mapa completo de interações das proteínas e que suas propriedades topológicas são

mantidas, apesar da amostragem pequena [26]. Essa suposição se baseia na propriedade livre de

escala presente nas redes de proteínas. Entretanto, não é garantido que amostras de redes livres
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de escala também sejam livres de escalas [15]. Além disso, pequenas amostragens podem gerar

redes livres de escala independente da topologia da rede original [20, 27]. Para superar essas

dificuldades, alguns esforços têm sido empregados para obter dados de interação de proteína

mais confiáveis (veja Ref. [28]).

Não é diferente o que acontece com a teia mundial. Obter a rede completa de páginas da

teia mundial é praticamente impossível por causa da velocidade com que ela muda (páginas são

adicionadas e removidas a todo momento) e por causa do seu tamanho (da ordem de 20 bilhões

de páginas). Desta forma, a única maneira de estudar esse tipo de rede é através de amostras

de domínios específicos. Para obter essas amostras, são utilizados web crawlers, programas

especialmente projetados para visitar páginas dentro de um certo domínio e capturar os links

entre elas [29]. O web crawler utilizado e o domínio escolhido, portanto, influenciam direta-

mente as amostras obtidas [19, 30]. Além disso, alguns web crawlers tendem a sobreestimar o

número médio de conexões em cada página. Uma maneira de minimizar esse problema é iniciar

a procura partindo de várias páginas [30], mesmo assim não resolve completamente.

No caso da Internet, a amostragem é, em geral, realizada pelo comando traceroute (pro-

cura por rotas) que envia pacotes pela rede a fim de obter os endereços IP dos roteadores no

caminho. No entanto, assume-se que esses pacotes seguem o menor caminho entre a fonte e o

destino [31], fazendo com que uma grande quantidade de conexões seja perdida, devido à possí-

vel presença de links redundantes entre os roteadores. Adicionalmente, na estratégia empregada

pelo traceroute, roteadores próximos à fonte tem maior visibilidade que os mais distantes [21],

obtendo uma boa representação da vizinhança da fonte em prejuízo do resto da rede. Também

foi observado que esse tipo de amostragem aplicado em redes aleatórias gera redes livres de

escala [32].

Redes sociais também apresentam mapeamentos incompletos. Em geral, esse tipo de rede

é restrita a apenas classes especiais de atividade humana (por exemplo: música, esportes, par-

ticipação em filmes e colaboração em ciência) ou geradas a partir de relações humanas (por

exemplo: amizade, relações sexuais e contatos profissionais). A maneira como esse tipo de rede

é obtida geralmente pode gerar dados com os seguintes problemas: especificação de fronteira
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(não inclusão de pessoas ou afiliações), inacessibilidade de sujeitos e imprecisão na aplicação

de questionários [22]. Além disso, conforme o tipo de relação social considerada, torna-se bas-

tante difícil definir as conexões entre os indivíduos. De certa forma, estimar os efeitos da falta

de dados na redes sociais pode ser uma tarefa muito difícil.

1.1 Objetivos

Apesar da recente preocupação com os problemas de incompleteza e amostragem no ma-

peamento de redes naturais ou artificias, ainda existem questões as serem resolvidas, tais como

determinar se a rede estudada apresenta problemas de amostragem, aplicar métodos para classi-

ficar redes amostradas e encontrar propriedades menos sensíveis a ruídos. Deste modo, o maior

objetivo deste trabalho foi prover uma análise do efeito da amostragem na estrutura topológica

de redes complexas, incluindo:

• encontrar estruturas topológicas relacionadas ao problema de amostragem nas redes com-

plexas;

• analisar a ocorrência de tais estruturas em várias redes do mundo real;

• investigar a estrutura de redes amostradas por caminhada aleatória a partir de redes gera-

das por modelos teóricos;

• investigar o efeito da amostragem na classificação de redes complexas;

• analisar a sensibilidade e robustez das medidas topológicas de redes diante de ruídos

(perturbações).

1.2 Contribuições

As principais contribuições deste trabalho são:

• Caracterização de redes complexas. Neste trabalho, foram realizados um levantamento

da maioria das medidas de redes complexas e uma análise de como elas podem ser usadas
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para classificação de redes reais em modelos teóricos tradicionais através de estatística

multivariada e teoria de decisão Bayesiana [2] (ver capítulo 4). Além disso, foram in-

troduzidos os conceitos de duas estruturas em redes complexas: cadeias de vértices [4] e

árvores de borda [3].

• Aplicações de redes complexas. Embora não diretamente relacionado com este traba-

lho, também foi realizada, em colaboração com outros pesquisadores, uma revisão ampla

do uso da teoria de redes complexas em diversas áreas [10]. Além de descrever as apli-

cações de cada área, as dificuldades e os principais resultados em redes complexas são

apresentados.

• Análise de redes amostradas. Foi realizado uma análise da ocorrência de cadeias de

vértices em redes amostradas que foram obtidas por caminhadas aleatórias em redes de

modelos teóricos [4]. Os resultados indicaram que quanto menor o tamanho da amostra

de rede (i.e. caminhada aleatória pequena), mais freqüente são as cadeias longas de vér-

tices. Portanto, existe uma relação entre o tamanho da amostra com a ocorrência dessas

estruturas.

• Sensibilidade de medidas. Também foi realizado neste trabalho um estudo sobre a sen-

sibilidade e robustez de várias medidas de redes complexas diante de perturbações nas

conexões dos vértices de redes introduzidos pela adição, remoção e troca aleatória de

conexões [5].

1.3 Descrição dos capítulos

Esta tese inicia no Capítulo 2 com os conceitos básicos de redes complexas, uma breve

história sobre o assunto e a descrição das bases de dados e dos modelos teóricos utilizados nas

análises dos capítulos subseqüentes. Logo em seguida, nos Capítulos 3 e 4, são apresentadas,

respectivamente, as principais medidas de redes complexas com ênfase àquelas que são utili-

zadas ao longo desta tese e a descrição dos métodos de estatística multivariada para classificar

redes complexas. No final do Capítulo 4, são mostrados ainda os resultados de classificação de
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duas redes reais e o efeito da amostragem na identificação de uma rede de emails. As estruturas:

árvores de borda e cadeias de vértices são apresentadas em seguida, no Capítulo 5, assim como

a análise realizada em várias redes do mundo real. Já o Capítulo 6 traz a análise da sensibi-

lidade de diferentes medidas de redes complexas diante de três tipos de perturbações (ruídos):

adição, remoção e troca aleatória das conexões em quatro modelos teóricos e cinco redes reais.

Finalmente, o Capítulo 7 fecha esta tese com as principais conclusões deste trabalho e algumas

perspectivas de trabalhos futuros.
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2 Redes complexas: conceitos
básicos, bases de dados e modelos

O que a teia mundial, interação de proteínas, ecossistemas, redes de amizade e propagação

de doenças têm em comum? Até início de 1990, a resposta seria: muito pouco. Entretanto,

apesar de origem distintas, sabe-se que estas redes e muitas outras possuem arquiteturas muito

semelhantes devido às recentes descobertas na área de redes complexas [7, 9]. O estudo dessas

arquiteturas assim como a sua evolução e os resultados de processos dinâmicos que ocorram ne-

las deu origem à teoria de redes complexas que tem sido largamente aplicada na caracterização

de sistemas complexos naturais ou artificiais. Um sistema complexo é um sistema composto por

uma quantidade grande de partes simples ou complexas interconectadas cujas interações entre

si e com o meio externo levam a resultados complexos [33]. Um exemplo típico é a revoada de

gansos, que apesar de serem simples como unidades, interagem entre si de forma complexa e

também com o meio ambiente, pois eles se readaptam constantemente conforme mudanças no

meio em que vivem (é por isso que eles migram). Além disso, o processo de migração também

é complexo, pois eles se auto-reorganizam durante o vôo sem a necessidade de um líder.

Assim como as redes complexas, sistemas complexos apresentam propriedades particulares

importantes, tais como: emergência – a complexidade do todo é maior do que a complexidade

da soma das partes, readaptação – o sistema se auto-organiza conforme mudanças no meio e

universalidade – sistemas pertencentes à mesma classe compartilham propriedades semelhan-

tes [33]. Por serem formados por partes discretas que interagem entre si, sistemas complexos

são modelados naturalmente em termos de redes complexas [7, 9, 33]. Por exemplo, a soci-

edade é um sistema complexo composto por pessoas ligadas por laços de amizade [34, 35]; a

ciência, por cientistas conectados por colaboração em artigos científicos [36, 37]; a Internet, por
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roteadores conectados por fibras óticas [38, 39]; a teia mundial, por páginas interligadas através

de hiperlinks [29, 40, 41]; o cérebro, por neurônios conectados através de axônios e dendri-

tos [12, 42, 43, 44]; as cadeias alimentares, por animais e plantas relacionados por relações

de predação [45, 46]; o transporte aéreo, por aeroportos ligados por linhas aéreas [47, 48]; e a

linguagem, por palavras ligadas por similaridade ou função [49, 50]. Além destas, existem inú-

meras outras aplicações de redes complexas e uma revisão de muitas delas pode ser encontrada

em [10]. Nas próximas seções, além de uma breve descrição da história de redes complexas,

serão apresentados a definição formal de redes, maneiras de representá-las, algumas bases de

dados de redes reais e alguns modelos teóricos que foram utilizados nas análises dos capítulos

seguintes.

2.1 Introdução histórica

O estudo de redes complexas nasceu com a teoria dos grafos e os primeiros trabalhos dessa

área datam de 1736, quando Leonhard Euler resolveu o problema das Sete Pontes de Königs-

berg, capital leste da Prússia (atual Kaliningrado, Rússia). A cidade foi construída em torno do

Rio Pregel onde se junta com outro rio e, no meio, há uma ilha chamada Kneiphoff. Havia no

total 7 pontes ligando as diferentes partes da cidade, conforme ilustra a Figura 2(a). Naquela

época, os habitantes dessa cidade se perguntavam se era possível passar todas as pontes sem

repetir uma sequer. Entretanto, Euler mostrou que tal feito não era possível. Para resolver tal

problema ele representou a configuração das pontes como um grafo (Figura 2(b)), onde cada

vértice correspondia a uma porção de terra e cada aresta, a uma ponte, criando provavelmente o

primeiro grafo de que se tem notícia. Desde então, os avanços na teoria de grafos se restringiram

a apenas grafos estáticos e com poucas aplicações práticas [51].

Se foi Euler o responsável pela criação da teoria dos grafos, Erdős foi quem, em grande

parte, a “difundiu”. Em 1959, Erdős e Rényi começaram a estudar grafos como objetos esto-

cásticos ao invés de determinísticos [52]. O estudo dos grafos desta maneira conduziu Erdős e

Rényi à introdução de grafos aleatórios (um conjunto de vértices conectados aleatoriamente) [52,

53, 54]. Além da definição desse tipo de rede, Erdős e Rényi analisaram diversas propriedades
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Figura 2: O problema das pontes de Königsberg. (a) Representação esquemática das
pontes de Königsberg antes de 1875, com a ilha de Kneiphoff (A), a ilha (D) entre os dois
braços do rio Pregel e as duas porções de terra (margens B e C) que circundam a ilha A.
Euler representou essa configuração como um grafo (b) e provou que não há possibilidade
de passar uma única vez por todas as pontes.

desses grafos e obtiveram importantes resultados, tais como a identificação do limite de percola-

ção, isto é, o número de conexões necessárias para que o grafo correspondente esteja conectado

(i.e. não existam partes isoladas da rede).

Ainda na década de 50, os sociólogos ao estudar redes de interações sociais [34] (por exem-

plo, amizade) utilizaram grafos para representá-las e criaram várias medidas que, mais tarde,

se tornaram referências em redes complexas, como, por exemplo: grau de intermediação de

um vértice e coeficiente de aglomeração (Seções 3.2 e 3.3, respectivamente). Também nessa

mesma época, alguns pesquisadores começaram a usar os grafos como meio de simulação de

processos dinâmicos, como a propagação de doenças e formação de opiniões [51].

Mais tarde, em 1967, Stanley Milgram, um pesquisador de sociologia em Harvad, Esta-

dos Unidos, investigou a hipótese do mundo pequeno, proposta pelo escritor húngaro Frigyes

Karinthy [55]. Segundo tal escritor, entre duas pessoas quaisquer no mundo, há poucas pes-

soas os separando. Para testar tal hipótese, Milgram enviou centenas de cartas a várias pessoas

residentes em Wichita, Kansas, e Omaha, Nebrasca, pedindo-lhes que as enviassem a conhe-

cidos que pudessem submetê-las a um corretor de fundos públicos em Boston ou a mulher de

um estudante de graduação em Sharon, Massachusetts. Milgran descobriu que as cartas que

eventualmente chegaram ao seu destino passaram por seis pessoas em média, dando origem ao

tão conhecido termo de “seis graus de separação” [55]. Hoje, acredita-se que esse número seja
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menor [56]. Mais recentemente, em 1998, os pesquisadores Watts e Strogatz descobriram que

o fenômeno de mundo pequeno também é observado em outras redes reais, como é o caso da

rede de neurônio do Caernohabditis elegans e da rede de transmissão de energia elétrica dos

Estados Unidos [12]. Além dessa propriedade, eles também constataram que essas redes pos-

suem uma quantidade grande de ciclos (caminhos fechados) de ordem 3 em relação às redes

aleatórias [12].

A descoberta de Watts e Strogatz serviu de motivação para outras investigações quanto à

estruturas das redes complexas. Em 1999, Barabási e Albert [13] descobriram que a distribuição

de grau dos vértices da teia mundial (grau de um vértice i, representado por ki é seu o número

de conexões) não é aleatória, mas segue uma lei de potência, ou seja, a distribuição de grau é

livre de escala (scale-free) e é da forma P (k) ∼ k−λ. Além dessa rede, muitas outras seguem

essa lei e, em geral, λ está entre 2 e 3 [7].

Em 2002, Girvan e Newman mostraram que a maioria das redes reais possuem estrutura

modular, isto é, elas são compostas por grupos de vértices que possuem mais conexões entre

si do que com o resto da rede [14]. Tais grupos ficaram conhecidos como comunidades. Bons

exemplos de redes com essa estrutura são as redes sociais, uma vez que comunidades nessas

redes representam grupos de pessoas que compartilham as mesmas opiniões e/ou interesses.

A partir da descoberta destas propriedades, a teoria de redes complexas se estabeleceu ra-

pidamente. A rapidez com que ela se desenvolveu foi, em grande parte, devido ao advento da

Internet com a disponibilização de diversas bases de dados de sistemas complexos naturais e

artificiais e ao aumento do poder computacional dos computadores, que permitiu a análise de

redes com mais de centenas de milhares de vértices (e.g. a teia mundial). Antes, o estudo de

grafos, como acontecia com as redes sociais que possuíam apenas centenas de vértices (e.g. as

redes obtidas por Milgram), era realizado através de inspeção visual dos vértices com as res-

pectivas conexões. Entretanto, quando redes maiores puderam ser armazenadas e processadas,

não foi possível obter padrões apenas através da visualização dos grafos correspondentes, sendo

necessário a definição de medidas topológicas para melhor representar tais redes, como pode

ser constatado no próximo capítulo.
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2.2 Representação

Como já mencionado anteriormente, os sistemas complexos são naturalmente representa-

dos em termos de redes complexas. Uma rede pode ser representada por um conjunto de nós ou

vértices – as pequenas partes que a compõem, e um conjunto de arcos ou arestas, que represen-

tam as interações (conexões) entre os vértices (e.g. [7]). Se as interações não tiverem direção

são denominadas arestas, e a rede é não-dirigida, ou grafo como é conhecido na computação,

mas se tiverem, como acontece com vôos de uma cidade para outra numa rede de aeroportos,

são denominadas arcos e a rede é dirigida, também conhecida como dígrafo. Se a intensidade

das interações for importante, por exemplo a quantidade de passageiros nos vôos, a rede é tida

como rede com peso, caso contrário, sem peso. As redes ainda podem ter auto-arcos ou ares-

tas (auto-conexões entre os vértices) e multi-arcos ou arestas (mais de um arco ou aresta entre

os mesmos pares de vértices). Neste caso, a representação adequada é o multigrafo [11], mas

geralmente não é utilizada para representar redes complexas. Se forem considerados apenas a

direção e o peso, as redes podem ser divididas em quatro tipos: rede dirigida com peso, o caso

mais geral; rede dirigida sem peso; rede não-dirigida com peso; e rede não-dirigida sem peso,

o caso mais simples, conforme ilustrado na Figura 3. Dependendo do tipo de estudo realizado,

redes dirigidas podem ser transformadas em não-dirigidas através da operação de simetrização

e as redes com peso nas suas correspondentes versões sem peso através da operação de limi-

arização (e.g.[2]). Essas operações assim como a definição formal de redes é apresentada a

seguir.

O caso mais geral, rede dirigida e com peso, é definida como G = {V, E, ω}, onde V

é um conjunto de N vértices, E, um conjunto de M arcos e ω, um mapa de pesos tal que

ω : E(G) 7→ R. Se existir uma conexão do vértice i para o vértice j, ω(i, j) 6= 0 e o arco

correspondente é representado pelo par (i, j). Neste trabalho, nem auto-conexões nem múltiplos

arcos são levados em conta.

Numa rede sem peso, os arcos não possuem pesos associados e, portanto, o mapa ω não é

necessário. Uma rede não-dirigida é aquela em que os arcos não possuem direção.

Outra maneira de representar redes é através de matrizes. Para o tipo mais geral de redes,
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(b)

(c) (d)

(a)

Figura 3: Os quatro tipos de rede complexa considerados: (a) dirigida e com peso, (b)
dirigida e sem peso, (c) não-dirigida e com peso e (d) não-dirigida e sem peso. A rede (b)
foi obtida através da operação de limiarização (ver texto) realizada na rede (a); a rede
(c) é a versão simetrizada (ver texto) de (a); e a rede (d) é a versão simetrizada e sem
peso de (a). O peso de cada arco é proporcional à sua espessura e o limiar utilizado na
limiarização da rede (a) é o menor peso encontrado nessa rede.

uma matriz de peso W é utilizada, onde cada elemento wij = ω(i, j) expressa o peso da conexão

do vértice i para o vértice j. Note que para redes sem direção wij = wji. A operação de

limiarização pode ser aplicada nessas redes para obter a sua versão sem peso. Tal operação,

representada por δT (W ), é aplicada sobre todos os elementos wij resultando uma matriz binária

A tal que A = δT (W ). Os elementos aij da matriz A são tais que: aij = 0 se wij < T ou

aij = 1 caso contrário. A matriz resultante dessa operação é largamente conhecida na literatura

como matriz de adjacência e é utilizada para representar redes dirigidas sem peso (e.g. [7]).

Para transformar redes dirigidas com ou sem peso nas correspondentes versões não-dirigidas,

a operação de simetrização deve ser utilizada. Essa operação, representada por σ(W ), é dada

por: σ(W ) = W + W T , onde W T é a transposta da matriz W .

Numa rede não-dirigida, dois vértices são adjacentes ou vizinhos se existir um arco (i, j)

tal que ω(i, j) 6= 0. No caso de redes dirigidas, o conceito correspondente é o de sucessor e o
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de predecessor. No arco (i, j) com ω(i, j) 6= 0, o vértice i é predecessor de j e j é o sucessor

de i. A partir do conceito de adjacência, define-se vizinhança Vi do vértice i como o conjunto

de vértices adjacentes a i. Se a rede for dirigida, Vi = V in
i ∪ Vout

i , onde V in
i e Vout

i é o conjunto

de predecessores e o de sucessores, respectivamente.

Apenas para uso na descrição das bases de dados e dos modelos teóricos deste capítulo,

as seguintes propriedades básicas de redes complexas não-dirigidas e sem peso são definidas:

grau médio, distribuição de grau P (k), coeficiente de agrupamento médio e caminho mínimo

médio. A primeira está relacionada com a densidade de conexões da rede (grau de um vértice

corresponde ao seu número de vizinhos); a segunda, com probabilidade de encontrar um vértice

com grau k; a terceira, com a coesão local entre os vizinhos de cada vértice da rede; e a quarta,

com a distância média entre quaisquer vértices da rede. Maiores detalhes dessas medidas e

propriedades podem ser encontrados Capítulo 3.

2.3 Bases de dados consideradas

O grande sucesso da teoria de redes complexas é devido à sua capacidade de representar

vários sistemas discretos físicos ou abstratos do mundo real. De fato, há muitos exemplos na

natureza, mas foi apenas recentemente que bases de dados dos mais variados tipos se tornaram

disponíveis. Como existem inúmeras bases de dados de redes complexas atualmente, aqui serão

cobertas apenas as utilizadas neste trabalho e serão subdividas em quatro classes: redes sociais,

de informação, tecnológicas e biológicas, conforme divisão realizada em [7].

2.3.1 Redes sociais

Redes sociais são aquelas formadas por pessoas ou grupo de pessoas (e.g. empresas, times

ou classes econômicas) conectadas por algum tipo de interação, como por exemplo: amizade,

relação comercial entre companhias, colaborações científicas e participação em filmes [7]. Os

tipos de redes sociais considerados nas análises dos capítulos seguintes são: redes de colabora-

ção entre pesquisadores e redes de email.

As redes de colaboração científica são formadas por pesquisadores que estão conectados
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se forem autores de um mesmo artigo. Nos capítulos subseqüentes foram consideradas apenas

as redes de colaboração de astrofísica entre 1995 e 1999 [37], da matéria condensada entre

1995 a 2005 [37], física de alta energia entre 1995 a 1999 [57, 58] e de pesquisadores de

redes complexas, denominada netscience. As três primeiras foram obtidas através da página

http://www.arxiv.org e a última foi compilada de dois artigos de revisão sobre redes [7]

e [9]. Tais redes estão disponíveis em [59].

As redes de email podem ser obtidas de duas formas: através de arquivos de log de ser-

vidores de email, ou por listas de emails de vários usuários de uma instituição específica [10].

No primeiro caso, os vértices são endereços de email e há um arco dirigido do vértice i para

o vértice j se i enviou, pelo menos um email para j. Já, no segundo caso, os vértices também

são endereços, mas há um arco de i para j se j está na lista de contatos de i. Alguns autores,

porém, preferem analisar a versão não-dirigidas dessas redes, considerando apenas conexões

entre endereços de emails que trocaram, pelo menos, um email entre si [60]. A rede de email

considerada nos próximos capítulos foi obtida através do arquivo de log do servidor de emails

da Universidade Rovira i Virgili (Tarragona) [61].

2.3.2 Redes de informação

Redes de informação, em alguns casos também conhecidas como “redes de conhecimento”,

são aquelas cujos vértices guardam algum tipo de informação [7]. Um exemplo típico deste

tipo de rede são as de citações de artigos acadêmicos que refletem a estrutura de informação

armazenada nos seus vértices [7]. As redes de informação analisadas nos capítulos subseqüentes

são:

Rede do dicionário de Roget é construída associando cada vértice da rede a uma das 1022

categorias da edição de 1879 do dicionário de palavras e expressões inglesas de Peter Mark

Roget, editado por John Lewis Roget [62]. Duas categorias i e j estão ligadas se Peter Roget

fez uma referência para j entre todas as palavras e expressões de i, ou se uma das categorias

está diretamente relacionada à outra no livro de Roget [62]. Tal rede está disponível nas bases

de dados do Pajek [63].
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Wordnet é uma rede semântica de palavras que geralmente é usada como uma forma de repre-

sentação do conhecimento. Ela é um grafo direcionado cujos vértices representam conceitos e

os arcos, as relações semânticas entre os conceitos. Esta rede também foi obtida através da base

de dados do Pajek [63].

Teia mundial (WWW) é uma rede dirigida de páginas da teia mundial pertencentes ao domínio

nd.edu que estão ligadas por meio de ponteiros (hyperlinks). Esta base de dados pode ser obtida

através do Center for Complex Network Research do grupo de Barabási [64]

Rede de adjacência em livros. As adjacências de palavras em livros podem ser representadas

como uma rede de palavras conectadas pela proximidade no texto [65]. Há um arco direcionado

da palavra A para a palavra B se elas forem adjacentes e B for subsequente a A. O peso do

arco correspondente é o número de vezes em que essas palavras aparecem no texto na mesma

seqüência. Antes de construir uma rede desse tipo, o texto precisa ser pré-processado, isto

é, todas as palavras freqüentes (e.g. artigos, preposições, conjunções, etc) são removidas e as

restantes são colocadas na sua forma singular (isto é, palavras femininas são transformadas

em masculinas e plural em singular) [65]. Nas análises seguintes, os livros utilizados foram:

“David Copperfield” de Charles Dickens, “Night and Day” de Virginia Woolf, e “On the Origin

of Species” de Charles Darwin. As representações de tais livros como redes complexas foram

cedidas por Antiqueira [66].

2.3.3 Redes tecnológicas

Nesta classe de redes, estão as redes construídas pelos seres humanos, geralmente, destina-

das ao transporte de produtos ou recursos, como por exemplo: eletricidade ou bytes. Existem

muitos exemplos deste tipo de rede e a rede de transmissão de energia elétrica e a Internet são

apenas alguns deles. As redes tecnológicas consideradas foram:

Internet no nível de sistemas autônomos. Um sistema autônomo é uma coleção de redes IP

ou roteadores sob controle de uma entidade que apresenta uma política de roteamento comum

para a Internet. Cada sistema autônomo representa um grande domínio de endereços IP que
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geralmente pertencem a uma organização, como por exemplo, universidades, empresas ou pro-

vedores de Internet. Neste tipo de rede, cada vértice representa um sistema autônomo e dois

vértices estão conectados se há, pelo menos, uma conexão física entre eles. Na análises dos

próximos capítulos, Internet será sinônimo de sistemas autônomos, quando utilizada como base

de dados. A rede considerada nos capítulos seguintes foi coletada por Newman em julho de

2006 [59].

Rede de transportes aéreos dos Estados Unidos é formada por aeroportos americanos de 1997

conectados por linhas aéreas. Tal rede pode ser encontrada na base de dados do Pajek [63].

Rede de transmissão de elétrica dos estados ocidentais dos Estados Unidos é composta

por geradores, transformadores e subestações cujas conexões são as linhas de transmissão de

alta-voltagem. Esta rede foi pioneiramente estudada por Watts e Strogatz em [12].

2.3.4 Redes biológicas

Existe um número muito grande de sistemas biológicos que podem ser modelados como

redes complexas. Exemplos incluem: redes neurais, redes metabólicas, redes de interação de

proteínas, cadeia alimentares, entre outros [9]. As redes biológicas utilizadas nos próximos

capítulos são:

Rede neural de Caenorhabditis elegans é formada por neurônios de Caenorhabditis elegans

conectados por meios de sinapses [67, 12].

Rede de transcrição genética de Escherichia coli é composta por operons (um operon é um

grupo de genes contínuos que são transcritos em uma única molécula de mRNA). Os arcos

são direcionados de um operon, aquele que codifica o fator de transcrição para outro o qual é

regulado por esse fato de transcrição. Este tipo de rede é muito importante devido ao controle

da expressão gênica [68].

Rede de interação proteína-proteína de Saccharomyces cerevisiae possui como vértices pro-

teínas conectadas de acordo com interações físicas dirigidas [26]. Esta rede está disponível

em [64]. Também foi utilizada outra base de dados para esta rede, que foi analisada em [25].
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2.4 Modelos teóricos

As propriedades descritas na Seção 2.1 motivaram o desenvolvimento de modelos teóricos

que fossem capazes de reproduzi-las. Alguns deles foram objetos de grande interesse, como

grafos aleatórios, modelos de mundo pequeno, grafos aleatórios generalizados e modelos de

redes livres de escala [7, 9]. Além destes, outros foram propostos com o intuito de estudar a to-

pologia de redes com propriedades específicas, como por exemplo, as redes geográficas [9]. As

próximas subseções apresentarão alguns modelos simples utilizados nos capítulos subseqüen-

tes. No final desta seção, os resultados analíticos para algumas medidas de alguns modelos

teóricos descritos aqui serão mostrados na Tabela 1.

2.4.1 Modelo aleatório de Erdős e Rényi

Este pode ser considerado o modelo de rede mais simples e foi desenvolvido por Rapo-

port [69, 70, 71] e independentemente por Erdős e Rényi [52, 53, 54]. Em 1959, Erdős e

Rényi [52] introduziram o modelo aleatório consistindo de N vértices e M conexões. Come-

çando com uma rede totalmente desconectada, tal modelo é construído realizando M conexões

entre pares de vértices escolhidos aleatoriamente de forma a não gerar auto-conexões e múlti-

plas arestas. Outra maneira de construir tal modelo é também iniciar com N vértices totalmente

desconectados e conectar cada par de vértices com probabilidade p. Quando N é grande e a

conectividade média, dada como 〈k〉 = 2M/N , é mantida constante, a distribuição de grau dos

vértices tende a de Poisson, P (k) = e−〈k〉〈k〉k/k!. Além disso, o caminho mínimo médio desse

modelo é pequeno, da ordem de ln N/ ln〈k〉.

A preocupação inicial de Erdős e Rényi era apenas em obter propriedades matemáticas dos

grafos aleatórios e não em aplicar tal modelo para estudar redes do mundo real. Eles apenas

mencionam no artigo [52] que a evolução de grafos poderia ser utilizada como modelos simples

de certas redes, como a de estradas e a de ferrovias.
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(a) (b)

Figura 4: Método de construção da rede de pequeno-mundo de Watts e Strogatz: a
partir de uma rede regular (a), cada conexão é reconectada aleatoriamente com uma certa
probabilidade q, obtendo a rede (b). Se q = 0, a rede é totalmente regular, enquanto que
se q = 1 a rede é aleatória. Watts e Strogatz mostraram que com valores intermediários de
q redes são geradas com baixo caminho mínimo médio e alto coeficiente de aglomeração.

2.4.2 Redes de mundo pequeno de Watts e Strogatz

No final do século passado, os pesquisadores Watts e Strogatz ao estudar a rede de transmis-

são elétrica dos estados ocidentais dos Estados Unidos e a rede de neurônios do Caenorhabditis

elegans [12], constataram que nessas redes o caminho mínimo médio é baixo e que há uma

grande quantidade de ciclos de ordem 3 em relação às redes aleatórias. Para reproduzir es-

sas descobertas, Watts e Strogatz propuseram um modelo que é um misto de redes regulares

(por apresentarem uma grande quantidade de ciclos de ordem 3) com redes aleatórias (baixo

caminho mínimo médio).

Segundo Watts e Strogatz [12], este tipo de rede é construído a partir de uma rede circular

e regular de N vértices, cada um conectado com κ vizinhos imediatos de cada lado, totalizando

2κ conexões, como na Figura 4(a). Em seguida, cada conexão é refeita com probabilidade q,

proporcionando caráter aleatório à rede, Figura 4(b). Se q = 0, a rede gerada é regular, ou seja, o

coeficiente de aglomeração e o menor caminho médio são grandes. Em contrapartida, se q = 1,

a rede é completamente aleatória com as duas medidas baixas. Em um estado intermediário,

Watts e Strogatz [12] mostraram que o coeficiente de aglomeração médio é alto e o caminho

mínimo médio é baixo.



2.4 Modelos teóricos 37

2.4.3 Redes livres de escala de Barabási e Albert

Apesar do modelo de mundo pequeno de Watts e Strogatz resolver o problema sobre for-

mação de triângulos em redes, a sua distribuição de grau também segue a lei de Poisson, como

acontece com as redes aleatórias. Entretanto, em 1999, Barabási e Albert [13] descobriram que

as conexões da teia mundial não são homogêneas, mas seguem uma distribuição de graus na

forma de lei de potência1 (P (k) ∼ k−λ), isto é, poucos vértices altamente conectados e muitos

com poucas conexões. No mesmo ano, os irmãos Faloutsos [38] também verificaram esse com-

portamento na Internet. Mais tarde, descobriu-se que leis de potência são comuns em muitas

outras redes do mundo real, tais como: redes de colaboração científica, redes metabólicas e

redes de interação de proteínas [56].

Para criar uma rede com tal propriedade, Barabási e Albert [13] propuseram um modelo

com crescimento baseado em ligação preferencial. Neste modelo, a rede começa totalmente

conectada com n0 vértices e a cada passo um vértice i é adicionado com m ≤ n0 conexões.

Para cada uma dessas conexões, a probabilidade de conexão do vértice i com qualquer vértice

j da rede é dada por: Pi→j = kj/
∑

u ku. Após n vértices adicionados, a rede terá N = n0 + n

vértices e M = mn + n0(n0 − 1)/2 arestas, o que corresponde a um grau médio 〈k〉 ' 2m,

se n À n0. Na Figura 5(a) é mostrado um exemplo de rede gerada a partir desse modelo e na

Figura 5(b), a distribuição de graus para uma rede com 10000 vértices.

Nas redes geradas pelo modelo livre de escala de Barabási e Albert, os vértices mais conec-

tados tendem a receber mais conexões (paradigma conhecido como “rico fica mais rico”). Em

redes com este tipo de estrutura, há poucos vértices com muitas conexões, denominados hubs,

e muitos com poucas conexões. Este comportamento define uma distribuição livre de escala.

1Leis de potência, também conhecidas como Lei de Zipf ou Distribuição de Pareto [72], são comuns
na natureza e refletem invariância de escalas (pois não possuem nem média nem desvio característicos).
Exemplos de tais distribuições incluem distribuição de riquezas, intensidade de terremotos, de tamanho
de cidades, freqüência de palavras em livros e muitas outras [72].
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Figura 5: O modelo livre de escala de Barabási e Albert: (a) exemplo com 50 vértices e
m = 1 (veja que há poucos vértices com muitas conexões e muitos com poucas), e (b) a
distribuição de graus média de 10 redes geradas a partir deste modelo com 10.000 vértices
e m = 10 (grau médio 20). A distribuição de graus deste tipo de rede é da forma de
P (k) ∼ k−λ.

2.4.4 Redes geográficas de Waxman

Em geral, imagina-se que as redes do mundo real estão situadas no espaço abstrato, em que

a posição dos vértices não é importante. Entretanto, este não é o caso de alguns tipos de redes

como as de rodovias e as de aeroportos, que são conhecidas como redes espaciais ou geográfi-

cas [73]. Em casos com este, a posição dos vértices pode ser fundamental para compreender o

crescimento e a evolução da rede analisada e os processos dinâmicos que ocorrem nela. Redes

geográficas podem ser construídas distribuindo aleatoriamente N vértices dentro de uma caixa

quadrada de lado L e os conectando com probabilidade p ∼ e−λD, onde D é a distância geo-

gráfica entre eles e λ é o parâmetro do modelo que permite o ajuste do grau médio desejado.

O comprimento L da caixa é escolhido tal que a densidade de vértices é mantida constante, ou

seja, L =
√

N . Este modelo foi proposto, em 1988, por Waxman [74] para explicar a topo-

logia da Internet. Um exemplo de rede gerada por tal modelo é ilustrado na Figura 6(a) e a

distribuição de graus para uma rede do mesmo tipo com 10000 vértices, na Figura 6(b).



2.4 Modelos teóricos 39

(a)

0 5 10 15 20 25 30 35 40

0.00

0.02

0.04

0.06

0.08

0.10

0.12

0.14

0.16

0.18

P(
k)

k

(b)

Figura 6: O modelo geográfico de Waxman: (a) exemplo com 50 vértices e λ = 0, 96 (note
que há mais conexões entre vértices mais próximos espacialmente do que entre vértices
distantes), e (b) a distribuição de graus de uma rede gerada a partir deste modelo com
10000 vértices e λ = 0, 545 (grau médio 20). A distribuição de graus deste tipo de rede
também é da forma de Poisson.

2.4.5 Outros modelos

Há muitos outros modelos de redes complexas. Alguns são aprimoramentos dos mode-

los descritos nesta seção (e.g. modelo aleatório de configuração [75, 76], que gera modelos

aleatórios a partir de uma certa distribuição de grau dos vértices, e modelo livre de escala de

Barabási e Albert com ligação preferencial caracterizada por três fatores: idade, capacidade e

semelhança dos vértices [77]) e outros foram desenvolvidos para reproduzir redes específicas

(e.g. GdTang [78] e Inet [79, 80] para reproduzir a Internet no nível de sistemas autônomos). No

entanto, a intenção neste capítulo não foi prover uma revisão detalhada dos modelos de redes

complexas, mas sim apresentar aqueles que foram utilizados nos próximos capítulos. Para mais

informações sobre modelos teóricos de redes complexas é sugerida a leitura de [9].
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3 Medidas de redes complexas

As primeiras redes complexas a serem estudadas eram redes sociais com apenas centenas

de vértices e podiam ser analisadas com simples inspeção visual dos grafos correspondentes.

No final do século passado, porém, bases de dados de outras redes reais (algumas com centenas

de milhares de vértices, como a teia mundial) se tornaram disponíveis, e o estudo de tais redes

exigiu outras maneiras de caracterizá-las. A solução encontrada, neste caso, foi mapear as

redes em termos de medidas da sua topologia, como ilustra a Figura 7. Se o mapeamento for

inversível, ou seja, dado um conjunto de medidas a rede original puder ser obtida, o mapeamento

é uma representação [81]. Um exemplo de representação de redes complexas sem multi-arcos

é a matriz de peso W .

 Caracterização

Representação

=

1

2

x

x

P

x
x

3x

Figura 7: Caracterização de uma rede complexa em termos do correspondente vetor de
atributos, ~x = {x1, x2, . . . , xP}, onde xi, i = 1, 2, . . . , P representam medidas da rede. Se
o mapeamento for inversível, ou seja, a partir do vetor de atributos, a rede original puder
ser obtida, o mapeamento é uma representação. Um exemplo de mapeamento inversível
para uma redes sem peso e sem multi-arcos é a matriz de adjacência A. Figura adaptada
de [2].

As medidas de redes complexas também são importantes na discriminação e modelagem de

diferentes tipos de redes [2]. No primeiro caso, como cada rede possui características topológi-
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cas específicas de conectividade, as medidas podem ser usadas para determinar as classes a que

elas pertencem. No segundo caso, para validar os modelos desenvolvidos para determinados

tipos de rede, é importante que suas medidas sejam comparadas com as das redes correspon-

dentes. Além disso, as medidas são importantes no estudo das relações entre estrutura e função

das redes complexas e na análise da influência da topologia nos processos dinâmicos, tais como

por exemplo: fluxo de informações [18].

Nas próximas seções, as medidas de redes complexas serão apresentadas de acordo com

o seu tipo: relacionadas ao grau dos vértices, à distância geodésica, a ciclos (coeficiente de

aglomeração), às estruturas de comunidade e à hierarquia de vizinhança. Não é intenção neste

capítulo cobrir todas as medidas de redes complexas, mas apresentar aquelas que serão utiliza-

das nos capítulos seguintes. Para uma revisão de medidas de redes complexas, recomenda-se a

leitura de [2].

3.1 Grau e medidas correlacionadas

Grau, também conhecido na física como conectividade [8], corresponde ao número de co-

nexões de um dado vértice, isto é, a cardinalidade1 de sua vizinhança. Para redes não-dirigidas,

o grau do vértice i, ki, é dado pela cardinalidade de Vi ou, em termos da matriz de adjacência,

ki =
∑

j

aij, (3.1)

Se a rede for dirigida, o grau do vértice i é composto de duas partes: grau de entrada e de

saída. O primeiro, representado por kin
i , corresponde à quantidade de arcos que chega ao vértice

i, isto é, kin
i = |V in

i |; e o segundo, por sua vez, é representado por kout
i e indica o número de

arcos que sai do vértice i, isto é, kout
i = |Vout

i |. Em termos da matriz de adjacência,

kout
i =

∑
j

aij, (3.2)

kin
i =

∑
j

aji. (3.3)

1Número de elementos de um conjunto. Note que |X | representa a cardinalidade do conjunto X .
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O grau total do vértice i é então definido como ki = kin
i + kout

i . Como as redes são tidas como

isoladas (nenhuma conexão com vértices externos), as médias 〈kin〉 e 〈kout〉 são iguais,

〈kout〉 = 〈kin〉 =
1

N

∑
ij

aij. (3.4)

A medida global associada à conectividade dos vértices é o grau médio, 〈k〉, e é calculado

a partir da média de todos vértices da rede,

〈k〉 =
1

N

∑
i

ki. (3.5)

Nas redes com peso, não apenas a quantidade de conexões de um vértice é importante mas

também a intensidade delas. Daí surge o conceito de força de um dado vértice que é definida

como a soma dos pesos de seus arcos. Se a rede não for dirigida, a força si do vértice i é dado

por [82]:

si =
∑

j

wij, (3.6)

No entanto, caso a rede com peso seja dirigida são definidas as quantidades [82]:

sin
i =

∑
j

wji, (3.7)

sout
i =

∑
j

wij, (3.8)

onde sin
i e sout

i é a força de entrada e a de saída do vértice i, respectivamente. Note que si =

sin
i + sout

i e que:

〈sout〉 = 〈sin〉 =
1

N

∑
ij

wij. (3.9)

A força média 〈s〉 de uma rede com peso é dada por:

〈s〉 =
1

N

∑
i

si. (3.10)

Informações adicionais podem ser obtidas através da distribuição de graus, P (k), que repre-

senta a probabilidade de um vértice escolhido aleatoriamente ter grau k. Definições similares

podem ser obtidas para a distribuição de grau de entrada, P (kin), e a de grau de saída, P (kout),
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para redes dirigidas; e a distribuição de força, P (s), a de força de entrada, P (sin), e a de força

de saída, P (sout), para redes com peso. Uma propriedade importante de muitas redes reais é a

distribuição de graus seguir uma lei de potência [13], e uma forma eficiente de quantificá-la é

através da medida de retidão, st – coeficiente de Pearson dos pontos da distribuição de graus

na escala logarítmica. Para as coordenadas x e y de um conjunto com n pontos, tal coeficiente

pode ser calculado pela expressão [83, 81]:

rxy =

∑n
i=1 (xi − 〈x〉) (yi − 〈y〉)√∑n

i=1 (xi − 〈x〉)2
√∑n

i=1 (yi − 〈y〉)2
(3.11)

onde xi e yi são as coordenadas do ponto i e 〈x〉 e 〈y〉 são as médias de x e de y, respectiva-

mente. Tal coeficiente mede a correlação entre as variáveis x e y e se for igual a 1, as variáveis

são correlacionadas; se for -1, são anti-correlacionadas; e se for 0, não há correlação entre as va-

riáveis. Substituindo x por log (k) e y por log [P (k)] na expressão acima, o resultado é a medida

de retidão. Quanto mais próxima estiver de −1, mais próxima de seguir uma lei de potência

com coeficiente negativo de inclinação está a distribuição de graus da rede correspondente.

Uma propriedade importante de redes complexas é a assortatividade, que determina a cor-

relação de grau dos vértices. Uma rede é assortativa se hubs (os vértices mais conectados de

uma rede) se conectarem mais entre si do que com vértices de grau menor, enquanto os vértices

com poucas conexões forem mais conectados entre si do que com os hubs. Se for o inverso

disso, hubs tenderem a se conectar com vértices com poucas conexões, a rede é disassortativa.

Caso não haja nenhuma relação entre os graus dos vértices, a rede é não-assortativa. Uma

maneira de determinar essa propriedade em uma rede sem peso e sem direção é através do coe-

ficiente de assortatividade, que é o coeficiente de correlação de Pearson dos graus dos vértices

das extremidades dos arcos, dada por [84]:

r =

1
M

∑
j>i kikjaij −

[
1
M

∑
j>i

1
2
(ki + kj)aij

]2

1
M

∑
j>i

1
2
(k2

i + k2
j )aij −

[
1
M

∑
j>i

1
2
(ki + kj)aij

]2 , (3.12)

onde M é o número de arcos da rede. Se r > 0, a rede é assortativa; se r < 0, a rede é

disassortativa; e se r = 0 a rede é não-assortativa.
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3.2 Medidas relacionadas à distância

Nem sempre dois vértices de uma rede estão conectados diretamente. Na maioria das vezes

só é possível sair de um e chegar em outro através de um caminho com mais de um vértice

entre eles, exceto quando a rede apresentar partes desconectadas ou vértices isolados. Em uma

rede sem peso, o número de arcos existentes no caminho que conecta dois vértices representa

seu comprimento. O menor caminho (também conhecido como caminho geodésico) entre os

vértices i e j é aquele cujo comprimento é o menor de todos os caminhos possíveis entre esses

vértices. A distância dij entre os vértices i e j é então definida como o comprimento do menor

caminho entre eles.

Se a rede tiver um peso associado às conexões, há duas possibilidades para o cálculo do

comprimento dos caminhos. A primeira delas parte do pressuposto de que os pesos dos arcos

representam algum tipo de distância física como, por exemplo, a distância entre cidades numa

rede de rodovias. Neste caso, o comprimento de um caminho é a soma dos pesos dos arcos

contidos nesse caminho. Na outra possibilidade, os pesos dos arcos podem refletir a capacidade

de conexão entre dois vértices. Por exemplo, numa rede de computadores o peso dos arcos

corresponde à largura de banda das conexões entre os computadores. Portanto, neste caso, o

comprimento do caminho entre dois vértices é a soma do inverso dos pesos dos arcos ao longo

desse caminho.

No caso de não existir caminho entre os vértices i e j, a distância entre eles é definida como

dij = ∞. Para redes dirigidas em geral dij 6= dji, pois o menor caminho indo do vértice i para

o vértice j pode não ser igual ao menor caminho indo do vértice j para o vértice i.

A maior distância entre qualquer par de vértices de uma rede é chamada de diâmetro da

rede e a distância média, de caminho mínimo médio, que é representado por l. Nos próximos

capítulos, o caminho mínimo médio utilizado não é calculado simplesmente como a média dos

menores caminhos (pois, se houver algum dij = ∞ para quaisquer vértices i e j, a média

diverge) mas sim como:

l =
1

E
, (3.13)
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onde E é a eficiência global da rede [85] e é definida pela expressão:

E =
1

N(N − 1)

∑

i6=j

1

dij

, (3.14)

Em redes que envolvam algum tipo de transporte, vértices que possuam muitos caminhos

passando por eles tendem a receber a maior parte do tráfego. Uma maneira de quantificar

a importância de um vértice segundo esse princípio é através de seu grau de intermediação

(betweenness), definido como [86]:

Bu =
∑
ij

σ(i, u, j)

σ(i, j)
, (3.15)

onde σ(i, u, j) é o número de menores caminhos entre os vértices i e j que passam através do

vértice u, σ(i, j) é o número total de menores caminhos entre i e j, e a soma é tomada sobre

todos os pares distintos i, j da rede. O grau de intermediação médio de uma rede é dado por

〈B〉 =
∑

i Bi/N . O mesmo raciocínio pode ser usado para definir grau de intermediação de

arco. Há também outra medida global relacionada ao grau de intermediação de vértice e é

chamada de dominância de ponto central, definida como:

CPD =
1

N − 1

∑
i

(Bmax −Bi), (3.16)

onde Bmax é o maior valor do grau de intermediação na rede. A dominância de ponto central é

0 para redes totalmente conectadas e 1 para redes na forma de estrela, em que existe um vértice

central por onde todos os caminhos passam.

3.3 Medidas relacionadas a ciclos

A maioria das redes do mundo real apresentam uma grande quantidade de ciclos de ordem

três (vértices conectados na forma de um triângulo) [12]. Essa propriedade, conhecida como

aglomeração em redes sociais, indica a freqüência com que dois amigos quaisquer tenham um

terceiro amigo em comum. Em redes não-dirigidas e sem peso, o coeficiente de aglomeração

do vértice i é dado por [12]:

ci =
2li

ki(ki − 1)
, (3.17)
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onde li é o número de conexões entre os vizinhos de i e ki(ki − 1)/2, a quantidade máxima de

possíveis conexões entre os vizinhos de i. O coeficiente de aglomeração médio de uma rede

não-dirigida e sem peso é a média:

C =
1

N

∑
i

ci. (3.18)

Para redes com peso, Barthélemy e colaboradores [82] introduziram o conceito de coefici-

ente de aglomeração com peso de um vértice como:

cw
i =

1

si(ki − 1)

∑

j,k

wij + wik

2
aijaikajk, (3.19)

onde o fator si(ki − 1) normaliza cw
i tal que 0 ≤ cw

i ≤ 1. O coeficiente de aglomeração de uma

rede com peso é dado por:

Cw =
1

N

∑
i

cw
i . (3.20)

Além dos valores médios, é possível também obter a distribuição do coeficiente de aglo-

meração C(k) em função do grau k. Para algumas redes reais, foi observado que C(k) ∼ k−α,

onde α é conhecido como expoente hierárquico, pois a forma de C(k) está associada com a

estrutura hierárquica da rede [87].

Para redes sem peso, Bianconi e colaboradores [88] mostraram que o número de ciclos de

ordem 3, 4 e 5 pode ser obtido, em termos da matriz de adjacência, pelas respectivas expressões:

N3 =
1

6

∑
i

(A3)ii, (3.21)

N4 =
1

8

[∑
i

(A4)ii − 2
∑

i

(A2)ii(A
2)ii +

∑
i

(A2)ii

]
(3.22)

e

N5 =
1

10

[∑
i

(A5)ii − 5
∑

i

(A2)ii(A
3)ii + 5

∑
i

(A3)ii

]
. (3.23)

Outras medidas relacionadas a ciclos incluem o coeficiente cíclico [89] que determina o

quanto a rede é cíclica (valor 0 indica que a rede é da forma de uma árvore) e o coeficiente

rich-club [90] que mede a tendência dos hubs se conectarem, formando comunidades.
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Figura 8: Exemplo de rede não-dirigida e sem peso com 4 comunidades. Há mais conexões
entre vértices internos de cada comunidade do que com os das outras.

3.4 Detecção de comunidades e medidas

A maioria das redes reais possui estrutura modular, isto é, as redes são compostas por grupos

cujos vértices são muito mais conectados entre si do que com o resto da rede (veja exemplo

de uma rede com estrutura modular na Figura 8). Tais grupos recebem a denominação de

comunidades e são resultados da interação local dos vértices. Exemplos de redes que possuem

tal estrutura modular incluem: redes sociais [91, 92], redes metabólicas [93], redes de transporte

aéreo [48], entre outras.

A identificação de comunidades é, portanto, uma tarefa importante, pois ajuda a encontrar

vértices que compartilham propriedades semelhantes. A teia mundial é um bom exemplo de

rede com esse tipo de estrutura em que páginas pertencentes a um determinado assunto geral-

mente formam um grupo. Neste caso, a identificação dessas comunidades pode ajudar na busca

por informação na teia mundial.

Apesar de sua importância, ainda não existe um método ótimo para identificação de comu-

nidades, já que não é possível saber de antemão quantas comunidades uma determinada rede

possui nem mesmo o tamanho delas. Além disso, pode haver subdivisão entre as comunidades

definindo hierarquias entre elas. E, ainda, não existe nem mesmo um consenso a respeito da
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definição do que é comunidade. Uma proposta inituitiva foi dada por Radichi e colaborado-

res [94] e se baseia na densidade de arcos entre vértices. Segundo Radichi e colaboradores, há

duas maneiras de definir comunidades: no sentido forte ou fraco. No primeiro, um subgrafo é

uma comunidade se todos os seus vértices possuírem mais conexões entre eles do que com o

resto da rede. Já no segundo, um subgrafo é uma comunidade se a soma dos graus de seus vér-

tices considerando apenas conexões internas for maior do que fora do subgrafo. Um problema

com tais definições é que a união de comunidades também é uma comunidade. Para superar

essa limitação, Reichardt e Bornholdt [95] propuseram uma definição em que hierarquia entre

as comunidades pode ser assumida a priori.

Além do problema da definição, não menos importante é saber como melhor dividir uma

rede em comunidades. Como, a princípio, nenhuma informação está disponível sobre a quan-

tidade de comunidades, Newman e Girvan [96] propuseram uma medida conhecida como mo-

dularidade para quantificar o quão eficiente é uma divisão específica. Seja c o número de

comunidades obtidas numa determinada divisão e a matrix simétrica E de dimensão c× c cujos

elementos eij representam a fração de conexões que existem entre os vértices da comunidade i

e os da comunidade j. Os elementos eii representam o número de conexões internas à comuni-

dade i. A modularidade, representada por Q, pode então ser calculada por:

Q =
∑

i


eii −

(∑
j

eij

)2

 = TrE − ||E2||, (3.24)

Se Q = 1, a rede é formada apenas por partes totalmente desconexas. Embora simples,

esta medida tem sido amplamente utilizada nos algoritmos de detecção de comunidades . Para

maiores detalhes sobre algoritmos de detecção de comunidades veja [2, 97, 98].

3.5 Medidas hierárquicas

Medidas hierárquicas são uma extensão das medidas tradicionais, como grau e coeficiente

de aglomeração, que não mais são calculadas apenas no nível seguinte imediato, ou seja, usando

os vizinhos de um vértice de referência, mas sim no níveis subseqüentes de vizinhança [99, 100,

101, 102, 103]. Assim, usando conceitos de morfologia matemática em grafos [104, 105, 101],
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anel hierárquico de nível r de um vértice i é definido como sendo o subgrafo2 composto pelos

vértices a uma distância r de i. Portanto, os vértices à distância igual a 1 de um vértice i são os

vizinhos de i, os de distância 2 são os vizinhos dos vizinhos de i desconsiderando o próprio i, e

assim por diante.

Para redes não-dirigidas, o grau hierárquico de nível d do vértice i, representado por hkd(i),

é igual ao número de arestas que os vértices do anel d fazem com o resto da rede desconside-

rando as arestas que ligam os vértices do mesmo nível e os dos níveis inferiores [101].

Também para redes não-dirigidas, o coeficiente de aglomeração hierárquico entres os níveis

r e s do vértice i, representado por hcrs(i), é dado pela razão do número de arestas dentro do

anel rs pelo número máximo de arestas possíveis dentro desse anel; o anel rs é o subgrafo

definido pelos vértices localizados entre as distâncias r − 1 e s.

Além dessas medidas, outras foram criadas como razão de convergência e razão de diver-

gência [101]. A primeira, calculada a um distância d do vértice i e representada por crd(i),

corresponde ao quociente entre hkd(i) e o número de vértices do anel d. A segunda, também

calculada a uma distância d, é representada por drd(i) e é igual ao recíproco de crd(i).

3.6 Outras medidas e estruturas

Há muitas outras medidas de redes complexas, tais como: grau médio dos vizinhos, vul-

nerabilidade, motivos, reciprocidade dos arcos de uma rede dirigida, medidas relacionadas à

entropia e à energia, outras medidas de centralidade (além de grau de intermediação), medidas

espectrais e medidas de complexidade. Estas medidas e maiores detalhes sobre as descritas

neste capítulo podem ser encontradas em [2].

3.7 Correlação entre medidas

Mesmo com uma quantidade muito grande de medidas para caracterizar a estrutura de co-

nectividade de redes complexas, muitas não podem ser utilizadas em conjunto, pois apresentam

2Um grafo g é um subgrafo ou subrede da rede G se V (g) ⊆ V , E(g) ⊆ E e ω(g) ⊆ ω.
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redundância entre si [2], isto é, são correlacionadas. Para determinar se duas medidas x e y

são correlacionadas, a expressão ( 3.11) é empregada e xi e yi representam, respectivamente, a

medida x e y da i-ésima rede do conjunto considerado, e 〈x〉 e 〈y〉 são as respectivas médias.

Para quantificar o grau de correlação entre pares de algumas medidas, o coeficiente acima

foi calculado para redes geradas com 1000 vértices e grau médio 4 a partir dos modelos: alea-

tório de Erdős e Rényi (ER), livre de escala de Barabási e Albert (BA) e geográfico de Waxman

(GW). Os resultados estão na Tabela 2, que também mostra o caso em que todos os modelos

foram considerados juntos.

Os resultados apresentados na Tabela 2 indicam que os valores mais altos de correlação

entre medidas foram observados para o modelo livre de escala de Barabási e Albert. Além

disso, as correlações obtidas para cada modelo em separado são diferentes das obtidas para os

modelos analisados em conjunto. Devido a esse fato, a análise das correlações entre medidas

não é determinada de maneira simples, mas envolve os tipos de modelos considerados.

O tipo de aplicação desejada é que determina a escolha das medidas a serem utilizadas. Se

o intuito for apenas caracterização de uma rede, deve-se escolher medidas que quantifiquem as

propriedades esperadas. Por exemplo, para determinar se uma dada rede possui a propriedade de

mundo pequeno, só é necessário calcular o caminho mínimo médio da rede em questão. No caso

de classificação de redes (próximo capítulo), o maior número de medidas não correlacionadas

(ver Tabela 2) deve ser considerado, pois, do contrário, a análise pode se tornar incompleta,

proporcionando resultados equivocados. Até mesmo no caso de modelagem de redes do mundo

real, a análise de medidas não deve ser ignorada, pois, se poucas medidas forem consideradas,

as demais podem não estar sendo reproduzidas pelos modelos desenvolvidos.
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Tabela 2: Correlações entre medidas obtidas para os modelos: aleatório de Erdős e Rényi
(ER), livre de escala de Barabási e Albert (BA) e geográfico de Waxman (GW) e todos
juntos. Os resultados foram estimados de 1000 realizações para cada modelo com 1000
vértices e grau médio 4 cada. As medidas consideradas foram: coeficiente de correlação
de Pearson da distribuição de pontos na escala log-log, st; coeficiente de assortatividade,
r; coeficiente de aglomeração médio, C; caminho mínimo médio, `; dominância de ponto
central, CPD ; grau hierárquico médio de nível 2, 〈hk2(i)〉; razão de convergência média
de nível 2, 〈cr2(i)〉; e razão de divergência média de nível 3, 〈dr3(i)〉. Tabela extraída
de [2].

st r C ` CPD 〈hk2(i)〉 〈cr2(i)〉 〈dr3(i)〉
st BA 1.00

ER 1.00
GW 1.00
Todos 1.00

r BA –0.22 1.00
ER –0.01 1.00
GW –0.13 1.00
Todos 0.71 1.00

C BA 0.06 –0.29 1.00
ER –0.01 0.07 1.00
GW 0.04 –0.00 1.00
Todos 0.31 0.82 1.00

` BA –0.01 0.38 –0.63 1.00
ER –0.06 0.04 –0.08 1.00
GW –0.10 0.02 0.03 1.00
Todos 0.69 0.96 0.88 1.00

CPD BA –0.09 0.23 0.39 –0.58 1.00
ER –0.61 0.10 0.03 0.07 1.00
GW –0.05 –0.02 0.03 0.23 1.00
Todos –0.87 –0.44 0.02 –0.41 1.00

〈hk2(i)〉 BA 0.01 –0.30 0.63 –0.99 0.60 1.00
ER 0.04 0.03 0.08 –0.90 –0.06 1.00
GW 0.08 0.28 –0.02 –0.65 –0.13 1.00
Todos –0.96 –0.80 –0.43 –0.79 0.85 1.00

〈cr2(i)〉 BA 0.02 0.02 0.58 –0.74 0.59 0.76 1.00
ER –0.03 0.04 0.45 –0.16 0.02 0.19 1.00
GW –0.00 0.09 0.59 0.18 0.07 –0.11 1.00
Todos 0.37 0.86 0.99 0.91 –0.05 –0.49 1.00

〈dr3(i)〉 BA 0.01 0.26 –0.57 0.91 –0.52 –0.94 –0.69 1.00
ER 0.03 –0.10 –0.01 –0.25 –0.01 –0.16 –0.04 1.00
GW –0.02 –0.28 –0.09 –0.03 –0.00 –0.50 –0.21 1.00
Todos –0.14 –0.74 –0.97 –0.79 –0.18 0.27 –0.96 1.00
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4 Classificação de redes complexas

Além da caracterização, as medidas podem ser utilizadas para classificar redes complexas.

Classificar significa atribuir grupos, classes ou categorias a elementos que compartilham pro-

priedades e/ou características comuns [81]. A classificação pode ainda apresentar hierarquias

definidas a partir de especialização de classes mais gerais. Um exemplo típico é a taxonomia

dos seres vivos que possui ao todo sete níveis de classificação: reino, filo, classe, família, gê-

nero e espécie. Devido ao seu caráter geral, qualquer conjunto de elementos, desde objetos

inanimados e lugares até conceitos e relações, pode ser classificado por esquemas semelhantes

ao da taxonomia dos seres vivos. No caso das redes complexas não é diferente. Há diversos

sistemas na natureza e muitos outros construídos pelos seres humanos cujas representações por

rede apresentam propriedades estruturais e dinâmicas comuns. Devido a esse fato, nada mais

natural que categorizar tais sistemas de acordo com essas propriedades. Para alcançar esse pro-

pósito, são necessários dois passos: extração de características das redes complexas e uso de

um classificador. O primeiro passo consiste em obter o maior número de medidas, como as

descritas no Capítulo 3, para melhor caracterizar as redes analisadas. Para cada rede, é então

obtido um vetor de atributos ~x, onde cada elemento xi corresponde a uma medida distinta. O

segundo passo é, a partir desses vetores, classificar as respectivas redes. Esse processo pode

ser realizado de duas formas: supervisionada em que as classes são conhecidas a priori ou

não-supervisionada, quando não há conhecimento algum sobre a divisão das redes [106]. A

classificação supervisionada envolve dois estágios. O primeiro é o treinamento do modelo de

classificação em que os métodos utilizados são treinados com redes cujas classes são conhe-

cidas. Já o segundo estágio corresponde a atribuir classes às redes desconhecidas. No caso

da classificação não-supervisionada, uma maneira de realizá-la é através do método conhecido
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como agrupamento (clustering) [106, 81], que maximiza tanto a similaridade entre as medidas

de redes que pertençam à mesma classe quanto a diferença de medidas de redes de classes dis-

tintas. Utilizando este método, classes de redes são obtidas sem nenhum conhecimento prévio,

podendo ser empregado para obter a taxonomia das redes complexas, mas não foi realizado

neste trabalho.

Uma aplicação prática da metodologia de classificação em redes complexas é classificar as

redes do mundo real nos modelos teóricos existentes. Esse processo é muito importante pois

permite validar e aperfeiçoar os modelos teóricos de forma a representar melhor a realidade dos

sistemas analisados. Neste caso, é possível aplicar a classificação supervisionada pois as clas-

ses (isto é, os modelos teóricos) são conhecidos. Entretanto, há algumas dificuldades a serem

superadas. Uma delas consiste em saber quais modelos são mais adequados para representar

a rede real em questão. Outra dificuldade encontrada é determinar quais medidas são mais

apropriadas. Finalmente, saber qual o melhor método de classificação a ser utilizado.

Existem vários modelos teóricos para redes complexas (alguns deles estão descritos na

Seção 2.4) e cada um reproduz uma ou mais propriedades encontradas nas redes naturais ou

artificiais estudadas atualmente. Além dessa gama enorme de opções, há também modelos, que

dependendo dos parâmetros utilizados, podem gerar redes com propriedades semelhantes às

geradas por outros modelos (e.g. o modelo de mundo pequeno de Watts e Strogatz pode ser re-

gular se a probabilidade de reconexão for nula, ou aleatória se igual a 1). Tanto a quantidade de

modelos existentes quanto os parâmetros que cada um possui impõem dificuldades no processo

de classificação da redes reais, pois pode haver sobreposição entre eles no espaço de medidas e

separá-los pode não ser possível. Uma maneira de evitar ou minimizar tal problema é ajustar os

parâmetros dos modelos de acordo com a rede estudada.

No caso das medidas, a escolha das mais adequadas a um determinado tipo de rede pode

também ser uma tarefa difícil. Muitas são específicas a determinados tipos de estruturas e,

se utilizadas sozinhas, não oferecem uma representação completa da rede estudada. Outras

são correlacionadas (como pode ser comprovado na Tabela 2), prejudicando a classificação.

As melhores soluções para este tipo de problema incluem: escolha de medidas conforme os
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resultados desejados e/ou uso de métodos de estatística multivariada para reduzir a redundância

entre as medidas (assunto da próxima seção).

Escolher o melhor método de classificação de redes naturais ou artificiais pode também ser

difícil, mas, neste caso específico em que redes reais são classificadas em modelos teóricos co-

nhecidos, não é, pois se trata de classificação supervisionada e o melhor metodologia conhecida

é o critério de decisão Bayesiana [106]. Maiores detalhes desta metodologia estão na Seção 4.2.

4.1 Estatística multivariada

Tanto o processo de amostragens de redes reais quanto as simulações de modelos teóricos

geram padrões de conectividade com certa variabilidade estatística. Por causa disso, devem ser

levados em conta não apenas os valores médios das medidas, mas também as suas respectivas

variabilidades, tais como a variância. Por exemplo, várias realizações do modelo livre de escala

de Barabási e Albert com parâmetros fixos possuem propriedades estruturais equivalentes, mas

não idênticas, como ilustra a Figura 9, onde são mostradas 1000 redes com N = 1000 e m =

3 com relação a três medidas: coeficiente de assortatividade, coeficiente de aglomeração e

caminho mínimo médios. Embora o conjunto de pontos obtidos formem uma nuvem em torno

das médias de cada medida, há uma certa correlação entre o coeficiente de assortatividade e o

caminho mínimo médio, implicando em redundância dessas medidas. Uma maneira de eliminar

tal redundância é através da análise dos componentes principais (PCA), descrita abaixo.

4.1.1 Análise dos componentes principais

Cada elemento de um conjunto de R redes complexas pode ser descrito em termos de P

medidas escalares xi, i = 1, 2, . . . , P , organizadas na forma de um vetor de atributos ~x =

(x1, x2, . . . , xP )T . A matriz de covariância desse conjunto pode ser obtida através da seguinte

expressão:

K =
(~x− ~〈x〉)(~x− ~〈x〉)T

R
, (4.1)

onde ~〈x〉 é ao vetor de atributos médios, cujos elementos correspondem às respectivas médias de

cada medida. A expressão acima resulta em uma matriz real e simétrica com dimensões P ×P .
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Figura 9: Distribuição espacial de 1000 realizações do modelo livre de escala de Barabási
e Albert para N = 1000 e m = 3. Para melhor visualização, a nuvem central de pontos
foi projetada nos três planos principais (regiões em cinza). As médias de cada medida
(pontos brancos) estão projetadas nesses planos. Fonte [2].

Devido a esse fato, os P autovalores λi dessa matriz são reais. Se, além disso, os autovalores

λi forem distintos, os correspondentes autovetores ~vi são ortogonais, caso contrário, ainda é

possível obter autovetores ortogonais a partir dos autovalores repetidos [81]. Estes autovetores

podem, então, ser ordenados para obter a matriz de transformação:

T =




← ~v1 →
← ~v2 →

. . .

← ~vP →




, (4.2)

onde ~v1 corresponde ao maior autovalor, ~vi, ao segundo, e assim por diante (os autovalores estão

ordenados na seguinte forma: λ1 ≥ λ2 ≥ . . . ≥ λP ). A partir dessa matriz de transformação,

o vetor original de atributos ~x de cada rede pode ser transformado em um novo sistema de

coordenadas através da seguinte transformação linear:

~X = T~x, (4.3)

que corresponde a uma rotação de eixos e define a projeção dos componentes principais.
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A distribuição de pontos obtidas para o novo espaço definido pela transformação acima é

de tal forma que as maiores variações são observadas ao longo dos primeiros eixos, seguido pe-

los eixos subseqüentes em ordem decrescente, sendo que os primeiros eixos são chamados de

principais [107]. Devido à tal propriedade, ao considerar apenas os eixos principais, é possível

projetar a distribuição inicial de pontos em um número menor de dimensões p – metodolo-

gia esta conhecida como redução de dimensionalidade. Para obter tal resultado, somente os

primeiros p autovetores são utilizados e a matriz de transformação Tp resultante é:

Tp =




← ~v1 →
← ~v2 →

. . .

← ~vp →




. (4.4)

Um exemplo de como tal metodologia pode se empregada num caso real é mostrado na

Figura 10, em que a nuvem de pontos da Figura 9 é projetada nos dois primeiros componentes

principais, eliminando a redundância existente entre as medidas. Apesar de ser útil na redução

de dimensionalidade quando várias medidas são utilizadas, tal metodologia apresenta uma li-

mitação por não considerar categorias de grupos diferentes de rede. Para superar esta limitação,

a análise de variáveis canônicas, descrita abaixo, pode ser empregada.
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Figura 10: Projeções da nuvem de pontos da Figura 9 obtida através da análise de com-
ponentes principais. As medidas foram normalizadas antes de aplicar tal metodologia
devido às diferenças dos valores absolutos entre elas. A normalização de uma medida
corresponde a subtrair do valor de cada elemento da nuvem a média e dividir pelo desvio
padrão. Fonte [2].
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4.1.2 Análise de variáveis canônicas

A análise de variáveis canônicas é uma extensão da análise dos componentes principais

através da qual as projeções são obtidas de forma a otimizar a separação entre objetos de classes

distintas. No caso da análise de variáveis canônicas, são necessárias duas matrizes, uma para

quantificar a variação dentro dos grupos, denominada Sintra e outra para quantificar a variação

entre grupos, denominada Sinter. A formalização desse método é realizada a seguir.

Considere um conjunto de R redes, separadas em NC classes, cada uma com Ni elementos,

identificada por Ci, i = 1, 2, . . . , NC e que cada elemento ξ de R é representado por seu respec-

tivo vetor de medidas ~xξ = (x1, x2, . . . , xP )T . Define-se a matriz: Si – a matriz de dispersão

para cada classe Ci, como [106]:

Si =
∑

ξ∈ Ci

(
~xξ − ~〈x〉i

)(
~xξ − ~〈x〉i

)T

, (4.5)

onde ~〈x〉i representa o vetor da média das medidas dos elementos da classe Ci.

As matrizes Sintra e Sinter são, então, definidas como, respectivamente:

Sintra =
Nc∑
i=1

Si. (4.6)

e

Sinter =
Nc∑
i=1

Ni

(
~〈x〉i − ~〈x〉

) (
~〈x〉i − ~〈x〉

)T

. (4.7)

Para obter a máxima dispersão entre classes e a mínima dispersão dentro de cada classe, a

seguinte transformação linear deve ser empregada [108]:

~Xξ = Γ~xξ, (4.8)

onde Γ = [~γ1, ~γ2, . . . , ~γP ]T é escolhido de forma que o vetor ~γ1 maximiza a relação

~γ1
T Sinter ~γ1

~γ1
T Sintra ~γ1

, (4.9)

enquanto que os demais vetores ~γj , j = 2, 3, . . . , p, maximizem relações semelhantes e

~γj
T Sintra ~γj = 0. (4.10)
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Figura 11: Duas nuvens distintas e arbitrárias de pontos em três dimensões (a) não
puderam ser separadas usando análise de componentes principais (b). Isso só foi obtido
pela análise de variáveis canônicas (c) que maximiza a separação entre grupos de pontos
distintos. Figura adaptada de [2].

Os vetores ~γ1, ~γ2 . . . , ~γP são os autovetores da matriz S−1
intraSinter [108].

Para mostrar o potencial da análise de variáveis canônicas, duas nuvens arbitrárias foram

geradas em três dimensões de modo que suas projeções nos respectivos planos principais não

pudessem ser distinguidas, Figura 11(a). Aplicando a análise dos componentes principais nessas

nuvens não foi possível separá-las, Figura 11(b). Isso só foi possível através da análise por

variáveis canônicas, Figura 11(c).

4.2 Teoria de decisão Bayesiana para classificação de
redes

A maior dificuldade encontrada na classificação consiste em minimizar o erro de atribuir

classes aos objetos. Uma das melhores soluções, neste caso, é utilizar a teoria de decisão Baye-
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siana [106]. Definindo Pi como a probabilidade de um objeto pertencer à classe Ci, assume-se

que Pi e a densidade de probabilidade condicional p(~xξ|Ci) são conhecidas ou podem ser de-

vidamente estimadas através de métodos paramétricos ou não-paramétricos [106, 109, 81]). A

probabilidade Pi pode ser obtida através da freqüência relativa. Se a função densidade de pro-

babilidade condicional for conhecida e apenas seus parâmetros tiverem que ser determinados,

tal estimação é denominada paramétrica. Em contrapartida, caso nem mesmo essa função seja

conhecida, torna-se necessário determiná-la. Neste caso, a estimação da função de densidade

de probabilidade é chamada de não-paramétrica e ela pode ser determinada através do método

de Parzen, em que cada ponto é representado como uma função, denominada núcleo de Parzen,

no espaço definido pelas medidas [106]. O critério de decisão Bayesiana pode ser expresso da

seguinte forma: se p(~xξ|i)P (i) = maxb=1,C{p(~xξ|b)P (b)} então o elemento ξ pertence à classe

i [2].

A Figura 12 mostra como os conceitos discutidos acima podem ser empregados para encon-

trar a região de separação entre três categorias de redes complexas: modelo aleatório de Erdős

e Rényi, modelo de mundo pequeno de Watts e Strogatz e modelo geográfico de Waxman,

definidos no espaço das medidas coeficiente de assortatividade e o caminho mínimo médio.

4.3 Classificação de redes do mundo real

De um modo geral, o processo de classificação envolve dois estágios: treinamento e identi-

ficação [81]. O primeiro estágio corresponde a utilizar dados de objetos conhecidos para treinar

o método de classificação a obter as classes correspondentes. No caso de classificação por teoria

de decisão Bayesiana, este estágio equivale a obter as regiões de separação, ou seja, determinar,

a partir das distribuições de objetos conhecidos, os parâmetros e até mesmo a própria função

de densidade de probabilidade. O segundo estágio, por sua vez, é a classificação em si, em que

objetos desconhecidos são identificados conforme a região a que eles pertençam no espaço de

medidas.

No caso da classificação de redes do mundo real em modelos, antes do treinamento é ne-

cessário escolher o conjunto de medidas e os tipos de modelos teóricos a serem empregados. Se
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Figura 12: Espaço definido pelas medidas normalizadas: coeficiente de assortatividade e
o caminho mínimo médio para redes obtidas a partir de três modelos: aleatório de Erdős
e Rényi (©), de mundo pequeno de Watts e Strogatz (5) e geográfico de Waxman (2).
Logo abaixo, são mostradas as correspondentes funções gaussianas e as regiões de decisão
considerando estimação paramétrica (b) e não-paramétrica (c). Ao todo são 1000 redes
para cada modelo com 250 vértices e grau médio 20 cada. A probabilidade de reconexão
no modelo de mundo pequeno foi de 0.4. Figura extraída de [2].

muitas medidas forem utilizadas, aquelas que apresentarem redundância entre si podem prejudi-

car a classificação [81], além de não permitir a visualização dos dados (quando forem utilizadas

4 medidas ou mais). Uma maneira eficiente de resolver tal problema é utilizar a análise de

variáveis canônicas e reduzir o conjunto de medidas em três ou menos projeções, permitindo a

visualização dos dados. No caso dos modelos, é importante que eles tenham correspondência
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com a rede real a ser classificada, como mesmo número de vértices e mesmo grau médio. Após

essas considerações iniciais, o treinamento é realizado considerando um número grande de re-

des obtidas de modelos teóricos, três ou menos projeções resultantes da redução por análise

de variáveis canônicas e teoria de decisão Bayesiana por estimação não paramétrica da função

densidade de probabilidade, já que sua forma não é conhecida a priori. Obtidas as regiões de

separação, a rede real é então projetada no espaço definido pelas variáveis canônicas e classifi-

cada segundo a região a que pertencer. Dois exemplos de aplicação de tal metodologia podem

ser visualizados na Figura 13, onde a rede de transcrição genética do Escherichia coli e a rede

de interação de proteínas do Saccharomyces cerevisiae (ambas descritas na Seção 2.3) foram

classificadas considerando três modelos: aleatório de Erdős e Rényi, livre de escala de Barabási

e Albert e o geográfico de Waxman e duas projeções obtidas pela análise de variáveis canôni-

cas de nove medidas normalizadas: grau médio, coeficiente de assortatividade, coeficiente de

Pearson da distribuição de graus na escala log-log, coeficiente de aglomeração médio, caminho

mínimo médio, dominância de ponto central, grau hierárquico médio de nível 2, coeficiente de

aglomeração hierárquico médio de nível 2 e razão de divergência de nível 3.

A rede de transcrição genética do Escherichia coli e a rede de interações de proteínas do

Saccharomyces cerevisiae, que apresentam a lei de potência na distribuição da conectividade,

foram classificadas como redes geográficas. Tal resultado é surpreendente, já que o modelo

que gera redes geográficas produz redes com distribuição de Poisson. Entretanto, se fossem

consideradas apenas as medidas que geralmente são utilizadas para a caracterização de redes,

como a distribuição das conexões e o caminho mínimo médio, as redes de transcrição genética

e de interação de proteínas seriam associadas ao modelo de Barabási e Albert, o que é um

resultado incompleto, pois tal modelo não reproduz grande parte das propriedades estruturais

destas redes. Um dos fatores que influenciaram na classificação apresentada na Figura 13 é que,

apesar do modelo de Barabási e Albert gerar a lei de potência na distribuição das conexões,

e por isso ser largamente utilizado como modelo de redes reais, ele não gera redes com alta

ocorrência de ciclos de ordem 3, que é uma característica presente nas maioria das redes reais e

nas redes geradas pelo modelo geográfico considerado.

Uma análise mais completa de classificação de redes reais nesses três modelos teóricos,
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Figura 13: Classificação de redes reais em modelos teóricos utilizando redução de di-
mensionalidade via análise das variáveis canônicas para um conjunto de nove medidas
normalizadas e teoria de decisão Bayesiana. As redes reais consideradas (indicadas por
setas e representadas por ¨) foram: (a) a rede de transcrição genética do Escherichia coli
com grau médio 2.45 e (b) a rede de interações de proteínas do Saccharomyces cerevisiae
com grau médio 3.03. Tanto em (a) quanto em (b) os modelos utilizados foram: aleatório
de Erdős e Rényi com grau médio 2 (9), 2.45 para (a) e 3 para (b) (©) e 6 (♦), livre
de escala de Barabási e Albert com grau médio 2 (4), 4 (5) e 6 (.) e o geográfico de
Waxman com grau médio 2 (+), 2.45 para (a) e 3 para (b) (2) e 6 (∗). Embora essas
redes sejam geralmente associadas aos modelos de Barabási e Albert, se apenas a distri-
buição de graus e o caminho mínimo médio são considerados, com 9 medidas elas são
classificadas como geográficas. Figura extraída de [2].

utilizando combinações diferentes dessas nove medidas, pode ser encontrada em [2]. Os resul-

tados apresentados em [2] evidenciam que para uma compreensão mais precisa da estrutura das

redes complexas é necessário utilizar um conjunto maior de medidas e de modelos, pois, do

contrário, os resultados da classificação de redes podem ser incorretos.

Utilizando a mesma metodologia de classificação apresentada neste capítulo, em [110] é

apresentada a classificação da Internet, definida no nível de sistemas autônomos, considerando

um conjunto mais amplo de medidas diferentes (num total de 21) e vários modelos (7 ao todo),

dos quais alguns foram especialmente desenvolvidos para representar esse tipo de rede, como

por exemplo: o modelo geográfico de Waxman (Seção 2.4), GdTang – modelo de rede dirigida

da topologia da Internet baseado em crescimento preferencial e geográfico [78] e Inet – gerador

de topologia da Internet [79, 80]. Os resultados de [110] indicaram que nenhum desses modelos

foi capaz de reproduzir com precisão todas as medidas da Internet. Desta forma, métodos de

classificação, como o apresentado neste capítulo, devem ser considerados na formulação de
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novos modelos.

4.4 Efeito da amostragem na classificação

A fim de verificar o efeito da amostragem na classificação de redes, a metodologia descrita

nas seções anteriores foi empregada para classificar a versão completa e amostras da rede de

emails da Universidade Rovira i Virgili (Tarragona) [61] (Seção 2.3.1). As amostras foram

obtidas através de caminhadas aleatórias [111, 17] na rede original. Uma caminhada aleatória é

aquela em que, assumindo que no passo t ela está no vértice i, o próximo passo é pular para um

dos vizinhos de i com probabilidade 1/ki. O vértice inicial da caminhada é também escolhido

aleatoriamente, e a caminhada termina quando a quantidade desejada de vértices diferentes for

alcançada. Note que este tipo de caminhada permite passar por vértices e arestas que já foram

visitados. A rede amostrada por esse método é então obtida pelos vértices e arestas diferentes

encontradas durante a caminhada.

Esse tipo de amostragem foi aplicado na rede de emails e 100 amostras foram obtidas. A

rede original e as amostras têm, respectivamente: 1133 vértices e 626 (13); grau médio 9.62 e

4.00 (0.08); coeficiente de aglomeração médio 0.22 e 0.076 (0.009); e caminho mínimo médio

3.33 e 4.43 (0.08). Os valores apresentados para as amostras são os valores médios e entre

parêntesis estão os respectivos desvios padrões. Note que, embora o número de vértice não

tenha diminuído muito, essas medidas mudaram bastante. A Figura 14 mostra o resultado da

classificação da rede original e as versões amostradas considerando quatro modelos: aleatório

de Erdős e Rényi, de mundo pequeno de Watts e Strogatz, livre de escala de Barabási e Albert

e geográfico de Waxman e 9 medidas: coeficiente de assortatividade, coeficiente de Pearson

da distribuição de graus na escala log-log, coeficiente de aglomeração médio, caminho mínimo

médio, grau de intermediação médio, ponto de dominância central, grau hierárquico médio de

nível 2, coeficiente de aglomeração hierárquico médio de nível 2 e razão de divergência de nível

2. Os parâmetros dos modelos foram escolhidos de tal forma a serem compatíveis com os dois

casos analisados. No caso do modelo de mundo pequeno de Watts e Strogatz, a probabilidade de

reconexão foi escolhida de forma que o coeficiente de aglomeração e o caminho mínimo médios
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Figura 14: Efeito da amostragem na classificação da rede de email (♦) utilizando o mesmo
método aplicado na Figura 13. Os modelos utilizados foram: aleatório de Erdős e Rényi
(2), de mundo pequeno de Watts Strogatz (©), livre de escala de Barabási e Albert (4), e
geográfico de Waxman (5). A probabilidade de reconexão no modelo de mundo pequeno
de Watts Strogatz foi escolhido de tal forma a ter coeficiente de aglomeração e caminho
mínimo médios similares aos encontrados na rede original e nas versões amostradas. A
rede original (indicada por seta) foi identificada como pertencente ao modelo geográfico
em (a), porém, quando foi parcialmente amostrada, a classificação não se manteve e as
respectivas amostras foram indentificadas como pertencentes a outros dois modelos: o
aleatório e o de pequeno mundo.

fossem os mais próximos possíveis tanto para a rede original quanto para as redes amostradas.

Os resultados mostrados na Figura 14 indicam que a amostragem modificou completamente

a classificação da rede de emails. No primeiro caso, a rede original foi classificada como rede

geográfica de Waxman. Entretanto, quando foi amostrada, as amostras resultantes foram classi-

ficadas como redes aleatórias de Erdős e Rényi e redes de mundo pequeno de Watts e Strogatz.

A partir desses resultados, fica evidente que considerar amostras menores de redes complexas

pode levar a conclusões erradas.

O Capítulo 5 apresentará estruturas que têm grande incidência em redes que tiveram pro-

blemas de amostragem, e o capítulo 6 mostrará o efeito de perturbações na conectividade das

redes e quais propriedades são mais adequadas para caracterizar redes com problemas de amos-

tragem.
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5 Estruturas comuns em redes
amostradas

Apesar de existirem inúmeras medidas de redes complexas disponíveis na literatura, seu uso

sempre estará relacionado com aplicações específicas, pois não existe um conjunto completo de

medidas para caracterização de redes complexas (Capítulo 3). Por exemplo, se o interesse for

somente em saber se determinada rede possui a propriedade de mundo pequeno, é necessário

apenas realizar o cálculo de distância entre os vértices da rede em questão. Neste sentido,

o estudo de problemas específicos continuará motivando a descoberta de novas estruturas e

maneiras de quantificá-las. Este é o caso das estruturas (motivos) que serão apresentadas neste

capítulo: árvores de borda e cadeias de vértices, pois são frutos do estudo do problema de

amostragem em redes complexas.

5.1 Árvores de borda

Árvores de borda [3] podem ser compreendidas como um tipo especial de motivos – sub-

grafos cuja probabilidade de ocorrerem em redes reais é maior do que nas redes aleatórias

correspondentes (e.g. [68]). No entanto, diferentemente dos motivos tradicionais que podem

ocorrer em qualquer parte da rede, as árvores de borda, como o próprio nome revela, estão situ-

adas apenas na borda da rede, região esta que é definida como os vértices de grau unitário (que,

por sua vez, são considerados as partes mais sensíveis da rede). As árvores de borda (assim

como outros motivos periféricos) podem estar relacionados com o crescimento de redes, como

as geográficas, ou seja, as redes podem evoluir como uma árvore, onde cada ramo de vérti-

ces parte do maior componente conectado para fora da rede. Além disso, as árvores de borda
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estão relacionadas com a decomposição de núcleo-k (e.g. [112]) das camadas mais externas.

Este tipo de decomposição é uma metodologia utilizada para descrever a topologia das redes

complexas em termos de subgrafos. O núcleo-k de uma rede é obtido através da remoção de

todos os vértices com grau menor que k. Depois de tal remoção, os vértices restantes que apre-

sentarem grau menor que k são também removidos. O processo continua até tal remoção não

ser mais possível, resultando no núcleo-k da rede original. A este processo é dado o nome de

decomposição de núcleo-k. Define-se ainda camada-k de uma rede como o conjunto de vértices

removidos no processo de decomposição de núcleo-k. Muitas aplicações de tal metodologia fo-

ram realizadas em redes reais, como por exemplo: na Internet [113] e na redes de interação de

proteínas [114, 115]. Essa metodologia pode ser usada inclusive para encontrar os vértices que

pertencem às árvores de borda, pois a camada-1 corresponde aos vértices que não participam

de ciclos. Entretanto, esta não foi a abordagem utilizada na análise de árvores de borda em re-

des complexas, pois mais informações sobre essas estruturas foram necessárias. Um algoritmo

para encontrar tais estruturas será apresentado abaixo, depois da definição formal de árvores de

borda.

Na teoria de grafos, uma árvore é definida como um grafo conectado no qual existe somente

um caminho entre dois vértices (e.g. [11, 116]). Em outras palavras, qualquer grafo conectado

que não possua ciclo é uma árvore. Com base nessas definições, o núcleo de uma rede é definido

como sendo o maior componente conectado cujos vértices participem de pelo menos um ciclo.

A árvore de borda é, portanto, uma árvore que possui um vértice em comum com o núcleo, que

é chamado de raiz da árvore de borda e está situado na periferia do núcleo (alguns exemplos

de árvores de borda podem ser visualizados na Figura 15). Definem-se ainda: as folhas de uma

árvore de borda como os vértices que estão nas extremidades da árvore, ou seja, os vértices de

grau um; a profundidade como sendo a maior distância entre a raiz e as folhas; e o número de

ramos como o número de caminhos partindo da raiz até as folhas (i.e. o número de ramos é igual

ao número de folhas). Os vértices que estão o mais distante possível da raiz pertencem ao nível

0 da árvore de borda. No primeiro nível estão os vértices cuja distância à raiz é a profundidade

menos um, no segundo nível estão os vértices cuja distância à raiz é a profundidade menos 2, e

assim por diante. No nível mais alto está a raiz.
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Figura 15: Árvores de borda (regiões em cinza escuro) em uma rede pequena. Figura
extraída de [3].

5.1.1 Algoritmo

O algoritmo utilizado para encontrar as árvores de borda em uma dada rede é baseado na

topologia de fora para dentro, ou seja, começa pelos vértices da borda, vai para seus vizinhos

de níveis mais elevados até encontrar a raiz (vértice que pertence ao núcleo). Inicialmente é

necessário encontrar todos os vértices de grau 1. Para cada um desses vértices, uma árvore (na

forma de estrutura de dados) é criada. Desta forma, cada árvore tem apenas um vértice. O

próximo passo corresponde a verificar recursivamente se o vértice no topo de cada árvore tem

mais de um vizinho, ignorando aqueles que estão nos níveis inferiores. Se possuir mais de um

vizinho, a árvore correspondente é mantida em uma lista de espera. Mas se possuir apenas um

vizinho, ele é adicionado à árvore juntamente com qualquer outra árvore que esteja na lista de

espera que possua esse vértice como raiz (note que a estrutura da rede é mantida). O algoritmo

termina quando todas as árvores estão na lista de espera e não podem mais ser juntadas. As

árvores isoladas (que não têm um vértice no núcleo da rede) são ignoradas.

5.1.2 Análise em redes teóricas e redes reais

Na análise das árvores de borda foram utilizados os modelos (Seção 2.4): aleatório de Erdős

e Rényi (ER), de mundo pequeno de Watts e Strogatz (WS), livre de escala de Barabási e Albert
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(BA), e geográfico de Waxman (GW) e 16 redes reais1, das quais 4 são redes de colaboração:

astrofísica, netscience (pesquisadores na área de redes complexas), matéria condensada, física

de altas energias; 3 são de informação: Roget, Wordnet e WWW; 3 são de adjacência em

livros: “David Copperfield”, “Night and day” e “On the origin of species”; 3 são tecnológicas:

Internet (no nível de sistemas autônomos), rede de aeroportos dos Estados Unidos e rede de

transmissão elétrica dos estados ocidentais dos Estados Unidos; e 3 são biológicas: rede neural

do C. elegans, rede de transcrição genética do E. coli e a rede de interação de proteínas do S.

cerevisiae. No caso dos modelos, foram consideradas 100 realizações e todos tiveram N =

1000 vértices e graus médios 2, 4 e 6 e a probabilidade reconexão foi 0.2 para o modelo WS.

No caso das redes reais dirigidas, elas foram transformadas nas versões não-dirigidas utilizando

a operação de simetrização (conforme descrita na Seção 2.2), pois a direção dos arcos não foi

levada em conta nas análises seguintes.

Para verificar a significância das árvores de borda nas redes consideradas, para cada uma

foram geradas 1000 redes aleatórias através do método de reconexão de arestas, conhecido

como rewiring2. Para os modelos teóricos, porém, foram geradas 1000 redes aleatórias por esse

método para cada uma das 100 realizações de cada modelo. A importância das árvores de borda,

em termos estatísticos, são mostradas na Tabela 3. Alguns modelos não foram incluídos nessa

tabelas porque não apresentavam árvores de borda. Nas redes de colaboração, as árvores de

borda possuem de 11.2 a 25.2% do número total de vértices e, em geral, não são profundas nem

possuem muitas folhas. No caso das redes de informação, em particular a Wordnet e WWW,

mais da metade dos vértices pertencem às arvores de borda – uma quantidade expressiva e reflete

a importância de tais motivos na estrutura dessas redes. Situações similares são observadas

para as redes biológicas tais como transcrição genética e de interação de proteínas e para as

redes tecnológicas, tais como a Internet e a rede de transmissão elétrica. No caso das redes de

adjacência em livros, uma situação totalmente diferente é observada: os vértices das árvores de

1Note que não foram utilizados as mesmas categorias de redes reais da Seção 2.3. Isso foi feito para
facilitar as análises seguintes

2Rewiring é um processo de construção de redes que, a partir de uma determinada rede, gera a sua
versão aleatória sem alterar a distribuição de graus (e.g. [117]). Tal processo começa com uma rede com
uma dada distribuição de graus, escolhe iterativamente duas arestas e troca os correspondentes vértices
de suas extremidades. Para garantir que a rede gerada seja completamente aleatória (sem correlação de
graus), o número de passos deve ser 100 vezes o número total de arestas da rede original [117].
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Tabela 3: Estatística das árvores de borda na redes consideradas, onde: N é o tamanho
da rede; Pv, a porcentagem de vértices nas árvores de borda; Na, número de árvores de
borda; Nv, número médio de vértices nas árvores de borda; H, a profundidade média das
árvores de borda; Nf , a média de folhas das árvores de borda; BA, modelo livre de escala
de Barabási e Albert; ER, modelo aleatório de Erdős e Rényi; WS, modelo de mundo
pequeno de Watts e Strogatz; e GW, modelo geográfico de Waxman. Os números entre
parêntesis representam os desvios padrões obtidos para as versões aleatórias de cada rede
analisada. Tabela extraída de [3].

Rede N Pv Na Nv H Nf

BA 〈k〉 = 2 1000 100.0% 1 1000 (0.0) 9.06 (0.01) 663.9 (0.1)
ER 〈k〉 = 2 1000 51.0% 166 3.1 (0.0) 1.62 (0.01) 1.4 (0.0)
〈k〉 = 4 1000 14.4% 68 2.1 (0.0) 1.08 (0.00) 1.0 (0.0)
〈k〉 = 6 1000 2.9% 14 2 (0.0) 1.01 (0.00) 1.0 (0.0)

WS 〈k〉 = 2 1000 95.2% 21 44.6 (1.1) 13.89 (0.20) 7.6 (0.2)
GW 〈k〉 = 2 1000 47.0% 144 3.3 (0.0) 1.69 (0.01) 1.5 (0.0)
〈k〉 = 4 1000 16.0% 71 2.3 (0.0) 1.18 (0.00) 1.1 (0.0)
〈k〉 = 6 1000 3.6% 17 2.1 (0.0) 1.07 (0.00) 1.0 (0.0)

Astrofísica 16706 11.2% 797 2.3 (0.8) 1.06 (0.26) 1.3 (0.7)
Netscience 1461 12.7% 81 2.3 (0.6) 1.01 (0.11) 1.3 (0.5)
Matéria condensada 40421 12.6% 2095 2.4 (0.8) 1.06 (0.25) 1.4 (0.8)
Física de alta energia 8361 25.2% 828 2.5 (0.9) 1.15 (0.43) 1.4 (0.7)
Roget 1022 9.9% 42 2.4 (0.7) 1.29 (0.51) 1.1 (0.3)
Wordnet 82670 60.6% 9248 5.4 (7.5) 1.25 (0.55) 4.1 (6.8)
WWW 325729 56.2% 17070 10.7 (61) 1.13 (0.47) 9.5 (60.0)
David Copperfield 11378 0.6% 30 2.2 (0.5) 1.00 (0.00) 1.2 (0.5)
Night and day 7959 0.4% 14 2.4 (0.7) 1.00 (0.00) 1.4 (0.7)
On the origin of species 6973 0.4% 12 2.1 (0.3) 1.00 (0.00) 1.1 (0.3)
Internet 22963 42.3% 1712 5.7 (16) 1.07 (0.27) 4.6 (15.8)
Aeroportos dos EUA 332 24.4% 26 3.1 (2.3) 1.00 (0.00) 2.1 (2.3)
Transmissão elétrica 4941 48.4% 805 3 (2.0) 1.39 (0.80) 1.5 (1.2)
Rede neural 297 6.1% 3 6 (4.6) 1.00 (0.00) 5.0 (4.6)
Transcrição genética 423 63.8% 44 6.1 (5.4) 1.30 (0.55) 4.6 (5.0)
Interação de proteínas 4135 49.5% 570 3.6 (5.3) 1.25 (0.52) 2.3 (4.6)

borda representam apenas uma pequena fração do total. Este efeito é conseqüência do processo

seqüencial de que tais redes são geradas.

As Figuras 16 e 17 apresentam as distribuições da profundidade e do número de folhas en-

contradas para as redes consideradas e as respectivas versões aleatórias (pontos em cinza). Um

resultado interessante dessas figuras é que a maioria das distribuições seguem leis de potência

com um truncamento exponencial, P (x) ≈ (x+x0)
γe−(x+x0)/xc [118]. As redes: WWW, Word-

net, interação de proteínas e Internet apresentaram distribuições de leis de potência da forma

P (x) ≈ (x + x0)
γ para a profundidade e para o número de folhas. Este resultado indica que

árvores de borda profundas e com muitas folhas não são muito comuns.
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Figura 16: Distribuição da profundidade das árvores de borda obtidas para cada rede
considerada (pontos pretos) e da média das respectivas versões aleatórias (pontos em
cinza). Figura extraída de [3].

Através das Figuras 16 e 17, é possível ainda verificar em quais intervalos de profundidade

ou do número de folhas as redes consideradas possuem quantidade significativa de árvores de

borda em relação às suas versões aleatórias. Para obter tal resultado, a variação de profundidade

(o mesmo aplica para o número de folhas) foi dividida em intervalos nos quais a distribuição

da rede considerada está acima ou abaixo da distribuição da média das respectivas versões



5.1 Árvores de borda 73

10−510−410−310−210−1100101102103

100 101 102 103

O
co

rr
ên

ci
as

 

BA <k> = 2

10−510−410−310−210−1100101102103

100 101 102

 

 

ER <k> = 2

10−5
10−4
10−3
10−2
10−1
100
101
102

100 101

 

 

ER <k> = 4

10−5
10−4
10−3
10−2
10−1
100
101
102

100 101

 

 

ER <k> = 6

10−510−410−310−210−1100101102103

100 101 102 103

O
co

rr
ên

ci
as

 

WS <k> = 2

10−510−410−310−210−1100101102103

100 101 102

 

 

GW <k> = 2

10−5
10−4
10−3
10−2
10−1
100
101
102

100 101

 

 

GW <k> = 4

10−4
10−3
10−2
10−1
100
101
102

100 101

 

 

GW <k> = 6

10−2
10−1
100
101
102
103
104

100 101

O
co

rr
ên

ci
as

 

Astrofísica

10−2
10−1
100
101
102
103

100 101

 

 

Netscience

10−2
10−1
100
101
102
103
104

100 101 102
 

 

Matéria condensada

10−2
10−1
100
101
102
103

100 101 102

 

 

Física de alta energia

10−2

10−1

100

101

102

100 101

O
co

rr
ên

ci
as

 

Roget

10−2
10−1
100
101
102
103
104

100 101 102 103

 

 

Wordnet

10−2
10−1
100
101
102
103
104
105

100 101 102 103 104

 

 

WWW

10−2

10−1

100

101

102

100 101

 

 

David Copperfield

10−2

10−1

100

101

102

100 101

O
co

rr
ên

ci
as

 

Night and Day

10−2

10−1

100

101

102

100 101

 

 

On the origin of species

10−2
10−1
100
101
102
103

100 101 102 103

 

 

Internet

10−2

10−1

100

101

102

100 101 102

 

 

Aeroportos dos EUA

10−2
10−1
100
101
102
103

100 101 102

O
co

rr
ên

ci
as

Número de folhas

Transmissão elétrica

10−2

10−1

100

101

102

100 101

 

Número de folhas

Rede neural

10−2

10−1

100

101

102

100 101 102

 

Número de folhas

Transcrição genética

10−2
10−1
100
101
102
103

100 101 102

 

Número de folhas

Interação de proteínas

Figura 17: Distribuição do número de folhas das árvores de borda obtidas para cada
rede considerada (pontos pretos) e da média das respectivas versões aleatórias (pontos em
cinza). Figura extraída de [3].

aleatórias. No caso do modelo WS com grau médio 2 da Figura 16, dois intervalos foram

considerados: um cuja profundidade vai de 1 até 5 e outro cuja profundidade vai de 6 até

152. No primeiro intervalo considerado a distribuição do modelo está abaixo da distribuição

da média das respectivas versões aleatórias. O efeito inverso ocorre no segundo intervalo. Para

determinar o grau de significância da presença das árvores de borda em termos do intervalo de



74 5 Estruturas comuns em redes amostradas

profundidade e do intervalo do número de folhas, a seguinte medida estatística foi utilizada:

Z =
Xreal − 〈X〉

σ
, (5.1)

onde Z é o Z-score, Xreal é o número de árvores de borda existentes dentro de um certo intervalo

de profundidade (o mesmo para o número de folhas), e 〈X〉 e σ são, respectivamente, a média

e o desvio padrão das versões aleatórias para o mesmo intervalo de profundidade. Valores

positivos do Z-score indicam que a rede de interesse possui mais árvores de borda do que suas

versões aleatórias no intervalo considerado; o caso oposto é observado para valores negativos.

Os resultados do Z-score da profundidade e do número de folhas das redes consideradas estão

na Tabela 4.

Como pode ser visto na Tabela 4, as redes aleatórias obtidas possuem muitas árvores de

borda baixas e com poucas ramificações, mas poucas altas e com muitas ramificações. Isso

ocorre porque o processo de reconexão tende a eliminar as grandes estruturas da rede, como as

árvores de borda grandes, dando origem à árvores de borda menores.

Dentre os modelos analisados, apenas BA e WS com grau 2 e todas as redes geradas para o

modelo GW apresentaram um número significativo de árvores de borda. Interessante notar que

o modelo BA com grau 2 possui muitas folhas enquanto que o modelo WS possui as árvores de

borda mais profundas. Estes resultados já eram esperados pois o modelo BA com grau 2 é uma

árvore (como ilustra a Figura 5(a)) e o modelo WS com grau 2 é um círculo que foi quebrado

em partes menores devido ao seu processo de reconexão3, dando origem a muitas árvores de

borda longas com apenas um ramo (tais árvores são também caudas de vértices, conforme será

mostrado na Seção 5.2). Já no caso do modelo GW, tanto a profundidade quanto o número de

ramos tende a cair à medida que o grau médio dos vértices aumenta. A presença de árvores de

borda grande nesse modelo é fruto da sua evolução que leva em conta a distribuição espacial dos

vértices. Neste caso, vértices que estão próximos à borda da caixa tendem a estabelecer poucas

conexões. As árvores de borda aparecem nesse modelo como uma conseqüência desse efeito e

quanto menor o grau médio, maior a chance de aparecer árvores de borda grandes e com muitas

folhas. À medida que o grau médio aumenta, também aumenta o coeficiente de aglomeração

3Note que este processo de reconexão é do próprio modelo e não o que torna as redes aleatórias.
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Tabela 4: Caracterização das árvores de borda das redes consideradas em termos do Z-
score (Z) calculado para intervalos específicos de profundidade e do número de folhas.
O número de árvores encontradas em cada rede considerada no intervalo analisado é
indicado por Nreal; Naleatoria é o correspondente para a média das árvores de borda nas
versões aleatórias de cada rede (o número entre parêntesis é o desvio padrão). Os intervalos
foram obtidos de forma a garantir que a distribuição de profundidade ou do número de
folhas está acima ou abaixo da distribuição da média das respectivas versões aleatórias.
Tabela extraída de [3].

Profundidade Número de folhas
Redes Intervalo Nreal Naleatoria Z Intervalo Nreal Naleatoria Z
BA 〈k〉 = 2 1–7 0 166.0 (0.8) -201.1 1–634 0 166.3 (0.8) -203.1

8–11 1 0.2 (0.1) 14.6 635–684 1 0.0 (0.0) ND
WS 〈k〉 = 2 1–5 10 164.7 (0.8) -186.3 1–5 16 165.8 (0.8) -184.6

6–152 11 1.6 (0.1) 77.9 6–157 5 0.5 (0.1) 65.0
GW 〈k〉 = 2 1–3 134 159.1 (0.9) -28.3 1–2 131 156.4 (0.9) -27.5

4–20 11 7.8 (0.3) 11.0 3–18 13 10.5 (0.3) 8.7
GW 〈k〉 = 4 1–1 61 63.8 (0.7) -4.6 1–1 66 66.3 (0.7) -0.4

2–8 10 5.5 (0.2) 20.6
GW 〈k〉 = 6 1–4 17 12.9 (0.3) 11.8 1–4 17 12.9 (0.3) 11.8
Astrofísica 1 755 1142 (13) -30.8 1–2 755 1128 (16) -23.8

2–3 42 13.7 (3.4) 8.3 3–6 42 28.2 (4.8) 2.9
Netscience 1–5 81 233.1 (7.4) -20.5 1–8 81 233.1 (7.4) -20.5
Cond-mat 1 1971 3062 (23) -47.6 1 1561 2666 (31) -36.2

2–3 124 73.2 (8.6) 5.9 2–8 534 468.5 (13.2) 5.0
Física de alta 1–5 827 1277 (16) -29.1 1–6 827 1276 (16) -28.8

energia 6–6 1 0.0 (0.1) 9.9 7–7 1 0.5 (0.7) 0.7
Roget 1 31 58.7 (2.1) -13.5 1 37 57.5 (2.9) -7.1

2–3 11 1.2 (1.1) 9.0 2 5 2.4 (1.3) 2.0
Wordnet 1–5 9245 13304 (51) -79.2 1–3 6323 11041 (62) -76.2

6–7 3 1.5 (1.3) 1.2 4–208 2925 2264 (23) 28.7
WWW 1–2 16762 48108 (108) -290.9 1–8 13402 45449 (115) -278

3–21 308 49.6 (6.2) 41.9 9–5324 3668 2709 (24) 40.3
David Copperfield 1–2 30 34.9 (1.5) -3.3 1 24 33.0 (2.8) -3.2

2–3 6 1.9 (1.3) 3.0
Night and Day 1–2 14 18.5 (0.7) -6.3 1 11 18.0 (1.3) -5.2

2–3 3 0.5 (0.6) 4.0
On the origin of 1–2 12 12.7 (0.6) -1.3 1 11 12.4 (1.1) -1.3

species 2 1 0.3 (0.5) 1.5
Internet 1–3 1712 1427 (22) 12.9 1–214 1710 1423 (22) 13.0

215–492 2 4.2 (0.8) -2.9
Aeroportos dos 1–3 26 34.0 (2.8) -2.8 1–2 19 29.4 (3.7) -2.8

EUA 3–12 7 4.6 (1.3) 1.8
Transmissão 1–4 794 836 (14) -3.1 1–2 715 797 (16) -5.3

elétrica 5–5 9 6.1 (2.5) 1.2 3–12 90 48.5 (5.6) 7.4
Rede neural 1–2 3 13.3 (1.4) -7.5 1–3 1 13.2 (1.5) -8.4

4–10 2 0.1 (0.2) 8.9
Transcrição 1–7 44 65.3 (4.3) -5.0 1–8 37 62.0 (4.6) -5.5

genética 9–21 7 2.4 (1.2) 3.9
22–41 0 1.0 (0.2) -5.7

Interação de 1–2 549 771 (15) -14.7 1–19 560 784 (14) -15.7
proteínas 3–4 21 14.7 (3.4) 1.9 20–75 10 1.3 (0.5) 16.1

que, por sua vez, faz diminuir a chance de aparecer árvores de borda profundas e com muitas

ramificações.

A maioria das redes reais exibe mais árvores de borda profundas e muito ramificadas do que

suas versões aleatórias. Essa situação é observada para as redes de colaboração de astrofísica,

de matéria condensada e física de alta energia. Entretanto as árvores de borda de tais redes não
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são nem muito profundas nem muito ramificadas. Uma possível explicação para tal descoberta

é que a maioria dos pesquisadores das áreas consideradas nessas redes colaboram com alguns

pesquisadores de outras áreas. Como os pesquisadores de outras áreas provavelmente publi-

caram poucos artigos nessas redes, eles possuem poucas conexões com outros pesquisadores,

podendo inclusive ser folhas das árvores de borda. Em outras palavras, a falta de inclusão de

dados pode ter gerado essas estruturas de árvores nas bordas dessas redes, o que leva a acreditar

que tais redes são incompletas.

No caso das redes de informação há um número considerável de árvores de borda profundas

e com muitas ramificações, embora numa escala menor para a rede de Roget. A rede WWW

chama atenção devido à quantidade de árvores de borda com profundidades elevadas e número

expressivo de ramos. Tal estrutura de conectividade é provável ser uma conseqüência da amos-

tragem pequena da teia mundial (como já identificado em [4]), em que as folhas podem ter

conexões com outras páginas fora da rede analisada.

As redes de livros não apresentam quantidades significativas de árvores de borda por causa

da maneira como foram construídas. Essas redes são construídas de maneira seqüencial o que

favorece a geração de ciclos e dificulta o aparecimento de árvores de borda.

Já as redes tecnológicas são bem distintas das demais, pois são as únicas que possuem

quantidades significativas de árvores de borda pequenas e com muitas ramificações. No caso da

Internet esse fenômeno pode ser explicado pela estrutura de água-viva desta rede, que possui

muitos vértices conectados ao núcleo central [38]. No caso da rede de transmissão de energia

elétrica, há muitas árvores de borda pequenas, mas com muitas ramificações. Esse efeito deve

estar relacionado com o fato de que novos vértices necessários para cobrir uma determinada re-

gião tendem a se conectar ao vértice de distribuição de energia elétrica mais próximo. Situação

semelhante é observada para a rede de aeroportos em que pequenos aeroportos se conectam na

sua maioria com aeroportos maiores.

No caso das redes biológicas, elas apresentam uma quantidade relativamente grande de fo-

lhas. A explicação para tal efeito na rede neural considerada é similar àquela da modelo teórico

de rede geográfica. Na rede de transcrição genética, a grande quantidade de pequenas árvo-
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res de borda é uma conseqüência do fato de que alguns genes participam da regulação de uma

grande quantidade de outros. Uma situação semelhante é observada para rede de interação de

proteínas, em que proteínas mais específicas mantém conexão com aquela da qual foi derivada,

dando origem a uma grande quantidade de árvores de borda com muitas ramificações.

Observe ainda que muitas redes, tais como WWW, Wordnet e modelos BA e WS com grau

médio 2, apresentaram valores do Z-score negativos de módulo elevado para árvores de borda

pouco profundas e com poucas folhas. Este efeito pode ser explicado pelo fato de que, nas

redes originais havia muitas árvores de borda grandes (profundas e com muitas folhas) que

foram divididas em árvores menores pelo processo de reconexão.

5.1.3 Análise local

Em algumas das redes consideradas, os vértices são identificados por rótulos de modo que

torna possível realizar uma análise funcional das árvores de borda. Tais redes são: Roget,

Wordnet, a rede de aeroportos dos EUA, e a rede de interação de proteínas.

No caso da rede Roget, duas palavras i e j estão conectadas se elas estiverem diretamente

relacionadas. Desta maneira, as palavras das posições mais inferiores das árvores de borda

tendem a ser mais específicas. Além disso, palavras que pertencerem ao mesmo ramo estão

associadas. Por exemplo, há uma árvore de borda cuja raiz é a palavra “demon”. Os filhos dessa

palavra são “Jupiter” e “Satan” que não possuem conexão entre si. “Satan ” ainda possui um

filho que é “Angel” que também não possui conexão com “Jupiter”. A maioria das árvores de

borda são árvores sem ramificações (apenas um ramo). Tais árvores também são conhecidas

como caudas de vértices (Seção 5.2).

A Wordnet é outro tipo de rede de informação, cujas árvores de borda apresentam estruturas

similares às da rede Roget. Um bom exemplo nesta rede é a árvore de borda com a palavra

“sport ” como raiz. No nível abaixo da raiz estão as palavras “archery”, “team sport”, “cycling”,

“nonresident”, “sledding”, “skating” e “racing”. Estas palavras não possuem relação entre si,

mas estão associadas à palavra “sport”. Entre as ramificações, a palavra “cycling” possui ligação

com “bicycling”, “motorcycling” e “dune cycling”; a palavra “skating” está conectada a “roller
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skating”, “skateboarding” e “ice skating”. Como pode ser notado, estas últimas palavras, que

pertencem a ramos diferentes, não possuem relações semânticas entre si e nem com as outras

de ramos diferentes. Este exemplo reforça a observação de que níveis mais baixos da árvore de

borda correspondem a palavras mais específicas.

A rede de transporte aéreo dos EUA é composta basicamente por três tipos de aeroportos:

internacionais, regionais e pequenos. Como observado nas análises anteriores (Tabela 4), esta

rede possui árvores de borda com muitas folhas e não muito profundas (toda árvore de borda

possui profundidade unitária). A análise dos rótulos dos aeroportos que compõem tais árvores

revelou que a maioria delas possui como raiz os aeroportos internacionais (ao todo são 20 de

26 árvores de borda) e como folhas, aeroportos pequenos e regionais (de 55 folhas, apenas 5

são internacionais). Entre as exceções de aeroportos pequenos ou regionais que são raízes de

árvores de borda está o aeroporto Bethel, localizado no Alaska, mas que possui propriedades

de aeroporto internacional, pois possui conexão com outros estados dos EUA. Desta análise

local, conclui-se que há uma alta relação entre a importância do aeroporto com a sua posição na

árvore de borda.

No caso da rede de interação de proteínas do S. cerevisiae, as árvores de borda são compos-

tas por proteínas que possuem funções similares acordo com a sua posição na árvore de borda,

onde proteínas com funções parecidas tendem a estar conectadas, como sugerido pela regra da

maioria [119]. Por outro lado, proteínas que pertencem a ramos diferentes tendem a ter funções

diferentes. Além disso, a proteína na raiz da árvore de borda tende a desempenhar funções mais

gerais que as outras [3]. As folhas são, portanto, as mais específicas. Dois exemplos de tais

estruturas podem ser visualizados na Figura 18.

Os resultados apresentados nesta seção indicam que as folhas apresentam funções mais es-

pecíficas do que as raízes das árvores de borda. Portanto, enquanto hubs desempenham funções

mais gerais na rede, as folhas das árvores de borda correspondem a uma situação oposta.
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Figura 18: Exemplos de árvores de borda na rede de interação de proteínas do S. cerevi-
siae. As raízes (indicadas por cinza escuro) são proteínas com funções mais gerais. Figura
extraída de [3].

5.2 Cadeias de vértices

Cadeias de vértices são motivos compostos por vértices conectados de forma seqüencial,

em que os vértices internos possuem apenas dois vizinhos. Em outras palavras, a seqüência de

vértices (n1, n2, . . . , nm+1) é considerada uma cadeia de tamanho m se ela tiver as seguintes

propriedades:

1. Há uma aresta entre os vértices ni e ni+1, 1 ≤ i ≤ m;

2. Os vértices n1 e nm+1 possuem grau diferente de 2; e

3. Vértices intermediários ni, 2 ≤ i ≤ m, se existirem, possuem grau 2.

Os vértices n1 e nm+1 são chamados de extremidades da cadeia.

Quanto às suas extremidades, as cadeias de vértices podem se classificadas em quatro cate-

gorias (kni
é o grau do vértice ni):

Cordões são cadeias com kn1 = 1 e knm+1 = 1.

Caudas são cadeias com kn1 = 1 e knm+1 > 2 (ou equivalentemente kn1 > 2 e knm+1 = 1).

Alças são cadeias com kn1 > 2 e knm+1 > 2.

Anéis (de comprimento m) são seqüências (n1, n2, . . . , nm) de m vértices onde o grau de
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Figura 19: As cadeias de vértices (vértices mais escuros) podem ser classificadas em
diferentes classes conforme o tipo de extremidade. Aqui é mostrado 4 tipos de cadeias de
vértices: (a) um cordão, (b) uma cauda, (c) um anel, e (d) uma alça. Figura adaptada
de [4].

cada vértice é kni
= 2, 1 ≤ n ≤ m, ni é adjacente a ni+1 (para 1 ≤ i ≤ m− 1), e nm é

adjacente a n1.

Anéis são casos especiais e raros de cadeias nos quais não há extremidade e foram incluídos

na classificação de cadeias apenas por completeza, mas não serão considerados nas próximas

análises, pois não ocorrem com freqüência em redes reais. Outros motivos baseados em cadeias

de vértices podem ser definidos, como por exemplo n-alças, n ≥ 2 alças conectadas ao restante

da rede pelas mesmas extremidades. O mesmo vale para as n-caudas. Entretanto as n-alças e as

n-caudas não serão consideradas neste trabalho. A Figura 19 ilustra os tipos básicos de cadeias

de vértices.

Incluindo o caso trivial de m = 1, é fácil notar que cada vértice de grau 1 é uma extremidade

de um cordão ou de uma cauda e que cada vértice de grau maior do que 2 está na extremidade

de uma cauda ou de uma alça. Note que esta definição inclui o caso degenerado em que as

extremidades são as mesmas: n1 = nm+1.

5.2.1 Algoritmo

O algoritmo para encontrar cadeias de vértices em redes complexas envolve duas etapas:

uma para encontrar cadeias de vértices maiores que 1 e outra para encontrar as cadeias de ta-

manho unitário. A primeira etapa está ilustrada na Figura 20 e é esquematizada no algoritmo 1.

A lista L obtida no algoritmo 1 contém todas as cadeias de tamanho maior ou igual a 2. De
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(a) (b)

(c) (d)

Figura 20: A identificação de alças de tamanho maior que 2 envolve os seguintes passos:
(a) escolher arbitrariamente um vértice de grau 2 (vértice em cinza escuro) e adicioná-lo
a uma lista; (b) ir até os seus vizinhos e também adicioná-los a essa lista se eles tiverem
grau 2; (c) continuar com os próximos vizinhos, excluindo os que já foram visitados, e
adicioná-los se eles também tiverem grau 2; e (d) parar de adicionar vértices quando
encontrar dois vértices com grau maior que 2. No caso ilustrado, o tamanho da alça é
6. O mesmo procedimento pode ser utilizado para encontrar caudas e cordões, mas, pelo
menos, uma das extremidades precisa ter grau igual a 1. Figura adaptada de [4].

acordo com o grau dos vértices nas extremidades, as cadeias de vértices da lista L podem ser

classificadas em cordões (as duas extremidades têm grau 1), caudas (uma das extremidades tem

grau 1 e a outra grau maior que 2), alças (as duas extremidades têm grau maior que 2) e anéis

(se as extremidades forem o mesmo vértice).

A segunda etapa, necessária para encontrar as cadeias de tamanho unitário, está esquema-

tizada no algoritmo 2. Os resultados desse algoritmo: C1, T1 e H1 contém todas os cordões,

caudas e alças de tamanho unitário da rede analisada.

5.2.2 Previsão teórica

Seja NC , NT , NH , e NR o número total de cordões, de caudas, de alças e de anéis, respec-

tivamente, e N(k) o número de vértices com grau k, as seguintes expressões são obtidas:

N(1) = 2NC + NT , (5.2)
∑

k>2

kN(k) = 2NH + NT . (5.3)
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Entrada: Rede complexa R
Saída: Lista L contendo todas as cadeias de vértices maiores ou iguais a 2
Calcule o grau de todos os vértices de R e os guarde em uma lista K
Encontre os vértices i tais que ki = 2, ki ∈ K, e os guarde em uma pilha Q2

para todo elemento de Q2 faça
Remova o primeiro elemento de Q2 e insira seu primeiro vizinho, em seguida
ele mesmo, e depois o segundo vizinho em uma fila P , mantendo essa ordem
enquanto primeiro e último elementos de P não tiverem grau igual a 2 ou
não forem o mesmo vértice faça

se primeiro elemento de P tiver grau 2 então
Seja A e B os vizinhos do primeiro elemento de P
se A /∈ P então

Inclua A na primeira posição de P
se A ∈ Q2 então

Remova A de Q2

fim
fim
senão

Inclua B na primeira posição de P
se B ∈ Q2 então

Remova B de Q2

fim
fim

fim
se último elemento de P tiver grau 2 então

Seja C e D os vizinhos do último elemento de P
se C /∈ P então

Inclua C na última posição de P
se C ∈ Q2 então

Remova C de Q2

fim
fim
senão

Inclua D na última posição de P
se D ∈ Q2 então

Remova D de Q2

fim
fim

fim
fim
Insira P em uma lista L e apague P

fim

Algoritmo 1: Algoritmo para encontrar cadeias de vértices maiores ou iguais a 2.

Para calcular o número de vértices com grau 2, são introduzidas as seguintes notações:

NC(m) para o número de cordões de tamanho m e similarmente NT (m) para caudas, NH(m)

para alças e NR(m) para anéis. Cada cadeia de vértices de tamanho m tem m − 1 vértices de
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Entrada: Rede complexa G, lista K do grau dos vértices e lista L com as cadeias
de vértices de tamanho maior ou igual a 2

Saída: Lista de cordões C1, caudas T1 e alças H1 de tamanho 1
Encontre todos os vértices de grau igual a 1 e guarde em uma pilha Q1 somente
aqueles que não estão em L
para todo elemento de Q1 faça

Remova o primeiro elemento A de Q1 e o insira em uma fila P1

se o vizinho de A também tiver grau 1 então
Remova-o de Q1, insira-o em P1 e insira P1 em uma lista C1

fim
senão

Insira-o em P1 e insira P1 na lista T1

fim
Apague P1

fim
Inclua todos os pares de vértices conectados que não estão em L, C1 ou T1 na lista
H1

Algoritmo 2: Algoritmo para encontrar alças, caudas e cordões de tamanho unitário.

grau 2 enquanto que cada anel tem m vértices de grau 2. Portanto,

N(2) =
∞∑

m=1

[mNR(m) + (m− 1) (NC(m) + NH(m) + NT (m))] (5.4)

Sabendo as correlações de grau de uma rede, P (k, k′), as distribuições de grau P (k) e a

condicional P (k′|k) (i.e. a probabilidade de que um vizinho de um vértice com grau k tenha

grau k′) podem ser calculadas como:

P (k) =

∑
k′ P (k, k′)/k∑

k′,k′′ P (k′, k′′)/k′
, (5.5)

P (k′|k) =
〈k〉P (k, k′)

kP (k)
, (5.6)

onde 〈k〉 =
∑

k kP (k) é o grau médio da rede.

5.2.2.1 Anéis

Um anel de tamanho m é formado por apenas vértices com grau 2. A probabilidade de

transição entre os seus vértices, exceto entre o último e o primeiro que fecham o anel, é igual
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a P (2|2). Para fechar o anel, o último vértice tem que se conectar com um vértice de grau 2,

cuja probabilidade é a mesma que nos outros casos, e este vértice tem que ser exatamente o

primeiro. A probabilidade disso acontecer é 1/NP (2). Se todos os vértices forem considerados

como início, cada anel será contado m vezes, e, portanto:

NR(m) =
1

m
P (2|2)m. (5.7)

Tal expressão é válida apenas quando m é pequeno e N é grande de maneira que os vértices

incluídos nos anéis não alterem significativamente as probabilidades condicionais. Esta aproxi-

mação será utilizadas nas análises seguintes. Repare que tal expressão resulta em valores muitos

pequenos, que, na maioria dos casos, podem ser ignorados.

5.2.2.2 Cordões

Cordões são cadeias de vértices que começam e terminam com vértices de grau unitário,

podendo ou não ter vértices no meio. O número de cordões de tamanho m é dado pela expres-

são:

NC(m) =





1
2
NP (1)P (1|1) if m = 1,

1
2
NP (1)P (2|1)P (2|2)m−2P (1|2) if m > 1.

(5.8)

5.2.2.3 Caudas

A cauda é como um cordão, mas o vértice de uma de suas extremidades tem grau maior que

2. Similarmente ao cálculo dos cordões, o número de caudas de tamanho m é dado por:

NT (m) =





NP (1)P (> 2|1) if m = 1,

NP (1)P (2|1)P (2|2)m−2P (> 2|2) if m > 1,
(5.9)

onde P (> 2|k) =
∑

k′>2 P (k′|k).

5.2.2.4 Alças

As alças são cadeias de vértices que começam e terminam em vértices com grau maior

que 2, podendo ou não ter vértices no meio. Começando em um dos NP (k) vértices de grau

k > 2, há k possibilidades de seguir uma cadeia, cada uma sendo uma seqüência de vértices
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de grau 2, até chegar em um vértice de grau k′ > 2. Alças de tamanho unitário são dadas

por NkP (k)P (> 2|k) e as alças de tamanho m > 1, por NkP (k)P (2|k)P (2|2)m−2P (> 2|2).

Somando para todos os valores de k > 2, usando
∑

k kP (k)P (k′|k) = k′P (k′), que pode

ser deduzida das expressões (5.5) e (5.6), e considerando que cada alça é contada duas vezes

quando todos os vértices com grau maior do que 2 são levados em conta, o número de alças de

tamanho m é dado por:

NH(m) =





1
2N {〈k〉 − P (1)[2− P (1|1)− P (2|1)]− P (2)[4− P (1|2)− P (2|2)]} if m = 1,

1
2N [2P (2)− P (1)P (2|1)− 2P (2)P (2|2)]P (2|2)m−2P (> 2|2) if m > 1.

(5.10)

Juntando as Equações (5.8), (5.9), e (5.10), a seguinte expressão é obtida:

∞∑
m=1

[(m− 1) (NC(m) + NH(m) + NT (m))] = N(2).

Note que o número de anéis não aparece nesta expressão, em contraste com a Equação (5.4),

pois foi ignorado o fato de que a presença de anéis na rede diminui o número de cadeias no to-

tal. Entretanto, esse efeito pode ser ignorado em redes grandes, validando a aproximação. Note

também que o tamanho das cadeias são proporcionais a P (2|2)m. Por causa disso, cadeias gran-

des de vértices devem ser exponencialmente raras, a menos que sejam favorecidas de alguma

forma, como no processo de evolução da rede.

5.2.3 Análise teórica para redes não correlacionadas

No caso de redes sem correlação de grau, a distribuição P (k, k′) pode ser expressa como:

P (k, k′) =
kP (k)k′P (k′)

〈k〉2 , (5.11)

enquanto que a probabilidade condicional simplificada a:

P (k′|k) =
k′P (k′)
〈k〉 . (5.12)

Com a última expressão, obtêm-se para redes sem correlação de grau, as relações:

NR(m) =
1

m

[
2P (2)

〈k〉
]m

(5.13)
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NC(m) =
2m−2NP (1)2P (2)m−1

〈k〉m (5.14)

NT (m) = NP (1)

[
2P (2)

〈k〉
]m−1

α (5.15)

NH(m) =
N〈k〉

2

[
2P (2)

〈k〉
]m−1

α2. (5.16)

onde α =
[
1− P (1)

〈k〉 − 2P (2)
〈k〉

]
.

5.2.3.1 Redes aleatórias de Erdős e Rényi

Este tipo de rede não possui correlação de grau e tem distribuição de graus dada por:

P (k) =
e−〈k〉〈k〉k

k!
. (5.17)

Utilizando esta expressão nas Equações (5.13), (5.14), (5.15) e (5.16), obtêm-se, respectiva-

mente, para o número de anéis, de cordões, de caudas e de alças:

NR(m) =
〈k〉me−m〈k〉

m
(5.18)

NC(m) =
N

2
〈k〉me−(m+1)〈k〉 (5.19)

NT (m) = N〈k〉me−(m+1)〈k〉ε (5.20)

NH(m) =
N

2
〈k〉me−(m+1)〈k〉ε2 (5.21)

onde ε =
(
e〈k〉 − 〈k〉 − 1

)
. A comparação dos resultados analíticos com os simulados para

redes aleatórias de Erdős e Rényi com N = 106 vértices e 〈k〉 = 1.95 pode ser visualizada

na Figura 21. Foram geradas 1000 redes desse modelo para calcular as médias e os desvios

padrões. A Figura 21 não mostra nenhum resultado para os anéis, porque eles não foram en-

contrados.

Os resultados apresentados nesta seção serviram apenas para validar a teoria para este mo-

delo teórico. Nas próximas seções, a teoria será investigada em redes do mundo real.
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Figura 21: Número de cordões (a), caudas (b) e alças (c) de diferentes tamanhos em
redes geradas pelo modelo aleatório de Erdős e Rényi. Os pontos representam médias dos
valores medidos para 1000 realizações e as barras de erros são os correspondentes desvios
padrões. Os valores analíticos são as retas. Note que o aumento abrupto da largura das
barras de erro é uma conseqüência da escala logarítmica..

5.2.4 Análise de redes reais

As redes reais foram analisadas de duas formas: uma através da comparação dos valores

obtidos para essas redes com modelos nulos (gerados a partir do processo de reconexão, como

descrito na Seção 5.1.2) e outra através da comparação com a teoria proposta na Seção 5.2.2.

No primeiro caso, foi utilizado o mesmo procedimento para análise das árvores de borda

nas redes consideradas. Para cada rede real, foi gerado um conjunto de 1000 redes aleatórias

pelo processo de reconexão e a quantidade de cordões, caudas e alças obtidas para a rede con-

siderada foi comparada com a de suas redes aleatórias através do “Z-score”, Equação (5.1).

Neste caso, XReal é o número de cordões, caudas ou alças da rede original analisada com um

tamanho específico e 〈X〉 e σ são, respectivamente, a média e o desvio padrão dos valores

correspondentes das suas versões aleatórias. Um valor nulo do “Z-score” indica que não há

diferença estatística entre o número de cordões, caudas ou alças da rede considerada e de suas

versões randomizadas. Os valores de “Z-score” podem ser visualizados na Figura 22. Valor de

“Z-score” acima ou abaixo de 0 indica a rede real possui mais cadeias de vértices ou menos que

suas versões aleatórias. Os casos em que os valores de “Z-score” não são definidos (σ = 0) são

desconsiderados.

A maioria dos resultados apresentados na Figura 22 pode ser explicada pelo fato de que o

processo de reconexão tende a uniformizar a distribuição dos tamanhos de cordões, caudas e
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Figura 22: Valores de “Z-score” do número de cordões, de caudas e de alças para cada
comprimento. O número de redes aleatórias geradas foi de 1000 para todas as redes
consideradas, exceto para a rede WWW que foi 100 (devido ao tamanho desta rede).
Figura extraída de [4].

alças. Desta forma, o excesso de uma dessas estruturas nas redes reais tenderá a diminuir nas

suas versões aleatórias. Por exemplo, se uma rede possui várias alças grandes, as suas versões

aleatórias apresentarão poucas dessas estruturas, mas várias pequenas. As próximas discussões

não levarão em conta a forma das distribuições de cadeias de vértices, mas sim apenas alguns

resultados mais relevantes.

No caso das redes de colaboração, existe uma quantidade grande de cordões. Estes resul-

tados são conseqüência do fato de haver pesquisadores que publicaram artigos com apenas um,

dois ou três outros autores. Isto corresponde ao caso em que estes pesquisadores são de outras

áreas não incluídas na rede analisada e, portanto, não têm conexões com o restante da rede. Se

outras áreas de pesquisa fossem adicionadas à rede analisada, provavelmente o resultado seria

diferente. Isto leva a concluir que a presença de cordões nessas redes é resultado da falta de
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dados, ou seja, incompleteza da rede analisada.

As redes de informação não apresentam um padrão bem definido como ocorre com as redes

de colaboração. A rede de dicionário Roget é diferente das demais, porém seus resultados

não são muito expressivos para serem discutidos. Importante notar que nas redes Wordnet e

WWW, há um quantidade grande de caudas de tamanho unitário. No caso da Wordnet, que é

uma rede de palavras, isso acontece por causa das palavras específicas que só possuem ligação

com palavras mais gerais, e estas possuem conexões entre si. Já no caso da rede WWW, essa

estrutura é uma conseqüência de existir páginas mais específicas dentro da teia mundial. Além

dessas caudas pequenas, a rede WWW possui caudas e alças longas. Esse resultado pode estar

relacionado com a maneira como tal rede foi obtida, que foi através de um web crawler [29],

um programa para captura de páginas e dos links entre elas. À medida que as páginas são

visitadas por por este programa, o caminho que ele percorre pode originar cadeias de vértices.

Se o programa não for executado durante um período suficientemente grande, longas cadeias

de vértices podem aparecer. Portanto, a presença de caudas e alças longas nessas redes pode ter

sido causada pela maneira como a rede WWW foi obtida, logo, ela pode estar incompleta (ver

discussão de incompleteza na Seção 5.2.5). Além disso, pelo mesmo motivo, a rede WWW não

possui componentes isolados, logo ela não possui cordões.

As redes de adjacência de palavras em livros apresentou um padrão de cadeias de vértices

bem definido: nenhum cordão de qualquer tamanho, a mesma quantidade de caudas de tamanho

1, 2 e 3 que as respectivas versões aleatórias e muita alças de tamanho 1, 3, 4 e 5. Como essas

redes possuem muitas alças longas, o processo de reconexão quebra essas estruturas em partes

menores dando origem às alças de tamanho 2. Por causa do aumento de alças de tamanho 2 nas

redes aleatórias, muitos vértices que participavam de alças de tamanho unitário são utilizadas na

alças de tamanho 2. Isto explica porque as redes reais de livros possuem mais alças de tamanho

unitário que suas respectivas versões aleatórias. Já as alças longas são uma conseqüência direta

do método seqüencial de captura das palavras e de suas conexões.

Os únicos resultados interessantes com relação às redes tecnológicas são os obtidos para

a rede de transmissão de energia elétrica. Esta rede apresenta uma quantidade relativamente
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grande de caudas de tamanho 1 e de alças de tamanho 11. Enquanto o primeiro resultado

parece estar relacionado ao fato de que novos vértices necessários para cobrir uma nova região

tendem a se conectar com o mais próximo vértice, o segundo pode ter sido originado devido

às restrições geográficas, (e.g. os vértices da rede de transmissão podem ter sido colocados em

pontos estratégicos de forma a contornar uma montanha ou um lago).

Os resultados para as redes biológicas não foram muito expressivos, porém a rede de in-

teração de proteína de S. cerevisiae merece atenção, pois possui uma quantidade relativamente

grande de cordões de tamanhos 1 e 2. A presença de cordões pequenos nesta rede é uma con-

seqüência de cadeias isoladas de proteínas, que só possuem interações com um número pequeno

de outras proteínas. A falta de conexões entre as proteínas presentes nos cordões e as outras

pode ter sido originada por não considerar outras interações de proteínas [20]. Portanto, esta

rede também pode estar incompleta.

A segunda forma de análise das cadeias de vértices foi realizada com a comparação da

previsão teórica apresentada na Seção 5.2.2 com os valores obtidos para as redes consideradas.

Para cada rede analisada, foi obtida a respectiva correlação de graus e o número esperado de

cordões, caudas e alças foi calculado usando, respectivamente, as Equações (5.8), (5.9) e (5.10).

O número de anéis foi desconsiderado por causa da baixa probabilidade de ocorrerem em redes

reais. Os resultados dessa comparação são mostrados na Figura 23. Os casos não mostrados são

aqueles que tiveram menos de dois pontos para serem mostrados. Devido à baixa probabilidade

de encontrar cordões nas redes analisada, apenas três tiveram dados para serem mostrados na

Figura 23(a): as redes de colaboração da matéria condensada e da física de alta energia e a

Wordnet. As previsões teóricas para o número de cordões não corresponderam aos valores

observados para essas redes, exceto para a Wordnet. Uma situação oposta foi observada para o

número de caudas e alças, indicados, respectivamente, pelas Figuras 23 (b) e (c). No entanto,

há mais caudas e alças grandes nas redes analisadas do que a teoria prevê, exceto nas redes de

colaboração de astrofísica, matéria condensada e física de alta energia.

Apesar da diferença entre o número de cordões, caudas e alças pequenas observadas para

as redes reais e os valores obtidos para as respectivas versões aleatórias (veja Figura 22) ser
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Figura 23: Número de cordões (a), de caudas (b) e alças (c) para as redes reais analisadas.
Pontos correspondem aos valores das redes consideradas e as linhas contínuas, às predições
teóricas. Figura extraída de [4].

muito grande em alguns casos, a previsão teórica foi relativamente precisa para muitos casos,

exceto para rede de colaboração de astrofísica (alças), rede de colaboração de física de alta

energia (cordões, caudas e alças), WWW (caudas e alças), o livro “On the oririn of species”

(alças) e rede de transmissão elétrica (alças) (veja Figura 23). Isso mostra que nessas exceções,

os resultados obtidos na Figura 22 não são mera conseqüência da correlação de grau, mas sim
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houve algum favorecimento no processo de construção das redes correspondentes. Os casos

em que o número de cadeias grandes de vértices (cordões, caudas ou alças) é maior que o

valor previsto pela teoria, também é maior do que o valor encontrado para as versões aleatórias.

Exemplos incluem: alças e caudas para WWW e para a rede de transmissão de energia elétrica.

5.2.5 Amostragem por caminhada aleatória

A fim de verificar se redes incompletas apresentam caudas e alças grandes, foram obtidas

amostras de rede de dois modelos teóricos através de caminhadas aleatórias [111, 17], e as

distribuições dessas estruturas nessas redes foram analisadas. Os modelos escolhidos foram: o

aleatório de Erdős e Rényi (ER) e o de livre de escala de Barabási e Albert (BA) com 105 vértices

e grau médio 6. A escolha por caminhada aleatória ocorreu por causa de sua simplicidade e por

não requerer qualquer restrição. Além disso, imagina-se que as amostragens de redes reais são

realizadas por processos semelhantes às buscas por rotas entre dois vértices como aconteceu

com a Internet através do comando traceroute [20]. A rede resultante da amostragem é

dada pela seqüência de vértices e arestas capturadas no caminho da caminhada aleatória. Os

resultados desta análise podem ser visualizados na Figura 24. Cada ponto da grade é uma média

dos valores de 1000 realizações para cada comprimento da caminhada aleatória.

Os resultados são muito semelhantes para os dois modelos, exceto quando a caminhada é

muito grande (em torno de 107) e o número de caudas das redes amostradas do modelo BA tende

a 0. Isso ocorre porque a rede original de BA com grau médio 6 não possui caudas de qualquer

tamanho e alças maiores que 2. O mesmo efeito não é observado para as redes amostradas do

modelo ER pois a rede original apresenta uma quantidade significativa de caudas de tamanhos

1 e 2 (137 caudas de tamanho 1 e 2 de tamanho 2).

Pode ser concluído ainda através da Figura 24 que existem muitas caudas e alças nas redes

amostradas quando o comprimento das caminhadas é pequeno, sendo que uma boa parte delas

são grandes, especialmente as alças. À medida que é aumentado o comprimento das caminhadas

a quantidade destas estruturas diminui, devido ao aumento da probabilidade de quebrar caudas

e alças grandes em partes menores. Quanto maior ainda for o tamanho dessas caminhadas (da



5.2 Cadeias de vértices 93

10
0

10
1

10
2

10
3

N
úm

er
o 

de
 o

co
rr

ên
ci

as

0

6

12

18
Tamanho da cauda

10
3

10
4

10
5

10
6

10
7

10
8

Comprimento da caminhada aleatória

(a)

10
0

10
5

N
úm

er
o 

de
 o

co
rr

ên
ci

as

0
5

10
15

20
25

30
Tamanho da alça

10
3

10
4

10
5

10
6

10
7

10
8

Comprimento da caminhada aleatória

(b)

10
0

10
1

10
2

10
3

N
úm

er
o 

de
 o

co
rr

ên
ci

as

0
2

4
6

8
10

12
Tamanho da cauda

10
3

10
4

10
5

10
6

10
7

10
8

Comprimento da caminhada aleatória

(c)

10
0

10
5

N
úm

er
o 

de
 o

co
rr

ên
ci

as

0
5

10
15

20
25

30
Tamanho da alça

10
3

10
4

10
5

10
6

10
7

10
8

Comprimento da caminhada aleatória

(d)

Figura 24: Número de caudas e de alças de diferentes tamanhos no modelo de Erdős e
Rényi (a) e (b), respectivamente. Número de caudas e de alças no modelo de livre de
escala de Barabási e Albert (c) e (d), respectivamente. Cada ponto da malha do gráfico
corresponde ao valor médio de 1 000 realizações para cada comprimento da caminhada
aleatória. Figura extraída de [4].

ordem de 106 a 107), a chance de encontrar essas estruturas tende a 0, exceto quando estiver

presente na rede original. A partir de um certo valor para o tamanho da caminhada aleatória

(nestes casos foi da ordem de 107), a rede original é obtida e suas propriedades recuperadas.

Através dessa análise, conclui-se que redes amostradas tendem a apresentar esse tipo de

estruturas, e que, se for por caminhada aleatória, quanto menor for o tamanho da caminhada,

maior é a chance de ser encontradas caudas e alças. Desta forma, redes amostradas por métodos

como esse apresentam caudas e alças, porém redes com esse tipo de estrutura não necessaria-

mente são incompletas, pois esta estrutura pode estar relacionada com a sua evolução particular.
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6 Sensibilidade de medidas

Nos Capítulos 3 e 4, foi mostrado como redes complexas podem ser caracterizadas e classi-

ficadas em termos de medidas. Se forem utilizadas várias medidas pouco correlacionadas entre

si, mais precisa é a representação de uma dada rede complexa e, portanto, melhor é a sua carac-

terização. Situação semelhante ocorre com a classificação de redes, já que mais atributos pouco

correlacionados contribuem para uma melhor separação dos modelos teóricos, permitindo uma

identificação mais precisa da rede analisada. Entretanto, quando não há certeza sobre os dados

utilizados para construir as redes do mundo real (seja por falta de dados ou por amostragens

incompletas), tanto a caracterização quando a classificação ficam comprometidas. Desta forma,

é muito importante saber quais medidas são mais apropriadas a tratar redes com esse tipo de

problema1 de forma a minimizar o erro de caracterização e classificação de redes reais. Neste

capítulo, será apresentada uma metodologia para testar a sensibilidade de algumas medidas de

redes complexas frente a perturbações nas arestas, tais como: adição, remoção e reconexão ale-

atória de arestas [4]. Além disso, as medidas serão classificadas conforme o grau de robustez

em relação a esse tipo de perturbação e o quanto elas são eficientes para discriminar as redes

analisadas.

6.1 Tipos de perturbação

Basicamente, há duas formas de perturbar redes: a primeira corresponde a remover ou

adicionar vértices e a segunda, a remover, adicionar ou reconectar arestas. No primeiro caso,

porém, é difícil desenvolver um método para adição de vértices, pois não se sabe, a priori, o

1Note que a maioria das redes do mundo real utilizadas atualmente não estão completas, conforme
discutido no Capítulo 1.
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mecanismo de formação das redes. Desta forma, somente a perturbação de arestas será coberta

aqui. Os três tipos básicos de perturbação de arestas são:

• Remoção de arestas: arestas são selecionadas aleatoriamente e removidas da rede;

• Adição de arestas: dois vértices são escolhidos aleatoriamente, e, se não estiverem co-

nectados, uma aresta é estabelecida entre eles;

• Reconexão de arestas: duas arestas são escolhidas aleatoriamente e, se a troca de ex-

tremidades não originar auto e multi-arestas, têm suas extremidades trocadas. Este tipo

de perturbação corresponde ao método de reconexão (conhecido como rewiring) em que

redes aleatórias são obtidas enquanto a distribuição de graus da rede original é mantida

(e.g. [117]).

Nas análises seguintes, também foi considerado uma combinação aleatória de tais tipos de per-

turbações. Todas as perturbações consideradas variaram de 0 a 10% do número total de arestas

da rede analisada. No caso da reconexão de arestas, como cada troca de arestas corresponde à

perturbação de duas arestas por vez, o número total de passos necessários para completar 10%

do número total de arestas da rede foi metade em relação aos outros dois tipos de perturbação.

6.2 Análise em modelos teóricos e redes reais

As perturbações descritas acima foram realizadas tanto em redes de modelos teóricos como

em redes do mundo real. Nesta análise, foram considerados quatro modelos: aleatório de Erdős

e Rényi, de mundo pequeno de Watts e Strogatz, livre de escala de Barabási e Albert e geo-

gráfico de Waxman (maiores detalhes destes modelos podem ser encontrados na Seção 2.4);

e cinco redes reais: rede de emails da Universidade de Rovira i Virgili (Tarragona), rede de

aeroportos dos Estados Unidos, rede de transmissão elétrica dos estados ocidentais dos Estados

Unidos, rede neural do Caernohabditis elegans e a rede de interação de proteínas do Saccha-

romyces cerevisiae (a descrição destas redes está na Seção 2.3). No caso dos modelos teóricos,

os parâmetros utilizados foram: N = 2000 vértices, grau médio 6 e probabilidade de recone-

xão das arestas 0.3 para o modelo de mundo pequeno de Watts e Strogatz. Maiores detalhes
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Tabela 5: Propriedades topológicas das redes consideradas antes das perturbações, onde
N é o número de vértices; 〈k〉, o grau médio; 〈hk2〉, grau hierárquico médio de nível 2; r,
coeficiente de assortatividade; C, coeficiente de aglomeração médio; 〈hc2〉, coeficiente de
aglomeração hierárquico médio de nível 2; 〈dr2〉, razão de divergência média de nível 2; `,
caminho mínimo médio; 〈B〉, grau de intermediação médio; CPD , ponto de dominância
central; ER, modelo aleatório de Erdős e Rényi; WS, modelo de mundo pequeno de Watts
e Strogatz com probabilidade de reconexão 0.3; BA, modelo livre de escala de Barabási e
Albert; e GW, modelo geográfico de Waxman. Tabela extraída de [5].
Redes consideradas N 〈k〉 〈hk2〉 r C 〈hc2〉 dr2 ` B CPD
ER 2000 6.0 208 -0.02 0.003 0.003 0.99 4.2 1.7 10−3 0.008
WS 2000 6.0 97 -0.04 0.213 0.037 0.88 4.9 2.1 10−3 0.007
BA 2000 6.0 831 -0.05 0.017 0.012 0.98 3.5 1.4 10−3 0.145
GW 2000 6.0 91 0.20 0.151 0.079 0.81 7.8 4.3 10−3 0.080
Email 1133 9.6 934 0.08 0.220 0.078 0.80 3.3 2.3 10−3 0.037
Aeroportos 332 12.8 449 -0.21 0.625 0.176 0.61 2.5 5.2 10−3 0.202
Transmissão elétrica 4941 2.7 13 0.00 0.080 0.062 0.97 15.9 3.6 10−3 0.285
Rede neural 297 14.5 618 -0.16 0.292 0.072 0.58 2.2 4.9 10−3 0.299
Interação de proteínas 4134 4.2 498 -0.13 0.082 0.033 0.93 4.8 0.8 10−3 0.173

sobre as propriedades das redes analisadas estão na Tabela 5. A análise da perturbação em tais

redes não levou em conta nem o peso nem a direção das arestas, logo as redes reais dirigidas

foram transformadas nas suas respectivas versões não-dirigidas pela operação de simetrização,

descrita na Seção 2.2 (esta transformação equivale a ignorar a direção dos arcos) e as redes

reais com peso, nas correspondentes versões sem peso, pela operação de limiarização, também

descrita na Seção 2.2, cujo limiar utilizado foi o menor peso encontrado nos arcos da referida

rede (esta operação corresponde a ignorar o peso dos arcos). Note que os modelos teóricos não

precisam de tais operações, pois já são não-dirigidos e sem peso.

As perturbações foram realizadas de 0.2% até 10% do número total de arestas de cada rede

em passos de 0.2%. No total, um conjunto de 50 redes perturbadas para cada um desses passos

foi obtida assim como as suas respectivas medidas. As trajetórias definidas pela evolução das

perturbações podem ser visualizadas no topo de cada sub-figura (que corresponde a uma me-

dida) das Figuras 25 e 26. Para cada medida, um conjunto de nove gráficos foi obtido, sendo

que a primeira linha corresponde aos valores absolutos (média das 50 redes geradas em cada

passo de perturbação); a segunda linha é a correspondente variação da primeira linha em relação

ao valor original (sem perturbação); e a terceira linha corresponde às projeções dos componen-

tes principais obtidas por PCA (como essas projeções foram obtidas será descrito abaixo). As



98 6 Sensibilidade de medidas

Tabela 6: Média e desvio padrão (número em parênteses) da porcentagem de variação de
cada medida para os modelos teóricos e para 10% de arestas perturbadas. Os símbolos e
os acrônimos são os mesmos da Tabela 5. Tabela extraída de [5].
Medida Adição Reconexão Remoção Todas
〈hk2〉 41.8 (24.6) 13.4 (17.2) 23.3 (3.3) 11.5 (12.6)
r 36.2 (33.5) 10.2 (5.6) 11.6 (8.6) 14.9 (16.8)
C 13.4 (3.6) 14.2 (13.4) 10.1 (1.9) 10.8 (10.8)
〈hc2〉 19.6 (14.4) 18.4 (17.2) 6.4 (2.4) 14.6 (13.6)
〈dr2〉 1.8 (2.0) 2.7 (3.3) 1.4 (1.6) 2.2 (2.6)
` 13.3 (16.7) 9.5 (16.9) 5.4 (0.6) 9.1 (15.9)
〈B〉 17.7 (23.1) 13.4 (23.8) 6.3 (1.2) 12.9 (22.8)
CPD 26.0 (39.0) 23.4 (39.8) 14.3 (8.5) 22.4 (38.4)

colunas para cada medida correspondem aos tipos de perturbações (adição, remoção, reconexão

ou a combinação aleatória das três).

As projeções dos componentes principais via PCA (Seção 4.1.1) foram obtidas da seguinte

forma: cada passo de perturbação corresponde a uma variável do vetor de atributos e todas

as redes perturbadas como pertencentes ao conjunto de amostras. No total foram geradas 200

redes de modelos teóricos (50 de cada modelo considerado) e 250 das redes reais (50 de cada

rede real). Como as perturbações variaram de 0.2% até 10% em passos de 0.2%, ao todo foram

obtidas 50 variáveis. Os gráficos de PCA (parte inferior de cada sub-figura das Figuras 25 e 26)

indicam, portanto, as projeções que correspondem aos eixos de maiores variações (dois primei-

ros autovalores). A metodologia de redução de dimensionalidade via PCA foi usada porque

ela permite observar os efeitos das perturbações após eliminar as correlações entre as variá-

veis. Através das projeções obtidas via PCA, é possível identificar as medidas que discriminam

melhor as categorias de redes analisadas.

As variações das medidas apresentadas nas Figuras 25 e 26 estão resumidas nas Tabelas 6

e 7, que mostram as médias e os desvios padrões da porcentagem de variação de todas as

medidas no final de cada perturbação (que corresponde a 10% do total do número de arestas de

cada rede) para todos os modelos teóricos (Tabela 6) e para todas redes reais (Tabela 7).

A análise dos resultados apresentados nas Figuras 25 e 26 e nas Tabelas 6 e 7 levam as

seguintes conclusões:
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Tabela 7: Média e desvio padrão (número em parênteses) da porcentagem de variação de
cada medida para as redes reais e para 10% de arestas perturbadas. Os símbolos são os
mesmos da Tabela 5. Tabela extraída de [5].
Medida Adição Reconexão Remoção Todas
〈hk2〉 23.3 (12.8) 12.4 (5.0) 15.2 (9.7) 8.6 (3.2)
r 23.8 (13.3) 21.7 (24.7) 8.0 (16.7) 4.4 (2.8)
C 16.9 (5.5) 21.5 (3.7) 13.7 (2.9) 19.5 (2.8)
〈hc2〉 16.1 (9.8) 15.1 (10.9) 8.5 (5.6) 14.3 (9.0)
〈dr2〉 2.1 (1.3) 2.0 (1.5) 3.4 (2.1) 1.3 (1.3)
` 11.9 (16.8) 8.7 (14.5) 11.4 (10.2) 7.3 (13.7)
〈B〉 15.1 (19.9) 12.0 (17.9) 2.3 (2.3) 11.3 (18.0)
CPD 27.5 (34.4) 23.0 (33.3) 6.2 (2.5) 22.6 (33.1)

• A variação relativa das medidas é, em geral, muito maior que a porcentagem da variação

de arestas para todas redes e em qualquer tipo de perturbação realizada. Desta forma,

conclui-se que a maioria das medidas analisadas são sensíveis a pequenas perturbações

na conexão das redes.

• Dentre os três tipos de perturbação (incluindo também a combinação aleatória das três), a

remoção de arestas foi a que apresentou as menores variações nas medidas tanto para os

modelos teóricos quanto para as redes reais (ver Tabelas 6 e 7). Uma conclusão imediata

desse resultado é que arestas incertas não devem ser incluídas na rede, pois adicionar

arestas inexistentes implica em maiores variações nas medidas do que a remoção de uma

existente.

• Redes geográficas, como por exemplo: o modelo de Waxman e a rede de transmissão

elétrica, apresentaram grandes variações nas medidas relacionadas à distância quando a

perturbação empregada foi a adição ou reconexão de arestas (ver Tabelas 6 e 7). Esse

resultado é uma conseqüência de que a adição ou remoção aleatória de arestas tende a co-

nectar vértices cujas distâncias geodésicas sejam grandes2, reduzindo o caminho mínimo

entre eles e afetando as outras medidas relacionadas à distância.

Além dessas conclusões, também é possível inferir a partir dos resultados apresentados nas

Figuras 25 e 26 e nas Tabelas 6 e 7 quais medidas são mais estáveis às perturbações (i.e. pouca

2Neste caso, as distâncias espaciais também devem ser grandes, mas não são consideradas aqui pois
toda análise de perturbação não leva em conta a distância espacial entre os vértices.
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variação) enquanto capazes de discriminar eficientemente modelos teóricos e redes reais (i.e.

não sobreposição dos modelos teóricos ou das redes reais no espaço definido pelas projeções

dos componentes principais obtidos no PCA). Segundo estes critérios, as melhores medidas para

análise de redes com problemas de amostragem são, em ordem de melhor para pior: razão de

divergência de nível 2, caminho mínimo médio, ponto de intermediação médio e coeficiente de

aglomeração hierárquico médio de nível 2. Por haver sobreposição entre modelos ou entre redes

reais, as demais medidas não foram consideradas nesta classificação. Interessante notar que as

melhores medidas são aquelas que levam em conta porções maiores da rede, como a razão de

divergência e o caminho mínimo médio de forma a não ser muito afetadas pelas alterações locais

da conectividade dos vértices. Convém mencionar ainda que a razão de divergência média de

nível 2, além de permitir boa discriminação entre os modelos e entre as redes reais, apresentou

variação menor do que a de arestas nas redes analisadas.

6.3 Principais conclusões

A análise da sensibilidade das medidas topológicas de redes complexas realizada neste

capítulo indicou que pequenas variações na conectividade dos vértices podem causar grandes

variações nas medidas. Desta forma, ao analisar redes com problemas de amostragem, é ne-

cessário tomar cuidado com as medidas a serem utilizadas, pois podem não condizer com os

sistemas caracterizados por elas. A melhor solução para este problema seria obter amostragens

mais precisas, mas se não for possível, o melhor é escolher medidas que ofereçam maior ro-

bustez a perturbações, de preferência aquelas que utilizem parcelas maiores da vizinhança de

cada vértice, como por exemplo: razão de divergência média de nível 2. Uma maneira simples,

porém, de reduzir o erro na construção das redes é evitar que arestas incertas sejam adicionadas,

pois não afetam tanto as medidas, conforme indicam os resultados da seção anterior.
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(a) Grau hierárquico médio de nível 2 (b) Coeficiente de assortatividade

(c) Coeficiente de aglomeração médio (d) Coeficiente de aglomeração hierárquico médio
de nível 2

(e) Razão de divergência média de nível 2 (f) Caminho mínimo médio

(g) Grau de intermediação médio (h) Ponto de dominância central

Figura 25: Perturbações das medidas acima para os modelos: aleatório de Erdős e Rényi
(♦), de mundo pequeno de Watts e Strogatz (4); livre de escala de Barabási e Albert (©)
e geográfico de Waxman (¤). Para as duas primeiras linhas, o eixo x é a porcentagem de
arestas adicionadas, removidas ou reconectadas.
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(a) Grau hierárquico médio de nível 2 (b) Coeficiente de assortatividade

(c) Coeficiente de aglomeração médio (d) Coeficiente de aglomeração hierárquico médio
de nível 2

(e) Razão de divergência média de nível 2 (f) Caminho mínimo médio

(g) Grau de intermediação médio (h) Ponto de dominância central

Figura 26: Perturbações das medidas acima para as redes reais: email (♦), aeroportos
dos Estados Unidos (4), sistema de transmissão elétrica (©), rede neural (¤), e interação
de proteínas (5). Para as duas primeiras linhas, o eixo x é a porcentagem de arestas
adicionadas, removidas ou reconectadas.
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7 Conclusões e perspectivas

Muitas das redes estudadas têm problemas de amostragem como já foram identificados em

várias análises realizadas em redes reais, tais como Internet [21], WWW [19], redes de interação

de proteínas [20] e redes sociais [22]. Problemas na amostragem incluem: avaliação errada do

coeficiente α da lei de potência P (k) ∼ k−α se a rede analisada for livre de escala [120], redes

aleatórias amostradas são identificadas como redes livres de escala [32], vários falsos positivos

nas redes de interação de proteínas [23, 24], falta de dados nas redes sociais [22] e propriedades

da rede WWW que dependem do web crawler utilizado [19], entre outros. Como se pode notar,

muitos problemas podem acontecer com a amostragem de redes complexas. Neste trabalho, foi

identificado mais um: a classificação de redes amostradas pode não corresponder com a da rede

original. Em outras palavras, utilizar amostras pequenas de sistemas complexos pode levar a

resultados e conclusões incorretas. Além disso, modelos que se baseiam em redes amostradas

podem apresentar propriedades muito diferentes das que a rede completa teria.

Neste trabalho, foram ainda definidas duas estruturas em redes complexas: as árvores de

borda e as cadeias de vértices. A primeira está relacionada com a borda da rede (vértices de

grau unitário) e a segunda, com seqüência de vértices de grau 2. A análise dessas estruturas

revelou que a ocorrência de árvores de borda e de cadeias de vértices grandes é alta em redes

reais que provavelmente tiveram problemas de amostragem, portanto existe uma certa relação

entre amostragem e a ocorrência dessas estruturas. Para verificar tal suposição, redes amostra-

das de dois modelos: aleatório de Erdős e Rényi e livre de escala de Barabási e Albert foram

obtidas através de caminhada aleatória e de forma gradual, e a ocorrência de cadeias de vértices

foi analisada. Quando a amostras foram pequenas, a presença de alças e caudas grandes foi

elevada. A medida que as amostras foram ficando maiores, a quantidade dessas estruturas foi
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diminuindo, até praticamente desaparecerem (nesta fase, a rede original foi quase totalmente

obtida). As estruturas que restaram foram aquelas que já existiam na rede original, como no

modelo aleatório de Erdős e Rényi. Apesar de aparecer cadeias longas de vértices em redes par-

cialmente amostradas, não é correto afirmar que a presença de tais estruturas implica em redes

amostradas. Entretanto, se forem encontradas, é necessário fazer uma análise mais cuidadosa

da rede estudada. Um exemplo de rede que provavelmente teve problemas de amostragem é

a tão estudada WWW, que apresentou muitas árvores de borda, caudas e alças grandes. Vale

lembrar que mais de 50% dos vértics da rede WWW pertencem às árvores de borda. Em outros

casos, porém, a presença dessas estruturas não é sinal de incompleteza como revelou a análise

local das árvores de borda em redes reais cujos vértices são rotulados. No caso da rede de inte-

ração de proteínas, foi descoberto que as raízes das árvores de borda são proteínas com funções

mais gerais e as folhas, proteínas com funções mais específicas. Resultados semelhantes foram

observados para as redes Wordnet e Roget. A análise da rede de aeroportos dos Estados Unidos

revelou que a maioria das raízes das árvores de borda são aeroportos internacionais enquanto

que as folhas são aeroportos regionais ou pequenos. Desta forma, o estudo das árvores da borda

de redes reais pode ajudar a encontrar a importância dos vértices que estão na borda da rede.

E para finalizar este trabalho, uma análise da sensibilidade de várias propriedades frente a

perturbações da conectividade das redes foi realizada. O objetivo foi verificar quais proprieda-

des discriminam as redes analisadas e variam menos quando arestas são adicionadas, removidas

ou reconectadas, sendo, portanto, as mais adequadas para caracterizar redes com problemas de

amostragem. As melhores propriedades foram (na seqüência de melhor para pior): razão de di-

vergência de nível 2 (propriedade hierárquica), caminho mínimo médio, ponto de intermediação

médio e coeficiente de aglomeração hierárquico médio de nível 2. Além disso, foi verificado

que não adicionar conexões duvidosas é menos crítico para alterar as propriedades da rede ori-

ginal do que adicioná-las.

Este trabalho apresentou, portanto, estruturas comuns a redes com problemas de amostra-

gem; como a amostragem influencia na classificação de redes complexas; e, por último, que

propriedades devem ser utilizadas quando há problemas na amostragem da rede que se queira

analisar.



7 Conclusões e perspectivas 105

Há muitas perspectivas de trabalhos futuros envolvendo o estudo da amostragem em redes

complexas. Algumas incluem: procurar outras estruturas relacionadas às amostragens de redes

complexas, avaliar o efeito da amostragem na classificação de outras redes reais, realizar outros

tipos de perturbações nas redes e avaliar o efeito da amostragem em processos dinâmicos.
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[52] ERDŐS, P.; RÉNYI, A. On random graphs. Publicationes Mathematicae, v. 6, n. 290, p.
290–297, 1959.
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