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Resumo

VILLAS BOAS, P. R. Efeito da amostragem nas propriedades topoldogicas de redes com-
plexas. 2008. 114pp. Tese (Doutorado) — Instituto de Fisica de Sao Carlos, Universidade de
Sao Paulo, Sao Carlos, 2008.

Muitos sistemas complexos naturais ou construidos pelos seres humanos podem ser represen-
tados por redes complexas, uma teoria que une o estudo de grafos com a mecanica estatistica.
Esse tipo de representacio, porém, pode ser comprometido pela maneira como os dados sdo ob-
tidos. Em geral, os dados utilizados para representar tais sistemas nem sempre sao precisos ou
completos e correspondem a apenas amostras pequenas de redes maiores, como € o caso da teia
mundial (WWW). Dessa forma, mesmo que as amostras sejam grandes, as suas propriedades
sdo diretamente afetadas pela maneira como elas sdo obtidas e podem ndo corresponder com as
de suas respectivas redes originais. Por exemplo, a amostragem mais utilizada para captura de
roteadores da Internet, se empregada em redes aleatdrias, tende a obter redes livres de escala
como resultado. Em contrapartida, amostras de redes livres de escala ndo tém garantia de pre-
servar essa estrutura. Por causa desses e outros problemas que possam ocorrer na amostragem
das redes, € muito importante avaliar a variagdo das propriedades das redes a ruidos (para saber
quais variam menos, sendo, portanto, mais adequadas para caracterizar redes com problemas
de amostragem) e os efeitos da amostragem na caracterizagao, classificacdo e andlise de redes
complexas (pois redes amostradas podem nao corresponder ao sistemas dos quais foram obti-
das, tornando os resultados incorretos). Neste trabalho, foi investigada a influéncia de trés tipos
de perturbacgdo (ruido): adi¢cdo, remocao e troca aleatdria de conexdes nas propriedades de redes
complexas, e as mais apropriadas para caracterizar redes amostradas foram identificadas. Além
disso, foram definidas duas novas estruturas em redes complexas: arvores de borda e cadeias de
vértices. A ocorréncia dessas estruturas em redes mal amostradas tende a ser alta, indicando que
existe uma relacdo com redes parcialmente amostradas. Para verificar tal hipétese, foi inves-
tigada a presenca de cadeias de vértices em redes gradativamente amostradas por caminhadas
aleatdrias.

Palavras-chave: redes complexas, grafos, incompleteza, amostragem, estrutura topolégica, me-
didas.






Abstract

VILLAS BOAS, P. R. Sampling effect on the topological properties of complex networks.
2008. 114pp. Thesis (PhD) — Instituto de Fisica de Sdo Carlos, Universidade de Sao Paulo, Sdo
Carlos, 2008.

Several natural or human made complex systems can be represented by complex networks — a
theory which integrates the study of graphs with statistical mechanics. This kind of representa-
tion, however, can be biased by the way in which the data is obtained. In general, the data used
to represent such systems is not always accurate, as in the case of the World Wide Web (WWW).
Therefore, even if the sampled networks are large, their properties are directly affected by the
way in which they were obtained and may not correspond to those of their respective original
networks. For instance, the most used sampling methodology for capturing routers of the In-
ternet, if performed on random networks, tends to obtain scale-free networks as results. On the
other hand, sampled scale-free networks are not guaranteed to have this property. Because of
these and other problems which may occur during the network sampling, it is very important to
evaluate the variation of the network properties with respect to noise (in order to know which
of them have less variation, being therefore more suitable for the characterization of networks
with sampling problems) and the effect of sampling in the characterization, classification, and
analysis of complex networks. In this work, we investigated the effect of three types of per-
turbations (noise), namely, edge addition, removal, and rewiring on the respectively estimated
complex network properties, and the most suitable properties to characterize sampled networks
were identified. Furthermore, two novel structures in complex networks were defined, namely,
border trees and chains of vertices, which are possibly related to sampling. The occurrence
of these structures in poorly-sampled networks was found to be high, implying a relation with
partially sampled networks. In order to investigate such a hypothesis, the presence of chains of
vertices was investigated in networks which were gradually sampled by random walks.

Keywords: complex networks, graph, incompletness, sampling, topological structure, measure-
ments.
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1 Introducao

Quaisquer sistemas compostos por diversos elementos que interagem entre si podem ser
modelados como redes complexas [6, 7, 8, 9, 10]. Tal termo se refere as redes (ou grafos
como sao chamados na literatura computacional [11]) que possuem caracteristicas topoldgicas
ndo triviais como acontece com redes simples. Estas dltimas apresentam alta similaridade es-
trutural, ndo importando qual parte seja analisada, e sdo representadas tipicamente por redes
aleatdrias ou grades regulares. Entretanto a grande maioria das redes naturais ou criadas pelos
seres humanos apresenta estruturas mais complexas que ndao podem ser representadas por meio
de redes simples. Exemplos incluem redes bioldgicas, metabodlicas, cadeia alimentar, Internet
(Figura 1), teia mundial (WWW), redes de citacdo, redes sociais e muitas outras [9]. Essas re-
des sdo caracterizadas, entre outras, pelas propriedades: mundo pequeno [12] (a distancia entre
dois elementos da rede é pequena), distribuicdo de conexdes livre de escala [13] (segue uma
lei de poténcia) e estrutura modular [14] (partes da rede mais conectadas internamente do que

externamente).

Figura 1: Um exemplo de rede complexa: a Internet. Fonte [1].

O grande sucesso na representacao, caracterizagao e modelagem de sistemas reais por meios
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de redes complexas foi obtido gragas a dois fatores: aumento do poder computacional (veloci-
dade de processamento e capacidade da memoria) dos computadores e disponibilidade de vérias
bases de dados. Devido ao primeiro fator, redes complexas com milhares ou até mesmo milhdes
de vértices agora podem ser processadas, permitindo um estudo bastante amplo de varios tipos
de rede. Além disso, inimeros mapeamentos de redes naturais ou construidas pelo homem es-
tdo disponiveis desde a década de 90 do século passado, tornando possivel a aplicacio da teoria
de redes complexas nos mais diversos ramos. Entretanto, em sua maioria esses mapeamentos
ainda ndo estdo completos, o que dificulta a andlise das redes representadas e compromete a
confiabilidade das propriedades e resultados obtidos [15]. Por causa disso, amostragem em
redes complexas é um dos mais importantes problemas atuais, pois dados incompletos podem

resultar em conclusdes incorretas sobre os sistemas reais estudados.

No processo de amostragem, a estrutura das conexdes das redes estudadas podem diferir
substancialmente dos sistemas originais de onde elas foram obtidas. Esse efeito pode resultar
em caracterizacdo, classificagcdo e modelagem incorretas dos sistemas reais estudados. Além
disso, processos dinamicos como, por exemplo, propagacdo de opinides e doengas [9, 16],
caminhadas aleatdrias [17] e fluxo de informacdes [18], por serem altamente dependentes da

estrutura da rede sdo profundamente afetados pelo processo de amostragem empregado.

O problema de amostragem em redes complexas ndo pode ser ignorado e recentemente
tem sido levado em consideracdo nas diferentes abordagens de construcdo de redes de infor-
macao [19], de proteinas [20], tecnoldgicas [21] e sociais [22]. As interagdes de proteinas
disponiveis atualmente, por exemplo, cobrem apenas uma pequena parte do mapa completo de
interacao de proteinas. Além disso, o processo de obtencdo das interacdes de proteinas, como no
caso da levedura, gera uma grande quantidade de falsos positivos, isto €, interagdes observadas
no laboratério que nunca ocorrem nas células [23, 24]. Sprinzak e colaboradores [25] sugeri-
ram que a confiabilidade do processo de obten¢do das interacdes das proteinas da levedura €
em torno de 50%. Assume-se também, em geral, que mapas incompletos podem ser extrapola-
dos para o mapa completo de interagdes das proteinas e que suas propriedades topoldgicas sdo
mantidas, apesar da amostragem pequena [26]. Essa suposicado se baseia na propriedade livre de

escala presente nas redes de proteinas. Entretanto, ndo € garantido que amostras de redes livres
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de escala também sejam livres de escalas [15]. Além disso, pequenas amostragens podem gerar
redes livres de escala independente da topologia da rede original [20, 27]. Para superar essas
dificuldades, alguns esforcos t€ém sido empregados para obter dados de interacdo de proteina

mais confidveis (veja Ref. [28]).

Nao € diferente o que acontece com a teia mundial. Obter a rede completa de pdginas da
teia mundial é praticamente impossivel por causa da velocidade com que ela muda (paginas sao
adicionadas e removidas a todo momento) e por causa do seu tamanho (da ordem de 20 bilhdes
de paginas). Desta forma, a tnica maneira de estudar esse tipo de rede € através de amostras
de dominios especificos. Para obter essas amostras, sdo utilizados web crawlers, programas
especialmente projetados para visitar paginas dentro de um certo dominio e capturar os links
entre elas [29]. O web crawler utilizado e o dominio escolhido, portanto, influenciam direta-
mente as amostras obtidas [19, 30]. Além disso, alguns web crawlers tendem a sobreestimar o
numero médio de conexdes em cada pagina. Uma maneira de minimizar esse problema € iniciar

a procura partindo de varias paginas [30], mesmo assim nao resolve completamente.

No caso da Internet, a amostragem é, em geral, realizada pelo comando traceroute (pro-
cura por rotas) que envia pacotes pela rede a fim de obter os enderecos IP dos roteadores no
caminho. No entanto, assume-se que esses pacotes seguem o menor caminho entre a fonte e o
destino [31], fazendo com que uma grande quantidade de conexdes seja perdida, devido a possi-
vel presenga de links redundantes entre os roteadores. Adicionalmente, na estratégia empregada
pelo traceroute, roteadores proximos a fonte tem maior visibilidade que os mais distantes [21],
obtendo uma boa representacdo da vizinhanca da fonte em prejuizo do resto da rede. Também
foi observado que esse tipo de amostragem aplicado em redes aleatdrias gera redes livres de

escala [32].

Redes sociais também apresentam mapeamentos incompletos. Em geral, esse tipo de rede
¢ restrita a apenas classes especiais de atividade humana (por exemplo: musica, esportes, par-
ticipagdo em filmes e colaboracdo em ciéncia) ou geradas a partir de relagdes humanas (por
exemplo: amizade, relacdes sexuais e contatos profissionais). A maneira como esse tipo de rede

¢ obtida geralmente pode gerar dados com os seguintes problemas: especificacdo de fronteira
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(ndo inclusdo de pessoas ou afiliacdes), inacessibilidade de sujeitos e imprecisdo na aplicacao
de questionarios [22]. Além disso, conforme o tipo de relacdo social considerada, torna-se bas-
tante dificil definir as conex0des entre os individuos. De certa forma, estimar os efeitos da falta

de dados na redes sociais pode ser uma tarefa muito dificil.

1.1 Objetivos

Apesar da recente preocupagdo com os problemas de incompleteza e amostragem no ma-
peamento de redes naturais ou artificias, ainda existem questdes as serem resolvidas, tais como
determinar se a rede estudada apresenta problemas de amostragem, aplicar métodos para classi-
ficar redes amostradas e encontrar propriedades menos sensiveis a ruidos. Deste modo, 0 maior
objetivo deste trabalho foi prover uma andlise do efeito da amostragem na estrutura topoldégica

de redes complexas, incluindo:
e encontrar estruturas topoldgicas relacionadas ao problema de amostragem nas redes com-
plexas;
e analisar a ocorréncia de tais estruturas em varias redes do mundo real;

e investigar a estrutura de redes amostradas por caminhada aleatdria a partir de redes gera-

das por modelos tedricos;
e investigar o efeito da amostragem na classificacdo de redes complexas;

e analisar a sensibilidade e robustez das medidas topolégicas de redes diante de ruidos

(perturbacdes).

1.2 Contribuigoes
As principais contribui¢des deste trabalho sdo:

e Caracterizacao de redes complexas. Neste trabalho, foram realizados um levantamento

da maioria das medidas de redes complexas e uma andlise de como elas podem ser usadas



1.8 Descricao dos capitulos 23

para classificacdo de redes reais em modelos tedricos tradicionais através de estatistica
multivariada e teoria de decisao Bayesiana [2] (ver capitulo 4). Além disso, foram in-
troduzidos os conceitos de duas estruturas em redes complexas: cadeias de vértices [4] e

arvores de borda [3].

e Aplicacoes de redes complexas. Embora nao diretamente relacionado com este traba-
lho, também foi realizada, em colaboracao com outros pesquisadores, uma revisao ampla
do uso da teoria de redes complexas em diversas dreas [10]. Além de descrever as apli-
cacgOes de cada 4rea, as dificuldades e os principais resultados em redes complexas sdo

apresentados.

e Analise de redes amostradas. Foi realizado uma analise da ocorréncia de cadeias de
vértices em redes amostradas que foram obtidas por caminhadas aleatérias em redes de
modelos tedricos [4]. Os resultados indicaram que quanto menor o tamanho da amostra
de rede (i.e. caminhada aleatdria pequena), mais freqiiente sdo as cadeias longas de vér-
tices. Portanto, existe uma rela¢do entre o tamanho da amostra com a ocorréncia dessas

estruturas.

e Sensibilidade de medidas. Também foi realizado neste trabalho um estudo sobre a sen-
sibilidade e robustez de varias medidas de redes complexas diante de perturbacdes nas
conexdes dos vértices de redes introduzidos pela adicdo, remogdo e troca aleatéria de

conexoes [5].

1.3 Descricao dos capitulos

Esta tese inicia no Capitulo 2 com os conceitos basicos de redes complexas, uma breve
histdria sobre o assunto e a descri¢do das bases de dados e dos modelos tedricos utilizados nas
andlises dos capitulos subseqiientes. Logo em seguida, nos Capitulos 3 e 4, sdo apresentadas,
respectivamente, as principais medidas de redes complexas com énfase aquelas que sdo utili-
zadas ao longo desta tese e a descri¢do dos métodos de estatistica multivariada para classificar

redes complexas. No final do Capitulo 4, sdo mostrados ainda os resultados de classificacao de
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duas redes reais e o efeito da amostragem na identificagdo de uma rede de emails. As estruturas:
arvores de borda e cadeias de vértices sdo apresentadas em seguida, no Capitulo 5, assim como
a andlise realizada em vérias redes do mundo real. Ja o Capitulo 6 traz a andlise da sensibi-
lidade de diferentes medidas de redes complexas diante de trés tipos de perturbacdes (ruidos):
adi¢do, remocao e troca aleatdria das conexdes em quatro modelos tedricos e cinco redes reais.
Finalmente, o Capitulo 7 fecha esta tese com as principais conclusdes deste trabalho e algumas

perspectivas de trabalhos futuros.
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2 Redes complexas: conceitos
basicos, bases de dados e modelos

O que a teia mundial, interac@o de proteinas, ecossistemas, redes de amizade e propagacao
de doencas tém em comum? Até inicio de 1990, a resposta seria: muito pouco. Entretanto,
apesar de origem distintas, sabe-se que estas redes € muitas outras possuem arquiteturas muito
semelhantes devido as recentes descobertas na drea de redes complexas [7, 9]. O estudo dessas
arquiteturas assim como a sua evolugao e os resultados de processos dindmicos que ocorram ne-
las deu origem a teoria de redes complexas que tem sido largamente aplicada na caracterizacao
de sistemas complexos naturais ou artificiais. Um sistema complexo é um sistema composto por
uma quantidade grande de partes simples ou complexas interconectadas cujas interagdes entre
si e com o0 meio externo levam a resultados complexos [33]. Um exemplo tipico € a revoada de
gansos, que apesar de serem simples como unidades, interagem entre si de forma complexa e
também com o meio ambiente, pois eles se readaptam constantemente conforme mudangas no
meio em que vivem (€ por isso que eles migram). Além disso, o processo de migracao também

¢ complexo, pois eles se auto-reorganizam durante o vdo sem a necessidade de um lider.

Assim como as redes complexas, sistemas complexos apresentam propriedades particulares
importantes, tais como: emergéncia — a complexidade do todo € maior do que a complexidade
da soma das partes, readaptacdo — o sistema se auto-organiza conforme mudangas no meio e
universalidade — sistemas pertencentes a mesma classe compartilham propriedades semelhan-
tes [33]. Por serem formados por partes discretas que interagem entre si, sistemas complexos
sdo modelados naturalmente em termos de redes complexas [7, 9, 33]. Por exemplo, a soci-
edade € um sistema complexo composto por pessoas ligadas por lagos de amizade [34, 35]; a

ciéncia, por cientistas conectados por colaboracao em artigos cientificos [36, 37]; a Internet, por
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roteadores conectados por fibras oticas [38, 39]; a teia mundial, por paginas interligadas através
de hiperlinks [29, 40, 41]; o cérebro, por neurdnios conectados através de axonios e dendri-
tos [12, 42, 43, 44]; as cadeias alimentares, por animais e plantas relacionados por relacdes
de predacao [45, 46]; o transporte aéreo, por aeroportos ligados por linhas aéreas [47, 48]; e a
linguagem, por palavras ligadas por similaridade ou fung¢ado [49, 50]. Além destas, existem inu-
meras outras aplicagdes de redes complexas e uma revisdo de muitas delas pode ser encontrada
em [10]. Nas proximas secoes, além de uma breve descricdo da histéria de redes complexas,
serdo apresentados a definicdo formal de redes, maneiras de representd-las, algumas bases de
dados de redes reais e alguns modelos tedricos que foram utilizados nas andlises dos capitulos

seguintes.

2.1 Introducao histoérica

O estudo de redes complexas nasceu com a teoria dos grafos e os primeiros trabalhos dessa
area datam de 1736, quando Leonhard Euler resolveu o problema das Sete Pontes de Konigs-
berg, capital leste da Prussia (atual Kaliningrado, Russia). A cidade foi construida em torno do
Rio Pregel onde se junta com outro rio e, no meio, ha uma ilha chamada Kneiphoff. Havia no
total 7 pontes ligando as diferentes partes da cidade, conforme ilustra a Figura 2(a). Naquela
época, os habitantes dessa cidade se perguntavam se era possivel passar todas as pontes sem
repetir uma sequer. Entretanto, Euler mostrou que tal feito ndo era possivel. Para resolver tal
problema ele representou a configuracido das pontes como um grafo (Figura 2(b)), onde cada
vértice correspondia a uma porcao de terra e cada aresta, a uma ponte, criando provavelmente o
primeiro grafo de que se tem noticia. Desde entdo, os avanc¢os na teoria de grafos se restringiram

a apenas grafos estaticos e com poucas aplicagdes praticas [51].

Se foi Euler o responsavel pela criacdo da teoria dos grafos, Erd6s foi quem, em grande
parte, a “difundiu”. Em 1959, Erd6s e Rényi comegaram a estudar grafos como objetos esto-
césticos ao invés de deterministicos [52]. O estudo dos grafos desta maneira conduziu Erdos e
Rényi a introdugdo de grafos aleatdrios (um conjunto de vértices conectados aleatoriamente) [52,

53, 54]. Além da definicdo desse tipo de rede, Erdés e Rényi analisaram diversas propriedades
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(a) b) 3
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Kneiphoff
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C

Figura 2: O problema das pontes de Konigsberg. (a) Representagdo esquemética das
pontes de Konigsberg antes de 1875, com a ilha de Kneiphoff (A), a ilha (D) entre os dois
bragos do rio Pregel e as duas porgdes de terra (margens B e C) que circundam a ilha A.
Euler representou essa configuragao como um grafo (b) e provou que nao hé possibilidade
de passar uma tunica vez por todas as pontes.

desses grafos e obtiveram importantes resultados, tais como a identifica¢do do limite de percola-
¢do, isto €, o nimero de conexdes necessdrias para que o grafo correspondente esteja conectado

(i.e. ndo existam partes isoladas da rede).

Ainda na década de 50, os socidlogos ao estudar redes de interagdes sociais [34] (por exem-
plo, amizade) utilizaram grafos para representd-las e criaram vdarias medidas que, mais tarde,
se tornaram referéncias em redes complexas, como, por exemplo: grau de intermediacdo de
um vértice e coeficiente de aglomeragdo (Secdes 3.2 e 3.3, respectivamente). Também nessa
mesma época, alguns pesquisadores comegaram a usar os grafos como meio de simulagdo de

processos dindmicos, como a propagacao de doencgas e formacao de opinides [51].

Mais tarde, em 1967, Stanley Milgram, um pesquisador de sociologia em Harvad, Esta-
dos Unidos, investigou a hipétese do mundo pequeno, proposta pelo escritor hiingaro Frigyes
Karinthy [55]. Segundo tal escritor, entre duas pessoas quaisquer no mundo, hd poucas pes-
soas os separando. Para testar tal hipdtese, Milgram enviou centenas de cartas a varias pessoas
residentes em Wichita, Kansas, e Omaha, Nebrasca, pedindo-lhes que as enviassem a conhe-
cidos que pudessem submeté-las a um corretor de fundos ptiblicos em Boston ou a mulher de
um estudante de graduacdo em Sharon, Massachusetts. Milgran descobriu que as cartas que
eventualmente chegaram ao seu destino passaram por seis pessoas em média, dando origem ao

tao conhecido termo de “seis graus de separacdo” [55]. Hoje, acredita-se que esse nimero seja
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menor [56]. Mais recentemente, em 1998, os pesquisadores Watts e Strogatz descobriram que
o fenomeno de mundo pequeno também é observado em outras redes reais, como é o caso da
rede de neurdnio do Caernohabditis elegans e da rede de transmissdo de energia elétrica dos
Estados Unidos [12]. Além dessa propriedade, eles também constataram que essas redes pos-
suem uma quantidade grande de ciclos (caminhos fechados) de ordem 3 em relag@o as redes

aleatorias [12].

A descoberta de Watts e Strogatz serviu de motivacao para outras investigagdes quanto a
estruturas das redes complexas. Em 1999, Barabdsi e Albert [13] descobriram que a distribui¢do
de grau dos vértices da teia mundial (grau de um vértice ¢, representado por k; é seu o nimero
de conexdes) ndo ¢é aleatdria, mas segue uma lei de poténcia, ou seja, a distribui¢do de grau é
livre de escala (scale-free) e é da forma P(k) ~ k~*. Além dessa rede, muitas outras seguem

essa lei e, em geral, \ estd entre 2 e 3 [7].

Em 2002, Girvan e Newman mostraram que a maioria das redes reais possuem estrutura
modular, isto €, elas sdo compostas por grupos de vértices que possuem mais conexdes entre
si do que com o resto da rede [14]. Tais grupos ficaram conhecidos como comunidades. Bons
exemplos de redes com essa estrutura s@o as redes sociais, uma vez que comunidades nessas

redes representam grupos de pessoas que compartilham as mesmas opinides e/ou interesses.

A partir da descoberta destas propriedades, a teoria de redes complexas se estabeleceu ra-
pidamente. A rapidez com que ela se desenvolveu foi, em grande parte, devido ao advento da
Internet com a disponibilizacdo de diversas bases de dados de sistemas complexos naturais e
artificiais e ao aumento do poder computacional dos computadores, que permitiu a andlise de
redes com mais de centenas de milhares de vértices (e.g. a teia mundial). Antes, o estudo de
grafos, como acontecia com as redes sociais que possuiam apenas centenas de vértices (e.g. as
redes obtidas por Milgram), era realizado através de inspe¢do visual dos vértices com as res-
pectivas conexdes. Entretanto, quando redes maiores puderam ser armazenadas e processadas,
nao foi possivel obter padrdes apenas através da visualizagdo dos grafos correspondentes, sendo
necessdrio a definicdo de medidas topoldgicas para melhor representar tais redes, como pode

ser constatado no préximo capitulo.
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2.2 Representacao

Como ja mencionado anteriormente, os sistemas complexos sdo naturalmente representa-
dos em termos de redes complexas. Uma rede pode ser representada por um conjunto de nés ou
vértices — as pequenas partes que a compdem, € um conjunto de arcos ou arestas, que represen-
tam as interacdes (conexdes) entre os vértices (e.g. [7]). Se as interagdes ndo tiverem dire¢dao
sdo denominadas arestas, e a rede € ndo-dirigida, ou grafo como é conhecido na computacao,
mas se tiverem, como acontece com voos de uma cidade para outra numa rede de aeroportos,
sao denominadas arcos e a rede ¢é dirigida, também conhecida como digrafo. Se a intensidade
das interacdes for importante, por exemplo a quantidade de passageiros nos voos, a rede € tida
como rede com peso, caso contrario, sem peso. As redes ainda podem ter auto-arcos ou ares-
tas (auto-conexdes entre os vértices) e multi-arcos ou arestas (mais de um arco ou aresta entre
os mesmos pares de vértices). Neste caso, a representacdo adequada é o multigrafo [11], mas
geralmente ndo € utilizada para representar redes complexas. Se forem considerados apenas a
direcdo e o peso, as redes podem ser divididas em quatro tipos: rede dirigida com peso, o caso
mais geral; rede dirigida sem peso; rede ndo-dirigida com peso; e rede ndo-dirigida sem peso,
o caso mais simples, conforme ilustrado na Figura 3. Dependendo do tipo de estudo realizado,
redes dirigidas podem ser transformadas em ndo-dirigidas através da operacdo de simetrizacdo
e as redes com peso nas suas correspondentes versdes sem peso através da operacdo de limi-
arizacdo (e.g.[2]). Essas operacdes assim como a definicdo formal de redes € apresentada a

seguir.

O caso mais geral, rede dirigida e com peso, é definida como G = {V,FE,w}, onde V
€ um conjunto de N vértices, I/, um conjunto de M arcos e w, um mapa de pesos tal que
w : E(G) — R. Se existir uma conexdo do vértice ¢ para o vértice j, w(i,j) # 0 e o arco
correspondente € representado pelo par (7, 7). Neste trabalho, nem auto-conexdes nem muiltiplos

arcos sao levados em conta.

Numa rede sem peso, os arcos ndo possuem pesos associados e, portanto, o mapa w nao é

necessario. Uma rede ndo-dirigida é aquela em que os arcos ndo possuem dire¢ao.

Outra maneira de representar redes € através de matrizes. Para o tipo mais geral de redes,



30 2 Redes complexas: conceitos bdasicos, bases de dados e modelos

(a) (b) O

(c) (d)

Figura 3: Os quatro tipos de rede complexa considerados: (a) dirigida e com peso, (b)
dirigida e sem peso, (c¢) ndo-dirigida e com peso e (d) nao-dirigida e sem peso. A rede (b)
foi obtida através da operagao de limiarizagao (ver texto) realizada na rede (a); a rede
(c) é a versao simetrizada (ver texto) de (a); e a rede (d) é a versao simetrizada e sem
peso de (a). O peso de cada arco é proporcional & sua espessura e o limiar utilizado na
limiarizagao da rede (a) é o menor peso encontrado nessa rede.

uma matriz de peso W é utilizada, onde cada elemento w;; = w(i, j) expressa o peso da conexao
do vértice 7 para o vértice j. Note que para redes sem direcdo w;; = wj;. A operacdo de
limiarizacdo pode ser aplicada nessas redes para obter a sua versdo sem peso. Tal operagdo,
representada por o7 (1), é aplicada sobre todos os elementos w;; resultando uma matriz bindria
Atal que A = op(W). Os elementos a;; da matriz A sdo tais que: a;; = 0 se w;; < T ou
a;; = 1 caso contrario. A matriz resultante dessa operagao € largamente conhecida na literatura

como matriz de adjacéncia e é utilizada para representar redes dirigidas sem peso (e.g. [7]).

Para transformar redes dirigidas com ou sem peso nas correspondentes versdes nao-dirigidas,
a operacdo de simetrizacdo deve ser utilizada. Essa operacdo, representada por o(W), é dada

por: (W) =W + W7, onde W7 € a transposta da matriz .

Numa rede nao-dirigida, dois vértices sdo adjacentes ou vizinhos se existir um arco (7, j)

tal que w(7,j) # 0. No caso de redes dirigidas, o conceito correspondente é o de sucessor e 0
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de predecessor. No arco (7, j) com w(i, j) # 0, o vértice i é predecessor de j e j é o sucessor
de 7. A partir do conceito de adjacéncia, define-se vizinhanga )); do vértice ¢ como o conjunto
de vértices adjacentes a i. Se a rede for dirigida, V; = V" U V", onde V™ e VS € o conjunto

de predecessores e o de sucessores, respectivamente.

Apenas para uso na descricao das bases de dados e dos modelos tedricos deste capitulo,
as seguintes propriedades bésicas de redes complexas ndo-dirigidas e sem peso sao definidas:
grau médio, distribuicdo de grau P(k), coeficiente de agrupamento médio e caminho minimo
médio. A primeira estd relacionada com a densidade de conexdes da rede (grau de um vértice
corresponde ao seu nimero de vizinhos); a segunda, com probabilidade de encontrar um vértice
com grau k; a terceira, com a coesdo local entre os vizinhos de cada vértice da rede; e a quarta,
com a distancia média entre quaisquer vértices da rede. Maiores detalhes dessas medidas e

propriedades podem ser encontrados Capitulo 3.

2.3 Bases de dados consideradas

O grande sucesso da teoria de redes complexas € devido a sua capacidade de representar
vdrios sistemas discretos fisicos ou abstratos do mundo real. De fato, hd muitos exemplos na
natureza, mas foi apenas recentemente que bases de dados dos mais variados tipos se tornaram
disponiveis. Como existem indmeras bases de dados de redes complexas atualmente, aqui serdo
cobertas apenas as utilizadas neste trabalho e serdo subdividas em quatro classes: redes sociais,

de informacdo, tecnoldgicas e bioldgicas, conforme divisdo realizada em [7].

2.3.1 Redes sociais

Redes sociais sdo aquelas formadas por pessoas ou grupo de pessoas (e.g. empresas, times
ou classes econdmicas) conectadas por algum tipo de interacdo, como por exemplo: amizade,
relacdo comercial entre companhias, colaboragdes cientificas e participacdo em filmes [7]. Os
tipos de redes sociais considerados nas analises dos capitulos seguintes sao: redes de colabora-

cdo entre pesquisadores e redes de email.

As redes de colaboracio cientifica sao formadas por pesquisadores que estdo conectados
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se forem autores de um mesmo artigo. Nos capitulos subseqiientes foram consideradas apenas
as redes de colaboracdo de astrofisica entre 1995 e 1999 [37], da matéria condensada entre
1995 a 2005 [37], fisica de alta energia entre 1995 a 1999 [57, 58] e de pesquisadores de
redes complexas, denominada netscience. As trés primeiras foram obtidas através da pagina
http://www.arxiv.org e a ultima foi compilada de dois artigos de revisdo sobre redes [7]

e [9]. Tais redes estdo disponiveis em [59].

As redes de email podem ser obtidas de duas formas: através de arquivos de log de ser-
vidores de email, ou por listas de emails de vérios usudrios de uma instituicao especifica [10].
No primeiro caso, os vértices sao enderecos de email e hd um arco dirigido do vértice ¢ para
o vértice j se ¢ enviou, pelo menos um email para j. Ja, no segundo caso, os vértices também
sao enderecos, mas hd um arco de ¢ para j se j estd na lista de contatos de 7. Alguns autores,
porém, preferem analisar a versdo nao-dirigidas dessas redes, considerando apenas conexdes
entre enderecos de emails que trocaram, pelo menos, um email entre si [60]. A rede de email
considerada nos préximos capitulos foi obtida através do arquivo de log do servidor de emails

da Universidade Rovira i Virgili (Tarragona) [61].

2.3.2 Redes de informacao

Redes de informacao, em alguns casos também conhecidas como “redes de conhecimento”,
sdo aquelas cujos vértices guardam algum tipo de informacdo [7]. Um exemplo tipico deste
tipo de rede sdo as de citagdes de artigos académicos que refletem a estrutura de informagao
armazenada nos seus vértices [7]. As redes de informacdo analisadas nos capitulos subseqiientes

Sao0:

Rede do dicionario de Roget é construida associando cada vértice da rede a uma das 1022
categorias da edi¢do de 1879 do dicionario de palavras e expressdes inglesas de Peter Mark
Roget, editado por John Lewis Roget [62]. Duas categorias 7 € j estdo ligadas se Peter Roget
fez uma referéncia para j entre todas as palavras e expressdes de ¢, ou se uma das categorias
estd diretamente relacionada a outra no livro de Roget [62]. Tal rede esta disponivel nas bases

de dados do Pajek [63].



2.8 Bases de dados consideradas 33

Wordnet é uma rede semantica de palavras que geralmente € usada como uma forma de repre-
sentacdo do conhecimento. Ela é um grafo direcionado cujos vértices representam conceitos e
os arcos, as relacdes semanticas entre os conceitos. Esta rede também foi obtida através da base

de dados do Pajek [63].

Teia mundial (WWW) ¢é uma rede dirigida de paginas da teia mundial pertencentes ao dominio
nd. edu que estdo ligadas por meio de ponteiros (hyperlinks). Esta base de dados pode ser obtida

através do Center for Complex Network Research do grupo de Barabasi [64]

Rede de adjacéncia em livros. As adjacéncias de palavras em livros podem ser representadas
como uma rede de palavras conectadas pela proximidade no texto [65]. H4 um arco direcionado
da palavra A para a palavra B se elas forem adjacentes e B for subsequente a A. O peso do
arco correspondente € o nimero de vezes em que essas palavras aparecem no texto na mesma
seqiiéncia. Antes de construir uma rede desse tipo, o texto precisa ser pré-processado, isto
€, todas as palavras freqiientes (e.g. artigos, preposicdes, conjuncdes, etc) sdo removidas e as
restantes sdo colocadas na sua forma singular (isto €, palavras femininas sao transformadas
em masculinas e plural em singular) [65]. Nas anélises seguintes, os livros utilizados foram:
“David Copperfield” de Charles Dickens, “Night and Day” de Virginia Woolf, e “On the Origin
of Species” de Charles Darwin. As representacdes de tais livros como redes complexas foram

cedidas por Antiqueira [66].

2.3.3 Redes tecnolégicas

Nesta classe de redes, estdo as redes construidas pelos seres humanos, geralmente, destina-
das ao transporte de produtos ou recursos, como por exemplo: eletricidade ou bytes. Existem
muitos exemplos deste tipo de rede e a rede de transmissao de energia elétrica e a Internet sdo

apenas alguns deles. As redes tecnoldgicas consideradas foram:

Internet no nivel de sistemas autonomos. Um sistema autdonomo € uma colecao de redes IP
ou roteadores sob controle de uma entidade que apresenta uma politica de roteamento comum

para a Internet. Cada sistema autdonomo representa um grande dominio de enderecos IP que
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geralmente pertencem a uma organizag¢do, como por exemplo, universidades, empresas ou pro-
vedores de Internet. Neste tipo de rede, cada vértice representa um sistema autdbnomo e dois
vértices estdo conectados se hd, pelo menos, uma conexao fisica entre eles. Na andlises dos
proximos capitulos, Internet serd sindbnimo de sistemas autdonomos, quando utilizada como base
de dados. A rede considerada nos capitulos seguintes foi coletada por Newman em julho de

2006 [59].

Rede de transportes aéreos dos Estados Unidos ¢ formada por aeroportos americanos de 1997

conectados por linhas aéreas. Tal rede pode ser encontrada na base de dados do Pajek [63].

Rede de transmissao de elétrica dos estados ocidentais dos Estados Unidos é composta
por geradores, transformadores e subestacdes cujas conexdes sdo as linhas de transmissdo de

alta-voltagem. Esta rede foi pioneiramente estudada por Watts e Strogatz em [12].

2.3.4 Redes biolégicas

Existe um nimero muito grande de sistemas bioldgicos que podem ser modelados como
redes complexas. Exemplos incluem: redes neurais, redes metabdlicas, redes de interagdo de
proteinas, cadeia alimentares, entre outros [9]. As redes bioldgicas utilizadas nos préximos

capitulos sdo:

Rede neural de Caenorhabditis elegans é formada por neurdnios de Caenorhabditis elegans

conectados por meios de sinapses [67, 12].

Rede de transcricao genética de Escherichia coli é composta por operons (um operon é um
grupo de genes continuos que sdo transcritos em uma tnica molécula de mRNA). Os arcos
sdo direcionados de um operon, aquele que codifica o fator de transcri¢do para outro o qual é
regulado por esse fato de transcricdo. Este tipo de rede € muito importante devido ao controle

da expressdo génica [68].

Rede de interacao proteina-proteina de Saccharomyces cerevisiae possui como vértices pro-
teinas conectadas de acordo com interagdes fisicas dirigidas [26]. Esta rede esta disponivel

em [64]. Também foi utilizada outra base de dados para esta rede, que foi analisada em [25].
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2.4 Modelos tebricos

As propriedades descritas na Se¢do 2.1 motivaram o desenvolvimento de modelos tedricos
que fossem capazes de reproduzi-las. Alguns deles foram objetos de grande interesse, como
grafos aleatdrios, modelos de mundo pequeno, grafos aleatérios generalizados e modelos de
redes livres de escala [7, 9]. Além destes, outros foram propostos com o intuito de estudar a to-
pologia de redes com propriedades especificas, como por exemplo, as redes geograficas [9]. As
proximas subsecdes apresentardo alguns modelos simples utilizados nos capitulos subseqiien-
tes. No final desta secdo, os resultados analiticos para algumas medidas de alguns modelos

tedricos descritos aqui serdo mostrados na Tabela 1.

2.4.1 Modelo aleatério de Erdss e Rényi

Este pode ser considerado o modelo de rede mais simples e foi desenvolvido por Rapo-
port [69, 70, 71] e independentemente por Erd6s e Rényi [52, 53, 54]. Em 1959, Erdés e
Rényi [52] introduziram o modelo aleatério consistindo de /N vértices e M conexdes. Come-
cando com uma rede totalmente desconectada, tal modelo é construido realizando M conexdes
entre pares de vértices escolhidos aleatoriamente de forma a ndo gerar auto-conexdes e multi-
plas arestas. Outra maneira de construir tal modelo é também iniciar com /V vértices totalmente
desconectados e conectar cada par de vértices com probabilidade p. Quando N é grande e a
conectividade média, dada como (k) = 2M /N, é mantida constante, a distribui¢do de grau dos
vértices tende a de Poisson, P(k) = e~*)(k)* /k!. Além disso, o caminho minimo médio desse

modelo é pequeno, da ordem de In N/ In(k).

A preocupacao inicial de Erd6s e Rényi era apenas em obter propriedades matematicas dos
grafos aleatérios e ndo em aplicar tal modelo para estudar redes do mundo real. Eles apenas
mencionam no artigo [52] que a evolugdo de grafos poderia ser utilizada como modelos simples

de certas redes, como a de estradas e a de ferrovias.
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(a) (b)
Figura 4: Método de constru¢ao da rede de pequeno-mundo de Watts e Strogatz: a
partir de uma rede regular (a), cada conexao é reconectada aleatoriamente com uma certa
probabilidade ¢, obtendo a rede (b). Se ¢ = 0, a rede é totalmente regular, enquanto que
se ¢ = 1 arede é aleatoria. Watts e Strogatz mostraram que com valores intermediarios de
q redes sao geradas com baixo caminho minimo médio e alto coeficiente de aglomeracao.

2.4.2 Redes de mundo pequeno de Watts e Strogatz

No final do século passado, os pesquisadores Watts e Strogatz ao estudar a rede de transmis-
sdo elétrica dos estados ocidentais dos Estados Unidos e a rede de neurdnios do Caenorhabditis
elegans [12], constataram que nessas redes o caminho minimo médio é baixo e que hd uma
grande quantidade de ciclos de ordem 3 em relacdo as redes aleatérias. Para reproduzir es-
sas descobertas, Watts e Strogatz propuseram um modelo que é um misto de redes regulares
(por apresentarem uma grande quantidade de ciclos de ordem 3) com redes aleatérias (baixo

caminho minimo médio).

Segundo Watts e Strogatz [12], este tipo de rede é construido a partir de uma rede circular
e regular de NV vértices, cada um conectado com « vizinhos imediatos de cada lado, totalizando
2k conexdes, como na Figura 4(a). Em seguida, cada conexdo é refeita com probabilidade ¢,
proporcionando carater aleatdrio a rede, Figura 4(b). Se ¢ = 0, arede gerada € regular, ou seja, o
coeficiente de aglomeracdo e o menor caminho médio sdo grandes. Em contrapartida, se ¢ = 1,
a rede é completamente aleatéria com as duas medidas baixas. Em um estado intermedidrio,
Watts e Strogatz [12] mostraram que o coeficiente de aglomeragdo médio € alto e o caminho

minimo médio é baixo.
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2.4.3 Redes livres de escala de Barabasi e Albert

Apesar do modelo de mundo pequeno de Watts e Strogatz resolver o problema sobre for-
macao de tridngulos em redes, a sua distribui¢do de grau também segue a lei de Poisson, como
acontece com as redes aleatdrias. Entretanto, em 1999, Barabasi e Albert [13] descobriram que
as conexdes da teia mundial ndo sdo homogéneas, mas seguem uma distribuicdo de graus na
forma de lei de poténcia® (P(k) ~ k=), isto €, poucos vértices altamente conectados e muitos
com poucas conexdes. No mesmo ano, os irmaos Faloutsos [38] também verificaram esse com-
portamento na Internet. Mais tarde, descobriu-se que leis de poténcia sio comuns em muitas
outras redes do mundo real, tais como: redes de colaboracdo cientifica, redes metabdlicas e

redes de interacdo de proteinas [56].

Para criar uma rede com tal propriedade, Barabasi e Albert [13] propuseram um modelo
com crescimento baseado em ligacdo preferencial. Neste modelo, a rede comeca totalmente
conectada com n vértices e a cada passo um vértice ¢ € adicionado com m < ng conexoes.
Para cada uma dessas conexdes, a probabilidade de conexao do vértice ¢« com qualquer vértice
j darede é dada por: P,_,; = k;/ Y., ky. Apds n vértices adicionados, a rede terd N = ng +n
vértices e M = mn + ng(no — 1)/2 arestas, o que corresponde a um grau médio (k) ~ 2m,
se n > ny. Na Figura 5(a) é mostrado um exemplo de rede gerada a partir desse modelo e na

Figura 5(b), a distribui¢do de graus para uma rede com 10000 vértices.

Nas redes geradas pelo modelo livre de escala de Barabdsi e Albert, os vértices mais conec-
tados tendem a receber mais conexdes (paradigma conhecido como “rico fica mais rico”). Em
redes com este tipo de estrutura, ha poucos vértices com muitas conexdes, denominados hubs,

e muitos com poucas conexdes. Este comportamento define uma distribuicdo livre de escala.

Leis de poténcia, também conhecidas como Lei de Zipf ou Distribui¢do de Pareto [72], sao comuns
na natureza e refletem invariancia de escalas (pois ndo possuem nem média nem desvio caracteristicos).
Exemplos de tais distribui¢oes incluem distribuicao de riquezas, intensidade de terremotos, de tamanho
de cidades, freqiiéncia de palavras em livros e muitas outras [72].



38 2 Redes complexas: conceitos bdsicos, bases de dados e modelos

(b)

Figura 5: O modelo livre de escala de Barabasi e Albert: (a) exemplo com 50 vértices e
m = 1 (veja que ha poucos vértices com muitas conexoes e muitos com poucas), e (b) a
distribuicao de graus média de 10 redes geradas a partir deste modelo com 10.000 vértices
e m = 10 (grau médio 20). A distribuigdo de graus deste tipo de rede ¢ da forma de
P(k) ~ k=

2.4.4 Redes geograficas de Waxman

Em geral, imagina-se que as redes do mundo real estao situadas no espaco abstrato, em que
a posicao dos vértices ndo € importante. Entretanto, este ndo € o caso de alguns tipos de redes
como as de rodovias e as de aeroportos, que sdo conhecidas como redes espaciais ou geogrdfi-
cas [73]. Em casos com este, a posicdo dos vértices pode ser fundamental para compreender o
crescimento e a evolugdo da rede analisada e os processos dindmicos que ocorrem nela. Redes
geograficas podem ser construidas distribuindo aleatoriamente /N vértices dentro de uma caixa

AP “onde D é a distancia geo-

quadrada de lado L e os conectando com probabilidade p ~ e~
grafica entre eles e A é o parAmetro do modelo que permite o ajuste do grau médio desejado.
O comprimento L da caixa € escolhido tal que a densidade de vértices € mantida constante, ou
seja, L = v/N. Este modelo foi proposto, em 1988, por Waxman [74] para explicar a topo-

logia da Internet. Um exemplo de rede gerada por tal modelo € ilustrado na Figura 6(a) e a

distribui¢do de graus para uma rede do mesmo tipo com 10000 vértices, na Figura 6(b).
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Figura 6: O modelo geografico de Waxman: (a) exemplo com 50 vértices e A = 0,96 (note
que ha mais conexoes entre vértices mais proximos espacialmente do que entre vértices
distantes), e (b) a distribuigdo de graus de uma rede gerada a partir deste modelo com
10000 vértices e A = 0,545 (grau médio 20). A distribui¢do de graus deste tipo de rede
também ¢é da forma de Poisson.

2.4.5 Outros modelos

H4 muitos outros modelos de redes complexas. Alguns sdo aprimoramentos dos mode-
los descritos nesta secdo (e.g. modelo aleatorio de configuragdo [75, 76], que gera modelos
aleatdrios a partir de uma certa distribuicao de grau dos vértices, e modelo livre de escala de
Barabdsi e Albert com ligacdo preferencial caracterizada por trés fatores: idade, capacidade e
semelhanca dos vértices [77]) e outros foram desenvolvidos para reproduzir redes especificas
(e.g. GdTang [78] e Inet [ 79, 80] para reproduzir a Internet no nivel de sistemas autonomos). No
entanto, a inten¢do neste capitulo ndo foi prover uma revisdo detalhada dos modelos de redes
complexas, mas sim apresentar aqueles que foram utilizados nos proximos capitulos. Para mais

informacdes sobre modelos tedricos de redes complexas € sugerida a leitura de [9].
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Tabela 1: Resultados analiticos para o grau médio (k), distribuigao de grau P(k), coeficiente de aglomeragao médio C' e caminho minimo
médio ¢ de trés modelos teoricos: aleatério de Erdds e Rényi, de mundo pequeno de Watts e Strogatz e livre de escala de Barabési e
Albert. Tabela extraida de [2].

Erdés e Rényi Watts e Strogatz Barabasi e Albert
(k) = p(NV — 1) (k) = 26" (k) = 2m
e~ (k) (k)k min(k—k,k K i ki (pr)ETETE _
P(k) = =l Py = Yzt () (1= pyipriptt o P(k) ~ k8
1

C=p C(p) ~ sty (L= p)° C ~ NOT5

In T T\ * log N
£~ _iw\v UN,p) ~ " f(NPT) b~ Emﬂmmzv

* K € o nimero de vizinhos de cada vértice na configuragao inicial do modelo de pequeno mundo de Watts e Strogatz (como na Figura 4, onde k = 4).
* A funcao f(u) é uma constante se u < 1 ou f(u) = In(u)/u se v > 1.
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3 Medidas de redes complexas

As primeiras redes complexas a serem estudadas eram redes sociais com apenas centenas
de vértices e podiam ser analisadas com simples inspecdo visual dos grafos correspondentes.
No final do século passado, porém, bases de dados de outras redes reais (algumas com centenas
de milhares de vértices, como a teia mundial) se tornaram disponiveis, e o estudo de tais redes
exigiu outras maneiras de caracterizd-las. A solucdo encontrada, neste caso, fol mapear as
redes em termos de medidas da sua topologia, como ilustra a Figura 7. Se o mapeamento for
inversivel, ou seja, dado um conjunto de medidas a rede original puder ser obtida, o mapeamento
¢ uma representacdo [81]. Um exemplo de representacdo de redes complexas sem multi-arcos

¢ a matriz de peso V.

X

Caracterizacao X,
> . |

X = 3
<> .
Representacao :

XP

Figura 7: Caracterizacao de uma rede complexa em termos do correspondente vetor de
atributos, & = {x1,x,...,xp}, onde z;, i = 1,2,..., P representam medidas da rede. Se
o mapeamento for inversivel, ou seja, a partir do vetor de atributos, a rede original puder
ser obtida, o mapeamento é uma representacao. Um exemplo de mapeamento inversivel
para uma redes sem peso e sem multi-arcos é a matriz de adjacéncia A. Figura adaptada
de [2].

As medidas de redes complexas também sdo importantes na discrimina¢iao e modelagem de

diferentes tipos de redes [2]. No primeiro caso, como cada rede possui caracteristicas topoldgi-
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cas especificas de conectividade, as medidas podem ser usadas para determinar as classes a que
elas pertencem. No segundo caso, para validar os modelos desenvolvidos para determinados
tipos de rede, é importante que suas medidas sejam comparadas com as das redes correspon-
dentes. Além disso, as medidas sdo importantes no estudo das relacdes entre estrutura e funcao
das redes complexas e na andlise da influéncia da topologia nos processos dinamicos, tais como

por exemplo: fluxo de informacdes [18].

Nas proximas secoes, as medidas de redes complexas serdo apresentadas de acordo com
o seu tipo: relacionadas ao grau dos vértices, a distncia geodésica, a ciclos (coeficiente de
aglomeracao), as estruturas de comunidade e a hierarquia de vizinhanca. Nao € intencdo neste
capitulo cobrir todas as medidas de redes complexas, mas apresentar aquelas que serdo utiliza-
das nos capitulos seguintes. Para uma revisao de medidas de redes complexas, recomenda-se a

leitura de [2].

3.1 Grau e medidas correlacionadas

Grau, também conhecido na fisica como conectividade [8], corresponde ao nimero de co-
nexodes de um dado vértice, isto &, a cardinalidade! de sua vizinhanga. Para redes ndo-dirigidas,
o grau do vértice 7, k;, € dado pela cardinalidade de V; ou, em termos da matriz de adjacéncia,

ki = E Qij, (31)
J

Se a rede for dirigida, o grau do vértice ¢« € composto de duas partes: grau de entrada e de
safda. O primeiro, representado por k., corresponde a quantidade de arcos que chega ao vértice
i, isto é, ki" = |V, e o segundo, por sua vez, é representado por k% e indica o nimero de

arcos que sai do vértice i, isto é, k"' = [V"|. Em termos da matriz de adjacéncia,
K= Z Qjj, (3.2)
J
k;n = Z Q- (33)
J

INtimero de elementos de um conjunto. Note que |X| representa a cardinalidade do conjunto X.
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O grau total do vértice 7 € entdo definido como k; = k" + £?*. Como as redes sdo tidas como

isoladas (nenhuma conexdo com vértices externos), as médias (k") e (k°U*) sdo iguais,

(ko) = (k™) = %Zaif (3.4)

]
A medida global associada a conectividade dos vértices é o grau médio, (k), e é calculado

a partir da média de todos vértices da rede,
1
(k) = NZ@. (3.5)

Nas redes com peso, ndo apenas a quantidade de conexdes de um vértice é importante mas
também a intensidade delas. Dai surge o conceito de forca de um dado vértice que é definida
como a soma dos pesos de seus arcos. Se a rede ndo for dirigida, a forca s; do vértice ¢ € dado

por [82]:

S; = Zwij, (36)
J

No entanto, caso a rede com peso seja dirigida sdo definidas as quantidades [82]:

s¢ = iji, (3.7)
J

st = Zwija (3.8)
J

onde si" e 59U € a forca de entrada e a de safda do vértice i, respectivamente. Note que s; =

sin + 59Ut e que:

ou in 1
(5°) = (") =+ Sy (3.9)
]
A forca média (s) de uma rede com peso é dada por:

() =5 Yo (3.10)

Informagdes adicionais podem ser obtidas através da distribuicdo de graus, P(k), que repre-
senta a probabilidade de um vértice escolhido aleatoriamente ter grau k. Defini¢des similares

podem ser obtidas para a distribuicdo de grau de entrada, P(k'™), e a de grau de saida, P(k°"),
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para redes dirigidas; e a distribuigdo de forga, P(s), a de forga de entrada, P(s™), e a de forca
de saida, P(s°"), para redes com peso. Uma propriedade importante de muitas redes reais é a
distribui¢do de graus seguir uma lei de poténcia [13], e uma forma eficiente de quantifica-la é
através da medida de retidao, st — coeficiente de Pearson dos pontos da distribuicdo de graus
na escala logaritmica. Para as coordenadas = e y de um conjunto com n pontos, tal coeficiente

pode ser calculado pela expressdo [83, 81]:

b X ) ) 1)
VI (= @) (v — ()

onde z; e y; sdo as coordenadas do ponto i e () e (y) sdo as médias de x e de y, respectiva-

mente. Tal coeficiente mede a correlagdo entre as varidveis x e y e se for igual a 1, as varidveis
sdo correlacionadas; se for -1, sdo anti-correlacionadas; e se for 0, ndo ha correlacdo entre as va-
ridveis. Substituindo x por log (k) e y por log [ P(k)] na expressdo acima, o resultado é a medida
de retidao. Quanto mais proxima estiver de —1, mais préxima de seguir uma lei de poténcia

com coeficiente negativo de inclinagdo estd a distribuicdo de graus da rede correspondente.

Uma propriedade importante de redes complexas € a assortatividade, que determina a cor-
relacdo de grau dos vértices. Uma rede € assortativa se hubs (os vértices mais conectados de
uma rede) se conectarem mais entre si do que com vértices de grau menor, enquanto os vértices
com poucas conexdes forem mais conectados entre si do que com os hubs. Se for o inverso
disso, hubs tenderem a se conectar com vértices com poucas conexoes, a rede € disassortativa.
Caso nao haja nenhuma relacdo entre os graus dos vértices, a rede € ndo-assortativa. Uma
maneira de determinar essa propriedade em uma rede sem peso e sem direcao € através do coe-
ficiente de assortatividade, que € o coeficiente de correlacao de Pearson dos graus dos vértices
das extremidades dos arcos, dada por [84]:

2
T (3.12)

29
B T 3+ KDy — [ X ki ks

onde M € o nimero de arcos da rede. Se r > 0, a rede é assortativa; se »r < 0, a rede é

disassortativa; € se » = 0 a rede € nao-assortativa.
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3.2 Medidas relacionadas a distancia

Nem sempre dois vértices de uma rede estdo conectados diretamente. Na maioria das vezes
sO € possivel sair de um e chegar em outro através de um caminho com mais de um vértice
entre eles, exceto quando a rede apresentar partes desconectadas ou vértices isolados. Em uma
rede sem peso, o nimero de arcos existentes no caminho que conecta dois vértices representa
seu comprimento. O menor caminho (também conhecido como caminho geodésico) entre os
vértices 7 e 7 € aquele cujo comprimento € o menor de todos os caminhos possiveis entre esses

vértices. A distancia d,; entre os vértices ¢ e j € entdo definida como o comprimento do menor

caminho entre eles.

Se a rede tiver um peso associado as conexdes, hd duas possibilidades para o cédlculo do
comprimento dos caminhos. A primeira delas parte do pressuposto de que os pesos dos arcos
representam algum tipo de distancia fisica como, por exemplo, a distincia entre cidades numa
rede de rodovias. Neste caso, o comprimento de um caminho € a soma dos pesos dos arcos
contidos nesse caminho. Na outra possibilidade, os pesos dos arcos podem refletir a capacidade
de conexdo entre dois vértices. Por exemplo, numa rede de computadores o peso dos arcos
corresponde a largura de banda das conexdes entre os computadores. Portanto, neste caso, o
comprimento do caminho entre dois vértices € a soma do inverso dos pesos dos arcos ao longo

desse caminho.

No caso de ndo existir caminho entre os vértices 7 € j, a distancia entre eles € definida como
d;j = oo. Para redes dirigidas em geral d;; # d;;, pois 0 menor caminho indo do vértice ¢ para

o vértice j pode ndo ser igual ao menor caminho indo do vértice j para o vértice i.

A maior distancia entre qualquer par de vértices de uma rede é chamada de didmetro da
rede e a distdncia média, de caminho minimo médio, que é representado por [. Nos préximos
capitulos, o caminho minimo médio utilizado ndo € calculado simplesmente como a média dos
menores caminhos (pois, se houver algum d;; = oo para quaisquer vértices ¢ e j, a média
diverge) mas sim como:

(3.13)
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onde I € a eficiéncia global da rede [85] e € definida pela expressao:
1 1
EF=—rm-—— — 3.14
N(N —-1) ; dij’ (3:-14)

Em redes que envolvam algum tipo de transporte, vértices que possuam muitos caminhos
passando por eles tendem a receber a maior parte do traifego. Uma maneira de quantificar
a importancia de um vértice segundo esse principio € através de seu grau de intermediagdo
(betweenness), definido como [86]:

B,=> oléuj) (3.15)
= 0(i,])

onde o(i,u, j) é o nimero de menores caminhos entre os vértices ¢ e j que passam através do
vértice u, o(i,j) é o nimero total de menores caminhos entre ¢ e j, e a soma é tomada sobre
todos os pares distintos ¢, j da rede. O grau de intermediacdo médio de uma rede € dado por
(B) = >, B;/N. O mesmo raciocinio pode ser usado para definir grau de intermediagdo de

arco. Ha também outra medida global relacionada ao grau de intermediacdo de vértice e €

chamada de domindncia de ponto central, definida como:

1
CPD = ——S (Buax — B;), 3.16
o1 ) (3.16)

onde By, € 0 maior valor do grau de intermediacdo na rede. A dominancia de ponto central é

0 para redes totalmente conectadas e 1 para redes na forma de estrela, em que existe um vértice

central por onde todos os caminhos passam.

3.3 Medidas relacionadas a ciclos

A maioria das redes do mundo real apresentam uma grande quantidade de ciclos de ordem
trés (vértices conectados na forma de um tridngulo) [12]. Essa propriedade, conhecida como
aglomeracdo em redes sociais, indica a freqiiéncia com que dois amigos quaisquer tenham um
terceiro amigo em comum. Em redes ndo-dirigidas e sem peso, o coeficiente de aglomeragao

do vértice 7 é dado por [12]:
21;

YL (3.17)

C; =
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onde /; é o nimero de conexdes entre os vizinhos de i e k;(k; — 1)/2, a quantidade maxima de
possiveis conexdes entre os vizinhos de 7. O coeficiente de aglomeracdo médio de uma rede

ndo-dirigida e sem peso € a média:

1
C = Nzc’” (3.18)

i
Para redes com peso, Barthélemy e colaboradores [82] introduziram o conceito de coefici-

ente de aglomeracdo com peso de um vértice como:

w 1 Wy 4 + Wik
&= T ]2]; o ik, (3.19)

onde o fator s;(k; — 1) normaliza ¢} tal que 0 < ¢}’ < 1. O coeficiente de aglomeracdo de uma

rede com peso é dado por:

w ]' w
C' == Zc : (3.20)

Além dos valores médios, € possivel também obter a distribuicdo do coeficiente de aglo-
meragdo C'(k) em fungdo do grau k. Para algumas redes reais, foi observado que C'(k) ~ k™,
onde « é conhecido como expoente hierdrquico, pois a forma de C'(k) estd associada com a

estrutura hierarquica da rede [87].

Para redes sem peso, Bianconi e colaboradores [88] mostraram que o nimero de ciclos de

ordem 3, 4 e 5 pode ser obtido, em termos da matriz de adjacéncia, pelas respectivas expressoes:

N3 = EZ(A?’)m (3.21)

6 7
N, = é (A — 2 3T (A A2+ 30 (A2 (3.22)
c
Ny = 1—10 Z(Af))m- -5 Z(AQ)Z-Z-(A?’)Z-Z- + 52(/13)”. . (3.23)

Outras medidas relacionadas a ciclos incluem o coeficiente ciclico [89] que determina o
quanto a rede € ciclica (valor O indica que a rede € da forma de uma arvore) e o coeficiente

rich-club [90] que mede a tendéncia dos hubs se conectarem, formando comunidades.
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Figura 8: Exemplo de rede nao-dirigida e sem peso com 4 comunidades. Ha mais conexoes
entre vértices internos de cada comunidade do que com os das outras.

3.4 Deteccao de comunidades e medidas

A maioria das redes reais possui estrutura modular, isto €, as redes sdo compostas por grupos
cujos vértices sdo muito mais conectados entre si do que com o resto da rede (veja exemplo
de uma rede com estrutura modular na Figura 8). Tais grupos recebem a denominacdo de
comunidades e sdo resultados da interacdo local dos vértices. Exemplos de redes que possuem
tal estrutura modular incluem: redes sociais [91, 92], redes metabdlicas [93], redes de transporte

aéreo [48], entre outras.

A identificagdo de comunidades é, portanto, uma tarefa importante, pois ajuda a encontrar
vértices que compartilham propriedades semelhantes. A teia mundial € um bom exemplo de
rede com esse tipo de estrutura em que péaginas pertencentes a um determinado assunto geral-
mente formam um grupo. Neste caso, a identificacdo dessas comunidades pode ajudar na busca

por informagdo na teia mundial.

Apesar de sua importancia, ainda nao existe um método 6timo para identificagdo de comu-
nidades, ja que ndo € possivel saber de antemao quantas comunidades uma determinada rede
possui nem mesmo o tamanho delas. Além disso, pode haver subdivisdo entre as comunidades

definindo hierarquias entre elas. E, ainda, ndo existe nem mesmo um consenso a respeito da
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definicdo do que é comunidade. Uma proposta inituitiva foi dada por Radichi e colaborado-
res [94] e se baseia na densidade de arcos entre vértices. Segundo Radichi e colaboradores, ha
duas maneiras de definir comunidades: no sentido forte ou fraco. No primeiro, um subgrafo é
uma comunidade se todos os seus vértices possuirem mais conexodes entre eles do que com o
resto da rede. Ja no segundo, um subgrafo é uma comunidade se a soma dos graus de seus vér-
tices considerando apenas conexdes internas for maior do que fora do subgrafo. Um problema
com tais defini¢des € que a unido de comunidades também € uma comunidade. Para superar
essa limitagdo, Reichardt e Bornholdt [95] propuseram uma defini¢do em que hierarquia entre

as comunidades pode ser assumida a priori.

Além do problema da defini¢do, ndo menos importante é saber como melhor dividir uma
rede em comunidades. Como, a principio, nenhuma informacao estd disponivel sobre a quan-
tidade de comunidades, Newman e Girvan [96] propuseram uma medida conhecida como mo-
dularidade para quantificar o qudo eficiente € uma divisdo especifica. Seja ¢ o niimero de
comunidades obtidas numa determinada divisao e a matrix simétrica £ de dimensao ¢ X ¢ cujos
elementos e;; representam a fragdo de conexdes que existem entre os vértices da comunidade ¢
e os da comunidade j. Os elementos e;; representam o nimero de conexdes internas a comuni-

dade i. A modularidade, representada por (), pode entdo ser calculada por:
2
Q=> lei— (D ey| | =TE—||E], (3.24)
i J

Se ) = 1, a rede é formada apenas por partes totalmente desconexas. Embora simples,
esta medida tem sido amplamente utilizada nos algoritmos de deteccdo de comunidades . Para

maiores detalhes sobre algoritmos de deteccdo de comunidades veja [2, 97, 98].

3.5 Medidas hierarquicas

Medidas hierdrquicas sdo uma extensao das medidas tradicionais, como grau e coeficiente
de aglomeracao, que ndo mais s@o calculadas apenas no nivel seguinte imediato, ou seja, usando
os vizinhos de um vértice de referéncia, mas sim no niveis subseqiientes de vizinhanga [99, 100,

101, 102, 103]. Assim, usando conceitos de morfologia matematica em grafos [104, 105, 101],
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anel hierarquico de nivel  de um vértice i é definido como sendo o subgrafo® composto pelos
vértices a uma distancia r de . Portanto, os vértices a distancia igual a 1 de um vértice i sdo os
vizinhos de i, os de distancia 2 s@o os vizinhos dos vizinhos de ¢ desconsiderando o préprio 7, €

assim por diante.

Para redes ndo-dirigidas, o grau hierarquico de nivel d do vértice i, representado por hky(i),
€ igual ao nimero de arestas que os vértices do anel d fazem com o resto da rede desconside-

rando as arestas que ligam os vértices do mesmo nivel e os dos niveis inferiores [101].

Também para redes ndo-dirigidas, o coeficiente de aglomeracao hierdrquico entres os niveis
r e s do vértice i, representado por hc,(7), é dado pela razdo do nimero de arestas dentro do
anel rs pelo nimero maximo de arestas possiveis dentro desse anel; o anel rs é o subgrafo

definido pelos vértices localizados entre as distancias 7 — 1 e s.

Além dessas medidas, outras foram criadas como razdo de convergéncia e razdo de diver-
géncia [101]. A primeira, calculada a um distincia d do vértice i e representada por cry(i),
corresponde ao quociente entre hk,(i) e o nimero de vértices do anel d. A segunda, também

calculada a uma distancia d, é representada por dr,(i) e é igual ao reciproco de cry(i).

3.6 Outras medidas e estruturas

Ha muitas outras medidas de redes complexas, tais como: grau médio dos vizinhos, vul-
nerabilidade, motivos, reciprocidade dos arcos de uma rede dirigida, medidas relacionadas a
entropia e a energia, outras medidas de centralidade (além de grau de intermedia¢do), medidas
espectrais e medidas de complexidade. Estas medidas e maiores detalhes sobre as descritas

neste capitulo podem ser encontradas em [2].

3.7 Correlacao entre medidas

Mesmo com uma quantidade muito grande de medidas para caracterizar a estrutura de co-

nectividade de redes complexas, muitas ndo podem ser utilizadas em conjunto, pois apresentam

2Um grafo g é um subgrafo ou subrede da rede G se V(g) CV, E(g9) C E e w(g) C w.
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redundancia entre si [2], isto €, sdo correlacionadas. Para determinar se duas medidas = e y
s@o correlacionadas, a expressao ( 3.11) € empregada e x; e y; representam, respectivamente, a

medida x e y da i-ésima rede do conjunto considerado, e (x) e (y) sdo as respectivas médias.

Para quantificar o grau de correlacdo entre pares de algumas medidas, o coeficiente acima
foi calculado para redes geradas com 1000 vértices e grau médio 4 a partir dos modelos: alea-
torio de Erd6s e Rényi (ER), livre de escala de Barabasi e Albert (BA) e geografico de Waxman
(GW). Os resultados estdo na Tabela 2, que também mostra o caso em que todos os modelos

foram considerados juntos.

Os resultados apresentados na Tabela 2 indicam que os valores mais altos de correlacio
entre medidas foram observados para o modelo livre de escala de Barabdsi e Albert. Além
disso, as correlacdes obtidas para cada modelo em separado sdo diferentes das obtidas para os
modelos analisados em conjunto. Devido a esse fato, a andlise das correlacdes entre medidas

ndo € determinada de maneira simples, mas envolve os tipos de modelos considerados.

O tipo de aplicacao desejada € que determina a escolha das medidas a serem utilizadas. Se
o intuito for apenas caracterizagdo de uma rede, deve-se escolher medidas que quantifiquem as
propriedades esperadas. Por exemplo, para determinar se uma dada rede possui a propriedade de
mundo pequeno, s6 € necessdrio calcular o caminho minimo médio da rede em questdo. No caso
de classificagcdo de redes (préoximo capitulo), o maior nimero de medidas ndo correlacionadas
(ver Tabela 2) deve ser considerado, pois, do contrario, a andlise pode se tornar incompleta,
proporcionando resultados equivocados. Até mesmo no caso de modelagem de redes do mundo
real, a andlise de medidas ndo deve ser ignorada, pois, se poucas medidas forem consideradas,

as demais podem nao estar sendo reproduzidas pelos modelos desenvolvidos.
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Tabela 2: Correlacoes entre medidas obtidas para os modelos: aleatorio de Erdés e Rényi
(ER), livre de escala de Barabasi e Albert (BA) e geografico de Waxman (GW) e todos
juntos. Os resultados foram estimados de 1000 realizagoes para cada modelo com 1000
vértices e grau médio 4 cada. As medidas consideradas foram: coeficiente de correlacao
de Pearson da distribuicao de pontos na escala log-log, st; coeficiente de assortatividade,
r; coeficiente de aglomeracao médio, C'; caminho minimo médio, ¢; dominancia de ponto
central, CPD; grau hierarquico médio de nivel 2, (hko(i)); razao de convergéncia média
de nivel 2, (cra(i)); e razao de divergéncia média de nivel 3, (drs(i)). Tabela extraida
de [2].

st T C 14 CPD (hka(i)) (era(1)) (drs(i))
st BA 1.00
ER 1.00
GW 1.00
Todos 1.00
r BA -0.22 1.00
ER -0.01 1.00
GW -0.13 1.00
Todos 0.71 1.00
C BA 0.06 -0.29 1.00
ER -0.01 0.07 1.00
GW 0.04 -0.00 1.00
Todos 0.31 0.82 1.00
l BA -0.01 0.38 —0.63 1.00
ER —0.06 0.04 —0.08 1.00
GW -0.10 0.02 0.03 1.00
Todos 0.69 0.96 0.88 1.00
CPD BA -0.09 0.23 0.39 —0.58 1.00
ER -0.61 0.10 0.03 0.07 1.00
GW -0.05 -0.02 0.03 0.23 1.00
Todos —-0.87 -0.44 0.02 -0.41 1.00
(hko (1)) BA 0.01 —0.30 0.63 -0.99 0.60 1.00
ER 0.04 0.03 0.08 -0.90 -0.06 1.00
GW 0.08 0.28 -0.02 —0.65 -0.13 1.00
Todos -0.96 -0.80 —0.43 -0.79 0.85 1.00
(era(1)) BA 0.02 0.02 0.58 —0.74 0.59 0.76 1.00
ER -0.03 0.04 0.45 —-0.16 0.02 0.19 1.00
GW -0.00 0.09 0.59 0.18 0.07 -0.11 1.00
Todos 0.37 0.86 0.99 0.91 -0.05 -0.49 1.00
(drs(1)) BA 0.01 0.26 —0.57 0.91 —0.52 —0.94 —0.69 1.00
ER 0.03 -0.10 -0.01 -0.25 -0.01 -0.16 -0.04 1.00
GW -0.02 -0.28 -0.09 -0.03 -0.00 —-0.50 -0.21 1.00

Todos -0.14 —-0.74 -0.97 -0.79 -0.18 0.27 -0.96 1.00
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Além da caracterizacdo, as medidas podem ser utilizadas para classificar redes complexas.
Classificar significa atribuir grupos, classes ou categorias a elementos que compartilham pro-
priedades e/ou caracteristicas comuns [81]. A classificacdo pode ainda apresentar hierarquias
definidas a partir de especializacdo de classes mais gerais. Um exemplo tipico € a taxonomia
dos seres vivos que possui ao todo sete niveis de classificacio: reino, filo, classe, familia, gé-
nero e espécie. Devido ao seu cardter geral, qualquer conjunto de elementos, desde objetos
inanimados e lugares até conceitos e relagdes, pode ser classificado por esquemas semelhantes
ao da taxonomia dos seres vivos. No caso das redes complexas ndo é diferente. Ha diversos
sistemas na natureza e muitos outros construidos pelos seres humanos cujas representacdes por
rede apresentam propriedades estruturais e dindmicas comuns. Devido a esse fato, nada mais
natural que categorizar tais sistemas de acordo com essas propriedades. Para alcancar esse pro-
posito, sdo necessdrios dois passos: extracdo de caracteristicas das redes complexas e uso de
um classificador. O primeiro passo consiste em obter o maior nimero de medidas, como as
descritas no Capitulo 3, para melhor caracterizar as redes analisadas. Para cada rede, € entdo
obtido um vetor de atributos 7, onde cada elemento x; corresponde a uma medida distinta. O
segundo passo €, a partir desses vetores, classificar as respectivas redes. Esse processo pode
ser realizado de duas formas: supervisionada em que as classes sdo conhecidas a priori ou
ndo-supervisionada, quando ndo ha conhecimento algum sobre a divisdo das redes [106]. A
classificagdo supervisionada envolve dois estdgios. O primeiro € o treinamento do modelo de
classificagdo em que os métodos utilizados s@o treinados com redes cujas classes sdo conhe-
cidas. Ja o segundo estdgio corresponde a atribuir classes as redes desconhecidas. No caso

da classificacdo ndo-supervisionada, uma maneira de realizd-la é através do método conhecido
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como agrupamento (clustering) [106, 81], que maximiza tanto a similaridade entre as medidas
de redes que pertencam a mesma classe quanto a diferenca de medidas de redes de classes dis-
tintas. Utilizando este método, classes de redes sdo obtidas sem nenhum conhecimento prévio,
podendo ser empregado para obter a taxonomia das redes complexas, mas ndo foi realizado

neste trabalho.

Uma aplicacao pratica da metodologia de classificagdo em redes complexas € classificar as
redes do mundo real nos modelos tedricos existentes. Esse processo € muito importante pois
permite validar e aperfeicoar os modelos tedricos de forma a representar melhor a realidade dos
sistemas analisados. Neste caso, é possivel aplicar a classificacdo supervisionada pois as clas-
ses (isto €, os modelos tedricos) sdo conhecidos. Entretanto, hd algumas dificuldades a serem
superadas. Uma delas consiste em saber quais modelos s@o mais adequados para representar
a rede real em questdo. Outra dificuldade encontrada € determinar quais medidas sdo mais

apropriadas. Finalmente, saber qual o melhor método de classificacao a ser utilizado.

Existem vérios modelos tedricos para redes complexas (alguns deles estdo descritos na
Secdo 2.4) e cada um reproduz uma ou mais propriedades encontradas nas redes naturais ou
artificiais estudadas atualmente. Além dessa gama enorme de opcdes, hd também modelos, que
dependendo dos parametros utilizados, podem gerar redes com propriedades semelhantes as
geradas por outros modelos (e.g. 0 modelo de mundo pequeno de Watts e Strogatz pode ser re-
gular se a probabilidade de reconexao for nula, ou aleatdria se igual a 1). Tanto a quantidade de
modelos existentes quanto os pardmetros que cada um possui impdem dificuldades no processo
de classifica¢do da redes reais, pois pode haver sobreposicdo entre eles no espago de medidas e
separa-los pode nao ser possivel. Uma maneira de evitar ou minimizar tal problema € ajustar os

parametros dos modelos de acordo com a rede estudada.

No caso das medidas, a escolha das mais adequadas a um determinado tipo de rede pode
também ser uma tarefa dificil. Muitas sdo especificas a determinados tipos de estruturas e,
se utilizadas sozinhas, ndo oferecem uma representacdo completa da rede estudada. Outras
s@o correlacionadas (como pode ser comprovado na Tabela 2), prejudicando a classificacao.

As melhores solugdes para este tipo de problema incluem: escolha de medidas conforme os
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resultados desejados e/ou uso de métodos de estatistica multivariada para reduzir a redundancia

entre as medidas (assunto da proxima se¢ao).

Escolher o melhor método de classificacao de redes naturais ou artificiais pode também ser
dificil, mas, neste caso especifico em que redes reais sdo classificadas em modelos teéricos co-
nhecidos, ndo é, pois se trata de classificac@o supervisionada e o melhor metodologia conhecida

€ o critério de decisao Bayesiana [106]. Maiores detalhes desta metodologia estdao na Secao 4.2.

4.1 Estatistica multivariada

Tanto o processo de amostragens de redes reais quanto as simulagdes de modelos tedricos
geram padrdes de conectividade com certa variabilidade estatistica. Por causa disso, devem ser
levados em conta ndo apenas os valores médios das medidas, mas também as suas respectivas
variabilidades, tais como a variancia. Por exemplo, vérias realiza¢cdes do modelo livre de escala
de Barabasi e Albert com parametros fixos possuem propriedades estruturais equivalentes, mas
nao idénticas, como ilustra a Figura 9, onde sdo mostradas 1000 redes com N = 1000 e m =
3 com relacdo a trés medidas: coeficiente de assortatividade, coeficiente de aglomeracdo e
caminho minimo médios. Embora o conjunto de pontos obtidos formem uma nuvem em torno
das médias de cada medida, hd uma certa correlacdo entre o coeficiente de assortatividade e o
caminho minimo médio, implicando em redundancia dessas medidas. Uma maneira de eliminar

tal redundancia € através da andlise dos componentes principais (PCA), descrita abaixo.

4.1.1 Analise dos componentes principais

Cada elemento de um conjunto de R redes complexas pode ser descrito em termos de P

medidas escalares x;, « = 1,2,..., P, organizadas na forma de um vetor de atributos ¥ =
(1, 29,...,2p)". A matriz de covaridncia desse conjunto pode ser obtida através da seguinte
expressao:

(4.1)

-

onde (z) é ao vetor de atributos médios, cujos elementos correspondem as respectivas médias de

cada medida. A expressdo acima resulta em uma matriz real e simétrica com dimensdes P x P.
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Figura 9: Distribuicao espacial de 1000 realizagoes do modelo livre de escala de Barabéasi
e Albert para N = 1000 e m = 3. Para melhor visualizacao, a nuvem central de pontos

foi projetada nos trés planos principais (regides em cinza). As médias de cada medida
(pontos brancos) estao projetadas nesses planos. Fonte [2].

Devido a esse fato, os P autovalores \; dessa matriz sdo reais. Se, além disso, os autovalores
A; forem distintos, os correspondentes autovetores v; sdo ortogonais, caso contrdrio, ainda é

possivel obter autovetores ortogonais a partir dos autovalores repetidos [81]. Estes autovetores

podem, entdo, ser ordenados para obter a matriz de transformacao:

(4.2)

— Up —

onde v7 corresponde ao maior autovalor, v;, a0 segundo, e assim por diante (os autovalores estdo
ordenados na seguinte forma: A\; > Ay > ... > Ap). A partir dessa matriz de transformacao,

o vetor original de atributos Z de cada rede pode ser transformado em um novo sistema de

coordenadas através da seguinte transformacao linear:

X =77, (4.3)

que corresponde a uma rotacao de eixos e define a projecdo dos componentes principais.
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A distribuicdo de pontos obtidas para o novo espacgo definido pela transformacdo acima €
de tal forma que as maiores variagdes sao observadas ao longo dos primeiros eixos, seguido pe-
los eixos subseqiientes em ordem decrescente, sendo que os primeiros eixos sdo chamados de
principais [107]. Devido a tal propriedade, ao considerar apenas os €ixos principais, € possivel
projetar a distribui¢@o inicial de pontos em um nimero menor de dimensdes p — metodolo-
gia esta conhecida como redugdo de dimensionalidade. Para obter tal resultado, somente os

primeiros p autovetores sdo utilizados e a matriz de transformacao 7, resultante €:

—

— Vg —

— Uy —

Um exemplo de como tal metodologia pode se empregada num caso real é mostrado na
Figura 10, em que a nuvem de pontos da Figura 9 € projetada nos dois primeiros componentes
principais, eliminando a redundancia existente entre as medidas. Apesar de ser ttil na redugao
de dimensionalidade quando varias medidas sdo utilizadas, tal metodologia apresenta uma li-
mita¢do por ndo considerar categorias de grupos diferentes de rede. Para superar esta limitagdo,

a andlise de varidveis canOnicas, descrita abaixo, pode ser empregada.

Segundo componente principal

Primeiro componente principal

Figura 10: Projecoes da nuvem de pontos da Figura 9 obtida através da anélise de com-
ponentes principais. As medidas foram normalizadas antes de aplicar tal metodologia
devido as diferencas dos valores absolutos entre elas. A normalizacao de uma medida
corresponde a subtrair do valor de cada elemento da nuvem a média e dividir pelo desvio
padrao. Fonte [2].
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4.1.2 Analise de variaveis canonicas

A andlise de varidveis canOnicas é uma extensdo da andlise dos componentes principais
através da qual as projecoes sao obtidas de forma a otimizar a separagdo entre objetos de classes
distintas. No caso da anélise de varidveis candnicas, sdo necessdrias duas matrizes, uma para
quantificar a variagdo dentro dos grupos, denominada Si.,, € outra para quantificar a variacao

entre grupos, denominada Sipye;. A formalizacdo desse método € realizada a seguir.

Considere um conjunto de I? redes, separadas em N classes, cada uma com /V; elementos,
identificada por C;, 7 = 1,2, ..., N¢ e que cada elemento £ de R € representado por seu respec-
tivo vetor de medidas 7; = (@1, %9, ...,xp)’. Define-se a matriz: S; — a matriz de dispersdo

para cada classe C;, como [106]:

5= (5 - @) (- @) (4.5

§e C;

onde (z), representa o vetor da média das medidas dos elementos da classe C;.

As matrizes Siytra € Sinter 530, entdo, definidas como, respectivamente:

Nc
Sintra = Z S’L (46)
=1

Siner = i N (6@ = @) (- ) (4.7)

Para obter a médxima dispersao entre classes e a minima dispers@o dentro de cada classe, a

seguinte transformacao linear deve ser empregada [108]:

Xe =Tag, (4.8)
onde ' = [y1,73,...,7p|" é escolhido de forma que o vetor v; maximiza a relagdo
T —
Sin T
DD, (4.9)
é! Sintra"h
enquanto que os demais vetores 7;, j = 2,3, ..., p, maximizem relacdes semelhantes e

%Tsintra% =0. (41())
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Figura 11: Duas nuvens distintas e arbitrarias de pontos em trés dimensoes (a) nao
puderam ser separadas usando andlise de componentes principais (b). Isso s6 foi obtido
pela analise de varidveis canoénicas (c¢) que maximiza a separagao entre grupos de pontos
distintos. Figura adaptada de [2].

Segundo componente principal
>
Segunda variavel canonica
o

IN

Os vetores 71,75 . . . , Yp sd0 os autovetores da matriz S._ | Sipcer [108].

intra

Para mostrar o potencial da andlise de varidveis candnicas, duas nuvens arbitrdrias foram
geradas em trés dimensdes de modo que suas proje¢des nos respectivos planos principais nao
pudessem ser distinguidas, Figura 11(a). Aplicando a anélise dos componentes principais nessas
nuvens nao foi possivel separa-las, Figura 11(b). Isso s6 foi possivel através da andlise por

varidveis candnicas, Figura 11(c).

4.2 Teoria de decisao Bayesiana para classificacao de
redes

A maior dificuldade encontrada na classificagdo consiste em minimizar o erro de atribuir

classes aos objetos. Uma das melhores solugdes, neste caso, € utilizar a teoria de decisdo Baye-
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siana [106]. Definindo P; como a probabilidade de um objeto pertencer a classe C};, assume-se
que P; e a densidade de probabilidade condicional p(7¢|C;) sdo conhecidas ou podem ser de-
vidamente estimadas através de métodos paramétricos ou nao-paramétricos [106, 109, 81]). A
probabilidade P; pode ser obtida através da freqii€ncia relativa. Se a fun¢do densidade de pro-
babilidade condicional for conhecida e apenas seus parametros tiverem que ser determinados,
tal estimacdo é denominada paramétrica. Em contrapartida, caso nem mesmo essa funcdo seja
conhecida, torna-se necessario determiné-la. Neste caso, a estima¢do da fungdo de densidade
de probabilidade é chamada de ndo-paramétrica e ela pode ser determinada através do método
de Parzen, em que cada ponto € representado como uma funcdo, denominada niicleo de Parzen,
no espacgo definido pelas medidas [106]. O critério de decisdo Bayesiana pode ser expresso da
seguinte forma: se p(z¢|i) P (i) = max,—1 c{p(7¢|b) P(b)} entdo o elemento £ pertence a classe

i [2].

A Figura 12 mostra como os conceitos discutidos acima podem ser empregados para encon-
trar a regido de separagdo entre trés categorias de redes complexas: modelo aleatério de Erdds
e Rényi, modelo de mundo pequeno de Watts e Strogatz e modelo geografico de Waxman,

definidos no espago das medidas coeficiente de assortatividade e o caminho minimo médio.

4.3 Classificacao de redes do mundo real

De um modo geral, o processo de classificacdo envolve dois estagios: treinamento e identi-
ficagdo [81]. O primeiro estagio corresponde a utilizar dados de objetos conhecidos para treinar
o método de classificacdo a obter as classes correspondentes. No caso de classificacdo por teoria
de decisdo Bayesiana, este estdgio equivale a obter as regides de separacdo, ou seja, determinar,
a partir das distribui¢des de objetos conhecidos, os parametros e até mesmo a propria funcao
de densidade de probabilidade. O segundo estdgio, por sua vez, € a classificacdo em si, em que
objetos desconhecidos sdo identificados conforme a regido a que eles pertencam no espago de

medidas.

No caso da classificacdo de redes do mundo real em modelos, antes do treinamento € ne-

cessario escolher o conjunto de medidas e os tipos de modelos tedricos a serem empregados. Se
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Figura 12: Espago definido pelas medidas normalizadas: coeficiente de assortatividade e
o caminho minimo médio para redes obtidas a partir de trés modelos: aleatorio de Erdds
e Rényi (O), de mundo pequeno de Watts e Strogatz (57) e geografico de Waxman (O).
Logo abaixo, sao mostradas as correspondentes funcoes gaussianas e as regioes de decisao
considerando estimagao paramétrica (b) e nao-paramétrica (c). Ao todo sdo 1000 redes
para cada modelo com 250 vértices e grau médio 20 cada. A probabilidade de reconexao
no modelo de mundo pequeno foi de 0.4. Figura extraida de [2].

muitas medidas forem utilizadas, aquelas que apresentarem redundéncia entre si podem prejudi-
car a classificacdo [81], além de ndo permitir a visualiza¢do dos dados (quando forem utilizadas
4 medidas ou mais). Uma maneira eficiente de resolver tal problema € utilizar a andlise de
varidveis canodnicas e reduzir o conjunto de medidas em trés ou menos projecdes, permitindo a

visualizagao dos dados. No caso dos modelos, é importante que eles tenham correspondéncia
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com a rede real a ser classificada, como mesmo nimero de vértices e mesmo grau médio. Apos
essas consideragdes iniciais, o treinamento € realizado considerando um nimero grande de re-
des obtidas de modelos tedricos, trés ou menos projecdes resultantes da reducdo por andlise
de varidveis candnicas e teoria de decisdo Bayesiana por estimacao ndo paramétrica da funcao
densidade de probabilidade, ja que sua forma nao € conhecida a priori. Obtidas as regides de
separacdo, a rede real € entdo projetada no espago definido pelas varidveis canonicas e classifi-
cada segundo a regido a que pertencer. Dois exemplos de aplicacdo de tal metodologia podem
ser visualizados na Figura 13, onde a rede de transcri¢do genética do Escherichia coli e a rede
de interacdo de proteinas do Saccharomyces cerevisiae (ambas descritas na Se¢ao 2.3) foram
classificadas considerando trés modelos: aleatério de Erdds e Rényi, livre de escala de Barabési
e Albert e o geogrifico de Waxman e duas projecdes obtidas pela andlise de varidveis candni-
cas de nove medidas normalizadas: grau médio, coeficiente de assortatividade, coeficiente de
Pearson da distribui¢do de graus na escala log-log, coeficiente de aglomeracao médio, caminho
minimo médio, dominancia de ponto central, grau hierdrquico médio de nivel 2, coeficiente de

aglomeracao hierdarquico médio de nivel 2 e razao de divergéncia de nivel 3.

A rede de transcricdo genética do Escherichia coli e a rede de interagdes de proteinas do
Saccharomyces cerevisiae, que apresentam a lei de poténcia na distribui¢do da conectividade,
foram classificadas como redes geograficas. Tal resultado € surpreendente, j& que o modelo
que gera redes geograficas produz redes com distribuicao de Poisson. Entretanto, se fossem
consideradas apenas as medidas que geralmente sdo utilizadas para a caracterizacdo de redes,
como a distribui¢do das conexdes e o caminho minimo médio, as redes de transcricdo genética
e de interacdo de proteinas seriam associadas ao modelo de Barabasi e Albert, o que é um
resultado incompleto, pois tal modelo ndo reproduz grande parte das propriedades estruturais
destas redes. Um dos fatores que influenciaram na classificacao apresentada na Figura 13 € que,
apesar do modelo de Barabdsi e Albert gerar a lei de poténcia na distribui¢cdo das conexdes,
e por isso ser largamente utilizado como modelo de redes reais, ele ndo gera redes com alta
ocorréncia de ciclos de ordem 3, que é uma caracteristica presente nas maioria das redes reais e

nas redes geradas pelo modelo geogréfico considerado.

Uma andlise mais completa de classificacdo de redes reais nesses trés modelos tedricos,
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Figura 13: Classificacao de redes reais em modelos tedricos utilizando reducao de di-
mensionalidade via analise das variaveis candnicas para um conjunto de nove medidas
normalizadas e teoria de decisao Bayesiana. As redes reais consideradas (indicadas por
setas e representadas por 4) foram: (a) a rede de transcri¢ao genética do Escherichia coli
com grau médio 2.45 e (b) a rede de interagoes de proteinas do Saccharomyces cerevisiae
com grau médio 3.03. Tanto em (a) quanto em (b) os modelos utilizados foram: aleatério
de Erdss e Rényi com grau médio 2 (3%), 2.45 para (a) e 3 para (b) (0) e 6 (O), livre
de escala de Barabasi e Albert com grau médio 2 (A), 4 (7) e 6 (>>) e o geografico de
Waxman com grau médio 2 (+), 2.45 para (a) e 3 para (b) (d) e 6 (). Embora essas
redes sejam geralmente associadas aos modelos de Barabasi e Albert, se apenas a distri-
buigao de graus e o caminho minimo médio sao considerados, com 9 medidas elas sao
classificadas como geograficas. Figura extraida de [2].

utilizando combinacdes diferentes dessas nove medidas, pode ser encontrada em [2]. Os resul-
tados apresentados em [2] evidenciam que para uma compreensao mais precisa da estrutura das
redes complexas € necessario utilizar um conjunto maior de medidas e de modelos, pois, do

contrério, os resultados da classificacdo de redes podem ser incorretos.

Utilizando a mesma metodologia de classificacdo apresentada neste capitulo, em [110] é
apresentada a classificagdo da Internet, definida no nivel de sistemas autdonomos, considerando
um conjunto mais amplo de medidas diferentes (num total de 21) e varios modelos (7 ao todo),
dos quais alguns foram especialmente desenvolvidos para representar esse tipo de rede, como
por exemplo: o0 modelo geografico de Waxman (Se¢do 2.4), GdTang — modelo de rede dirigida
da topologia da Internet baseado em crescimento preferencial e geografico [78] e Inet — gerador
de topologia da Internet [79, 80]. Os resultados de [110] indicaram que nenhum desses modelos
foi capaz de reproduzir com precisdo todas as medidas da Internet. Desta forma, métodos de

classificagdo, como o apresentado neste capitulo, devem ser considerados na formulacdo de
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novos modelos.

4.4 Efeito da amostragem na classificacao

A fim de verificar o efeito da amostragem na classificacio de redes, a metodologia descrita
nas se¢Oes anteriores foi empregada para classificar a versdo completa e amostras da rede de
emails da Universidade Rovira i Virgili (Tarragona) [61] (Sec@o 2.3.1). As amostras foram
obtidas através de caminhadas aleatdrias [111, 17] na rede original. Uma caminhada aleatéria é
aquela em que, assumindo que no passo ¢ ela estd no vértice ¢, 0 préximo passo € pular para um
dos vizinhos de 7 com probabilidade 1/k;. O vértice inicial da caminhada é também escolhido
aleatoriamente, e a caminhada termina quando a quantidade desejada de vértices diferentes for
alcancada. Note que este tipo de caminhada permite passar por vértices e arestas que ja foram
visitados. A rede amostrada por esse método € entdo obtida pelos vértices e arestas diferentes

encontradas durante a caminhada.

Esse tipo de amostragem foi aplicado na rede de emails e 100 amostras foram obtidas. A
rede original e as amostras t€m, respectivamente: 1133 vértices e 626 (13); grau médio 9.62 e
4.00 (0.08); coeficiente de aglomeracao médio 0.22 e 0.076 (0.009); e caminho minimo médio
3.33 e 4.43 (0.08). Os valores apresentados para as amostras sdo os valores médios e entre
paréntesis estdo os respectivos desvios padrdes. Note que, embora o nimero de vértice nao
tenha diminuido muito, essas medidas mudaram bastante. A Figura 14 mostra o resultado da
classificacdo da rede original e as versdes amostradas considerando quatro modelos: aleatério
de Erdds e Rényi, de mundo pequeno de Watts e Strogatz, livre de escala de Barabdasi e Albert
e geografico de Waxman e 9 medidas: coeficiente de assortatividade, coeficiente de Pearson
da distribui¢do de graus na escala log-log, coeficiente de aglomera¢do médio, caminho minimo
médio, grau de intermediacdo médio, ponto de dominéncia central, grau hierdrquico médio de
nivel 2, coeficiente de aglomeracao hierdrquico médio de nivel 2 e razdo de divergéncia de nivel
2. Os parametros dos modelos foram escolhidos de tal forma a serem compativeis com os dois
casos analisados. No caso do modelo de mundo pequeno de Watts e Strogatz, a probabilidade de

reconexao foi escolhida de forma que o coeficiente de aglomeragao e o caminho minimo médios
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Figura 14: Efeito da amostragem na classificagdo da rede de email () utilizando o mesmo
método aplicado na Figura 13. Os modelos utilizados foram: aleatério de Erdds e Rényi
(O), de mundo pequeno de Watts Strogatz (0), livre de escala de Barabasi e Albert (A), e
geogréfico de Waxman (57). A probabilidade de reconexao no modelo de mundo pequeno
de Watts Strogatz foi escolhido de tal forma a ter coeficiente de aglomeracao e caminho
minimo médios similares aos encontrados na rede original e nas versoes amostradas. A
rede original (indicada por seta) foi identificada como pertencente ao modelo geografico
em (a), porém, quando foi parcialmente amostrada, a classificagdo ndo se manteve e as
respectivas amostras foram indentificadas como pertencentes a outros dois modelos: o
aleatorio e o de pequeno mundo.

fossem os mais proximos possiveis tanto para a rede original quanto para as redes amostradas.

Os resultados mostrados na Figura 14 indicam que a amostragem modificou completamente
a classificacdo da rede de emails. No primeiro caso, a rede original foi classificada como rede
geografica de Waxman. Entretanto, quando foi amostrada, as amostras resultantes foram classi-
ficadas como redes aleatérias de Erdés e Rényi e redes de mundo pequeno de Watts e Strogatz.
A partir desses resultados, fica evidente que considerar amostras menores de redes complexas

pode levar a conclusdes erradas.

O Capitulo 5 apresentara estruturas que t€ém grande incidéncia em redes que tiveram pro-
blemas de amostragem, e o capitulo 6 mostrara o efeito de perturbacdes na conectividade das
redes e quais propriedades sdo mais adequadas para caracterizar redes com problemas de amos-

tragem.
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5 Estruturas comuns em redes
amostradas

Apesar de existirem inimeras medidas de redes complexas disponiveis na literatura, seu uso
sempre estard relacionado com aplicac¢des especificas, pois ndo existe um conjunto completo de
medidas para caracterizagdo de redes complexas (Capitulo 3). Por exemplo, se o interesse for
somente em saber se determinada rede possui a propriedade de mundo pequeno, € necessario
apenas realizar o cédlculo de distincia entre os vértices da rede em questdo. Neste sentido,
o estudo de problemas especificos continuard motivando a descoberta de novas estruturas e
maneiras de quantifica-las. Este é o caso das estruturas (motivos) que serdo apresentadas neste
capitulo: arvores de borda e cadeias de vértices, pois sdo frutos do estudo do problema de

amostragem em redes complexas.

5.1 Arvores de borda

Arvores de borda [3] podem ser compreendidas como um tipo especial de motivos — sub-
grafos cuja probabilidade de ocorrerem em redes reais é maior do que nas redes aleatdrias
correspondentes (e.g. [68]). No entanto, diferentemente dos motivos tradicionais que podem
ocorrer em qualquer parte da rede, as drvores de borda, como o préprio nome revela, estao situ-
adas apenas na borda da rede, regido esta que € definida como os vértices de grau unitario (que,
por sua vez, sdo considerados as partes mais sensiveis da rede). As arvores de borda (assim
como outros motivos periféricos) podem estar relacionados com o crescimento de redes, como
as geograficas, ou seja, as redes podem evoluir como uma 4rvore, onde cada ramo de vérti-

ces parte do maior componente conectado para fora da rede. Além disso, as drvores de borda
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estdo relacionadas com a decomposicao de nicleo-% (e.g. [112]) das camadas mais externas.
Este tipo de decomposi¢do € uma metodologia utilizada para descrever a topologia das redes
complexas em termos de subgrafos. O nicleo-£ de uma rede € obtido através da remocgdo de
todos os vértices com grau menor que k. Depois de tal remog¢ao, os vértices restantes que apre-
sentarem grau menor que & sdo também removidos. O processo continua até tal remog¢ao nao
ser mais possivel, resultando no nicleo-k da rede original. A este processo é dado o nome de
decomposicdo de niicleo-k. Define-se ainda camada-k de uma rede como o conjunto de vértices
removidos no processo de decomposicao de niicleo-%£. Muitas aplicagdes de tal metodologia fo-
ram realizadas em redes reais, como por exemplo: na Internet [113] e na redes de interagdo de
proteinas [114, 115]. Essa metodologia pode ser usada inclusive para encontrar os vértices que
pertencem as arvores de borda, pois a camada-1 corresponde aos vértices que nao participam
de ciclos. Entretanto, esta ndo foi a abordagem utilizada na andlise de arvores de borda em re-
des complexas, pois mais informagdes sobre essas estruturas foram necessarias. Um algoritmo
para encontrar tais estruturas serd apresentado abaixo, depois da definicdo formal de arvores de

borda.

Na teoria de grafos, uma drvore é definida como um grafo conectado no qual existe somente
um caminho entre dois vértices (e.g. [11, 116]). Em outras palavras, qualquer grafo conectado
que ndo possua ciclo € uma arvore. Com base nessas defini¢oes, o niicleo de uma rede € definido
como sendo o maior componente conectado cujos vértices participem de pelo menos um ciclo.
A drvore de borda é, portanto, uma arvore que possui um vértice em comum com o nucleo, que
€ chamado de raiz da 4rvore de borda e estd situado na periferia do nucleo (alguns exemplos
de arvores de borda podem ser visualizados na Figura 15). Definem-se ainda: as folhas de uma
arvore de borda como os vértices que estdo nas extremidades da drvore, ou seja, os vértices de
grau um; a profundidade como sendo a maior distancia entre a raiz e as folhas; e o niimero de
ramos como o nimero de caminhos partindo da raiz até as folhas (i.e. o nimero de ramos € igual
ao numero de folhas). Os vértices que estdo o mais distante possivel da raiz pertencem ao nivel
0 da arvore de borda. No primeiro nivel estdo os vértices cuja distancia a raiz € a profundidade
menos um, no segundo nivel estdo os vértices cuja distancia a raiz € a profundidade menos 2, e

assim por diante. No nivel mais alto estd a raiz.
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Figura 15: Arvores de borda (regides em cinza escuro) em uma rede pequena. Figura
extraida de [3].

5.1.1 Algoritmo

O algoritmo utilizado para encontrar as arvores de borda em uma dada rede é baseado na
topologia de fora para dentro, ou seja, comeca pelos vértices da borda, vai para seus vizinhos
de niveis mais elevados até encontrar a raiz (vértice que pertence ao nucleo). Inicialmente é
necessdrio encontrar todos os vértices de grau 1. Para cada um desses vértices, uma arvore (na
forma de estrutura de dados) € criada. Desta forma, cada arvore tem apenas um vértice. O
proximo passo corresponde a verificar recursivamente se o vértice no topo de cada drvore tem
mais de um vizinho, ignorando aqueles que estdo nos niveis inferiores. Se possuir mais de um
vizinho, a drvore correspondente ¢ mantida em uma lista de espera. Mas se possuir apenas um
vizinho, ele é adicionado a drvore juntamente com qualquer outra arvore que esteja na lista de
espera que possua esse vértice como raiz (note que a estrutura da rede é mantida). O algoritmo
termina quando todas as drvores estdo na lista de espera e ndo podem mais ser juntadas. As

arvores isoladas (que ndo t€ém um vértice no nicleo da rede) sdo ignoradas.

5.1.2 Analise em redes tedricas e redes reais

Na andlise das arvores de borda foram utilizados os modelos (Se¢do 2.4): aleatério de ErdSs

e Rényi (ER), de mundo pequeno de Watts e Strogatz (WS), livre de escala de Barabasi e Albert
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(BA), e geogrifico de Waxman (GW) e 16 redes reais', das quais 4 sio redes de colaboragdo:
astrofisica, netscience (pesquisadores na area de redes complexas), matéria condensada, fisica
de altas energias; 3 sdo de informacdo: Roget, Wordnet e WWW; 3 sdo de adjacéncia em
livros: “David Copperfield”, “Night and day” e “On the origin of species”; 3 sdo tecnoldgicas:
Internet (no nivel de sistemas autdnomos), rede de aeroportos dos Estados Unidos e rede de
transmissao elétrica dos estados ocidentais dos Estados Unidos; e 3 sdo bioldgicas: rede neural
do C. elegans, rede de transcri¢do genética do E. coli e a rede de interacao de proteinas do S.
cerevisiae. No caso dos modelos, foram consideradas 100 realizacdes e todos tiveram N =
1000 vértices e graus médios 2, 4 e 6 e a probabilidade reconexdo foi 0.2 para o modelo WS.
No caso das redes reais dirigidas, elas foram transformadas nas versdes nao-dirigidas utilizando
a operacdo de simetrizacdo (conforme descrita na Secdo 2.2), pois a direcdo dos arcos ndo foi

levada em conta nas anélises seguintes.

Para verificar a significancia das drvores de borda nas redes consideradas, para cada uma
foram geradas 1000 redes aleatdrias através do método de reconex@o de arestas, conhecido
como rewiring?. Para os modelos tedricos, porém, foram geradas 1000 redes aleatdrias por esse
método para cada uma das 100 realizagdes de cada modelo. A importancia das arvores de borda,
em termos estatisticos, sdo mostradas na Tabela 3. Alguns modelos ndo foram incluidos nessa
tabelas porque ndo apresentavam arvores de borda. Nas redes de colaboracao, as drvores de
borda possuem de 11.2 a 25.2% do nimero total de vértices e, em geral, ndo sao profundas nem
possuem muitas folhas. No caso das redes de informacgdo, em particular a Wordnet e WWW,
mais da metade dos vértices pertencem as arvores de borda — uma quantidade expressiva e reflete
a importancia de tais motivos na estrutura dessas redes. Situag¢des similares sdo observadas
para as redes bioldgicas tais como transcricdo genética e de interacdo de proteinas e para as
redes tecnoldgicas, tais como a Internet e a rede de transmissdo elétrica. No caso das redes de

adjacéncia em livros, uma situagdo totalmente diferente € observada: os vértices das drvores de

I'Note que ndo foram utilizados as mesmas categorias de redes reais da Secao 2.3. Isso foi feito para
facilitar as analises seguintes

2 Rewiring é um processo de construcao de redes que, a partir de uma determinada rede, gera a sua
versao aleatoria sem alterar a distribuigao de graus (e.g. [117]). Tal processo comega com uma rede com
uma dada distribuicao de graus, escolhe iterativamente duas arestas e troca os correspondentes vértices
de suas extremidades. Para garantir que a rede gerada seja completamente aleatéria (sem correlagao de
graus), o namero de passos deve ser 100 vezes o namero total de arestas da rede original [117].
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Tabela 3: Estatistica das drvores de borda na redes consideradas, onde: N é o tamanho
da rede; P,, a porcentagem de vértices nas arvores de borda; N,, niimero de arvores de
borda; N,, nimero médio de vértices nas arvores de borda; H, a profundidade média das
arvores de borda; N;, a média de folhas das arvores de borda; BA, modelo livre de escala
de Barabéasi e Albert; ER, modelo aleatorio de Erdds e Rényi; WS, modelo de mundo
pequeno de Watts e Strogatz; e GW, modelo geografico de Waxman. Os nimeros entre
paréntesis representam os desvios padroes obtidos para as versoes aleatorias de cada rede
analisada. Tabela extraida de [3].

Rede N P, N, Ny H N¢

INGED 1000 100.0% 1 1000 (0.0) _ 9.06 (0.01) _ 663.9 (0.1)

R (k) = 2 1000 51.0% 166 3.1(0.0) 162 (0.01) 1.4 (0.0)

(k) = 4 1000 14.4% 68 2.1(0.0) 108 (0.00) 1.0 (0.0)

(k) = 6 1000 2.9% 14 2(0.0) 1.0 (0.00) 1.0 (0.0)
WS (k) = 2 1000 95.2% 21  44.6 (1.1)  13.89 (0.20) 7.6 (0.2)
GW (k) = 2 1000 47.0% 144 33(00)  1.69 (0.01) 1.5 (0.0)

(k) = 1000 16.0% 71 2.3 (0.0)  1.18 (0.00) 1.1 (0.0)

(k) = 6 1000 3.6% 17 21(00)  1.07 (0.00) 1.0 (0.0)
Astroffsica 16706 11.2% 797 2.3 (0.8) 106 (0.26) 1.3 (0.7)
Netscience 1461 12.7% 81 2.3 (0.6) 1.01 (0.11) 1.3 (0.5)
Matéria condensada 40421 126% 2095  2.4(0.8)  1.06 (0.25) 1.4 (0.8)
Fisica de alta energia 8361 25.2% 828 2.5 (0.9) 1.15 (0.43) 1.4 (0.7)
Roget 1022 9.9% 2 24(07)  1.29 (0.50) 1.1 (0.3)
Wordnet 82670  60.6% 9248  5.4(7.5)  1.25 (0.55) 4.1 (6.8)
WWW 325729 56.2% 17070 10.7 (61) 1.13 (0.47) 9.5 (60.0)
David Copperfield 11378 0.6% 30 2.2 (0.5) 1.00 (0.00) 1.2 (0.5)
Night and day 7959 0.4% 14 24(07) 100 (0.00) 1.4 (0.7)
On the origin of species 6973 0.4% 12 2.1 (0.3) 1.00 (0.00) 1.1 (0.3)
Tnternet 22063 42.3% 1712 5.7 (16)  1.07 (0.27) 4.6 (15.8)
Aeroportos dos EUA 332 24.4% 26 3.1 (2.3) 1.00 (0.00) 2.1 (2.3)
Transmissao elétrica 4941 48.4% 805 3 (2.0) 1.39 (0.80) 1.5 (1.2)
Rede neural 297 6.1% 3 6 (4.6) 1.00 (0.00) 5.0 (4.6)
Transcri¢ao genética 423 63.8% 44 6.1 (5.4) 1.30 (0.55) 4.6 (5.0)
Interagao de proteinas 4135 49.5% 570 3.6 (5.3) 1.25 (0.52) 2.3 (4.6)

borda representam apenas uma pequena fracdo do total. Este efeito é conseqiiéncia do processo

seqliencial de que tais redes sdo geradas.

As Figuras 16 e 17 apresentam as distribui¢des da profundidade e do numero de folhas en-
contradas para as redes consideradas e as respectivas versdes aleatérias (pontos em cinza). Um
resultado interessante dessas figuras € que a maioria das distribui¢des seguem leis de poténcia
com um truncamento exponencial, P(z) ~ (z+xg) e~ @F®0)/2 [118]. As redes: WWW, Word-
net, interacdo de proteinas e Internet apresentaram distribui¢des de leis de poténcia da forma
P(z) ~ (x + x)” para a profundidade e para o nimero de folhas. Este resultado indica que

arvores de borda profundas e com muitas folhas ndo sdo muito comuns.
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Figura 16: Distribuicao da profundidade das arvores de borda obtidas para cada rede
considerada (pontos pretos) e da média das respectivas versoes aleatérias (pontos em
cinza). Figura extraida de [3].

Através das Figuras 16 e 17, € possivel ainda verificar em quais intervalos de profundidade
ou do nimero de folhas as redes consideradas possuem quantidade significativa de arvores de
borda em relagdo as suas versoes aleatdrias. Para obter tal resultado, a variacdo de profundidade
(o mesmo aplica para o nimero de folhas) foi dividida em intervalos nos quais a distribuicao

da rede considerada estd acima ou abaixo da distribuicdo da média das respectivas versoes
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Figura 17: Distribuicao do nimero de folhas das arvores de borda obtidas para cada
rede considerada (pontos pretos) e da média das respectivas versoes aleatorias (pontos em
cinza). Figura extraida de [3].

aleatorias. No caso do modelo WS com grau médio 2 da Figura 16, dois intervalos foram

considerados: um cuja profundidade vai de 1 até 5 e outro cuja profundidade vai de 6 até

152. No primeiro intervalo considerado a distribui¢io do modelo estd abaixo da distribuicao

da média das respectivas versdes aleatorias. O efeito inverso ocorre no segundo intervalo. Para

determinar o grau de significncia da presenca das arvores de borda em termos do intervalo de
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profundidade e do intervalo do nimero de folhas, a seguinte medida estatistica foi utilizada:

Xreal - <X>

g

Z = , (5.1)

onde Z é o Z-score, X .., € 0 nimero de arvores de borda existentes dentro de um certo intervalo
de profundidade (o mesmo para o nimero de folhas), e (X') e o sdo, respectivamente, a média
e o desvio padrdo das versdes aleatdrias para o mesmo intervalo de profundidade. Valores
positivos do Z-score indicam que a rede de interesse possui mais arvores de borda do que suas
versoes aleatdrias no intervalo considerado; o caso oposto € observado para valores negativos.
Os resultados do Z-score da profundidade e do nimero de folhas das redes consideradas estdo

na Tabela 4.

Como pode ser visto na Tabela 4, as redes aleatérias obtidas possuem muitas arvores de
borda baixas e com poucas ramificagdes, mas poucas altas e com muitas ramificacdes. Isso
ocorre porque o processo de reconexdo tende a eliminar as grandes estruturas da rede, como as

arvores de borda grandes, dando origem a arvores de borda menores.

Dentre os modelos analisados, apenas BA e WS com grau 2 e todas as redes geradas para o
modelo GW apresentaram um nimero significativo de arvores de borda. Interessante notar que
o modelo BA com grau 2 possui muitas folhas enquanto que o modelo WS possui as arvores de
borda mais profundas. Estes resultados ja eram esperados pois o0 modelo BA com grau 2 € uma
arvore (como ilustra a Figura 5(a)) e o modelo WS com grau 2 € um circulo que foi quebrado
em partes menores devido ao seu processo de reconexdo®, dando origem a muitas arvores de
borda longas com apenas um ramo (tais arvores sdo também caudas de vértices, conforme sera
mostrado na Secdo 5.2). J4 no caso do modelo GW, tanto a profundidade quanto o nimero de
ramos tende a cair a medida que o grau médio dos vértices aumenta. A presenca de arvores de
borda grande nesse modelo € fruto da sua evolucdo que leva em conta a distribuicao espacial dos
vértices. Neste caso, vértices que estdo proximos a borda da caixa tendem a estabelecer poucas
conexdes. As arvores de borda aparecem nesse modelo como uma conseqiiéncia desse efeito e
quanto menor o grau médio, maior a chance de aparecer arvores de borda grandes e com muitas

folhas. A medida que o grau médio aumenta, também aumenta o coeficiente de aglomeragio

3Note que este processo de reconexao ¢ do proprio modelo e ndo o que torna as redes aleatorias.
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Tabela 4: Caracterizacao das arvores de borda das redes consideradas em termos do Z-
score (Z) calculado para intervalos especificos de profundidade e do namero de folhas.

O ntmero de arvores encontradas em cada rede considerada no intervalo analisado é

indicado por Niea; Naleatoria € 0 correspondente para a média das arvores de borda nas
versoes aleatorias de cada rede (o nimero entre paréntesis ¢ o desvio padrao). Os intervalos
foram obtidos de forma a garantir que a distribui¢ao de profundidade ou do ntmero de
folhas esta acima ou abaixo da distribuicao da média das respectivas versoes aleatorias.
Tabela extraida de [3].

Profundidade Numero de folhas

Redes Intervalo Nieal Naleatoria Z Intervalo Nreal Naleatoria V4

BA (k) = -7 0 166 0(0.8) -201.1 1-634 0  166.3 (0.8) -203.1

8-11 1 2 (0.1) 14.6 635-684 1 0.0 (0.0) ND

WS (k) =2 1-5 10 164 7(0.8) -186.3 1-5 16 165.8 (0.8) -184.6

6-152 11 6 (0.1) 77.9 6-157 5 0.5 (0.1) 65.0

GW (k) =2 1-3 134 159 1(0.9)  -283 1-2 131 156.4 (0.9)  -27.5

4-20 11 8 (0.3) 11.0 3-18 13 10.5 (0.3) 8.7

GW (k) =4 11 61 63 8 (0.7) 4.6 11 66 66.3 (0.7) 0.4
2-8 10 5 (0.2) 20.6

GW (k) =6 1-4 17 12 9 (0.3) 11.8 1-4 17 12.9 (0.3) 11.8

Astrofisica 1 755 1142 (13) -30.8 1-2 755 1128 (16) -23.8

2-3 42 13.7 (3.4) 8.3 36 42 28.2 (4.8) 2.9

Netscience 1-5 81 233.1 (7.4) -20.5 1-8 81 233.1 (7.4) -20.5

Cond-mat 1 1971 3062 (23)  -47.6 1 1561 2666 (31)  -36.2

2-3 124 73.2 (8.6) 5.9 2-8 534 468.5 (13.2) 5.0

Fisica de alta 1-5 827 1277 (16) -29.1 1-6 827 1276 (16) -28.8

energia 6-6 1 0.0 (0.1) 9.9 -7 1 0.5 (0.7) 0.7

Roget I 31 587 (21)  -135 I 37 57.5 (2.9) 71

2-3 11 1.2 (1.1) 9.0 2 5 2.4 (1.3) 2.0

Wordnet 1-5 9245 13304 (51) -79.2 1-3 6323 11041 (62) -76.2

6-7 3 1.5 (1.3) 1.2 4-208 2925 2264 (23) 28.7

WWW 1-2 16762 48108 (108) -290.9 1-8 13402 45449 (115) -278

3-21 308 49.6 (6.2) 41.9 9-5324 3668 2709 (24) 40.3

David Copperfield 12 30 349 (1.5) 33 1 24 33.0 (2.8) 32

2-3 6 1.9 (1.3) 3.0

Night and Day 1-2 14 185 (0.7) 6.3 1 11 18.0 (1.3) 5.2

2-3 3 0.5 (0.6) 4.0

On the origin of 1-2 12 12.7 (0.6) 13 1 11 12.4 (1.1) 13

species 2 1 0.3 (0.5) 1.5

Internet 1-3 1712 1427 (22) 12.9 1-214 1710 1423 (22) 13.0

215-492 2 4.2 (0.8) 2.9

Aeroportos dos 1-3 26 34.0 (2.8) -2.8 1-2 19 29.4 (3.7) -2.8

EUA 3-12 7 4.6 (1.3) 1.8

Transmissao 1-4 794 836 (14) -3.1 1-2 715 797 (16) -5.3

elétrica 55 9 6.1 (2.5) 1.2 3-12 90 48.5 (5.6) 7.4

Rede neural 1-2 3 13.3 (1.4) -7.5 1-3 1 13.2 (1.5) -84

410 2 0.1 (0.2) 8.9

Transcrigao 1-7 44 65.3 (4.3) -5.0 1-8 37 62.0 (4.6) -5.5

genética 9-21 7 2.4 (1.2) 3.9

22-41 0 1.0 (0.2) -5.7

Interagao de 1-2 549 771 (15) -14.7 1-19 560 784 (14) -15.7

proteinas 3-4 21 14.7 (3.4) 1.9 20-75 10 1.3 (0.5) 16.1

que, por sua vez, faz diminuir a chance de aparecer arvores de borda profundas e com muitas

ramificacgoes.

A maioria das redes reais exibe mais arvores de borda profundas e muito ramificadas do que

suas versoOes aleatdrias. Essa situac@o € observada para as redes de colaboracdo de astrofisica,

de matéria condensada e fisica de alta energia. Entretanto as arvores de borda de tais redes nao
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sdo nem muito profundas nem muito ramificadas. Uma possivel explica¢do para tal descoberta
€ que a maioria dos pesquisadores das dreas consideradas nessas redes colaboram com alguns
pesquisadores de outras dreas. Como os pesquisadores de outras dreas provavelmente publi-
caram poucos artigos nessas redes, eles possuem poucas conexdes com outros pesquisadores,
podendo inclusive ser folhas das drvores de borda. Em outras palavras, a falta de inclusao de
dados pode ter gerado essas estruturas de drvores nas bordas dessas redes, o que leva a acreditar

que tais redes sdao incompletas.

No caso das redes de informacao hd um nimero consideravel de arvores de borda profundas
e com muitas ramificacdes, embora numa escala menor para a rede de Roget. A rede WWW
chama atenc¢do devido a quantidade de arvores de borda com profundidades elevadas e nimero
expressivo de ramos. Tal estrutura de conectividade € provavel ser uma conseqiiéncia da amos-
tragem pequena da teia mundial (como ja identificado em [4]), em que as folhas podem ter

conexdes com outras paginas fora da rede analisada.

As redes de livros ndo apresentam quantidades significativas de arvores de borda por causa
da maneira como foram construidas. Essas redes sdo construidas de maneira seqiiencial o que

favorece a geracdo de ciclos e dificulta o aparecimento de drvores de borda.

Ja as redes tecnoldgicas sdo bem distintas das demais, pois sdo as Unicas que possuem
quantidades significativas de arvores de borda pequenas e com muitas ramificagdes. No caso da
Internet esse fendmeno pode ser explicado pela estrutura de dgua-viva desta rede, que possui
muitos vértices conectados ao nucleo central [38]. No caso da rede de transmissao de energia
elétrica, hd muitas 4rvores de borda pequenas, mas com muitas ramificagdes. Esse efeito deve
estar relacionado com o fato de que novos vértices necessarios para cobrir uma determinada re-
gido tendem a se conectar ao vértice de distribui¢io de energia elétrica mais préximo. Situacao
semelhante é observada para a rede de aeroportos em que pequenos aeroportos se conectam na

sua maioria com aeroportos maiores.

No caso das redes bioldgicas, elas apresentam uma quantidade relativamente grande de fo-
lhas. A explicagdo para tal efeito na rede neural considerada € similar aquela da modelo tedrico

de rede geogréfica. Na rede de transcricdo genética, a grande quantidade de pequenas arvo-
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res de borda € uma conseqiiéncia do fato de que alguns genes participam da regulagdo de uma
grande quantidade de outros. Uma situacdo semelhante € observada para rede de interacdo de
proteinas, em que proteinas mais especificas mantém conexdo com aquela da qual foi derivada,

dando origem a uma grande quantidade de drvores de borda com muitas ramificagdes.

Observe ainda que muitas redes, tais como WWW, Wordnet e modelos BA e WS com grau
médio 2, apresentaram valores do Z-score negativos de médulo elevado para arvores de borda
pouco profundas e com poucas folhas. Este efeito pode ser explicado pelo fato de que, nas
redes originais havia muitas arvores de borda grandes (profundas e com muitas folhas) que

foram divididas em 4rvores menores pelo processo de reconexao.

5.1.3 Analise local

Em algumas das redes consideradas, os vértices sdo identificados por rétulos de modo que
torna possivel realizar uma andlise funcional das arvores de borda. Tais redes sdo: Roget,

Wordnet, a rede de aeroportos dos EUA, e a rede de interagdo de proteinas.

No caso da rede Roget, duas palavras 7 e 7 estdo conectadas se elas estiverem diretamente
relacionadas. Desta maneira, as palavras das posicdoes mais inferiores das arvores de borda
tendem a ser mais especificas. Além disso, palavras que pertencerem ao mesmo ramo estao
associadas. Por exemplo, hd uma arvore de borda cuja raiz € a palavra “demon”. Os filhos dessa

~ (3 . 29 13 2 ~ ~ : (3 2 b b
palavra sdo “Jupiter” e “Satan” que ndo possuem conexado entre si. “Satan ” ainda possui um
filho que é “Angel” que também ndo possui conexao com “Jupiter”. A maioria das arvores de

borda sdo drvores sem ramificacdes (apenas um ramo). Tais drvores também sdo conhecidas

como caudas de vértices (Secao 5.2).

A Wordnet € outro tipo de rede de informacao, cujas arvores de borda apresentam estruturas

similares as da rede Roget. Um bom exemplo nesta rede € a arvore de borda com a palavra

29 ¢ 9% ¢

“sport” como raiz. No nivel abaixo da raiz estao as palavras “archery”, “team sport”, “cycling”,
“nonresident”, “sledding”, “skating” e “racing”. Estas palavras ndo possuem relacdo entre si,

mas estdo associadas a palavra “sport”. Entre as ramificagdes, a palavra “cycling” possui ligagdao

29 46

com “bicycling”, “motorcycling” e “dune cycling”; a palavra “skating” esta conectada a “roller
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skating”, “skateboarding” e “ice skating”. Como pode ser notado, estas ultimas palavras, que
pertencem a ramos diferentes, ndo possuem relagdes semanticas entre si € nem com as outras
de ramos diferentes. Este exemplo reforca a observagao de que niveis mais baixos da drvore de

borda correspondem a palavras mais especificas.

A rede de transporte aéreo dos EUA € composta basicamente por trés tipos de aeroportos:
internacionais, regionais e pequenos. Como observado nas andlises anteriores (Tabela 4), esta
rede possui drvores de borda com muitas folhas e ndo muito profundas (toda drvore de borda
possui profundidade unitaria). A andlise dos rotulos dos aeroportos que compdem tais arvores
revelou que a maioria delas possui como raiz 0s aeroportos internacionais (ao todo sdao 20 de
26 4rvores de borda) e como folhas, aeroportos pequenos e regionais (de 55 folhas, apenas 5
sdo internacionais). Entre as excecdes de aeroportos pequenos ou regionais que sdo raizes de
arvores de borda estd o aeroporto Bethel, localizado no Alaska, mas que possui propriedades
de aeroporto internacional, pois possui conexdo com outros estados dos EUA. Desta andlise
local, conclui-se que ha uma alta relacdo entre a importancia do aeroporto com a sua posicao na

arvore de borda.

No caso da rede de interac@o de proteinas do S. cerevisiae, as arvores de borda sdao compos-
tas por proteinas que possuem fungdes similares acordo com a sua posicao na drvore de borda,
onde proteinas com fun¢des parecidas tendem a estar conectadas, como sugerido pela regra da
maioria [119]. Por outro lado, proteinas que pertencem a ramos diferentes tendem a ter funcdes
diferentes. Além disso, a proteina na raiz da arvore de borda tende a desempenhar fun¢des mais
gerais que as outras [3]. As folhas sdo, portanto, as mais especificas. Dois exemplos de tais

estruturas podem ser visualizados na Figura 18.

Os resultados apresentados nesta se¢@o indicam que as folhas apresentam fun¢des mais es-
pecificas do que as raizes das drvores de borda. Portanto, enquanto hubs desempenham funcdes

mais gerais na rede, as folhas das drvores de borda correspondem a uma situacao oposta.
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Figura 18: Exemplos de arvores de borda na rede de interagao de proteinas do S. cerevi-
siae. As raizes (indicadas por cinza escuro) sao proteinas com fungoes mais gerais. Figura
extraida de [3].

5.2 C(Cadeias de vértices

Cadeias de vértices sdo motivos compostos por vértices conectados de forma seqiiencial,
em que os vértices internos possuem apenas dois vizinhos. Em outras palavras, a seqiiéncia de
vértices (n1,ns, ..., Nyy1) € considerada uma cadeia de tamanho m se ela tiver as seguintes

propriedades:

1. H4 uma aresta entre os vértices n; € n;11, 1 <1 < m;
2. Os vértices ny e n,, 1 possuem grau diferente de 2; e

3. Vértices intermedidrios n;, 2 < ¢ < m, se existirem, possuem grau 2.

Os vértices n; € n,,+1 sdo chamados de extremidades da cadeia.

Quanto as suas extremidades, as cadeias de vértices podem se classificadas em quatro cate-

gorias (k,, € o grau do vértice n;):

Cordoes sio cadeias com k,, = lek,, ., = 1.

Caudas sdo cadeiascom k,,, = 1lek > 2 (ou equivalentemente k,,, > 2ek,, ., = 1).

Nm+1

Alcas sdo cadeias com k,,, > 2ek > 2.

Nm+1

Anéis (de comprimento m) sdo seqiiéncias (nq,ns,...,n,,) de m vértices onde o grau de
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(a) (b) (c) (d)

Figura 19: As cadeias de vértices (vértices mais escuros) podem ser classificadas em
diferentes classes conforme o tipo de extremidade. Aqui é mostrado 4 tipos de cadeias de
vértices: (a) um cordao, (b) uma cauda, (c¢) um anel, e (d) uma alga. Figura adaptada
de [4].

cada vértice € k,,, = 2, 1 < n < m,n; € adjacente an;;; (paral <i < m —1),en,, é

adjacente a n;.

Anéis sao casos especiais e raros de cadeias nos quais ndo ha extremidade e foram incluidos
na classificacdo de cadeias apenas por completeza, mas ndo serdo considerados nas proximas
andlises, pois ndo ocorrem com freqii€éncia em redes reais. Outros motivos baseados em cadeias
de vértices podem ser definidos, como por exemplo n-algas, n > 2 alcas conectadas ao restante
da rede pelas mesmas extremidades. O mesmo vale para as n-caudas. Entretanto as n-alcas e as
n-caudas ndo serdo consideradas neste trabalho. A Figura 19 ilustra os tipos bésicos de cadeias

de vértices.

Incluindo o caso trivial de m = 1, é facil notar que cada vértice de grau 1 € uma extremidade
de um corddo ou de uma cauda e que cada vértice de grau maior do que 2 estd na extremidade
de uma cauda ou de uma al¢ca. Note que esta definicdo inclui o caso degenerado em que as

extremidades s30 as mesmas: 17 = N, 41.

5.2.1 Algoritmo

O algoritmo para encontrar cadeias de vértices em redes complexas envolve duas etapas:
uma para encontrar cadeias de vértices maiores que 1 e outra para encontrar as cadeias de ta-

manho unitdrio. A primeira etapa estd ilustrada na Figura 20 e é esquematizada no algoritmo 1.

A lista L obtida no algoritmo 1 contém todas as cadeias de tamanho maior ou igual a 2. De
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\
AL NN
(a) (b)
Figura 20: A identificacao de alcas de tamanho maior que 2 envolve os seguintes passos:
(a) escolher arbitrariamente um vértice de grau 2 (vértice em cinza escuro) e adiciona-lo
a uma lista; (b) ir até os seus vizinhos e também adicioné-los a essa lista se eles tiverem
grau 2; (c) continuar com os proximos vizinhos, excluindo os que ja foram visitados, e
adiciona-los se eles também tiverem grau 2; e (d) parar de adicionar vértices quando
encontrar dois vértices com grau maior que 2. No caso ilustrado, o tamanho da alca é

6. O mesmo procedimento pode ser utilizado para encontrar caudas e cordoes, mas, pelo
menos, uma das extremidades precisa ter grau igual a 1. Figura adaptada de [4].

acordo com o grau dos vértices nas extremidades, as cadeias de vértices da lista L podem ser
classificadas em corddes (as duas extremidades tém grau 1), caudas (uma das extremidades tem
grau 1 e a outra grau maior que 2), al¢as (as duas extremidades t€m grau maior que 2) e anéis

(se as extremidades forem o mesmo vértice).

A segunda etapa, necessdria para encontrar as cadeias de tamanho unitdrio, estd esquema-
tizada no algoritmo 2. Os resultados desse algoritmo: C4, T} e H; contém todas os corddes,

caudas e al¢cas de tamanho unitdrio da rede analisada.

5.2.2 Previsao tedrica

Seja N¢, Np, Ny, e Ni o nimero total de corddes, de caudas, de al¢as e de anéis, respec-

tivamente, e /N (k) o nimero de vértices com grau k, as seguintes expressoes sdo obtidas:

N(1) = 2N¢+ Ny, (5.2)

> kN(k) = 2N+ Nr. (5.3)

k>2
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Entrada: Rede complexa R

Saida: Lista L contendo todas as cadeias de vértices maiores ou iguais a 2
Calcule o grau de todos os vértices de R e os guarde em uma lista K
Encontre os vértices i tais que k; = 2, k; € K, e os guarde em uma pilha )

para todo elemento de (), faga
Remova o primeiro elemento de () e insira seu primeiro vizinho, em seguida

ele mesmo, e depois o segundo vizinho em uma fila P, mantendo essa ordem
enquanto primeiro e ultimo elementos de P nao tiverem grau igual a 2 ou
nao forem o mesmo vértice faga

se primeiro elemento de P tiver grau 2 entao
Seja A e B os vizinhos do primeiro elemento de P

se A ¢ P entao
Inclua A na primeira posicao de P

se A € (), entao
| Remova A de )y

fim
fim

senao
Inclua B na primeira posicao de P

se B € ; entao
| Remova B de ()

fim
fim
fim

se dultimo elemento de P tiver grau 2 entao
Seja C' e D os vizinhos do ultimo elemento de P

se C ¢ P entao
Inclua C na ultima posi¢ao de P

se C' € (), entao
| Remova C' de Q2

fim
fim

senao
Inclua D na tltima posi¢ao de P

se D € (); entao
| Remova D de @)y

fim
fim
fim

fim
Insira P em uma lista L e apague P
fim

Algoritmo 1: Algoritmo para encontrar cadeias de vértices maiores ou iguais a 2.

Para calcular o nimero de vértices com grau 2, sdo introduzidas as seguintes notagdes:
N¢(m) para o nimero de corddes de tamanho m e similarmente Nr(m) para caudas, Ny (m)

para alcas e Ng(m) para anéis. Cada cadeia de vértices de tamanho m tem m — 1 vértices de
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Entrada: Rede complexa G, lista K do grau dos vértices e lista L com as cadeias
de vértices de tamanho maior ou igual a 2

Saida: Lista de cordoes C7, caudas T7 e algas H; de tamanho 1

Encontre todos os vértices de grau igual a 1 e guarde em uma pilha (); somente

aqueles que nao estao em L

para todo elemento de (), faga
Remova o primeiro elemento A de Q1 e o insira em uma fila P;

se o vizinho de A também tiver grau 1 entao
| Remova-o de @)y, insira-o em P; e insira P; em uma lista C

fim

senao
| Insira-o em P e insira P na lista T}

fim

Apague P,

fim

Inclua todos os pares de vértices conectados que nao estao em L, C; ou 17 na lista
H,y

Algoritmo 2: Algoritmo para encontrar alcas, caudas e cordoes de tamanho unitério.

grau 2 enquanto que cada anel tem m vértices de grau 2. Portanto,

N(2) = ) [mNg(m) + (m — 1) (Ne(m) + Ny (m) + Np(m))] (5.4)

m=1

Sabendo as correlagdes de grau de uma rede, P(k, k'), as distribui¢des de grau P(k) e a
condicional P(k’|k) (i.e. a probabilidade de que um vizinho de um vértice com grau k tenha

grau k") podem ser calculadas como:

S PR
PO = S PR >
R (56)

onde (k) = >, kP(k) é o grau médio da rede.

5.2.2.1 Anéis

Um anel de tamanho m € formado por apenas vértices com grau 2. A probabilidade de

transicdo entre os seus vértices, exceto entre o Ultimo e o primeiro que fecham o anel, é igual
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a P(2|2). Para fechar o anel, o dltimo vértice tem que se conectar com um vértice de grau 2,
cuja probabilidade é a mesma que nos outros casos, € este vértice tem que ser exatamente o
primeiro. A probabilidade disso acontecer € 1/N P(2). Se todos os vértices forem considerados

como inicio, cada anel serd contado m vezes, e, portanto:
1 m
Ng(m) = EP(Q\Z) . (5.7)

Tal expressao € valida apenas quando m € pequeno e N € grande de maneira que os vértices
incluidos nos anéis ndo alterem significativamente as probabilidades condicionais. Esta aproxi-
macao serd utilizadas nas andlises seguintes. Repare que tal expressdo resulta em valores muitos

pequenos, que, na maioria dos casos, podem ser ignorados.
5.2.2.2 Cordoes

Corddes sdo cadeias de vértices que comecam e terminam com vértices de grau unitdrio,
podendo ou nio ter vértices no meio. O nimero de corddes de tamanho m é dado pela expres-
sdo:

INP(1)P(1]1) ifm=1,

Ne(m) =4 ° (5.8)
INP()P(2[1)P(2]2)"2P(1]2) ifm > 1.

5.2.2.3 Caudas

A cauda é como um corddo, mas o vértice de uma de suas extremidades tem grau maior que

2. Similarmente ao cdlculo dos corddes, o nimero de caudas de tamanho m € dado por:

Ny — 1 VPP 20 itm =1, 50
' NP1)P2)PER)"2P(> 212) ifm > 1, '

onde P(> 2|k) = > ..., P(K'|k).
5.2.2.4 Algas

As algas sdo cadeias de vértices que comecam e terminam em Vvértices com grau maior
que 2, podendo ou ndo ter vértices no meio. Comecando em um dos N P(k) vértices de grau

k > 2, hd k possibilidades de seguir uma cadeia, cada uma sendo uma seqii€ncia de vértices
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de grau 2, até chegar em um vértice de grau &’ > 2. Algas de tamanho unitario sdo dadas
por NkP(k)P(> 2|k) e as al¢as de tamanho m > 1, por NkP(k)P(2|k)P(2|2)" 2P (> 2|2).
Somando para todos os valores de & > 2, usando ), kP(k)P(k'|k) = k'P(K’), que pode
ser deduzida das expressoes (5.5) e (5.6), e considerando que cada alca é contada duas vezes
quando todos os vértices com grau maior do que 2 s3o levados em conta, o nimero de alcas de

tamanho m é dado por:

Ng(m) = (5.10)

LN {{k) — P(1)[2 = P(1[1) — P2]1)] — P2)[4 — P(1]2) — P(2|2)]} ifm =1,
LN[2P(2) — P(1)P(2]1) — 2P(2)P(2]2)] P(22)™ 2 P(> 2[2) if m > 1.

Juntando as Equacdes (5.8), (5.9), e (5.10), a seguinte expressao € obtida:

> [(m = 1) (No(m) + Nu(m) + Np(m))] = N(2).

m=1

Note que o nimero de anéis ndo aparece nesta expressao, em contraste com a Equacao (5.4),
pois foi ignorado o fato de que a presenca de anéis na rede diminui o nimero de cadeias no to-
tal. Entretanto, esse efeito pode ser ignorado em redes grandes, validando a aproximacgdo. Note
também que o tamanho das cadeias sdo proporcionais a P(2|2)™. Por causa disso, cadeias gran-
des de vértices devem ser exponencialmente raras, a menos que sejam favorecidas de alguma

forma, como no processo de evolugdo da rede.

5.2.3 Anailise tebrica para redes nao correlacionadas

No caso de redes sem correlag@o de grau, a distribuicdo P(k, k') pode ser expressa como:

kP(k)kK' P (K
Pk, i) = SRR, (5.11)
(k)
enquanto que a probabilidade condicional simplificada a:
k' P(K
P(K'|k) = ( ) (5.12)

(k)
Com a ultima expressao, obtém-se para redes sem correlagio de grau, as relacoes:

1 [2P(2)

Nalm) =+ 2] (5.13)
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2m=2N P(1)2P(2)"~!

Ne(m) = o (5.14)

No(m) = NP(1) {%&2) " (5.15)

Nu(m) = @ {%ﬂm o2, (5.16)
onde o = [1— ) — 272

5.2.3.1 Redes aleatérias de Erdés e Rényi

Este tipo de rede ndo possui correlagdo de grau e tem distribuicdo de graus dada por:
P(k) = —————. (5.17)

Utilizando esta expressao nas Equacdes (5.13), (5.14), (5.15) e (5.16), obtém-se, respectiva-

mente, para o nimero de anéis, de corddes, de caudas e de algas:

(k)"0
N = 5.18
r(m) — (5.18)
N m_—(m+1)(k)
Ne(m) = §(k> e (5.19)
Nrp(m) = N{k)"e (mtDk)g (5.20)
N
Ng(m) = E(mme—(m“)“%? (5.21)

onde ¢ = (e<’“> — (k) — 1). A comparagdo dos resultados analiticos com os simulados para
redes aleatérias de ErdSs e Rényi com N = 10° vértices e (k) = 1.95 pode ser visualizada
na Figura 21. Foram geradas 1000 redes desse modelo para calcular as médias e os desvios
padrdes. A Figura 21 ndo mostra nenhum resultado para os anéis, porque eles ndo foram en-

contrados.

Os resultados apresentados nesta se¢do serviram apenas para validar a teoria para este mo-

delo tedrico. Nas proximas se¢des, a teoria serd investigada em redes do mundo real.
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Figura 21: Numero de cordoes (a), caudas (b) e algas (c¢) de diferentes tamanhos em
redes geradas pelo modelo aleatério de Erdés e Rényi. Os pontos representam médias dos
valores medidos para 1000 realizagoes e as barras de erros sao os correspondentes desvios
padroes. Os valores analiticos sao as retas. Note que o aumento abrupto da largura das
barras de erro ¢ uma conseqiiéncia da escala logaritmica..

5.2.4 Analise de redes reais

As redes reais foram analisadas de duas formas: uma através da comparagao dos valores
obtidos para essas redes com modelos nulos (gerados a partir do processo de reconexdo, como

descrito na Sec¢do 5.1.2) e outra através da comparag¢do com a teoria proposta na Secao 5.2.2.

No primeiro caso, foi utilizado o mesmo procedimento para andlise das arvores de borda
nas redes consideradas. Para cada rede real, foi gerado um conjunto de 1000 redes aleatérias
pelo processo de reconexdo e a quantidade de corddes, caudas e alcas obtidas para a rede con-
siderada foi comparada com a de suas redes aleatorias através do “Z-score”, Equagdo (5.1).
Neste caso, Xgea € 0 nimero de corddes, caudas ou algas da rede original analisada com um
tamanho especifico e (X) e o sdo, respectivamente, a média e o desvio padrdo dos valores
correspondentes das suas versdes aleatorias. Um valor nulo do “Z-score” indica que nao ha
diferenca estatistica entre o nimero de corddes, caudas ou alcas da rede considerada e de suas
versoes randomizadas. Os valores de “Z-score” podem ser visualizados na Figura 22. Valor de
“Z-score” acima ou abaixo de 0 indica a rede real possui mais cadeias de vértices ou menos que
suas versoes aleatdrias. Os casos em que os valores de “Z-score” ndo sdo definidos (o = 0) sdo

desconsiderados.

A maioria dos resultados apresentados na Figura 22 pode ser explicada pelo fato de que o

processo de reconexdo tende a uniformizar a distribui¢do dos tamanhos de corddes, caudas e
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Figura 22: Valores de “Z-score” do ntimero de cordoes, de caudas e de algas para cada
comprimento. O nimero de redes aleatérias geradas foi de 1000 para todas as redes
consideradas, exceto para a rede WWW que foi 100 (devido ao tamanho desta rede).
Figura extraida de [4].

alcas. Desta forma, o excesso de uma dessas estruturas nas redes reais tenderd a diminuir nas
suas versoes aleatdrias. Por exemplo, se uma rede possui varias algcas grandes, as suas versoes
aleatdrias apresentardo poucas dessas estruturas, mas vdrias pequenas. As proximas discussoes
ndo levardo em conta a forma das distribui¢des de cadeias de vértices, mas sim apenas alguns

resultados mais relevantes.

No caso das redes de colaboragido, existe uma quantidade grande de corddes. Estes resul-
tados s@o conseqiiéncia do fato de haver pesquisadores que publicaram artigos com apenas um,
dois ou trés outros autores. Isto corresponde ao caso em que estes pesquisadores sdo de outras
areas ndo incluidas na rede analisada e, portanto, ndo tém conexdes com o restante da rede. Se
outras dreas de pesquisa fossem adicionadas a rede analisada, provavelmente o resultado seria

diferente. Isto leva a concluir que a presenca de corddes nessas redes € resultado da falta de
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dados, ou seja, incompleteza da rede analisada.

As redes de informagdo ndo apresentam um padrdo bem definido como ocorre com as redes
de colaboracdo. A rede de diciondrio Roget é diferente das demais, porém seus resultados
nao sdo muito expressivos para serem discutidos. Importante notar que nas redes Wordnet e
WWW, hd um quantidade grande de caudas de tamanho unitdrio. No caso da Wordnet, que ¢
uma rede de palavras, isso acontece por causa das palavras especificas que sé possuem ligagao
com palavras mais gerais, e estas possuem conexdes entre si. J4 no caso da rede WWW, essa
estrutura é uma conseqiiéncia de existir paginas mais especificas dentro da teia mundial. Além
dessas caudas pequenas, a rede WWW possui caudas e alcas longas. Esse resultado pode estar
relacionado com a maneira como tal rede foi obtida, que foi através de um web crawler [29],
um programa para captura de pdginas e dos links entre elas. A medida que as paginas sdo
visitadas por por este programa, o caminho que ele percorre pode originar cadeias de vértices.
Se o programa nao for executado durante um periodo suficientemente grande, longas cadeias
de vértices podem aparecer. Portanto, a presenca de caudas e al¢as longas nessas redes pode ter
sido causada pela maneira como a rede WWW foi obtida, logo, ela pode estar incompleta (ver
discussdo de incompleteza na Se¢do 5.2.5). Além disso, pelo mesmo motivo, a rede WWW nao

possui componentes isolados, logo ela ndo possui corddes.

As redes de adjacéncia de palavras em livros apresentou um padrdo de cadeias de vértices
bem definido: nenhum corddo de qualquer tamanho, a mesma quantidade de caudas de tamanho
1, 2 e 3 que as respectivas versodes aleatdrias e muita alcas de tamanho 1, 3, 4 e 5. Como essas
redes possuem muitas alcas longas, o processo de reconexao quebra essas estruturas em partes
menores dando origem as al¢as de tamanho 2. Por causa do aumento de al¢as de tamanho 2 nas
redes aleatdrias, muitos vértices que participavam de alcas de tamanho unitario sao utilizadas na
alcas de tamanho 2. Isto explica porque as redes reais de livros possuem mais al¢as de tamanho
unitario que suas respectivas versoes aleatdrias. Ja as alcas longas sdo uma conseqii€ncia direta

do método seqiiencial de captura das palavras e de suas conexoes.

Os unicos resultados interessantes com relacdo as redes tecnoldgicas sao os obtidos para

a rede de transmissdo de energia elétrica. Esta rede apresenta uma quantidade relativamente
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grande de caudas de tamanho 1 e de alcas de tamanho 11. Enquanto o primeiro resultado
parece estar relacionado ao fato de que novos vértices necessdrios para cobrir uma nova regiao
tendem a se conectar com o mais proximo vértice, o segundo pode ter sido originado devido
as restri¢oes geogréficas, (e.g. os vértices da rede de transmissao podem ter sido colocados em

pontos estratégicos de forma a contornar uma montanha ou um lago).

Os resultados para as redes bioldgicas ndo foram muito expressivos, porém a rede de in-
teracdo de proteina de S. cerevisiae merece atencdo, pois possui uma quantidade relativamente
grande de corddes de tamanhos 1 e 2. A presenca de corddes pequenos nesta rede € uma con-
seqiiéncia de cadeias isoladas de proteinas, que s6 possuem interacdes com um nimero pequeno
de outras proteinas. A falta de conexdes entre as proteinas presentes nos corddes € as outras
pode ter sido originada por ndo considerar outras interagdes de proteinas [20]. Portanto, esta

rede também pode estar incompleta.

A segunda forma de andlise das cadeias de vértices foi realizada com a comparagdo da
previsdo tedrica apresentada na Se¢do 5.2.2 com os valores obtidos para as redes consideradas.
Para cada rede analisada, foi obtida a respectiva correlacdao de graus e o nimero esperado de
corddes, caudas e alc¢as foi calculado usando, respectivamente, as Equacdes (5.8), (5.9) e (5.10).
O numero de anéis foi desconsiderado por causa da baixa probabilidade de ocorrerem em redes
reais. Os resultados dessa comparagdo sao mostrados na Figura 23. Os casos ndo mostrados sao
aqueles que tiveram menos de dois pontos para serem mostrados. Devido a baixa probabilidade
de encontrar corddes nas redes analisada, apenas trés tiveram dados para serem mostrados na
Figura 23(a): as redes de colaboracdo da matéria condensada e da fisica de alta energia e a
Wordnet. As previsdes tedricas para o nimero de corddes nido corresponderam aos valores
observados para essas redes, exceto para a Wordnet. Uma situacdo oposta foi observada para o
nimero de caudas e al¢as, indicados, respectivamente, pelas Figuras 23 (b) e (c). No entanto,
ha mais caudas e al¢as grandes nas redes analisadas do que a teoria prevé, exceto nas redes de

colaboracdo de astrofisica, matéria condensada e fisica de alta energia.

Apesar da diferencga entre o nimero de corddes, caudas e algas pequenas observadas para

as redes reais e os valores obtidos para as respectivas versdes aleatorias (veja Figura 22) ser
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(c) Nuamero de algas.

Figura 23: Numero de cordoes (a), de caudas (b) e alcas (c) para as redes reais analisadas.
Pontos correspondem aos valores das redes consideradas e as linhas continuas, as predi¢oes

teoricas. Figura extraida de [4].

muito grande em alguns casos, a previsdo tedrica foi relativamente precisa para muitos casos,

exceto para rede de colaboracdo de astrofisica (algas), rede de colaboragdo de fisica de alta

energia (corddes, caudas e alcas), WWW (caudas e alcas), o livro “On the oririn of species”

(algas) e rede de transmissdo elétrica (algas) (veja Figura 23). Isso mostra que nessas excecoes,

os resultados obtidos na Figura 22 nio sdo mera conseqiiéncia da correlagdo de grau, mas sim
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houve algum favorecimento no processo de construcdo das redes correspondentes. Os casos
em que o nimero de cadeias grandes de vértices (corddes, caudas ou algas) é maior que o
valor previsto pela teoria, também é maior do que o valor encontrado para as versdes aleatdrias.

Exemplos incluem: alcas e caudas para WWW e para a rede de transmissao de energia elétrica.

5.2.5 Amostragem por caminhada aleatéria

A fim de verificar se redes incompletas apresentam caudas e algas grandes, foram obtidas
amostras de rede de dois modelos tedricos através de caminhadas aleatérias [111, 17], e as
distribuicdes dessas estruturas nessas redes foram analisadas. Os modelos escolhidos foram: o
aleatério de ErdSs e Rényi (ER) e o de livre de escala de Barabdsi e Albert (BA) com 10° vértices
e grau médio 6. A escolha por caminhada aleatdria ocorreu por causa de sua simplicidade e por
nao requerer qualquer restri¢do. Além disso, imagina-se que as amostragens de redes reais sao
realizadas por processos semelhantes as buscas por rotas entre dois vértices como aconteceu
com a Internet através do comando traceroute [20]. A rede resultante da amostragem €
dada pela seqiiéncia de vértices e arestas capturadas no caminho da caminhada aleatéria. Os
resultados desta analise podem ser visualizados na Figura 24. Cada ponto da grade é uma média

dos valores de 1000 realizacdes para cada comprimento da caminhada aleatdria.

Os resultados s@ao muito semelhantes para os dois modelos, exceto quando a caminhada €
muito grande (em torno de 107) e o niimero de caudas das redes amostradas do modelo BA tende
a 0. Isso ocorre porque a rede original de BA com grau médio 6 nio possui caudas de qualquer
tamanho e al¢as maiores que 2. O mesmo efeito nao € observado para as redes amostradas do
modelo ER pois a rede original apresenta uma quantidade significativa de caudas de tamanhos

1 e 2 (137 caudas de tamanho 1 e 2 de tamanho 2).

Pode ser concluido ainda através da Figura 24 que existem muitas caudas e al¢as nas redes
amostradas quando o comprimento das caminhadas € pequeno, sendo que uma boa parte delas
sdo grandes, especialmente as alcas. A medida que é aumentado o comprimento das caminhadas
a quantidade destas estruturas diminui, devido ao aumento da probabilidade de quebrar caudas

e alcas grandes em partes menores. Quanto maior ainda for o tamanho dessas caminhadas (da
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Figura 24: Numero de caudas e de algas de diferentes tamanhos no modelo de Erdés e
Rényi (a) e (b), respectivamente. Numero de caudas e de algas no modelo de livre de
escala de Barabasi e Albert (c¢) e (d), respectivamente. Cada ponto da malha do grafico
corresponde ao valor médio de 1000 realizacoes para cada comprimento da caminhada

aleatoria. Figura extraida de [4].

ordem de 10° a 107), a chance de encontrar essas estruturas tende a 0, exceto quando estiver

presente na rede original. A partir de um certo valor para o tamanho da caminhada aleatdria

(nestes casos foi da ordem de 107), a rede original é obtida e suas propriedades recuperadas.

Através dessa andlise, conclui-se que redes amostradas tendem a apresentar esse tipo de

estruturas, e que, se for por caminhada aleatdria, quanto menor for o tamanho da caminhada,

maior € a chance de ser encontradas caudas e al¢as. Desta forma, redes amostradas por métodos

como esse apresentam caudas e alcas, porém redes com esse tipo de estrutura ndo necessaria-

mente sdo incompletas, pois esta estrutura pode estar relacionada com a sua evolugao particular.
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6 Sensibilidade de medidas

Nos Capitulos 3 e 4, foi mostrado como redes complexas podem ser caracterizadas e classi-
ficadas em termos de medidas. Se forem utilizadas vérias medidas pouco correlacionadas entre
si, mais precisa € a representacao de uma dada rede complexa e, portanto, melhor € a sua carac-
terizagcdo. Situagcdo semelhante ocorre com a classificacdo de redes, ja que mais atributos pouco
correlacionados contribuem para uma melhor separacdo dos modelos tedricos, permitindo uma
identificagdo mais precisa da rede analisada. Entretanto, quando ndo hd certeza sobre os dados
utilizados para construir as redes do mundo real (seja por falta de dados ou por amostragens
incompletas), tanto a caracterizagao quando a classificagao ficam comprometidas. Desta forma,
¢ muito importante saber quais medidas sdo mais apropriadas a tratar redes com esse tipo de
problema! de forma a minimizar o erro de caracterizacdo e classifica¢io de redes reais. Neste
capitulo, serd apresentada uma metodologia para testar a sensibilidade de algumas medidas de
redes complexas frente a perturbagcdes nas arestas, tais como: adi¢ao, remog¢ao e reconexao ale-
atoria de arestas [4]. Além disso, as medidas serdo classificadas conforme o grau de robustez
em relacdo a esse tipo de perturbacdo e o quanto elas sdo eficientes para discriminar as redes

analisadas.

6.1 Tipos de perturbacao

Basicamente, hd duas formas de perturbar redes: a primeira corresponde a remover ou
adicionar vértices e a segunda, a remover, adicionar ou reconectar arestas. No primeiro caso,

porém, ¢é dificil desenvolver um método para adi¢do de vértices, pois ndo se sabe, a priori, 0

INote que a maioria das redes do mundo real utilizadas atualmente nio estdo completas, conforme
discutido no Capitulo 1.
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mecanismo de formacao das redes. Desta forma, somente a perturbacdo de arestas serd coberta

aqui. Os trés tipos basicos de perturbacao de arestas sio:

e Remociao de arestas: arestas sdo selecionadas aleatoriamente e removidas da rede;

e Adicao de arestas: dois vértices sdo escolhidos aleatoriamente, e, se nao estiverem co-

nectados, uma aresta € estabelecida entre eles;

e Reconexao de arestas: duas arestas sdo escolhidas aleatoriamente e, se a troca de ex-
tremidades ndo originar auto e multi-arestas, t€ém suas extremidades trocadas. Este tipo
de perturbagao corresponde ao método de reconexdo (conhecido como rewiring) em que

redes aleatdrias sdo obtidas enquanto a distribui¢do de graus da rede original é mantida

(e.g. [117]).

Nas andlises seguintes, também foi considerado uma combinagdo aleatdria de tais tipos de per-
turbacdes. Todas as perturbacdes consideradas variaram de 0 a 10% do ntiimero total de arestas
da rede analisada. No caso da reconexdo de arestas, como cada troca de arestas corresponde a
perturbacdo de duas arestas por vez, o ndmero total de passos necessarios para completar 10%

do numero total de arestas da rede foi metade em relac@o aos outros dois tipos de perturbacao.

6.2 Analise em modelos tedricos e redes reais

As perturbacdes descritas acima foram realizadas tanto em redes de modelos tedricos como
em redes do mundo real. Nesta andlise, foram considerados quatro modelos: aleatério de Erdds
e Rényi, de mundo pequeno de Watts e Strogatz, livre de escala de Barabdsi e Albert e geo-
grifico de Waxman (maiores detalhes destes modelos podem ser encontrados na Se¢do 2.4);
e cinco redes reais: rede de emails da Universidade de Rovira i Virgili (Tarragona), rede de
aeroportos dos Estados Unidos, rede de transmissao elétrica dos estados ocidentais dos Estados
Unidos, rede neural do Caernohabditis elegans e a rede de interacdo de proteinas do Saccha-
romyces cerevisiae (a descri¢do destas redes estd na Secao 2.3). No caso dos modelos tedricos,
os parametros utilizados foram: N = 2000 vértices, grau médio 6 e probabilidade de recone-

xao das arestas 0.3 para o modelo de mundo pequeno de Watts e Strogatz. Maiores detalhes
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Tabela 5: Propriedades topoldgicas das redes consideradas antes das perturbagoes, onde
N é o numero de vértices; (k), o grau médio; (hks), grau hierarquico médio de nivel 2; r,
coeficiente de assortatividade; C, coeficiente de aglomeragao médio; (hey), coeficiente de
aglomeragao hierarquico médio de nivel 2; (dry), razao de divergéncia média de nivel 2; ¢,
caminho minimo médio; (B), grau de intermediagao médio; CPD, ponto de dominancia
central; ER, modelo aleatério de Erdés e Rényi; WS, modelo de mundo pequeno de Watts
e Strogatz com probabilidade de reconexao 0.3; BA, modelo livre de escala de Barabasi e
Albert; e GW, modelo geografico de Waxman. Tabela extraida de [5].

Redes consideradas N (k) (hka) r C  (heg) drg 1 B CPD
ER 2000 6.0 208 -0.02 0.003 0.003 0.99 4.2 1.7107% 0.008
WS 2000 6.0 97 -0.04 0.213 0.037 0.88 4.9 211073 0.007
BA 2000 6.0 831 -0.05 0.017 0.012 0.98 3.5 141073 0.145
GW 2000 6.0 91 0.20 0.151 0.079 0.81 7.8 431073 0.080
Email 1133 9.6 934 0.08 0.220 0.078 0.80 3.3 231072 0.037
Aeroportos 332 128 449 -0.21 0.625 0.176 0.61 2.5 521072 0.202
Transmissao elétrica 4941 2.7 13 0.00 0.080 0.062 0.97 159 3.61073 0.285
Rede neural 297 145 618 -0.16 0.292 0.072 0.58 2.2 491073 0.299

Interagao de proteinas 4134 4.2 498 -0.13 0.082 0.033 0.93 4.8 0.8107% 0.173

sobre as propriedades das redes analisadas estdo na Tabela 5. A andlise da perturbagdo em tais
redes ndo levou em conta nem o peso nem a dire¢do das arestas, logo as redes reais dirigidas
foram transformadas nas suas respectivas versdes nao-dirigidas pela operacdo de simetrizagao,
descrita na Secdo 2.2 (esta transformacdo equivale a ignorar a direcdo dos arcos) e as redes
reais com peso, nas correspondentes versdes sem peso, pela operacdo de limiarizagao, também
descrita na Secdo 2.2, cujo limiar utilizado foi o menor peso encontrado nos arcos da referida
rede (esta operagdo corresponde a ignorar o peso dos arcos). Note que os modelos tedricos ndao

precisam de tais operagdes, pois ja sdo ndo-dirigidos e sem peso.

As perturbacdes foram realizadas de 0.2% até 10% do ntimero total de arestas de cada rede
em passos de 0.2%. No total, um conjunto de 50 redes perturbadas para cada um desses passos
foi obtida assim como as suas respectivas medidas. As trajetorias definidas pela evolucao das
perturbacdes podem ser visualizadas no topo de cada sub-figura (que corresponde a uma me-
dida) das Figuras 25 e 26. Para cada medida, um conjunto de nove graficos foi obtido, sendo
que a primeira linha corresponde aos valores absolutos (média das 50 redes geradas em cada
passo de perturbacdo); a segunda linha € a correspondente variacao da primeira linha em relagao
ao valor original (sem perturbagdo); e a terceira linha corresponde as projecdes dos componen-

tes principais obtidas por PCA (como essas proje¢des foram obtidas serd descrito abaixo). As
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Tabela 6: Média e desvio padrao (ntumero em parénteses) da porcentagem de variagao de
cada medida para os modelos tedricos e para 10% de arestas perturbadas. Os simbolos e
os acronimos sao os mesmos da Tabela 5. Tabela extraida de [5].

Medida Adicao Reconexao Remocao Todas
(hks) 41.8 (24.6) 13.4 (17.2) 23.3 (3.3) 11.5 (12.6)
r 36.2 (33.5) 10.2 (5.6) 11.6 (8.6) 14.9 (16.8)
C 13.4 (3.6) 14.2 (13.4) 10.1 (1.9) 10.8 (10.8)
(hes) 19. 6 (14 4) 18. 4 (17 2) 6.4 (2.4) 14. 6 (13 6)
(dr2) 8 (2.0) 7(33) 1.4 (1.6) 2 (2.6)
l 13. 3 (16.7) (16 9) 5.4 (0.6) (15 9)
(B) 17.7 (23.1) 13 4 (23.8) 6.3 (1.2) 12 9 (22.8)
CPD 26.0 (39.0) 23.4 (39.8) 14.3 (8.5) 22.4 (38.4)

colunas para cada medida correspondem aos tipos de perturba¢des (adi¢do, remogao, reconexao

ou a combinagdo aleatdria das trés).

As projecdes dos componentes principais via PCA (Secao 4.1.1) foram obtidas da seguinte
forma: cada passo de perturbacdo corresponde a uma varidvel do vetor de atributos e todas
as redes perturbadas como pertencentes ao conjunto de amostras. No total foram geradas 200
redes de modelos tedricos (50 de cada modelo considerado) e 250 das redes reais (50 de cada
rede real). Como as perturbagdes variaram de 0.2% até 10% em passos de 0.2%, ao todo foram
obtidas 50 varidveis. Os graficos de PCA (parte inferior de cada sub-figura das Figuras 25 e 26)
indicam, portanto, as projecdes que correspondem aos eixos de maiores variagdes (dois primei-
ros autovalores). A metodologia de redugdo de dimensionalidade via PCA foi usada porque
ela permite observar os efeitos das perturbacdes apds eliminar as correlacdes entre as varia-
veis. Através das projecdes obtidas via PCA, € possivel identificar as medidas que discriminam

melhor as categorias de redes analisadas.

As variagdes das medidas apresentadas nas Figuras 25 e 26 estdo resumidas nas Tabelas 6
e 7, que mostram as médias e os desvios padrées da porcentagem de variacdo de todas as
medidas no final de cada perturbacao (que corresponde a 10% do total do niimero de arestas de

cada rede) para todos os modelos tedricos (Tabela 6) e para todas redes reais (Tabela 7).

A andlise dos resultados apresentados nas Figuras 25 e 26 e nas Tabelas 6 € 7 levam as

seguintes conclusodes:
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Tabela 7: Média e desvio padrao (nimero em parénteses) da porcentagem de variagao de
cada medida para as redes reais e para 10% de arestas perturbadas. Os simbolos sdo os
mesmos da Tabela 5. Tabela extraida de [5].

Medida Adicao Reconexao Remocao Todas
(hks) 23.3 (12.8) 12.4 (5.0) 15 2 (9.7) 8.6 (3.2)
r 23.8 (13.3) 21.7 (24.7) 0 (16.7) 4.4 (2.8)
C 16.9 (5.5) 21.5 (3.7) 13 7(2.9) 19.5 (2.8)
(hes) 16 1(9.8) 15. 1 (10 9) .5 (5.6) 14.3 (9.0)
(dr2) 1(1.3) 0 (1.5) 4(21) 1.3 (1.3)
¢ 11. 9 (16.8) 7 (14.5) 11. 4 (10 2) 7.3 (13.7)
(B) 15.1 (19.9) 12 0 (17.9) 3 (2.3) 11.3 (18.0)
CPD 27.5 (34.4) 23.0 (33.3) ( 5) 22.6 (33.1)

e A variacgdo relativa das medidas €, em geral, muito maior que a porcentagem da variagao
de arestas para todas redes e em qualquer tipo de perturbacdo realizada. Desta forma,
conclui-se que a maioria das medidas analisadas sdo sensiveis a pequenas perturbagdes

na conexao das redes.

e Dentre os trés tipos de perturbacao (incluindo também a combinagdo aleatéria das trés), a
remocgdo de arestas foi a que apresentou as menores variagdes nas medidas tanto para os
modelos tedricos quanto para as redes reais (ver Tabelas 6 e 7). Uma conclusdo imediata
desse resultado é que arestas incertas ndo devem ser incluidas na rede, pois adicionar
arestas inexistentes implica em maiores variagdes nas medidas do que a remocao de uma

existente.

e Redes geograficas, como por exemplo: o modelo de Waxman e a rede de transmissao
elétrica, apresentaram grandes variagdes nas medidas relacionadas a distancia quando a
perturbacdo empregada foi a adi¢do ou reconexdo de arestas (ver Tabelas 6 e 7). Esse
resultado € uma conseqiiéncia de que a adi¢do ou remogdo aleatdria de arestas tende a co-
nectar vértices cujas distAncias geodésicas sejam grandes?, reduzindo o caminho minimo

entre eles e afetando as outras medidas relacionadas a distancia.

Além dessas conclusdes, também é possivel inferir a partir dos resultados apresentados nas

Figuras 25 e 26 e nas Tabelas 6 e 7 quais medidas sdo mais estdveis as perturbacoes (i.e. pouca

2Neste caso, as distancias espaciais também devem ser grandes, mas nao sao consideradas aqui pois
toda analise de perturbagao nao leva em conta a distancia espacial entre os vértices.
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variagdo) enquanto capazes de discriminar eficientemente modelos tedricos e redes reais (i.e.
nao sobreposi¢ao dos modelos tedricos ou das redes reais no espago definido pelas projecoes
dos componentes principais obtidos no PCA). Segundo estes critérios, as melhores medidas para
andlise de redes com problemas de amostragem sdo, em ordem de melhor para pior: razao de
divergéncia de nivel 2, caminho minimo médio, ponto de intermediacdo médio e coeficiente de
aglomeracao hierdrquico médio de nivel 2. Por haver sobreposicao entre modelos ou entre redes
reais, as demais medidas ndo foram consideradas nesta classificagdo. Interessante notar que as
melhores medidas s@o aquelas que levam em conta por¢cdes maiores da rede, como a razao de
divergéncia e o caminho minimo médio de forma a ndo ser muito afetadas pelas alteracdes locais
da conectividade dos vértices. Convém mencionar ainda que a razdo de divergéncia média de
nivel 2, além de permitir boa discriminagdo entre os modelos e entre as redes reais, apresentou

variagdo menor do que a de arestas nas redes analisadas.

6.3 Principais conclusoes

A andlise da sensibilidade das medidas topoldgicas de redes complexas realizada neste
capitulo indicou que pequenas variacdes na conectividade dos vértices podem causar grandes
variagdes nas medidas. Desta forma, ao analisar redes com problemas de amostragem, € ne-
cessdrio tomar cuidado com as medidas a serem utilizadas, pois podem nio condizer com 0s
sistemas caracterizados por elas. A melhor solu¢do para este problema seria obter amostragens
mais precisas, mas se nao for possivel, o melhor € escolher medidas que oferecam maior ro-
bustez a perturbagdes, de preferéncia aquelas que utilizem parcelas maiores da vizinhanga de
cada vértice, como por exemplo: razdo de divergéncia média de nivel 2. Uma maneira simples,
porém, de reduzir o erro na construcao das redes € evitar que arestas incertas sejam adicionadas,

pois ndo afetam tanto as medidas, conforme indicam os resultados da sec¢do anterior.
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Figura 25: Perturbagoes das medidas acima para os modelos: aleatério de Erdds e Rényi
(¢), de mundo pequeno de Watts e Strogatz (A); livre de escala de Barabasi e Albert (O)
e geografico de Waxman ([J). Para as duas primeiras linhas, o eixo x é a porcentagem de
arestas adicionadas, removidas ou reconectadas.
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Figura 26: Perturbagoes das medidas acima para as redes reais: email ({), aeroportos
dos Estados Unidos (A), sistema de transmissao elétrica (O), rede neural (), e interagao

de proteinas (57). Para as duas primeiras linhas, o eixo x é a porcentagem de arestas
adicionadas, removidas ou reconectadas.
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7 Conclusoes e perspectivas

Muitas das redes estudadas tém problemas de amostragem como ja foram identificados em
vdrias andlises realizadas em redes reais, tais como Internet [21], WWW [19], redes de interacao
de proteinas [20] e redes sociais [22]. Problemas na amostragem incluem: avaliac¢do errada do
coeficiente «v da lei de poténcia P(k) ~ k~“ se a rede analisada for livre de escala [120], redes
aleatdrias amostradas sdo identificadas como redes livres de escala [32], vdrios falsos positivos
nas redes de interacao de proteinas [23, 24], falta de dados nas redes sociais [22] e propriedades
darede WWW que dependem do web crawler utilizado [19], entre outros. Como se pode notar,
muitos problemas podem acontecer com a amostragem de redes complexas. Neste trabalho, foi
identificado mais um: a classificacio de redes amostradas pode ndo corresponder com a da rede
original. Em outras palavras, utilizar amostras pequenas de sistemas complexos pode levar a
resultados e conclusdes incorretas. Além disso, modelos que se baseiam em redes amostradas

podem apresentar propriedades muito diferentes das que a rede completa teria.

Neste trabalho, foram ainda definidas duas estruturas em redes complexas: as arvores de
borda e as cadeias de vértices. A primeira estd relacionada com a borda da rede (vértices de
grau unitdrio) e a segunda, com seqii€éncia de vértices de grau 2. A andlise dessas estruturas
revelou que a ocorréncia de drvores de borda e de cadeias de vértices grandes € alta em redes
reais que provavelmente tiveram problemas de amostragem, portanto existe uma certa relacao
entre amostragem e a ocorréncia dessas estruturas. Para verificar tal suposicao, redes amostra-
das de dois modelos: aleatdrio de Erdds e Rényi e livre de escala de Barabdsi e Albert foram
obtidas através de caminhada aleatdria e de forma gradual, e a ocorréncia de cadeias de vértices
foi analisada. Quando a amostras foram pequenas, a presenca de alcas e caudas grandes foi

elevada. A medida que as amostras foram ficando maiores, a quantidade dessas estruturas foi
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diminuindo, até praticamente desaparecerem (nesta fase, a rede original foi quase totalmente
obtida). As estruturas que restaram foram aquelas que ja existiam na rede original, como no
modelo aleatério de Erdds e Rényi. Apesar de aparecer cadeias longas de vértices em redes par-
cialmente amostradas, ndo € correto afirmar que a presenca de tais estruturas implica em redes
amostradas. Entretanto, se forem encontradas, € necessario fazer uma analise mais cuidadosa
da rede estudada. Um exemplo de rede que provavelmente teve problemas de amostragem €
a tdo estudada WWW, que apresentou muitas arvores de borda, caudas e al¢as grandes. Vale
lembrar que mais de 50% dos vértics da rede WWW pertencem as arvores de borda. Em outros
casos, porém, a presenca dessas estruturas ndo € sinal de incompleteza como revelou a anélise
local das arvores de borda em redes reais cujos vértices sio rotulados. No caso da rede de inte-
racdo de proteinas, foi descoberto que as raizes das arvores de borda sdo proteinas com funcdes
mais gerais e as folhas, proteinas com func¢des mais especificas. Resultados semelhantes foram
observados para as redes Wordnet e Roget. A andlise da rede de aeroportos dos Estados Unidos
revelou que a maioria das raizes das drvores de borda sdo aeroportos internacionais enquanto
que as folhas sdo aeroportos regionais ou pequenos. Desta forma, o estudo das arvores da borda

de redes reais pode ajudar a encontrar a importancia dos vértices que estdo na borda da rede.

E para finalizar este trabalho, uma andlise da sensibilidade de varias propriedades frente a
perturbacdes da conectividade das redes foi realizada. O objetivo foi verificar quais proprieda-
des discriminam as redes analisadas e variam menos quando arestas sdo adicionadas, removidas
ou reconectadas, sendo, portanto, as mais adequadas para caracterizar redes com problemas de
amostragem. As melhores propriedades foram (na seqiiéncia de melhor para pior): razdo de di-
vergéncia de nivel 2 (propriedade hierdrquica), caminho minimo médio, ponto de intermediac¢do
médio e coeficiente de aglomeracdo hierarquico médio de nivel 2. Além disso, foi verificado
que ndo adicionar conexdes duvidosas € menos critico para alterar as propriedades da rede ori-

ginal do que adicioné-las.

Este trabalho apresentou, portanto, estruturas comuns a redes com problemas de amostra-
gem; como a amostragem influencia na classificagdo de redes complexas; e, por dltimo, que
propriedades devem ser utilizadas quando ha problemas na amostragem da rede que se queira

analisar.
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H4 muitas perspectivas de trabalhos futuros envolvendo o estudo da amostragem em redes
complexas. Algumas incluem: procurar outras estruturas relacionadas as amostragens de redes
complexas, avaliar o efeito da amostragem na classificac@o de outras redes reais, realizar outros

tipos de perturbacdes nas redes e avaliar o efeito da amostragem em processos dindmicos.
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