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Resumo

Os modelos para dados pré e pos-testes sao de grande utilidade nas mais diversas
areas da ciéncia. Eles sao caracterizados como estudos longitudinais cujas observacoes
sao tomadas antes e apos a aplicacao de tratamentos ou covaridveis para estudo de seu
efeito no tempo, assim, os dados sao, usualmente, correlacionados, de modo que esta
dependéncia pode ser modelada pela introducao de efeitos aleatorios, caracterizando um

modelo misto.

Em especial, propusemos o estudo do modelo multiplicativo de Sef & Singer (SINGER;
ANDRADE, 1997; SEF, 1999) para a andlise de um conjunto de dados contendo indices
de placa bacteriana em criancas submetidas ao efeito de algumas covaridveis. O modelo
de Sef & Singer contém diversas restricoes que podem contaminar o erro, tornando-o
assimétrico. E neste cenério que introduzimos a distribuicio normal assimétrica sob a
representacao de Sahu & Dey (SAHU et al., 2003), de modo a modelar o efeito aleatorio
como uma distribuicao seminormal e o erro normal, tal que a assimetria é controlada por

um parametro modulador que indica quao assimétrico sera o erro final.

A estimacao dos parametros foi feita com implementacao do algoritmo E-M na in-
feréncia classica. A inovacao estd na andlise bayesiana, cujo modelo, sob uma repara-
metrizacao adequada, define uma distribui¢ao a priori conjunta. A marginal desta dis-
tribuicao a priori conjunta leva a distribuicao T-Gama, para o parametro modulador de
assimetria da representacao de Sahu & Dey, generalizando a priori t-Student de Rodri-

guez (2005) Palavras-chave: Algoritmo E-M, Andlise de Covaridncia, Distribui¢io de

Kummer, Inferéncia Bayesiana, Distribuicao Normal Assimétrica Multivariada, Modelos
Mistos, Modelos Multiplicativos, Modelos para Dados Pré-Teste/ Pds-Teste, Regressaio
Linear Multipla.



Abstract

The Pretest/Posttests models are special cases of repeated measures studies. The
designs aim basically to compare pre and post treatment in experimental units during a
defined period of time, thus, indicating a longitudinal study with two repetitions.

Furthermore, there is a strong dependence between measures, resulting in random
effects included in the model. Special attention will be given to a multiplicative model
(SINGER; ANDRADE, 1997; SEF, 1999), which presents as advantage, richly informative
parameter characteristics. A data set establishing the index plaque of children of both
sexes, pre and post supervised brushing employing two different kinds of dental brushes
will be applied. The normal distribution might be not realistic due to several restrictions
present in the model and related to the nature of the phenomenon under study.

The purpose of this study is to enable a flexible distribution to the multiplicative model
through introduction of the skew-normal as defined by (SAHU et al., 2003), applying the
EM algorithm and afterwards, Bayesian procedures in order to compare the estimates
results obtained under these models.

From the Bayesian point of view, we have introduced, using a suitable reparametri-
zation, the t-gamma prior distribution One of its marginal is a new prior for a skewness
parameter of Sahu & Dey representation, generalizing Rodriguez’s t-Student prior (RO-
DRIGUEZ, 2005).

Keywords: Bayesian Inference, Covariance Analysis, E-M Algorithm, Kummer’s
Distribution, Multiple Linear Regression, Multiplicative Models, Multivariate Skew Nor-
mal, Pretest/Posttest Models, Random Effects Models.
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1 Introducao

A busca por modelos estatisticos gerais sob os quais pesam poucas imposi¢oes vem
sendo uma constante na literatura cientifica desta area. Muitos autores apresentaram suas
propostas, mas em alguns casos, as solu¢oes sao muito complicadas para a vida cotidiana, e
estas sao somente utilizadas no mundo académico. Outras vezes, idéias 6timas nao podem
ser aproveitadas porque os problemas computacionais sao de tal ordem que impossibilitam
o seu uso com economicidade. Na tentativa de encontrar um caminho intermediério entre

estas dificuldades é que propusemos o estudo aqui apresentado.

Em poucas palavras, pode-se definir um experimento com dados de pré-teste/pos-
teste como sendo uma abordagem experimental em que uma medida é obtida antes da
aplicacao de um tratamento (medida pré-teste) e apos aplicacao do tratamento, a segunda
medida é tomada (medida pos-teste). Claramente trata-se de um estudo longitudinal
com duas unidades de tempo distintas, ou também como um experimento com medidas
repetidas. Sao diversas as situagoes em que experimentos com dados pré-teste/pos-teste
sao realizados e modelos especificos para este tipo de abordagem ja sao muito consagrados,
dentre eles, pode-se citar : Modelos Multivariados com medidas repetidas, Analise de

Variancia e Covariancia (SINGER; ANDRADE, 1997; SEF, 1999).

Neste trabalho propomos o estudo do modelo multiplicativo (SINGER; ANDRADE, 1997;
SEF, 1999) para dados pré-teste/pos-teste (que agora sera chamado pelo nome dos autores,
Sef & Singer), utilizado com um conjunto de dados muito especifico da area de Odonto-
logia. O modelo em questao ¢é totalmente interpretavel com relacao ao problema e como
caracteristica principal, impoe-se como um modelo misto que é facilmente linearizado por

meio de uma transformacao logaritmica.

Os autores utilizaram distribui¢coes normais tanto para os efeitos aleatorios quanto
para os erros, mas dadas as caracteristicas do fendmeno que estudaram, nas quais, muitas
restricoes sao impostas ao modelo, as distribuicoes subjacentes, por eles utilizadas, podem

nao ser realistas.
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Desta forma, para a flexibilizagao das distribuicoes envolvidas nesta modelagem, lan-
camos mao da classe de distribuicoes normais assimétricas. Esta classe é capaz de captar
as assimetrias que podem estar envolvidas em um conjunto de dados, quando existem
fatores externos que tornam as amostras seletivas, ou seja, quando ha perturbacoes natu-
rais em populacoes teoricamente normais. Essas perturbagoes podem levar as assimetrias
aqui comentadas. E interessante ressaltar que as distribuicoes normais assimétricas car-
regam consigo propriedades inerentes a distribuicao normal, como por exemplo, a forma
quadratica de uma distribuicao normal assimétrica também segue uma distribuicao y?2,

sob condigoes especificas (AZZALINI; VALLE, 1996).

H4 vérias maneiras de se representar uma distribuicao normal assimétrica, mas tendo
em mente que o modelo ¢ multiplicativo e, quando linearizado, torna-se aditivo, entao, é
possivel e natural ao problema a inclusao de efeitos aleatorios para se captar a correlacao
entre medidas tomadas da mesma unidade experimental ou individuo. Assim, tem-se, ao
final, um modelo misto. E nesta abordagem que recorreremos a representacdo de uma
distribui¢do normal assimétrica segundo a defini¢ao de Sahu et al. (2003). Durante a apre-
sentacao e definicao do problema poderemos observar que antes, um modelo longitudinal
(que é o caso geral quando se trata de medidas pré-teste/pos-teste), cujos parametros
sao dificeis de estimar computacionalmente, pode ser interpretado como uma andlise de
covariancia. Ainda, como se verificard, o proprio modelo misto podera ser testado com
relacao ao modelo de regressao linear miltipla, bastando para tanto, uma configuracao
especifica de um parametro da distribui¢ao proposta por Sahu et al. (2003), mesmo que

na pratica, o modelo resultante nao seja o mais adequado.

Este trabalho serd dividido da seguinte maneira:

e Parte I - Inferéncia Cléssica

— Introducao das Normais Assimétricas e suas propriedades;
— Modelo para dados Pré-Teste/Pos-Teste;

— Definicao do modelo em estudo e definicao para sua utilizacao utilizando a
abordagem de Sahu et al. (2003);

— Algoritmo E-M;

— Aplicagao utilizando-se o algoritmo E-M.
e Parte II - Inferéncia Bayesiana

— Introducao a Priori de Jeffreys;
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— Priori de Jeffreys para o coeficiente de assimetria utilizando o resultado de
Rodriguez (2005);

— Formulagao do modelo para dados Pré-Teste/Pos-Teste;
— Introducao a distribuicao de Kummer e a Priori de Kummer;

— Aplicagoes.
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2  Distribuicao Normal Assimétrica
Univariada

2.1 Definicoes

Vérios autores em diversos trabalhos, tais como: Azzalini & Valle (1996), Sahu et al.
(2003), Lachos (2004), Liu & Dey (2005), definiram muitas distribui¢oes normais assi-
métricas. Elas surgem de acordo com as necessidades de maior ou menor generalizacao.
Nesta dissertacao exploraremos o caso uniparamétrico com os seus trés parametros: loca-

¢ao, escala e forma.

A maior parte destas demonstragoes esta disponivel em Rodriguez (2005), e caso

contrario, a fonte seréd citada expressamente.

Definicao 2.1.1 Uma varidvel aleatoria Y € R seque uma distribuicao normal assimé-
trica com vetor de locacio p € R e de escala 0 > 0 se sua funcdao densidade de probabi-
lidade € dada por

fY(y):§¢1(y_'u>@1l(y_M>A],comye/\eR, (2.1)

o o

sendo representada por Y ~ SN(u,02)\). Quando em (2.1), u = 0 e 0? = 1, obtém-se

Y ~ SN(N), a distribui¢ao normal assimétrica padrao.

E facil verificar que se Z ~ SN ()\), a transformacido Y = u + 02Z leva a Y ~
SN (1,0%N).

A figura 1 representa as curvas de densidade para algumas distribuicbes normais
assimétricas padrao com diferentes parametros de assimetria. O modelo normal é um caso

particular dos modelos assimétricos, pois se obtém aquela distribuicao tomando A = 0.
Pode-se mostrar que a densidade apresentadas em (2.1) é densidade de probabilidade.

Existem muitas outras formas de se derivar a distribuicao normal assimétrica, mas a
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Figura 1: Funcoes densidade de normais assimétricas univariadas com diferentes parame-
tros de assimetria \.

representacao de Sahu & Dey sera a mais ttil para o desenvolvimento desta dissertacao,

como veremos posteriormente.

2.2 Propriedades das Distribuicoes Normais Assimétri-
cas

Muitas propriedades das distribuigoes normais assimétricas podem ser derivadas de
sua fun¢do geradora de momentos (f.g.m.). No entanto, para se demonstrar a forma da

f.g.m., utilizaremos um importante resultado apresentado por Lachos (2004).

Lema 2.2.1 Seja Y ~ N, (p,X). FEntdo, para algum vetor fizo a de dimensao k e

alguma matriz fita B de dimensao k X n, tem-se
E[®, (a+ BY|n, Q)] = &, <a|n ~BuQ+ BEB’) (2.2)
E[6, (a+ BY 0, Q) = 6, (aln - BuQ+ BSB'). (2.3)

Proof. A demonstracao esta disponivel em Lachos (2004, p. 22). ®

Com a importante afirmagao do lema 2.2.1, a f.g.m. da distribuicao normal assimétrica

pode ser facilmente encontrada. Observe a seguir.
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Proposicao 2.2.1 Seja Z ~ SN (\). Entao, a func¢ao geradora de momentos é dada por

2

My (s) = 2exp <%>©(5s),com8€R, § = A

Jaewy

Proof. Utilizando a definicao de uma funcao geradora de momentos, temos:

(2.4)

My (s) = E(e**) = /_OO 2% (2) D (N\z) dz

e}

>~ 1 1(,2 2) 2
2/ () 5 g (Az)dz

oV 2T

52 o0 1 1 2 2 52
2e7 e_f(z = )67<D Az)dz
/oo V2T ( )

Fazendo a transformacao de varidvel x = z — s,

[N

My (s) = 26522/OO¢(ZL’) O (Ax + \s) dx.

Utilizando-se o lema 2.2.1, obtemos:

52

M@@)—zmp<2)@@g.

A extensao para a familia de normais assimétricas com parametros de locagao-escala
é facilmente obtida, utilizando-se com a proposicao a seguir, o que formaliza a expressao

em (2.1).

Podemos encontrar a f.g.m. de uma classe mais geral, resultados estes derivados da

proposicao 2.2.1. Seguem abaixo os corolarios.

Corolario 2.2.1 Seja Y ~ SN, (u,0%\). A f.g.m. deY ¢é dada por:
5202 A
My (s) = 2e"* 2 @ (dos), com .0 = ———.
(14 2%

Proof. A demonstracao do corolario 2.2.1 esta disponivel em Rodriguez (2005, p. 16).
|

Do corolario em 2.2.1 seguem estes interessantes resultados anunciados no seguinte

corolario:

Corolario 2.2.2 Se Z ~ SN (\), entdo
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1. —Z ~ SN (=\):

2. aZ ~ SN (a)), com a € R;

A representacao formal das distribuicées normais assimétricas nao é muito interes-
sante do ponto de vista computacional. Desse modo, Henze (1986) definiu uma maneira

estocéstica de se reescrever esta distribuicao de probabilidade.

Proposicao 2.2.2 Fazendo Z ~ SN (), temos,

Z =8|Xo| + /(1 —6%) Xy, sendo 6 = \/%), (2.5)

1+ )2

com |Xo| ~ HN (0,1), X; ~ N(0,1) e |Xo| independente de X,. HN representa a

distribuicao “half normal” ou seminormal.

Proof. A demosntracao dessa proposicao pode ser encontrada originalmente em Henze

(1986), mas também pode ser vista em Rodriguez (2005, p. 13). H

O resultado da proposi¢ao 2.2.2 é muito importante na formulagao de modelos assimé-
tricos e fornece uma maneira prética de se gerar amostras desta familia de distribuicoes,
parametrizar os modelos e desenvolver algoritmos para a estimac¢ao, como veremos pos-

teriormente, tanto para a inferéncia classica como para a bayesiana.

Agora, apresentamos a caracterizagao da média e varidncia de uma variavel aleatoria

normal assimétrica.

Proposicao 2.2.3 Seja Z ~ SN, (). Entao,
E(Z)=4/—-0 (2.6)

Var(Z)=1- %52. (2.7)

Proof. Considerando a proposicao 2.2.2 e calculando-se a esperanca de uma varidvel
| Xo| ~ HN (0,1), temos

™

E (X)) = /OOO (27) 77 exp {—“ﬂ du— /2.
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Como E (X;) = 0, entdo, aplicando-se em (2.5),

EHﬂzE{MXd+ (1—?)&}:5E@%D+ (1-6)E(X1)

2
=04/ —.

™

2
Agora, para a variancia de Z, var(|Xo|) = 1 — — e var(X;) = 1. Ainda, |Xo| €
7r
mdependente de X .

‘MMEZVWFMM+ u—ﬂxqzﬁof%)+u—ﬁ
—1- 2
™

Para se obter as esperancas do modelo com parametros de locagao-escala, basta uti-
lizar a relagdo linear Y = p + 02Z, com Z ~ SN ()) e aplica-la juntamente com as

propriedades bésicas da esperanca e da variancia de uma variavel aleatoria.
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3 Modelos para Dados
Pré-Teste/Pos-Teste

Em muitas situacoes praticas existe a necessidade de se analisar dados que sao obtidos
antes e ap6s a aplicacdo de algum tipo de tratamento. E neste contexto que surgem os
Modelos para Dados Pré-Teste/Pos-Teste. Esta classe de modelos, casos particu-
lares dos planejamentos com medidas repetidas e especialmente, dos modelos para dados
longitudinais quando o nimero de repeticoes da medida ao longo do tempo é de tamanho
2, formam uma rica e elegante ferramenta quando se deseja saber o ganho que se obtém
de algum tratamento no intervalo de tempo de estudo, sob um planejamento de medidas
repetidas. Esta ferramenta apresenta numerosas aplicagoes em varios campos da ciéncia,

inclusive com muitas formas para se abordar o mesmo problema.

Muitos autores estudaram esta forma de planejar e modelar experimentos, propondo
modificagoes significativas no aspecto e forma, dentre eles, citamos: Brogan & Kutner
(1980), Laird & Ware (1982), STANEK III (1998). Mais recentemente, temos: Singer &
Andrade (1997) e Sef (1999).

Genericamente, a forma inicial de abordagem para os dados pré-teste/pos-teste foi
realizada com a utilizacao de metodologias ANOVA e ANCOVA, utilizando-se da me-
dida pré-teste como covaridvel. H4 também a alternativa do modelo linear multivariado,
utilizando-se para isso de modelos com medidas repetidas em blocos (SEF, 1999)
e testes t multivariados (RENCHER, 2002). A natureza dos dados leva rapidamente
a estes tipos de abordagens, no entanto, quando alguma sofisticagdo é dada ao modelo,
como uma maior flexibilizacao quanto a forma da matriz de varidncias-covariancias ou
a adicao de efeitos aleatorios, eles podem ser intrativeis sob estas perspectivas. A infe-
réncia bayesiana também parece ter um bom ferramental para a solucao destes tipos de
problemas, desde que se obtenham distribuicoes a priori adequadas para os parametros,

como serd visto na segunda parte desta dissertacao.

Nas proximas segoes apresentaremos as principais técnicas para se abordar este pro-
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blema e formularemos uma nova proposta que leva em conta as caracteristicas dos con-
juntos de dados a serem utilizados. No apéndice C algumas noc¢oes sobre os modelos

multivariados sao mostradas e mais informagoes podem ser obtidas em Rencher (2002).

3.1 Modelo Multiplicativo de Sef & Singer

Os modelos que podem ser vistos no apéndice C sao gerais e podem, perfeitamente,
ser utilizados para andlise de dados pré-teste/pos-teste. Muitos outros também existem e

que nao foram tratados aqui, como os planejamentos em parcelas divididas, por exemplo.

Nesta dissertacao trataremos de um modelo especifico definido por Singer & Andrade
(1997) e Sef (1999), agora denominado por Sef & Singer para trabalhar com dois conjuntos
de dados provenientes de um estudo sobre o indice de placa bacteriana dentaria antes e
apos a utilizacao dois tratamentos distintos. A apresentacao do problema se d& na secao
4.3.1. Outro exemplo, exposto em 6.3, serd dado com dois tratamentos: Escovas e uso de

dentifricios.

Tendo em vista o conjunto de dados referente ao indice de placa bacteriana antes e
depois da aplicacdo de algum tratamento, Singer & Andrade (1997) e Sef (1999) pro-
puseram, em um artigo e dissertacao de mestrado, respectivamente, a utilizacao de um
modelo multiplicativo em que os parametros estimados tém interpretacao pratica sobre o

problema.

E notorio que um indice de placa bacteriana ¢ uma medida que, em especial, deve
ter sempre um valor positivo e este tipo de restricao torna-se, as vezes, inadequada a
utilizacao da distribuicao normal pelas assimetrias que possam estar envolvidas. Sob este
aspecto, proporemos, a seguir, a utilizacao da distribuicao normal assimétrica de modo
a flexibilizar este modelo. Outras consideracoes serao feitas posteriormente, com uma
inovacao na forma de se abordar este tipo de modelagem, onde uma regressao miltipla

simples substitui ao final a necessidade de modelos multivariados para este fenémeno.

Modelo Para satisfazer as condi¢oes do experimento pré-teste/pos-teste envolvendo
os indices de placa bacteriana dental, sdo exigidas algumas restri¢oes (SEF, 1999) que sdo

proprias da natureza dos dados.

1. Os indices pré-teste nulos implicam em indices pos-teste também nulos, ou seja, o

modelo parte da origem no plano cartesiano;
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2. Os indices sao sempre positivos;

3. Pode haver heteroscedasticidade;

4. O relacionamento entre indices pré-teste/pos-teste ndo é necessariamente linear;
5. Existe correlacao entre as medidas tomadas do mesmo individuo;

6. A distribuicao das observacoes nao é necessariamente normal.

A restrigao numero 6 é uma das inovacoes desta dissertacdao, uma vez que os auto-
res estudaram este tipo de modelo sob a condi¢ao de normalidade para o erro e efeitos
aleatorios (SINGER; ANDRADE, 1997; SEF, 1999). Ainda, os autores justificam a utiliza-
¢ao do modelo multiplicativo por causa da restricao 1, ou seja, a necessidade de que o
modelo parta da origem, implicando que medidas pré-testes nulas impliquem em medidas

pos-testes nulas.

Assim, define-se

Yijk = 5@515:;;281']'16 (3.1)
tal que:

vijr ¢ a medida tomada pos-teste para o k-ésimo individuo, (k = 1,...,n) sob os
tratamentos i e j, 1 = 1,2 e 5§ = 1,2. No caso desta dissertacao, tratamento pode ser
interpretados ora como sexo e ora como tipo de escova, ou uso ou nao de dentifricio, por

isso adotou-se o termo genérico “tratamento” para estas covariaveis ;

z;jx ¢ a medida tomada pré-teste para k-ésimo individuo, (k =1,...,n) sob os trata-

mentosiej, i =1,2e j=1,2, considerada fixa neste caso;

f3;; representa o coeficiente que pode ser interpretado como placa bacteriana residual,

para os tratamentosie j, ¢ =1,2e 5 =1,2;

7;; representa o coeficiente de uniformidade que revela a velocidade com que a placa

bacteriana é removida com a utilizacao dos tratamentosiej, i=12e 75 =1,2;

€ijk erro aleatorio para o k-ésimo individuo, (k =1,...,n) e tratamentosiej, i = 1,2
e =12

Este modelo tem uma caracteristica interessante como observaram os autores: E (y;jx) =

ﬁiszj?,iE(eijk) e Var(yijx) = (ﬁisz;,i)QVar(eijk). Se 7,; # 1, entdo o modelo é nao-linear.

Ainda, a razao entre esperanca da medida pos-teste y;;, € o valor considerado fixo da



3.1 Modelo Multiplicativo de Sef € Singer 25

:(Elj;;k) — zgxm"l;ijk(gmk) — ﬁz]xjjlljg E<8'L]k); 0 que

implica nas seguintes situacoes para o indice pos-teste:

medida pré-teste, x;;,, é denotada por

7i; > 1: variagao no indice de placa ¢ crescente com relagao ao indice pré-teste;
7;; = 1: variagao no indice de placa ¢ constante com relagao ao indice pré-teste;

Vij < 1: variacao no indice de placa € decrescente com relacdo ao indice pré-teste.

Claramente o modelo multiplicativo é nao-linear, mas pode ser linearizado por uma

transformacao logaritmica, o que resulta em
In (y;,) = In (ﬁw) + v In (wg5x) + In (€45n,) - (3.2)

O resultado da transformacdo em (3.2) é linear em In (z,j;) e ainda é possivel reno-
mear os novos parametros do modelo transformado de forma a torna-lo mais adequado a

situacao em estudo.

Na teoria inicial sobre o modelo multiplicativo (SINGER; ANDRADE, 1997; SEF, 1999),
adota-se que In (g;;%) segue uma distribuicao gaussiana, o que leva, naturalmente, a que
€iji tenha distribuicao lognormal. Ademais, ¢ de conhecimento ja consolidado em Es-
tatistica que medidas tomadas do mesmo individuo em tempos diferentes podem trazer
consigo correlagao. Uma maneira de abordar estes problemas é por meio da inclusao
de efeitos aleatorios, o que leva ao desmembramento do erro. Isto sera feito no modelo

transformado.

O modelo (3.2) pode ser reparametrizado como:
Zijk = Qi + VijWijk + Cijks (3.3)
em
Zijk = In (Y1) , @ = In (@j) , Wik = In (@5,) e Ciji = In (€ijr) -

Se considerarmos um modelo de efeitos aleatorios de forma a incluir as correlacoes

intra-individuos, teremos a decomposi¢ao de (;;;, como apresentado a seguir:

Cijk = Mk + Vijk (3.4)
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sendo que

ne ~ H (H é a distribui¢do dos efeitos aleatorios) e,

vij ~ G (G ¢é a distribuigdo do erro residual).

Os autores consideraram tanto H como G distribui¢oes normais (SINGER; ANDRADE,
1997; SEF, 1999), mas podemos imaginar que esta suposi¢ao pode nao ser adequada, haja
vista as restricoes inerentes ao fendmeno em estudo, dentre elas, a possivel heteroscedas-
ticidade (que ndo afeta a normalidade diretamente, mas sim, as suposi¢oes para modelos
de ANCOVA e ANOVA), a positividade das medidas pré e pos-testes obtidas, que por si
sO, ja geram processos de seletividade na amostra, o que leva as observacoes a se compor-
tarem assimetricamente, que, as vezes, nao propiciam o uso da distribuicao normal nessas

situacoes.

Esta dissertacao se propoe a flexibilizar o modelo justamente nas distribuicoes sub-
jacentes ao efeito aleatorio e ao erro, considerando-as na classe das distribui¢coes normais
assimétricas. Assim, o modelo ficaria:

Cijk

——
Zijk = Qj + Vi Wijk + Mg + Vi (3.5)

3.1.1 Modelos para Dados Pré-Teste /Pds-Teste Normal Assimé-
trico

O modelo em estudo nessa dissertagao pode ser abordado de varias maneiras. Poder-
se-ia realizar um estudo longitudinal com efeitos aleatorios (LACHOS, 2004) considerando
os dois tempos (pré e pos-teste), utilizagdo de um modelo ANOVA (STANEK III, 1998;
SINGER; ANDRADE, 1997) de forma a se ajustar a diferenca obtida entre os valores pos-
teste e pré-teste (medida esta chamada de ganho), modelos de regressao multivariada

entre muitos outros.

O que propomos aqui é a utilizacao de um modelo de regressao linear miltipla que
engloba os efeitos aleatorios e os erros em uma tnica distribuicao assimétrica, de tal modo
que, dependendo de um parametro especifico, a assimetria serd modulada. Para tanto,
é necessaria a suposicao de que o efeito aleatério é distribuido por uma seminormal. A

seguir mostraremos a estrutura deste modelo, bem como suas caracteristicas.
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3.1.2 Modelo Normal Assimétrico

Para a obtencao dos modelos de regressao normais assimétricos, é necessario especi-
ficar distribuicoes normais assimétricas tanto para o efeito aleatério quanto para o erro,
quando houver evidéncias de assimetrias nestes dois componentes do modelo. A vantagem
desta modelagem é que a distribuicao dos efeitos aleatorios e erros sao assimétricas e como
ja se viu, a distribuicao normal simétrica é um caso especial das distribuicoes normais
assimétricas, de modo que dependendo do valor do parametro de assimetria, estes modelos

serdao encaixados.

Assim, para o modelo como em (3.5), adotamos

M ~ SN (0,07.),)
Vige ~ SN (0,00,\,) (3.6)

UPERZT

em que o simbolo L indica independéncia entre estas variaveis.

[sto implica em situacoes tais que:

Ap = 0: 0 modelo tem efeitos aleatorios com distribuicao normal;
A, = 0: 0 modelo tem erros com distribui¢gdo normal;

Ay =0 e A, = 0: 0o modelo tem erros e efeitos aleatorios com distribui¢do normal.

Obviamente, a presenca de parametros de assimetria nao-nulos em ambas as variaveis

aleatoérias implicam no modelo normal assimétrico para efeitos aleatorios e erros.

A principal dificuldade com esta especificacao do modelo é na estimacao dos para-
metros de assimetria. Rodriguez (2005) verificou que a estimacdo por maxima verossi-
milhanca ¢ problematica, principalmente nos casos de multimodalidade da distribuicao
assimétrica subjacente, pois os coeficientes de assimetria tém alta probabilidade de se-
rem estimados como infinitos. Aqui, a recomendacao é a utilizacdo do algoritmo E-M,
método que é também uma estimacao por maxima verossimilhanca, mas que minimiza
os problemas quanto a estimagao infinita destes parametros e é relativamente facil de ser
implementado, mas requer uso de computacao intensiva. O caso de modelos de efeitos
aleatorios e erros distribuidos por normais assimétricas nao sera objeto de estudo desta

dissertagdo. Mais detalhes, consultar o completo trabalho de Lachos (2004).
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3.1.3 Modelo para Dados Pré-Teste/Pos-Teste utilizando a Re-
presentacao de Sahu & Dey

A abordagem que estamos propondo para modelos como em (3.5) é uma nova maneira
de se explicar o erro e o efeito aleatorio. Sahu et al. (2003) e Liu & Dey (2005) propu-
seram que uma distribuicao normal assimétrica pode ser gerada de maneira semelhante

a proposicao 2.2.2, que a partir de agora serd denominada por representacao de Sahu &
Dey.

Proposicao 3.1.1 Uma distribui¢ao normal assimétrica (2.1) pode ser definida, sequndo
a representacdo de Sahu € Dey, pela sequinte combinacao linear: sejam n ~ N(0,0‘%) ,

v~ N(0,02) com p € R. Assim,

(= ,0\77|+1/~SN(00 + plol, pa ) (3.7)

v

Proof. Inicialmente jd € conhecida a forma da funcao geradora de momentos de uma
distributcao normal assimétrica que € dada pelo coroldrio 2.2.1. Assim, usando as pro-
priedades da f.g.m. e algumas manipulagoes algébricas,

M (8) = My (t) = B ["017)]

( tplnl) (etv

_ exp( +2 2) tp\n|

_exp< t2 2) tp"gzﬁ 77‘00)

= 2exp {2 (024 p°o )} P (tpo,) . (3.8)

A expressao (3.8) € igual a fungdo geradora de momentos de uma distribui¢cao normal

assimétrica unidimensional e se rearranjarmos os termos, teremos

1
M, (t) =2exp {5

1 po
=9 —+2 (o2 20 p | g2 2452¢ | -
exp [2 (o0 + p°07) o [02 + p*oit ]

POy

Vi + pPo;

tria depende de p. Para que p fique em fungao do pardmetro de assimetria X\, entdo basta

t?* (o7 + ,020727)] P (tpoy,)

logo, ¢ ~ SN | 0,07 4 p°07,0 = ) Como se vé, o coeficiente de assime-
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) o
fazer a transformacao \ = = = P T o que conclui a prova. W
1-9 Oy

A representagao (3.7) é muito semelhante a decomposi¢ao do erro descrito em (3.5),
de modo que estao conexas e a inclusao de um parametro p a frente do efeito
aleatério farA com que este novo integrante do modelo module a assimetria
final. Assim, poderiamos adotar esta estrutura para o modelo de forma que, dependendo
do valor coeficiente p estimado, duas situagoes poderiam ser encontradas. Se p ~ 0, entao
o modelo seria interpretado como uma anéalise de covariancia univariada com distribuicao

normal.

Defini¢ao 3.1.1 O modelo para dados pré-teste/pds-teste proposto por Sef & Singer (3.1)
e linearizado por uma transformacao logaritmica (3.5), com a inclusao de efeitos aleatorios
para o wntercepto pela decomposicao do erro, sequndo a distribuicao normal assimétrica

sob a representacao Sahu € Dey, € definido como

Cijk:

A

Zijk = Qij + VijWijk T Tup M| + ouVijn, (3.9)
N ~ N (071> ’
vij ~ N (0,1), my, L vigx

<ijk ~ SN (07012/ + p20.727’p0-77> )
o

v

ondei=12;7=12;k=1,...,n, onde a;; e y,;; sao parametros do modelo e p € R.

Utilizando-se inferéncia bayesiana, é possivel, gragas aos métodos MCMC (Monte
Carlo com cadeias de Markov) (GAMERMAN; LOPES, 2006), estimar os parametros desse
modelo, como também construir intervalos de predicao. Na inferéncia classica, os in-
tervalos de confianca também podem ser obtidos por meio de métodos computacionais

intensivos (reamostreagem), como o bootstrap (GENTLE et al., 2004).

Na parte IT desta dissertacao estudaremos este modelo sob a oOptica da inferéncia
bayesiana, inclusive encontrando distribui¢oes & priori para os parametros, mas por hora,
serd apresentada a teoria béasica para a implementacao do algoritmo E-M, ferramenta que

serd muito 1til para a resolucao dos problemas pela inferéncia classica.



30

4 Algoritmo E-M

O algoritmo EM, “Expectation Maximization” (Esperanca - Maximiza¢do) é um mé-
todo de computacao iterativa amplamente utilizado para o célculo de estimativas de ma-
xima verossimilhanca em dados incompletos. Assim, como um dos alicerces da estatistica

é a obtencao destas estimativas, a sua utilidade é incontestavel.

No contexto geral, pode-se considerar como dados incompletos aqueles elementos que
nao estejam disponiveis em uma amostra, (dados faltantes, ou “missings”), ou que sejam
varidveis aleatorias nao observaveis diretamente, de forma que é possivel prever seus
valores de modo a completar a amostra. Também, o algoritmo E-M ¢ muito interessante
na tentativa de tornar verossimilhancas complexas em formas mais simples (GENTLE et

al., 2004; TANNER, 2005). Essa situacdo é comum, mas ndo uma regra.

Para iniciar o estudo do algoritmo, considere o vetor com os dados observados y, que
tém funcdo densidade de probabilidade g (y; ¥), tal que ¥ seja um vetor de dimensao n
contendo os parametros desconhecidos da distribui¢ao de Y. O objetivo geral é maximizar

a verossimilhanca

L(¥)=g(y;¥), (4.1)
como uma funcao de W sobre o espaco de parametros €2.

Se a func¢ao em (4.1) se encontra sob as condicoes de regularidade (ver Cramér, 1946),
entao as raizes de sua derivada primeira quando igualadas a 0 (ou a mesma situagao para a
fungao de log-verossimilhanga In L (¥)), serao os estimadores de maxima verossimilhanca,

A

W, que tém, em condicoes especiais, as propriedades mais adequadas para um estimador.

Nas aplicacoes estatisticas quase sempre se impoe a necessidade de estimagao de pa-
rametros, mesmo quando a funcao de verossimilhanca é extremamente complicada, o
que dificulta, fatalmente, a maximizacao dessas funcoes, dificuldade esta que pode ser
analitica, computacional ou ambas. Exemplos destas dificuldades sao: as estimacoes de
misturas de distribuicoes, modelos com dados censurados e principalmente, de interesse

nessa dissertacao, a estimacao de parametros de distribuicoes normais assimétricas. Mui-
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tas dessas dificuldades podem ser resolvidas com a introducao de variaveis aleatorias nao
observaveis diretamente ou ficticias (latentes) associadas ao problema, de forma a ampliar
o conjunto de dados originais para que se possa trabalhar com o método da maxima ve-
rossimilhanca de maneira adequada. A este conjunto de dados ampliados da-se o nome
de dados completos. A funcao de verossimilhanca recebe o nome de verossimilhanca com
dados incompletos e completos, quando ela é estruturada utilizando-se o conjunto de ori-

ginais e aumentados, respectivamente.

Feita estas consideragoes iniciais, o algoritmo E-M fica caracterizado como um mé-
todo genérico de estimacao de parametros por maxima verossimilhanca para um conjunto
de dados incompletos pela formulacao de um problema associado com dados completos,
sempre buscando uma maneira mais simples de se obter os estimadores de méxima ve-
rossimilhanca quando esta, originalmente, ¢ complicada, ou ainda, quando o parametro
de interesse nao ¢ diretamente observavel somente com a amostra disponivel (GENTLE
et al., 2004; TANNER, 2005). Nao se pode negligenciar, também, a utilidade do método,
quando existem muitos dados faltantes ou “missings” no conjunto de dados originais, e por
algum motivo, o método requer que estes conjuntos estejam completos. Nestas situacoes
o algoritmo, em uma etapa especifica, entra para “completar” este conjunto de dados e

assim, permitir aplicacao do método.

Rapidamente, pode-se dizer que o algoritmo tem um carater iterativo, que pode cla-
ramente ser dividido em duas etapas. Uma etapa de célculo da esperanca (etapa-E) e a
etapa da mazimizacdo (etapa-M) de uma fungio de verossimilhanga para cada uma de

suas iteracgoes.

4.1 Asetapas Ee M

Para formalizar o entendimento do algoritmo, suponhamos que x seja um vetor
contendo os dados completos ou ampliados e que z denote o vetor de dados ausen-
tes (“missings”), também chamado de vetor de varidveis latentes. Assim, teremos que
X' = (Y,Z)'. Vamos definir por g, (2,¥) a f.d.p. de um vetor aleatério X correspon-
dente ao vetor de dados completos . Se X for completo, podemos escrever a funcao de

log-verossimilhanca como

InL,(¥)=1Ing (z.P). (4.2)

O algoritmo E-M tenta solucionar o problema da verossimilhanca dos dados incomple-

tos (4.1) indiretamente, atualizando aquela fun¢do por meio de (4.2), que contém todos os
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dados completos. Como (4.1) tem valores nao observaveis, quando comparada com (4.2),
esta, é, entao, substituida por sua esperanca condicional dado o vetor de variaveis y e os

valores atuais das estimativas de W¥. Logo, podemos definir claramente o algoritmo E-M.

Algoritmo 4.1.1 Expectation-Maximization (E-M)

1. Defina os valores iniciais de ¥;

2. Etapa - E: Calcule @) <\Il7\Il(k)>, onde
Q(.9") = By n Lo (¥) ly] (4.3)
3. Etapa - M: Faca O*Y ser qualquer valor de ¥ € Q que mazimize Q (‘Il,\Il(k)>:
0 (\1:,\1:<k+1>) >0 (xp,\p(’f)) Y e Q (4.4)

4. Repita os passos 2 e 3 até que a convergéncia € > 0 desejada seja alcancada.

O operador Egw) (x) representa a esperanca de uma variavel aleatoria utilizando o
vetor de parametros W na k-ésima iteracao. Dessa forma, temos que o resultado imediata-
mente anterior de uma iteracao do algoritmo é utilizado para se “calibrar”, ou “completar”
a verossimilhanca dos dados completos, pela substituicao das varidveis latentes, pelas
esperancas condicionais do vetor de parametro, dado os dados observados do problema
em estudo. Esta “atualizacao” da verossimilhanca é que permite o célculo das estima-
tivas de maxima verossimilhanca de maneira mais simples, na maioria dos casos. Esta

simplificagao decorre do fato de que podemos escrever (4.2) como
hl LC <\IJ> = hlgc [(y,Z) 7\11]

e o interesse é remover, matematicamente, a variavel z da funcao de verossimilhanca e o

operador esperanca realiza funcao.

0 (qz,\wﬂ) = Egm [In L, () |y]
= Egm [Ing.[(y,2),¥]|y]

— [ g l(w2) Wl [y) (1Y) d= (15)
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Em (4.5) ndo existe a presenca das variaveis latentes z, que foram removidas pela
integragao, de forma que houve uma calibragio da log-verossimilhanga (4.2). Entao,
encontrar a distribuicdo de probabilidade f <z|\Il(k),Y> é fundamental na construgao do
algoritmo e essa busca é uma parte muito importante no método, pois, a escolha adequada

leva a log-verossimilhancas calibradas mais simples (FIGUEIREDO, 2004).

Uma justificativa para (4.4) serd mostrada no apéndice A.

4.2 Erro Padrao no Algoritmo E-M

A finalidade de uma estimacao pelo método E-M é encontrar os valores de U que maxi-
mizam a funcao (4.2). Uma aproximacao dos erros padrao de T pode ser feita utilizando-se
a matriz hessiana de () resultante da iteracao final do algoritmo e posteriormente, teoria
normal assintotica para a definicao de intervalos de confianca. Este procedimento pode

ser muito complicado e varias abordagem para este problema sao discutidas na literatura.

Ver Tanner (2005) .

Como serd visto na secao 4.3, o modelo multiplicativo de Sef € Singer normal assi-
métrico, como propomos nesta dissertacao, nao tem uma verossimilhanga muito simples
para se poder calcular a sua derivada segunda objetivando a obtencao do erro padrao,
com o intuito de se construir intervalos de confianca utilizando teoria assintOtica. As-
sim, optamos por simulagoes bootstrap para a obtencao do erro padrao das estimativas
dos parametros de interesse, e a partir disso, os intervalos de confianca nao-paramétricos

(EFRON; TIBHIRANI, 1994) foram construidos.

4.3 Algoritmo E-M para o Modelo Multiplicativo de
Sef & Singer

Considerando o modelo multiplicativo em (3.3), é possivel obter, de maneira relati-
vamente simples, o algoritmo E-M para a estimacao dos parametros de regressao e da

distribuicao normal assimétrica subjacente ao modelo misto. Colocando o modelo em
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forma matricial, temos:

211k a11 + Y11 Wik
212k 12 + Y1oWi2k
Z, = = (4.6)
221k Q21 + Yo Waik
290k Q22 + Yoo Wa2k

A matriz em (4.6) pode ainda ser empilhada, definindo:

Q11

w*
P Y11

W11k 0 0 0 0

—_

0 19

0 1 wiox Y12

(4.7)

o
o

o o O
o

0
0O 0 0 o0 1 warg 0 Q91
0

O 0 0 0 0 1 wm Yo1

(65))]

Yoz

tal que W7 é a matriz de planejamento de dimensao 4 x 8 para o k-ésimo individuo e v*

¢ o vetor com os parametros a;; e v;;,0 = 1,2;j = 1,2, de dimensao 8. Ainda, temos que

Cr = (P + viji) L, (4.8)
onde I, é uma matriz identidade de dimensao 4.

Para finalidades praticas de notacao, adotaremos também, a seguinte matriz notagao

para representar as linhas de W:
R, = *{};(1 wirk 00 0 0 0 o)

(4.9)

R4=W2';}g:(0 000001 wm),
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/ . ~ s . .
onde R, = W, com dimensao 1 x 8 representa a l-ésima (I = 1,...,4) da matriz Wy e,
( (
2 = 21k Vik = Vi
Zop = 212k Vyp = Vi
2% T 2% T
e (4.10)
Zap = 221k Vs = Vaig
| Za =z | Yar = Vook

tal que zj;, representa cada uma das observagoes pos-teste em fun¢ao dos tratamentos a

que ele é submetido, e v}, o residuo do modelo, com [ =1,... 4.

Assim, tomando-se (3.3) e utilizando a forma de Sahu & Dey (3.7) sob a representagao

matricial (4.6-4.10), temos, lembrando a defini¢ao 3.1.1:

Zy =W, + (Pan 5| + UVVZZ;) L
n. ~ N (0,1) (4.11)

vi~N(01)I;,k=1,....n

Logo, (po, gl +o.vy,) ~ SN (0,03 + pzag,pan), k=1,...mel=1,... 4. Ob-
Oy
serve que nesta representacao, assumindo variancias unitarias para 7, e v}, a representa-
¢ao em (4.11) é idéntica & da normal assimétrica padrao de Azzalini (2006) , SN (0,1 + p?,p),

com o p cumprindo o papel de parametro de assimetria. Com a expansao das formas ma-

triciais, teremos:

2, =Ry +poyn, +ov, =1 4k=1...n. (4.12)

O modelo em (4.12) pode ser escrito hierarquicamente, de forma a facilitar a im-
plementacao do algoritmo e, posteriormente, a sua especificagdo utilizando a inferéncia

bayesiana. Assim,

25lne ~ N (RAY* + poyny.or) (4.13)

e~ N(0,1) I g0y () = HN (0,1), Il =1,... 4k =1,...n,

o que leva & fungao densidade de probabilidade de f (z;n.) = f (z/n,) %< f (ne). Mas,
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também, é necessario conhecer-se a distribui¢ao de f (1,]2}.) para se obter a esperanca
de E (n,|Z;,), cujo objetivo é estimar, no passo E, o valor de cada uma das variaveis
aleatorias 7,. Uma maneira de se encontrar esta distribui¢ao é por meio da definicao de
probabilidade condicional. Utilizando-se a definicao de probabilidade condicional, temos

que

f () = — L Gl (4.14)
/Rf (27 M) dnijk

A expressao (4.14) pode ser encontrada analiticamente, mas como a integral do de-

nominador é constante em relacdo a zj;,, entao

f (il2i) o< f (zemi) = £ (ziilni) < f () (4.15)

Desse modo, a distribuicao condicional da variavel latente, dadas as variaveis obser-

vadas, resulta na seguinte funcao densidade de probabilidade:

. 1 1, . 1
I (el2i) o —exp l—— (2 — Ry + pannk)z} exp (——m) L0,00) (M)

v 202 2
Vol + pPol 1|02+ p°o poy (2. — Ri7y) 2 I ()
=Y 7 = Texp——|—2—7-—1 — o
o, P 2 o2 M o2+ p*o? (0,00) {17k
POy (2 — Riv*) 03 >
~ N ( s 1(0700) (nk) . (416)
o2 + p203] o2+ PQO%

Para o célculo de E (1,|Z};,), sera necessario o seguinte resultado, como apresentado

por Lachos (2004):

Teorema 4.3.1 Seja X ~ N (u,02). Entdo, para uma constante real o, seque que

EX|X>a)=p+—5—0c¢
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Em particular, quando o = 0, entao

91 (5)
E(X|X>O):u+q)1l Ol
E (XX >0)=p2+0%+ il ((%;uo.
1\e

Proof. A prova deste resultado pode ser encontrada em Johnson (1970). ®

Utilizando-se o resultado do teorema 4.3.1 e reescrevendo a distribui¢ao (4.16) como

F 1l z,) Iny, > 0,

podemos facilmente calcular as esperancas, como segue:

¢ |:)\(z?‘k—Rl'y*):|
_poy (s — Ry") | 7| Ve

PP N o 417
(nk| lk) 012/ + p20'727 o )‘(Zz*k_Rl"/*) (712/ + pQU% ( )
1 oZ+p2o2
* *)72 2
. poy (2 — Riy™) Ty
Bz - | +
o} + o3 o+ ploy

4 Az~ Riv*)
Y Vel | pogo, (25, — RiyY)
/\(2* ery*) 2 2 -2 %
o VS| e

POn
Oy

(4.18)

parak=1..nl=1,...4e =

A construgao do algoritmo E-M esta praticamente resolvida, bastando calcular-se a
funcao de verossimilhanca. Como temos uma amostra aleatoria, entao a distribuicao de
Z}|Ine € dada hierarquicamente por (4.13). Assim, a fun¢ao log-verossimilhanca, que sera
utilizada na etapa M do algoritmo, é dada como segue:

n R 2 — Ry + poyn\
% ’ - l
(Zin8) = =S (o) =5 >3 [( i " k) o

Oy

(4.19)

Finalmente, podemos escrever o algoritmo.

Algoritmo 4.3.1 Algoritmo E-M

1 - Iniciar com 8 = (7*(0>,p(0>,03(0),03(0)> arbitrdrios;
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Para um 1 qualquer,

2 - (Passo E) Calcular ”ﬁfj) =F (nk\Zl*k,Hl(i)> e 'ﬁi(i) =F (nk\Z[‘k,H,(i)> a partir das

expressoes (4.17) e (4.18), respectivamente;

3 - (Passo M) Mazimizar a log-verossimilhanca (4.19) tal que
0’ = arg max {l (ka\ﬁ,gi_l),el(i_l)>} ;
0/
4 - Repetir 0s passos 2 e 3 até que a tolerancia € > 0 seja alcancada.

A maximizacao, utilizando-se o algoritmo (4.3.1), pode ser realizada em programas

estatistico. Nesta dissertacao utilizamos o R (R Development Core Team, 2006).
4.3.1 Aplicacao

Este estudo foi realizado na Faculdade de Odontologia da Universidade de Sao Paulo,
cujos dados foram retirados do trabalho de Singer & Andrade (1997). Os dados apre-
sentados na tabela 11, do apéndice B.1, correspondem as medidas do indice de placa
bacteriana obtidas de 14 criancas em periodo pré-escolar do sexo feminino e, 12 do sexo
masculino, antes e depois do uso de escovas convencionais e outra, alternativa do tipo
“Hugger” (figura 2). O objetivo da pesquisa era comparar as duas escovas com respeito
a eficicia em remover a placa, uma vez que ela é um coadjuvante importantissimo na
prevencao da cariogénese. Alguns cuidados foram tomados para se evitar efeitos residuais
das escovas, como um intervalo de 14 dias entre os usos das mesmas. Esta experiéncia
poderia utilizar-se de um planejamento “crossover”, mas todas as medidas do indice de
placa com escovas do tipo “Hugger” foram obtidas antes que os das escovas convencionais,

prejudicando, assim, planejamentos desse tipo.

Singer & Andrade (1997) e Sef (1999) utilizaram, entao, o modelo multiplicativo para
explicar os efeitos do tipo de escova e do sexo do individuo na reducao do indice de placa
bacteriana pré e pos-teste. A seguir definiremos o modelo em estudo e suas caracteristicas.

E importante ressaltar que, para fins de comparacio com os modelos estudados Singer &
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Figura 2: Escova dental do tipo Huger.

Andrade (1997) e Sef (1999), e por simplicidade, esta nova abordagem sera definida como

um modelo com interceptos aleatorios.

Considerando o modelo geral e suas propriedades (3.1), e acrescentando os indices

para melhor defini-lo, temos:

Yijk = 5ij$;?;§€z‘jk, (4.20)
tal que y;jx(xi;) representa a medida pos (pré) - teste do k-ésimo individuo do i-ésimo
sexo (i = 1,2), utilizando o j-ésimo tipo de escova (j = 1,2). O coeficiente de uniformidade

para 0 $exo i e escova j € representado por ,;, € (;; representa a placa bacteriana residual.

Aplicando-se a transformacao logaritmica, tem-se
Zijk = Qij + Vi Wik + Cijps (4.21)
com
Ziji = I (Yige) , iy = In (By;) , wijr = In (@) e Cigp = In (e45x) -

Sob o modelo linear (4.21) é que as estimagoes serdo feitas. O erro (;; deve ser

desmembrado para que a representacao da distribuicdo normal assimétrica de Sahu &
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Dey possa ser escrita, representando, entao, o modelo de efeitos aleatorios. Assim,

Cijk
A\

Zijk = Qij + Vi Wijk ;fnp In:| + O-Vl/ij;7 k=1,...n
ne ~ N (0,1)
Vi ~ N (0,1) (4.22)
M L Vi

o
gijk ~ SN (0703 + 0727p27p 77) )

Oy

k=1,..n; 7=12; 1=1,2.

Ao modelo multiplicativo de Sef & Singer, foi acrescido nesta fase, o parametro p,
que indicara, por meio do conjunto de dados, qual a distribuigao de (;;;, que pode ser
normal assimétrica ou normal simétrica, quando p = 0. Além disso, é imediato o teste
para o modelo de interceptos aleatorios (modelo misto) ou nao, dependendo, somente,
deste parametro p. Se p = 0, entdo, tem-se um modelo ANCOVA simples normal, fato
este que pode tornar a analise insuficiente, uma vez que os dados pré e pos-testes devem
incluir um efeito de correlacao, como ja discutido anteriormente. Se p # 0, estaremos com
um modelo misto normal assimétrico, que pode facilmente ser tratado como um modelo

de regressao linear normal assimétrico com a parametrizagdo apresentada em (4.22).

Diversos trabalhos e autores, entre eles, Rodriguez (2005) e Freitas (2005), ja estuda-
ram as propriedades dos modelos de regressao assimétricos e portanto, a implementacao
é relativamente simples, apesar das dificuldades computacionais mencionadas naqueles

trabalhos.

Os resultados obtidos por Singer & Andrade (1997) e Sef (1999) podem nao ser re-
alistas, no sentido de que as vérias restricoes nao sao totalmente contempladas quando
se impoe que o efeito aleatorio e os residuos sejam distribuidos normalmente. A figura 3
mostra que a diferenga entre as medidas pos-teste/pré-teste (ganho) sdo sempre negativas,

ou seja, hd uma forte tendéncia a assimetria a esquerda.

A figura 4 mostra que existe uma relacdo que parece ser linear entre os indices pos e
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Figura 3: Histograma da diferenga entre as medidas pos-teste/pré-teste.

pré-teste. Dessa maneira, utilizaremos o algoritmo E-M apresentado em 4.3 para estimar
o modelo definido em (4.22) e comparar os resultados com aqueles utilizando o modelo

normal.

Os interceptos, além da correcao que sofrerao por conta do efeito aleatorio, devem ser
corrigidos ainda para que se obtenha a mesma interpretagao que se tem em uma regressao

linear, onde o erro tem média zero; esta correcao serd dada por de o;; + \/g(Sa, tal que

poy

o= \/02+plole) = ———vss.
Py o2+ pPol

4.3.1.1 Resultados

Para estimacao dos parametros do modelo,

/ /

_ 2 2
0 = (CY1170412@421704227’711>712>’Y217’Y22apaana01/) )

utilizou-se o aplicativo R e o c6digo encontra-se no apéndice D. Como o modelo multipli-
cativo nao pode conter valores de medidas iguais a 0, aqueles individuos que apresentaram
esta caracteristica foram removidos do conjunto de dados, de forma que, ao final, a amos-
tra continha as medidas de 24 individuos. Os valores iniciais foram escolhidos por meio da

estimacao via modelos mistos normal, e atribuindo valor 0 para p. A tabela 1 apresenta
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Figura 4: Gréficos de dispersao entre as medidas pos e pré-teste em fungao das classes : M:
Sexo masculino, F: Sexo feminino, H: Escova do tipo "Hugger" e C: Escova convencional.
estes resultados e usando o modelo normal, como propdem Singer & Andrade (1997) e

Sef (1999).

O resultado obtido aqui para o modelo normal difere daquele obtido por Sef (1999)
pelo fato de que houve a exclusao dos individuos com algumas das medidas pré ou pos-teste
faltantes, a fim de evitar problemas computacionais, como matrizes mal-condicionadas,
por exemplo. A anélise inicial indica que ha certa tendéncia dos residuos a serem dispersos

assimetricamente.

Optou-se pelo critério AIC (Akaike Information Criteria) como uma maneira de se

selecionar o “melhor” modelo, tal qual fizeram Sef (1999), Lachos (2004), Freitas (2005).

Notadamente, existe uma diferenca significativa quanto aos parametros estimados en-
tre os modelos (tabela 1). O modelo normal apresenta uma baixa estimativa da variancia
do efeito aleatorio, um forte indicativo de que o modelo misto é desnecessario para este
conjunto de dados, apesar de nao muito adequado, haja vista o efeito de correlagao. No

entanto, o modelo SN nao indica a mesma situagao, uma vez que obtivemos um p pontual
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maior que 0, que é significativo. Sem conhecer o intervalo de confianga para esta estatis-
tica, nao é possivel verificar, de fato, se a hipotese de que p # 0 é verdadeira para este
conjunto de dados. Esta é uma dificuldade da técnica utilizando-se o algoritmo E-M, a
necessidade de utilizacao de métodos bootstrap, ou outros métodos, para a obtencao de

intervalos de confianca.

Fatores Modelos
Sexo Escova Coeficientes Normal SN
Fem Conv a1 -0.851 (0.187) -1.071 (0.153)
Mas Conv 91 -1.719 (0.448) -1.965 (0.415)
Fem  Hug 19 -1.965 (0.210) -2.102 (0.156)
Mas Hug 99 -1.880 (0.275) -1.591 (0.336)
Fem Conv T 1.012 (0.266) 0.774 (0.460)
Mas Conv Vo1 1.606 (0.452) 1.659 (0.414)
Fem  Hug Y19 1.214 (0.296) 1.639 (0.356)
Mas Hug Yoo 0.791 (0.386) 0.463 (0.477)
p - -6.530 (0.500)
0727* 0.000 0.021
o2 0.428 0.0003
A - -427.808 (234.074)
AIC 113.504 -275.64

Tabela 1: Estimativas pelos modelos normal e normal assimétrico. Valores entre parén-
teses indicam o desvio padrao estimado para o modelo normal, obtido de maneira usual
e o desvio padrao bootstrap para o modelo SN

Os coeficientes estimados, dados pelo vetor 4*, seguem o mesmo sinal, tanto no modelo
normal, quanto no modelo SN, mas em grandezas diferentes. Esta diferenca fica nitida,
graficamente, ao se analisar a figura 5, em que a modelagem dos valores pés-teste para
o modelo normal assimétrico é mais conservadora, pois indica uma menor reducao nos

indices de placa.

A forma dos graficos de residuos por valores preditos (figura 6) para o modelo li-
nearizado (logaritmico) sao semelhantes, mas a densidade estimada nos histogramas de
residuos, para o modelo SN é mais suave, o que ja é um fator favordvel, pois diminui
a tendéncia & bimodalidade existente nos residuos do modelo normal. Ainda, um fator

favoravel ao modelo SN, para este tipo de andlise, é o critério AIC. Enquanto o valor
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Figura 5: Curvas individuais para os modelos estimados em func¢ao das classes. A linha
cheia indica o modelo normal e a linha tracejada o modelo normal assimétrico.

do AIC para o modelo normal foi positivo (113.5), o calculo deste resultou em um valor
negativo (-275.6) para o outro, e quanto menor o valor AIC, mais adequado é o modelo,

ou seja, por este critério, escolher-se-ia 0 modelo normal assimétrico.

Como ja fora dito, uma desvantagem da estimacao via algoritmo E-M na inferéncia
classica é a dificuldade em se encontrar intervalos de confianca. A técnica, por si, nao
fornece, de imediato, um meio de se encontrar quantidades pivotais para se calcular estes
intervalos, baseados em uma distribuicao de probabilidade conhecida. Desta maneira,
langou-se mao da simula¢ao bootstrap (EFRON; TIBHIRANI, 1994), em que os individuos
sob estudo (todos com ambas as medidas pré/pos-teste, conforme o procedimento utilizado
nesta aplicacao), sao selecionados aleatoriamente com reposi¢ao e um novo conjunto de
dados é formado, e utilizando-se os mesmos valores iniciais, um novo modelo é estimado.
Isto foi repetido por 500 vezes e um intervalo de confianca nao-paramétrico limitado

pelos quantis 2,5% e 97,5% pode ser obtido. No caso do modelo normal, como ele ja foi
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exaustivamente estudado e com as técnicas assintoticas disponiveis, a variabilidade dos
estimadores é obtida facilmente em programas estatisticos, como no pacote 'nlme’ em R

(VENABLES; RIPLEY, 2002; R Development Core Team, 2006) ou "Proc Mixer’ em SAS®,

A funcionalidade do modelo multiplicativo para dados pré-teste/pos-teste, principal-
mente quando aplicado a este conjunto de dados, é a interpretabilidade dos parametros.
Assim, as tabelas a seguir apresentam os intervalos de confianga (IC) de 95%, assintoticos
para o modelo normal e bootstrap para o modelo SN, de forma que comentarios serao

feitos posteriormente.

A analise da tabela 2, que contém os intervalos de confianca assintoticos de 95% com
os coeficientes ji em escala natural (por isso utilizando a notacdo (3, ao invés de «),
revelam que os coeficientes sao significativos a 5%. O que chama a atencao neste caso, ¢
que nao podemos rejeitar a hipotese de que ~,; = 1 para qualquer uma das combinagoes
entre sexo e escova. Assim, segundo este modelo, a reducao do indice de placa é constante.
Ainda, a placa residual tende a ser maior em criancas do sexo feminino e utilizando escovas

convencionais (o maior coeficiente é 3, e esta conclusdo pode ser observada na figura 5,
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IC 95%
Parametro Limite Inferior Estimativa Limite Superior
B 0.296 0.427 0.615
Bor 0.075 0.179 0.431
B1s 0.093 0.140 0.212
Bag 0.089 0.153 0.261
Y11 0.491 1.012 1.378
Va1 0.721 1.606 2.483
Y12 0.634 1.214 1.627
Yoo 0.034 0.791 1.330

Tabela 2: Intervalos de confianca assintoticos de 95% para os coeficientes do modelo
multiplicativo normal.

F:C). Para as outras combinagdes, estes coeficientes sdo relativamente semelhantes.

IC 95% Bootstrap
Parametro Limite Inferior Estimativa Limite Superior

31 0.247 0.371 0.503
Boy 0.051 0.058 0.246
B 0.068 0.077 0.185
Bos 0.093 0.099 0.370
Y1 0.572 0.774 2.567
Yoy 1.133 1.659 2.678
Y19 0.574 1.639 2.135
Yo -0.814 0.463 1.227

P ~8.572 6530 2.621

A -745.329 ~427.808 -2.526

Tabela 3: Intervalos de confianca bootstrap de 95% para os coeficientes do modelo mul-
tiplicativo SN com os interceptos ja corrigidos.

A tabela 3 representa os intervalos de confianca bootstrap de 95% para os parametros
estimados do modelo SN para dados pré/pos-teste. Como estes intervalos de confianga
sao nao-paramétricos, eles nao concordam com os erros padrao apresentados na tabela
1. Uma rapida analise indica que o coeficiente estimado para aqueles individuos do sexo

masculino, que utilizaram escovas do tipo “Hugger”, nao seja significativo.

Neste modelo com distribuigao SN, nao se rejeita, também, a hipotese de que v;; = 1,
o que implica em dizer que a taxa de remocao da placa bacteriana, independentemente
da escova ou do sexo é constante. Houve uma diminuicao significativa, a um nivel sig-
nificincia de 5%, nos coeficientes que indicam a placa bacteriana residual, quando estes

sao comparados com os do modelo normal. Os valores estimados para a medida pos-teste
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do modelo que utiliza a distribuicao normal assimétrica com a representacao de Sahu &
Dey tendem a ser menores quando comparados com o modelo utilizando a distribuicao

normal.

Especificamente, tem-se que a hipotese de que um modelo normal é rejeitada, pois ha
evidéncias de que p # 0. Claramente os dados sdo muito assimétricos (A muito negativo),
e isso é importante, uma vez que é proposta uma modificacao do modelo que incorpore
esta possibilidade de captacao das assimetrias. Além disso, o modelo normal associado
(Sef & Singer) indica que o modelo de regressao linear miltipla pode ser adequado, haja
vista que a variancia do efeito aleatorio foi muito baixa, e no modelo estimado com as
distribuicoes normais assimétricas, o modelo é misto, uma vez que o IC para p nao inclui

o valor nulo.

No que se propoe com este modelo, obteve-se o esperado. Ele é capaz de captar as
assimetrias e ainda ser um modelo misto com todas as caracteristicas inerentes a essa

ferramenta estatistica.

4.3.1.2 Dificuldades Técnicas

Apesar de haver tido éxito na obtencao de estimativas do modelo multiplicativo li-
nearizado por transformacao logaritmica, muitos problemas sao encontrados quanto aos
aspectos computacionais. Rodriguez (2005) relata problemas com a estimacdo do para-
metro de forma de uma distribuicao normal assimétrica, principalmente quando se utiliza
o método da maxima verossimilhanca tradicional, pois podem nao existir estes estimado-
res ou podem haver multimodalidades. Com a possibilidade de utilizacao do algoritmo
E-M para a obtencao destas estimativas de maxima verossimilhanca, este problema ¢é mi-
nimizado, mas ainda, falta robustez ao método, pois diferentes valores iniciais levam a

diferentes valores estimados para o parametro de forma.

Ao utilizar a representacao de Sahu & Dey, este problema fica exposto, pois ha uma
hiperparametrizacao do parametro de assimetria, pois ele fica em funcao de p, o, e o).

Assim, ha grande dificuldade em estimar com robustez e eficiéncia este importante cons-



4.8 Algoritmo E-M para dados Pré e Pds-Testes 48

tituinte do modelo e da distribuicao de probabilidade subjacente.

Ao escolher os valores iniciais, deve-se priorizar aqueles obtidos com o modelo misto
normal, e definir p( = 0 como valor inicial. E interessante observar que os coeficientes
lineares sao robustos aos valores iniciais, talvez porque o método de estimacao, quando

se utiliza o algoritmo E-M, fica muito proximo ao método de minimos quadrados.

A construcao de intervalos de confianga utilizando-se quantidades pivotais fica, tam-
bém, prejudicada quando se lanca mao do algoritmo E-M para obtencao de estimativas.
Assim, adicionalmente, métodos bootstrap sao recomendados para se encontrar tais es-
tatisticas, e para tanto, computadores com grande capacidade de processamento e algum

tempo sao necessarios para obté-las com eficiéncia.

Quanto ao modelo em si, a dificuldade encontrada é relacionada aos valores nulos,
que nao sao permitidos para as medidas pré ou poés-teste, pelo fato de que a estimacao e

a inferéncia é feita sob um modelo linearizado pela transformagao logaritmica.
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5 Introducao

Com o avan¢o dos recursos computacionais e pela implementacao, nestes sistemas, de
algoritmos como o Monte Carlo Cadeias de Markov (MCMC), a inferéncia bayesiana deu

um grande salto, tornando-se, de fato, uma ferramenta estatistica com muitos potenciais.

A abordagem bayesiana implica em utilizar probabilidades como forma de se obter
medir o grau de credibilidade das informages ou parametros (PAULINO et al., 2003) e isso
faz com que o conhecimento prévio sobre o fendmeno em estudo faca parte da computagao
dos parametros de interesse do pesquisador, que ao se basear no conhecimento aprioristico
e um conjunto de dados, tem a capacidade de fazer inferéncias a cerca de parametros

desconhecidos, dado a amostra que ele dispoe.

Esta caracterizagao torna a inferéncia bayesiana versatil, pois os parametros estao fixos
no espaco paramétrico, como na inferéncia classica, mas agora, podem receber distribui-
coes de probabilidades, uma vez que sao desconhecidos, de modo que estas distribuicoes
indiquem o grau de incerteza sobre eles. Enfim, a inferéncia bayesiana trata dos pro-
blemas probabilisticamente, levando em conta o conhecimento prévio sobre os fendémenos

para qual esta ferramenta é utilizada.

Ainda, como parte da versatilidade desta abordagem estatistica, existe a possibilidade
de nao se inferir nada ou muito pouco a priori sobre o espaco paramétrico de interesse, o

que leva a definicao das prioris nao-informativas.

A arte da inferéncia bayesiana, estd, entao, diretamente relacionada a busca por uma
priori, informativa ou nao, que possa representar bem os conhecimentos prévios sobre

0 espaco paramétrico relativos aos fenomenos em estudo, e quando nao se quiser inse-
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rir informacoes, por falta de conhecimento ou qualquer outro motivo, a distribuicao a
priori deve levar consigo o minimo ou nenhum conhecimento prévio sobre aquele espaco

paramétrico.

Dessa maneira, varias técnicas foram desenvolvidas para se definir uma distribuicao
que represente a credibilidade prévia, ou a auséncia dela, e nesta dissertacao trataremos
somente das prioris nao-informativas de Jeffreys para um modelo com distribui¢ao normal

assimétrica.

Rodriguez (2005), em sua dissertagao de mestrado, encontra uma aproximacao para a
priori de Jeffreys para o parametro de assimetria das normais assimétricas baseada na dis-
tribuicao t-Student. Mostraremos, posteriormente, que existe uma extensao dessa priori
para a representacao de Sahu & Dey, baseada na distribuicao de Kummer, e denominada
Priori de Kummer, de forma que obtivemos uma forma fechada para a priori do parame-
tro de modulacao da assimetria p, com a vantagem de se mostrar versatil, pois, pode ser
informativa ou nao, dependo dos hiperparametros escolhidos. Estas consideracoes serao

apresentadas na secao 6.2.

Comecaremos, entao, pela introducao da priori de Jeffreys, a seguir por apresentar o

resultado de Rodriguez (2005) e o estudo da priori T-Gama.

5.1 Priori de Jeffreys

Existem muitas situagoes na pratica estatistica em que o pesquisador sabe muito
pouco sobre fendmeno em estudo, de forma que o conhecimento é vago com relacao a
informacao amostral (PAULINO et al., 2003). Entao, é praxe utilizar distribui¢ées a priori
que informem muito pouco ou nada sobre o espaco paramétrico em questao, de modo
que a informagao prévia seja difusa. Nestes casos, se diz que existe uma ignorancia sobre
0 espaco paramétrico a priori. Assim, buscou-se um método que padronizasse e fosse
objetivo para esta procura por prioris vagas e que nao se restringisse somente a utilizacao
da distribuicao uniforme, pois esta nao é invariavel sobre transformacoes injetivas, como

cita Paulino et al. (2003). Obteve-se sucesso nesta busca, quando foi baseada na medida
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de informacao de Fisher sobre # € . Devemos lembrar que a informacao de Fisher pode

ser definida, para o caso univariado como:

1(0)=-E {%@2@'” |9} . (5.1)

Em condigoes de regularidade, temos que I (6) pode ser simplificada pela seguinte

(—alnge(x|9)>2 \9] . (5.2)

O resultado da expressao (5.2) é derivado do conhecimento que se tem de que a

expressao:

1(6)=E

esperancga do escore In f (x|6) é nula e portanto, a derivada segunda daquela fungio é
equivalente & variancia do escore, de modo que a informacgao de Fisher pode ser dada, em

condicoes de regularidade, pela esperanca do quadrado de sua derivada primeira.

Defini¢ao 5.1.1 (Priori de Jeffreys) Dada uma fungao de probabilidade f (x|0), com

0 € R, entao a priori de Jeffreys para h(0) € dada por:
J(0) =11(0)]2, (5.3)

onde I (0) ¢ dada pela expressao (5.1).

A principal vantagem da priori de Jeffreys é a sua invariancia sob transformacoes
injetivas (PAULINO et al., 2003), mas, em muitos casos pode resultar em fung¢oes densidades

improprias, 0 que nao garante que a posteriori seja propria.

O interesse principal desta dissertagao é utilizar as prioris vagas para o parametro
de assimetria, uma vez que a forma de Sahu et al. (2003) envolve este parametro e ele é

importante para todo o problema.

Rodriguez (2005) estudou uma distribui¢ao a priori vaga de Jeffreys para o parame-
tro de assimetria A (2.1), e esta distribui¢do pode ser aproximada por uma distribuigao

propria, de forma que utilizaremos estes resultados para construir um modelo bayesiano
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para o tratamento do modelo multiplicativo de Sef & Singer sob a representacao de Sahu

& Dey.

5.2 Priori nao-informativa de Jeffreys para o parametro
de assimetria

Recordando a forma basica de uma normal assimétrica padrao definida por Azzalini
(1985), temos que Z ~ SN (\) com densidade dada pela expressao (2.1) tal que u=0e
0? = 1. A informagao de Fisher I (\) (5.1) para a distribui¢ao precisa ser calculada, no en-
tanto, temos que encontrar a derivada primeira da log-verossimilhanca para a distribuigao,

com uma amostra inicialmente. Assim,

oln f(z|]A)  zo(Nz2)
o D) (5.4)

Agora, a informacao de Fisher por ser calculada, utilizando-se a expressao (5.4) e a

funcao densidade de probabilidade da normal assimétrica padrao.

<8ln£§z|)\)>2]

= /OO MZqﬁ(z) O (A\z)dz

I\ =E

o P2(A2)
= /00 2226 (2) i((;j)) dz
= /000 2226 (2) Qfl)(()/\\;’)) dz + /_Oo 22%¢ (2) ﬁ)((/i\j)) dz
_ [T ¢* (\2)
—/0 22°¢ (2) 30w 1= CD()\z)]dZ' (5.5)

A integral resultante (5.5) nao é tratavel analiticamente. No entanto, existe um
resultado apresentado por Rodriguez (apud CHAIBUB NETO; BRANCO, 2003) que faz a

aproximagcao de um conjunto de fungoes do integrando simplificando-o.
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Proposicao 5.2.1 Rodriguez (apud CHAIBUB NETO; BRANCO, 2003).

o) 1 [z
06 V() | 2(2—3]; "
w(0.52)

Proof. A proposigao 5.2.1 é apresentada em Rodriguez (2005) e referéncias sobre a

demonstracao podem ser encontradas naquele trabalho. B

Se observarmos o integrando de (5.5), notaremos que a aproximagao podera ser utili-
zada, bastando apenas, ajusti-la quanto ao argumento das fungoes. A figura 7 indica que

a aproximacao é excelente. Assim, utilizando (5.6) em (5.5), temos:

N AP ¢* (\2)
I()\)_/O 220 () g oo g

00 T )\222
~ 2220 (2 —exp | ——<| dz
| #0 5m p[ (%)]

N[

2 | 00 2
_2 [1 + 2%2] / 2¢ | 20, |1+ 2%2 dz (5.7)
d (%) 0 (%)

~—
E(22|Z>0)

O integrando na expressao (5.7) é a esperanga de Z2 dado que Z > 0. Como esta
varidvel é normal, entao podemos utilizar o teorema 4.3.1 e calcular esta esperanca ana-

liticamente. Entao, utilizando o resultado temos que ao final,

1+ 2_>\2] 7 ’ (5.8)

(°7)

e, portanto, uma aproximacao da priori de Jeffreys para A é dada por

T o /2 [1+2—A2]_ , (5.9)

(7)

o

[

que é o nucleo de uma distribuicao

(0L (5.10)
=) .
2

Em outras palavras, J (\) oc ¢ (O,%,%), onde o simbolo « significa “proporcional a”.
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Figura 7: Comparacao entre a aproximacao de Chaibub Neto & Branco com relagao a
distribuicao normal

Ter uma distribuicao a priori propria implica em sempre obter uma posteriori propria
(GELMAN et al., 2000; PAULINO et al., 2003), e isso é uma grande vantagem na anéalise
bayesiana da posteriori, principalmente quando existe a intencao de utilizar algoritmos

MCMC para a estimacao dos parametros de interesse.

A figura 7 mostra que a aproximacao da priori de Jeffreys pela distribui¢ao t-Student
¢ muito boa, com a vantagem de nao necessitar de métodos de integracao para a obtencao

dos valores de J ().

Outra consideracao deve ser feita quando se trabalha com prioris de normais assimé-

tricas: E comum formular a priori para o coeficiente de assimetria 0, tal que § ~ U (—1,1).

No entanto, define-se o coeficiente de assimetria como ¢ = \/A—z, e portanto, a transfor-
14+

macao desta variavel aleatoria induz A\ oc ¢ (0,5,2), o que leva muito mais informacao para
a priori do que se se utilizasse, somente, a priori aproximada para A. A figura 9 indica
este relacionamento. Note que ha uma massa de probabilidade muito grande em torno de

0, o que acontece em menor grau com a priori de Jeffreys.
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Figura 8: Comparagao entre J(\) e sua aproximacao pela ¢ (0,%2@).

5.3 Definicao das prioris para o modelo de Sef & Singer.

Relembrando a definigado do modelo multiplicativo para dados pré-teste/pos-teste de
Sef & Singer (SINGER; ANDRADE, 1997; SEF, 1999), com erro normal assimétrico como
definido por Sahu et al. (2003) e Liu & Dey (2005), podemos, agora, definir prioris para
os parametros envolvidos no modelo multiplicativo (4.22). Naquela expressao, temos que

normal assimétrica é dada pela seguinte relagao

Ciji = Tnp || + Tuviji,
nk ~ N (0,1) [ Vz'jk ~ N(O,].),
M L Vijk,

Ciji ~ SN (0,03 —l—pza%,)\ = pan> .

Oy

O parametro de assimetria A depende do parametro que modula a distribuicao semi-
normal p € R, que é o contaminante para tornar a distribui¢do normal classica, assimé-

trica. Ainda, devido a um resultado de Rodriguez (2005), aproximagao da priori para o

w2 1

parametro de assimetria é A o< ¢ <O>I>§>> logo, se fizermos uma transformacao de varia-

veis aleatorias, considerando dadas (fixas) as variancias 0% e 02, poderemos saber qual ¢ a
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Figura 9: Comparacao entre as prioris de Jeffreys e o resultado da indugao sobre A de
d~U(-1,1).

mistura de distribui¢des que sao induzidas a p|o2,07, pela propria distribuicdo t-Student

aproximada para A, segundo a aproximagao de Rodriguez (2005) e pelas distribuicoes

2

gamas invertidas que serao atribuidas as variancias o; e o2. Assim, lembrando que a

2
7
distribuicao t-Student é linear quanto as transformacoes de varidveis aleatorias,
Ao, 1 )71
p = 7Y com A~ t (0 T ) — plot.ol ~t [0’(7m ) —] . (5.11)

oy 472 40,27 2

2

Observe que se 037 = 02, ou seja, a variancia do erro e efeitos aleatorios sao iguais, a
priori em (5.11) ¢ a mesma que definida por Rodriguez (2005) (expressao 5.10). A figura

10 mostra algumas formas da mistura de prioris induzidas para p.

Nesta figura se nota, considerando o2 fixo, que a medida que se aumentar o parametro

de escala da varidvel seminormal o2, menos informativa fica a distribui¢ao a priori para

n’
2

1224

p. J& o aumento da variancia da distribuicao normal no erro, o7, mais vaga se torna

a distribuicao. Isto acontece porque o parametro de escala resultante da distribuicao

2
n

assimétrico do modelo em estudo ¢ dada por o, + p°o7, e quando o) — 0 e 0, — o0,

entao p — oo, que faz o parametro de escala final tender ao infinito, o que caracteriza a
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Figura 10: Distribuigoes das prioris de p com varios valores para a% e 0.

vagueza de uma informacao. Quando as variancias sao iguais, chega-se a priori proposta

por Rodriguez (2005), como ja foi citado anteriormente.

Para fins computacionais, poder-se-ia utilizar, também, uma distribuicao normal cen-
trada em 0 com variancia relativamente grande para representar a vagueza, pois os valores
de p estao definidos para todos os reais no espaco paramétrico. No entanto, a distribuicao
t-Student tem a vantagem de ter caudas mais pesadas, dando, portanto, mais credibilidade

a valores afastados de 0 com relagao a distribuicao normal.

Os tltimos parametros para os quais devem ser definidas distribui¢oes a priori sao os
coeficientes do modelo. Lembrando-se da notacao adotada para representar o modelo de
Sef & Singer, (expressdo 4.22), é natural imaginar que os coeficientes denotados por «;; e
75,0 = 1,2,j = 1,2, mais genericamente podem ser agrupados no vetor ~* (4.7), estao sob
o espacgo paramétrico dos numeros reais, de forma que se aplica adotar uma distribuicao
normal centrada em 0 com variancia relativamente grande para representar a vagueza para
cada um destes parametros. Computacionalmente esta é a melhor forma de se atacar o

problema. As variancias podem ter, a priori, distribuicdes gamas invertidas.
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Com prioris definidas, podemos, a seguir, formalizar o modelo multiplicativo de Sef
& Singer para dados pré-teste/pos-teste com erro subjacente definido pela representagao

da normal assimétrica segundo Sahu & Dey.
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6 Formulacao do modelo bayesiano

Para iniciar a formulagdo do modelo multiplicativo para dados pré-teste/pos-teste de
Singer & Andrade com erros normais assimétricos, devemos relembrar sua forma bésica
dada pelas expressoes em (4.11), sua forma matricial, cuja defini¢ao é apresentada pelas
expressoes 4.6-4.10 e reescrevé-lo sob a forma estocéstica, representada em (4.12). Aquelas

expressoes sao transcritas aqui para que se definam os parametros do modelo.

Zy =W+ (ogpne] +ouvi) L
ny, ~ N (0,1) (6.1)

Vi~ NIy, k=1,..n

A verossimilhanca de Z, pode ser escrita de forma hierdrquica de modo possamos de-
finir a distribuicao a posteriori. Inicialmente este processo seré tratado para uma amostra
de tamanho um, de modo que os indices serdo omitidos. Ainda, a matriz W, representa

a matriz de planejamento do experimento e v*, o vetor de coeficientes de dimensao 8 x 1.

Representado Zj, de forma hierarquica, com a representagdo matricial dada em (4.11)

e formulagoes que seguem a esta expressao, temos:

Zi | (Il v p,02,02) ~ N (RY* + poy | .03) ; (6.2)
.| ~ HN (0,1), (6.3)
paral=1,... .4 k=1,... n.

A verossimilhanca de Zj é definida em dois estagios, mas como se nota, muitos pa-

rametros precisam de prioris, e nesse caso, todas nao-informartivas, e quando possivel,
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prioris conjugadas, uma vez que temos distribuicoes normais nas formas condicionais do

modelo. As distribuicoes a priori, sao, portanto:

1 ab
S5 ™ Gama (5,5) s (64)

7* ~ NS (072) ’

onde o lim (a,b) — 0 e X é a matriz diagonal, de dimensao 8 x 8, com cada um dos
elementos da diagonal tendendo ao infinito. Note que as marginais de f (v*) sdo normais

com média 0 e variancia, digamos, 1%, e que essas distribuicoes normais sio independentes.

Os parametros do modelo sao interpretaveis, como ja foi exposto nos capitulos ante-
riores, de sorte que nao repetiremos aqui estas interpretagoes. A priori mais importante
¢ a do parametro de modulacao da assimetria, p, uma vez que a distribuicao t-Student
atribuida a ele é resultado de uma mistura de distribuicoes induzida pela aproximacao da
priori de Jeffreys para o parametro de assimetria A, mostrado por Rodriguez (2005), pon-
derada pelos valores de o2 e 037, que sao distribui¢oes gamas invertidas vagas (“flat”), para
assegurar que, pouca, ou nenhuma informacao a priori seja fornecida aquelas variancias.

Ao inverso destes parametros de escala podem ser atribuidas distribuicoes gama.

E de se imaginar que a posteriori nao tenha uma forma analitica simples, mas com os
recursos computacionais existentes hoje, a implementacao de algoritmos MCMC poupa-
nos de calculos integrais complexos (GAMERMAN; LOPES, 2006), como o que aqui propo-

maos.

Enfim, a posteriori do modelo multiplicativo de Sef & Singer para dados pré-teste/pos-

teste com distribui¢do normal assimétrica segundo a forma de Sahu & Dey é dada por

Verossimilhanga
7\

~

£0123) o< f (2 [Inel v p.02,02) % F (1) < £ () (6.5)

< f(pl(o5.00)) x £ (o7) x [ (7))
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onde 8 = (’y*,p,a%,ai)/ e f (.) sdo as fungoes densidade de probabilidade. A expressao

(6.5) pode ser escrita de maneira analitica, para se mostrar o grau de complexidade das

integrais envolvidas.

Verossimilhanga
7\

n

1 1 (%, — Ry — poy Im\ 1\ )
F@1z;) < [111 {—exp [—— ( = ! xexp | —5m | Ik,
pieiiedl RVACH 2 Tv 2 (0t
3
1 T2
-1 1 w1 —1_ *' 5" p2
X 72 exp <—§~y Sty ) X (QW i 1 — (6.6)
401/2 40’%
n

X

G () <@ () e ()

A distribuicao t-Student pode ser definida como uma mistura de distribui¢oes normais
com uma distribuicdo gama para o inverso de seu parametro de escala (GAMERMAN;
LOPES, 2006). A proposi¢ao 6.0.1 mostra a forma da mistura. Esta defini¢do é importante
quando se pretende implementar esta distribuicao no WinBUGS e nao hé interesse em
utilizar a técnica Metropolis em Gibbs. Mais sobre o OpenBUGS pode ser visto em

Thomas (2006) e Thomas et al. (2006).

o2

Proposig¢ao 6.0.1 Seja X |p,0%V =v ~ N (u,7> eV ~ Gama (‘%7%), com a conhe-
cido. Entao,

X|M70-2 ~ ta (M:O-Q) )

com | sendo o pardmetro de locacio, a, o nimero de graus de liberdade e 0%, o

pardmetro de escala desta distribuicao t-Student.

(7r0'1,)2
) do3

Dessa maneira, a distribuicao t1 (0 ), que é a priori induzida para o parametro
2
de modulacao da normal assimétrica escrita na forma de Sahu & Dey pode ser escrita

como

2 (ro1)?
v mistura P Q ~ N <07 o )
02,00 ~ t1 (O,(WJ ) > = | tari ) (6.7)

40727 B Q ~ Gama (i&)

Seria interessante conhecer a distribuicao marginal de p ponderada pelas variancias

do modelo. Na proxima secao, serd introduzida uma forma fechada para a distribuicao
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deste parametro, levando em conta uma reparametrizacao envolvendo as variancias.

6.1 A distribuicao de Kummer

Com o objetivo de se conseguir uma forma fechada para a distribuicao a priori mar-

ginal de p, serd introduzida agora a distribuicdo de Kummer (CHITTA, 1995) .

Definicao 6.1.1 (Distribuicdo de Kummer) Uma varidvel aleatdoria X tem uma dis-
tribuicao de Kummer (X ~ K [«,(,7,0]) com pardmetros «,B,y e § (a;8;ve 6 > 0) se é

continua e se a funcao densidade de probabilidade € dada por:

zVexp (—0z) (x)

f(wlafir8) = O He S I, (6.8)
onde C, a constante de padroniza¢ao, é dada da forma:
cl= d (3) U (&,a +1-— ”y,é) (6.9)
) )
e U(a,b,z) € a fungdo de Kummer com representagao integral dada por
I'(a)U (a,b,z) = /OO exp (—zt) t* (14 ¢)" " dt. (6.10)
0

A funcdo de Kummer pertence & classe das funcdes hipergeométricas confluentes
(ABRAMOWITZ; STEGUN, 1972, Cap.13) e esta implementada em diversos softwares ma-
tematicos como, por exemplo, no pacote fOptions do R (R Development Core Team, 2006)

ou Maple® (MONAGAN et al., 2005).

Esta fungdo nao é definida para z = 0, mas, Chitta (apud ARMERO; BAYARRI, 1993)

define que:
U(a,b,O):/ 14+ at (6.11)
0

tal que 6.11 converge para b < 1, e resultando em

T (1—b)

U (a,b,0) = Tlati-0)

, para b < 1. (6.12)
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Ainda, Chitta (1995) faz um paralelo entre a distribuicdo de Kummer com a distri-
buicao gama, uma vez que ambas sao derivadas de fun¢oes mateméticas bésicas. Desta
maneira, a distribuicao gama é um caso especial da distribuigao de Kummer quando v = 0
e quando v > a e X ~ K (a,0 = 0,7,0), (VTTQ)(SX ~ F (20,27 — 2a). Esta relagao é inte-
ressante computacionalmente para efeitos de geracao de nimero aleatorios da distribuicao
de Kummer a partir de uma distribuicao F, que estd implementada em quase todos os
softwares estatisticos. Pode ser visto mais sobre a fun¢ao de Kummer em Abramowitz &

Stegun (1972, Cap. 13).
6.1.1 Momentos da distribuicao de Kummer

Os momentos da distribuicao X ~ K («,3,7,0) sao obtidos em fun¢ao de U, tal que

F(a+k)U(oz—|—k,oz+k+1—%%3)
o U(a,omtl—’y,g)

E(X*) = : (6.13)

Assim, por exemplo,

F(a+1)U(oz+1,a+2—’y,§).

E(X)=
(X) oy U(oc,oz—l—l—%%})

6.1.2 Ilustracao

Aqui apresentaremos alguns graficos da distribuicao de Kummer para diferentes valo-
res dos parametros «,3,y e 0. Os graficos da figura 11 representam algumas dessas curvas,

variando-se os parametros.

6.2 Reparametrizacao do modelo

A reparametrizacao € utilizada usualmente para simplificar as distribuicoes de proba-
bilidade subjacentes aos modelos, de modo a facilitar a implementacdo das técnicas de

estimagao MCMC, melhorando desta forma a convergéncia (PAULINO et al., 2003).

Nesta dissertacao a reparametrizacao seré utilizada a fim de se encontrar a distribuicao

a priori do parametro p que modula a assimetria das normais assimétricas, estendendo o
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Figura 11: Graficos com algumas curvas definidas pela distribuicao de Kummer, variando-
se 0s parametros.

trabalho de Rodriguez (2005) para a distribuicao assimétrica sob a forma de Sahu & Dey .
Sem a reparametrizacao, a busca pela distribuicao de p ¢ muito dificil, resultando em uma
integral que nao pode ser resolvida analiticamente de maneira trivial, impossibilitando

assim, encontrar uma forma fechada para a mesma.

Assim, a partir da expressao (5.11), temos que

(6.14)

w202 1
plod.ol <t {0 : }

’40727 D)

onde 72120—‘723 representa o parametro de escala da distribuicao t-Student. Assim, defina-
n

mos

402
T=—" (6.15)

T 242
me0?,

como a “precisao” da distribuicao t-Student, em analogia com a precisao da distri-
buicao normal onde o parametro de escala é também a variancia, e seu inverso, a precisao

propriamente dita.



6.2 Reparametriza¢cao do modelo 66

E usual atribuir-se uma priori gama para a precisao de uma distribui¢ao, de modo

que definiremos, por analogia,

ab
~ —— . 6.16
T ~ gama (2,2> ( )

1
)

Agora, a distribuigao de p|T ~ ¢ (0 %) ¢ definida como:

C1

—N— _

-1 i
Folr) = oV 1+(%) w?] 17 ey (6.17)

B (4:3)

onde B (a,b) é a func¢do beta , definida como

['(a) I (b)
B(ab) = —— b> 0. 1
(a,b) F(CHL_b),a>O, > 0 (6.18)
A priori de 7 (6.16) ¢ dada por:
Cc2
/—’?

f(r)= (2)2 72 ex —97 1 (6.19)

Ty TPz e |

O teorema seguinte trata da distribui¢ao conjunta do vetor aleatorio (p,7).

Defini¢ao 6.2.1 (Distribuigao conjunta) Considere o vetor aleatorio (p,7), tal que

11

plr ~t 07;75 , e (6.20)
b

T ~ gama (%,5) . (6.21)

Entao, a distribuicao conjunta f (p,7), dada pelo produto da densidade condicional de

p|T pela densidade gama de T é definida por:

a+1 b
fp) = 01027'%71 exp (—§T>

N o e o

N—
(S

, B (%) € a funcdo beta, definida em (6.18), a < % e

onde ¢ = (ﬂ )’ Co = o 2

M
S—|

be RT.

A f.d.p. dada pela definicao 6.2.1 serve como ponto de partida para se encontrar a
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distribuicao condicional de 7 dado p, como apresentado no teorema 6.2.2.

(A) (B)

{rey "oyl

rho

€

0.10

0.05

0.00

Figura 12: Distribui¢ao conjunta de f(2,5,3). (A) e (B): Superficie em angulos distin-
tos;(C): Curvas de nivel.

Teorema 6.2.2 Se o vetor aleatorio (p,T) apresenta distribui¢ao conjunta dada por (6.22)
com parametros a eb , entio a distribuicao condicional de T |p € a distribuicao de Kummer

(defini¢ao 6.1.1 ), com os pardmetros C‘TH,%,% e 2p°.

a+1b
2 2’

A~ w

o~ 2*). (6.23)

com T,a,b >0 e p#0.

Proof. A demonstragdo do teorema 6.2.2 é imediata, bastando encontrar a condicional
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completa de f (p,7).

a b
f (T,,O) = ClcQT§+%71 exp <_§7-)

_ cream T Lexp (—t7)
(1+ 27'p2)%
a1
_ 0102075+2 Lexp (—27) )
3 [e'e)
C (14 27p?)1 (0:00)
Kot g d?)
103
~ K (a; ,5,1,2p2) . (6.24)

onde C~! & definido como em (6.9), ¢; e ¢y apresentados na defini¢do 6.2.1. W

E interessante o resultado do teorema 6.2.2, pois a distribuicao da “precisao” de

uma t-Student que é ponderada por uma distribuicao gama resulta na distribuicao de

a+1

Kummer com os parametros a = “—,

=2y =2¢ed=2p% Assim, a implementagao do
algoritmo de Gibbs pode ser feita, desde que o software onde ela for executada contenha a
funcao de Kummer também implementada, e ainda, é formular prioris diretamente para
o parametro 7, sendo elas informativas ou nao. Vale notar também que o valor atribuido
ao hiperparametro § da distribui¢ao a priori gama ¢ restrito, pois serd somente neste
intervalo que a funcao de Kummer seré limitada. O teorema 6.2.3 apresenta uma inédita
distribuicao a priori para p que é conectada com os resultados obtidos por Rodriguez

(2005) para prioris para o parametro de assimetria de uma normal assimétrica, mas agora

estendidos para a representacao daquela distribuicao segundo Sahu & Dey.

Teorema 6.2.3 (Priori T-Gama) Se o vetor aleatorio (p,7) apresenta distribuicdo con-
junta (expressao 6.22) com pardmetros a e b, entao a distribui¢ao marginal de p [Priori

T-Gama, representada por TG (a,b)] € dada por

ez pys V(55 +5a0) 0
TG (ab) = { Ba3)EG3) O e , (6.25)

onde C~t é dado por (6.9), c1 e ¢y sdo as constantes de normalizacdio das distribuicoes
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em (6.17) e (6.19), respectivamente, U(x) € a funcio de Kummer (6.10) e B(x) € a fun¢do

beta (6.18), a < i eb> 0.

Proof. Para se encontrar a f.d.p de TG (a,b), para p # 0 basta resolver a integral

abaixo, com a < % eb>0.

(6.26)

onde C71 ¢ e ¢, U(*) e B(x) estao definidos no enunciado do teorema 6.2.3, com

O<a<%,b>Oep7éO.

Para p = 0, a demostragao é trivial, simplesmente fazendo p = 0 e integrando em
relacdo a 7, mantendo-se as restrigoes definidas para o caso p # 0.A expressao a seguir

ilustra este processo.

/waWZOMTz = : (6.27)
0 iB(53) B(

Y

N =
~—

[NJis]

A priori T-Gama (6.26) pode ser interpretada como a média de uma distribuicdo
t-Student com a “precisao” ponderada pela distribuicao gama, e ela é flexivel, sendo im-
portante esta caracteristica no sentido de que a busca por prioris para este parametro

fica facilitada, além de ser uma inovacao obter uma priori fechada, mesmo que de-
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pendendo de uma funcao matemaética nao muito bem comportada computacionalmente.
A figura 13 apresenta graficos com variacdes nos parametros da priori de 7, de modo a
verificar o comportamento da distribuicao de p. Um problema computacional surge, pois
os softwares aproximam o valor daquela funcao, tornando os pontos na vizinhanca de 0
instaveis e por isso, apresentando comportamentos andémalos nos graficos, mas sabemos

que tendem assintoticamente para o valor da expressdo em (6.27).

(A) b=3 (B) a=0.35
[l
S — a=045 ]l — b=
1 — a=02 1 — b3
— a=0.1 — b=
&1 — a=001 o] — b5
~ =2 b=0.05
= =<
< —
4 ‘f/\ =l ‘A
| _/\ ol . .
C:; T T T = T T T
-5 0 5 -5 0 5
p p

Figura 13: Formas da distribuicdo de p em funcao dos hiperparametros da priori gama
para 7. (A): variando-se a com b fixo; (B): variando-se b com a fixo.

H& uma restri¢do para o valor do hiperparametro a da priori para 7 (0 < a < %), de
modo que a escolha desse valor nao pode ser arbitraria em toda reta real positiva. As
curvas definidas pela priori T-Gama tém o aspecto de sino, caracteristico das distribuicoes
normais e t. Quando se aumenta o valor do hiperparametro a, no maximo a %, e fixando-se
b, a priori se torna mais informativa (figura 13, (A)). No caso de termos a fixado e variando-
se b, o contrario ocorre, quanto maior o valor desse hiperparametro, mais informativa fica
a distribuicao a priori (figura 13, (B)). Em situag¢oes onde nao se tem conhecimento prévio
algum sobre p e se deseja expressar vagueza pela auséncia de informacao a priori, é natural
“espalhar” a massa de probabilidade em todo espaco paramétrico de p e “deixar que os
dados” indiquem a correta localizacdo do parametro de modulacao da assimetria. Assim,
a priori T-Gama parece acomodar tanto os casos em que haja informacao a priori quanto

aqueles casos em que ha incerteza nesta informacao prévia.
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6.2.1 Caracterizagoes da Priori T-Gama

A distribuicao & priori T-Gama é o resultado da marginalizacao da funcao distribuicao
conjunta t-gama, como ja fora mostrado na definicao 6.2.1. Assim, ela é um resultado
1

indireto da mistura de uma distribuicao t com graus de liberdade fracionario (5) e de

uma distribuicao gama.

Um importante teorema da Teoria das probabilidades (ROSS, 1976), mostra que, con-

siderando X e Y variaveis aleatorias, entao

E[E(X|Y)] = E(X). (6.28)

Assim, sabemos que p |17 ~ t% (0,%) e também que somente existe esperanca mate-
matica para a funcao t-Student quando o niimero de graus de liberdade for maior que um.

Feitas estas consideracoes, temos

EE(p|T)] = E(p),

mas E (p|T) é a esperanga de uma t-Student com % grau de liberdade, que nao tem,
portanto, momentos definidos; logo, nao existe média nem variancia para a distribuicao

a priori T-Gama, por esta parametrizacao.

Por outro lado, se utilizdssemos a inducao da t-Student pela distribuicao uniforme
definida entre —1 e 1, (RODRIGUEZ, 2005), a distribuigdo a priori para o parametro
de assimetria A ~ tg (O,%), de forma que esta distribuicao tem média e variancia, o que
implicaria em encontrar, também a média e a variancia induzida para p, da mesma maneira
que foi utilizada para se chegar & priori T-Gama. Para evitar repeticoes, apresentamos a

seguir somente o resultados, no seguinte teorema.

Teorema 6.2.4 Se a distribuicdo a priori para o pardmetro de assimetria de uma distri-
buicao normal assimétrica for induzida por uma distribuicao t-Student com pardmetro de

locagao 0, pardimetro de escala % e 2 graus de liberdade, entao:

1. A distribuicao p ‘0,27,03 ~ 1y (O,%), tal que podemos reparametrizar o pardmetro
n
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de escala desta distribuicao t-Student como um pardmetro de “precisao” como

202
T=—" (6.29)

o2
. 1 S a b).
de forma que p|T ~ tq (0,;) € a priore para T ~ gama (5’5)7

2. A distribuicao conjunta € dada, sob esta reparametrizacao, como:

(B e i
%

I ( < (
" (6.30)
) V2 \2 [1 N p_QT]g (0,00)* (=50,0)(0,00)
2

f(r.p) = )FZ

r(

1
2
com a < 2,b>0;

3. A distribui¢do condicional T |p < K (‘%Hg,%,%) e por fim,

4. A priori T-Gama, portanto, € dada por:

m 1 b %U(T’%’p%> (p)
rewn =i ey 1) W%wow (6:31)
2

2

coma<2,b>0.

Proof. As demonstracoes serao omitidas, mas sao semelhantes as exibidas na secao 6.2.

Agora, é possivel encontrar a média da distribui¢ao T-Gama dada em (6.31). Conhe-
cendo a esperanga da esperanca condicional de uma variavel aleatoria (expressao 6.28),

temos:

E[E(p|T)] =0,

uma vez que p |7 ~ ty (O l). Outra relacao entre distribuicoes condicionais é dada pela

T

relagao (ROSS, 1976):

Var(p) = E[Var(p|rT)]+ Var[E (p|T)]. (6.32)

A Var(p|r) = %45 = oo, uma vez que a variancia de uma distribuicio t-student ¢
dada por glg—_l2, onde gl é o nimero de graus de liberdade, que em nosso caso é 2. Logo, toda

a variancia de p calculada pela expressao (6.32) vai a infinito, de forma que Var (p) = oo.
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Para ilustrar as formas de ambas prioris, fixou-se que a = % eb= % e o grafico de

ambas as distribui¢oes foram construidos juntas e estao na figura 14.

015
|

— Original

_ Induzida pela
Uniforme

TG(a, b)
0.10
I

0.05
I

0.00
I

Figura 14: Distribuigoes & T-Gama com as parametrizagoes originais e segundo a indu¢ao
pela uniforme.

6.3 Aplicacao

O conjunto de dados analisados é referente & tabela apresentada no apéndice D. Os
dados' foram obtidos de Sef (1999) e sao referentes as medidas de placa bacteriana antes e
apo6s a utilizagao de uma escova dental convencional e outra, de baixo custo, denominada
de monobloco (figura 15), associada ao uso de dentifricio. A amostra em analise é com-
posta de 32 criancas entre 4 e 6 anos. Os individuos que participavam do estudo foram
divididos em 4 grupos com 8 individuos em cada, de forma que todos utilizassem os dois
tipos de escova com ou sem dentifricio. Foi dado, também, o tempo de uma semana entre

a aplicacao dos tratamentos nos grupos para se evitar quaisquer efeitos residuais.

A anélise descritiva inicial dos dados indica que existe uma relacdo aparentemente

linear entre a medida pré-teste e pos-teste, como evidencia a figura 16.

1O conjunto de dados esté disponivel em http://www.ime.usp.br/~jmsinger/Dados/Sef1999.xls.
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Figura 15: Escovas dentais do tipo monobloco.

0.0 0.5 1.0 14

Medida Pds-Teste

0.0 05 1.0 15
Medida Pré-Teste

Figura 16: Diagramas de dispersao entre as medidas pré-teste/pos-teste. S:C: Dentifricio
e escova convencional; N:C: Sem dentifricio e escova convencional; S:M: Dentifricio e
escova monobloco; N:M: Sem dentifricio e escova monobloco.

Quando se verifica os histogramas das diferencas entre as medidas pos e pré-testes, é

clara a evidéncia de que ha assimetrias em todas as combinacoes de tratamentos, como

mostra a figura 17.

E interessante observar que uma medida geral de assimetria resulta em -0,973 para a
diferenca entre as medidas pos e pré-testes. Na tabela 4 foram calculadas as assimetrias

das diferencas em funcao da combinacao dos tratamentos.

Nesta tabela 4 se observa que existe assimetria para quaisquer combinacoes de trata-

mentos, confirmando o que a figura 17 indica. As curvas individuais por tratamentos é
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Densidade
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Diferenga entre as medidas
pos & pré-testes

Figura 17: Histograma das diferencas entre as medidas pos e pré-testes em funcao da
combinacao de tratamentos. S:C: Dentifricio e escova convencional; N:C: Sem dentifricio
e escova convencional; S:M: Dentifricio e escova monobloco; N:M: Sem dentifricio e
escova monobloco.

Tabela 4: Momentos de assimetria para a diferenca entre as medidas pos e pré-testes em

funcao da combinagao dos tratamentos
Momentos de Assimetria

N:C S:C N:M S:M
-1,198 0,987 -0,718 -0.406

indicada pela figura 18. Observe que ha redu¢ao maior quando se utiliza dentifricio (S:C

e S:M), aparentemente independente do tipo de escova utilizada.

Sef (1999), utilizando este mesmo conjunto de dados para a formulagao de um modelo
multiplicativo, chamado aqui nesta dissertacao de Sef & Singer, faz inimeras suposicoes
(ja citadas na secao 3.1), inclusive a de normalidade dos residuos. No entanto, a evidéncia
inicial ¢ de que esta condigao nao seja plausivel, mesmo apo6s a transformacao logaritmica
sugerida. Assim, utilizaremos os conceitos ja estabelecidos para o modelo de Sef & Singer
sob a dptica bayesiana definida neste capitulo para estimar os parametros, com a suposicao
de que os erros e efeitos aleatérios podem ser expressos, de maneira tinica, por uma

distribuicao normal assimétrica utilizando a parametrizacao de Sahu & Dey.

Considerando a notacao expressa para o modelo multiplicativo de Sef & Singer na
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Figura 18: Curvas individuais para os valores pré e pos-testes. S:C: Dentifricio e es-
cova convencional; N:C: Sem dentifricio e escova convencional; S:M: Dentifricio e escova
monobloco; N:M: Sem dentifricio e escova monobloco.

defini¢cdo (3.1.1) e as distribui¢des atribuidas para o modelo bayesiano em (6.1), sera,

entao, construido o modelo para o conjunto de dados utilizados neste estudo.

Considere o modelo multiplicativo

Vi = Biyaien, i =12, =12 ek=1..n, (6.33)

tal que ;i (w;jx) representa a medida pés (pré) - teste do k-ésimo individuo utilizando
ou nao dentifricio ( ¢ = 1 para a nao utilizacao e i = 2, caso contrario) e utilizando-se
do j-ésimo tipo de escova ( j = 1, escova convencional e j = 2, escova monobloco). O
coeficiente de uniformidade para o uso de dentifricio 7 e escova do tipo j é representado

por 7,;, € (3;; representa a placa bacteriana residual.

Aplicando-se a transformacao logaritmica, obteremos resultados semelhantes as ex-
pressoes em (4.21) (havera necessidade de remover aqueles elementos da amostra que
possuem valores nulas em medidas pré ou pos-testes, por causa do tipo de transforma-

¢ao utilizada), associando-as com as distribui¢oes em (6.1), teremos, de maneira formal,
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lembrando que W7, dada por (4.7):

Z, =W + (aip | + otvi) L
n ~ N (0,1) (6.34)
Vz(k ~ N (071)

*
Vi L s

para ,k=1,...nel=1,...,4.

A incerteza quanto aos parametros do modelo, fixos no espaco paramétrico, pode ser
representada pelas distribuicoes a priori. Aqui escolhemos prioris nao-informativas para
modelos 1 e 2; para o modelo 3 supos-se que p = 0, ou seja, os dados foram tratados,
como anélises de covariancias com erro normal. Assim, a precisao (inverso dos parame-
tros de escala) sdo distribuidas a priori como distribui¢bes gama com hiperparametros
tendendo a zero para os modelos 1 e 2 e os coeficientes do modelo, dados pelo vetor ~*,
por distribuicdes normais vagas. As principais diferencas ficam por conta das prioris para
o parametro de modulagao da assimetria (p):

(7r<71,)2
402

e Nomodelo 1, por uma t% <O > , segundo a inducao pelo resultado de Rodriguez
(2005) para a priori do parametro de assimetria \; este pode ser chamado de modelo

com prioris usuais ou candnicas. Assim:

e no modelo 2 utilizou a reparametrizacao da “precisao” da distribuicao t, de modo
que p utiliza a distribuigdo priori T-Gama nao-informativa (hiperparametros da

distribui¢ao gama atribuida a priori para 7 com valores pequenos). As distribuigées
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a priori, foram, portanto:

"}’* ~ Ng (O,E) .

e no modelo 3 nao foi necessaria priori para p, uma vez que se fixou seu valor em 0

e, finalmente. Logo,

O método MCMC utilizado via WinBUGS pode ser problemético quando os para-
metros do modelo ndo sdo ortogonais (ver manual do programa) e além disso, ndo esté
definido um gerador de variaveis aleatérias para a distribuigao t-Student com graus de
liberdade fracionarios, de modo que aquela distribuicao pode ser gerada de duas formas:
como uma mistura de normal com gama (6.7) ou via algoritmo Metropolis-Hastings, que é
baseado na implementagao do nucleo da distribuicao t-Student com os graus de liberdade
fracionédrios. Optamos pela segunda forma, pois a convergéncia se da de maneira mais

estavel.

A reparametrizagao da distribui¢ao condicional de p dados 0727 e 02 (segao 6.2),utilizada
nos modelos 2 e 4 esté baseada em tornar a “precisao” da distribuicao t-Student ponderada
pela gama, o que resulta na distribuicao conjunta t-gama, cuja marginal de p é a priori

T-Gama (6.2.3). Assim, ela sera construida da seguinte maneira:
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g) 7 (6.35)

O que se espera com esta reparametrizacao ¢ facilitar a otimizacao dos parametros
quando a implementacao do algoritmo MCMC for feita, de modo a obter uma relativa
estabilidade nas iteracoes e a convergéncia mais rapida, o que implica em utilizagao de

cadeias menores e assim, economia de recursos computacionais.

A programacao utilizada esta disponivel no apéndice E. Mais informacoes sobre si-

mulacgdo MCMC, consultar Gamerman & Lopes (2006).

6.3.1 Resultados

Todos os modelos foram construidos considerando a geracao de duas cadeias longas
com valores iniciais distintos (cerca de 100.000 valores gerados para cada uma delas) e um
periodo de “burn-in” também alto, (cerca de 25.000). Estas cadeias longas sao necessarias,
pois a correlacao entre os valores gerados sao altos e para minimiza-los, foram tomados
os valores espagados numa distancia de 40 elementos entre cada geracao, formando uma
amostra efetiva em torno de 3200 elementos em cada cadeia, resultando, ao total, apos
a convergéncia e diminui¢do do efeito de correlacao, 6400 amostras efetivas das mais de

200000 geradas em todo o processo para cada modelo.
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Tabela 5: Resultados da estimacao dos parametros para o Modelo 1.

Modelo 1
Estatisticas Int. Pred.

Parametros E P Meédia D.P. Erro MC 2,5% 50% 97,5%
Q11 C N -0,037 0,345 0,007 —-0,950 —-0,308 0,095
Q12 M N -0,337 0,346 0,007 -0,896 —0,269 0,124
Qa1 C S -0,657 0,354 0,007 —1,235 —-0,564 —0,173
099 M S -0,515 0,348 0,007 —1,073 —0,438 —0,033
Y11 C N 1,084 0,143 0,003 0,810 1,079 1,376
Y19 M N 1,084 0,138 0,003 0,828 1,080 1,366
Vo1 Cc S 0,932 0,106 0,002 0,727 0,930 1,147
Yoo M S 0,983 0,127 0,003 0,734 0,984 1,234
afy C N -0.3%4 0,098 0,002 —0,577 —0,385 —0,192
ay M N —0.346 0,089 0,002 —-0,519 —0,349 —0,170
o, C S —0,666 0,095 0,002 —0,849 —0,668 —0,482
(%9 M S -0,524 0,085 0,002 —-0,689 —0,523 —0,365
0727 0,008 0,057 0,001 < 0,000 0,001 0,041
o2 0,100 0,022 < 0,00 0,067 0,096 0,151
p —0,707 13,888 0,283 —25,543 —0,299 24,790
A -0,113 1,472 0,030 —2,080 —0,278 2,089
o? 0,302 0,098 0,002 0,173 0,284 0,537

DIC —624,9 Deviance 102,4

E: Escova (C: Convencional, M: Monobloco); P: Dentifricio(S: Sim, N:N&o); D.P.: Desvio padrao,
o?: parametro de escala da normal assimétrica.

6.3.1.1 Modelo 1 - Prioris usuais ou candnicas

Os resultados da tabela 5 que sao provenientes do modelo 1. Note que os coeficientes

indicados por um * foram corrigidos por uma constante dada por

: -l-\/3 A (6.36)
Oé(L:OéZ ——O'7 .
s /14 M2

para que a regressio seja centrada em 0, conforme indica Rodriguez (2005) e Freitas

(2005). E importante observar que a distribuicdo dos residuos corrigidos (/C\Z-jk), com este

ajuste segue uma distribuicao SN (— % A 0,02,)\> . As figuras 19, 20 e 21 indicam

V1422

o historico das simulacoes MCMC e as densidades empiricas estimadas.

Ha problemas quanto as convergéncias dos parametros do modelo 1 representando os
coeficientes do modelo de regressao, principalmente antes da centralizacao, talvez causada

pela presenca de bimodalidade ou vice-versa. E clara a dificuldade de convergéncia do
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parametro p e chjama a atencgao seu grande intervalo de predicao que inclui o 0, indicado

a auséncia de assimetria, pois nao se poderia rejeitar a hipotese nula de que p = 0.

Ainda, quanto a analise dos parametros temos que os coeficientes ajustados (ajj) e
os coeficientes de uniformidade (7;;) s@o significativamente diferentes de 0, resultado este
auferido pelos intervalos de predicao de 95%. Vale ressaltar que a distribuicao a posteriori

para esses parametros é unimodal.
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Figura 19: Resultados do historico de atualizagoes do algoritmo MCMC para os parame-
tros aq,a2,001 € oo (graficos a esquerda) e densidades empiricas estimadas da posteriori
destes parametros (direita).

Os coeficientes v,;,1 = 1,2; 7 = 1,2, representam a taxa de remo¢ao de placa para cada
combinacao dos tratamentos e os intervalos de predicao para estes quatro parametros
contém o valor 1, de modo que a utilizacao das escovas e dentifricio nao a afetam dire-
tamente, sendo iguais.Os coeficientes expressos por «;; ¢ = 1,2;7 = 1,2, estao em escala

logaritmica e a sua transformacao em escala natural é apresentada na tabela 6.

Os coeficientes ajustados 3;; indicam o que ja era esperado. Todas as combinagoes
de dentifricios e escovas diminuem a quantidade de placa pos-teste, e quanto menor este

coeficiente, menor seré o indice pos-teste. No caso, a utilizacao de escova convencional
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Figura 20: Resultados do historico de atualizagoes do algoritmo MCMC para os parame-
troS Y11,Y12, Y21 € Voo (graficos a esquerda) e densidades empiricas estimadas da posteriori
destes parametros (direita).

Parametro Niveis Estimativa Interv. Pred.
2,5% 97,5%

B C N exp(—0,384) =0,681 0,562 0,825
B M N exp(—0,346) = 0,708 0,595 0,844
Bor C S exp(—0,666)=0,514 0,428 0,618
Bos M S exp(—0,524) =0,592 0,502 0,694

Tabela 6: Transformagdo dos coeficientes «;; para a escala natural, §3;; = exp (cvij)

associada ao uso do dentifricio () leva & maior redugdo de placa. No entanto, parece

nao haver diferencas significativas entre as combinacoes de tratamentos.

Sef (1999), utilizando o mesmo conjunto de dados, mas com a metodologia usual,
chega as mesmas conclusoes, mas com coeficientes estimados relativamente diferentes.
O importante na andlise é verificar o poder preditivo deste modelo, dada as inimeras
aplicacoes importantes que ele pode vir a desempenhar em Odontologia. A figura 22
contém alguns gréficos diagnosticos dos residuos. Nestes graficos (figura 22) ha fortes
evidéncias de que os residuos sejam realmente distribuidos assimetricamente (grafico B)

e o grafico Q-Q para a distribuigdo normal assimétrica (grafico C) parece nao indicar um
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bom ajuste entre os residuos e aquela distribuicao, de modo que, a principio, o modelo
parece sub-ajustado, apesar da aparente a homogeneidade da variancia (grafico A). Alguns

pontos discrepantes podem ser observados neste grafico.

6.3.1.2 Modelo 2 - Priori T-Gama nao-informativa

Os resultados relativos ao modelo 2 estao disponiveis na tabela 7.

E facil verificar que os coeficientes do modelo 2, sao muito semelhantes ao modelo
1 (tabela 5), mas o coeficiente modulador da assimetria (p), os parametros de escala e os
relacionados a normal assimétrica sao diferentes. Ainda é notorio que o valor do parametro

de assimetria (\) e o proprio p sao significativamente diferentes de 0 para esta abordagem,

0'2 .
diferente do que aconteceu no modelo 1. A estimativa da razao 7 = . %~ 5,80. Ainda,

20

como pode ser visto nas figuras 23, 24 e 25, existe convergéncia para p e 7, mas a
faixa de variacao das amostras geradas sao pequenas, talvez influenciada pelo algoritmo

utilizado, Metropolis-Hastings, que é sabidamente menos precisa que a amostragem por
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Figura 22: Graficos diagnosticos do modelo 1 em escala logaritmica. A: Grafico de
residuos por valores preditos; B: Histograma com as curvas estimadas empiricamente e
por uma SN (0,049;0.302; A = —0,113);C: Grafico Q-Q para a normal assimétrica e os
residuos.

Gibbs (GELMAN et al., 2000), mas para nosso conjunto de dados, este algoritmo se mostrou
mais estavel que a construcao da t-Student por meio da mistura de distribuicoes normais-
gama (6.7). Observe também que ha uma grande variabilidade para o valor de 7, que leva

a um intervalo de predicao de 95% muito grande e a presenca de bimodalidade.

Quando a aplicacao 4.3.1 foi executada, o critério para escolha do modelo foi dada
pelo AIC (Akaike Information Criteria), mas em modelos bayesianos, este critério nio é
conveniente, por isso adotou-se o critério DIC (Deviance Information Criteria) (PAULINO
et al., 2003, p. 352). Analisando-se os resultados os modelos 1 e 2, este dltimo mais
adequado, pois apresenta menor DIC ( no entanto a causa deste “excelente” ajuste deve
ser questionada e pesquisada com mais cuidado, uma vez que pelo critério utilizado, o
modelo 2 é muito superior ao modelo 1). A analise de residuos do ajuste é apresentada na,
figura 26. Os residuos corrigidos (:Ci;) deverao seguir uma distribuicao teoérica dada por

SN (0,307;0,181; —2,122), que nao é muito diferente, graficamente, do modelo 1. (figuras

22 e 26). A qualidade do ajuste melhora com relacdo ao modelo 1, pois, a0 menos, o
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Tabela 7: Resultados da estimacao dos parametros para o Modelo 2.

Modelo 2
Estatisticas Int. Pred.
Parametros E P Meédia D.P. Erro MC 2,5% 50% 97,5%
Qa1 C N —=0,059 0,087 0,001 —0,228 —0,063 0,114
Q19 M N -0,015 0,083 0,001 —-0,172 —-0,016 0,153
O C S —0329 0091 0,001 0,502 —0,331 —0,147
Q99 M S -0,179 0,083 0,001 —0,341 -0,181 —0,012
Y11 C N 1,032 0,124 0,002 0,788 1,033 1,272
Y12 M N 1,030 0,120 0,002 0,793 1,031 1,273
Yo1 C S 0,911 0,101 0,001 0,711 0,909 1,109
Yoo M S 0974 0118 0,002 0,744 0973 1,206
oty C N —0405 0086 0,001 —0,577 —0,403 —0,241
a7y M N -0,361 0,082 0,001 —0,24 —-0,361 —0,202
a5y C S -0,674 0,090 0,001 —-0,847 —-0,673 —0,497
fa% M S -0,524 0,080 0,001 —0,687 —0,523 —-0,374
T 5,795 5,893 0,086 0,003 3,883 14,690
o2 0,090 0,013 < 0,000 0,068 0,080 0,122
o2 1,201 1,284 0,019 0,001 1,295 2,611
0 —3,663 4,607 0067  —16,690 —1430 —0,203
A —1,456 0,296 0,004 —2,122 —1,425 —-0,975
o? 0,284 0,076 0,001 0,181 0,268 0,495
DIC —418530,0 Deviance 92,19

E: Escova (C: Convencional, M: Monobloco); P: Dentifricio(S: Sim, N:N&o); D.P.: Desvio padrao,
o?: parametro de escala da normal assimétrica.

sub-ajuste diminui muito ( figura 26, B).

Dessa maneira, podemos teorizar que a reparametrizacao ¢ boa em varios aspectos,
principalmente pelo fato de ser possivel encontrar uma distribui¢ao fechada para p, a

Priori T-Gama.

Parametro Niveis Estimativa Interv. Pred.
2,5% 97,5%

B C N exp(—0,405) = 0,667 0,562 0,786
B M N exp(—0,361) =0,697 0,592 0,817
Bor C S exp(-0,674) =0,510 0,429 0,608
Bo M S exp(—0,524) = 0,592 0,503 0,688

Tabela 8: Transformagao dos coeficientes a;; para a escala natural, 3;; = exp (ayj) para
o modelo 2

A tabela 8 mostra a transformagao dos coeficientes a;;,0 = 1,2;7 = 1,2, em (3,5, sua

escala natural por meio da transformacgao exponencial. O que ocorre era esperado, haja
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Figura 23: Resultados do histérico de atualizacoes do algoritmo MCMC do modelo 2 para
0S parametros ayq,ag,091 € oo (graficos a esquerda) e densidades empiricas estimadas
da posteriori destes parametros (direita).

vista que os valores dos coeficientes estimados e centralizados para o modelo 2 foram
muito proximos do modelo 1, e neste ja havia indicios de que nao havia diferencas
significativas entre os indices pré e pos-testes utilizando-se ou nao dentifricio e com escova
dental convencional ou monobloco. O resultado concorda com aqueles obtidos por Sef
(1999), mas com metodologia diferente da abordada aqui. Assim, a taxa de remocao de
placa parece constante (%-j sao estimados muito proximos de 1) e os parametros indicativos
da quantidade residual de placa bacteriana sao também préximos em ambos os modelos
(tabelas 5 e 6 para o modelo 1 e 7 e 8 para o modelo 2). O menor valor obtido para a
o coeficiente de placa bacteriana residual ( que implica em menores valores pos-teste) foi

para aqueles individuos que utilizam escova convencional associada ao dentifricio.
6.3.1.3 Modelo 3 - Analise de covaridncia simples com erro normal.

Para fins de comparagao, um modelo com a restricdo de p = 0, que corresponderia
ao modelo normal, foi simulado, com os valores iniciais para os parametros iguais aos

estimados para o modelo 1. Espera-se que os coeficientes fiquem muito proximo daqueles
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Figura 24: Resultados do historico de atualizagoes do algoritmo MCMC do modelo 2
para os parametros 7y,1,712,Y21 € Voo (graficos a esquerda) e densidades empiricas estimadas
da posteriori destes parametros (direita).

encontrados em Sef (1999), uma vez que estarao sob prioris nao-informativas, o que seria
equivalente a obtencao dos estimadores dos parametros por méaxima verossimilhanca na
inferéncia classica. Este modelo nao é muito plausivel pois exclui a possibilidade de
captacao de efeitos aleatorios, o que se espera em modelos longitudinais. Ele foi feito
somente para comparacao. A tabela 9 apresenta os resultados utilizando-se o modelo 3

com a restricao de que p = 0.

Com os resultados da tabela 9, temos que todos os coeficientes estimados sao diferentes

de 0, segundo a analise dos intervalo de predi¢ao de 95%.

O interesse, conforme visto anteriormente, é obter os coeficientes em escala original,
uma vez que foi estimado em escala logaritmica. A tabela 10 apresenta os resultados em

escala original para o modelo 3.

Os resultados da tabela 10 indicam que a escova convencional com a utilizacdao de
dentifricio tem o maior poder de remocao residual de placa, uma vez que o coeficiente é

menor. No entanto, os intervalos de predigao de 95% nao indicam diferengas significativas
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Figura 25: Resultados do historico de atualizagoes do algoritmo MCMC do modelo 2
para os parametros \,p,7 e o2 (graficos a esquerda) e densidades empiricas estimadas da
posteriori destes parametros (direita).

Tabela 9: Resultados da estimacao dos parametros para o Modelo 3.

Modelo 3
Estatisticas Int. Pred.
Parametros E P Meédia D.P. Erro MC 2,5% 50% 97,5%
a1 C N -0,329 0,092 1,10x107% —0,511 —0,330 —0,148
Q19 M N —0,289 0,085 1,01 x 1073 —0,457 —0,290 —0,124
Q91 C S -0,626 0,094 1,12x 1073 —0,815 —0,626 —0,444
(r99 M S —-0,500 0,081 9,66 x 10* —0,656 —0,499 —0,343
Y11 C N 1,151 0,140 1,75 x 1073 0,863 1,148 1,443
Y19 M N 1,179 0,115 1,68 x 1073 0,903 1,178 1,453
Vo1 C S 0,964 0,088 1,37 x 1073 0,732 0,965 1,192
Yoo M S 0,960 0,137 1,63 x 1073 0,694 0,958 1,234
p 0,000 — — — — —
A 0,000 — — — — —
o? 0,159 0,021 2,52 x 1074 0,123 0,157 0,206
DIC 301,3 Deviance 292,2

E: Escova (C: Convencional, M: Monobloco); P: Dentifricio(S: Sim, N:N&o); D.P.: Desvio padrao,
o?: parametro de escala da normal assimétrica.

para os indices de placa antes e apos os tratamentos, resultado este que também concorda

com aqueles obtidos por Sef (1999).

Pelo critério DIC, o modelo 2 seria, ainda, o de escolha, uma vez que apresenta o menor
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Figura 26: Graficos diagnosticos do modelo 2em escala logaritmica. A: Gréafico de
residuos por valores preditos; B: Histograma com as curvas estimadas empiricamente e por
uma SN (0,487;0,380; —6,996);C: Grafico Q-Q para a normal assimétrica e os residuos.

Parametro Niveis Estimativa Interv. Pred.
2,5% 97,5%

B C N exp(—0,329) =0,720 0,600 0,862
B M N exp(-0,289) =0,749 0,663 0,883
Bor C S exp(—0,626) =0,535 0,443 0,641
Bos M S exp(—0,500) = 0,607 0,519 0,710

Tabela 10: Transformagao dos coeficientes a;; para a escala natural, 3;; = exp (cvij) para
o modelo 3

valor desta estatistica. O modelo normal (modelo 3) apresentou um DIC positivo, o que
o torna o menos adequado, segundo o critério adotado. Com finalidade de ilustracao,
foram apresentados alguns graficos diagnosticos do modelo 3 (figura 27) para simples

comparagao com o ajuste do modelo 1 e 2 (figura 22 e 26, respectivamente).

Nos gréficos da figura 27 ¢ possivel notar que a distribui¢cao normal nao é adequada
para o modelo (grafico C). Observa-se, no grafico B desta figura, que a curva estimada
fica relativamente distante da massa de dados expressa pelo histograma e que o grafico de
quantil, comparando os residuos com uma distribuicao normal teoérica estimada a partir

dos dados fica muito fora da diagonal, o que indica auséncia de normalidade, pelo menos,
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Figura 27: Graficos diagnosticos do modelo 3 em escala logaritmica. A: Grafico de
residuos por valores preditos; B: Histograma com as curvas estimadas empiricamente e
por uma N (0;0,159); C: Grafico Q-Q para a distribuicao normal e os residuos.

no aspecto grafico. O teste formal de Shapiro-Wilks, cuja hipdtese nula é definida com

os residuos distribuidos por uma normal, é rejeitada em quaisquer niveis de significancia

usuais (p — valor = 9,367 x 1079).

Dessa maneira, o modelo de Sef & Singer utilizando distribui¢coes normais assimé-
tricas na forma de Sahu & Dey sob a reparametrizacao proposta para a “precisao”’ da
distribuigao de t de Student (segdo 6.2) apresentou melhores resultados, indicando um

ajuste interessante e um razoavel carater preditivo.

Assim, os nossos resultados concordam com aqueles obtidos por Singer & Andrade
(1997) e Sef (1999), mas com a vantagem de podermos, neste trabalho, quantificarmos a

assimetria existente nos dados pelas restricdes impostas ao modelo de Sef & Singer.
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7 Consideracoes finais e propostas
futuras

Neste capitulo faremos uma revisao do que apresentamos nesta dissertacao, dividindo-
o pelos assuntos abordados; é evidente que todos eles sao conexos, no entanto, a analise
individual dos pontos é importante porque muitos detalhes sao deixados em aberto, pois
imaginamos que um pouco mais de reflexdo sobre estes assuntos pode resultar em melho-

rias e extensoes daquilo que aqui ja desenvolvemos.

Inicialmente, vamos tratar sobre a proposta inicial, os modelos para dados pré-teste /pos-

teste.

7.1 Modelos para dados pré-teste/pos-teste

A proposicao inicial do trabalho foi estudar e compreender melhor a estrutura de
um modelo para dados pré-teste/pos-teste, com o auxilio de um conjunto de dados reais
sobre o indice de placa bacteriana em criancas antes e depois de estarem submetidas as
covariaveis do estudo. A andlise de dados pré-teste/pos-teste é amplamente empregada,
em varias areas da ciéncia e este fato chama a atencao, pois as abordagem sao todas
baseadas em modelos lineares, obviamente com efeitos aleatérios, uma vez que os dados sao
correlacionados. Véarios autores ja estudaram estes modelos, e algum deles foram citados
nesta dissertagao, mas nos chamou a atencao um modelo multiplicativo proposto por
Singer & Andrade (1997) e posteriormente detalhado por Sef (1999), em sua dissertagao
de mestrado. O modelo, que aqui chamamos de Sef & Singer, é especial, pois existem

varias restrigoes associadas a ele, principalmente a necessidade de que a reta estimada
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passe pelo intercepto e outras mais que possivelmente afetariam a caracteristica dos erros
serem simétricos, como foi proposto a época. Além disso, ele foi utilizado para analisar o
conjunto de dados aqui mencionado e seus parametros tinham interessantes interpretacoes
sobre o problema da medida de placa bacteriana. Desta forma, imaginamos adicionar ao
modelo erros distribuidos por normais assimeétricas, buscando verificar uma melhora do
ajuste, haja vista que a diferenca entre a medida pos-teste e pré-teste, denominada ganho
(STANEK 111, 1998) era muito assimétrica. Assim, utilizamos a idéia do modelo de Sef &
Singer com a adicao de erros normais assimétricos que norteou todo o trabalho apos esta

definicao.

O modelo em si, frisamos, é extremamente interessante, pois, da aos seus parametros
interpretacoes que sao de facil assimilacao e “visualizacao” pelo pesquisador. Alguns
estudos (AOKI et al., 2001) e (AOKI et al., 2003) j4 abordaram os modelos para dados pré-
teste e pos-teste com introducao de erros nas varidveis, uma vez que o indice de placa
bacteriana é uma medida, e como tal, sujeita a imprecisao. Dessa forma, deixamos em
aberto a questao da introducdo de erro nas varidveis sob a abordagem de Sef € Singer,
mas espera-se que haja uma grande contribuicao a exatidao das estatisticas obtidas a
partir desta modelagem, uma vez que outra fonte de variagao, o erro de medida podera

ser estimado e controlado.

Como foi dito, o modelo estudado aqui consistia de adicionar assimetria aos erros, de
forma que trataremos na préxima secao de uma nova abordagem que inclui, ao mesmo
tempo, as desejadas capacidades de detecgao de assimetrias e o proprio efeito aleatério, a

representacao de Sahu & Dey para as normais assimétricas.

7.2 Representacao de Sahu & Dey

A representacao de Sahu & Dey (SAHU et al., 2003; LIU; DEY, 2005), definida na pro-
posicao 3.1.1, é uma maneira eficiente de se representar a normal assimétrica, principal-
mente em termos computacionais. Ela é muito semelhante a forma estocastica de Henze,

e portanto, pode facilmente ser simulada em computadores onde haja algum gerador de
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nimeros pseudo-aleatorios normais.

Basicamente a representacao de Sahu & Dey é dada por

C=plnl +v,

onde [n| ~ HN (0,07) e v ~ N (0,07). Os valores da seminormal (HN) contaminam
os valores da distribuicao normal por meio de um parametro p, que aqui denominamos
de pardmetro modulador de assimetria, mas que, ao final, faz o papel do parametro de
assimetria A da normal assimétrica padrao de Sahu et al. (2003). Este fato fica evidente
quando o parametro de escala da seminormal (o}) e a varidncia da normal (o7) sdo,
ambos, idénticos a 1. Se observarmos a forma de Sahu & Dey, veremos que ela é muito
similar a forma da decomposicao do erro no modelo de Sef & Singer (defini¢ao 3.1.1).
Logo, podemos representar a decomposicao do erro do modelo como a soma de efeito
aleatorio e erro propriamente dito, de modo que, se considerarmos, no modelo de Sef &
Singer, os efeitos aleatorios distribuidos por uma seminormal e os erros como normais,
acrescentando-se o parametro modulador de assimetria de forma multiplicativa a frente do
efeito aleatorio, teremos um modelo misto com a capacidade de captar as assimetrias, uma
grande inovacao desta dissertacao. Pela propria configuragao do parametro p, podemos,

agora, quantificar quao assimétrico sao os dados.

Para trabalhos futuros, pode ser estendida a representacao de Sahu & Dey para o caso
multivariado, com aplicacao em modelos longitudinais onde nao somente os interceptos
sao aleatorios. Imaginamos, que, de alguma forma, uma matriz contendo os parametros
moduladores de assimetria deve ser construida e esta questao é deixada em aberto pela

exigiiidade do tempo disponivel para desenvolver esta dissertacao.

Utilizamos duas maneiras distintas de obter estimativas para o modelo de Sef & Singer
sob a representacao de Sahu e Dey. Agora trataremos da estimacao pelo algoritmo E-M,
utilizado na inferéncia classica. A estimacao pela inferéncia bayesiana terd um capitulo a

parte, uma vez que novas contribuicoes foram dadas.
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7.2.1 Estimacao pelo algoritmo E-M

No final da parte I foram relacionadas diversas dificuldades técnicas em se obter
estimativas dos parametros envolvidos em nossa modelagem pelo algoritmo E-M. A teoria
para a aplicacao do algoritmo E-M foi mostrada com detalhes e a elaboracao de um
programa para estima-los, também apresentada no apéndice D, nao é muito trabalhosa, no
entanto, o que observamos foi uma grande sensibilidade do algoritmo aos valores iniciais.
Este problema foi resolvido procurando-se uma regiao factivel no espago paramétrico
para buscar a solucao utilizando-se o0 mesmo conjunto de dados em um modelo misto com
distribuicao normal, tanto para o efeito aleatorio como para o erro propriamente dito, e

fixando-se o parametro modulador da assimetria em 0.

Apos exaustivas tentativas obtivemos um resultado que concordava com o trabalho de
Singer & Andrade (1997), mas outro problema foi a obtencao do erro padrao para cada um
dos parametros estimados. A solucao foi utilizar a técnica bootstrap, que é recomendada
no importante livro de estatistica computacional (GENTLE et al., 2004). Assim, seria
necessdrio desenvolver algumas melhorias para aplicacao do algoritmo E-M para nossa
modelagem, tornando-o mais rapido e eficiente, ao mesmo tempo em que melhorasse a

sua convergéncia, economizando tempo e recursos computacionais.

7.3 Inferéncia Bayesiana

Foi no estudo dos modelos pré-teste/pos-teste sob a abordagem assimétrica sob a
representacao de Sahu & Dey que esta dissertacao apresenta seus resultados mais interes-
santes e uteis, além de serem inovadores. A abordagem bayesiana da distribui¢ao normal
assimétrica ja foi assunto explorado com qualidade e resultados importantes por Rodri-
guez (2005) em sua dissertagao de mestrado. Naquele texto hd o desenvolvimento de
uma aproximacao da priori nao-informativa de Jeffreys para o parametro de assimetria da
distribuicao normal assimétrica por meio de uma distribuicao t-Student representada por
t% <O,%2). Este resultado é a base para todo o desenvolvimento posterior que apresenta-

mos aqui. O pardmetro modulador da assimetria de Sahu & Dey pode ser definido como
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uma funcao dos parametros de escala da distribuicao seminormal e normal que definem

Aoy

In

a representacao, especificamente, p = , onde \ é o parametro de assimetria da normal
assimétrica canonica (Azzalini). Quando o} = 07, entdo, estamos sob a t-Student definida
por Rodriguez (2005). Assim, se é definida uma aproximacao da priori de Jeffreys para
A, entao, por meio de uma transformacao de variaveis aleatorias podemos chegar a uma

n2a?

priori nao informativa para p }0727,0,% ~ t% (O’W) Sob esta parametrizacao, fica muito

complicado encontrar uma distribuicao fechada para a marginal de p, de modo que se

407, ab
T = 7_‘_20_2, T ~ gama 5,5 s

com 7 fazendo papel de “precisao” (em analogia & distribui¢ao normal) da distribuigao

definiu

t-Student. Escolheu-se 7 desta forma, pois é usual utilizar prioris gamas para a precisao e
dessa maneira, o produto de f (p|7) x f (7) apresenta um resultado que ¢ aparentemente
novo: surge a definicdo da distribuigao conjunta dada pela expressao (6.22).Ela tem

1
§Gb>

dois parametros, a e b, provenientes da distribuicao gama, tal que 0 < a <
0. A restricao ao parametro a ¢ devida a funcdo de Kummer, uma fun¢do matematica
resultante de solucoes de uma equacao diferencial especial e pertence a classe das funcoes
hipergeométricas congruentes (ABRAMOWITZ; STEGUN, 1972, para detalhes). Esta fungao
se mostrou valiosa em nosso trabalho, pois, define a f.d.p. de Kummer [defini¢ao 6.1.1,

simbolicamente, K (a,(3,0)], com suporte em R e possui quatro parametros. Ela foi

importante por duas razoes:

e possibilitou-nos encontrar a distribui¢ao condicional de 7 |p e;

e permitiu-nos encontrar uma priori fechada para a distribuicao marginal de p.

Dessa feita, apresentamos algumas de suas propriedades e chegamos a um importante

resultado: a distribuicao condicionada de 7|p ~ K (”“TH,%,%,sz) que é apresentada pelo

teorema 6.2.2. Com este teorema, é possivel, entao, formular algoritmos MCMC para

estimacgao dos parametros, pois se conhece agora a condicional completa.



7.8 Inferéncia Bayesiana 96

O resultado mais importante e final desta dissertacao, e que pode vir a ser, realmente
de grande serventia para a inferéncia bayesiana foi encontrar a distribuicao priori T-

Gama, dada pelo teorema 6.2.3, cuja fungao densidade é apresentada a seguir.

Observe que a densidade depende diretamente da func¢ao de Kummer. A restricao

nestas novas distribuigoes (a conjunta e a priori T-Gama), é que o parametro a <

N

Este fato decorre porque a funcao de Kummer s6 é definida no ponto 0 se o parametro
%—k% < 1. Assim, s6 existe f.d.p. se esta restricao for satisfeita. Observe, na figura 77 que
se liberarmos os parametros, as areas 1a definidas nao sao unitarias, e portanto, nao podem
ser funcoes densidade de probabilidade. Uma interessante interpretacao para a distribui-

2 2

cao T-Gama é que quanto mais se acredite na relacao o2 = o

b -, mais aquela distribuicao

se aproximaria da T-Student definida por Rodriguez (2005), mas da maneira como este
problema foi parametrizado, a prova formal ou grafica precisaria de mais estudos, e por

isso, podera ser explorada em artigos futuros.

Aplicamos estes conceito em trés estimacoes de modelos para ilustrar, e os resulta-
dos foram muito semelhantes, indicando que existe uma robustez do modelo quanto &
distribuicao a priori adotada. O critério DIC foi utilizado para a escolha do modelo,
mas em um dos casos ele se apresentou extremamente negativo, indicando um excelente
ajuste, o que é passivel de atencdo, pois graficamente aquele ajuste (modelo 2 - Priori de
Kummer nao-informativa) nao é muito diferente dos resultados encontrados no modelo
1 (prioris usuais). O modelo 3 somente foi utilizado para exemplificar um caso com pa-
rametro p = 0. Nao encontramos nenhuma diferenca quanto a interpretacao resultados
obtidos por Sef (1999), mas acreditamos que a nossa estimagao seja mais coerente com
o problema, pois captamos as assimetrias envolvidas. Uma nova série de andlises pode
ser realizada utilizando-se a parametrizacao dada no teorema 6.2.4, com o objetivo de se

verificar o desempenho do modelo sob aquelas distribuicoes a priori.
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Enfim, podemos dizer que a priori T-Gama é uma boa ferramenta & disposicao da in-
feréncia bayesiana, mas as restricoes que se impoe para sua existéncia pode ser problema
em outras situacoes, pois ela nao é definida para o ponto 0. Ainda, computacionalmente,
os algoritmos que calculam as funcao de Kummer, essencial para a priori T-Gama, apre-
sentam instabilidade numérica na vizinhanca de 0, o que dificulta a utilizagao nessas
regioes da reta real. Uma alternativa que pode sera para discussoes futuras seria encon-
trar um relacionamento entre a funcao de Kummer e funcoes mais conhecidas, como, por
exemplo, a funcao de Bessel, ou outras mais estdveis, e tentar, por meio dela, obter uma
distribuitcao de probabilidade que permita unificar a aproximacao t-Student com a priori
T-Gama ou ainda, generalizar a funcao T-Gama de forma que no limite e em condicoes
especiais, haja a aproximacao desta distribuicao pela aproximacao da priori de Jeffreys

definida por Rodriguez (2005).

Outra interessante matéria de estudo seria a utilizacao das prioris de referéncia cons-
truidas de maneira objetiva, como propoem Bernardo & Smith (1994). A vantagem é que,
em algum ponto do método, a construcao da priori de referéncia depende da Informacao
de Fisher, e ja definimos ao longo do trabalho uma aproximacao baseada na distribuicao

t-Student; ainda, ao contrario da Priori T-Gama, aquela teria média e variancia finitas.
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APENDICE A - Justificativas do algoritmo
E-M

A.1 Convergéncia

_ Yo (z; W)
9(y; )
babilidade condicional de X dado Y = y. A verossimilhanca completa pode ser expressa

Recordando-se da notacao utilizada no capitulo 4, seja k (x|y; ¥) a pro-

como

In Lo (P) = Inge (x; ©) (A.1)

=InL(¥Y)+nk(xzly;¥).

Tomando-se a esperanca em ambos os lados da igualdade em (A.1) com respeito a
distribui¢ao de XY, utilizando-se a estimativa obtida a partir da k-ésima iteracao do

algoritmo para ¥, T temos:

Q (\IJ; \Iﬂ’f)) —InL(¥)+H (\Il; \Iﬂk)) , (A.2)

tal que H (lIl,‘Il(k)> = Egw [Ink (x|y; ¥) |Y]. Segue de (A.2) que

InL (qﬂ’f“)) ~InL (\Iﬂk)) - [Q (\I'Uf“); \11<k>> ~Q (xW); \Iﬂk)ﬂ (A.3)

_ [H <\I;(k+1);\1;(k)> _H (q;(k);q;(k))] .

Pela desigualdade de Jensen,

I <\I,<k+1); \I,oc)) <H <‘1;(k); \I;(’f)) 7 (A.4)
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e como (‘Il(k“); \Il(k)) >Q <\I’(k); \I’(k)>, entao a desigualdade (A.4) é ndo-negativa,
logo a funcgao de verossimilhanca é nao-decrescente apoés qualquer uma das iteracoes do

algoritmo E-M.

Em outras palavras,

I (\Il(k+1)> > L (\I](H) para k= 0,1727 . (A5)

e assim, existira a convergéncia do processo iterativo, mas nao ha garantias de que seja
obtido um ponto de maximo absoluto, podendo, em alguns casos, resultar em convergéncia
em um ponto de cela (GENTLE et al., 2004; TANNER, 2005). Esta tltima afirmagao é valida

sob as seguintes condigoes:

0Q (w;w®)

a) 50 =0e,

‘I’Z‘I’(k+l)
b) A seqiiéncia {\Il(k)} converge para algum ponto ¥* e Ink (x|y; ¥) é suficientemente

lisa (ou melhor, bem-comportada).

OL (W)
Vg g
representa um valor critico da funcao de log-verossimilhanca.

Se as condi¢oes a) e b) forem satisfeitas, implica que = 0, ou seja, ¥*

A.1.1 Propriedades do Algoritmo E-M

A.1.1.1 Vantagens

1 - E estavel, com cada iteracdo aumentando a log-verossimilhanca;
2 - Sob algumas condigoes, alcanca a convergéncia global;
3 - E de facil implementacdo computacional em muitos casos;

4 - Pode ser utilizado para prover dados ausentes ou faltantes.
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A.1.1.2 Desvantagens

1 - Nao fornece, automaticamente uma matriz de variancias e covariancias, para assim,

obterem-se os erros padroes;

2 - Pode ter uma lenta convergéncia;

3 - Em alguns problemas, seu uso pode ser dificultado pela propria forma da verossi-
milhanca ou pela dificuldade de se obter as esperancas condicionadas das varidveis

latentes.
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APENDICE B - Conjunto de Dados

B.1 Dados da aplicacao 4.3.1

Tipo de Escova

Hugger Convencional
Antes Depois Antes Depois
Individuo Sexo Escovacao  Escovacao  Escovacao  Escovacao
1 F 2.18 0.43 1.20 0.75
2 F 2.05 0.08 1.43 0.55
3 F 1.05 0.18 0.68 0.08
4 F 1.95 0.78 1.45 0.75
5 F 0.28 0.03 0.5 0.05
6 F 2.63 0.23 2.75 1.60
7 F 1.50 0.20 1.25 0.65
8 F 0.45 0.00 0.40 0.13
8 F 0.70 0.05 1.18 0.83
10 F 1.30 0.30 1.43 0.58
11 F 1.25 0.33 0.45 0.38
12 F 0.18 0.00 1.60 0.63
13 F 3.30 0.90 0.25 0.25
14 F 1.40 0.24 2.98 1.03
15 M 0.90 0.15 3.35 1.58
16 M 0.58 0.10 1.50 0.20
17 M 2.50 0.33 4.08 1.88
18 M 2.25 0.33 3.15 2.00
19 M 1.53 0.53 0.90 0.25
20 M 1.43 0.43 1.78 0.18
21 M 3.48 0.65 3.50 0.85
22 M 1.80 0.20 2.50 1.15
23 M 1.50 0.25 2.18 0.93
24 M 2.55 0.15 2.68 1.05
25 M 1.30 0.05 2.73 0.85
26 M 2.65 0.25 3.43 0.88

Tabela 11: Resultado do estudo conduzido pela Facul-
dade de Odontologia - USP-SP
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B.2

Dados da Aplicacao 6.3

Com dentifricio

Sem dentifricio

Convencional Monobloco Convencional Monobloco

Antes Depois Antes Depois Antes Depois Antes Depois
1 068 0.62 0.87 0.81 0.81 0.75 0.93 0.87
2 0.64 0.64 0.60 0.60 0.85 0.65 0.90 0.75
3 0.15 0.00 0.50 0.20 0.45 0.20 0.31 0.18
4  0.62 0.25 0.75 0.33 0.62 0.50 0.58 0.45
5 0.25 0.04 0.91 0.37 0.83 0.58 0.70 0.45
6 0.37 0.33 0.50 0.33 0.25 0.16 0.33 0.33
7 0.25 0.20 0.95 0.83 0.91 0.91 0.54 0.54
8 1.37 0.93 1.43 1.31 1.06 1.00 1.80 1.62
9 0.75 0.41 1.33 0.62 0.83 0.83 1.20 1.00
10 0.50 0.33 0.61 0.44 0.44 0.16 0.72 0.38
11  1.33 0.83 1.29 0.66 1.00 0.70 1.08 0.91
12 1.45 0.50 1.66 1.04 1.00 0.50 1.66 1.29
13 1.12 0.41 1.16 0.75 1.12 0.45 1.16 1.16
14  1.12 0.91 0.87 0.50 1.16 1.12 0.83 0.45
15  0.33 0.20 0.58 0.33 0.33 0.29 0.58 0.45
16  0.50 0.29 0.54 0.37 0.29 0.20 0.54 0.45
17 0.58 0.50 0.66 0.66 0.41 0.37 0.50 0.45
18 091 0.62 1.00 0.70 0.62 0.62 1.45 0.83
19  0.30 0.30 0.70 0.50 1.20 0.50 0.90 0.80
20  1.00 0.58 1.08 0.87 0.70 0.37 1.08 1.00
21 0.91 0.41 1.16 0.45 1.33 1.16 0.50 0.45
22 0.50 0.36 1.18 0.63 0.63 0.59 1.50 1.13
23 0.70 0.50 0.70 0.41 0.79 0.75 0.37 0.29
24 0.12 0.08 0.16 0.12 0.29 0.20 0.00 0.00
25  0.37 0.20 0.33 0.25 0.83 0.62 0.33 0.33
26 0.29 0.12 0.00 0.00 0.08 0.00 0.50 0.12
27 0.79 0.29 1.00 0.54 1.00 0.79 0.66 0.45
28 1.20 1.00 0.20 0.10 1.00 0.85 1.05 0.62
29  0.66 0.16 0.83 0.33 0.50 0.16 0.33 0.00
30 0.20 0.10 0.55 0.35 0.80 0.30 0.55 0.15
31 0.85 0.10 0.80 0.25 0.25 0.10 0.35 0.10
32 1.00 0.57 1.21 1.00 1.07 0.78 1.50 1.42

Tabela 12: Tabela com os indices de placa bacteriana an-
tes e depois da aplicacao dos tratamentos para os dentes

anteriores
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APENDICE C - Modelos Multivariados para
Dados Pré-Teste/Pds-Teste

C.1 Testes T - Pareados

Os Testes T sao utilizados quando existem duas amostras tomadas de um mesmo
individuo e que sao naturalmente correlacionadas entre si de tal forma que a observacao
x; da 1* amostra é pareada com a observac¢ao y; da segunda amostra (RENCHER, 2002).
O interesse é estudar a diferenca d; = z; — y;. No caso multivariado, os tratamentos sao

0S mesmos, mas se apresentam mais variaveis simultaneamente.
A estrutura de dados para este planejamento é apresentada na tabela 13.

Suponha que x e y tém distribuicao normal multivariada de forma que a matriz de
variancia-covariancia apresente algum elemento que indique o relacionamento entre estas
variaveis. No caso de um planejamento com medidas pré-teste/pos-teste, podemos consi-
derar estes elementos da matriz de variancia como sendo as correlacoes entre as medidas
obtidas, tal que a medida x;, representa a observagao pos-teste e por conseqiiéncia, y;, a
pré-teste. Nao estd no escopo desta dissertacao a abordagem detalhada desta técnica, de
forma que maiores referéncias estao disponiveis em livros de Analise Multivariada, como
em Rencher (2002) e Johnson & Wichern (2002).

A desvantagem deste tipo de planejamento é que s6 se permite a insercao de uma

tinica covariavel com 2 niveis, que o torna muito restritivo.

Tabela 13: Estrutura do Teste T - Pareado Multivariado

Individuo Amostral Amostra2 d;=x;—y;
1 X1 Y1 d;
2 X2 AP d;
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C.2 Planejamento com Medidas Repetidas

Os planejamentos com medidas repetidas sao realizados quando um individuo tem
alguma caracteristica medida em varios tratamentos diferentes ou em pontos diferentes do
tempo, como define Suyama (1995). Os tratamentos podem ser resultados de testes, uso de
medicamentos, estimulos e muitos outros. Se o individuo ¢ medido em pontos sucessivos
do tempo, entao se pode estar interessado em determinar um polinémio de grau n de
tal forma que uma curva possa ser ajustada para representar a forma de crescimento do
individuo ou o comportamento da unidade experimental. Este tipo de técnica é chamado

de Curvas de Crescimento.

Quando esta se comparando médias dos tratamentos aplicados a cada individuo, esté-
se analisando, portanto, os fatores intra-individuos. Quando se d& a anélise das médias
dos grupos, da-se o nome de analise entre - individuos. Nos planejamentos Pré-Teste /Pos-
Teste ¢é este tipo de abordagem em que se tem interesse: analisar o comportamento destas

unidades experimentais entre os tratamentos e dentro do proprio tratamento.

Normalmente este planejamento é analisado como um modelo univariado chamado de
Split-Splot, com as unidades experimentais aninhadas em um fator, digamos, B que faz
o cruzamento com as repeticoes das medidas, podendo ser definido como um fator A. Este

modelo, descrito desta maneira é representado como:

Yijr = i+ Bi+ Sy + Ar + BAi + €350 (C.1)

Onde A, B e BA denotam os fatores envolvidos e o subscrito (i)j em S indica que os sujeitos
estao aninhados ao fator B. A tabela 14 mostra a forma esquematica de apresentacao deste

modelo.

Os fatores A e B sao considerados fixos e os sujeitos, aleatérios. Uma possivel critica
a esta forma de abordar o problema, a primeira vista, é que um dos pressupostos da
ANOVA ¢ de que os elementos das amostras sao independentes entre si. E muito dificil,
que ao se obter a repeticao da medida em uma mesma unidade experimental, este fato
acima descrito aconteca, pois naturalmente existird uma relacionamento entre as medidas
tomadas consecutivamente. No entanto, pode-se mostrar (Wilks, 1946) que se a matriz da
distribuicao geradora dos dados tiver uma forma especifica, a ANOVA, e por conseqiiéncia,
os testes F envolvidos serao validos. A esta matriz da-se o nome de Matriz Simétrica

Composta (Compound Symmetry) e a sua forma é apresentada abaixo:

Cov(yy) =S =0 [(1 - p)I+ pJ)] (C.2)

Para esta matriz, temos que I é a matriz identidade de ordem n e J é uma matriz quadrada
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Tabela 14: Esquema de k-grupos com Medidas Repetidas

Fator B Fator A - Med. Rep.
(Grupo) Individuos  A; A, ... A,
S11 (Y111 Vi - Y11p) :Y,n
S12 (Y121 Viz2a - Y12p) —Yi2
B, S13 (Y131 Yiz2 - Y13p) Y3
Sln (y1n1 Yin2 e ylnp) :yllln
So1 (YQH Yo12 - Y21p) —Yo
S22 (Y221 Yo22 - Y22p) ZY;Q
B, Sa3 (Y231 Y232 - y23p) —Yo3
Son, (Y2n1 Yon2 - Yan) :y;n
Sk1 (Ykll Yk12 yklp) ZY;cl
Sk (Yk21 Yk22 - yk2p) :}"@
By Sk3 (Yes1 Yes2 - Yksp) =Yis
Skn (Yknl Yekn2 - Yknp) :y;gn

preenchida por 1’s.

Como visto em (C.2), os efeitos aleatorios para cada individuo é constante e a variancia
entre individuos também é constante. A desvantagem, portanto, é que normalmente em
dados Pré-Teste/Pos-Teste, a variabilidade entre - individuos nao é constante, o que pode
diminuir a flexibilidade do modelo e levar a inferéncias erroneas. Feita estas consideracoes,

nosso modelo nao mais ANOVA, mas sim, MANOVA e agora pode ser definido como:

Yi; = 1 + B; + €5 (C-3)

Para o modelo em (C.3) temos que y;; é o vetor das medidas obtidas do sujeito S,

B; ¢ um vetor com os p efeitos principais para o fator B e €;; é o vetor aleatorio dos erros,
onde € ~ N, (0,%).

C.2.1 Procedimento de Analise

Para analisar o modelo de medidas repetidas em (C.3), inicialmente testa-se o fator
A, comparando-se as médias das variaveis y;,i = 1,...,p contra as médias dos niveis de

B, lembrando-se que as p variaveis correspondem aos niveis de A. O vetor de médias
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w;i = 1,k correspondem aos niveis do fator B e sao estimados por y; .0 = 1,....k.
Definimos também g = Zle pi/k. O estimador de p =y, = Zle yi./k.

A estatistica de teste é:

T? = N(Cy.) (CSpC)™(Cy.) (C.4)

Onde a estatistica em (C.4) ¢ distribuida por uma T? ~ e Fr-1N-p1 (p
medidas repetidas em N=)n; individuos). Sy é a matriz de variancia estimada do

k . )
modelo, S; = A5 Y7 (z; — T)(x; — ) e Sy = Zi:é (lnn_lis
i

A matriz C forma o contraste entre os niveis dos fatores. No caso do modelo em
(C.1), deve existir um Cp, contraste para testar os efeitos de A, Cg, para os efeitos de
B e Cga para os efeitos de BA. Estas matrizes devem ser ortogonais e dessa maneira, a

estatistica T2 fica independente de C. A matriz C em geral deve ter posto p-1.
Exemplo

Suponha que estamos tratando de um modelo semelhante a (C.1) somente onde A

tem 2 niveis e B também tem 2 niveis (p=2 repeticoes). Entao, deseja-se testar:

ellator A

Ho : poy + pig = 3 + iy
Hywpy + py 7 g + 14

A matriz correspondente é dada por:
Ca = [ 1 1 -1 -1
eFator B

Ho @ pig + py = g + pis
Hycopuy + iy 7 pg + p3

A matriz correspondente é dada por:

CBZ[I -1 -1 1

el'ator BA
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A interacao entre A e B é obtida pela multiplicacao de cada linha de Ca por cada

linha de Cg. Entao, o resultado é:

CBA:[l -1 1 -1 ]

Para finalizar os testes, basta verificar se as estatisticas T obtidas sdo significantes

em determinado nivel de confianca de 100(1 — «)%.
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#H#H st Algoritmo E-M para o modelo de SAHU
# Parametros
# beta, s2u,s2e,rho
#
#Funcdo Lambda
#Calcula o lambda em fungdo dos dos parametros
lambda=function(rho,s2u,s2e)
{

lamb=rho*s2u/s2e

return(lamb)
}
HEHSH RS RS RS RS R SRS R S R R R
#Funcdo esp.U
# Calcula a Esperanga do vetor
# variaveis latentes no 1° e 2° momentos.
esp.U=function(beta,rho,s2u,s2e,X,Y)

{

mu=(Y-as.vector (XV*/beta))
var.e=rho~2*s2u+s2e
lamb=lambda(rho,s2u,s2e)
#Esperanga do primeiro momento
espu=(rho*sqrt (s2u) *mu) /var.e+
(dnorm(lamb*mu/sqrt(var.e),0,1)/
pnorm(lamb*mu/sqrt(var.e),0,1)) *sqrt(s2e/var.e)
#Esperanga do segundo momento
espu2= s2ux(rho*mu/var.e) 2+s2e/var.e+

(dnorm(lamb*mu/sqrt(var.e),0,1)/pnorm(lamb*mu/sqrt(var.e),0,1))*

rho*xsqrt (s2u*s2e)*mu/var.e~(3/2)

res=1list (U=espu,U2=espu2)

return(res)

}

#####Calculo da Log-verossimilhanga
logver=function(beta,rho,s2u,s2e,e.u,e.u2,X,Y)
{

mu=as.vector (X)*%beta)

n=length (X)
lv=-n/2x%1log(s2e)-(1/(2*s2e) ) * (sum((Y-mu) ~2) -

112
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2xsum ( (Y-mu) *e.u) *rhoxsqrt (s2u) *x+
rho~2*s2u*sum(e.u2))-1/2*sum(e.u2)
return(lv)
}
HEH B HAEHBH U H B F R H A F R HEF RS HEH SR RS H R0
#Algoritmo propriamente dito
#0 programa a seguir realiza os calculos
#necessarios para a estimagdo dos parametros
alg.EM=function(beta,rho,s2u,s2e,X,Y,tol=1.0E-5,iterm=1000)
{
t0=c(rho,s2u,s2e)
t1l=numeric(0)
fat=1
j=0
while(tol<fat & iterm>j)
{
#Passo E
e.u=esp.U(beta,t0[1],t0[2],t0[3],X,Y)
#Passo M
#Atualizagdo de beta
beta.i=as.vector(solve (t (X)%*%X) %*/t (X)%*%(Y-t0[1] *sqrt (t0[2]) *e.u$U))
mu=as.vector (Y-X%*%beta.1i)
#Atualizagdo de rho
t1[1]=sum(mu*e.u$U)/(sqrt(t0[2]) *sum(e.u$u2))
#Atualizagdo de s2u
t1[2]=(sum(muxe.u$U)~2)/(t0[1]*sum(e.u$U2))~2
#Atualizagdo de s2e
#
t1[3]=(sum(mu) ~2-2xt1[1] *sqrt (t1[2]) *sum(mu*e.u$v) +
t1[1]1~2*t1[2] *sum(e.u$U2)) /nrow(X)
#Calculo da logver
e.ul=esp.U(beta.i,t1[1],t1[2],t1[3],X,Y)
1lvO=logver(beta,t0[1],t0[2],t0[3],e.u$U,e.udU2,X,Y)
lvi=logver(beta.i,t1[1],t1[2],t1[3],e.ul$U,e.ul$v2,X,Y)
fat=abs((1v1i-1v0)/1v1)
beta=beta.i
t0=t1;j=j+1
}

return(list (beta=beta,rho=t0[1],s2u=t0[2],s2e=t0[3],logv=1vl,iter=j))
+

#### Bootstrap

indiv=unique (usar$ind)

usr=usar

N=500
param=list(beta=matrix(0,nc=8,nr=N),rho=numeric(N),
s2u=numeric (N) ,s2e=numeric(N))

for(j in 1:N)
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{

samp=sample (indiv,24,replace=T)

for( i in 1:24)
{

usrl[c(2*i-1,2%i),]=usar[usar$ind==samp[i],]

}

X=model.matrix(~sexo:esc+sexo:esc:lant-1,usr)

Y=usr$ldep
rho=-10

s2e=1

s2u=0.1
betal=rep(0,8)
eps=1

while (eps>1.0E-6)
{
a=esp.U(betal,rho,s2u,s2e,X,Y)
e.u=a$u
e.u2=a3Uu2

rm(a)

10=logver (betal,c(rho,s2u,s2e),e.u,e.u2,X,Y)
est=optim(par=c(rho,s2u,s2e),fn=logver,X=X,Y=Y,

e.u=e.u,e.u2=e.u2,beta=betald)
rho=est$par[1]
s2e=est$par[3]
s2u=est$par[2]

betal=as.vector (solve (t (X) %*%X) %x¥%t (X)) %*% (Y-rhoxsqrt (s2u) *e.u))
11=logver(betal,c(rho,s2u,s2e) ,e.u,e.u2,X,Y)

eps=abs((11-10)/10)
}
param$betalj,]=betal
param$rho[jl=rho
param$s2uljl=s2u
param$s2e[jl=s2e
}
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APENDICE E - Programas em WinBUGS

#### Modelo Bayesiano ####
#Priori t-student para Rho e tau=precisdo da t-student#

Modelo

{

for(i in 1:N)

{

for(j in 1:nc)

{
mu.ili,jl1<-b[j1*(X[i,j])
}

+

#Efeitos Aleatdrios
for(i in 1:32)

{

etali] “dnorm(0,1)I(0,)
}

for(i in 1:N)

{

for(j in 1:32)

{
ea.il[i,jl<-etal[jl*(eali,jl)
+

+

#Construgdo da verossimilhanga
for(i in 1:N)

{
muli]<-sum(mu.i[i,])+rho*sqrt(s2eta)*sum(ea.i[i,])
y[i]l“dnorm(mul[il,tau2ni)

}

#Prioris ndo-informativas
#prioris dos coeficientes
for(i in 1:nc)

{

b[i] “dnorm(0,1.0E-6)

}
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correc<-0.7978846x1ambda/sqrt (1+pow(lambda,?2) ) *sqrt (s2)
for(j in 1:4)

{
bc[jl<-b[jl+correc
}

#Modelo 1

#Prioris preciséo
#tau2ni~dgamma(1.0E-3,1.0E-3)
#tau2eta~dgamma(1l.0E-3,1.0E-3)
#s2ni<-1/tau2ni
#s2eta<-1/tau2eta

#Modelo 2

tau2ni~dgamma(1.0E-3,1.0E-3)

s2ni<-1/tau2ni

#Priori para o modelo 2 - Priori de Kummer n&o informativa
tau2r~dgamma(1l.0E-2,1.0E-2)

s2eta<-2.467401*tau2r*s2ni

#lambda e S2
lambda<-rho*sqrt (s2eta/s2ni)
s2<-s2ni+pow(rho,2) *s2eta

#locacao da t
#loc<-2.467*s2ni/s2eta

#Geragdo da t com 1/2 graus de liberdade (Metropolis-Hastings)

zero<-0

rho~dflat ()

phi<--0.5%log(1/tau2r)+(3/4)*log(1+2*pow(rho,2)*tau2r)
zero~dpois (phi)

}
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