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Resumo

RAMOS, A. F. Simetrias de Lie e modelagem estocastica da regulagao da
expressao génica. 2008. 82 f. Tese (Doutorado) - Instituto de Fisica de Sao
Carlos, Universidade de Sao Paulo, Sao Carlos, 2008.

Nesta tese, mostramos que o modelo estocéastico binario para expressao génica, por
um gene auto-regulado, possui solu¢ao completa. A solu¢ao dependente do tempo é
escrita via expansao em termos das func¢oes de Heun confluentes. Apresentamos um
exemplo de dinamica estocastica desse gene. Para tal, desenvolvemos uma relagao de
recorréncia entre derivadas arbitrarias das funcoes de Heun confluentes. Mostramos
também que o regime estacionéario deste modelo possui simetria de Lie SO(2,1)
tipo Lorentz. Esta simetria é andloga a simetria do momento angular, porém com
um sinal “errado”. O invariante desta algebra define a meia-vida relativa do regime
dinamico do gene. O equivalente do momento angular azimutal é uma medida
indireta do nivel de atividade do gene. Os operadores levantamento e abaixamento
conectam diferentes processos estocasticos de expressao proteinica. As flutuacoes
destes processos estocasticos sao classificadas em termos das relagoes entre os
etiquetadores de um elemento da representacao da algebra. No arcabouco da teoria
dos grupos, o modelo estocastico para um gene externamente regulado aparece
como um caso particular do modelo para um gene auto-regulado. Mostramos, por
fim, uma comparacao entre estas duas estratégias de regulacao. Demonstramos
que um gene auto-regulado pode expressar proteinas em regimes sub Poisson,
Poisson ou super Poisson. Por seu turno, o gene externamente regulado somente
expressa proteinas em regimes Poisson ou super Poisson. Portanto, num processo
estocastico, a auto-regulagao mostra-se como uma forma de controle mais precisa.
Também mostramos que a dinamica de genes auto-regulados possui meia-vida mais
curta que a de genes externamente regulados. Ou seja, a auto-regulacao permite
respostas mais rapidas a perturbacoes externas.

Palavras-chave: Simetrias de Lie. Regulagao génica. Métodos estocasticos. Funcoes
especiais.



Abstract

RAMOS, A. F. Lie symmetries and stochastic modeling of gene expression
regulation. 2008. 82 f. Thesis (Doctoral) - Instituto de Fisica de Sao Carlos,
Universidade de Sao Paulo, Sao Carlos, 2008.

In this thesis we show that the stochastic binary model to protein synthesis by an
auto-regulated gene is completely solvable. The time-dependent solution is written
in terms of the confluent Heun functions. We present an example of probability
dynamics to this gene. To get that, we developed a recurrence relation between
arbitrary derivatives of the confluent Heun functions. We also show the existence
of a Lorentz-like Lie symmetry SO(2,1). This is an analogous to the angular
momentum symmetry but presenting one wrong sign in its preserved form. This
invariant defines the relative half-life of the dynamical regime of the gene. The
equivalent of the azimuth angular momentum measures indirectly the activity level
of the gene. The ladder operators connect distinct stochastic processes of protein
synthesis. The fluctuations of these processes are classified in terms of the relation
between labeling numbers of a representation of the algebra. In the group theory
formalism, the stochastic model to an externally regulated gene is a particular case
of the model to an auto-regulated gene. We compare these two gene regulation
strategies, and show that the auto-regulated gene can synthesize proteins into
the super Poisson, Poisson, and sub Poisson fluctuating regimes. The externally
regulated gene only presents the super Poisson and Poisson regimes. Therefore, the
auto-regulation is responsible for a more precise control of gene expression. We also
show that the dynamics of the auto-regulated genes has a shorter half-life. Thus,
the auto-regulation permits faster responses of the system to external perturbation.

Keywords: Lie symmetries. Gene regulation. Stochastic methods. Special functions.



Sumario

1 Introducao

2 Um modelo estocastico para expressao génica
2.1 A expressao genica . . . ... ...
2.1.1  Modelo simplificado . . . . . .. ...
2.2 Modelo estocastico . . . . . .. ...
2.2.1 Equagoes de Markov . . . . .. ... L o
2.2.2 O método das fungoes geratrizes . . . . . . . .. ...
2.3 Solucao na base de autofungoes . . . . .. ... oo L

3 Regime estacionario e simetrias
3.1 A teoria matematica das simetrias . . . . . ... ...
3.2 O regime estacionario . . . . . . . ... ..o
3.2.1 Gene auto-regulado . . . . . ... Lo
3.2.2  Gene externamente regulado . . . ... ..o o000
3.3 Simetriade Lie . . . . . . . ..
3.4 O significado biologogico dos operadores algébricos . . . . . .. .. .. ..
3.5 Dominio biologico dos parametros algébricos . . . . . . . ... ... L.
3.5.1 Nivel de atividade dogene . . . . . . .. . ... .. ... .. ...
3.5.2 Classificacao da estrutura das flutuagoes . . . . . . . .. ... ...

4 Dinamica estocastica
4.1 Solugao geral em termos das funcoes de Heun . . . . . . . .. ... .. ..
4.1.1 Probabilidades . . . . . . . .. . ...
4.1.2 Derivadas das autofungoes . . . . . . .. ... L.
4.2 Dinamica estocastica . . . . . . . . ... L

5 Os genes auto e externamente regulados
5.1 Regime estaciondrio . . . . . . . . . ..o
5.1.1 Flutuagoes . . . . . . . . .
5.1.2  Distribuigoes de probabilidades . . . . . ... ... ... ... ...
5.2 Dinamica . . . . . . L e

6 Conclusoes
A Derivagao das autofungoes

B Algebra de Lie de dimensio infinita

11

13

19
19
20
21
21
23
25

28
28
32
32
34
36
38
38
40
42

46
46
48
20
ol

54
35
25
26
29

62

70

75



C Relagao de recorréncia para derivadas n-ésimas

78



Capitulo 1

Introducao

Compreender como a informacao genética armazenada no genoma é convertida em
funcao celular é um dos problemas centrais da Biologia. Muito se avangou neste campo
nos ultimos 50 anos, e 0s mecanismos basicos da regulagao do controle da transcricao do
RNA, e consequentemente da sintese de proteinas em procariontes, foram caracterizados
em experimentos com o fago A [1] e o operon-lac [2]. No entanto, a despeito dos muitos
dados gerados durante a era genomica, diversos fendémenos biofisicos ocorridos no interior
celular permanecem incompreendidos. Um exemplo é a precisao espacial e temporal com
que os gene sao expressos no processo de segmentacao de um embriao de Drosophila
[3]. O estabelecimento e decodificagao do codigo genético responde que proteina sera
sintetizada a partir de um gene, mas nao quando e onde esta sintese manifestar-se-a.
Em contraste com a beleza do codigo genético, universal e simétrico, os mecanismos de
expressao génica revelam uma enorme complexidade e forte correlacao com a espécie
investigada. A questao tedrica central resume-se nao somente a intrinseca complexidade
da dinamica da matéria viva, mas também & auséncia de modelos quantitativos simples
que possam ser utilizados como pontos-de-partida, e também blocos basicos, na construcao
de modelos mais detalhados.

Dai surge a motivac¢do para o estudo de um gene isolado, [4, 5, 6]. Esta estratégia de
decomposicao de um sistema em suas componentes é bastante 1itil pois, estes componentes

sao constituidos por um niimero menor de elementos e executam uma fungao especifica no
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circuito génico. Esta abordagem pode ser empregada experimentalmente, computacional-
mente e teoricamente e deve contemplar a estocasticidade inerente ao interior celular.
Esta aleatoriedade deve-se ao pequeno ntimero de copias de moléculas reagentes na célula
e era prevista ha mais de meio século [7].

Experimentalmente, uma rede génica sintética ou natural é investigada pela detecgao
das intensidades luminosas de células em que proteinas fluorescentes sdo expressadas [8,
9, 10, 11, 12, 13, 14, 15, 16, 17, 18, 19, 20, 21, 22, 23, 24, 25, 26|. As redes génicas
sintéticas podem ser construidas para o estudo da auto-regulacao [8, 9, 10|, o genetic
toggle |11|, o sistema repressilator 12|, propagacao de flutuagoes |13, 14|, e assim por
diante. Estas redes sintéticas também sao tteis a classificagao das fontes das flutuacoes
em intrinsecas e extrinsecas [15, 16]. As primeiras devem-se & flutuagoes inerentes a
ocorréncia ou nao de uma determinada reagao quimica. As segundas sao um computo das
flutuagoes transmitidas pela variacao no nimero de fatores de transcricao, polimerases,
ribossomos, etc. Entre as redes génicas naturais, dois sistemas sao amplamente utilizados,
especificamente, lac operon [25] e o fago A [26], tidos como sistemas modelo no estudo da
regulacao génica.

O avanco na investigacao experimental quantitativa da expressao génica motivou um
aumento significativo na modelagem destas redes |27, 28, 29, 30, 31, 32, 33, 34, 35, 36,
37, 38, 39, 40, 41, 42, 43, 44, 45|. Simulag¢oes computacionais foram realizadas com
auxilio do algoritmo de Gillespie [46]. Estas foram aplicadas com sucesso na investigagao
do circuito decisorio do fago A\ |27, 28|. A vantagem da aplicagdo desta técnica é o
fornecimento de uma descrigao da rede génica, tao detalhada quanto requerida, em termos
das reacoes quimicas ocorridas. Por outro lado, essas simulagoes requerem longas horas
de processamento e, para cada conjunto de parametros, uma nova simulacao [47].

Aqui ressaltamos a importancia de modelos que possuam solucao analitica. De posse
destas, rapidamente obtemos inferéncias acerca do comportamento quantitativo e qualita-
tivo do sistema modelado. Estas solucoes sao obtidas a partir de equagoes macroscopicas,
mesoscopicas ou microscopicas [48]. As primeiras lidam com equagoes para a concentragao

dos reagentes, as segundas abordam as probabilidades de ocorréncia de um determinado
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numero de reagentes e as terceiras consideram equacoes de movimento para cada uma das
moléculas reagentes. Modelos deterministicos foram aplicados para a descri¢ao de experi-
mentos com o fago A [29] e com o operon lac |30], sem a inclusdo do papel das flutuagoes.
Estas, no entanto, foram introduzidas via técnica de Langevin [31]. Alternativamente, ha
sofisticagoes recentes desta metodologia em que os agentes causadores das flutuagoes sao
decompostos termo a termo [32, 49, 50].

Investigacoes em termos de equacoes mestras lidam principalmente com componentes
abstratas de uma rede. Em geral estes oferecem conceitos gerais para o entendimento do
papel das variagoes na sintese proteinica |33, 34, 35, 36, 37, 38, 51, 39, 40, 41, 42, 43,
44, 45]. Alguns destes trabalhos consideram apenas o desvio padrao calculado a partir
de equagoes mestras [38, 51, 44, 45]. Tal abordagem mostra-se ttil quando distribuigoes
de probabilidade com um pico sao estudadas. No entanto, mostrar-se-a imprecisa quando
distribuicoes com multiplos picos forem objeto de estudo. Uma descricao mais acurada
requer distribuicoes de probabilidade explicitas, as quais podem ser obtidas analiticamente
[37, 41, 43]. Nesta abordagem, as flutuagoes devidas a criacao e degradagao aleatorias dos
mRNA e proteinas pode ser modelada com boa precisao. No entanto, fontes externas de
flutuacao como variagoes no numero de RNA polimerases, indutores ou temperatura nao
sao levados em conta. Neste contexto, um modelo que lida com a estocasticidade advinda
dos processos de cria¢do e degradagio proteinica é tratado aqui [37].

Simetrias em biologia

Embora um sistema complexo per se [52], a teoria das simetrias revela-se bastante util
na abordagem de problemas fisicos ou bioldgicos. Em Biologia, as simetrias baseadas na
geometria de um organismo possuem uma longa histéria. Desde a classificagao de Lin-
naeus, as simetrias sao um aspecto essencial na taxonomia das flores. Neste esquema, a
linaria (Linaria vulgaris) foi considerada em termos da simetria irregular de suas flores,
que possuem um plano de invariancia por reflexdao. A descoberta de uma linaria regular,
flores apresentando miultiplos planos de simetria, sugeria o aparecimento de uma nova,
e completamente diferente, espécie. Linnaeus, porém, classificou-a como uma “transfor-

macao”’ da linaria comum e a chamou de Peloria, 'monstro’ em grego. Esta hipotese levou
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duzentos anos para ser comprovada, sob abordagem de Biologia Molecular. Um gene, ci-
cloidea, apresenta um gradiente de ativacao no botao da flor e, por isso, a flor desenvolve-se
assimetricamente. Nos mutantes regulares, este gene é completamente reprimido ao longo
do botao e isto possibilida um desenvolvimento uniforme da flor. Nas flores, de uma
maneira geral, considera-se que aquelas que apresentam simetria regular sao ancestrais as
irregulares, o que mostra consequéncias evolutivas tanto das simetrias quanto das quebras
das simetrias florais [53, 54, 55]. No caso das capsulas virais, as simetrias originam-se do
fato que estas estruturas estdo em um minimo de energia [56|. Este fato foi demonstrado
com a constatagao de que particulas virais isoladas agregam-se espontaneamente em forma
de bastao, o que indica ser esta a estrutura estavel da capa proteinica viral. Ja a simetria
icosaédrica deve-se a composicao da capa viral por unidades idénticas, as quais apenas

podem arranjar-se em alguma simetria ctbica [57].

Apesar da importancia das simetrias em objetos, grupos discretos e cristalografia,
dirigimo-nos as simetrias de um processo, ou simetrias dinamicas, presentes nas equacoes
que governam um fenémeno. Estas simetrias protagonizaram o desenvolvimento da fisica
moderna. Em Fisica Atomica, a descricao completa do atomo de hidrogénio foi desen-
volvida em termos das simetrias continuas de Lie [58]. O trabalho seminal de Pauli [59|
mostrou que a simetria rotacional de um sistema sob acao de uma forca central nao era
suficiente para capturar as degenerescéncias no espectro de um problema Kepleriano. A
adi¢ao do vetor de Runge-Lenz como uma quantidade conservada explica a degenerescén-
cia causada pelo vetor momento angular e estabelece a simetria ortogonal quadridimen-
sional do atomo de hidrogénio. Outro aspecto importante da Teoria dos Grupos na
Teoria Atomica advém da descricao de atomos multi-eletronicos, sistemas reconhecida-
mente complexos se considerarmos a equacao de Schrodinger do sistema completo. Ao
invés disso, uma regra de composicao entre funcoes de onda de atomos de hidrogénio foi
encontrada para uma descri¢ao aproximada do nivel fundamental do sistema completo,
chamado determinante de Slater [60]. A classificagdo das particulas elementares deve-se
a conceitos de Teoria dos Grupos, propostos no “ Eightfold way’ independentemente, por

Gell-mann e Ne’eman [61]. Aqui, um espago vetorial abstrato tém seus elementos consid-
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erados como particulas elementares. O grupo de simetrias que emerge desta classificagao
é 0 SU(3) (grupo especial unitdrio tridimensional ). As simetrias também sdo uteis em
Fisica Molecular para a geragao de espectros e amplitudes de transicao [62, 63].

Um dos resultados importantes desta tese é considerar a aplicacao das simetrias
dindmicas & modelagem estocastica da expressao génica. A simetria de Lie SO(2,1)
foi desvelada nas equacgOes mesoscOpicas de um gene bimodal isolado, resultado pu-
blicado recentemente por noés [42|. As implicagbes biologicas deste fato sdo precisas:
o invariante da algebra caracteriza a meia-vida da dinamica do gene; o nivel de atividade
do gene é caracterizado pelo “momento angular azimutal”; os operadores escada conec-
tam diferentes processos estocasticos de expressao génica; o regime de flutuacoes destes
processos é caracterizado pela relacao entre etiquetadores de uma representacao; o mod-
elo para um gene externamente regulado é um caso particular do modelo para um gene
auto-regulado. A simetria descoberta possui interpretacao biologica direta e, por isso,
este ferramental possui aplicacao potencial na area. Especificamente, na elaboracao de
uma regra de composicao entre dois ou mais genes.

Funcoes de Heun

A equacao de Heun é uma generalizacao das equacgoes diferenciais de segunda ordem
[64, 65, 66, 67, 68, 69]. Ela possui quatro singularidades e é bastante importante em
fisica matematica. Isto pois, casos especiais dessa equacao, incluem as equacoes hiperge-
ométricas, as hipergeométricas confluentes, Lamé, Bessel, Legendre e Laguerre [65]. Estas
funcoes sao aplicadas em relatividade geral, na descricao de um buraco negro sob per-
turbagoes lineares |[66|. As propriedades matematicas desta funcdo sdo objeto de intensa
investigagao [65, 67, 68, 69]. Nesta tese, as fun¢oes de Heun aparecem em sua forma
confluente, formando a base de autofuncoes em que expandimos a solucao dependente do
tempo do modelo estocastico para o gene auto-regulado. De posse destas solugoes, obtive-
mos um exemplo de dinamica estocastica desse gene. Para o calculo das probabilidades,
desenvolvemos uma relacao de recorréncia entre derivadas arbitrarias dessas funcoes.

Controle da regulacao génica

Um tema candente na busca por mecanismos moleculares subjacentes a evolucao
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das espécies é compreender o papel da regulacao da expressao génica neste processo
[70, 71, 72]. O sequenciamento dos genomas revelou que o aumento no nimero de
genes nao implica em maior complexidade, e. g., o verme (C. elegans) possui apro-
ximadamente 20 mil genes enquanto a mosca-das-frutas (Drosophila) possui menos de 14
mil. Por seu turno, a mosca apresenta maior diversidade de células e tecidos. Aqui entra
a regulacao da expressao génica, que pode estar no cerne de grande parte da diferenciacao
entre espécies e dentro destas. Nesse contexto, é mister analisar diferentes estratégias de
regulacao e seus efeitos na expressao génica. Sendo assim, analisamos comparativamente
os genes auto e externamente regulados. Mostramos, partindo de um modelo estocéstico,
que a auto-regulacao permite sintese proteinica em regimes de baixa flutuacao. Ou seja,
resulta num controle mais estrito do nimero de proteinas produzidas pelo gene. Este
resultado, embora ja previsto na literatura e medido experimentalmente, nao havia sido
obtido a partir de equacoes estocésticas. Também verificamos que um gene auto-regulado
pode ser mais rapido na resposta a perturbacoes que o tirem de um regime estacionério.
Estes resultados também ja estao presentes na literatura, porém baseados em modelos
deterministicos.

Esta tese é dividida em quatro Capitulos. A divisao visa apresentar o modelo qualita-
tivo e quantitativo que trataremos nesta tese, juntamente com sua solucao completa, no
inicio, Capitulo 2. Os Capitulos restantes sao devotados a exploracao destes resultados.
O Capitulo 3 trata da investigacao do papel da simetria de Lie do regime estacionario.
Um exemplo de dinamica probabilistica é apresentado no Capitulo 4. No Capitulo 5 faze-
mos uma analise comparativa dos modelos estocésticos para os genes auto e externamente

regulados. Por fim, no Capitulo 6, apresentamos nossas conclusoes.



Capitulo 2

Um modelo estocastico para expressao

génica

Neste capitulo discorremos acerca da expressao génica. Apresentamos o modelo que
consideramos para a sintese proteinica. Em seguida abordamos este modelo em termos de
equacgoes de Markov. Estas possuem solucoes analiticas que sao calculadas via metodo das
funcoes geratrizes, tanto em regime estacionario quanto dinamico. As soluc¢oes do modelo
sao obtidas ao escrevermos as equacoes mestras em formalismo de autovalores. Obtemos as
autofuncoes, as quais sao as fungoes de Heun confluentes. Por fim, escrevemos as solucoes

completas das equacoes de Markov como uma expansao sobre a base das autofuncoes.

2.1 A expressao génica

Um modelo que vise abarcar a expressao génica por completo, tal qual esta é compreen-
dida atualmente, requer a consideragao de diversos fenomenos [73|. Nesta tese utilizamo-
nos de uma versao muito simplificada deste modelo. Todavia, este esquema mostra-se
suficiente para compreendermos o papel da regulacao da transcricao génica no controle

da populacao de proteinas numa célula.
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Gene externamente regulado Gene auto-regulado

Xk

Figura 2.1: Um modelo simplificado para expressio génica

2.1.1 Modelo simplificado

Nesta tese, quando utilizarmos o termo expressao génica, teremos em mente o esquema
apresentado na Figura 2.1. Nesta, o gene é composto por um sitio promotor e um sitio
operador. Ao sitio promotor liga-se a RNApolimerase (RNAP) para iniciar o processo
de sintese proteinica. Ao sitio operador liga-se uma proteina reguladora do processo de
sintese proteinica. Também consideraremos que os processos de transcricao e traducao
sao acoplados e chama-lo-emos simplesmente de sintese proteinica. Isto implica considerar
que as proteinas sao criadas diretamente a partir do gene, sem que exista o mRNA como
agente intermediario da expressao do gene. Convencionaremos que o gene estara em estado
reprimido se houver uma proteina reguladora ligada ao sitio operador. Caso contrario, o
gene estara em estado ativo.

A taxa de sintese proteinica depende de o gene estar em estado ativo ou reprimido e é,
respectivamente, k ou yk, onde k£ é um ntmero real positivo e y é um niimero real entre
zero e um. A degradacao das proteinas independe do estado do gene e ocorre com taxa p
real positiva. O ntimero de proteinas sintetizadas pelo gene é dado por n e é um inteiro
positivo.

A proteina reguladora da expressao do gene pode fazé-lo negativa ou positivamente. A
regulacao sera negativa se a presenca de proteinas reguladoras induzir o gene a expressar
em estado reprimido. Caso contrario a regulagao serd positiva. Nesta tese trataremos a

regulagao como negativa. O leitor interessado em analisar resultados referentes a regu-
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lagao positiva pode obté-lo diretamente dos resultados que apresentaremos se inverter a
interpretacao dos estados do gene: ativo torna-se reprimido e vice-versa.

A proteina reguladora da expressao do gene pode ser codificada por ele mesmo. Neste
caso o gene é chamado auto-regulado. Como escolhemos a regulacao negativa, a taxa
de ligamento das proteinas ao sitio operador é proporcional ao nimero destas na célula,
nh, sendo h um parametro de proporcionalidade. A taxa de desligamento da proteina
reguladora do sitio operador é dada por f . Tanto f quanto h sao nimeros reais positivos.
Vale advertir que a dependéncia funcional em n pode ser nao-linear. Por exemplo, ha
autores que adotam dependéncia quadratica |44].

Quando a proteina reguladora é expressa por outro gene, este é chamado externamente
regulado. A taxa de ligamento da proteina ao sitio operador nao apresenta dependéncia
funcional em n e é dada por h. A taxa de desligamento é dada por f Novamente f eh
sao numeros reais positivos. Estes parametros podem apresentar dependéncia funcional
em outras varidveis que nao o nimero de proteinas expressas pelo gene ao qual se referem,

conforme foi adotado em [43].

2.2 Modelo estocastico

Apresentamos um modelo estocastico para um gene auto-regulado e/ou sob re-
gulacao externa. O modelo contera os dois processos aleatorios da secao anterior, um
deles representando criagao e destruicao de proteinas. O segundo representa a mudanca
aleatoria entre os estados ativo e reprimido do gene que, nesta tese, designaremos como

chaveamento génico.

2.2.1 Equagoes de Markov

O sistema mostrado na secao anterior pode ser modelado estocasticamente em termos
de um processo de Markov de um passo. Neste caso, a variavel estocastica varia pela
unidade, com o tempo, a taxas definidas. Probabilidades dependentes do tempo sao

associadas aos valores permitidos a variavel aleatéria. A probabilidade de o sistema estar
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num estado varia positivamente com o tempo se, ocorrer uma transformacao que traga o
sistema para este estado. Caso contrario, se a transformacao tirar o sistema deste estado,

a probabilidade varia negativamente.

Nas equacoes do modelo, o niimero de proteinas livres na célula, n, e os estados do
gene, ativo e reprimido, sao tratados como as variaveis aleatorias. A probabilidade de o
gene codificador desta proteina estar em estado ativo quando n proteinas sao encontradas

dentro da célula é «,,. A probabilidade de o gene estar reprimido é (3,. As equacdes do

modelo sao:
d;;” = kla_1 — ap] + pl(n + Dy — nay| — (hin + he)ay, + fBa, (2.1)
dd_ﬁtn = XE[Ba1 = Bal + pl(n 4 1)Bus1 — nBu] + (han + ha)ay, — [, (22)

onde as constantes k e yk sao, respectivamente, as taxas de criacao de proteinas quando
0 gene assume os estados ativo e reprimido. As proteinas sao degradadas com taxa p.
A taxa com que uma proteina reguladora desliga-se do sitio operador é f As taxas
hi e hy representam taxas de ligamento das proteinas reguladoras aos sitios operadores.
No gene regulado externamente, esta taxa nao apresenta dependéncia em n, portanto
escolhemos h; nulo. No gene auto-regulado a taxa de ligamento da proteina reguladora
ao sitio operador é dependente do nimero de proteinas expressas pelo gene. E, conforme
afirmado anteriormente, escolhemos dependéncia linear em n e a taxa hy nula. Em caso de
hs nao nulo, o gene sera auto e externamente regulado, como pode ocorrer em organismos

mais complexos |74].

As equagoes (2.1) e (2.2) representam os processos quimicos efetivos representados
na Tabela 2.1 abaixo. Neste caso, dois processos de criacao e degradacao sao acoplados
através do chaveamento génico. Os processos de criacao e degradacao sao modelados em
termos de distribuigcoes de Poisson e representam os dois modos de sintese de proteinas.
Ou seja, no regime estaciondario, o nimero médio de produtos da reacao é dado por, respec-
tivamente, k/p e xk/p para os estados ativo e reprimido do gene. O acoplamento entre

estes dois eventos Poissonianos é dado em termos das taxas f e h;. A mudanca de esta-
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dos aleatoéria entre estados de sintese proteinica corresponde ao chaveamento génico. Um
sistema, que transita fortuitamente entre dois estados é chamado, em teoria dos métodos

estocasticos, de processo do telégrafo aleatorio |75].

Tabela 2.1: Processos quimicos
Criagao e degradacao de proteinas

Reagao Simbolo  Taxa Estado do gene
Degradacao proteinica M= p Irrelevante
Sintese proteinica ) — M k Livre
xk Reprimido

Chaveamento génico

Reacao Simbolo  Taxa Regulagao
Desligamento O — O, f Irrelevante
Ligamento Oa — 0O  hin Auto
ha Externa

O acoplamento de dois processos aleatorios distintos induz a existéncia de duas taxas
de decaimento para o equilibrio. Uma advinda dos processo de criagao e degradagao
proteinica, dada por p. A segunda taxa, devida ao chaveamento génico, é f—i— hy para um
gene sob regulacio externa [75] e f + hik/(p + hy) para o caso auto-regulado, conforme
calculado recentemente por nos [42]. Note que a taxa de decaimento de um gene auto-
regulado possui depéndencia com as taxas de criacao e degradacao. Isto é causado pela
dependéncia em n da taxa de ligamento, o que leva a um acoplamento mais forte entre

os dois processos aleatorios modelados.

2.2.2 O método das fungoes geratrizes

As equagoes de diferenga-diferenciais acopladas, (2.1) e (2.2), podem ser transformadas

nas seguintes equacoes diferenciais parciais acopladas:

da
ot

9 _ (z—1) (szﬁ — pg—f) + hlza—a + haa — 13, (2.4)

=(z—-1) (ka — ,0(;—3) - h12’g—j — haav + f13, (2.3)

ot 0z
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que resultam da aplicacao de uma generalizacao do método das funcoes geratrizes. Neste
formalismo, as probabilidades sao tratadas como coeficientes de uma expansao de Taylor

de uma funcao analitica na variavel z, explicitamente:

a(z,t) =Y an(t)2",  Blzt) = Bu(t)z". (2.5)

Na formulagao original desta metodologia, a funcao geratriz efetuada em z igual a
um, corresponde a soma de todas as probabilidades e resulta, portanto, na unidade. Na
formulagao aqui empregada, tal substituicao resulta na probabilidade total de o gene estar

ativo, a(1,t), ou reprimido, 3(1,t). A soma destas probabilidades resulta na unidade:
a(l,t) + B(1,t) = 1. (2.6)

No problema aqui tratado, a probabilidade total de o gene estar ativo pode ser entendida
como a fracao de tempo que o gene assume configuragao ativa, num longo intervalo de

tempo e dentre varios chaveamentos entre seus estados.

As probabilidades e os momentos de n-ésima ordem do processo aleatorio definido pelas
equagoes (2.1) e (2.2) sao obtidos por diferenciacao e efetuagao das fungoes geratrizes nos
pontos z = 0 and z = 1, respectivamente. As probabilidades sao:

1 0"«
n! 0zn

1 98

nl Ozn

Qp

) ﬁn:
0

zZ= zZ=

e as médias:

Tais defini¢oes sao verificadas por substituicao direta das defini¢oes 2.5.
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2.3 Solucao na base de autofuncoes

Nesta secao limitamo-nos ao calculo da solucao dependente do tempo para o modelo
do gene auto-regulado. As equacoes para um gene externamente regulado ja foram solu-
cionadas em trabalhos anteriores. Sendo assim, escolhemos hy nulo. A solucao do modelo
sera calculada por meio de expansao na base de autofuncoes do operador dependente
de z. Apresentamos aqui apenas os passos seguidos para este célculo, sendo os detalhes

apresentados no Apéndice A.

A solugao dinamica do modelo é escrita explicitamente para as funcoes geratrizes dos

estados ativo e reprimido, conforme se segue:

0 2
i) 40 ENQ)
a(zt) =33 CPAD(z)e N, (2.7)

=0 i=1

o 2
Bzt = 33 DY B ()N, (23)
j=0 i=1
onde C’]@ e Dj(»i)séo coeficientes da expansao em série. As autofunc¢des de H sao dadas
por Ay) e BJ@. Seus correspondentes autovalores sao dados por )\;i). Os autovalores sao
calculados a partir da imposicao da analiticidade as autofuncoes e formam dois conjuntos
distintos:

MV —jp e AP = (j+0) L em que j=0,1,2,..., (2.9)
20

e b= f+4+ M. Os autovalores do conjunto 1 garantem analiticidade em torno do ponto z

igual & unidade. Os autovalores do conjunto 2 garantem analiticidade em torno de zp.

As autofuncoes sao expressas em termos das funcoes de Heun confluentes:

AV(z) =H (Al, —jz0+ b, —1 —n, Ay(AD), Ag(AD), 22 ZO) , (2.10)

J ,1—2,’0

zZ— 20

A?)(z)=<z—20>jH(Al,j,—l—(j+b)/zO,Az(A?))?As(A?)), ) (211)

1—20

onde H representa a funcao de Heun confluente. Os parametros A; sdo definidos em
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termos dos parametros do modelo:
M
Al = (X - ZO)_a
A P
Ap(AD) = =2 (20 +1—b— =200
() = 5 (20+ opm),
Ar(b=20-1+AP) + 14+ AP (AP +1-5) /2
2 Y

<

Ag(AY)) =

ondea= f(1—x)/(z0—x) € Ag.i) = /\y)zo/p. As solugbes apresentadas acima sao obtidas

escrevendo-se as equagoes (2.3) e (2.4) como segue-se:

2’081/1
DT W .
e~ Hy, (2.12)
onde
-1 0
o Mlz —(z—zo)a— f
Y= , e H= 0 5 & P 5 |- (213)
154 (1-— ZO)Z@ XMl o f—z(z— 1)&

e os novos parametros do modelo sao definidos como:

__P
p+hy’

M=k201—2), f=Ff2
p p

20

Note que a solugao da equagao (2.12) é proporcional a exponencial do operador H,

exp (Ht), e pode ser expandida na base de autofungoes deste operador:

S et (2), (2.14)

J
onde A; e 1); sao, respectivamente, autovalores e auto-vetores de H. O célculo de ambos

advém da solucao da equacao de autovalores abaixo:
Hep = —\i. (2.15)

As expressoes das solu¢oes do modelo, mostradas nas equagoes (2.7) e (2.8), sdo obtidas
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pelos calculo explicito de 1; e A

Baseando-nos na equacao (2.9), verificamos que o modelo apresenta um espectro de
decaimentos para o regime estacionario, quando as probabilidades tornam-se constantes
com o tempo. O modo fundamental, em que n é nulo, implica em )\él) nulo e )\(()2) = bp/ 2.
Sendo assim, a componente da solucao proporcional a A(()l) possui derivada temporal nula e
representa a solucao do estado estacionario. Podemos mostrar que o regime estacionério
satisfaz a simetria de Lie SO(2,1) e que o invariante da &algebra é proporcional a )\(()2).
A exploracao destes dois resultados é apresentada no proximo capitulo. A andlise do
espectro apresentado na equagao (2.9) é tema do capitulo posterior.

Em suma, neste capitulo apresentamos um modelo para a expressao de um gene que
inclui os fénomenos de criacao e degradacao proteinica, bem como o chaveamento génico
entre dois niveis de expressao. Este modelo baseia-se em equagoes de Markov e apresenta
solucao analitica para os regimes estacionario e dinamico. As solugoes sao escritas por

expansao, numa base de autofuncoes, cujos elementos sao as funcoes de Heun confluentes.



Capitulo 3

Regime estacionario e simetrias

De posse das solugoes gerais do modelo estocastico aqui tratado, analisamos o regime
estacionario. As solugoes deste regime sao dadas em termos das fungoes de Kummer. As
equacoes a partir das quais as solugoes estacionarias sao calculadas obedecem as relacoes
de comutagao da algebra de Lie tipo-Lorentz, SO(2,1). O invariante desta simetria apre-
senta um sinal invertido em relagao ao invariante da algebra das rotagoes. No modelo aqui
tratado, o significado do invariante é preciso, ele é a taxa de decaimento para o equilibrio
do chaveamento génico. As autofuncoes da algebra sao etiquetadas por dois niimeros.
As flutuagoes no nimero de proteinas expressas pelo gene sao caracterizadas pela relacao

entre esses nimeros.

3.1 A teoria matematica das simetrias

Apresentamos informal e brevemente os conceitos de Teoria dos Grupos necessérios ao
entendimento do restante deste capitulo. Leitores interessados em um tratamento mais
formal sao dirigidos as referéncias |76, 77, 78].

O grupo das rotacoes tridimensionais é o protétipo de um grupo continuo, ou grupo
de Lie. Ele ¢ composto pelas matrizes ortogonais g, as quais satisfazem: g’ = g1

Tal propriedade garante a preservagao de angulos e magnitudes dos vetores rotacionados.

Um conjunto de objetos é chamado grupo se soubermos como multiplicar e inverter seus
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elementos. A inversa e a identidade também sao elementos do conjunto. No caso de uma
matriz rotacao, sua forma geral é algo complicado envolvendo angulos de Euler ou outra

familia de parametros.

O conjunto das matrizes anti-simétricas X é bastante proximo as matrizes ortogonais:

a exponencial de uma matriz anti-simétrica ¢ uma matriz de rotacao, explicitamente:

2

X
eX:1+X+7~I—.... (3.1)

O conjunto das matrizes anti-simétricas possui uma estrutura bastante simples: elas for-
mam um espaco vetorial. A soma de duas matrizes anti-simétricas resulta numa matriz
anti-simétrica. Contanto nao possamos multiplicar duas matrizes anti-simétricas, dado
que isto nao resultara num elemento do conjunto inicial, uma propriedade muito interes-

sante destas matrizes emerge ao calcularmos seu comutador, definido como:
(X, Y]=XY -YX. (3.2)

Podemos checar que o comutador de duas matrizes anti-simétricas é uma matriz anti-
simétrica. Devido as propriedades mencionadas, o conjunto das matrizes anti-simétricas

¢ chamado uma &lgebra de Lie.

Resumindo, temos um espago vetorial n-dimensional (o espago carregador) e dois con-
juntos de matrizes n X n agindo sobre ele. O primeiro, o grupo, fecha sob multiplicacao
e o ultimo, que fecha sob adicao, é a algebra. Estes conjuntos relacionam-se pelo mapa
exponencial. A algebra de Lie é manipulada com mais facilidade e possui a multiplicacao

de Lie: o comutador.

Em muitas das aplicacoes em ciéncia desejamos lidar com fungoes ao invés de vetores
n-dimensionais. O espago de fungoes também é um espaco vetorial com a propriedade
de adicao usual, porém sua dimensao é infinita. Ao invés de um problema, isto é uma
vantagem: temos uma estrutura mais rica, varios subespacos e a possibilidade de tomar

derivadas, integrais, graficos e assim sucessivamente. A algebra de Lie correspondente
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deve ser formada por operadores diferenciais que “rotacionam” as fungoes.

Podemos representar as rotacoes tridimensionais através das matrizes:

00 0 0O 0 =2 0 — 0
Ly=]100 — |.Ly=[ 0 oo |.L.=]4 0 0|, (3.3)
0 ¢ O —1 0 0 0O 0 0
que obedecem
Ly, Ly] = iL,, [Ly, L, =iLy, [Ly, Ly]=iLy, (3.4)

sendo 7 a unidade imaginaria.

As matrizes na equacao (3.3) agem sobre o espago tridimensional. Também podemos

considerar os operadores diferenciais
~ 0 0
L,=ilz——y— ],
Z(Zay yﬁZ)
~ 0 0
L,=i|lx— — 2— )
v z(xaz Z(%[:)’ (3.5)

= (0 0
iG]

obedecendo as mesmas relagoes de comutagao da equagdo (3.4) mas que agem sobre o

espaco das funcgoes diferenciaveis nas variaveis z, vy, z.

Nesta tese trabalharemos com uma algebra tridimensional similar a algebra das ro-

tacoes. Esta algebra de Lie é definida pelos operadores diferenciais:

d? d 60*+1

L, =n— + (21 +2 — 0n)— —0(1
d n—2-2
d? d 0*—1
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onde n é uma variavel complexa e [ e # sao constantes reais. Estes operadores fecham sob

as seguintes relagoes de comutagcao:

(Lo, L) = —iL., [Ly, L.]=iLy, [L.,Ly]=iL,. (3.7)

A diferenga entre esta algebra, chamada so(2,1), e a das rotagoes, so(3), é somente
um sinal nas relagoes de comutacao, porém com consequéncias profundas. Elas possuem

a mesma relacao que o grupo de rotagao quadridimensional e o grupo de Lorentz.

Os operadores L,, L, e L, podem ser escritos na forma de Cartan-Weyl. Nos os

combinamos como segue-se, Ly = L, £ 1L, tal que:

d? d (1-0)?
L+_”EF+DL+Z+“_QWQE+ 1 n+(1-0)(1+1),
(3.8)
2 d (1+0)
L =n—+1[204+2—(1 — 4+ -1 1

e os nomeamos operadores escada, onde L, (L_) é o operador levantamento (abaixam-

ento).

Neste caso, as relacoes de comutacao tornam-se:
L., Li]|=+Ly, [Ly L ]=-2L,. (3.9)

A sub-algebra de Cartan é formada pelo operador L, e sua acao sobre qualquer outro
elemento da algebra é proporcional ao proprio elemento, conforme podemos notar na

equagao (3.9).

Também definimos um operador que comuta com todos os operadores da algebra, o
operador de Casimir. Um operador com tal caracteristica é importante pois sera pro-
porcional & identidade, segundo o lema de Schur [76]. No caso da algebra so(2,1), ele é
definido como:

_ 2 2 2
C=-L;+L,+ L, (3.10)
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3.2 O regime estacionario

A componente estacionaria do processo estocastico definido pelas equagoes (2.1) e (2.2)
pode ser obtida tomando-se a componente n = 0 da solucao geral do modelo, equacoes
(2.7) e (2.8). Alternativamente, podemos focar-nos apenas ao caso em que as derivadas
temporais das equagoes (2.3) e (2.4) sdo nulas. Isto corresponde a tomarmos A = 0 na
equagao de autovalores de H (A.7). Como visamos verificar que a equacao do regime
estacionario satisfaz a simetria de Lie apresentada anteriormente, so(2,1), optamos por

escrever as equacoes do modelo:

z—1 ho do
(Ml_zo—p+h1>a+(zo—z)a—|—fﬁ—0, (3.11)
z—1 dg da hs
M - — (2= 1= 4+ (1 — 2z9)z— — = 12
(X 1— 2z f)ﬁ 202 )dz+( ZO)Zdz p+h1a 0 (3:.12)
onde
P 720

% M=k2(1=2), f=f2
p P

= p+h17

Para cada uma das estratégias de regulacao génica reservamos uma subsecao, dadas

as particularidades de interpretacao dos modelos.

3.2.1 Gene auto-regulado

Nesta subse¢ao tomamos he nulo. A solugdo das equagoes (3.11) e (3.12) é obtida

resolvendo-se a expressao (3.11) para 3, o que resulta em:

- M1-=z z — zg do

5_71—20a+ f %

(3.13)

Substituimos a expressao acima na equagao (3.12), a expandimos e, dividindo-a pelo fator:

Mz 1—2z
f 1_X/201_ZO’
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obtemos uma equacao diferencial de segunda ordem, conforme escrito abaixo:

2 _
da+(1+b_zo+x77>da+[( 20X 7]+ZO+X1+b:|Oé—<CL+1 b)a:O.

nd_772 20 — X d_77 2 — X)? 20— X 2 2
(3.14)
A nova variavel n é escrita como funcao de z,
Mz — x
= — — 3.15
1= 22— x) (315
e 0s parametros a e b sao escritos como funcao dos parametros do modelo:
1 —x
a= f, e b=f+ M. (3.16)
20 — X

A equagao (3.14) apresenta duas singularidades regulares, uma na origem e a segunda
no infinito. Isto sugere uma solucao em termos das fungoes hipergeométricas confluentes.

De fato, a solucao é escrita como:

_ —1020 X n—m
) =52 Yo (VL) At (1 a1+ ), (3.17)
onde,
c=Mla,bym), e n = M(z0— Xx)/0- (3.18)

O simbolo M representa a fungao de Kummer M. O termo 7, é obtido ao substituirmos
z igual a unidade na definigao da variavel 7, equagao (3.15). A fungao de Kummer M é

definida em termos da série:

M(a,0,0) =" EZ?% (3.19)

n=0

onde (z), representa a fun¢do de Pochhammer:

(@) =z(z+1)(x+2)...(x+n—-1), (z)o=1. (3.20)
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A componente irregular da solugao da equagao (3.14), escrita em termos da fungao de
Kummer U, é eliminada. Esta é uma vantagem das solugoes analiticas frente as numéri-
cas. Podemos eliminar divergéncias diretamente nas primeiras enquanto nas segundas
buscamos solucoes que estejam no intervalo de validade.

A funcao geratriz das probabilidades de o gene estar em estado reprimido é obtida pela
acao da equacdo (3.13) sobre a e considerando a rela¢do 13.4.14, contida na referéncia

[79]. Escrevemo-na como:

=t 7= —a(z). .
B(n) = c emp(x X)A40uhn) (=) (3.21)

20 —

Também definimos a probabilidade de n proteinas serem encontradas dentro da célula,
independente do estado do gene, como «,, + 3, = ¢,,. Neste caso a func¢ao geratriz é obtida

diretamente da soma de o + 3, resultando em:

wm:awm(%7”ﬁﬂumam, (3.22)

20— X

note que em 7 igual a 77, a funcao geratriz acima é igual a unidade. Ou seja, esta fungao

estd normalizada em termos de c.

3.2.2 Gene externamente regulado

A solucao estacionaria do modelo para um gene externamente regulado é obtida
seguindo-se algoritmo similar ao empregado ao modelo para o gene auto-regulado. Ini-
cialmente devemos impor h; nulo. A equacao de segunda ordem para « serd indéntica a
equagao (3.14), se: impusermos zp igual a unidade e a variavel 7 for definida em termos

de z, como segue-se,

nzgu—mu—n. (3.23)

Note que, neste caso, n; € nulo. Os parametros a e b sao redefinidos como:

(3.24)



3.2. O REGIME ESTACIONARIO 35

Os parametros do modelo podem ser redefinidos em termos das caracteristicas dos

processos estocasticos modelados:

NZ&» Pa / =
p

a
:f+h =5 ps=1—pa, € =D, (3.25)
2

em que NV é o numero médio de proteinas produzidas pelo gene em estado ativo no regime

estacionario, conforme discutido na Secao (2.2.1), & pagina 22.

Os parametros p, ou pg sao, respectivamente, as probabilidades de o gene estar ativo

ou reprimido no regime estacionario. Isto pode ser verificado se consideramos as equagoes:

—hea(1) + fB(1) =0,
a(l) +4(1) =1,

(3.26)

as quais foram obtidas considerando-se z igual a unidade na equagao (3.11) e a conservagao
da probabilidade total, conforme a equagao (2.6). Note que h; é nulo. Resolvemos o
sistema de equagoes acima considerando a notagdo p, = x(1) e recuperamos a expressao

apresentada nas equagoes (3.25).

O parametro € ¢ uma quantidade adimensional, que relaciona as duas taxas de decai-
mento para o regime estacionario dos processos estocasticos aqui modelados. A taxa de
decaimento dos processos de criacao e degradacao proteinica é dada por p. Ja o processo

de chaveamento génico possui taxa de decaimento dada por ep.

As fungoes geratrizes das probabilidades do gene externamente regulado sao:

a(n) = %exp (X—nx)/\/l(l—i-a,l—l—b,n),

80 = " e (2L ) M (a1 + 0. (327

¢(n) = exp (%)M (a,b,m),

e foram obtidas igualando z; & unidade nas funcoes geratrizes das probabilidades do
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gene auto-regulado. A constante ¢ foi a unidade, pois a funcao Kummer M, quando seu
argumento é nulo, é igual a um. A funcao [ foi escrita considerando a transformacao

namero 13.4.3 da referéncia |79].

3.3 Simetria de Lie

A existéncia de solugdes analiticas para a equagdo (3.14) e a similaridade entre o
operador diferencial que age sobre « e o operador L., definido na equagao (3.6), nos
direciona a busca de uma simetria de Lie no modelo estocastico aqui tratado [42, 80, 81,

76]. De fato, a agdo do operador L, sobre sua autofun¢ao pode ser escrita como:

L.o = ma, (3.28)

em que « é a fungdo geratriz das probabilidades de o gene estar em estado ativo e as

equagoes (3.14) e (3.28) sao idénticas se impusermos:

l=—— e m=a+(1-0)/2 (3.29)

A simetria considerada serd referente ao modelo de um gene auto ou externamente

regulado de acordo com a forma da constante §. Num gene auto-regulado ela é:

g 20X (3.30)
20 — X
enquanto no gene externamente regulado ela fica:
1
h—- X (3.31)
L—=x

Dessarte, concluimos que a funcao geratriz das probabilidades do estado ativo do
gene é autofuncao da sub-algebra de Cartan da simetria SO(2,1). A acao do operador

levantamento sobre a autofuncao leva-a noutra autofuncao cujo parametro a vai em a+ 1.
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Por sua vez, sob a acao do operador abaixamento, o parametro a da autofuncao vai em

a — 1. Explicitamente, num caso geral:

0—1 0—1
L exp (Tn)/\/l(a,l—l—b,n) = aexp (T >M(1+a,1+b,n), (3.32)

L_exp (0;—177)/\/1 (1+a,1+b,n)=(a—0b)exp (%n)/\/l (a,14+0b,m). (3.33)

Por conseguinte, podemos gerar um conjunto completo de funcoes de geratrizes, cujos
parametros a diferem pela unidade, através da acao dos operadores escada. Cada uma

das regulacoes é recuperada pela substituicao de seu respectivo 6.

O operador de Casimir pode ser escrito como segue:
C=-L2+L,+L,L_. (3.34)

Sua acao sobre a funcao geratriz do estado ativo, a, possui como autovalor a expressao
canonica [76]:

Ca=—-I(l+1)a. (3.35)

Em termos do parametro b, obtemos a acao do operador de Casimir com o auxilio das

equagoes (3.32) e (3.33), e seu autovalor fica:

1—b?
Ca = o (3.36)

O parametro b é um namero real positivo, como podemos verificar de suas defini¢coes nas
equagoes (3.16) e (3.24). Portanto, o autovalor do operador de Casimir serd um nimero

real menor que 1/4 e o numero [ satisfaz | < —1/2.

A representacdo que obtivemos é irredutivel e de dimensao infinita (ilimitada acima
e abaixo) [76]. Ela ¢é etiquetada pelo nimero real continuo b e cada um dos elementos
da representacao é etiquetado pelo nimero real a. Dado ag, um nimero infinito de auto-
funcoes de L, sao obtidas pela acao dos operadores escada, cujos a’s sao ag, ag = 1, ag = 2,

etc.
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3.4 O significado biologbégico dos operadores algébricos

O invariante da algebra, o operador de Casimir, tém um significado biologico claro,
ele indica o regime de decaimento ao equilibrio do chaveamento génico. Tal fato ¢ demon-
strado ao analisarmos a componente dois da solugao dependente do tempo e o nivel

fundamental (n = 0) de sua meia vida:
AP =L (3.37)

Note que esta taxa de decaimento para o equilibrio é proporcional ao autovalor do operador
de Casimir, b.

O autovalor do operador L, é proporcional & afinidade entre o sitio operador e a
proteina reguladora. Esta conclusio é sustendada pela anélise das equagoes (3.28) e (3.29).
O parametro b é definido pela acao do operador de Casimir. O parametro restante, a, é
definido pela acao de L,. Como sera mostrado adiante, a probabilidade estacionaria de o
gene estar ativo apresenta depéndencia que cresce monotonicamente com a. Portanto, a
afinidade entre o sitio operador e a proteina reguladora é inferida pelo calculo de a.

Os operadores escada agem conectando processos estocasticos distintos, cujos valores
de a diferem pela unidade. Tal fato decorre da definicao da acao dos operadores levan-
tamento e abaixamento sobre as func¢oes geratrizes, conforme as equagoes (3.32) e (3.33).
Mostraremos na proxima secao que a satisfaz um dominio de validade. Assim, a acao dos
operadores escada da origem a fungoes geratrizes apenas se a permanecer em seu dominio
de validade. Caso contrario a fungao obtida nao teréd significado biol6gico embora per-

maneca valida do ponto-de-vista matemaético.

3.5 Dominio biol6gico dos parametros algébricos

Do ponto-de-vista de Teoria das Representacoes, os etiquetadores de um elemento do
espaco carregador b e a sao reais. A etiqueta b é, conforme afirmado anteriormente, um

real positivo, enquanto a pode assumir qualquer valor real. No entanto, para que este
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elemento do espaco carregador seja fungao geratriz de um processo estocéstico, a deverd

satisfazer as restri¢oes que mostraremos a seguir.

No gene auto-regulado, a pode ser um ntimero real positivo ou negativo. Sera positivo
se zp for maior que y e negativo em caso contrario. Nomearemos setor positivo o conjunto

de valores assumidos por a’s maiores que zero:

X b, se zp > X; (3.38)
20 — X

0<a<

e de setor negativo o conjunto de valores assumidos por a’s menores que zero:

I—x
20 — X

b<a<0, se zy<x. (3.39)

Note que o intervalo de a é dado em fungao de b, o invariante da algebra.

Ambas as equacoes acima sao verificadas a partir da anélise das definicoes de a e b no

gene auto-regulado:

1_
a=f—X o b=f+M. (3.40)
20 — X

em que resolvemos a primeira das equagoes (3.40) para f, substituimos na segunda

equagao e, apos isolarmos M, impomos que este seja positivo. Dai resultam as relacoes

(3.38) e (3.39).

Note, na equagao (3.40), que a apresenta um singularidade para zy e x idénticos. No
entanto, isto nao implica em divergéncia da funcao geratriz das probabilidades do estado
ativo. Isto deve-se ao argumento da funcao de KummerM também anular-se neste limite,
conforme a defini¢do (3.15). Assim, a fun¢do de KummerM tende & unidade e a fungio

geratriz a zero.

No gene externamente regulado, analisamos os valores possiveis de a considerando
zo = 1 no conjunto de valores possiveis no gene auto-regulado. Destarte, zy seré neces-

sariamente maior que X e os valores de a no gene auto-regulado estao somente no setor
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positvo. Além disso, note que a desigualdade (3.38), torna-se:

0<a<hb, (3.41)

Parameter space

ZoX
ab ——
2<X

Gene auto-regulado

Gene externamente regulado

Gene auto-regulado

b

Figura 3.1: Dominios biolégicos de a.

Visualizamos os dominios de validade de a na Figura (3.1). No eixo horizontal ficam
os valores possiveis de b e no eixo vertical os valores de a. A linha horizontal preta no
centro da figura é a origem dos valores de a. Para um dado valor de b, os valores possiveis
de a estao numa linha vertical entre a origem e uma das linhas coloridas. O dominio de
a no gene auto-regulado fica entre a linha verde e a origem, no setor positivo. No setor
negativo, esse dominio esta entre a origem e a linha azul. No gene externamente regulado,
o dominio de a esta entre a origem e a linha vermelha. Note que o dominio de validade

biologica do gene externamente regulado ¢ um sub-dominio de a no gene auto-regulado.

3.5.1 Nivel de atividade do gene

O modulo do parametro a é uma medida indireta da probabilidade de o gene estar
ativo, em outras palavras, de seu nivel de atividade em regime estacionario. No gene
externamente regulado isto é explicito, pois a probabilidade de o gene estar ativo apresenta

depéndencia linear com a, p, = a/b. Portanto, se a assume seu valor minimo, o gene possui
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probabilidade um de estar reprimido. Por outro lado, se a assume seu valor méaximo, o

gene estard totalmente ativo.

No gene auto-regulado, esta relacao nao é tao clara do ponto-de-vista algébrico, visto
que a fungdo geratriz das probabilidades de o gene estar ativo, dada na equacao (3.17),

quando efetuada em 7, fica:

— 1 1+
b1 — X M<a7b7n1)

onde p, ¢ a probabilidade de o gene estar ativo em regime estacionario. Note que quando
a é nulo, p, vai a zero, enquanto que o valor maximo do médulo de a corresponde a total
atividade do gene. Dada a dificuldade de invertermos a equacao (3.42), na Figuras (3.2)
construimos um grafico da probabilidade de o gene estar ativo como fun¢ao de a. Ambos
os setores positivo e negativo do dominio de validade de a sao contemplados. Em cada
grafico escolhemos um valor distinto de b, mantendo x fixo em ambos. Ha seis curvas em
cada gréafico, cada uma representa p, como funcao de a para um dado z;. O conjunto
de valores de zy ¢ 0 mesmo em ambos os graficos. A probabilidade de o gene estar ativo
cresce de zero a um monotonicamente com o médulo de a. No entanto, esta dependéncia

nao é linear.

Probabilidade de o gene estar ativo - (b, X)=(, 0.2) Probabilidade de o gene estar ativo - (b, X)=(10, 0.2)

® ‘ | |

S
)

s s s
-80 -40 0 4

&
s F
IS

80

Figura 3.2: Nivel de atividade do gene auto-regulado para dois valores distintos de b.
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3.5.2 Classificacao da estrutura das flutuacoes

Nesta subsecao, mostramos como a relacao entre os etiquetadores da representacao e
seus elementos, b e a, é 1til na classificacao da estrutura das flutuagoes no niimero de
proteinas expressas pelo gene. Definiremos as flutuag¢oes em termos do fator de Fano [82],

o qual é dado por:

F— <”2> - <n>2 (3.43)

A distribuicao de Poisson possui fator de Fano igual a unidade e é denominada Poisson ou
Fano. Uma distribuicao cujo fator de Fano é maior que um é denominada super Poisson
e serd mais larga. Uma distribui¢do sub Poisson possui fator de Fano menor que um e

caracteriza-se por ser estreita.

Os valores médios de (n) e de (n?) sao obtidos pela aplicacio das derivadas primeira

e segunda sobre as fungoes geratrizes das probabilidades totais, ¢, em 1 = n;:

<n>:@@ :M[pa(l_X)+X]
dz dn|,_,, 20(1 — 2) ’
o) =+ () e (3.44)

b

20 ]_—Z()

Mzo—x)Qa a+1M(a+2,b+2,m) b(l—x)2 2]

(%) = (n)* + (m) + ( b+1 M(a,b,m) a 20— X @

Nas figuras seguintes apresentaremos graficos do fator de Fano de uma distribuicao
de probabilidades como funcao do niimero médio de proteinas expressas pelo gene auto-
regulado. Na Figura 3.3 apresentamos um gréfico representando o setor positivo. O setor
negativo é contemplado na Figura 3.4. Para os graficos de cada setor, consideramos dois
valores distintos de b. O valor de y é idéntico em todas as figuras. Cada curva é obtida
fixando um valor distinto de a. Em seguida, variamos zyg no intervalo y < zy < 1 (ou
0 < zp < x) para definirmos as curvas do setor positivo (ou setor negativo), tomamos o0s

respectivos valores de F e (n), e obtivemos o conjunto de pontos com que desenhamos as
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curvas apresentadas.

Fator de Fano

Na Figura 3.3, as linhas vermelhas correspondem a distribui¢oes em que a < b. As lin-

has verdes representam distribuicoes em que a > b. O disco preto representa distribuicoes

Fator de Fano(z, < X) - (b, X)=(1, 0.2)

Fator de Fano(zy < X) - (b, X)=(10, 0.2)

15

14 |

13

12 F

11F

Fator de Fano

15

14 F

13

12 F

11F

09 |

0.25 0.75 125 175 2.25
Numero medio de proteinas

25 75 125 175 225
Numero medio de proteinas

Figura 3.3: Fator de Fano no setor positivo

275
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em que a = b, sendo (n) = b/(1 — x). O parametro b etiqueta a representa¢ao do grupo

SO(2,1) e a denota um elemento desta representagao. Quando a < b temos um pro-

cesso estocastico super Poisson e teremos um processo de Poisson em caso de a e b serem

idénticos. Processos sub Poisson ocorrem quando a > b.

Fator de Fano

Fator de Fano(z, < X) - (b, X)=(1, 0.2)

11

Fator de Fano(z, < ) - (b, X)=(10, 0.2)

11 pr

09 |

08 |

Fator de Fano

0.9

0.8

s s
125 10 20 30
Numero medio de proteinas

s s s
125 50 100 150 200
Numero medio de proteinas

Figura 3.4: Fator de Fano no setor negativo

Na Figura 3.4 cada curva colorida corresponde a um valor distinto de a. H& uma

linha de referéncia horizontal preta. E conclusao direta que qualquer processo estocastico

definido no setor negativo serd sub Poisson.

Um gene externamente regulado apresenta processos estocasticos de sintese proteinica

que sao super Poisson ou Poisson. Esta afirmacgao é demonstrada partindo-se do fato que

0s processos estocasticos do gene externamente regulado sao definidos exclusivamente no

setor positivo. Adicionalmente, esses processos sao etiquetados por nimeros que satis-
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fazem a condicao a < b. De acordo com os resultados apresentados na Figura 3.3, isto
corresponde & processos estocasticos de Fano e super Fano. Isto é verificado algebrica-

mente pela equagao para o fator de Fano do gene externamente regulado, explicitamente:

N(1—x)? b—a

a
—1 a
F=1 14b ba(l—x)+xb

(3.45)

obtida a partir das equagoes (3.44), substituindo-se, nesta ordem M = N(1 — zy), zo = 1
e po = a/b.

O gene auto-regulado realiza a sintese proteinica estocéastica nos trés regimes distintos
de flutuacao: Poisson e sub ou super Poisson. Se o processo estocastico de sintese de
proteinas for definido no setor positivo, os etiquetadores dos elementos da representacao,
a, poderao ser maiores, menores ou iguais a b. Consequentemente, o gene podera expressar
proteinas estocasticamente nas trés classes de flutuacoes definidas em termos do fator de
Fano. Em caso de o processo estocastico ser definido no setor negativo, o gene auto-

regulado necessariamente expressard em regime sub-Poisson.

Em suma, mostramos que as solugoes do regime estacionario dos modelos estocasticos
apresentados possuem simetria de Lie tipo Lorentz SO(2,1). O invariante da algebra
caracteriza a taxa de decaimento para o equilibrio do chaveamento génico. O autovalor
do operador de Cartan de um elemento da representacao da élgebra mede, indiretamente,
o nivel de atividade do gene. A agao dos operadores escada conecta processos estocasticos
cujos a’s diferem pela unidade. O regime de flutuacoes no nimero de proteinas expressas
pelo gene é caracterizado pela relacao entre os etiquetadores de um elemento do espaco
carregador. O modelo estocastico para um gene externamente regulado é obtido a partir

de uma restricao no espaco de validade do modelo para um gene auto-regulado.

Em perspectiva, podemos utilizar o ferramental mateméatico das simetrias de Lie na
busca por uma regra de composi¢ao entre modelos para genes isolados, e. g¢. calculando os
coeficientes de Clebsch-Gordon |76]. Podemos investigar o significado biologico da algebra
de dimensao infinita que forma a base em que as equagoes do modelo, Apéndice B. O

parametro zg é, provavelmente, autovalor de um operador de Casimir de uma algebra que
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contenha a algebra so(2,1) ja descoberta.
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Capitulo 4

Dinamica estocastica

Neste Capitulo exploramos um exemplo de dindmica obtida a partir das solucoes
exatas do modelo estocastico mostrado no Capitulo 1. A série em termos da qual a
solucao do modelo para o gene auto-regulado é escrita nao foi somada. Sendo assim, a
solugao dinamica do modelo para o gene auto-regulado é decomposta em suas taxas de
decaimento para o equilibrio. Esta decomposicao é realizada numericamente, pois ainda
inexiste um produto interno entre fungoes de Heun confluentes. Mostramos um exemplo

de evolucao das probabilidades na secao final.

4.1 Solucao geral em termos das funcoes de Heun

As funcoes geratrizes das probabilidades dependentes do tempo, conforme apresentado

no primeiro capitulo desta tese, sao dadas por:

[e’s) 2 )

S YO A e )
§=0 i=1
0o 2 @)
=3 > (0D B (z)e N (4.2)

jOZl
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onde C]@ e D](-i) sao coeficientes da expansdo na base de autofungoes, Agi)(z) e B](-i)(z) sS40

- i)~
as autofuncoes e )\g-) sao seus autovalores correspondentes, dados por:

b+
20

)\§1) =jp, e )\5»2) = p, em que j=0,1,2,.... (4.3)

Neste capitulo, os autovalores do modelo sao as taxas de decaimento para o regime
estacionario. O espectro correspondente é apresentado na Figura 4.1. No eixo vertical
escrevemos a taxas de decaimento em unidades de p. Na direcao horizontal, da esquerda
para a direita, escrevemos os conjuntos de autovalores em termos de )\5»1) e trés situ-
acoes distintas para )\5.2), quando a fracao )\(()2) / )\gl) é, respectivamente, menor, igual ou
maior que um. O espagamento entre dois autovalores consecutivos sao 1 ou 1/z para,
respectivamente, )\g-l) ou )\5-2). O nivel fundamental do conjunto 1 é nulo e corresponde ao
regime estacionario. O nivel fundamental de decaimento do conjunto 2 é dado por b/z; e

é determinado pela acao do operador de Casimir, conforme apresentado no Capitulo 2.

Spectrum of decaying rates to stationary state

Protein degradation Gene switch
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X ‘ ‘ '
5 5 ‘ 1
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4 ; : :
» —_J=2
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2 ° i=1
= i=1
> . .
3 5 =2 KL 1/z,
2 1/zy
1/zy %Fj:o
1 _1 ':f\
1 J L JLJZO ) v
0 A bizy<1 biz=1 bizp>1
=0

Figura 4.1: Espectro de taxas de decaimento para o regime estacionario.

. 1 1) o~ L . .

Os coeficientes Cé ) e D(() ) §30 as constantes de normaliza¢ao do regime estacionario.
Este regime é completamente determinado a partir dos valores dos parametros do modelo,
conforme aprendemos no Capitulo 2. Sendo assim, ao calcularmos as probabilidades

., . AT . A 1 1
estacionarias, impomos que as constantes multiplicativas sejam idénticas, Cé ) = D(() ), e
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que a probabilidade total valha um. Dai, resolvemos a equacao resultante para a constante
de normalizagao. Isto resulta na constante de normalizacao do regime estacionario, obtida
independentemente das componentes dinamicas das solucoes. Mostraremos sua formula

explicita mais adiante.

A dinamica probabilistica serd obtida ao determinarmos uma condi¢ao inicial. O
estado inicial podera ser dado por uma funcao nao normalizada do nimero de proteinas.
Esta fungao sera escrita como combinagao linear das autofungoes apresentadas em (4.1)

e (4.2), onde as constantes C’J@ e Dj(-i) sao os seus coeficientes.

A dindmica de um processo estocéstico, obtida a partir deste formalismo, é forte-
mente correlacionada com seu estado inicial. Este estado serda uma combinacgao linear
das autofuncoes, a partir da qual fixamos os ¢, j-ésimos coeficientes da expansao e, conse-
quentemente, as correspondentes 7, j-ésimas taxas de decaimento para o equilibrio. Even-
tualmente, a série obtida pode ser somada em funcoes dependentes das varidveis z e ¢
concomitantemente. Todavia, mesmo que tal soma nao seja viavel, havera varios decai-
mentos exponenciais. A menor dessas taxas determina a meia-vida do regime dinamico do
gene. Em caso de os parametros satisfazerem 0 < b < 2y < 1, a constante de chaveamento
génico domina a dinamica do sistema. Para zy e b idénticos, a degradagao e o chavea-
mento génico atingem equilibrio simultaneamente. A taxa de degradagao proteinica define

a meia-vida da dindmica quando b/zy é maior que um.

4.1.1 Probabilidades

A dinamica das probabilidades é obtida derivando-se as fun¢oes geratrizes mostradas
nas equagoes (4.1) e (4.2). Sendo assim, a probabilidade de o sitio operador estar ligado
ou nao ligado a proteina reguladora é, respectivamente, obtida a partir de:

1 0"« 1 0"

S , N , 4.4
“ n! 9z"|__, ou f n! 9z"|__, (4.4)

quando n proteinas sao encontradas no citoplasma.
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A expressao resultante pode ser escrita como:

Loy LIEDS" o gom 30 e
tn = szﬁ { TG4 Y PZ] exp (—A; 1), (4.5)
j=0 i=1 /° :
e
Loy L [EDTD 6 pom 50 -
b = NZZF { ! DB =Y p| exp (=A;71), (4.6)
j=0 i=1

)

em que X;Z)’" representa a n-ésima derivada de XJQ em relacao A z, efetuada em 2 nulo,

0y 0
"X,

X0 =
J dzm

2=0

A constante de normalizacao N é calculada a partir de:

) C:"AY"" + D’ B;
_ _ 1\@E—1n g J J J
N = E E ' (—1) il , (4.7)

n=0 i=1 j=jo

onde jo=1sei=1¢e jp =0 se = 2. Note que o regime estacionirio nao é computado
no céalculo da constante de normalizacao. As constantes da expansao, C](-i) e Dj(.i), Sa0
definidas a partir das condi¢oes iniciais. Em particular, a constante de normalizacao do

regime estacionério ¢ obtida a partir de:

-1
~ 0 A(l)rn _|_ B(1)7n 1 1 ~
C= (Z % , portanto Cé ) = D(() ) = NC. (4.8)

n=0

As constantes com barra, Vg-i) sao definidas tal que em ¢t nulo, a componente estacionaria
se anule e durante a evolucao temporal a probabilidade total seja um. Elas sao a fracao

que as componentes 7, j-ésimas da expansao em série representam em relagao a soma NV:

0 (1) 4 (@) (4) p).n

o Al po

Yj = E (_1)( n—"3 *7J . ig (4.9)
n=0 ’

sendo j =1,2,3...set=1e j=0,1,2... se i = 2. As probabilidades totais de o gene

estar, respectivamente, ativo ou reprimido em regime estacionario sao p¢, ou PG
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Demonstramos a constancia da probabilidade total ao efetuarmos a soma em n nas

equagoes (4.5) e (4.6), o que resulta em:

=it ZZ = 000G - 7] e, (4.10)

Zl]Jo

m|,_

—(4 e _ (i)
R (4.11)

1 2 00
Pl =pit 5 2. 25

onde pg(f)(j) = >0 (1)U X @ /nl Somamos ambas as expressdes acima e, con-

siderando pg, + p§ = 1, obtemos:

Pa(t) +ps(t) = NZi [ )(5) + DpY) () — 7;“] Nt (4.12)

O termo entre colchetes anula-se ao considerarmos a equagao (4.9) e portanto:

Palt) + p(t) = 1. (4.13)

4.1.2 Derivadas das autofuncoes

As derivadas n-ésimas das autofunc¢oes Ag-i) e BJ@ sao calculadas numericamente. Isto
porque estas autofuncoes sao escritas em termos das funcoes de Heun confluentes. Difer-
ente das funcoes de Kummer, as funcoes de Heun nao possuem uma féormula fechada para
o calculo de sua derivada n-ésima. Como alternativa, poderiamos utilizar a rotina contida
no programa Maple 11. No entanto, esta é lenta no célculo de derivadas de ordem superior

a dez e, leva cerca de dez minutos para o calculo das mesmas.

Visando tornar estes calculos mais rapidos, podemos escrever uma relagao de recorrén-
cia entre as derivadas das fungoes de Heun. Esta relagao é obtida pela acao do operador
derivada n-ésima em z sobre a equagao diferencial de segunda ordem para Agi). Dessarte,
escrevemos a derivada segunda de Ag-i) como funcao da derivada primeira e da propria

funcao. E assim sucessivamente nas derivadas de ordem superior. Também aplicamos
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)

este operador sobre a equacao para B](-i , que é funcao de Ay) e de Agi) ! Obtivemos uma

formula para a derivada n-ésima de Bj(-i) em relacao a z como funcao das derivadas de
AY,

O algoritmo que escrevemos resultou bastante rdpido para o calculo de derivadas de
ordem superior, e. g. de ordem 150, levando menos de um segundo para efetuar esta e
todas as derivadas anteriores. Os calculos e a relagdo de recorréncia a que nos referimos

sao apresentados no Apéndice C.

4.2 DinAmica estocastica

Nesta secao apresentamos um exemplo de evolucao temporal. Mostramos quatro in-
stantes distintos da dinamica das distribuicoes de probabilidade. Nosso objetivo é mostrar
que a metodologia empregada para a obtencao das solugoes dinamicas do modelo funciona.
Para tal, apenas utilizamo-nos dos primeiros termos da expansao na base de autofuncgoes.

Neste exemplo de evolucao temporal fixamos os momentos de ordem inferior. A partir
dai, calculamos valores para os coeficientes da expansao que resultem em distribuicoes de
probabilidade correspondentes aos momentos que escolhemos. No grafico correspondente
a cada instante de tempo apresentamos as probabilidades de encontrarmos n proteinas
na célula, ¢,, e as respectivas probabilidades de o gene estar ativo, a,,, ou reprimido, [3,.
As probabilidades totais sao indicadas em preto nas figuras. As probabilidades de o gene
estar ativo ou reprimido sao, respectivamente, apresentadas em verde ou azul.

Na Figura 4.2 apresentamos a dinamica de uma distribuicao cuja probabilidade total
de estar ativo, nimero médio de proteinas produzidas e fator de Fano da distribuicao

inicial sao, respectivamente, dados por:

=09, (n)° =712, F°= () <;>(o<n>o)2 — 0.68.

Na expansao na base de autofuncoes consideramos termos de até segunda ordem, ou seja,

7 = 2. Os coeficientes foram escolhidos para satisfazer as condi¢oes iniciais acima. Em
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regime estacionario a probabilidade total de o gene estar ativo, nimero médio de proteinas

produzidas e fator de Fano da distribuicao sao, respectivamente, dados por:

()= () _ o

pe =012, (n)°=135, F°=
(n)e

Probability distributions at t=0 Probability distributions at t=0.0001 Probabiliy distributions at t=0.001 Probabilidades em t=1

- T T T - T T T T T T - 012 f T - -
o o o0os |- o -
0.06 L B 0.06 E B L L B

o 20 40 60 80 100 0 20 40 60 80 100 ) 20 a0 60 80 100 0 20 40 60
Protein number - n Protein number - n Protein number - n Protein number - n

Figura 4.2: Dinamica das distribuigoes de probabilidade. Os parametros do modelo assumem
os respectivos valores: (b, a, zo, x) = (10,20, 0.08,0).

Na Figura 4.2 h& quatro graficos. Cada um deles representa as probabilidades em
instantes distintos. A distribui¢ao inicial é centrada em torno de (n)°, enquanto a dis-
tribuicao estacionaria é centrada em (n)¢. Quando o tempo atinge valor igual & vida média
de uma proteina, ou seja, t = 1, o sistema alcanca o regime estacionario. A razao para
isso é que os coeficientes do tipo 2 na expansao do estado inicial sao muito maiores que as
componentes do tipo 1. Portanto, a influéncia efetiva da degradacao proteinica é pequena.
Outrossim, a distribuicao inicial nao desloca-se suavemente para a esquerda. Ao contrario,
a altura do pico inicial diminui gradualmente, enquanto o pacote estacionario cresce. Isto
corresponde a probabilidade alta de degradacao de muitas proteinas em fracoes de tempo

de 1/p.

Nosso objetivo com a dinamica aqui apresentada ¢ apenas ilustrativo de uma aplicacao
das solugoes que obtivemos. A razao para isto é que consideramos uma expansao em
série com termos de até segunda ordem. Para que dinamicas mais precisas e realistas
sejam obtidas, é necessario que as expansoes tomem em conta termos de até, pelo menos,

7 = 100. Para tal, é necessario resolver numericamente um sistema de equacgoes para os
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coeficientes C]@, dado por:

Loms LEDEY ) om

an(0) = >N ﬁch AT (4.14)
j=0 i=1

em que a,(0) sdo probabilidades iniciais. A alternativa analitica para o procedimento

acima ¢é encontrar o produto interno entre funcoes de Heun confluentes. Neste caso, as

probabilidades iniciais seriam escritas em termos de fungoes geratrizes convertidas em

funcoes de Heun confluentes.

Em suma, neste Capitulo apresentamos um exemplo de dindmica estocastica de um
gene auto-regulado. Para obté-la, mostramos uma forma geral para escrevermos as funcoes
geratrizes como combinacao linear na base de autofuncoes, tal que a probabilidade total
seja preservada. Desenvolvemos uma relacao de recorréncia entre as derivadas das funcoes
de Heun confluentes que permitem o calculo de derivadas superiores com rapidez. Esta
metodologia é aplicavel a qualquer equacao diferencial.

Em perspectiva, as funcoes de Heun confluentes ainda carecem de uma férmula fechada
para o produto interno. Este é um problema de interesse imediato tanto para o estudo da
dinamica do gene auto-regulado quanto para a comunidade que investiga as propriedades
das fun¢oes de Heun. Alternativamente, resta resolver numericamente a expansao de um

estado inicial em termos das autofuncoes até componentes de ordens superiores.



Capitulo 5

Os genes auto e externamente regulados

Nesta tese apresentamos dois modelos estocasticos para a sintese proteinica por um
gene auto ou externamente regulado. Ambos sao de grande interesse a investigacao do
funcionamento de uma rede génica. Entre outros motivos, porque o chamado modulo de
entrada simples, composto por um gene auto regulado e genes externamente regulados, é
bastante recorrente nessas redes |5, 83, 6]. Neste caso, a proteina expressa por um gene
auto-regulado também controla o nivel de expressao dos genes externamente regulados.
Investigar as razdes que guiam a “escolha” da auto-regulacao ou regulacao externa da
expressao génica é tema de pesquisa em aberto. Um paradigma nesta busca é a teoria
do controle, na qual atribui-se & auto-regulacao a performance 6tima de um sistema. Em
biologia, argumenta-se que esta estratégia foi selecionada pela evolucao e algumas das
razoes para isso sao apresentadas na literatura [8, 10, 84, 85, 86]. Sistemas auto-regulados
sao mais eficazes no controle da expressao génica, sendo mais precisos na manutencao de
um determinado nimero médio de proteinas no interior celular |8, 84, 74|. Eles também
atingem tal quantidade com maior rapidez [85]. O nivel de atividade do gene auto-regulado
responde mais rapida e proporcionalmente a perturbagoes causadas por agentes externos
[86]. As flutuagoes no niimero de proteinas expressas por este gene tendem a ser menores
|8, 10].

Os modelos tedricos comparando estas duas estratégias de regulagao lidam com equa-

¢Oes deterministicas para a concentragao proteinica [85, 86|. Anélises do papel das flu-
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tuacoes na populacao de proteinas sao introduzidas via técnica de Langevin. Ou seja,
partem-se de equagoes deterministicas adidas de um termo aleatorio, mais especifica-
mente, ruido branco [10]. Neste capitulo, utilizando-nos dos modelos estocasticos apre-
sentados nesta tese e de suas propriedades, comparamos a auto-regulagao e a regulacao
externa de um gene e recuperamos resultados presentes na literatura. Mostramos que o
gene auto-regulado é mais preciso no controle do niimero de proteinas no interior celular,

além de ser mais rapido na resposta a perturbagoes externas.

5.1 Regime estacionario

Nesta secao analisamos as flutuacgoes exibidos por um gene auto ou externamente
regulado, em regime estacionario. Também mostramos distribui¢oes de probabilidades

exibidas por ambos em regime estacionario e as comparamos.

5.1.1 Flutuacoes

Na subsecao 3.5.2, a pagina 42, demonstramos que o regime de flutuacoes do gene é
classificado em termos da relacao entre os parametros algébricos a e b. Mostramos que
num gene auto-regulado o dominio biolégico é composto por dois setores, o positivo ou o
negativo. Estes, respectivamente, ocorrem quando a é um ntumero real maior ou menor

que zero. O setor positivo é devido a zg ser maior que Y, sendo que a esta no intervalo:

I—x
20 — X

b. (5.1)

O setor negativo deve-se a 2y ser menor que x, sendo que a satisfaz:

I—x
20 — X

b. (5.2)

Um gene auto-regulado operando no setor positivo tera o ntimero de proteinas satis-

fazendo uma distribuicao de probabilidades que sera: super-Poisson quando a for menor
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que b; Poisson quando a e b forem idénticos; em caso de a ser maior que b, sub-Poisson.
Por sua vez, se este gene operar no setor negativo, assumird somente o regime sub-Poisson
de flutuagoes, independente da relacao entre a e b.

Para analisarmos o gene externamente regulado, basta considerarmos z; igual a unidade
nas equagoes para o gene auto-regulado. HA& duas consequéncias diretas, sendo a
eliminacao do setor negativo a primeira delas. A segunda consequéncia decorre da equagao
(5.1), em que verificamos que o intervalo de validade de a reduziu-se & 0 < a < b.
Portanto, os regimes de flutuacao possiveis ao gene externamente regulado serao: Poisson
quando a e b forem idénticos; super-Poisson quando a for menor que b.

Destarte, concluimos que um gene auto-regulado pode apresentar um controle da pop-
ulacao proteinica mais estrito que o gene externamente regulado. Isto ocorrera sempre
que a for um real negativo, ou um real positivo maior que b. Este resultado recupera
dados ja presentes na literatura [8, 10]. Outrossim, mostra limites em que tanto um
gene sob regulacao externa quanto um gene sob auto-regulacao podem ser equivalentes

do ponto-de-vista do regime de flutuagoes no niimero de proteinas sintetizadas.

5.1.2 Distribuicoes de probabilidades

Apresentamos as distribui¢oes de probabilidades do nimero de proteinas em regime
estacionario para ambos os sistemas de regulagao da sintese proteinica. No caso de um

gene auto-regulado, as probabilidades sao obtidas com o auxilio das expressoes seguintes:

(25)

n€Xp | — n

%—(%) % %o — 1 <n)X”_k(ZO—X)k(Z)kM <a+k,b+k,MX 2‘))7
0

20 en! (1 — z)™ - 1— 2z

(5.3)

para a probabilidade total,

M x
nexp | —
zO—X<M> P 20 20 — 1

en! (1 —z)"

+1 —
0 g i
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para a probabilidade de o gene estar ativo e, por fim:

Bn = ¢n — Qp, (55)

para a probabilidade de o gene estar reprimido. A constante ¢ é definida como:

c= M(a,b, M(1—x/2)). (5.6)

As expressoes para calculo das probabilidades foram obtidas com a acao do operador
derivada k-ésima em relacao a z sobre as funcoes geratrizes das probabilidades do regime
estacionario, apresentadas na Secdo 3.2, a pagina 32. Nas equagoes de (5.3) a (5.6),

consideramos:

20— X
a
1—20

M=b—

As formulas para as probabilidades do gene sob regulacao externa podem ser obtidas
diretamente a partir das equagoes de (5.3) a (5.6), se impusermos, na ordem em que sao

apresentadas, as seguintes condicoes:

M=N(1-2) e z=1.

Sendo assim, nao escreveremos aqui as equacoes para obtencao das probabilidades do
)
gene externamente regulado. O leitor interessado em escrever as féormulas para obtengao

dessas probabilidades pode utilizar-se das relacoes acima apresentadas.

As distribuigoes de probabilidade foram construidas visando ambos os genes expres-
sando 0 mesmo nimero médio de proteinas. Também impusemos que b fosse o0 mesmo,
ou seja, do ponto-de-vista das simetrias de Lie, os genes estao na mesma representacao.
Nos graficos, representamos as probabilidades no eixo vertical e o niimero de proteinas no
eixo horizontal. Em cada grafico apresentamos as probabilidades correspondentes & um
determinado conjunto de parametros. A probabilidade total de encontrarmos n proteinas

na célula é representada em preto. As probabilidades correspondentes de o gene estar
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ativo ou reprimido sao, respectivamente, indicadas em verde ou azul.
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Figura 5.1: Distribuigoes de probabilidade no regime estacionario para os dois modelos. Os
graficos superiores referem-se ao gene auto-regulado e, ao externamente regulado, referem-se os
graficos inferiores. Da esquerda para a direita escolhemos b e a com os respectivos valores: I -
0.5e034;I1-1e0.7;1I1-2e 1; IV - 20 e 1. Os ntimeros médios de proteinas correspondentes
a essas distribuigoes sdo: 1 - 37.5; II - 22.5; 11 - 20.7; IV - 36.1. Os valores de x sao: I - 0.01;
IT - 0.01; III - 0; IV - 0. Nas distribuicoes do gene auto-interagentes consideramos os seguintes
valores para zop: 1- 0.997; IT - 0.99; I1I - 0.99; IV - 0.9. No caso externamente regulado, os valores
de N sdo: T- 55 1T - 32; TIT - 118; TV - 722.

No conjunto de gréficos exposto na Figura 5.1, escolhemos os parametros algébricos
a idénticos para ambos os modelos de gene, auto ou externamente regulado. Escolhemos
os parametros 2y, no gene auto-regulado, e NV, no gene externamente regulado, para que
ambos 0s genes expressem a mesma quantidade média de proteinas. Os quatro graficos
superiores mostram os resultados obtidos para um gene auto-regulado, enquanto os quatro
graficos inferiores mostram resultados para um gene externamente regulado. Um gréafico
da linha superior tera como seu correspondente, em termos de b, a e (n), o grafico imedi-
atamente abaixo. H& diferencas quantitativas entre as distribuicoes de probabilidades em
relacao a estratégia de regulacao da sintese proteinica. Note que esta diferenca se torna
maior a medida em que zg se distancia da unidade, da esquerda para a direita. No entanto,
esta diferenciacao nao é qualitativamente significativa e o comportamento estocastico dos
genes é similar. Outrossim, as probabilidades dos genes estarem ativos ou reprimidos sao

parecidas em ambos os modelos e aproximadamente 1/2 em todos os casos.

No conjunto de Figuras 5.2 apresentamos distribui¢oes de probabilidade em que os
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Figura 5.2: Distribuigoes de probabilidade no regime estacionario para os dois modelos. Os
graficos superiores referem-se ao gene auto-regulado e, ao externamente regulado, referem-se
os graficos inferiores. Em todos os graficos b € 20. Da esquerda para a direita, no gene auto-
regulado a assume os respectivos valores: 1-50; IT - 100; I1I - 200; IV - —90; no gene externamente
regulado: I-10.4; II - 12.06; I - 7.6; IV - 11.7. Os nimeros médios de proteinas correspondentes
a essas distribuicoes sao: 1 - 28.5; IT - 33.3; 111 - 20.9; IV - 32.2. Os valores de x sdo todos nulos
com excessao das distribuigao superior ntimero IV, em que este é dado por: 0.2. Em todas
as distribuigoes inferiores inferiores escolhemos N = 55. O valor de 2y é 0.083 em todas as
distribui¢tes superiores com excessao da nimero IV, em que 2o = 0.05.

valores de a sao distintos. As distribui¢oes na linha superior referem-se ao gene auto-
regulado e aquelas da inferior ao gene externamente regulado. Uma distribui¢ao inferior
possui mesmo nimero médio que aquela imediatamente acima. As distribui¢oes do gene
auto-regulado sao todas sub-Fano enquanto as do gene externamente regulado sao super-
Fano. Ha também uma clara distin¢ao na estrutura dos chaveamentos génicos, dado que
os niveis de atividade dos genes diferem. Isto é visualizado nas probabilidades de o gene
estar reprimido, que é sempre maior que a probabilidade de o gene estar ativo no gene
auto-regulado. No gene externamente regulado, a relacao entre essas probabilidades varia

dentre os graficos.

5.2 Dinamica

Aqui apresentamos a dinamica da probabilidade de um gene auto ou externamente

regulado estar em estado ativo. Também mostramos a evolucao temporal do nimero
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médio de proteinas correspondente. Os estados iniciais e regimes estacionarios das prob-
abilidades, e nimeros médios, sao os mesmos em ambos os genes. A unidade temporal é
definida em termos de 1/p e seré representada no eixo horizontal. Adotaremos o mesmo
valor de p nos dois modelos. Isto implica assumirmos que a proteina expressada por
ambos os genes é a mesma. O valor de b também é idéntico em ambos os modelos.
Os parametros do gene auto-regulado sao os mesmos que os utilizados no Capitulo 3,
ou seja b = 10,a = 20,x = 0,29 = 0,08. No gene externamente regulado, escolhemos
a=1.2,N =114, x = 0. Os valores iniciais e estacionéarios de p, e (n) sdo idénticos aos

escolhidos no Capitulo 3:

S, =0.12, (n)®=13.5.
Nos graficos, a curva em rosa representa o gene auto-regulado (gar). O gene externa-

mente regulado (ger) é representado pela curva verde.
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Figura 5.3: Evolucao temporal das Figura 5.4: Evolugdo temporal do
probabilidades de o genes auto ou ex- nimero médio de proteinas expressas
ternamente regulados estarem ativos. pelos genes auto ou externamente regu-
lados.

Na Figura 5.3, mostramos a dinamica da probabilidade de o gene estar ativo. Estas
probabilidades sao representadas no eixo vertical. Verificamos, a partir do grafico, que o

gene auto-regulado atinge o nivel de atividade estacionédrio antes do gene externamente
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regulado.

Na Figura 5.4, mostramos a dinamica do ntimero médio de proteinas no interior celular,
o qual é representado no eixo vertical. A partir do grafico, verificamos que o nimero
médio de proteinas expressas pelo gene auto-regulado atinge o regime estacionéario com
antecedéncia.

Em ambas as dinamicas apresentadas, o gene auto-regulado atinge o regime esta-
cionario antes do gene externamente regulado. No caso das taxas de decaimento do
chaveamento génico, isto deve-se a b ser divido por 2y, que no gene auto-regulado esta no
intervalo entre zero e um. Portanto, essa taxa de decaimento serd maior que a do gene
externamente regulado. Outra causa disso sao os estados iniciais que foram escolhidos,
os quais levam os termos de degradagao proteinica a terem influéncia desprezivel sobre a
dinamica do gene auto-regulado.

Em suma, neste Capitulo analisamos comparativamente os modelos estocasticos para
expressao génica estudados ao longo desta Tese. Mostramos que o gene auto-regulado pode
expressar proteinas em regimes de baixas flutuacoes. Portanto esta estratégia de regulagao
¢ mais eficaz na manuntengao de um nimero médio de proteinas no interior celular. Este
resultado é consequéncia direta da existéncia de simetrias no modelo, desde que o regime
de flutuacoes é definido em termos da relacao entre b e a. Outrossim, mostramos um
exemplo de dinamica em que o gene auto-regulado atinge o regime estacionario antes do
gene externamente regulado. Este resultado estd em consonancia com dados ja presentes
na literatura.

Em perspectiva, o modelo estocastico para o gene externamente regulado, sob a 6tica
da teoria dos grupos, resulta de um caso particular do modelo para o gene auto-regulado.
Isto leva a hipotese de que a estratégia de regulacao adotada por um gene é modificavel.
Se tal ocorre, pode ser via mutac¢ao na regiao reguladora e/ou na regiao codificadora do

gene.



Capitulo 6

Conclusoes

Nesta tese mostramos que o modelo estocéastico binario para um gene auto-regulado
possui solucao analitica completa. A dindmica probabilistica é obtida em termos das
funcoes de Heun confluentes. Como nao ha uma expressao fechada para as derivadas gerais
destas funcoes, introduzimos uma relacao de recorréncia entre derivadas das mesmas.

Introduzimos a nogao de simetria e invariancia no campo da expressao génica estocas-
tica. Isto é obtido reescrevendo as equagoes de diferenca-diferenciais em formalismo de
operadores diferenciais no regime estacionario. Obtivemos uma é&lgebra SO(2,1), con-
struida explicitamente com operadores diferenciais. O invariante da &lgebra caracteriza
a meia-vida da dinamica do gene. O regime de flutuacoes do processo estocéstico é clas-
sificado pela relacao entre os etiquetadores de um elemento da representacao do grupo.
O gene auto-regulado apresenta os regimes sub Fano, Fano e super Fano. O gene exter-
namente regulado apresenta apenas os regimes Fano ou super Fano. Outra consequéncia
das simetrias ¢ que o modelo para o gene externamente regulado é um caso particular do
modelo para o gene auto-regulado.

Fizemos uma analise comparativa entre os modelos para os genes auto e externamente
regulados. Mostramos, partindo de equacgoes estocésticas, que a auto-regulacao representa
uma estratégia de controle mais precisa. Também mostramos que o sistema auto-regulado
responde com maior rapidez & perturbagoes por agentes externos.

Em perspectiva, ha diversas ramificacoes deste trabalho. Faz-se mister encontrar uma
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forma de ortogonalizacao das auto-funcoes do operador H. Isto ampliara as possibili-
dades de sistemas dinamicos descritos por este modelo, além de ser uma abordagem mais
elegante. A existéncia de simetrias possibilita que se investigue um principio de com-
posicao entre varios genes. Uma possibilidade bastante clara é que as proteinas do gene
auto-regulado passem a regular o gene externamente regulado. Outra hipotese é impor
representagoes de dimensoes superiores a 2 da éalgebra u(2) que forma a base do proceso
de chaveamento. Neste caso, o gene possuiria um maior nimero de niveis de regulacao.
Os elementos de matriz sao os elementos da dlgebra de Heisenberg adida do termo zd/dz,
veja Apéndice B. Ainda neste topico, podemos investigar se a algebra de Lie de dimensao
infinita, advinda do modelo aqui tratado, possui significado biolégico.

Do ponto-de-vista bioldgico ha duas questoes que podem ser levantadas diretamente. A
primeira trata da verificacao experimental da conservagao da meia-vida da dinamica de um
gene. Resultados experimentais mostram que o sistema operon lac leva um tempo fixo para
atingir regime estacionario, independente de seu estado inicial ser totalmente induzido ou
nao-induzido [25]. A segunda questdo diz respeito as estratégias de regulagao. Verificamos,
a partir do modelo aqui apresentado, que um sistema externamente regulado surge como
um caso particular do sistema auto-regulado. Dai, pode-se especular que a regulacao
externa de um gene, e portanto a interacao entre genes distintos e a complexidade em
redes génicas, surgiu como uma transformacao do sistema auto-regulado.

O modelo que apresentamos nesta tese é bastante simples para a modelagem de ex-
pressao génica. Ele possui apenas dois niveis de regulacao e omite o processo de tran-
scricao. Porém, desta simplicidade advém seu forte, que é o de discriminar com bastante

clareza os efeitos de duas estratégias de regulacao amplamente adotadas na natureza.
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Apéndice A
Derivacao das autofuncoes

Neste apéndice apresentamos o célculo da solucao analitica do modelo estocastico
de um gene auto-interagente. As equacoes diferenciais parciais e acopladas do modelo

estocastico tratado nesta tese podem ser escritas como:

208_@0_

~r ~Hv (A1)

As solucoes da equacao acima sao da forma:

@ZN) exXp (_%t) ’
<0

onde, 1; e A sdo, respectivamente, autofuncao e autovalor de H. As autofun¢oes de H sao

obtidas a partir de sua respectiva equacao de autovalores:

Hyp = —Ad)
onde
z—1 d
A L (- ) f
v= , e H= N d
B (1 —29)2— M —f—=z2(z—1)—

dz X 1— 2 dz
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A acao de H sobre 1; resulta no sequinte par de equacgoes diferenciais acopladas:

z—1 dA
(Ml_ZO—FA)A—(Z—ZO)E—i‘fB—O, (A2)
z—1 dB dA
(XMl—ZO —f—l—A) B—zo(z—l)E+(1—zo)zE = 0. (A.3)

A solugao das equagoes acima é obtida isolando-se B na equagao (A.2):

M z—1 A)A 2 —zydA (AA)

B:—(Tl_zo‘i‘? +TE’

e, substituindo a expressao acima na equacao (A.3), obtemos uma equagao diferencial de

segunda ordem:

d*A dA
@‘FPE—FQA—O, (A5)
sendo:
P:_M20+X_A/Zo+1+f+M—A
Z20l—29 2z-1 zZ— 2
e
1 Mz—1 —1 A —
Q= i WMETE A A s ) AR
(z—=1)(z—20) [20 1 — 20 1— 2 20

A equagao (A.5) possui trés singularidades regulares nos pontos zg, 1 e infinito. Isto

sugere uma solucao em termos das func¢oes de Heun confluentes. De fato, impondo:

a) e (L2 1) A,

20 1—20

na equagao (A.5), obtemos:

dQA ~ dA ~ o~
L - LYY A.
dz? dz 0 (4.6)

sendo

Ay Az 14+b—A
— -

1—2 2z-1 zZ— 2

P
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e
Q_2A2+A1(1+b—A—A/Zo)+2A3—1—A/2’0+A1(A—b+a>
2(1 —z0)(z—1) (z—20)(z—1)
onde:
PR G N Y
20 — X
e
AleX_ZO,
20
A 1-—
AQ(A):—1<1+2a—b—A zO),
2 20
1 Al—-—A+A-D
Az(A) == — Ay — — )
s(h) =5~ B 20 2

A soluc¢ao da equacao (A.6) é obtida em termos das fungdes Heun confluentes e podem

ser escritas como se segue:

fl(z) = C(I)A(l)(z) + 0(2)(2 — ZO)A*bA@)(z),

sendo

AD(2) = H(AL b — A, —1 — A/zo, A, As, i — 2,
AD(2) = H(AL, A — b, —1 — A/zg, Ao, As, i — 20y

em que H representa a funcao de Heun confluente.

A solucao final das equacoes dependentes do tempo é obtida por calculando-se os

conjuntos de autovalores. Ha dois conjuntos e o primeiro deles, o nimero 1, é dado por:

A§.1) = jzp, sendo j=0,1,2, ..., (A.7)
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e é obtido a partir de A (z). Consideramos a transformacio:

H<A17b_A7_1_A/207A27A37Z_ZO> =
1—2:0

. 1+A/z0 _
(1 2) H(Al,b—A,1+A/Zo,A2,A3,Z Z°>,

1—20 1—20

em AD e impomos analiticidade em torno de z igual & um. Isto implica no expoente de

(1 — z) ser um numero inteiro positivo, ou seja:
1 + A/ZQ = j,

onde j é um inteiro positivo. A expressao (A.7) é obtida isolando-se A na relacao acima

e reescalando 7 — 7 + 1, para que o autovalor seja sempre positivo.

O segundo conjunto de autovalores, o nimero 2, é dado por:
@ _ ~ .
A7 =b+j, sendo j7=0,1,2, ..., (A.8)

e é obtido a partir de A(Q)(z). Neste caso, impomos analiticidade em torno do ponto 2.

Sendo assim, o expoente de (z — zp) satisfaz:
A - b = j?

onde j é um inteiro positivo. A expressao (A.8) é obtida isolando-se A na expressao acima.

Os conjuntos de autofungoes correspondentes aos autovalores acima calculados as-

sumem as respectivas formas:

A§1)(2) - H <A17b — JZo0, —1 _jaAg])(1)7A§(’>])(1>7 0> ’

~ . ] . ; i Z—z
AP (2) = (2 — 20)'H (Al,j, —1— (b+4)/20, A (2), AY(2), ) :

onde os parametros ASJ )(z) sao obtidos explicitamente por substituicao direta do autovalor
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correspondente & cada uma das autofuncoes:
AP(0) = Ax(Af)),

em que i = {1,2} e k = {2,3}. A solugao da equacao (A.6) é dada por:

@) _ XM z =11\ @
A;7 =exp (— )A. :

20 1—20 J

As autofuncoes B](i)(z) sao obtidas a partir da agdo do operador (A.4) sobre uma

autofuncao Ag-i), substituindo-se o respectivo autovalor em lugar de A:

A solugao final da equagao (A.1) é dada por:

2

a(z,t) = Z Z Cj(i)Ay) exp (—Ag%),

j=0 i=1

B(z,t) = Z Z D](-i)B](-i) exp (—Agi)t).

j=0 i=1

8

8



Apéndice B

Algebra de Lie de dimensao infinita

Neste apéndice apresentamos a algebra de Lie de dimensao infinita que é obtida a
partir do regime estacionario do modelo estocéstico apresentado. O operador H definido

anteriormente pode ser escrito na forma seguinte:

Heén (2wt 2 o0l D) nfao+
=e a Z4+ 20— — z2— éiafa
1 Z0— 1 0 1— 2 Odz dz 1270

R d . M M d d
621(1 —Zo)Z%—FeQQ |:(ZOX— 1 —f) CLO+ 1 _ZOZ—FZQE —Z£:| ,

onde {M, 2o, x, f} & o conjunto de parametros. Os operadores €, sao matrizes 2 X 2 cujos

elementos sao (€,,),,. = 0,,0,x, onde d,, é o simbolo de Kronecker e satisfaz:

LK

1, se p=wv,
nv

0, se u#wv.

Estas matrizes formam a base da algebra u(2), cujas relagoes de comutagao sao:

[é,uw ém] = 61/Léul'€ - 5n,uéw~
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O operador ag representa a identidade e juntamente com 2z e - forma a &lgebra de
z

d
Heisenberg: H = {ay, z, d—}, com relacoes de comutacao:
2

d d
[ag, z] = [ao,a] =0, {%’Z] = ap.

d
O elemento r é adicionado por meio de uma soma semi-direta a H. Isto porque H é um
z

_ d
idal da algebra formada por H = {ay, z, T zd—} Isto é verificado a partir das relacoes
2 dz

de comutacdo de H:

dl_g &, 4)__4 da|_
ao’zdz - dz’zdz dz Z’Zdz =%

em que o comutador de qualquer elemento de H com o operador zd/dz resulta num

elemento de H.

Portanto, o operador H ¢é escrito na base:

R R d d
a0Cuys 2Cuws T Cuvy 25 €y

dz dz

As relacoes de comutacao entre os elementos acima fecham apenas entre eles. Assim, para
que a algebra do estado estacionério feche, a extendemos tal que um elemento arbitrario

da mesma é dado por:
&
dzr’

~

Euv?

em que ¢ > 0 e p > 0 sao numeros inteiros. Sendo assim, esta algebra é formada por

infinitos elementos e terd dimensao infinita.

As relagoes de comutacao da algebra acima sao dadas por:

P d4 p VA et
éuuzl_’ éLHZJ _:| — (51/Lé/“{ Z (p) j 7,0 Z’L+]7Z l
z 2 —~\1)(j -1 dapral

p+q—1

q .
5 q\ Ay i d
DD (z) (=017 derral

=0




em que,

5l

L,

0,

se j =1,

se j <.
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Apéndice C

Relacao de recorréncia para derivadas

n-ésimas

Neste apéndice apresentamos o algoritmo utilizado para o calculo da n-ésima derivada
das funcoes geratrizes das probabilidades dependentes do tempo. Consideramos a equagao

diferencial de segunda ordem para A(z) na seguinte forma:
2 2 2
S Jd2A S .dA S
=0 e @ i=0 e @ i=0 @A =0 (e

onde X; sao coeficientes reais ou complexos. A equacao acima apresenta trés singulari-

dades regulares, uma no infinito e as duas restantes nos pontos:
. Ry n R? — 4Ry Ry
2R, 4R3 '

A equagao (C.1) serd uma equacao de Heun confluente em forma canoénica se

Rgzl, R1:—1, R():O, € QQZO



A equacao (C.1) sera equivalente a equagao (A.5) se:

Ry =1,

M R —1
PQZ——Z[H—X, Pi=PR +1+f+M+A—, POZ—Pl—P2+AZO ;
201—220 A A fZO AZ()f
M +xA—f—=2 —
Q2:&—27 Q1= —2Q2+ — X 0 Qo=-Q1—Qa+A
20 (]_—Z()) 20 1—20

Rl :_1_Z07 R0:Z07

“c2)

mn

A acao do operador Ton sobre a equagao (C.1), com o auxilio do Teorema de Leibniz,
Z'I’L

relagao 3.3.8 da referéncia 79|, resulta na seguinte relacao de recorréncia:

2y _ DAY £ T AR 4 T3 ACD 4 1y A

- . n=0,1,2,... (C.3)
> e
i=0

onde o simbolo A™ representa a derivada n-ésima da funcio A calculada no ponto z. Os
coeficientes das derivadas sao:

2
I'y =2Ronz + Rin + Z Pizia
=0 )
F2 = RQTL(?’L — 1) -+ 2P27”LZ + Pln -+ ZQZ‘Zi,

i=0
I3 = Pon(n — 1) +2Q2nz + Qin,

I'y=Qn(n—1).
A efetuacao dessa relacao de recorréncia requer que a funcao e sua derivada primeira no
ponto z sejam conhecidas.

Note que esta relacdao de recorréncia, se calculada nos pontos z*, reduz-se a:

A1) _F2A(n) + T3 A1) 4 T, A—2)
Iy :

Em particular, podemos calcular as derivadas n-ésimas das fun¢oes B(z), definidas na
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equagao (A.4). Neste caso teremos:

— M1—z A n M n
B = 2720 gty (22 o)A - = ArYn=0,1,2,...
7 Tty P , n=0,1,2,...,

e no calculo das derivadas n-ésimas de A(z), tomamos em conta as relagoes (C.2).
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Baixar Monografias e TCC

Baixar livros Multidisciplinar

Baixar livros de Musica

Baixar livros de Psicologia

Baixar livros de Quimica

Baixar livros de Saude Coletiva
Baixar livros de Servico Social
Baixar livros de Sociologia

Baixar livros de Teologia

Baixar livros de Trabalho

Baixar livros de Turismo
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