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Resumo

Um dos fenomenos mais intrigantes da QCD corresponde a uma inespe-
rada violacao de simetria, conhecida como anomalia quiral. Esta anomalia
corresponde a uma amplitude de probabilidade que nao satisfaz simultane-
amente as simetrias de gauge e quiral, mas cujo resultado é dependente do
contexto e, nesse sentido, ambiguo: na QCD, a anomalia deve violar a identi-
dade de Ward-Takahashi quiral e preservar a de gauge, de forma a reproduzir
o decaimento anomalo do pion; por outro lado, no calculo do decaimento do
proton de 't Hooft, a anomalia viola a identidade de Ward-Takahashi de
gauge. Descrigoes recentes destes fenomenos baseiam-se nos termos de su-
perficie relacionados as divergéncias dos modelos quirais de quarks da QCD.
Neste trabalho estudamos este fenomeno no contexto de um modelo quiral
finito, a saber, o modelo espectral de quarks. Encontramos que a dependén-
cia do acoplamento com a massa espectral desempenha um papel importante
na obtencao do valor particular para a anomalia na QCD, necessario para a
obtencao da violacao correta neste caso. Por outro lado, no decaimento do

préoton esta dependéncia nao estd presente, o que leva a violacao da identi-
dade de Ward-Takahashi de gauge.



Abstract

One of most intriguing phenomenon of QCD is a unexpected breach of
symmetry, known as chiral anomaly. This anomaly is an amplitude of proba-
bility which doesn "t satisfy the gauge and chiral symmetries simultaneously,
but whose outcome is dependent of context, and in this sense ambiguous: in
QCD the anomaly must violate the axial-vector Ward-Takahashi indentity
and preserve vector Ward-Takahashi indentity, in order to reproduce the pion
anomalous decay; on the other hand, in the 't Hooft’s calculation of proton
decay, the anomaly must violate the vector Ward-Takahashi indentity. Re-
cent descriptions of these phenomenon are based on surface terms related
to divergences on the chiral quark models of QCD. In this work we studied
this phenomenon in the context of a finite chiral quark model, namely the
Spectral Quark Model. We find that the dependence of coupling with the
spectral mass plays an important role on obtaining a particular value for the
QCD chiral anomaly, which is necessary to take the correct violation in this
case. On the other hand in the proton decay this dependence is not present,
which leads to the violation of the vector Ward-Takahashi indentity.
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CapiTULO 1

Introducao

A teoria que descreve a interacao forte entre particulas elementares, num
nivel subatomico, é conhecida como Cromodinamica Quantica (QCD, da de-
nominagao da lingua inglesa Quantum Chromodynamics). A QCD descreve a
interacao entre quarks - os constituintes subatomicos da matéria, portadores
da carga forte, chamada de cor (dai o nome “cromodinamica”)- através de
mediadores da interacao forte chamados glions, os quanta do campo cromo-
dinamico.

Embora reconhecida atualmente como a teoria que descreve a interacao
forte, a QCD apresenta um problema de convergéncia formal em seu trata-
mento perturbativo: no limite de altas energias, a intensidade da interacao
forte é pequena, tendendo a zero no limite em que a separagao espacial entre
as particulas tende, igualmente a zero, fenomeno este conhecido como liber-
dade assintética. Neste regime pode-se tratar a QCD a partir de técnicas
perturbativas, utilizando a intensidade da interacao como parametro pertur-
bativo. Ja no limite de baixas energias, a intensidade da interagao ¢é alta,
prejudicando o tratamento perturbativo da teoria. Entretanto, é justamente
neste regime que se encontram os estados ligados de quarks, como por exem-
plo, prétons, néutrons e pions. Neste regime, modelos efetivos para a teoria
devem ser empregados. Uma das caracteristicas destes modelos efetivos é
que, devido a presenca de interagoes efetivas de intensidade baixa mesmo no
limite de baixas energias, os mesmos podem ser tratados perturbativamente.

O termo Modelo Quiral de Quarks tornou-se um nome genérico para
qualquer teoria relativistica de campos que se refira a descri¢cao das caracteris-
ticas nao perturbativas da QCD. Diversas abordagens [1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8],



compartilham um certo nimero de caracteristicas comuns: (a) os quarks sao
incorporados nestes modelos como os tinicos graus de liberdade e (b) diversas
simetrias da QCD sao reproduzidas nos modelos, principalmente as invarian-
cias de calibre e quiral. Estas simetrias sao expressas pelas chamadas Iden-
tidades de Ward-Takahashi, e modelos quirais de quarks oferecem solucoes
particulares para as mesmas.

Um modelo muito recente para a descricao da QCD no regime de baixas
energias é o Modelo Espectral de Quarks [9, 10]. Este modelo utiliza a repre-
sentacao de Lehmann para o propagador de quarks, representado em funcao
de uma dada distribuicao espectral, e a técnica chamada Técnica de Gauge
[11, 12], para fornecer solucoes para as identidades de Ward-Takahashi. Di-
versos observaveis fisicos sao empregados para construirmos a funcao espec-
tral do modelo, e o poder de predi¢ao do mesmo é grande, quando comparado
aos resultados experimentais conhecidos. O Modelo Espectral de Quarks
pode ser visto como um modelo finito, no sentido de que nao existe nenhum
parametro artificialmente introduzido que leve ao surgimento de divergéncias
e de termos de superficie, geralmente ambiguos, que estao presentes em ou-
tros modelos (para uma discussao desses fatos ver [13, 14]). Na forma atual,
o modelo espectral de quarks descreve a interacao de quarks sem massa, ou
seja, é eficaz para a descrigao de fenomenologia dos mésons leves.

Um dos fenomenos mais intrigantes da QCD corresponde a uma inespe-
rada violagao de simetria, conhecida como anomalia quiral [15]. Esta anoma-
lia corresponde a uma amplitude de probabilidade que nao satisfaz simul-
taneamente as simetrias de gauge e quiral, mas cujo resultado é dependente
do contexto. Descricoes recentes deste fenomeno baseiam-se em termos de
superficie relacionados as divergéncias dos modelos quirais da QCD [13, 14].
No presente trabalho pretendemos estudar a anomalia quiral no contexto do
modelo espectral de quarks e veremos que neste modelo a prépria simetria
quiral pode funcionar como um seletor do resultado correto esperado para a
anomalia.

O estudo da anomalia quiral no contexto do Modelo Espectral de Quarks
sera realizado através do célculo, via diagramas de Feynman, da amplitude
de transicao Axial-Vetorial-Vetorial, da obtencao das indentidades de Ward-
Takahashi axial e vetoriais dentro do Modelo Espectral, e finalmente na deter-
minag¢ao do acoplamento entre os quarks e o méson axial através da Relacao



de Goldberger-Treiman [16], a qual também sera obtida no contexto deste
modelo.

Assim, a dissertacao estd organizada na seguinte forma: No capitulo 2
fazeremos uma introducgao sobre o modelo padrao, as teorias que o mesmo
engloba e consideragoes sobre as mesmas. O objetivo deste capitulo é apre-
sentar uma introducao sobre a interacao forte e a teoria que a descreve:
a Cromodinamica Quantica (QCD). Ao longo desse capitulo discutiremos
aspectos da QCD como liberdade assintética, confinamento, bem como as
simetrias que a teoria possui. No final do mesmo, discutiremos aspectos da
QCD em baixas energias e a modelagem nao perturbativa da mesma a partir
de modelos quirais de quarks.

No capitulo 3 apresentaremos uma abordagem sobre simetrias e suas
propriedades. Discutiremos o teorema de Noether e as Identidades de Ward-
Takahashi como guias na andlise de simetrias. Em seguida, verificaremos
questoes relacionadas a quebra de simetrias e as formas de como a quebra
se da. Por 1ltimo, analisaremos as consequéncias da quebra espontanea de
simetria, bem como suas implicagoes em QCD.

No capitulo 4 introduziremos o modelo quiral de quarks utilizado neste
trabalho, a saber o Modelo Espectral de Quarks. Discutiremos a forma como
o modelo é construido e as condigoes necessarias para que o mesmo seja
finito. Apresentaremos o calculo de alguns observaveis e discutiremos como
os tultimos devem ser relacionados aos momentos da fungao espectral. Por
ultimo, obteremos as versoes espectrais da relacao de Goldberger-Treiman e
da hipdétese PCAC, ou seja, como estas relagoes sao descritas no contexto do
modelo espectral de quarks.

Sequencialmente, no capitulo 5 faremos uma introducao da anomalia
quiral e suas propriedades. Calcularemos a amplitude para o diagrama trian-
gulo de Adler-Bell-Jackiw utilizando a abordagem do modelo espectral de
quarks. Apos o calculo, faremos uma analise sobre as simetrias subjacentes
a0 processo e discutiremos os resultados obtidos.

Por fim, no 1dltimo capitulo apresentaremos as conclusoes obtidas neste
trabalho e subsequentemente as referéncias utilizadas no mesmo. Dois apén-
dices suplementam a dissertacao: no primeiro, apresentaremos a notagao e
convencoes utilizadas e no segundo explicitaremos o calculo do decaimento



anomalo do pion neutro.



CAPITULO 2

Cromodinamica Quantica

Neste capitulo pretendemos dar uma visao geral sobre a interacao forte
e o modelo tedrico que a descreve, a saber, a Cromodinamica Quantica.

2.1 O Modelo Padrao

No entendimento atual da natureza considera-se que todos os fendmenos,
todas as transformacoes, sao regidos por quatro interacoes fundamentais: a
interagao gravitacional, a eletromagnética, a fraca e a forte. Para cada uma
dessas forcas ha uma Teoria Fisica (fig. 2.1)[17]:

Gravitagao - ¢ a interacao mais antiga conhecida e também a mais miste-
riosa tendo seu primeiro modelo a Teoria da Gravitacao Universal de
Newton e ja no inicio do século XX, a Teoria da Relatividade Geral de
Einstein, também conhecida como Geometrodinamica;

Eletromagnetismo - surgiu da unificacao da Eletricidade com o Magne-
tismo feita por Maxwell em fins do século XIX e sua quantizacao re-
alizada por Tomonaga, Feynman e Schwinger nos anos 40 do século
passado;

Forca Fraca - ¢ a responsavel pelo decaimento Beta dos nicleos atomicos e
foi primeiro modelada por Fermi nos anos 30. Hoje temos a sua versao
moderna, a Flavordynamics ou Dinamica dos Sabores, construida nos
anos 60 por Glashow, Weinberg e Salam e sua conseguinte unificagao
com a interacao eletromagnética, a Teoria Eletrofraca;

Forca Forte - primeiramente modelada por Yukawa nos anos 30 pelo estudo
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das interagoes inter-nucleares e seu posterior desenvolvimento nos anos
70, a Cromodinamica Quantica (QCD).

Fraca

Figura 2.1: As interagoes fundamentais (retirada de [18]).

As Teorias que explicam as trés tltimas interacoes fazem parte de uma
estrutura maior a qual damos o nome de Modelo Padrao. O Modelo Padrao
é um constructo tedrico que tem por objetivo descrever a natureza em sua
forma essencial, ou seja, ele pretende investigar o carater fundamental das
entidades das quais o mundo é formado. No Modelo Padrao o conceito de
forga é trocado pelo de interacao (apesar de em certas vezes usarmos ambas
palavras num mesmo contexto), e as entidades fundamentais para a descrigao
dos fenomenos naturais sao os quarks, léptons e as particulas intermediado-
ras ou mediadores, que sao aquelas que carregam ou transmitem a interacao.
Dessa forma a nocao de ‘agao a distancia’ é substituida por uma visao baseada
numa interacao direta entre as particulas fundamentais, os mediadores trans-
mitindo a forca entre os quarks e léptons, entre quarks e quarks, etc.

Quarks e 1éptons sao descritos como particulas puntuais que obedecem
ao principio de exclusao de Pauli e, por sua vez a estatistica de Fermi-Dirac,
ou seja, as mesmas sao férmions. Existem seis tipos de quarks, a saber:

1. up (u)
2. down (d)
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3. strange (s)

que sao conhecidos como quarks leves; e
4. charm (c)
5. bottom (b)

6. top (t)

conhecidos como quarks pesados.

O Modelo é construido de tal forma que para cada tipo de quark é as-
sociado um numero quantico chamado de sabor. Por sua vez, existem seis
sabores de léptons:

1. elétron (e)
2. muon (u)

3. tau (1)

e os respectivos neutrinos:
4. neutrino do elétron (v,)
5. neutrino do muon (v,)

6. neutrino do tau (v,)

Por se tratarem de férmions, tanto os quarks quanto os léptons possuem
anti-particulas, que sao particulas de mesma massa mas com determinados
nimeros quanticos opostos, como por exemplo a carga elétrica, niimero lep-
tonico, etc., totalizando em 12 sabores de quarks e 12 sabores de 1éptons.

Os mediadores sao particulas bosonicas, ou seja, obedecem a estatistica
quantica de Bose-Einstein (tém spin semi-inteiro e podem ocupar um mesmo
estado quantico), conhecidas como Bésons de Calibre, ou ainda, do inglés
Bésons de Gauge. Para cada interagdo hd um ou mais mediadores (tabela
2.1):

Tabela 2.1: As interacoes fundamentais, sua forga, teorias que descrevem
as mesmas e os mediadores (retirada de [17]).
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Interacao ‘Forca’ da Interagao Teoria Mediador
Forte 10 Cromodinamica Glion
Eletromagnética 1072 Eletrodinamica Féton (7)
Fraca 1013 Flavordynamics w, w-, Z°
Gravitacional 10743 Geometrodinamica Graviton

Das particulas citadas acima, a tUnica ainda nao observada experimen-
talmente é o graviton. De certa forma esse é um fato até que justificavel
sob o ponto de vista do modelo padrao, uma vez que o mesmo nao consegue
conciliar a gravidade com as outras interagoes. Existem varias propostas de
incorporacao da gravidade as outras teorias em modelos chamados de Exten-
soes do Modelo Padrao. Ainda assim, uma justificativa razoavel para que o
modelo seja valido é analisar a for¢a da interacao na escala de distancia em
que os fendomenos subatomicos se dao (~ 1071 m), de forma que nessa escala
(tabela 2.1), a interagao gravitacional pode ser considerada desprezivel em
comparagao as outras interagoes.

A forca da interacao ou “forga da forca” é uma nocao intrinsecamente
ambigua. Além de tudo, ela depende da fonte e de quao longe estamos da
fonte. Assim os ntimeros na tabela nao podem ser literalmente considerados,
mas apenas a sua ordem de grandeza ¢ significante.

Assim, com esta visao apresentada pelo modelo padrao considera-se que
o mundo é formado pela combinacao dos blocos de construcao fundamentais,
ou seja, todas as estruturas sao formadas a partir da combinacao de quarks,
léptons e mediadores (fig. 2.2).
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Figura 2.2: A estrutura atomica com os quarks e léptons (retirada de [18])

2.2 O Modelo de Quarks

A visao tedrica atual sobre as interacoes fortes comeca com a identifi-
cagao dos férmions fundamentais e de suas interagoes. Em 1963 Gell-Mann
e Zweig propuseram um modelo que explicava o espectro das particulas que
interagiam pela forga forte (os hddrons), a partir de constituintes elementares
(os quarks). Hédrons sao divididos em duas classes: mésons e barions. Mé-
sons sao estados ligados de pares quark-antiquark, de spin 0 ou 1 e paridade
impar, como se espera de um estado ligado férmion-antiférmion de momento
angular orbital nulo. Bérions, sendo particulas mais pesadas que os mésons,
seriam estados ligados de trés quarks. Para explicar a carga elétrica e outros
nimeros quanticos dos hadrons ja conhecidos, precisou-se postular trés tipos
de quarks, up (u), down (d) e strange (s); e com a descoberta experimental
de novos hadrons, mais trés quarks tiveram de ser considerados: charm (c),
bottom (b) e top (t). Dessa forma, quarks deveriam ter carga elétrica fra-
cionaria, sendo +§ paraosu,cete —% para os d, s e b (sendo essas cargas
elétricas fragoes da carga do préton). Assim, o préton sendo formado pelo
conjunto (uud) teria carga elétrica +1 e o néutron sendo (udd) teria carga
elétrica nula (fig. 2.2).

O modelo de quarks obteve grande sucesso na previsao de novos hadrons e
das interagoes eletromagnética e fraca entre os mesmos. Apesar disso haviam
algumas evidéncias experimentais nas quais o modelo falhava:
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1. Particulas livres com cargas elétricas fracionarias nunca haviam sido
detectadas.

2. Esperava-se que a funcao de onda dos quarks no interior do barions
fosse anti-simétrica na troca dos nimeros quanticos de sabor e spin de
qualquer par de quarks, uma vez que os mesmos eram férmions de spin
% e teriam de obedecer ao Principio de Exclusao de Pauli. Mas havia a
deteccao de um estado excitado leve AT com spin % e carga elétrica
+2 interpretada como o estado ligado (uwu) com momento angular
orbital nulo e o spin dos trés quarks paralelos, o que resultaria em uma

funcao de onda total simétrica.

3. Ao mesmo tempo sabia-se que em um mundo ideal validava-se a relagao
de Goldberger-Treiman, na qual o méson 7 ou pion era sem massa.
Assim, a taxa de decaimento para o processo 70 — v+~ era calculada,

sendo que seu valor era menor do que o observado experimentalmente

por um fator de 9 = 32

Para reconciliar o modelo de quarks com o teorema da spin-estatistica,
Gell-Mann postulou que quarks carregavam um grau de liberdade ou niimero
quantico até esta data desconhecido, chamado por ele de cor. Desta forma
fez-se a suposicao ad hoc que a funcao de onda dos barions era totalmente
antissimétrica no nimero quantico de cor. A funcao de onda era simétrica
no sabor e spin de forma que a funcao de onda total seria antissimétrica, o
que concordava com a estatitica da Fermi-Dirac. Assim, para cada sabor de
quark foi atribuido trés cores, por exemplo vermelho, verde e azul, ou ainda
utiliza-se a representacao ¢;, com ¢ = 1,2, 3 sendo o indice de cor.

Desta forma, o problema da anti-simetrizagao da funcao de onda estava
resolvido e ainda multiplicando-se a amplitude do decaimento do 7° por 3
(ou seja, trés possiveis cores), a taxa de decaimento seria 9 vezes maior, re-
solvendo a discrepancia entre teoria e experimento. Pode-se ressaltar ainda,
o fato de que nem léptons e nem hadrons teriam cor, ou seja, o modelo é
construido de forma que as cores dos hddrons e léptons sejam nulas, repro-
duzindo evidéncias experimentais de que os mesmos nao interagem por troca
direta dos mediadores da forca forte.

Os quarks com cor seriam entao uma representacao fundamental de uma
nova simetria global interna SU(3). Os quarks ¢; tranformariam sob a re-
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presentagao fundamental ou 3, da simetria SU(3) de cor. Os anti-quarks ¢’
transformariam sob a representacao 3. O produto interno de 3 por 3 é um
invariante de SU(3), assim como também pode-se construir uma combinagao
totalmente anti-simétrica dos trés 3's, €5, a qual se transforma como:

a qual é invariante sob SU(3), uma vez que (detU) = 1. Postulando-se
que todas as funcoes de onda dos hadrons tem de ser invariantes sob as
transformagoes de simetria SU(3), as tinicas combinagoes permitidas para os
mesmos sao:

i ijk ik
q 4, € qiq;4k, €ijkd 4°q -

Assim a suposicao que os hadrons fisicos sejam singletos de cor implica que a
Unica possibilidade é que os mesmos sejam mésons, barions ou anti-barions.

2.3 Liberdade Assintotica

Ainda havia o problema da falta de evidéncia experimental de particulas
livres com carga elétrica fraciondria, o que na verdade, estd intimamente
relacionado com a exigéncia de que a funcao de onda de hadrons seja um
singleto de cor.

Ao estudar o espalhamento inelastico profundo de elétrons em nucle-
ons (os hadrons que compoem o nicleo atdomico), os fisicos experimentais
descobriram que quando ocorria a colisao de altas energias, os quarks den-
tro dos nucleons agiam como se nao houvesse interacao mutua, ou seja, os
quarks se comportavam como se estivessem livres. Isto era algo paradoxial
pois, quarks nunca haviam sido vistos isoladamente e quando observados “de
perto” os mesmos apareciam como ligados fracamente um ao outro dentro do
nucleon.

Este comportamento aparentemente contraditorio que os quarks possuem
pode ser entendido se o acoplamento da interacao forte tender a zero no limite
de grandes momentos ou energias (também chamado de limite ultravioleta),
e tender a infinito ou a um grande valor no limite de baixos momentos (limite
infravermelho)?.

!Considerando-se que utilizamos o sistema de unidades naturais (onde ¢ =1 e h = 1),
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Muitos pesquisadores buscaram por teorias cujos acoplamentos tendiam
a zero no limite ultravioleta, agora conhecidas como teorias assintoticamente
livres e nesse sentido Gross, Wilczek e Politzer descobriram que teorias de
gauge nao-abelinas, e em especial a teoria de Yang-Mills, tinham essa pro-
priedade.

Assim restava determinar quais eram as representagoes corretas do grupo
de gauge e dos férmions. Desde que a simetria de cor nao tinha nenhum outro
papel fisico 6bvio, era natural considerar essa simetria com o grupo de gauge
e as cores como sendo os numeros quanticos de gauge dos quarks. Este
resultado combina perfeitamente com o fato de que quarks tém cor e dessa
forma a transformacao de gauge nao-abeliana levaria um quark de uma cor a
um quark de outra cor. Entao, criou-se a teoria das interacoes fortes como um
sistema de quarks de varios sabores, cada um associado a uma representacao
fundamental do grupo de gauge local SU(3), com os quanta desse grupo
(ou os bdsons de gauge nao-abelianos), sendo particulas conhecidas como
glions. Essa teoria é conhecida como Cromodinamica Quantica (QCD), e
ela é descrita por [19]:

8 n
1 N
L= _ZZFMVF W (6D — my)g;, (2.2)
a=1 j=1

com ¢; sendo os campos de quarks (de ng sabores), com massas m;; 7" as
matrizes de Dirac (Apéndice ??); I) = v*D, e D, = 0, — iesA, sendo a
derivada covariante; e, € o acoplamento de gauge, que em analogia com a
Eletrodinamica Quantica (QED)

2
65
g = —,
* 4rm

as sendo a constante de acoplamento da forca forte; A, = AjT?, onde

Af, sdao os campos dos glions, T sdo os geradores do grupo SU(3) (ma-
trizes hermitianas sem traco 3 x 3 atuando em q); explicitamente (A,q)* =
AZ(T“)gqﬁ , para a, 3 = 1,2, 3; Os geradores obedecem as relagoes de comu-
tagao [T, Tb] = 1Cuw.1¢, sendo Cy,. uma constante de estrutura totalmente

momento e energia tém a mesma dimensao e neste caso, valores altos de momento sao
aqueles maiores que 1GeV.



2.4 Confinamento de Quarks 18

antissimétrica de SU(3); e finalmente

Ff, = 0,A% — 0,A% — e,Cape AL A

v

2.4 Confinamento de Quarks

Além da propriedade de liberdade assintética, que representa essa falta
de interacao entre quarks em curtas distancias (ou seja, grandes momentos,
uma vez que distancia r de separacao e momento transferido p sao varia-
veis conjugadas pela tranformagao de Fourier), a forga forte ainda tem a
caracteristica de manté-los fortemente unidos em grandes distancias (baixos
momentos). Essa propriedade é chamada de confinamento de cor e é uma
consequéncia direta do carater nao-abeliano dos glions.

Para estudar a QCD no regime no qual a interacao forte é “forte”, Wil-
son [20] utilizou um sistema de mecanica estatistica discreto em uma rede no
espago euclidiano quadri-dimensional em substituicao a teoria de gauge con-
tinua. Esse tipo de formalismo é chamado de calculos na rede. O potencial
da interagao forte entre um quark e um antiquark calculado por esse método
¢ dado por uma parte Coulombiana para curtas distancias e um termo que
aumenta linearmente com a distancia de separagao do par (2.3):

Vi~ Cr [QST(T)—F...—FOT], (2.3)
onde N2 1
— apa _ *YC

Cp=>» T°T" = N (2.4)

a

sendo N¢ = 3 o numero de cores, a ‘constante’ a4(r) tendo uma dependéncia
na escala de distancia e 0 uma constante de proporcionalidade.

Neste sistema, quando a interacao é suficientemente forte, o potencial
em (2.3) é dominado pelo termo linear em 7 e a QCD exibe o confinamento
de cor: os tunicos estados assintéticos de energia finita sao os singletos de
cor. Desta forma, a suposicao ad hoc que explicava o espectro dos hadrons
seria uma consequéncia da teoria de Gauge nao-abeliana acoplando-se a cor.
Quando tenta-se separar um singleto em suas componentes coloridas (por
exemplo, dissociar um méson em um quark e um antiquark), ha a formagao
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de um cilindro (ou tubo), do campo de gauge entre as duas fontes (fig. 2.3).

Figura 2.3: Cilindro do campo de gauge entre duas fontes de cor (retirada de [21])

Em uma teoria de gauge nao-abelina com o acoplamento grande o sufi-
ciente, este cilindro tem raio e densidade de energia constantes, de forma que
o custo de energia para separar as duas fontes de cor aumenta proporcional-
mente com a distancia de separacao. Aumentando a distancia de separacao
havera algum instante em que sera mais energeticamente favoravel a criagao
de um novo par quark-antiquark, os quais se reorganizariam em um estado
final de cor nula. Uma lei de forca desse tipo pode consistentemente ser fraca
em curtas distancias e forte em grandes distancias, explicando o fato de que
quarks nunca sao observados isoladamente.

Pode-se verificar que o alcance de determinada interagao é inversamente
proporcional a massa do mediador desta interagao, de forma que a forca
eletromagnética tem alcance relativamente infinito uma vez que a massa do
foton é nula. Confinamento é entao essencial para explicar o motivo das forcas
nucleares serem de alcance tao curto (~ 107 m), enquanto que a troca de
um glion sem massa tornaria o alcance da interacao infinito. A razao é que,
como dito anteriormente, hddrons e em particular nucleons sao singletos de
cor e assim nao podem trocar glions coloridos, mas apenas estados de cor
nula. O hadron mais leve é o pion. Desta forma o alcance das forgas nucleares
é fixado pela massa do pion 7 ~ (m,)~! ~ 107 em: V ~ e(=™") /. sendo
a ultima expressao o potencial proposto por Yukawa nos anos 30.
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2.5 Simetrias da QCD

Tendo uma teoria para a interacao forte podemos analisar as simetrias?
da mesma, a saber, a simetria do spin isotopico ou isospin de Heisenberg e a
simetria quiral, a qual quando espontaneamente quebrada leva ao surgimento
do pion como um béson de Nambu-Goldstone [20].

Vamos considerar apenas dois sabores de quark, os quarks u e d. Com a
notacao u = q1, d =qs € ¢ = ( Z ), escrevemos a densidade de Lagrangeana

da QCD como:

1 a rrapv .
L= _4_‘g2FMl/F "+ Q(Z’YMDN - m)q’ (25)

o m, 0O
B 0 my ’

sendo m, e mg as massas dos quarks u e d, respectivamente. Se m, = my, a

com

Lagrangeana (2.5) ¢ invariante sob a transformagao

i6-

(ST

q— Uq=e"2g, (2.6)

6.7 = . . : :
com U = ¢©%, 7 sendo as matrizes de (iso)spin de Pauli, os geradores da
transformacao, e © um angulo de rotacao no espaco de isospins. Esta simetria

corresponde a simetria de isospin de Heisenberg. A transformacao também

(3)-v(a)

essa simetria SU(2) ja estando presente no modelo de quarks inicial. Com

pode ser escrita como

a adicao do quark s, que é apenas um pouco mais pesado que os u e d,
Gell-Mann e Ne’eman consideraram a simetria por transformacoes unitarias
do tripleto (uds) e mostraram que as particulas elementares naturalmente
satisfazem as representagoes irredutiveis dessa simetria SU(3).

2No capitulo 3 apresentaremos um apanhado geral sobre simetrias, suas propriedades
e teoremas correlatos, com a intengao de explicitar varios termos e definigoes utilizados ao
longo do texto.



2.5 Simetrias da QCD 21

Nota-se ainda que a Lagrangeana (2.5) é invariante sob as transformacoes

qr — €% qy, (2.8)

sendo f os sabores dos quarks. A relagao (2.7) representa uma redefinigao de
fase global para todos sabores de quarks, essa transformacao sendo associada
com a conservagdo do nimero barionico. Por sua vez, a relagao (2.8) é
uma redefinicao de fase para diferentes sabores de quarks, a qual implica
na conservacao do sabor.

No limite em que m, e mg sdo nulas, a Lagrangeana (2.5) é invariante

sob a transformacao
g — ei®

[SIRT

g, (2.9)

conhecida como transformacao axial, ou em alguns casos como transformacao
quiral SU(2). O nome quiral é devido ao fato de que quarks destrégeros qr e
quarks levégeros ¢y, se transformam de forma diferente [segao 3.6]. Notando-
se que my e my (5 —10MeV'), sdo muito menores do que a escala de energia
da interacao forte (~ 200MeV'), mas nao nulas, a transformacao axial (2.9)
é associada a uma simetria que pode ser pensada como aproximada.

Rigorosamente falando, a simetria quiral é a invariancia da Lagrangeana
(2.5) sob as transformagoes (2.6, 2.7 ¢ 2.9). Como uma consequéncia dessa
simetria ha a existéncia das correntes de Noether barionica, vetorial e axial
[segao 3.1]:

Je(x) = q(x)y"q(x) Corrente Barionica, (2.10)
JHU(x) = cj(x)’y“%q(x) Corrente Vetorial, (2.11)
Ji(x) = (j(x)’y“%%q(x) Corrente Azial, (2.12)

A conservagao da corrente barionica, da corrente vetorial e a conservacao
parcial da corrente axial (PCAC) implicam em

8,8 (x) =0, (2.13)
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0,.J"(z) = 0, (2.14)
OpJg (x) = mq(x)ivstq(x), (2.15)

as quais sao a representacao da simetria quiral na QCD.
2.6 Modelos Quirais de Quarks

O estudo da estrutura e dinamica de hadrons é um problema considerado
dificil devido ao fato da QCD, descrita em termos de graus de liberdade de
quarks e glions, ser bastante complicada. Mas algumas simplificacoes podem
ser feitas em determinadas situacoes a fim de se obter resultados uteis.

Em altas energias, a liberdade assintética estd presente e pode-se usar
métodos perturbativos, como a expansao em produto de operadores (OPE)
[21], que relaciona elementos de matriz hadronica de quarks e glions em dife-
rentes escalas. Existem evideéncias experimentais a cerca dessa dependéncia
na escala, mas a QCD perturbativa nao diz nada sobre o valor desses ele-
mentos de matrix em uma determinada escala.

Em baixas energias, a quebra espontanea da simetria quiral (ver cap.
3), domina a Lagrangeana da QCD e no limite das massas de quarks nulas,
pions surgem como os bésons de Goldstone da teoria, uma vez que os mesmos
sao os estados mais leves do espectro hadronico. Ainda, os mésons 7 tém a
peculiaridade de que muitas de suas propriedades de baixa energia seguem
padroes ditados pela simetria quiral. Dessa forma, métodos nao perturbativos
tém de ser empregados na descricao da QCD em baixas energias, uma vez
que o acoplamento forte se torna grande o bastante para que tratamentos
perturbativos nao sejam mais eficazes.

Um Modelo Quiral de Quark é qualquer teoria de campo relativistica
que tem por objetivo descrever caracteristicas nao perturbativas da QCD, e
neste caso, em baixas energias. Dessa forma, varios modelos quirais de quarks
foram desenvolvidos e todos compartilham determinadas caracteristicas:

1. os tnicos graus de liberdade explicitos sdo quarks dinamicos (o que
equivaleria dizer, do ponto de vista cldssico, que a interacao entre
quarks seria mediada por outros quarks, e nao pelo campo cromodi-
namico);
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2. todos compartilham determinadas simetrias da QCD, principalmente a
simetria quiral;

3. os modelos fornecem solugoes particulares para as identidades de Ward-
Takahashi eletromagnética e quiral [segao 3.2].

Estes modelos tém sua utilidade justificada no fato dos mesmos propor-
cionarem resultados quantitativos, que em sua maioria concordam bem com
os experimentos. Sendo a QCD uma teoria com quarks e glions, pode-se
questionar em qual escala o modelo quiral de quarks seria definido, levando
em conta que os unicos graus de liberdade explicitos sao quarks. Neste con-
texto, nota-se uma falta de sistematica na construcao de qualquer modelo
dinamico particular, sendo uma fonte de ambiguidade o fato de se supor que
modelos quirais de quarks sao uma aproximacao da dinamica nao pertur-
bativa da QCD em baixas energias. Dessa forma, suprime-se os graus de
liberdade de altas energias, a fim de se separar o regime de baixas energias,
onde o modelo estd definido, e o regime de altas energias, onde estabelece-se
a dinamica da QCD genuina em termos de quarks e gliions explicitos. Essa
separacao define uma certa escala, ou cutoff, a qual adquire um significado
fisico e que deve ser mantida através dos calculos. O modo preciso de se in-
troduzir esse cutoff nao é bastante claro, mas por outro lado alguns vinculos
sao impostos com base em invariancias relativisticas e quirais.

Em geral, essa separacao entre regimes de altas e baixas energias nao é
uma operacao invariante pelo grupo de renormalizagao, ou seja, ela torna o
modelo nao renormalizavel. Dessa forma, para que esse processo de calculo
de QCD a partir de um modelo quiral de quark seja significativo, um método
adequado de regularizacao deve ser utilizado.

Em resumo, um modelo quiral de quark é qualquer modelo de teoria de
campos que contém apenas quarks como graus de liberdade explicitos e que
seja quiralmente invariante, ou seja, que obedeca as leis de conservagao (2.13,
2.14 e 2.15).



CAPITULO 3

Simetrias

No capitulo anterior, vimos que vérias simetrias estao associadas ao es-
tudo da QCD. Neste Capitulo, vamos revisar alguns aspectos relacionados
a presenga destas simetrias bem como a quebra das mesmas, aspectos estes
importantes para a correta reproducao da fenomenologia dos hadrons pela

QCD.

3.1 O Teorema de Noether

O Teorema de Noether estabelece uma relagao entre simetrias e leis de
conservacao em Teorias Cléssicas de Campos®. Esse teorema refere-se a trans-
formagbes continuas nos campos ¢(z), que de forma infinitesimal podem ser
escritas como

o(x) — o) +0p(x), (3.1)

sendo d¢(x) uma deformagao no campo. Chamamos essa transformacao de
simetria se ela deixa a equacao de movimento invariante. Isto é assegurado se
a acdo S = [d*zL(¢(x)) é invariante sob a transformagcao (3.1), invaridncia
esta que pode ser descrita por:

L(¢+6¢) = L(9) (3-2)

Veremos mais adiante (capitulo 5), que certas simetrias nao sdo conservadas em um
contexto quantico, ou seja, certas simetrias de uma Teoria Clédssica de Campos sio violadas
quando faz-se o cédlculo de correcoes quanticas da teoria. Quando o mesmo ocorre damos
a isso o nome de anomalia.
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0= £(6+86) — £(6) = g—gw n %é@qﬁ) (3.3)

sendo (3.3) obtida da expancao do termo da esquerda de (3.2), em primeira
ordem em d¢. Utilizando a equagao de Fuler-Lagrange

oL oL
On (8(%)) "6

e a relacao
6(0u0) = 0u(¢ + 60) — 0ud = 0,(69),

em (3.3) temos:

9(99) 9(0,9)
oL
=0 (a@m) ), (34)
de forma que
oL
o= ) .
7= 50,0 3

é conhecida como corrente, e neste caso uma corrente conservada, uma vez
que d,J" = 0.

Como um exemplo vamos considerar o caso de uma transformacgao unitaria
nos campos, tal como uma rotacao de isospin:

¢i - sz _i@aﬂzéjv (36)

onde O corresponde ao angulo de rotagao e T} ¢ uma matriz geradora da
transformagao (matrix de isospin no caso de rotagoes de isospin). Os indices
dos campos i e j se referem a diferentes campos (os diferentes pions, por
exemplo); o indice a indica que devem existir vérios geradores associados
com uma mesma transformagao de simetria (no caso de rotagoes de isospin
tem-se trés matrizes de isospin). A equagao (3.6) corresponde a expansao



3.1 O Teorema de Noether 26

para pequenos angulos da transformacao continua? geral

—

¢ — TG (3.7)

sendo que o vetor ¢ contém as varias componentes do campo ¢. Das equagoes
(3.5) e (3.6) escontramos a seguinte expressao para a corrente conservada:

—ii
8(81@3')

a qual foi dividida pelo angulo ©%. Esta corrente tem o nome de corrente de

Jre = T b, (3.8)

Noether, depois que Emmy Noether mostrou a sua existéncia.

Uma vez que d,J* = 0, pode-se expressar a lei de conservacao afirmando-

Q:/fxﬁ

é constante no tempo. Sendo 9, J* = 0, ou seja, dpJ° + 9;J* = 0, integramos

se que a carga

a ultima relacao em todo o espaco resultando em:

/ﬁ%%ﬁ+/ﬁ%@ﬂ:a (3.9)
|4

v
onde a segunda integral pode ser transformada em uma integral de superficie

/ﬁ%@ﬂ:/ﬁ&ﬂ:a
1% S

sendo S a fronteira de V. Assim

pelo teorema de Gauss:

/fx%ﬁzo
0.J° d d
3., Y _ & 3. 70 Yy
/dm 5 dt/da:J dtQ 0

2A transformacdo é dita continua uma vez que o angulo de rotacdo © pode assumir
valores continuos dentro de seu limite de variagao.
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3.1 O Teorema de Noether
Q = cte. (3.10)
Dessa forma, vemos que a carga () é conservada.
3.1.1 Exemplo: Férmions sem massa

A Lagrangeana para dois sabores de férmions sem massa, é dada por

[20]:
L = ith;0,"; = by, (3.11)
sendo j o indice dos sabores e @ = 9,7*. A mesma também pode ser pensada

como QCD sem massa e sem a presenga de glions (eq. 2.2). Consideremos

a tranformagao infinitesimal no campo:

Ay b — 159y ~ (1-%@)% (3.12)
com 7 sendo as matrizes de (iso)spin de Pauli e ¢ = ( Z ) O campo
conjugado transforma-se sob Ay como

(3.13)

§ = Gei® 2 5(14i26).
Portanto a Lagrangeana (3.11) se transforma sob Ay, na forma

L =ipd " —

— i (1 — i%é) 0,7" (1 + z’%é)¢ =

DN | Ny

DN | Ny
ol
Il

69,7 + ith=69,7"

NN

- el
= 0,/ + V0,0 T0Y — ¥
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= b0 = L, (3.14)

uma vez que termos de ordem dois ou superior em © sao desconsiderados.
Reescrevendo a relagao (3.8) como

oL
JH = —q T,
00,0 Y
sendo
o T
2
e

oc 8(@'@5&170‘1#) T g -
0,0) 000wy i)y 0oy = 1YY,

com 0o, sendo o delta de Kronecker, temos que a corrente conservada resul-

tante da transformacao Ay é:

T = G, (3.15)
a qual é conhecida como corrente vetorial.

Agora consideremos a transformacao

Ay o — e—ws%% ~ (1—2'75%@)1/}, (3.16)
- @/_)e_i%gé ~ &(1—2’%%6). (3.17)

A Lagrangeana (3.11) se transforma sob A4 como:
- - 2 a - T
L= 00" — 00t ~i6( 50w+ Tregi0s ) =

= Oy = L, (3.18)

sendo nulo termo entre parénteses de (3.18) devido as relagbes de anti-
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comutacao {7s,7,} = 0. Desta forma, a Lagrangeana ¢é invariante sob Ay,
com a corrente axial conservada

a

a - T
T = dyts 5y (3.19)

Vemos assim, que a Lagrangeana para férmions sem massa (3.11) é in-
variante sob as transformacoes Ay e A 4.

3.2 Identidades de Ward-Takahashi

Um sistema ¢ simétrico sob uma determinada transformacao nos campos
se a equacao de movimento que descreve este sistema fica inalterada apos esta
transformacao. Fundamentalmente isto exige que a agao S = [ d%ﬁ(gb(z))
seja invariante sob esta transformacao, por exemplo,

S[A, + 0,0] = S[A,]. (3.20)

A agdo ser invariante sob a transformacdo acima (chamada transformagao
de Calibre ou transformacgao de Gauge), nao necessariamente implica que a
Lagrangeana do sistema também o seja, apesar de o contrario ser verdade
como visto na secao anterior. Desta forma, pode ocorrer que

L(Ay + 0,0) # L(A), (3.21)

apesar de (3.20) ser satisfeita e o sistema possuir a simetria da transfor-
macao. Para que a Lagrangeana seja invariante sob a transformagao podemos
reescreve-la sob a seguinte forma:

L=L+A,J" (3.22)

que nada mais é que a Lagrangeana antiga somada a um termo chamado
termo de corrente. Assim a nova lagrangeana se transforma como

LA+ 0,0) = L+ Ay, + J*0,0. (3.23)
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Para que o funcional gerador das fungoes de Green nao amputadas seja in-
variante pela transformacao de Calibre e assim a acao do sistema também o
seja, apos alguma algebra [22], devemos exigir que

8,J" =0, (3.24)

que no espaco dos momentos pode ser escrita como

pu(0[gy"7%¢|0) = 0. (3.25)

As condigoes (3.24) e (3.25) sao conhecidas como identidades de Ward-
Takahashi, e elas sao relacoes que as correntes devem satisfazer, a fim de que
a acao seja invariante a uma determinada transformacao de simetria, em um
nivel quantico.

3.3 Quebrando Simetrias

Vimos como a Lagrangeana da teoria de férmions sem massa se comporta
ao realizarmos determinadas transformagoes no campo, e constatamos que a
mesma fica invariante sob essas transformacoes, ou seja, a teoria tem certas
simetrias.

Ha varios modos de violarmos ou quebrarmos as simetrias da teoria que
estejamos estudando. Um deles é adicionar um termo de quebra de simetria
a Lagrangeana em questao:

L=Lo+ L, (3.26)

sendo L, simétrica com respeito a uma dada transformagao de simetria e £,
um termo que quebra essa simetria. Essa forma ad hoc de quebrar simetrias

3

é chamada de quebra explicita de simetria®. Consequentemente a variacao

da Lagrangeana nao ¢ nula como antes, ou ainda, é dada por

0L =0L,.

3Neste caso, a quebra ocorre por causa do termo que é incluido explicita e intensional-
mente para que a lagrangeana nao seja mais invariante.
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Dessa forma, a divergéncia da corrente resulta em:

O J"' = 0L =06L4, (3.27)
e desde que 0L, # 0, a corrente nao é conservada.

Acrescentando-se um termo de massa a Lagrangeana (3.11), por exemplo,
tem-se:

L= Lom+ Loy = i0Ph — mibi), (3.28)

sendo L, a Lagrangeana antiga e L,, o termo adicionado. Nesta nova La-
grangeana (3.28) o termo Ly, é invariante sob as transformagdes Ay e Ay
como antes. Por sua vez, o segundo termo L,, é invariante sob Ay:

Ly = —mpyp — —m1/_1(1 + igé) (1 — z’g(:))¢ =
= —mpp = L. (3.29)

O mesmo nao sendo verdade para a transformagao A 4:

Lo = —miy) — —mzﬁ(l—i%gé) (1—m§é)w=
i 2im® (zzgw). (3.30)

Deste modo, A4 nao é uma “boa” simetria se férmions (e no caso quarks),
tiverem uma massa finita. Mas no caso das massas dos quarks serem pequenas
quando comparadas com a escala de energia relevante da teoria, A, pode
ser pensada como uma simetria aproximada, no sentido de que previsoes
baseadas nesta simetria estejam razoavelmente proximas dos resultados reais.

3.3.1 Quebra espontanea de simetria

Uma tipo mais sutil e interessante de quebra de simetria é fazer o sistema
quebrar a simetria “por si mesmo”’, conhecido como quebra espontanea de
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simetria. Isto significa que enquanto a Lagrangeana do sistema possui uma
determinada simetria, o seu estado fundamental nao a possui.

Consideremos a teoria de um campo escalar interagente:

L= 1[0 - 1) - 137, (3.31)
b

com m sendo a massa do campo; e A o acoplamento. A Lagrangeana (3.31)

sendo gz; = (¢1, @2, ..., n) 0 campo escalar de N componentes; —%,u2 = —

possui uma simetria O(NN) sob a qual gz; se transforma como um vetor de N
componentes. O termo de interacao resultante dessa Lagrangeana é dado por
V(o) = 1p*¢? + 3(¢?)?, que para N = 1 resulta na figura 3.1.

Figura 3.1: Potencial da teoria escalar interagente com o sinal do termo de massa
negativo (adaptagao de [21]).

A Lagrangeana (3.31) é invariante sob a transformacao ¢ — —¢, que é
conhecida como simetria de reflexado ou paridade. O potencial V(¢) também
¢ simétrico em relagao a reflexao no campo: temos um unico minimo em
V(¢ = 0) sendo o potencial simétrico em rela¢ao a esse minimo.

Agora, se trocassemos o sinal do termo de massa de (3.31), ou seja, se
€sCrevermos

1., - — A,
L= 5[0 + W] - 5, (332
veriamos algo diferente. O potencial agora seria

-

S W
V(@) = — i+ S (3.33)
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que para N = 1 e N = 2 é descrito pelas figuras 3.2 e 3.3, respectiva-
mente. Para o caso de N = 1 temos dois minimos em ¢ = +v = #(u2/\)z.
Dessa forma, para estudarmos o sistema nas proximidades de seu estado fun-
damental, temos de escolher uma das duas possibilidades para este estado,
nao importanto a nossa escolha, uma vez que ambos sao fisicamente equiva-
lentes. Mas quando fazemos a escolha, nés quebramos a simetria de reflexao
do estado fundamental, enquanto que a Lagrangeana (3.32) ainda preserva
a mesma. A simetria de reflexdo foi espontaneamente quebrada. Nenhum
termo de quebra de simetria foi adicionado a Lagrangeana, mas ainda sim a
simetria foi quebrada.

Figura 3.2: Potencial da teoria escalar interagente com o sinal do termo de massa
positivo, para N = 1 (retirado de [21]).
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(2) (b)

Figura 3.3: (a) Potencial da teoria escalar interagente com o sinal do termo de
massa positivo, para N = 2 (retirado de [21]); (b) Sua representacao
pictérica de um chapéu mexicano (retirado de [20]).

Em Teoria Quantica de Campos, o estado fundamental é também conhe-
cido como vacuo, uma vez que ele é literalmente o estado no qual o campo
estd em repouso, sem a presenca de particulas, ou ainda, no vacuo nenhuma
particula pode ser destruida. No caso citado acima tinhamos dois véacuos
fisicamente equivalentes e quando fizemos a escolha de um desses vécuos,
dizemos que o campo ¢ adquiriu um valor esperado de vacuo.

No caso de N = 2, o potencial (3.33) descrito na figura 3.3 (a), tem
a forma comparada a um chapéu mexicano (fig. 3.3 (b)), e muitas vezes é
referido utilizando-se esta comparacao. O potencial é minimo em 52 = u?/\
Neste caso tem-se um nimero infinito de vacuos caracterizados pela direcao
de (E, sendo todos fisicamente equivalentes. Escolhemos entao que gg aponte
na diregdo 1, ou seja, ¢ = v = +/pu?/\ e ¢po = 0. Agora, considerando
flutuagoes em torno dessa configuragao de campo, a Lagrangeana (3.32) pode
ser reescrita na forma [20]

4

7 1
L=75+5 [(061)” + (062)] — 1267 + O(¢°). (3.34)

Nesta Lagrangeana podemos notar que o campo ¢, tem massa /2,
enquanto que o campo ¢, é sem massa. A causa de ¢, ser nao massivo é um
fenomeno geral e exato e nao um acidente como aparenta ser. Analisando a
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figura 3.3 (a), vemos que excitagoes no campo ¢; correspondem a flutuagoes
na diregao radial, ou ainda, correspondem a “escalar o muro” (em linguagem
coloquial), enquanto que excita¢oes no campo ¢, correspondem a flutuagoes
na direcao angular, ou em outras palavras, “rolar ao longo da canaleta”. Nao
hé nenhum custo de energia para uma particula que rola ao longo da regiao
de minimo da energia potencial, indo de um minimo a outro. Um outro modo
de visualizar isso é uma excitagao de grande comprimento de onda da forma
P2 =a sin(wt—l; -Z) com a pequeno. Em uma regiao de escala de comprimento
pequena comparada a |IZ|*1, 0 campo ¢, ¢ essencialmente constante e dessa
forma o campo gg ¢ deslocado apenas na diregao 1, o qual pela simetria O(2)
é equivalente ao vacuo. Entao, apenas quando deslocamos para regioes de
escala de comprimento grandes comparadas a |l;|_1 é que verificamos que
as excitagoes terao um custo de energia. Desta forma, quando |/§\‘1 — 0,
espera-se que a energia de excitagao tenda a zero.

Agora podemos notar a diferenca entre os casos N = 1 e N = 2: no
primeiro tem-se a simetria de reflexao, a qual é uma simetria discreta, en-
quanto que no segundo tem-se uma simetria O(2) que é continua.

3.4 Teorema de Goldstone

O teorema de Goldstone estabelece que de toda simetria continua que
é espontaneamente quebrada (na auséncia de forcas de longo alcance), re-
sulta a criacao de um campo sem massa, conhecido como béson de Nambu-
Goldstone.

Vimos que sempre associamos uma simetria continua a uma carga conser-
vada (equagao 3.10). Na Representagao de Heisenberg [23], esta associagao
pode ser escrita na forma:

[H,Q] =0, (3.35)

sendo H o operador Hamiltoniano do sistema e ) o observavel conservado
no tempo, e neste caso a carga conservada.

Seja o vacuo denotado por |0). Adicionando-se uma constante apropriada
ao Hamiltoniano H — H + ¢, sempre pode-se escrever H|0) = 0, ou seja,
sempre pode-se adequadamente (re)definir o referencial de energia do sistema,
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escolhendo a energia do vacuo como sendo zero - processo este chamado de
renormalizacao.

Normalmente o vécuo ¢ invariante sob a transformacio |0) — ¢?%|0) =
|0), ou ainda Q|0) = 0. Supondo-se que esta simetria seja espontaneamente
quebrada, o vadcuo nao serd mais invariante sob a transformacao de simetria,
ou seja, Q|0) # 0. Entao, sendo Q|0) um estado fisico tangivel, sua energia
sera:

HQ|0) = HQ|0) — QH|0) = [H, Q]|0) = 0, (3.36)

a primeira igualdade vindo de H|0) = 0 e a terceira de (3.35). Assim vemos
que o estado @|0) tem a mesma energia que |[0). Em Teoria Quantica de
Campos tem-se correntes locais e dessa forma

Q= /de JO(Zt),

onde D é a dimensao do espaco e a conservagao de () estabelece que a integral
pode ser calculada pra qualquer tempo. Considerando-se o estado

|s) = / APz ¢ 10(Z,1)(0), (3.37)

o qual tem momento &, vemos que quando k tende a zero o estado |s) tende
a @|0). Dessa forma, quando o momento do estado |s) tende a zero, sua
energia também tenderd. Em teoria relativistica isto significa precisamente
que |s) descreve uma particula sem massa, e neste caso o béson de Goldstone.

O teorema de Goldstone é totalmente geral: utilizou-se apenas argumen-
tos baseados em Mecanica Quantica e Teoria da Relatividade, mostrando-se
que o mesmo se aplica a toda simetria continua que é espontaneamente que-
brada. O ntimero de bésons de Nambu-Goldstone criados ¢ igual ao nimero
de cargas conservadas que nao deixam o vacuo invariante, ou ainda, para
cada Q® pode-se construir um estado Q“|0) de energia nula.
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3.5 Hipétese PCAC

Como visto anteriormente, a simetria A 4 é aproximada quando considera-
se que os quarks tém massa finita. Esta ligeira violacao de simetria devido
as massas do quarks é conhecida como a hipdtese da Conservacao Parcial
da Corrente Axial (PCAC, vinda do inglés Partial Conservation of the Axial
Current). Além do mais, sendo pequena a quebra de simetria, espera-se que
seus efeitos possam ser descritos por métodos perturbativos.

Consideremos o caso do decaimento fraco do pion [24]. Devido a paridade
esse processo € dominado pelo elemento de matrix da corrente axial entre o
vécuo e o pion (0] JL|r). Este elemento de matrix tem de ser proporcional ao
momento do pion, uma vez que este é o inico vetor relacionado ao processo:

(O] J5(2)7"(q)) = ifxq"d e, (3.38)

sendo a constante de proporcionalidade f, = 93 MeV, determinada experi-
mentalmente. Tomando a divergéncia de (3.38), temos:

(010, I8 (2)|7*(q)) = — frq*0%e™4% = — frm2Z5e 1. (3.39)

Da relagao acima, vemos que o entendimento de que a massa do pion
(my, ~ 140 MeV') é pequena comparada a escalas hadronicas (~ 1 GeV),
sugere que a corrente axial seja aproximadamente conservada. Em outras
palavras, o fato da massa do pion ser pequena esta diretamente relacionado
com a conservacao parcial da corrente axial. Assim, considera-se a simetria
axial uma simetria aproximada da QCD e na literatura a relagao (3.39) é
conhecida como hipotese PCAC.

3.6 Quebra espontanea da simetria quiral

A parte fermionica da Lagrangeana QCD (2.5) é

L = willu + dil})d — m,au — madd. (3.40)
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Uma vez que os quarks u e d sao muito leves, podemos fazer a aproxi-
magao de desprezar os dois dltimos termos de (3.40). Essa nova Lagrangena
QCD sem massa ainda é invariante sob a transformacao de isospin (2.6).
Contudo, pelo fato da Lagrangeana cldssica para férmions sem massa (3.11)
nao conter acoplamento entre quarks levégeros e quarks destrogeros, esta
Lagrangeana (3.40 sem massa) é simétrica sob as transformagoes unitarias
separadas:

(o), oa) (o), ls), o

Uma vez que representamos o dubleto de quarks por ¢, suas componentes
quirais (levégera e destrégera), serao:

()G e () G) e

Entao podemos escrever as correntes associadas com essas simetrias como:

JL = ', Ji = apy" b,
a — Ta a — 7-(1
Jpt = QL’V”?(Jb Jp' = QDV“EQD. (3.43)

A soma das correntes destrégera e levégera (3.43) resulta nas correntes
barionica e vetorial

Jh= Jl g gh e = gl Jha

_ o - Tt
Tp=ate, T =5 (3.44)

sendo as correspondentes simetrias relacionadas a tranformagoes (3.41) com

Up = Uy, ou ainda, as transformagoes (2.7) e (2.6), respectivamente. Ja a

diferenca das correntes (3.43) resulta nas correspondentes correntes axiais
Ta

JE = qgyiytq, TR = (17“7571- (3.45)

Como visto anteriormente, as transformacoes vetoriais associadas as cor-
rentes (3.44), sdo simetrias usuais da interagdo forte com as respectivas e
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familiares leis de conservacao. Ja as transformagcoes axias associadas as cor-
rentes (3.45), ndo correspondem a nenhuma simetria ébvia da interagao forte.
Nos anos 60, Nambu e Jona-Lasinio fizeram a hipotese de que essas sao sime-
trias exatas da interagao forte as quais sdo espontaneamente quebradas [25].
Essa hipdtese levou a uma correta e supreendentemente detalhada descricao
das propriedades da interagao forte em baixas energias.

Na teoria da supercondutividade uma pequena atragao elétron-elétron
resulta no surgimento de um condensado de pares de elétrons no estado fun-
damental do metal. Em QCD, quarks e anti-quarks tém interacao forte atra-
tiva e se esses quarks sao sem massa, o custo de energia para a criagao de um
novo par gq é pequeno. Esses pares de férmions devem ter momento linear
e momento angular nulos. Assim, o estado de vacuo com um condensado de
quarks é caracterizado pelo valor esperado nao nulo para o operador escalar,

(0] gq| 0) = (0| qrap + @pqr| 0) # 0, (3.46)

o qual se transforma sob (3.41) com Uy # Up. O valor esperado nao nulo
sinaliza que o vdcuo mistura as duas helicidades* de quark. Isto permite
que os quarks u e d adquiram uma massa efetiva quando eles se movem
através do vécuo, sendo que dentro do estado ligado (quark anti-quark), os
mesmos pareceriam se mover como se tivessem uma massa efetiva de tamanho
consideravel, apesar dos mesmos terem massa nula na Lagrangeana QCD.

O valor esperado do véacuo aponta para uma quebra espontanea do
grupo de simetria total (3.41) para um subgrupo de simetrias vetoriais com
Ur, = Up. Na secao 3.4, vimos que a toda simetria continua que é espon-
taneamente quebrada é associada uma particula sem massa. Isto implica que
em QCD com os quarks u e d nao massivos, deveriamos encontrar particulas
de spin nulo (com os nimeros quanticos corretos), que seriam criadas pelas
correntes axiais. A interagao forte real nao contém nenhuma particula de
massa nula, mas sim um tripleto de isospin de mésons relativamente leves, os
pions. Essas particulas tem paridade impar, como espera-se para um estado
ligado de quarks e anti-quarks e desta forma elas podem ser criadas pela

4A helicidade de uma particula é definida como a projecio da componente do spin na
diregdo do momento, sobre o momento da particula. Caso ambos apontem no mesmo
sentido (paralelos), a helicidade é par ou destrégera, caso apontem em sentidos opostos
(anti-paralelos), a helicidade é fmpar ou levégera. Se a massa da particula for nula o
conceito de helicidade é equivalente ao de quiralidade.
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corrente axial. Como visto na secao 3.5, podemos parametrizar o elemento
de matriz de J{* entre o vdcuo e um pion on shell (na camada de massa),
escrevendo:

(0175 (@) 7" (p)) = i frpd° e~ P, (3.47)

Se tomarmos a divergéncia de (3.47) e usarmos a conservacao da corrente
axial, veremos que o pion on shell deve satisfazer a relacao p? = 0, ou seja,
ele deve ter massa nula, como exigido pelo teorema de Goldstone.

Agora, se restaurarmos os termos de massa em (3.40), as correntes axiais
nao serao mais exatamente conservadas. A equacao de movimento para o
campo de quark sera

iDg=mq,  —iD,gy" = qm, (3.48)

o m, 0O
a 0 my ’

sendo a matriz de massa dos quarks. Dessa forma, podemos escrever

com

Ouls" = ig{m, 7" /2}7sq, (3.49)
O JE = dgmrvsq. (3.50)

Usando a equagao (3.49) na divergéncia da relacao (3.47), encontramos:

(010, JL ()7 (p)) = —p* £ 0% = (0]ig{m, 7° /2}y5q|7"(p)). (3.51)

A 1ltima expressao resulta em uma quantidade invariante multiplicada
por

Tr [{m,7%/2}7"/2] = %5“b(mu + my). (3.52)

Assim, podemos relacionar as massas dos quarks a massa do pion, na

seguinte forma:
m? fr = (my + ma) M?, (3.53)

sendo M? a quantidade invariante citada acima e que tem o valor estimado
em M = 400 MeV. Dessa forma, dado que a massa observada do pion
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é 140 MeV, temos que (m, + my) ~ 10 MeV isto sendo uma pequena
perturbagao na escala de energia da interagao forte.

Um mundo ideal é aquele onde existem pontos, linhas retas, planos e
esferas, bem como, é nele em todas as simetrias possiveis de uma teoria
sao satisfeitas. Nesse mundo entao, a QCD é simétrica sob a transformacao
axial, quarks u e d nao tém massa e a corrente axial é conservada. Ja no
mundo real, a realidade objetiva da natureza sob um ponto de vista de-
terminista, quarks tém uma massa mensuravel, apesar de pequena. Desta
forma, a simetria quiral é quebrada quando restituimos os termos de massa
na Lagrangeana QCD. A esta simetria continua que é dinamicamente ou
espontaneamente quebrada, associa-se uma particula sem massa, o bdson de
Goldstone, interpretada como o pion. Ora, o pion é uma particula com uma
massa bem definida, entao como que esta associacao pode ser pertinente?
O que ocorre é que interpreta-se a quebra simetria quiral como uma “pe-
quena’ quebra de simetria, associada com a conservacao parcial da corrente
axial PCAC. Quando restitui-se a massa dos quarks na Lagrangeana QCD, a
simetria quiral é quebrada e os pions adquirem uma massa fisica. Previsoes
relacionadas ao pion como o béson de Goldstone da QCD nao sao exatas, mas
precisas o bastante para que varias caracteristicas da QCD a baixas energias
sejam calculadas com um consideravel acordo numérico com os experimen-
tos. Desta forma, esta associagao entre mundos real e ideal (os meios), é
justificada pelos resultados que podemos modelar e alcangar (os fins).

3.7 Relacao de Goldberger-Treiman

Como dito, a identificacao do pion como o béson de Goldstone da quebra
espontanea da simetria quiral é uma associacao pertinente, uma vez que
ela auxilia na obtencao de propriedades da QCD a baixas energias. Disto
resultam varias implicacoes para o célculo de elementos de matriz hadronicos.

Por exemplo, o elemento de matriz da corrente de isospin axial no nucleon
(uma quantidade que entra na teoria do decaimento nuclear 3 [22]), pode ser
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escrito em termos dos fatores de forma® F®(¢?) como:

1wohq,

(N[ (@)IN) = @ | F7(¢°) + F3(@*) + "y F5(q*) [ u,  (3.54)
sendo oM = %[7“,7”]. Esta amplitude é descrita pelo diagrama na figura
abaixo.

Figura 3.4: Elemento de matriz da corrente de isospin axial no nucleon: (a) cin-
emdtica da amplitude; (b) contribuicio que leva ao pélo em ¢? (reti-
radas de [21]).

Os fatores de forma de (3.54) podem ser medidos experimentalmente,
mas analiticamente eles sao somente determinados por um numero infinito
de diagramas de Feynmam, que nao esperam-se calcular. Por outro lado,
ao invés de explicitar os fatores de forma, podemos antes obter uma relacao
entre eles.

O valor de F}(¢*) em ¢*> = 0 nao é restrito pelo valor de qualquer carga
manifestadamente conservada. Convensionalmente, escreve-se

FY(0) = ga, (3.55)

sendo g4 a constante de acoplamento axial. Se considerarmos a conser-
vacao da corrente axial (3.54), e consequentemente ignorarmos as massas

50 fator de forma é uma quantidade relacionada ao fato de que particulas subatémicas
nao sao puntuais, como é o caso do pion. De fato, o mesmo possui uma estrutura interna,
que pode ser descrita por uma distribuigao de carga em uma dada regiao do espago. O
fator de forma do pion esta relacionado a transformada de Fourier desta distribuicao.
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dos quarks, entao os fatores de forma satisfazem:

(e F3 () + QQ%F;@] u(p)

= )| — PeFA) + QQ%F;(q?)} u(p)

= ) 2 R + ) ) (3.56)
com a ultima passagem sendo obtida através do uso da equacao de Dirac para
nucleons. Desta forma, para que (3.56) seja satisfeita em baixos momentos,
utilizamos (3.55) e devemos ter:

2

ga = lim q
?—0 2mpy

F2(q?). (3.57)

Esta equacao implica em g4 = 0, a menos que F? tenha um pélo em ¢*. Tal
) 3

polo implicaria em uma particula fisica sem massa, que podemos associar ao

pion.

A interagao pion-nucleon em baixas energias é convencionalmente para-
metrizada pela Lagrangeana

AL = ignnT* NysT®N. (3.58)

A amplitude para a corrente J{ criar o pion é dada pela expressao (3.47).
Entao, a contribui¢ao da figura 3.4(b) para o vértice da corrente é:

7

_ngNa(2Ta’y5)u : qz ’ (iqﬂfW>’

de forma que,
1
F;(q2) = ? ’ 2f7rg7TNN- (359)

Desta forma vemos que g4 ¢ dada pela combinagao de f,, a massa do nucleon
e a constante de acoplamento pion-nucleon-nucleon:

ga = ﬁgerN- (3.60)
my
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Esta identidade que relaciona as quatro quantidades medidas experimen-
talmente é conhecida como Relagao de Goldberger-Treiman. Como deveria
ser esperado, ela é valida dentro de uma faixa de 15 % de erro, consistente
com o fato de que vivemos num mundo onde o méson 7 é massivo (sua massa
sendo ~ 15 % da massa do préton).

O significado fisico da Relagao de Goldberger-Treiman (3.60) é funda-
mental neste trabalho. A mesma é obtida através da hipétese PCAC e
considerando-se o pion como o béson de Goldstone associado a quebra espon-
tanea da simetria quiral. Desta forma, vemos que a validade da relagao (3.60)
é fundamentada na hipotese de que a simetria quiral esteja presente na QCD
e, sendo assim, todo e qualquer modelo que almeja reproduzir propriedades
desta teoria, tem de compartilhar da simetria quiral. Este ponto sera enfa-
tizado novamente nos capitulos seguintes, onde verificaremos que a relacao
de Goldberger-Treiman assume um papel essencial na descricao da anomalia
quiral no Modelo Espectral de Quarks da QCD.



CAPiTULO 4

Modelo Espectral de Quarks

Neste capitulo vamos descrever o modelo espectral de quarks, que corres-
ponde ao cendrio no qual realizaremos o calculo da amplitude da Anomalia
Quiral, no préximo capitulo.

4.1 Aspectos Gerais

O modelo espectral de quarks é uma abordagem na qual um modelo
quiral de quarks (cap. 2) é construido utilizando-se a regularizagao espectral
[9]. Esta tltima é baseada na introducao formal da representagao de Lehmann
[26], para o propagador do quark

p(w)
S(p) /deﬁ_ L (4.1)
sendo w a massa espectral, p(w) a funcdo espectral, ou ainda, distribuigao
espectral, e C' denota um contorno no plano complexo escolhido adequada-
mente. A massa espectral é a massa do quark constituinte. O conceito de
quark constituinte estd relacionado a hipotese de que os quarks dentro do
hadron nao sao particulas puntuais livres. Enquanto a massa de hadrons é
algumas centenas de MeV’s (e até alguns GeV’s), a massa de repouso dos
quarks mais leves sao da ordem de 4 MeV. Dessa forma, considera-se que
os quarks dentro do hadron adquirem uma massa efetiva por causa do meio
no qual estao inseridos (glions, quarks virtuais, etc.). Assim o propagador
(4.1) pode ser pensado como um propagador de uma particula nao puntual,
a qual estd relacionada uma func¢ao p(w) que descreve como é distribuida a
massa do quark, dentro do hadron.
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A regularizagao espectral permite resolver explicitamente as indentidades
de Ward-Takahashi eletromagnética e quiral, através da técnica de gauge
[11, 12]. Sabe-se que qualquer solucao das indentidades de Ward-Takahashi
nao é completa devido a existéncia de termos transversos, os quais necessa-
riamente aparecem na teoria subjacente e que podem unicamente ser deter-
minados em QCD. E de fato, qualquer modelo quiral de quark, se propri-
amente regularizado, representa uma solucao particular das identidades de
Ward-Takahashi.

Exigéncias fisicas naturais, como uma normalizacao adequada e a finitude
dos observaveis hadronicos, sao alcancadas pelo cumprimento das condicoes
espectrais para os momentos da distribuicao espectral p(w):

= /dwp(w) =1, (4.2)

On = /dww"p(w) =0,
paran =1,2,3,..., (4.3)

sendo os observéaveis fisicos proporcionais aos momentos inversos (ou momen-
tos negativos),

— /dww_k,o(w) para k =1,2,3, ..., (4.4)

tanto quanto aos momentos logaritmicos,

N e
= [ dotoget)e ) — [ dwlog(u)e" ()
_ / dw log(w?)u" p(w)

paran =12, ... (4.5)

A forma de se obter estas condigoes sera apresentada na secao 4.2. Nota-
se que a condigao (4.3) remove a dependéncia na escala p em (4.5), desta
forma garantindo a auséncia de qualquer transmutagao dimensional. Deve ser
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enfatizado que nao é necessario determinar a forma da distribuicao espectral
p(w), mas sim as consequéncias gerais e relagdes implicitas que seguem das
condigoes espectrais (4.2 - 4.5).

Assim, o modelo com a regularizagao espectral (4.1), (4.2), (4.3), suprido
com acoplamentos obtidos via técnica de gauge, possui simultaneamente as
seguintes caracteristicas:

1. Fornece valores finitos para os observaveis hadronicos, os quais serao
usados para fixar os momentos inversos (4.4) e os momentos log (4.5).

2. Satisfaz, por construcao, as identidades de Ward-Takahashi eletromag-
nética e quiral, desta forma reproduzindo todas as exigéncias de sime-
tria necessarias.

3. Satisfaz as condig¢oes de anomalia.

O fato de que todas caracteristicas acima serem satisfeitas simultanea-
mente por um modelo quiral de quarks é algo néo trivial [10]. Nao obstante,
a regularizacao introduzida pela técnica de gauge ¢ muito especial porque
ela ndo apenas torna a teoria finita, mas ela também corresponde a tomar o
limite de cutoff infinito, naqueles observaveis que nao dependem da massa
do quark constituinte. Isto inclui o cumprimento adequado das anomalias,
ou seja, um valor préximo do experimental para a largura de decaimento do
pion neutro em dois fétons (decaimento anémalo do pion), apenas pode ser
obtido em um modelo quiral de quarks na auséncia de um regularizador (ou
no limite em que o cutoff vai para infinito) [27]. Uma vez que o modelo
espectral de quarks é livre de regularizadores, esta condicao é satisfeita.

Diferentemente de outras regularizacoes, tal como regularizacao dimen-
sional ou regularizacao da funcao (, a regularizacao espectral é fisica no
sentido de que ela prové uma supressao de altas energias em amplitudes a
um loop de quark, a qual nao é removida no final do calculo.

4.2 Momentos da funcao espectral

O propagador do quark (4.1) pode ser parametrizado na forma,
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p+ M(p)

S(p) = Alp)p + B(p) = Z(p)p2_—M2<p),

com

Alp) = /dw P) (4.7)

p2 _ w27
B(p) = / dwpﬁ’f“;)w (4.8)

onde a fungao de massa M(p) e a renormalizagao da func¢ao de onda Z(p) do
quark sao dadas por

M(p) = %, (4.9)
Z(p) = [p*— M*(p)|A(p). (4.10)

Nota-se que se tivermos p(w) = p(—w), a massa do quark seria zero,
M(p) = 0, e a quebra espontanea da simetria quiral nao ocorreria. Dessa
forma, espera-se que p(w) nao seja uma fungao par.

A forma (4.6) de escrever o propagador do quark, pode ser usada para
relacionarmos os momentos negativos (4.4) e os momentos logaritmicos (4.5)
a integrais que envolvam a funcao de massa do quark M (p) e a fungao de
renormalizacdo da fungao de onda do quark Z(p). Isso sendo algo perti-
nente, uma vez que observaveis fisicos sao proporcionais a esses momentos.
Consideremos as seguintes condigoes espectrais:

/dww”p(w) = o, n=0,1,2,..., (4.11)

e a seguinte identidade,

/ dw“;:f@ —FSEH) - n=12,. (4.12)

a qual é provada utilizando-se o propagador (4.1):

/dw%“’" —ﬁ”/dw% __p
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_ / dw%@" _ WMy = !

-/ d“’pp(——wfu@ —0) 3 Y =

i=n—1 j=0

- / dwp(W) (P + P 2w P W) = !

" dwplw) — ... — /dwp(w)w"_l = !
= (4.13)

sendo que no ultimo passo utilizamos a condigao (4.11); a relagao,

0 n—1

N DI N =

i=n—1 j=0
podendo ser provada por indugao.

Em (4.12) podemos racionalizar o denominador e utilizar (4.6) para
obter,

p+ M(p)
p* — M2(p)

[ dewrote) — ' 2() N RPY

p2_w2

Tem-se entao duas possibilidades para n, par ou impar. Para n = 2k, encon-
tramos

[ oo 5L~z BT g )

P2 — w2
Desta forma, definindo

L.(p?) = /dww”p(w)% (4.16)
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e comparando essa relacao com (4.15), tem-se as identidades:

1
Lok(p®) = p*Z(p) 57—~ — 0" 417
M(p)
L ) =p"Z(p)—— 4.18
2k+1(p%) =p (p)pg_Mg(p)> (4.18)
as quais também sao obtidas no caso de n impar.
Da condigao (4.11) seguem as relages de recorréncia
n 1 2 n—2 1
dww p(w)m =p° [ dow ,o(cu)p2 — (4.19)
Lo(p*) = p*Ln-2(p"), (4.20)

para n > 2, as quais sao verificadas diretamente escrevendo-se do lado di-
reito de (4.19) p? = (p? — w?) + w?. Finalmente, passando-se para o espago
Euclidiano, p* = p?> — —p%, temos a seguinte relacéo:

g = [ dwlogwp(o)

oo 1
— d n d2
/ o p<w>/0 P

= / dp2 Ln<_p]25)
0

= - / AppyLn—2(—%), (4.21)
0

a qual descreve o momento logaritmico de p(w) em termos de Z(p) e M(p).
E preciso ressaltar o fato de que quando realizamos a segunda passagem
de (4.21), onde identificamos o termo log(w?) com a integral em p?, isso
apenas foi possivel gragas a condigao espectral (4.11), a qual anulou o termo
divergente da integral.

Os momentos negativos sao obtidos pela derivada do propagador do
quark (4.1) na origem:

e a2 (2)

(4.22)

p=0
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Dessa forma, dado o propagador do quark S(p), pode-se apenas usar as
relagoes (4.21) e (4.22) para obter os momentos logaritmicos e os momentos
negativos, sem ter de especificar a forma explicita da funcao espectral.

4.2.1 Observaveis

Agora nos calcularemos alguns observaveis fisicos e determinaremos al-
gumas condigoes a serem satisfeitas pelos momentos da fungao espectral p(w).

Utilizando a representacao (4.1), o condensado de quark para um tnico
sabor, é dado por:

<QQ>=—ZN/dwp / 27)] ]ﬁlw
_ ZN/dwp / )4Trp]bi_:i2

— —42N/dwp / o) P fWQ (4.23)

com o trago sendo tomado no espaco de Dirac e N, = 3 é o ntimero de cores.

A integral em p é quadraticamente divergente e ela exige o uso de um método
de regularizacao auxiliar, removido no final do célculo. Utilizaremos entao
um cutoff tridimensional A. Para A grande tem-se:

(qq) = — 4]:: : / dwp(w)w {ZAZ + w?log (%) + wQ] . (4.24)

A finitude do resultado para A — oo requer as condig¢oes

p1 = /dwwp(w) =0, (4.25)
p3 = /dww3p(w) =0, (4.26)
e desta forma
i N, N,
(1) =~ 15 [ dolos(e?)sbpw) = = 154 (4.27)

Vemos entdo o cumprimento da condigao espectral (4.3) nas relagoes
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(4.25) e (4.26), como uma exigéncia fisica de (gq) ser finita. Nota-se tam-
bém que (4.27) é proporcional ao momento logaritmico pj como haviamos
discutido na se¢ao 4.1 e que a condi¢ao espectral p3 = 0 permite-nos escrever
log(w?/A?) como log(w?), e portanto nenhuma dependéncia na escala estd
presente na expressao final.

Finalmente, observa-se que na fase perturbativa sem quebra espontanea
de simetria, onde p(w) = p(—w) = d(w), terfamos (gg) = 0, uma vez que o
integrando de p seria impar e (4.27) se anularia.

Com o valor aceito de
(qq) = (uu) = {dd) ~ —(243 MeV)?, (4.28)

(em escalas hadronicas tipicas de 0,5 — 1 GeV), pode-se inferir o valor do
terceiro momento logaritmico p4. O sinal do condensado de quark mostra
que

ps > 0. (4.29)

Continuando a busca pelas condigoes da fungao espectral vamos agora
estudar a densidade de energia no vacuo. O tensor energia-momento para
um modelo puramente de quarks é definido por:

0 () = 2() L+ Ya(x) — 9 L), (4.30)

No nivel a um loop de quarks, temos:

O™y = —iNch/dwp(w)/% Tr{;b—;w
X B{W“p” +97p" =g (- w)} }
= —4iN,N, / dwp(w) / d'p p'p’ —g"(p* —w?)

(2t 2 — o2
= Bg" + ("), (4.31)

onde N, é o numero de sabores e (0*)y é o tensor energia momento para a
teoria livre, ou seja, avaliado em p(w) = 0(w). A quantidade B é a densidade
de energia no vacuo, dada por:
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d4p w2
B =—iN.Ny | dwp(w —_— 4.32
YR (1.32)

A integral em p é quadraticamente divergente e, nao obstante é a mesma
que no caso do condensado de quarks, com a diferenca de agora termos uma

poténcia a mais em w. Dessa forma,

2
B= —z'NCNs/du)p(u))w2 {2]\2 + w?log (&) + wQ] (4.33)

Para que B seja finita, temos que obedecer as condigoes:

P2 = /dwap(w) =0, (4.34)
Py = /dww4p(w) =0, (4.35)
resultando dessa forma em
NNy NNy
=162 dwlog(w?)w*p(w) = —Wpﬁl. (4.36)

Interessantemente, vemos que as condigoes pares (aqui quadrética e quar-
tica), implicam que p(w) nao pode ser positiva definida, de outra forma os
momentos pares nao se anulariam. No caso de quebra espontanea da sime-
tria quiral, espera-se que (fog) < (6oo)o, ou ainda, B < 0. De acordo com
andlises das regras de soma da QCD para o charmoémio [28, 29], tem-se para
trés sabores,

9 /a
B=—= <;G2> = —(224FB MV, (4.37)
Nota-se uma grande incerteza neste resultado, contudo o seu sinal nega-

tivo implica que
py > 0. (4.38)

No limite de grandes momentos p — 0o, pode-se expandir o propagador
do quark (4.1) na forma:



4.2 Momentos da funcao espectral 54

S0) ~ 5 [ dopt) + = [ dupte

1 2
+E /dww plw)+.... (4.39)

Na regiao assintotica o propagador do quark é normalizado para

S0) =3

e dessa forma temos a condicao espectral
po = /dwp(w) = 1. (4.40)

Além do mais, desde que M (p) deve assintoticamente se anular, a relagao
(4.9) se torna
B(p)
M(p) = A)
J dwwp(w)/(p* — w?)
[ dop()/ 7 — )
# [ dwwp(w)
5 [ dwp(w) |,
P1
Po
PL

Mp—o) = H=0 (4.41)

M(p — o0) —

e dessa forma, vemos que p; = 0.

Apesar da pertinéncia da expansao assintotica para grandes momentos
do propagador do quark para a obtengao das condigdes espectrais (4.40) e
(4.41), ¢é fato certo que se todas as condigbes espectrais (4.2 - 4.3) fossem
determinadas nessa mesma expansao isso produziria um propagador total
para o quark, que seria trivial, ou seja, livre e sem massa. Desta forma, a
expansao para grandes momentos nao pode representar o propagador total e
nao trivial.
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Assim, vemos que a partir de quantidades fisicas podemos definir as
condigbes espectrais para os momentos da funcao espectral p(w). Nao hé ne-
cessidade de se encontrar a forma explicita dessa distribui¢ao, uma vez que
estabelecida a dependéncia de determinado observavel nos momentos nega-
tivo e logaritmico, podemos utilizar as relagoes 1.21 e 1.22 para relacionar os
ultimos as funcoes de massa e de renormalizacao da funcao de onda, sendo es-
tas funcoes utilizados também em em modelos nao locais para a determinacao
de observaveis fisicos.

4.3 Técnica de Gauge

Na secao anterior obtivemos as condigoes espectrais paran = 1,2,3 e 4.
Condicoes de ordem superior sao obtidas a partir da exigéncia da expansao
tuist para as fungoes de correlagao. Neste trabalho nao intenciona-se realizar
esta expansao, a qual pode ser consultada em [9]. Nao obstante, vamos
especificar os acoplamentos das correntes para quarks.

Em QCD, definimos as correntes vetorial e axial, a conservagao da cor-
rente vetorial e a conservagao parcial da corrente axial PCAC (segoes 3.1 e
3.5, capitulo 3), as quais reescrevemos aqui:

a

) = gl ), (442)
Jyt(z) = cj(a:)v“%%aq(x), (4.43)
9 J" (x) = 0, (4.44)
0, (z) = q(x)mivstq(x), (4.45)

sendo m = diag(m,, mg, ms) a matriz de massa dos quarks. Como visto
anteriormente, qualquer teoria efetiva da QCD deve incorporar estes vinculos.
As relagoes (4.44) e (4.45) implicam num conjunto de indentidades de Ward-
Takahashi de gauge e quiral entre fungoes de correlagao envolvendo correntes
vetoriais, correntes axiais e operadores de campo de quarks, as quais sao
baseadas em regras de comutacao locais entre correntes e campos:

TCL

[Joa(m)aq(w/)}xoz% = _75EQ(x)6(x_x/)7 (4'46)
(), ala')],, L, = g al@)de— ) (447)
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Para resolver as identidades de Ward-Takahashi nés utilizaremos a téc-
nica de gauge proposta em [11], a qual lineariza as equagoes, uma vez que a
mesma utiliza funcoes de Green ndao amputadas.

4.3.1 Vértices com uma corrente

As funcoes de vértice vetorial e axial nao amputadas sao definidas como:

AP, p) = ST (P, p)iS(p)
= [t QT L)l Oy (8)
A (p',p) = ST (P, p)iS(p) =
= [ dadta O Ot a(e)) o) (149)

respectivamente, sendo os I'’s as correspondentes fungoes de vértice am-
putadas. A identidade de Ward-Takahashi para o vértice vetor-quark-quark
¢ dada por:

7_(1 ,,_(1

(" —p)u N (p,p) =S (p’)7 =55 (4.50)

Da mesma forma, para o vértice axial-quark-quark, tem-se:

a ,,_CL

(' —p)uA5* (P p) = 5(19’)%% — %5 5(p)- (4.51)

A técnica de gauge consiste em escrever solucoes tentativa para o vértice
vetorial nao amputado,

i T 4
A (p p)= [ d H— 4.52
(¥, p) / wp(w)ﬁ,_wv oy (4.52)
tanto quanto para o vértice axial nao amputado
1 2wq* T¢ 4
A(p'p)= | d B — — : 4.53
v = [z (v -2 G 4

As solugoes tentativa (4.52) e (4.53) sdo escritas dessa forma com o intuito
de satisfazer as indentidades de Ward-Takahashi (4.50) e (4.51), respectiva-
mente.
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Uma consequéncia da identidade axial é a ocorréncia de um polo pseu-
doescalar em (4.53) identificado com o pion, o qual é vélido apenas se p(w) #
d(w), ou seja, se a simetria quiral for espontaneamente quebrada. Vemos en-
tao que o vértice axial (4.53), no limite de baixos momentos ou no pélo do

T /dwp(w)]b, Z_ - (— 22?) 75%1]5 _Z " (4.54)

Para baixos momentos esse processo é dominado pelo diagrama

pion, torna-se:

A5 (0, p)

3
-
ifag” YT g ('\g

o VA )

E s -
< ?/ZQ/j

Figura 4.1: Diagrama representando a parte dominante do vértive axial no limite
de baixos momentos.

que utilizando a notacao espectral representa a amplitude

a i I, i
AL (P p) = /dwp(w)mzfﬂq”q—Q%T gAqqm. (4.55)

Comparando as relages (4.54) e (4.55) obtemos a versao espectral da
relagao de Goldberger-Treiman (se¢ao 3.7) [30]:

gAqqur

w
w

YAqq = (1_9A)ﬁa (4.56)

a qual sera de grande importancia no célculo da anomalia quiral utilizando
o modelo espectral de quarks.
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4.4 Relacao PCAC no Modelo Espectral de
Quarks

A relagao PCAC (3.39) nos diz que

A, = fomim, (4.57)

com 7 sendo o campo do pion. Na linguagem da algebra de operadores,
podemos escrever a mesma como

(0|, J,0°A,0) = fam2(0|J,J,7|0)
¢* (0, J,Apl0) = fwmfr<0|<]u<]u77|0>~ (4.58)

O elemento de matriz da esquerda de (4.58) representa a amplitude de
probabilidade de criagao de uma particula axial e a sua posterior aniquilacao
de duas particulas vetoriais, ou seja, o acoplamento da corrente axial com
duas correntes vetoriais. Por sua vez, o elemento de matriz da direita de
(4.58) representa a criagao de um pion que se propaga e a posterior aniquilagao
de duas particulas vetoriais. Utilizando a notacao do modelo espectral de
quarks, podemos reescrever (4.58) em termos das amplitudes que represen-
tam os respectivos elementos de matriz (cap. 5):

1
. 2 a
¢ Top = zf,rmw—q2 T

2
mz

q”/dprM,,(w) = z'fﬂmfqu_Z—WT“/dwTW(w). (4.59)

™

As amplitudes em (4.59), como padrao nas abordagens convencionais,
sao escritas desconsiderando-se os acoplametos entre os mésons e os quarks.
Uma vez que em nossa abordagem a forma funcional do acoplamento dos
mésons € essencial, devemos introduzir os acoplametos axial e pseudoescalar
em (4.59) a fim de obtermos resultados pertinentes as nossas consideragoes:

qp/dWTpuu(w)gAqq :1f7rm3rqg_—27- /dWTp,v<w)gAqq7

m
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. i a
qp/dprW(w)gAqq =(1 —gA)zfﬂmfqu_—WT /dwgwquW(w), (4.60)

™

onde utilizamos a relagdo de Goldberger-Treiman (4.56):

gage = (1 — gA)fi = (1 — 94)Yrqq- (4.61)

A amplitude representando o processo axial-vetor-vetor em (4.60) é dada

pelas contribuicoes dos diagramas [26]:

ey . as
rd u e U //' A w\_) -
&

Py L e ean,
PA%V AN + AP DI—X_
W ) e N
\ .,
SASAY vave

Higg -

Figura 4.2: Diagrama representando as contribuigcoes para o processo axial-vetor-
vetor.

0S quais representam:

_ 2
mz

. 1
Tow = /dWTpuu<w) = T,)A;XV + Zfﬂqpqg—le =

T¢ q u
deAqq(w)_T;ﬁ‘;V(w) - (1 - gA)mT /dwfﬂ’gﬂ'qu,uu<w)-

2
(4.62)

™

As amplitudes T/\VV" e T}, sdo calculadas explicitamente no capitulo 5 e

apéndice B, respectivamente. Assim, contraindo (4.62) com ¢”, vem:

e
T / Adw fr Grgq L (W),

TCL
T = /dngqq(w)q”—T[ﬁL‘,fV(w) —(1- gA)q2 —
(4.63)

2
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e finalmente, igualando (4.60) a (4.63), teremos:

-1
(1= ) s [ g T (o)

/ dwgagg (w)qu;?L‘lfV (w)

PR AVYV
"1,

q
- (1 —QA)qQ_—W/dwfwgwquw(w)a

T

—m?
2<1 - gA)TTI’L; /dwfwgwquuu(w)7

201 = ga) / AT (), (4.64)

uma vez que, frgrq = w ¢ a relacao de Goldberger-Treiman para o acopla-
mento entre os pion e os quarks [30]. A relagdo (4.64) é a versdo espectral
da hipotese PCAC. Como conhecido em QCD, esta relagao é violada pela
presenca da anomalia quiral. No préximo capitulo, iremos realizar o calculo

explicito da amplitude T;}XV no modelo espectral de quarks e verificar como

se d& o surgimento da anomalia quiral neste modelo.



CAPITULO 5

A Anomalia Quiral no Modelo

Espectral de Quarks

Neste capitulo vamos analisar a anomalia quiral utilizando a regulariza-
cao espectral. Para isto vamos calcular a amplitude de decaimento de um
campo axial em dois fotons, o grafico triangulo, ou ainda a anomalia Adler-
Bell-Jackiw. No decorrer de nossos célculos deixaremos a forma do acopla-
mento axial implicito, sendo a sua forma explicitada apenas quando formos
analisar as identidades de Ward-Takahashi para a amplitude resultante.

5.1 Anomalia Quiral

O mecanismo de quebra anomala de simetria em teoria quantica de cam-
pos foi co-descoberto por J. S. Bell e R. Jackiw [15], e S. L. Adler [31]. Este
mecanismo surge do fato de que nem toda simetria da fisica classica é ne-
cessariamente uma simetria da fisica quantica, ou seja, flutuacoes quanticas
podem quebrar simetrias classicas. Essa violagao esta relacionada a uma
amplitude de probabilidade que nao satisfaz simultaneamente as simetrias
de gauge e quiral, mas cujo resultado ¢ dependente do contexto, e neste sen-
tido ambiguo: na QCD, ou seja, no decaimento anoémalo do pion, a anomalia
conserva a identidade de Ward-Takahashi de gauge e viola a identidade de
Ward-Takahashi quiral; por outro lado, no decaimento do préton de 't Hooft
[32], a anomalia preserva a identidade quiral e viola a de Gauge.

O termo anomalia surge do fato que este tipo de fenomeno contrariava
todo o pensamento comum dos fisicos dos anos 60: a toda simetria da fisica
classica corresponderia uma analoga quantica. Neste contexto vemos que ha
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uma violagao do principio da correspondéncia, violacao esta que surge dos
infinitos da teoria quantica de campos.

Um fato experimental expressivo a cerca desse fenomeno é o processo de
decaimento andomalo do pion neutro, no qual temos o pion nulo decaindo em
dois fétons Ty — v + . Pela teoria da época este processo era proibido,
uma vez que classicamente tinhamos as conservacoes das correntes vetorial
d,JH = 0 e axial 0,JL" = 0, e desta forma nao haveria nenhum canal
disponivel para o processo ocorrer. Em termos mais palpaveis, o pion nulo
nao tendo carga elétrica nunca poderia interagir com fétons, os mediadores
da interacao eletromagnética, assim o decaimento nao poderia ocorrer e a
teoria nao conseguia reproduzir os fatos experimentais.

Hoje em dia, sabe-se que a anomalia nao é nenhuma patologia obscura da
teoria quantica de campos, mas sim um conceito que ainda deve ser entendido
na descrigao da natureza a partir desta teoria.

A anélise original do problema é dada a partir da funcao de correlacao de
trés correntes: uma axial e duas vetoriais. A mesma é descrita pela amplitude
(0|TJE(0)J*(x1)J" (22)|0), a qual é dada na ordem principal pelo grafico do
triangulo fermionico (fig. 5.1). Esta amplitude representa um par férmion-
antiférmion sendo criado em x; e um outro tal par sendo criado em x5 pelas
correntes vetoriais, com o férmion de um par se aniquilando com o antiférmion
do outro par e o par férmion-antiférmion restante sendo subsequentemente
aniquilado pela corrente axial. Com férmions sem massa, essa funcao de cor-
relacao seria transversa nos trés canais, como uma consequéncia das varias
simetrias da teoria (segao 3.1.1). A anomalia manifesta-se em qualquer cél-
culo do diagrama como uma ambiguididade em um termo local, pertencendo
a infinitos subjacentes de teoria quantica de campos. Desta forma nao im-
porta como fixa-se a ambiguidade, a amplitude calculada nao é transversa
nos trés canais, ou ainda, as simetrias que asseguram a transversalidade nos
trés canais sao quebradas.

A forma de solucionar esse impasse é fazer uma escolha especifica de re-
solver a ambiguidade permitindo que alguns canais (mas nao todos os trés),
sejam tranversos, ou seja, sempre podemos utilizar um método de regulari-
zagao que preserve uma simetria especifica, mas que o custo seja a violagao
da outra. Essa forma de se fixar a ambiguidade, no sentido de escolher qual
simetria deve ser satisfeita e qual deve ser violada, é algo que John Bell [33]
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sempre insistiu ser arbritario, ou seja, nao ha modo intrinsico de escolher o
resultado correto.

5.2 Calculo da Amplitude

A amplitude, ou ainda amplitude de probabilidade é a representacao no
formalismo de integrais de caminho [20], equivalente & funcdo de onda de
transicao de um estado a outro, no formalismo da mecanica quantica ondu-
latéria. Dessa forma o quadrado da amplitude fornece a densidade de proba-
bilidade de transicao entre estados diferentes. Integrando-se essa densidade
de probabilidade em todo o espaco, obtemos a probabilidade de um decai-
mento ocorrer, de uma colisao formar determinadas particulas, etc., sendo
estas obtidas através de taxas de transicao, secoes de choque, entre outras
quantidades que podem ser experimentalmente mensuradas.

A amplitude para o processo axial-vetor-vetor no modelo espectral de
quarks, representada pela figura 5.1, é dada por:

Tpﬂfv = — / du.)p(w) / (;ZZITI; Tr {NcigAq(‘]T?’%%
o O], (5.1
T,;L‘liv = A / dwgagep(w)
/ d'k Te[nslf +d +whylk ol —prol] oo
@m)t [(k+q)? — Wk — w?[(k —p)? —w?] "

3 ¢ a matriz de Pauli o0;

sendo w a massa espectral, N o nimero de cores, T
Jaqq € 0 acoplamento axial, que neste caso terd a sua forma nao explicitada;
() as matrizes de carga, 7, as matrizes de Dirac, 75 = i70717273; £ = 7,k"; €

A =Tr[Nem3QQ).
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Figura 5.1: Diagrama de Feynman representando o processo axial-vetor-vetor.

Vamos calcular todos os termos de (5.2) e para isto primeiro vamos uti-
lizar a parametrizacao de Feynman:

1 ! 1=y 2
m:/o dy/o R (vara ey e U

onde consideraremos

A amplitude entao fica:

T = 2A / dwg aqqp(w) /0 dy /0 Vo
X/ Ak Tr[ys[F + d + wlyulF +wly [ —p + w]
(

2m)* [(2kq + ¢*)z + (—2kp + p?)y + k* — w?] v (5:9)

Quadrando o denominador de (5.5) teremos:

D = [2kqx + ¢’z — 2kpy + Py + k* — WP =
= [K*+2k(qz — py) + (qz — py)* — (qz — py)* + o + p*y — *]’ =
[(k+ qz — py)* — [@x(z — 1) + p*y(y — 1) — 2pqay + w*])* =
= [(k+qx_py)2 - MQ(xvvaﬂS? (56)
sendo

M?(z,y,w) = ¢’z(z — 1) + p*y(y — 1) — 2pgay + . (5.7)
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Dessa forma a amplitude resulta em:

1 1-y
T;}),fv = 2/\/dngqqp(w)/ dy/ dx
0 0

/ d'k Tr[yslf + f + vk + ol [ — p+ ]

. (5.8
(2m)* [(k +a)? — M?(z, y,w)}g (5:8)

com a = gr—py. A integral em k da amplitude (5.8) é linearmente divergente
e desta forma temos de utilizar um método de regularizacao para resolve-la,
e no caso vamos utilizar um cutoff quadridimensional A. Antes de fazermos
isto, observamos que para grandes valores de k temos a seguinte expansao

em Taylor:
Fh+a)|, = f)+a L)+ 2arar =L f) 4 =
Ylhooo = ¢ ke 0 Y ke ke -
o 1 2
— o %P —
l+a % +507a e Ok + )f(k)
fd eaa%f(k). (59)

Utilizando a expansao (5.9) na amplitude (5.8) e fazendo uma troca de
variaveis k + a — k, temos:

1 1—y
T/;LL‘;V = 2)\/dngqqp(w)/ dy/ dx
0 0

X/Aﬁeaaaga[Tr[vp75[k—¢i+¢+wm[%—¢+w]%[%—¢i—1§+WH

(2m)4 [k? — M?(x, y,w)}3

1 1—y
T/;LL‘;V — T/;;‘XV(O) +2)\/dngqqp(w)/ dy/ dz
0 0

|

X{/A<d4k - 0 {Tr[%%[%—¢i+ﬂ+wm[%—¢+w]%[%—%—IHWH]+

a
2m)t  Ok? [k2 - M2($,y,w)}3

+/A d'k a%a? O’ [Trhp%[k—¢i+¢f+w]’m[%—¢i+w]%[k—¢i—zb+w]]]
(

or)i 21 OkoOke

+}

Em (5.10) temos um termo de ordem zero na expansao em a e os termos

[kz — M?(z,y, w)]3

(5.10)
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restantes correspondem a integrais de divergeéncias, que utilizando o teorema
de Green resultam em termos de superficie. Se as integrais sao convergentes
elas resultarao em fungoes finitas e bem comportadas que na superficie sao
nulas. Dessa forma, temos que os tinicos termos de superficie nao nulos sao
aqueles provenientes de integrais divergentes e neste caso:

1 1—y
Tpﬂfv = T[ﬁ},f"(o) —ZA/dngqqp(w)/ dy/ dx
0 0

Adtk L0 [ Tl kK
/ @n)t * ok {[kQ—MQ(:r,y,wﬂ?’}’
TAVV — TAVV() 4T, (5.11)

puv puv

Vamos determinar os dois termos de (5.11) separadamente. Dessa forma,
o termo de ordem zero é dado por:

T/j/‘);v(o) = QA/dngqqp(W)/O dy/o _ydx/ (37:;4 [k,z_le(x’y w)]?
X[yl + (1= @)+ yp + wllf — 2 + yp + o]

Xl = 2+ (y = Vp + ] (5.12)

na qual utilizamos ¢ = xg — yp.

Utilizando as propriedades do trago das matrizes v de Dirac [17], o trago
em (5.12) fica:

T = —Tr(v Va8 ) [F* + (1 —2)¢* + yp°]
X [kﬁk" — 2kPq" + (y — )K" — 2¢°k" + 2°¢°¢"
— a(y — D)¢’p" + yp°k" — 2yp’q" + (v — y)pﬁp”] -
= Tr 35 b® + (L= 29 ® + Y57 +

+ VsV Yk w? — TV Ve w? + YV Y ew® +
+ V5V Vv kw® — 2y YW + (y — 1)75%%%16002] . (513)

Deste traco podemos desconsiderar os termos impares em k, uma vez que
o denominador de (5.12) é par e o integrando resultante desta combinacao
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sendo impar anularia a integral. Para os termos restantes utilizaremos as
relagoes:

Tr [757,07777#711} anw2 = _4i€pnuuanw2, (514)

e uma vez que {v,,7} = 2¢,, temos:

Tr [V VaYu ¥ 020’ = —8i€paunb®a,a’ + di€pa,, b a®, (5.15)
Tr (V57 YaYu Y8V V) a®a’b’ = —8ie,p,nb"a,a” + di€,,,b"a%, (5.16)
Tr [757,,%%73%7,7} a®b’a’ = —8ieﬂﬁynbﬁapa” — 4’i6pﬂﬁyb5a2. (5.17)

Dessa forma substituindo (5.14), (5.15), (5.16) e (5.17) em (5.13), temos:

T = 42’{26,05“” [kuk” + 22,97 + (y* — y)pup"} [kﬁ +(1—2)¢’ + ypﬂ] -
— € [k2 + 22 + (y* — y)pﬂ [k:” + (1 —2)q" + yp”] +
+ 26550, [ — ak, kg7 + (y = Dk p" — (2 — 2%)(y — 1)gug”p" —
_ xyzpupﬁq"} —
= €purn [ — k" + (y = DE*p" — (x — 2%)(y — 1)¢*p" — 95921)26177] +
+ 2€,80m [ — xk:pk;"qﬁ + ykpk;"pﬁ —(z— x2)yqpq”pﬂ —
—a(y’ - y)ppp”qﬁ] +
+ €puny [ — ak?q" + yk*p" — (v — 2?)y*p" — a(y* — y)pzq”] +

+ [eonuwd” — €opmd"® + €pump” (y — 1)]w2}. (5.18)

Podemos reescrever esta expressao utilizando as propriedades dos €’s:

€oBun = ~Cpupn;

Compv = “C€pumqr = Eppum;

€uBvn = T €Buvn;

Coumv =~ Cppum; (5.19)
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e dessa forma

T = 8i{€puﬁnkukn [(:1: - 1)qﬁ - ypﬁ] + Epﬁvnkukﬁ [ — g+ (y — 1)1777} +
+ Eﬁullnkpkn [a;qﬁ _ ypﬂ} } _
— i€k [(1 —3x)¢" + (3y — l)p"} +
+ 4@'{2%@7 [ — 2*yq,q"p" + (v — y)(z - l)pup"qﬂ] +
+ 26,061/77[ 2 —x)(y — Dqud’p" — zy’pup’q } +
+ 2emwn[y v —2%)q,q"0° + (y* — y)pop"q }
—~ epum,[ (2 = 2)¢* + (v° — y)(1 — 2)p* — wyp® + (y — v*)ap®]¢" +
+ [2%y¢? — )0+ (2® —2)(y — 1)¢* + (2° — )y’ ]p" +
[1‘—161 + 1—y)p]w2]} (5.20)



5.2 Célculo da Amplitude 69

Agora, substituindo este traco na amplitude (5.12), temos:

1 1-y
0 = o f dngqqp<w){8z' [
0 0

d*k k, kP
foanlt =) [ 5 i +
d*k k, kP
— xq" — 1p" e —
+ Epﬁvn[ zq" + (y )p } / (2m)t [k — M2

d'k kk°
— €Buvn [qu - yp”] / (2r)1 [k2 — M2]3] -
1 1—y d4k k?
44 1— " — 1)
zep,wn/o dy/O dx[( 3z)¢"+ (3y — 1)p } / or) i = M +
1 1—y
+ 4i / dy / dx [QEWﬁn [ — 2%ya,q"D" + (v* — y)(z — )p,p"q"] +
0 0
+ 26080 (27 — 2)(y — 1)quq’p" — 2y’pp°q"] +
+ 268 [y(x — %) 00" + 2(y* — yY)p,p"d"] —
— €ppm [[(562 — )¢ + (v* —y) (1 — 2)p® — 2y*p* + 2(y — v*)p°|¢" +
+ 2%y + (v° — )0 + (2 —2)(y — 1)¢* + (2 — 2)yg®]p" +

d*k 1
—1)g" + (1 - y)p" 2} / 21
e e | e e ved SRS
com M? = M?(x,y,w). Esta amplitude ¢ dividida em dois termos, um

logaritmicamente divergente e outro finito:

AVV _ TAVV
TPW (0)=Tp + Tpm, )

Assim vamos calcular os dois termos separadamente. Para o termo diver-
gente, uma vez que a regularizagao espectral torna as integrais da teoria
finita, podemos utilizar a identidade:

v

/ dwp(w) / Ak k kY (k) = / dwp(w)% / d'k K2 (K2). (5.22)
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Dessa forma a parte divergente fica

1 1-y
Tp = 2/\/dwg,4qqp(w)2iepwn{/ dy/ dx[(l—x)q“ryp”—
0 0

—xq" — (1 —y)p" — 2q" + yp" — (2 — 6x)q" — (6y — 2)1?’7]

X/g:WW—MiwwW}

1 1—y
Tp = 4i)\epuyn/dwg,4qqp(w)/ dy/ dx [(?xv - 1)qg"+ (1 - 3y)p’7}
0 0
d*k k?
. 2
< o T o2
A integral em k de (5.23) ¢ dada por:
/ d*k k2 AL ln M?*(z,y,w)
(2m)4 [k2 — M2(z,y,w)]3 1672 |2 A2+ M?(z,y,w) ) |’
(5.24)

sendo A? um cutoff quadridimensional que deve ser removido no final do

calculo. Assumindo que as particulas externas estao na camada de massa e
que estamos no limite quiral:

(p+q)? =m4=0, pg=0, (5.25)
temos,

M (z,y,w) = ¢*z(z—1)+p*yly — 1) — 2pgzy + w°,

removendo assim a dependéncia de M em x e y. Dessa forma, utilizando
essas suposigoes e o resultado (5.24), a amplitude (5.23) fica:

1 3 w?
TD = m)\ﬁpwjn dngqqp<ClJ) §+ln m

X /01 dy /Ol—y dx [(3:5 —1)g"+ (1 - By)p"] (5.27)
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Resolvendo as integrais em x e y tem-se:
1 1—y
I = / dy/ dx [(3x —1)¢"+ (1 — 3y)p”} =
0 0
! 3

1
= [ |G -2eg) 0 o p)
0

1 1
= (5—1+§>q"—(—1+2—1)pn=0, (528)

e desta forma vemos que a parte divergente da amplitude (5.21) é nula.

Agora, utilizando ainda as suposicoes de estarmos na camada de massa

e no limite quiral, vamos calcular a parte finita de (5.21):

" 1 1-y
Tpf/‘)lfv = 8i\ / dwgagep(w) / dy / dx
0 0

{2@,’“@7[ - :L‘2yqu77pﬁ + (y2 - y) (l‘ - 1)pupnqﬁ] +

+ 26050 [(2* — 2)(y — 1)quq’p" — 2y’pp°q"] +
+ 265y [y(x — 2%)q,0"° + 2(y* — y)pp"d"] —

— €pum|(z —1)¢" + (1 - y)p”]wﬂ

X / (d4k ! . (5.29)

271')4 [kQ _ w2]3

Entao, sabendo-se que

d*k 1 1
/ - (5.30)

2m)t [R2—wP 32m2w?’
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e resolvendo as integrais em z e y, a amplitude resultante sera:

~ 1 ga 1 7
AVV qq 6 B
. = —WA{ / dw)= "5 p(w) {epuﬁn( — @'Y’ + PP’ ) +

7 1
+ €ppun <@quqﬁp" - %pupﬁ q") +
1 n,,3 1 n .53
+ eﬂ,uun %qu P — %ppp q +
1
+ gepuyn/dngqqp(w) [q" —p"} }, (5.31)

e sendo nula a parte divergente, essa relagao equivale a amplitude (5.12).

Vamos agora resolver o termo de superficie de (5.11), o qual reescrevemos

1 1-y
7, = -2\ [ dogur(e) [ ay [ s
0 0

d'k -, 0 [Trlysvkvfrw k]
X/(QW)4 ¢ 0/@”{ (k2 — w3 ]v (5.32)

abaixo:

na qual todas as condigoes utilizadas no calculo de T’ lf;‘;v

Utilizando a relagao do trago de matrizes v (5.15), o trago em (5.32) fica:

(0) foram assumidas.

Tr [’ygypfya’yufm'yl/yn} kKPR = —8i€paunk kK" + 4iepawkak2
= 4z‘emwkak2

= i€y kK (5.33)

Substituindo este resultado em (5.32) e tomando o limite de grandes momen-
tos temos:

‘ P d'k 0 [k"
T, = —82)\epuyn/dwg,4qqp(w)/0 dy/o dxa"/ G {ﬁ} (5.34)

Para resolver a integral em k de (5.34) vamos introduzir um regulariza-

dor, o qual deverd ser removido no final do calculo, ou seja, o resultado nao
deve depender do mesmo:
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[y [ RO KT
o0 ) (2m)f Ok [ [k —02)2]

- [ [ e
o e |

i d*k 1
I = —g" 52/(%)4 T (5.35)

e utilizando a relagao (5.30) a integral resulta em:

e i1\ ig™
I'==g"0 (_ 3272 ﬁ) ~ 327 (5.36)

a qual independe do regularizador, como deveria ser. Assim (5.34) fica:

. Z'gr]a 1 1-y
T, = — SZAEP#VnW/dngqqp(w)/o dy/0 dza’
1 1 1—y
Ts = m/\epwn/d‘*‘)gfqup(w)/o d?//o d:v[a:q”—yp"], (5.37)
onde resolvendo as integrais em x e y chegamos em

1 1
T, = _/\Emwng[qn — " / dwgaggp(w). (5.38)

472

Finalmente, a amplitude (5.11) é obtida a partir da soma de (5.31) e
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(5.38), resultando em:

AVV AVV
Tpuy = Tpuu (0) + TS7
TAVV _ Y d JAqq 1 7
o = —W (w)—w2 P(W) | €pppn | — 304 "’ + a0l " | +

7 1
+ epﬁun(60q;Lq p - 30pltp q ) +

1 1
+ Eﬁ,u,l/n(2Oqu p = 20ppp q ):| +

1
+ §epw,,7/dwg,4qqp(w) [q” —p”} }, (5.39)

Uma vez que temos de satisfazer a estatistica de Bose-Einstein, ou seja,
devemos ter uma fungao de onda totalmente simétrica, a amplitude (5.1) deve
ser somada ao diagrama (5.2), no qual troca-se ¢ <> p e pu < v, ou ainda,
troca-se os fétons de diferentes polarizacoes de lugar, sendo tais diagramas
(5.1) e (5.2), equivalentes.

Figura 5.2: Diagrama de Feynman representando o processo axial-vetor-vetor,
com as pernas de fotons cruzadas.

Ao diagrama de pernas cruzadas equivale a amplitude:

, d*k .
Tp;‘yv — —/dwp(w)/w Tr {chgAqu37p75

i@ (640

Uma vez que a relagao (5.40) é nada mais que (5.1) com os momentos e
rétulos do fétons trocados, espera-se que seu resultado seja o mesmo de (5.1)
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com as devidas altera¢oes. Entao temos que (5.40) resultard em:

TAYY =0 4 TAVY 77, (5.41)

puv puv

A parte divergente é equivalente a equagao (5.27) com as respectivas trocas:

ALY PO LI S|
/dy/ dx Sx—l)p +(1—3y)g } (5.42)

a qual, como (5.27), se anulard devido as integrais em x e y. Da mesma
forma, a parte finita resulta em:

TAY = 4#2)\{ / d(w)gqup(w) {epugn<310quq p’— 670pup6 q”) +
7 1
+ epgyn( 604 p’ +%p WP"q ) +
1 1
+ emn(zoqpq P’ — 2Oppp q )} +
+ %Epwn/d“’g/qup(w) [qn _pn] }’ (5.43)

e o termo de superficie é dado por:

1 1
T = 4—7r2/\epw,76[q" — "] /dngqqp(w). (5.44)

A amplitude para o processo descrito pelo diagrama cruzado é a soma
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de (5.43) e (5.44):

T’AVV — T,AVV(O)—{—TS/,

prv puv
’ 1 ga 1 7
AVV qq 3 &)

T,, = —47T2>\{ / d(w)="5p(w) [€puﬂn<_30%1q Pl = PP q”) +

7 1
+ epgyn( — @quq”pﬁ + %pup”qﬁ ) +

1 1
+ By (2—0qpq"pﬁ - %ppp”qﬁ )} +

1

+ g [ gl -]} (545

Finalmente, a amplitude total para o processo axial-vetor-vetor é a soma
de (5.39) e (5.45), a qual resulta em:

1 ga 2 7
AVV qq (6] B
T, = —WA{ / d(w)—wg p(w) {epuﬁn( - @Wﬂp + @M“q ) +

+ epgyn< - %quq"pﬂ + %pup”qﬁ ) +
+ €Bum (%qpq"pﬁ - %ppp"qﬂ )] +
+ €ppn / dwg aqqp(w) [qn - pn] } (5.46)
Podemos simplificar este resultado utilizando a identidade:
Eﬁuvnapanbﬂ = [_'epuﬁnav t €punds — €ppunly _’EpuVﬁan}anbﬁ- (5.47)
Assim, depois de algumas manipulagoes, a amplitude resulta em:
Tpﬁ\;v _ L{ /d(w)@p(w)l [epugn (av + 2py) + €05 (24, —|—pﬂ)]p7lqﬁ 4
472 w? 6

+ €ppun / dwgagep(w)[q" — p"] } (5.48)

a qual é totalmente simétrica sobre a troca de q < p e de y < v, como
esperado e onde utilizamos A = 1 (Apéndice A).
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5.3 Identidades de Ward-Takahashi

A amplitude obtida acima representa a amplitude de probabilidade do
processo axial-vetor-vetor ocorrer. Neste contexto, pode-se obter resultados
uteis analisando as simetrias por tras do processo estudado. Uma forma de
estudarmos essas simetrias ¢ a aplicacao das identidades de Ward-Takahashi
de gauge e quiral, para verificarmos se as correspondentes correntes sao con-
servadas.

Assim, aplicando as identidades de Ward-Takahashi na amplitude (5.48),
obtemos:

Vetoriais ou de Gauge:
prPAVYV 1 1 B B
"1, = ) 6[6”“5’7@” +2pu)q Pq +
ga
+ (200 +2,) 00 [ ) P2p(0) +

+ €pum@"[q" — "] /deAqqp(w)}v

1
quT;/‘XV — —Repﬂynqﬂp”/dwg/;qqp(w), (5.49)
e
vpavy _ L l[e (0 + 2p,)0"p"¢" +
D Loy 472\ 6 pupsn\dv Pv)pP P'q

v g
+ €ppun (244 + D) P p”qﬁ} / d(W)%p(W) +
+ €pump” [q" — D] /dWQAqu<W)}a

v 1 v
p T;L‘;V = 4_7r26pw/77p qn/dWQAqqp(W)- (550)
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Axial ou Quiral:

(p+q)T,," = ﬁ {é [epuﬁn (0 +2p,) (0 + 0" +
+ €pmm (20 + pu) (p + q)”p"qﬁ} / d(W)%p(W) +
+ om0+ @)°[q" — "] / dngqqp(w)},
(p+q)T," = 4%26,)% (»"q" — ¢"p") / dwgagep(W),
p+q)rT," = —#%qu”p” / dw g agep(w). (5.51)

As indentidades de Ward-Takahashi vetoriais (5.49 e 5.50) e axial (5.51),
sao obtidas a partir das hipdteses de estarmos na camada de massa e no
limite quiral. Elas sao gerais no sentido de que ainda nao determinamos
quais os detalhes da teoria que estamos estudando, ou seja, nao explicitamos
a forma do acoplamento axial. Dessa forma, para obtermos resultados par-
ticulares das possiveis teorias subjacentes, devemos especificar a forma do
acoplamento.

5.3.1 A faca de dois gumes

Considerando que o acoplamento axial satisfaca a relagao de Goldberger-
Treiman (se¢do 3.7), o termo espectral das equagoes (5.49), (5.50) e (5.51),
resulta em:

w _1—ga

dwgagep(w) = [ dw(l —ga)—p(w) = dwwp(w) =0,  (5.52)
/ J st oo =52 |

onde usamos a condicdo espectral (4.3).

Dessa forma as identidades de Ward-Takahashi de gauge e axial resultam
em:

Vetoriais ou de Gauge:
TV =0, (5.53)

puv

p”T;jj;V =0, (5.54)
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Axial ou Quiral:
(p+9)Ty" =2(1—ga) / dww* T, (w) = 0. (5.55)

A identidade de Ward-Takahashi axial (5.55) deve ser comparada a ex-

pressao proviniente da hipétese PCAC (eq. 4.64). Embora o resultado para

AVV
pr’

que estamos lidando com férmions sem massa, a forma funcional da identi-

a divergéncia da amplitude seja nulo, como era de se esperar, uma vez
dade de Ward-Takahashi axial é diferente da esperada, revelando o carater
de violacao da hipotese PCAC. Este fato é fundamental para a obtencao do
valor correto da amplitude de decaimento do pion neutro, como obtido em
[9] e reproduzido no apéndice B.

Resumindo, estes resultados mostram que as identidades vetoriais sao
conservadas e a axial é violada. Isto corresponde a termos a conservacao da
corrente vetorial e a violagao da relagao PCAC, como esperado para a QCD
e mais explicitamente para o decaimento do pion nulo.

Agora, se o acoplamento axial for igual a uma constante arbitraria, tere-
mos:

[ degamot) = [ dompw) =x [dopo)=r. 550)

onde usamos a condicao espectral (4.2), e k é uma constante qualquer, e no
nosso caso nao tem nenhum significado fisico.

Neste caso, as identidades de Ward-Takahashi de gauge e axial resultam
em:

Vetoriais ou de Gauge:

1
q”TpﬂiV — _4_7T2€pwnqupn7 (5.57)
1
v AVV v
p Tp,uy = 4_7T26p;w77p q77’ (558)
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Axial ou Quiral:

1
(P‘i‘Q)prﬂjV = _@%/mvnqppnv
(b +qPTV = 2 / AT (). (5.59)

Neste caso, temos a violacao da simetria de gauge e a conservagao da
simetria quiral, ou ainda a satisfacao da hipétese PCAC, caso este descrito
pela teoria do decaimento do préton de 't Hooft [32].

Assim, vemos que a aplicacao de uma regularizagao espectral no cédlculo
da funcao de correlacao entre a corrente axial e duas vetoriais, preserva a
liberdade de podermos ter a violacao das identidades de Ward-Takahashi ve-
toriais ou da axial. Entretanto, no modelo espectral de quarks da QCD a
relacao de Goldberger-Treiman desempenha um papel fundamental na deter-
minagao da identidade de Ward-Takahashi a ser violada, ou seja, a identidade
quiral. Desta forma, podemos dizer que no Modelo Espectral de Quarks, a
forma como a simetria quiral é quebrada (PCAC), é determinante na iden-
tificagao de qual identidade de Ward-Takahashi serd violada pela anomalia
quiral.



CAPITULO 6

Conclusoes

A anomalia quiral é um fenomeno descoberto no final dos anos 60 e até
hoje é estudado de forma meticulosa através de varias abordagens. Seu nome
demonstra o assombro com que os fisicos tedricos se depararam quando da sua
descoberta, mas hoje em dia sabe-se que este ¢ um fenémeno de forma alguma
abominavel, mas antes totalmente essencial para uma descri¢ao correta da
natureza, pelo ponto de vista da Teoria Quantica de Campos.

A ambiguidade que existe por tras da anomalia quiral, tanto quanto a
liberdade de escolha sobre qual simetria deve ser violada sao fatos que de-
vem ser destacados. A natureza por si s, ou mais corretamente a teoria que
almeja modeléd-la, parece nao se importar com qual simetria sera violada: nao
existe forma intrinsica de se escolher o resultado correto para a anomalia. Se
a corrente vetorial é violada temos a nao conservacao do nimero de férmions
(ou ainda do numero barionico), de nosso sistema e temos uma probabili-
dade finita para o decaimento do préton [32]. Por outro lado, se a corrente
axial nao for conservada, a sua divergéncia atuara como um operador capaz
de produzir fétons, e temos o modelo tedrico para o fenomeno observado
experimentalmente do decaimento anomalo do pion neutro.

Neste trabalho estudamos o problema da determinacao da anomalia
quiral em um modelo quiral de quarks conhecido como Modelo Espectral
de Quarks. Este modelo é construido de forma a ser finito e livre de singula-
ridades, a partir do uso da forma generalizada da representacao de Lehmann
para o propagador do quark e da Técnica de Gauge. Em nossa abordagem
utilizando tal modelo consideramos implicita a teoria subjacente aos calculos
analiticos. Ao fim do calculo, analisamos as simetrias da teoria e constata-
mos que a forma do acoplamento dos mésons com os quarks ¢é essencial para
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a obtencao da violacao de simetria correta para o fenomeno.

A versao espectral da relagao de Goldberger-Treiman foi ingrediente cen-
tral em nossa abordagem. A partir dela conseguimos obter o resultado cor-
reto da conservacao das correntes vetoriais e da violagao da simetria quiral
em QCD, ou ainda, obtivemos o resultado correto para as identidades de
Ward-Takahashi utilizando o argumento fisico da validade da relagao de
Goldberger-Treiman. A forma espectral da hipotese PCAC foi nosso guia
no reconhecimento de que realmente a simetria quiral foi violada em QCD,
uma vez que a divergéncia da corrente axial nao satisfazia tal hipdtese.

De outra forma, obtivemos o resultado da violagao da simetria de Gauge
e conservacao da simetria quiral, ou ainda, a validade da hipétese PCAC,
quando consideramos um acoplamento axial constante nao satisfazendo a re-
lacao de Goldberger-Treiman, como no caso da abordagem de 't Hooft acerca
da quebra de simetria utilizando a anomalia quiral. A falta de dependéncia
entre o acoplamento axial e a massa espectral do quark constituinte é a chave
para a obtencao da violagao correta neste caso.

Desta forma vemos que a ambiguidade por tras da anomalia quiral esta de
certa forma ausente quando utilizamos a regularizacao espectral. Argumentos
fisicos a cerca da forma do acoplamento, como a relacao de Goldberger-
Treiman, a hipétese PCAC, o pion como o bdson de Goldstone da quebra

espontanea da simetria quiral, foram a base para a violagao correta e esperada
em QCD.

A liberdade de tanto uma quanto outra simetria ser violada ainda esta
presente, uma vez que o resultado obtido para a anomalia é dependente
da relagao entre os acoplamentos e a massa espectral, que pode variar em
modelos diferentes. Assim, ambas violagoes podem ocorrer como em todas
as abordagens realizadas até agora.

Como limitacao do presente trabalho, ressaltamos que os calculos foram
realizados no Modelo Espectral com quarks nao massivos. O desenvolvimento
do modelo espectral para quarks massivos e subsequente analise da anomalia
quiral neste contexto sao prosseguimentos naturais deste trabalho.
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APENDICE A

Notacao e Convencoes

Neste apéndice, vamos apresentar a notacao de termos utilizados ao longo
do texto bem como algumas de suas propriedades.

As matrizes de Pauli sao matrizes 2 X 2, unitarias, Hermitianas e sem
trago, dadas por:

(03 w03 (1)

que podem tanto ser representadas por indices numéricos quanto letras arabi-
cas (01 = 0,,etc.), e indices superiores ou inferiores (07 = o', etc.) tendo o
mesmo significado uma vez que ambas ¢ nao sao parte de um quadrivetor.

Temos as propriedades de produto das matrizes de Pauli
00 = 51‘]‘ + iEijkOk (AQ)

sendo €;;, o simbolo de Levi-Civita.

As matrizes de Dirac sao quatro matrizes 4 x 4, unitarias e sem traco:

Y = y = . .
( 0 1 ’ OZ 0 ’ ( 3)

onde 1 sao matrizes identidade 2 x 2 e 0 sao matrizes nulas também 2 x 2,
e o' as matrizes de Pauli. Como as matrizes de Dirac tem propriedades
de quadrivetores se baizarmos os indices das mesmas, temos uma troca nos
sinais das componentes espaciais:
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%

=" =
A partir das matrizes v podemos introduzir matrizes auxiliares

v = iy, (A4)

1
o = SO =), (A.5)

Para qualquer quadrivetor a*, pode-se definir as matrizes ¢, 4 X 4, como:
= a'y, = a". (A.6)

Os indices gregos (u, v, etc.) contam de 0,1,2 e 3 e os indices ardbicos
(4,7, etc.) s@o 1,2 ou 3. Indices repetidos em uma mesma expressao tem o
significado de um somatorio.

A métrica de Mikonwski é definida por:

1 0 0 0

0 -1 0 0
W= A7
9 00 -1 o |’ (A7)

0o 0 0 -1

notando-se que g"” = g,,.
As matrizes de carga sao definidas por:
1 73 2/3 0
= — = . A.

@ 2NC+ 2 ( 0 —1/3) (A.8)

Assim a constante multiplicativa \ presente nas amplitudes para o pro-
cesso axial-vetorial-vetorial a para o decaimento anomalo do pion nulo, re-
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sulta em:

=m0 S) (W )]

~1. (A.9)

Todas estas definigoes, assim como aquelas que nao estejam neste, podem
ser encontradas nas referéncias [17, 21].



APENDICE B

Calculo do Decaimento do Pion
Neutro

Neste apéndice, vamos apresentar o calculo do decaimento do pion neu-
tro, utilizando o modelo espectral de quarks.

A amplitude para este decaimento, representada pela figura B.1, é dada
por:

d*k ) 5
T, = — [ dwp(w) L Tr | NeiGrgq ™5

{ l

ka_wmu%_wz@%—k_ﬁ_w],

(B.1)

3 ¢ a matriz de Pauli o,

sendo w a massa espectral, N o nimero de cores, T
Jrqq € O acoplamento entre o pion e os quarks e no caso uma constante, () as

matrizes de carga, v, as matrizes de Dirac, 75 = ivo717273 € £ = 7,k".

Figura B.1: Diagrama de Feynman representando a amplitude do decaimento
T — Y+.



90

A amplitude (B.1) pode ainda ser escrita como:

Tuu = )\/defrqqp(w>

X/ 'k Tr[ysk + g+ whylk + @k — P+ o]
2m)* [k +q)* — W[k = ?[(k = p)* —w?] '

(B.2)

sendo A = Tr[Nem2QQ] = 1 (Apéndice A). O trago em (B.2) é dado por:

T = Te[ys[(F+4) + @yl +wlnl(f —p) +wl] =
= Tr[yskydrv kb — vskvudrd + vskydrw +
+ kb — kv e + ke’ +
+ Vsl bk — Vs kv + g krw +
+ sk — Vdvur e + Vsdrurw? +
+ Vb bw — Y5k + s yurw’ +
+ VbW — Yy npw? + s’ (B.3)

Para calcularmos trago (B.3), vamos fazer uso das propriedades dos
tragos de matrizes  [17]:

Tr[vskvdnk] = Tr[vs%e 006 KRR = 0, (B.4)
Tr[yskvubrw] = Tr[vver7o ] Kk w = —disup kK w, (B.5)
Tr[%k'yu%uﬂ] = Tr [75%%%] ko w? = 0, (B.6)
Tt [y57,700°] = Tr [v57, 70 | w? = 0, (B.7)

onde €4,,, ¢ um tensor totalmente antisimétrico pela troca de duas compo-
nentes quaisquer

—1, se oupr é uma permutacao par de 0123,
€oupy = § +1, se oppr é uma permutagao impar,
0, se quaisquer indices se repetirem,
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e dessa forma, o trago (B.3) resulta em:

T = 0-0—4ieupmk’k’w—
— i€,k KPw + di€gy,k pPw + 0 4
+0—0 —4i€rpupq° K'w —
— di€oupq” k"w + di€gup,q° pPw + 0 —
— 4i€,50,k kP w + 4i€,00,k P w4 0 +
+0—-04+0 =

= —4diw [e(,upy(k‘"kp + k") + €uovp (KK — K7pP) +

+ €oup(K°K" — K7p” + ¢ k" — q"p”)}.

Manipulando os €’s, temos:
€Copvp = ~Cuovp

€oppr = —C€uopr = €uovp,

entao teremos

1 1
€povpk’ kP = Ee,w,,pk"kp + §e,w,,pk"kp =

= §eugl,pk”kp — Eeﬂygpk"k;p =

= §6uaupkakp - §€w,pg]€pka =

1 1
= §eum,pk"kp + §ewgpk"k;" =

g o}
= —€uovpk k” — Z€uoupk kP =

2 2
= 0,

e consequentemente

ag
Coupk’ kP = —€.00pk kP 0,

€oupk’ kK = €uoupk°kP = 0

(B.8)

(B.9)

(B.10)
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Utilizando as relagoes (B.9 a B.13), o trago em (B.8) fica:

T = — 4iweuoy a7k — k7P + k70" — K" + ¢7p"],
T = 4diweu,p’q’, (B.14)

e finalmente a amplitude (B.2) resulta em

_ w w d'k I
T, = /d GrggP( )/ 2m)* [(k + q)? — w?|[k2 — ?][(k — p)2 — w?]’

T;w = 4i€uauppaqp/dwgﬂqqp(w)w

d'k )
- / 2m)* [(k+ q)? — w?[k? — W [(k — p)? — w?] (B.15)

Para resolver esta amplitude vamos utilizar a parametrizagao de Feyn-
man, introduzindo a identidade

1 P 2
—_— = d d B.16
ABC /0 y/o TA—C)z+(B-Cy+ P (B-16)
onde consideraremos
A = (k+q)?—d?
B = (k: - p)2 - w27
C = K -uw. (B.17)

Essa parametrizagao modificara (B.15) para

1 1—y
T = SiGuUVpp“qp/dwgﬂqqp(w)w/ dy/ dx
0 0
d*k 1
x/( 5, (B.18)

2m)t [(2kq + ¢2)x + (—2kp + p?)y + k2 — o?]
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na qual podemos quadrar o denominador:

D = qu—l—q Yo+ (— 2k:p+p2)y+k:2—w2]3

2 1 2%k(qz — py) + (g — py)* — (g2 — py)* + o + Py — ?]°
[k + (qz — py))* — (qz — py)? + ¢*x + pPy — w?]’
K2 — M2 (2, y,w)]°, (B.19)

sendo k' = k4 (qz —py) e M?(z,y,w) = (qx —py)? — ¢*x — p*y+w?. A ampli-
tude (B.18) pode ser escrita em termos dessas novas variaveis e analizando-se
que

k= k+(qz—py)
dk’ = dk
k— +oo , k — oo (B.20)
a amplitude fica
1 1—y
T = Sieum,pp"q’)/dwgﬂqqp(w)w/ dy/ dx
0 0
d*k 1
B.21
< | oy T (B:21)

!
onde trocamos k£ — k.

A integral em k de (B.21) ¢ da ordem de grandeza k=2, extrapolando-se
os limites de integracao

d'k
li 4 —
koo | (21)% K2 — M @y W) / @k

de tal forma que a mesma ¢é finita. Assim, para resolvé-la vamos realizar
uma rotacao de Wick, passando-se do espaco de Minkowski para o espaco
Euclidiano:

k = (k(]?kl?k%kl}) - <k17k27k37k4) = kEa

> = k2 — k2 — k2 — k2 — —k} -k} — ki —ki= -k}, (B.22)
d*k = dkodkidkodks —  idkydkidkodks = id kg,
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onde kg = 1k é a relacao entre a coordenada temporal do quadri-momento
e a energia Euclidiana. Passando para coordenadas polares em 4-D:

d*kp = k%dkpdgsinfdlsin® 6,dbs,

k2dk?
= 5 ~EE ¢ sin 0d6 sin” G,dbs, (B.23)

e resolvendo as integrais em ¢, 6 e 6, chegamos em 272. Entao,

KRRy
2

Ak — id*kp = i r2ik2dk (B.24)

e dessa forma,

8
T;w = _Wﬂjeuouppaqp/dwgﬂqqp / dy/
0o k2
de E
XA Pk — M2 (2, y,w)P

1 . 1 1—y
T = o2 CuoveP qp/dewqqp(w)w/o dy/o dx

X/o dz FESVEERTnIER (B.25)

na qual trocamos k% — z.

A integral em z de (B.25) resulta em:

/00 d z 1 1
z =5
0 [Z—{—MQ(ZE,y,W)]?’ 2M2(m7va)7

(B.26)

e entao:

1
T/uz - A 2€M0Vpp q /dwgﬂ'qqp / dy/ $ Y, w ) (B27)

Agora, para resolver (B.27) vamos fazer a consideracao que as particulas
externas do processo estdo na camada de massa (on shell), ou seja, elas
obedecem & equacao de energia-momento de Einstein p? = E? — p? = m?,
com p o quadri-momento, E a energia, p'o vetor momento e m a massa, da
particula. Ainda, vamos admitir que estemos calculando dentro do limite
quiral, para o qual a massa do pion é nula m, = 0.
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Assim, temos:

~y )
p2 — m2
¥ )
(p+q? = m2 =0,

sendo m., a massa dos fétons. Consequentemente
M?(z,y,w) = (g2 + py)® — ¢’ — PPy + W — W7, (B.28)

e teremos que (B.27) resultard em:

1
T;w = A QEuoupp q /dwgﬂqqp / dy/ d:L'—

1 .
= Cuond’d / dw Grggp(w)w™ / dy(1 —y),
0

11 _
T = Cym —5 €uovpP”q /dwgwqqp(w)w L (B.29)

A amplitude (B.29) ainda nao é a amplitude total para o processo my —
v + 7. Devemos ainda somar a ela o diagrama de pernas cruzadas (figura
B.2). A amplitude descrita por esse diagrama nao é nada mais do que a
amplitude (B.1) com a troca dos momentos ¢ < p e dos indices p < v:

/ d*k
TR PRy LS AT

e Q] (B

e dessa forma, vemos que a mesma resultard em (B.29) com os momentos e

os indices trocados:

/ 11 _
T, = 5 g3 Evonnd “p /dwgwqqp(w)w L (B.31)
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Figura B.2: Diagrama de Feynman de pernas cruzadas representando a amplitude
do decaimento my — v+ 7.

Assim, a amplitude total para o processo mp — v+ ¢é a soma de (B.29)

e (B.31):

T = Tw+ T, =
11 »
= 573 5 €povpD”q /dwgﬂqqp(w)w +
; 412€wmpq p / dwrggp(ww™" =
= # :%ewupp"qp + %ewupq"pﬂ /dwgﬂqqp(w)wl =
= ﬁ :%ewpp"q” + %eupwq”p"} / dwgrggp(w)w™" =
— ﬁ -%EHUVP — %eywp] p"qp/dwgﬂqqp(w)w_l =
- ﬁ _%e,wyp + %E.UIUVp:| paqﬁ/dwgﬂqqp(w)w—l’
T = 4126p#,,77qp /dwgﬂqqp(w)wl
T, = /dwp(w)gﬂquW(w), (B.32)

a qual tem uma dependéncia explicita na massa espectral w e onde

1
T(w) = 12 Comnd Pplw™t, (B.33)
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