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Resumo

Neste trabalho, estuda-se resultados de existência e não-existência de soluções de
um sistema de equações elípticas semilineares envolvendo o expoente crítico de Sobolev
em um domínio limitado do RN . Tais resultados foram demonstrados por Alves, de
Morais Filho e Souto em 2000 e estendem para sistemas resultados do caso escalar
crítico publicados no famoso artigo de Brézis e Nirenberg em 1983. Utilizando o método
minimax e a teoria de regularidade, obtém-se a existência de solução positiva quando os
autovalores da matriz A associada ao sistema são positivos e menores do que o primeiro
autovalor do Laplaciano. Quando os autovalores de A são não-positivos, a não-existência
de soluções não-triviais é obtida utilizando-se a Identidade de Pohozaev e o Princípio de
Continuação Única. Um argumento de contradição garante a não-existência de soluções
positivas quando os autovalores de A são maiores ou iguais ao primeiro autovalor do
Laplaciano.



Abstract

In this work, we study results of existence and non-existence of solutions to a semi-
linear elliptic system involving the critical Sobolev exponent in a bounded domain in
RN . Such results were proved by Alves, de Morais Filho and Souto in 2000 and they
extend to systems the critical scalar case published in 1983 in the famous paper by Brézis
and Nirenberg. By using the minimax method and the regularity theory, we obtain the
existence of positive solution when the eigenvalues of the matrix A associated to the
system are positive and smaller than the first eigenvalue of the Laplacian. When the
eigenvalues of A are non-positive, the non-existence of non-trivial solutions is obtained
by using the Pohozaev’s Identity and the Principle of Unique Continuation. A contra-
diction argument give us the non-existence of positive solutions when the eigenvalues of
A are greater than or equal to the first eigenvalue of the Laplacian.
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Introdução

Neste trabalho estudamos a existência e não-existência de soluções do seguinte sis-
tema de equações elípticas semilineares

−∆u = au+ bv +
2α

α + β
u|u|α−2|v|β, x ∈ Ω,

−∆v = bu+ cv +
2β

α + β
|u|αv|v|β−2, x ∈ Ω,

u = v = 0, x ∈ ∂Ω,

u, v > 0, x ∈ Ω,

(P+
α,β,A)

onde Ω é um domínio limitado do RN com fronteira suave ∂Ω, N ≥ 3, a, b, c, α, β são
constantes reais e α, β > 1.

Problemas semilineares elípticos tem sido intensivamente estudados na literatura. É
bem conhecido que o problema{

−∆u = |u|2∗−2u, x ∈ Ω,

u = 0, x ∈ ∂Ω,

onde Ω é um domínio limitado do RN , N ≥ 3 e 2∗ = 2N
N−2

é o expoente crítico de Sobolev,
não tem soluções não-triviais no caso em Ω é um domínio estrelado. A demonstração
desse fato (veja Lema 2.4) decorre da Identidade de Pohozaev [27] e do Princípio de
Continuação Única (veja Seção 1.8).

Em 1983, Brézis e Nirenberg [8] consideraram o seguinte problema com crescimento
crítico e uma perturbação de mais baixa ordem:

−∆u = u2∗−1 + λu, x ∈ Ω,

u > 0, x ∈ Ω,

u = 0, x ∈ ∂Ω,

(BN)

onde Ω é domínio limitado do RN , N ≥ 3 e λ ∈ R. Eles demonstraram que se N ≥ 4, o
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problema (BN) tem uma solução para qualquer λ ∈ (0, λ1), onde λ1 denota o primeiro
autovalor positivo de −∆ em Ω com condição de Dirichlet u = 0 sobre ∂Ω, e não tem
solução quando λ ≥ λ1 ou quando λ ≤ 0 e Ω é um domínio estrelado. Além disso, eles
provaram que quando N = 3 e Ω é uma bola em RN então (BN) tem uma solução se,
e somente se, λ ∈ (λ1

4
, λ1). Desde então, muitos artigos vem sendo publicados tratando

dessa classe de problemas (veja, por exemplo, [12, 10, 5, 28, 6, 19, 15]), bem como de
suas generalizações para o caso quasilinear (veja, por exemplo, [21, 18, 16, 4, 13]) e para
o caso onde sistemas de equações com crescimento crítico são consideradas (veja, por
exemplo, [14, 3, 11, 30, 2, 22, 32]). A principal dificuldade em tratar o caso crítico é a
falta de compacidade da imersão H1

o (Ω) ↪→ L2∗(Ω).

O objetivo desse trabalho é estudar resultados de existência e não-existência de
soluções do sistema (P+

α,β,A), demonstrados por Alves, de Morais Filho e Souto em [3].
No caso em que α + β = 2∗, eles adaptaram os argumentos de Brézis e Nirenberg [8]
para o sistema (P+

α,β,A).

O sistema (P+
α,β,A) pode ser reescrito na forma vetorial

−∆Z = ∇
(

1
2
(AZ,Z) + F (Z)

)
, x ∈ Ω,

Z = 0, x ∈ ∂Ω,

Z > 0, x ∈ Ω,

(P+
α,β,A)

onde A =

(
a b

b c

)
, Z = (u, v)T , ∆Z =

(
∆u

∆v

)
, F (Z) =

2

α + β
|u|α|v|β ,

( . , . ) denota o produto interno usual do R2 e Z > 0 significa u > 0 e v > 0.
Escrevemos (Pα,β,A) para nos referir ao sistema (P+

α,β,A) sem a condição Z > 0 em Ω.

Denotamos por µ1 e µ2 os autovalores reais da matriz A e vamos admitir que µ1 ≤ µ2.

Designamos por X o espaço H1
o (Ω)×H1

o (Ω) dotado da norma

‖(u, v)‖2 = ‖u‖2
H1
o (Ω) + ‖v‖2

H1
o (Ω) =

∫
Ω

|∇u|2dx+

∫
Ω

|∇v|2dx.

Uma solução fraca de (Pα,β,A) é um par (u, v) ∈ X satisfazendo∫
Ω

∇u · ∇ϕdx+

∫
Ω

∇v · ∇ζdx−
∫

Ω

auϕdx−
∫

Ω

bvϕdx−
∫

Ω

buζdx

−
∫

Ω

cvζdx− 2α

α + β

∫
Ω

|u|α−2|v|βuϕdx− 2β

α + β

∫
Ω

|u|α|v|β−2vζdx = 0, (1)

para todo (ϕ, ζ) ∈ X.
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Entendemos por solução de (P+
α,β,A) (ou de (Pα,β,A)) uma função u ∈ C2(Ω)∩C1(Ω)

que satisfaz (P+
α,β,A) (ou (Pα,β,A)) no sentido pontual.

O resultado principal desse trabalho é o seguinte teorema.

Teorema A Suponha que α, β > 1, α + β = 2∗ e b ≥ 0. Se
(i) N ≥ 4 e 0 < µ1 ≤ µ2 < λ1 ou
(ii) N = 3, Ω é uma bola e λ1/4 < µ1 ≤ µ2 < λ1,
então o sistema (P+

α,β,A) tem uma solução.

Também estudamos os seguintes resultados de não-existência.

Teorema B Suponha α + β ≥ 2∗ e µ2 ≤ 0. No caso em que α + β = 2∗, µ2 = 0 e
a, b, c = 0, suponha também α, β > 2. Então, se Ω é um domínio estrelado em relação a
origem, o sistema (Pα,β,A) possui somente a solução trivial.

Teorema C Se b ≥ 0 e µ2 ≥ λ1 ou se b ≤ 0 e µ1 ≥ λ1, então o sistema (P+
α,β,A) não

tem solução.

A demonstração do Teorema B, no caso α + β = 2∗ e µ2 = 0, usa o Princípio de
Continuação Única. Quando a, b, c não são simultaneamente nulos, podemos demonstrar
esse caso mais facilmente sem utilizar esse princípio, se admitirmos a hipótese adicional
α

β
6=
(
b

a

)2

(veja Observação 2.5).

Observamos que, examinando a demonstração do Teorema C, podemos também con-
cluir que se b = 0 e µ1 > λ1 então o sistema (Pα,β,A) não possui soluções (u, v) em que
uma das duas funções u, v muda de sinal e a outra conserva o sinal em Ω (veja Observa-
ção 2.6).

Por fim, no caso α + β < 2∗, temos o seguinte resultado.

Teorema D Suponha que b ≥ 0, µ2 < λ1 e α + β < 2∗. Então o sistema (P+
α,β,A) tem

solução.

Este trabalho está organizado da seguinte maneira. No Capítulo 1, reunimos alguns
conceitos e resultados preliminares necessários para as demonstrações dos teoremas. No
Capítulo 2, demonstramos os Teoremas B e C. No Capítulo 3, demonstramos a regulari-
dade das soluções fracas quando α + β ≤ 2∗, bem como apresentamos a demonstração
do Teorema D. Finalmente, no Capítulo 4, demonstramos o Teorema A.
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Capítulo 1

Preliminares

Neste capítulo reunimos alguns conceitos e resultados preliminares que serão utiliza-
dos ao longo desse trabalho. Começamos com a definição de topologia fraca em espaços
de Banach (ver, por exemplo, [9]).

Seja E um espaço de Banach com norma ‖ ‖. O espaço dual de E, denotado por
E ′, é o espaço dos funcionais lineares contínuos de E em R. O espaço E ′ está dotado da
norma

‖f‖E′ = sup
x∈E
‖x‖≤1

|f(x)| .

Dado f ∈ E ′, designamos por ϕf : E → R a aplicação dada por ϕf (x) = f(x). A
topologia fraca σ(E,E ′) é definida como sendo a topologia menos fina em E, isto é, com
menos abertos, que torna contínuas todas as aplicações (ϕf )f∈E′ . Dada uma sequência
(xn) em E, dizemos que xn ⇀ x fracamente em E quando xn → x na topologia fraca
σ(E,E ′).

Proposição 1.1 Seja (xn) uma sequência em E. Temos que
(i) xn ⇀ x fracamente em E se, e somente se, f(xn)→ f(x), para todo f ∈ E ′;
(ii) Se xn → x fortemente em E então xn ⇀ x fracamente em E;
(iii) Se xn ⇀ x fracamente em E então ‖xn‖ é limitada e ‖x‖ ≤ lim inf ‖xn‖;
(iv) Se xn ⇀ x fracamente em E e fn → f fortemente em E ′ então fn(xn)→ f(x).

Seja E ′′ o bidual de E, isto é, o dual de E ′, dotado da norma

‖ξ‖E′′ = sup
f∈E′
‖f‖≤1

|ξ(f)|.
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Definimos a aplicação canônica J : E → E ′′ da seguinte forma. Dado x ∈ E, Jx
é a aplicação linear e contínua de E ′ em R dada por Jx(f) = f(x), para todo f ∈ E ′.
Observamos que J é linear e J é uma isometria. Dizemos que E é reflexivo quando
J(E) = E ′′, ou seja, podemos identificar implicitamente E e E ′′ (através do isomorfismo
J). Em espaços reflexivos, vale o seguinte resultado.

Teorema 1.2 Seja E um espaço de Banach reflexivo e seja (xn) uma sequência limitada
em E. Então existe uma subsequência (xnk) de (xn) que converge na topologia fraca
σ(E,E ′).

Agora recordamos a definição e alguns resultados de convergência dos espaços Lp. Se
Ω é um subconjunto aberto do RN , designamos por L1(Ω) o espaço de todas as funções
integráveis a Lebesgue sobre Ω. Esse espaço está dotado da norma ‖f‖1 =

∫
Ω
|f(x)|dx.

Para 1 < p < ∞, denotamos por Lp(Ω) o espaço das funções f : Ω → R Lebesgue
mensuráveis tais que

∫
Ω
|f(x)|pdx < ∞. Designamos por p′ o expoente conjugado de p,

isto é, p′ é tal que
1

p
+

1

p′
= 1. Para todo a, b ∈ R com a, b > 0, vale

ab ≤ ap

p
+
bp
′

p′
.

A desigualdade acima, conhecida como desigualdade de Young, é usada para demonstrar
a desigualdade de Hölder.

Teorema 1.3 (Desigualdade de Hölder) Sejam f ∈ Lp(Ω) e g ∈ Lp
′
(Ω). Então

f · g ∈ L1(Ω) e

∫
Ω

|f(x)g(x)|dx ≤
(∫

Ω

|f(x)|pdx
)1/p(∫

Ω

|g(x)|p′dx
)1/p′

.

Lp(Ω) é um espaço vetorial e ‖ ‖ : Lp(Ω)→ R dada por

‖f‖p =

(∫
Ω

|f(x)|pdx
)1/p

define uma norma em Lp(Ω). (Lp(Ω), ‖ ‖p), 1 < p <∞, é um espaço de Banach reflexivo
e separável.

Teorema 1.4 (Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue) Seja (fn) uma
sequência de funções em L1(Ω). Suponhamos que
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(i) fn(x)→ f(x) q.t.p. em Ω;
(ii) existe uma função g ∈ L1(Ω) tal que para cada n ∈ N, |fn(x)| ≤ g(x) q.t.p. em Ω.
Então f ∈ L1(Ω) e ‖fn − f‖1 → 0.

Teorema 1.5 Sejam (fn) uma sequência em Lp(Ω), 1 ≤ p < ∞, e f ∈ Lp(Ω) tais que
‖fn − f‖p → 0. Então existe uma subsequência (fnk) de (fn) tal que
(i) fnk(x)→ f(x) q.t.p. em Ω;
(ii) |fnk(x)| ≤ h(x) q.t.p. em Ω, para todo k ∈ N, com h ∈ Lp(Ω).

Como Lp(Ω) é reflexivo para 1 < p <∞, se (fn) é uma sequência limitada de Lp(Ω)

então, pelo Teorema 1.2, existe uma subsequência (fnk) de (fn) que converge fracamente
em Lp(Ω) para uma certa função g. O próximo resultado (ver Lema 4.8 em [24]) garante
que se já tivermos que (fn) converge para f q.t.p. em Ω então, necessariamente, g = f .

Teorema 1.6 Se (fn) é uma sequência limitada de Lp(Ω), 1 < p < ∞, que converge
para f q.t.p. em Ω, então∫

Ω

fn(x)ϕ(x)dx→
∫

Ω

f(x)ϕ(x)dx, ∀ϕ ∈ Lp′(Ω).

A seguir listamos algumas definições e notações utilizadas no decorrer desse trabalho.

Um vetor α = (α1, . . . , αN) ∈ (N ∪ {0})N é chamado um multiíndice de ordem

|α| = α1 + . . .+αN . Denotamos o operador derivada parcial
∂|α|

∂xα1
1 ∂x

α2
2 . . . ∂xαNN

por Dα.

Para 0 < θ ≤ 1, denotamos por Ck,θ(Ω) o subespaço das funções u ∈ Ck(Ω) tais que,
para todo 0 ≤ |α| ≤ k, Dαu satisfaz em Ω a condição de Hölder com expoente θ, isto é,
existe uma constante K > 0 tal que

|Dαu(x)−Dαu(y)| ≤ K|x− y|θ, x, y ∈ Ω.

Escrevemos V ⊂⊂ Ω quando V está fortemente contido em Ω, isto é, quando V ⊂ Ω

é compacto. Denotamos por Lploc(Ω) o espaço das funções u : Ω→ R tais que u ∈ Lp(V )

para todo V ⊂⊂ Ω.

O suporte de ϕ : Ω→ R é o conjunto {x ∈ Ω : ϕ(x) 6= 0}. Designamos por C∞c (Ω) o
espaço das funções infinitamente diferenciáveis com suporte compacto em Ω.

Um domínio limitado Ω de RN é de classe Ck,θ, 0 < θ ≤ 1, se para cada ponto
xo ∈ ∂Ω existe uma bola B com centro xo e uma aplicação bijetora ψ de B em D ⊂ RN
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tal que
(i) ψ(B ∩ Ω) ⊂ RN

+ ;

(ii) ψ(B ∩ ∂Ω) ⊂ ∂RN
+ ;

(iii) ψ ∈ Ck,θ(B), ψ−1 ∈ Ck,θ(D),

onde RN
+ = {(x1, . . . , xN) ∈ RN : xN > 0}.

Dizemos que um domínio Ω ⊂ RN é estrelado em relação a xo ∈ Ω quando
(x− xo) · ν > 0 para todo x ∈ ∂Ω, onde ν é o vetor normal unitário exterior a Ω.

1.1 Espaços de Sobolev

O conteúdo dessa seção pode ser encontrado, por exemplo, em [20], [9] e [1].

Seja Ω um domínio de RN . Seja u ∈ L1
loc(Ω) e α = (α1, . . . , αN) ∈ (N ∪ {0})N

um multiíndice. A derivada fraca Dαu, quando existe, é uma função gα ∈ L1
loc(Ω) que

satisfaz ∫
Ω

gα ϕdx = (−1)|α|
∫

Ω

uDαϕdx, ∀ ϕ ∈ C∞c (Ω),

onde |α| = α1 + . . . + αN . Observamos que Dαu é unicamente determinada a menos
de conjuntos de medida nula. Denotamos por W k(Ω), k ∈ N, o espaço das funções k
vezes fracamente diferenciáveis, isto é, o espaço das funções cujas derivadas fracas Dαu

existem para todo |α| ≤ k.

O espaço de Sobolev W k,p(Ω), 1 ≤ p <∞, é definido por

W k,p(Ω) = {u ∈ W k(Ω) : Dαu ∈ Lp(Ω), ∀ 0 ≤ |α| ≤ k}.

O espaço W k,p(Ω) está dotado da norma ‖u‖Wk,p = ‖u‖p +
∑

1≤|α|≤k

‖Dαu‖p.

Designamos por W k,p
o (Ω), 1 ≤ p < ∞, o completamento de C∞c (Ω) na norma de

W k,p(Ω). O espaço
(
W k,p(Ω), ‖.‖Wk,p

)
e o espaço W k,p

o (Ω) com a norma induzida pela
norma de W k,p(Ω) são espaços de Banach separáveis para 1 ≤ p < ∞ e reflexivos para
1 < p <∞.

Denotamos o espaço W 1,2(Ω) por H1(Ω) e W 1,2
o (Ω) por H1

o (Ω). Em H1(Ω) usamos
a norma equivalente a ‖u‖W 1,2 dada por ‖u‖H1 = ‖u‖2 + ‖∇u‖2, onde por simplicidade
de notação escrevemos ‖∇u‖2 significando a norma L2 de |∇u|.
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Recordamos que se (E, ‖.‖E) ⊂ (F, ‖.‖F ) são dois espaços de Banach então dizemos
que E está imerso continuamente em F se o operador id : E → F , dado por id(x) = x, é
um operador linear e contínuo, isto é, existe uma constante C > 0 tal que ‖u‖F ≤ C‖u‖E
para todo u ∈ E. Se além disso, cada sequência limitada em E possui uma subsequência
convergente na norma de F dizemos que a imersão é compacta.

No que segue, 2∗ =
2N

N − 2
.

Teorema 1.7 Existe uma constante C = C(N,Ω) tal que

‖u‖2∗ ≤ C‖∇u‖2, ∀ u ∈ C∞c (Ω), (1.1)

e por completamento, para todo u ∈ H1
o (Ω). Consequentemente, H1

o (Ω) ↪→ L2∗(Ω) é uma
imersão contínua.

Como consequência do Teorema 1.7 e da desigualdade de Hölder temos o seguinte
resultado:

Proposição 1.8 (Desigualdade de Poincaré) Seja Ω um domínio limitado do RN .
Então existe uma constante C = C(Ω, N) tal que

‖u‖2 ≤ C‖∇u‖2, ∀ u ∈ H1
o (Ω).

Em particular, a desigualdade de Poincaré nos informa que quando Ω é um domínio
limitado, ‖∇u‖2 é uma norma em H1

o (Ω) equivalente à norma ‖u‖H1 . Denotamos
‖u‖H1

o (Ω) = ‖∇u‖2, u ∈ H1
o (Ω).

Também como consequência do Teorema 1.7 e da desigualdade de Hölder, sendo
Ω um domínio limitado, temos que, a imersão H1

o (Ω) ↪→ Lq(Ω) é contínua para todo
1 ≤ q ≤ 2∗. Na realidade, podemos enunciar o seguinte resultado de compacidade:

Teorema 1.9 (Rellich-Kondrachov) Seja Ω um domínio limitado do RN . Então
H1
o (Ω) ↪→ Lq(Ω) é uma imersão compacta para todo 1 ≤ q < 2∗.

Combinando os resultados acima, podemos enunciar o seguinte resultado.

Proposição 1.10 Seja Ω um domínio limitado do RN . Seja (un) uma sequência limi-
tada em H1

o (Ω). Então existe u ∈ H1
o (Ω) tal que, a menos de subsequência,
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(i) un ⇀ u fracamente em H1
o (Ω);

(ii) un ⇀ u fracamente em L2∗(Ω);
(iii) un → u fortemente em Lq(Ω), 1 ≤ q < 2∗;
(iv) un(x)→ u(x) q.t.p. em Ω e
(v) |un(x)| ≤ hq(x) para todo n ∈ N, q.t.p. em Ω, com hq(x) ∈ Lq(Ω), 1 ≤ q < 2∗.

Demonstração: Como H1
o (Ω) é um espaço reflexivo, (i) segue do Teorema 1.2. Pelo

Teorema 1.7, (un) é também uma sequência limitada no espaço de Banach reflexivo
L2∗(Ω) e daí segue (ii). A afirmação (iii) é consequência direta do Teorema 1.9. (iv) e
(v) seguem de (iii) (ver Teorema 1.5). 2

Agora vamos mostrar que se u ∈ H1
o (Ω) então u+ = max{u, 0} ∈ H1

o (Ω). Este fato
é consequência dos três lemas a seguir.

Lema 1.11 Se u ∈ H1(Ω) e supp (u) é compacto, então u ∈ H1
o (Ω).

Lema 1.12 Se u ∈ W 1(Ω) então u+ = max{u, 0}, u− = min{u, 0}, |u| = u+ − u−

pertencem a W 1(Ω) e

∇u+ =

{
∇u, se u > 0,

0, se u ≤ 0,

∇u− =

{
0, se u ≥ 0,

∇u, se u < 0,

∇|u| =


∇u, se u > 0,

0, se u = 0,

−∇u, se u < 0.

Lema 1.13 A aplicação T : H1(Ω)→ H1(Ω) dada por T (u) = u+ é contínua.

Demonstração: Para mostrarmos que T é contínua é suficiente verificarmos que, dada
uma sequência (un) ⊂ H1(Ω) com un → u em H1(Ω), temos, a menos de subsequência,
u+
n → u+. Seja então (un) ⊂ H1(Ω) com un → u em H1(Ω). Podemos escrever un =

u + hn com hn → 0 em H1(Ω) e portanto hn → 0 em L2(Ω), ∇hn → 0 em [L2(Ω)]N .
Pelo Teorema 1.5, a menos de subsequência,

hn(x)→ 0 q.t.p. em Ω,

∇hn(x)→ 0 q.t.p. em Ω,

|hn(x)| ≤ v(x) para todo n, q.t.p. em Ω, com v ∈ L2(Ω) e
|∇hn(x)| ≤ w(x) para todo n, q.t.p. em Ω, com w ∈ L2(Ω).

(1.2)
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Por (1.2), temos (u+ hn)+ − u+ → 0 q.t.p. em Ω. Além disto,

|(u+ hn)+ − u+| ≤ |(u+ hn)+|+ |u+| ≤ |u+ hn|+ |u| ≤ 2|u|+ v ∈ L2(Ω).

Portanto, aplicando o Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue,∫
Ω

|(u+ hn)+ − u+|2dx→ 0. (1.3)

Afirmamos que ∇(u+hn)+−∇u+ → 0 q.t.p. em Ω. De fato, por (1.2), basta considerar
x ∈ Ω tal que hn(x)→ 0 e ∇hn(x)→ 0 quando n→∞. Se u(x) > 0, u(x) + hn(x) > 0

para n suficientemente grande, e utilizando o Lema 1.12, ∇(u+hn)+−∇u+ = ∇(u+hn)−
∇u = ∇hn → 0 quando n → ∞. Analogamente, se u(x) < 0, ∇(u + hn)+ − ∇u+ = 0

para n suficientemente grande. Finalmente, se u(x) = 0, utilizamos novamente o Lema
1.12 para obter ∇(u+hn)+−∇u+ = ∇h+

n → 0 quando n→∞. Isso conclui a verificação
de nossa afirmação. Utilizando mais uma vez o Lema 1.12,

|∇(u+ hn)+ −∇u+| ≤ |∇(u+ hn)+|+ |∇u+| ≤ |∇(u+ hn)|+ |∇u|

≤ 2|∇u|+ |∇hn| ≤ 2|∇u|+ w ∈ L2(Ω).

Aplicando novamente o Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue, obtemos∫
Ω

|∇(u+ hn)+ −∇u+|2dx→ 0. (1.4)

De (1.3) e (1.4) segue que u+
n = (u+ hn)+ → u+ em H1(Ω). 2

Corolário 1.14 Se u ∈ H1
o (Ω) então u+ ∈ H1

o (Ω).

Demonstração: Seja u ∈ H1
o (Ω). Pela definição de H1

o (Ω) existe uma sequência (ϕn) ⊂
C∞c (Ω) tal que ϕn → u em H1(Ω). Pelo Lema 1.13, ϕ+

n → u+ em H1(Ω). Além disso,
como supp (ϕ+

n ) ⊂ supp (ϕn) e supp (ϕn) é compacto, pelo Lema 1.11, ϕ+
n ∈ H1

o (Ω) para
todo n ∈ N. Logo u+ ∈ H1

o (Ω). 2

Finalizando essa seção, enunciamos um teorema que reúne as mais importantes imer-
sões dos espaços de Sobolev W k,p(Ω). Sua demonstração pode ser encontrada por exem-
plo, em [1].

Teorema 1.15 Seja Ω um domínio do RN de classe C0,1. Sejam j e k números inteiros
não negativos e 1 ≤ p <∞. Então
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(i) se kp < N então a imersão W k,p(Ω) ↪→ Lq(Ω) é contínua, para todo p ≤ q ≤
Np/(N − kp).
(ii) se kp = N então a imersão W k,p(Ω) ↪→ Lq(Ω) é contínua, para todo p ≤ q <∞.
(iii) se kp > N > (k − 1)p, então a imersão W j+k,p(Ω) ↪→ Cj,θ(Ω) é contínua para todo
0 < θ ≤ k − (N/p).
(iv) se N = (k − 1)p, então a imersão W j+k,p(Ω) ↪→ Cj,θ(Ω) é contínua, para todo
0 < θ < 1.

1.2 Funcionais diferenciáveis

Seja E um espaço de Banach. Dizemos que o funcional I : E → R é Fréchet
diferenciável em z ∈ E se existe uma função L ∈ E ′ satisfazendo: para todo ε > 0, existe
δ = δ(ε, z) > 0 tal que

|I(z + w)− I(z)− Lw| ≤ ε‖w‖E, para todo ‖w‖E ≤ δ.

Neste caso, L é a derivada de Fréchet de I em z, e é denotada por I ′(z).

Dizemos que I é de classe C1 quando I é Fréchet diferenciável em cada ponto z ∈ E,
e z 7→ I ′(z), como uma aplicação de E em E ′, é contínua.

Dizemos que o funcional I : E → R é Gateaux diferenciável em z ∈ E se, para todo
h ∈ E, existe uma função L ∈ E ′ satisfazendo

lim
t→0

1

t
[I(z + th)− I(z)− tLh] = 0.

L é chamada a derivada de Gateaux em z, e é denotada por I ′G(z). Observamos que

I ′G(z)h = lim
t→0

1

t
[I(z + th)− I(z)]

e que todo funcional Fréchet diferenciável é Gateaux diferenciável, mas a recíproca não
é verdadeira. Entretanto vale o seguinte resultado.

Proposição 1.16 Se I : E → R tem derivada de Gateaux I ′G : E → E ′ contínua então
I ′ = I ′G e consequentemente I é de classe C1.

Demonstração: Suponha que I é Gateaux diferenciável numa vizinhança V do ponto
zo ∈ E e que a aplicação z ∈ V 7→ I ′G(z) ∈ E ′ é contínua. Afirmamos que I é Fréchet
diferenciável em zo com I ′(zo) = I ′G(zo).
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A função real t ∈ [0, 1] 7→ I(zo + tw) é diferenciável para w ∈ E com ‖w‖E sufi-
cientemente pequeno. Assim, aplicando o Teorema do Valor Médio, existe τ ∈ (0, 1) tal
que

|I(zo + w)− I(zo)− I ′G(zo)w| = |I ′G(zo + τw)w − I ′G(zo)w|. (1.5)

Usando a continuidade da derivada de Gateaux, dado ε > 0, existe δ1 > 0 tal que
‖τw‖E < δ1 implica que

‖I ′G(zo + τw)− I ′G(zo)‖E′ = sup
v∈E
‖v‖≤1

|I ′G(zo + τw)v − I ′G(zo)v| ≤ ε.

Logo
|I ′G(zo + τw)w − I ′G(zo)w| ≤ ε‖w‖E.

Voltando a (1.5) obtemos que existe δ = δ1/τ > 0, tal que

|I(zo + w)− I(zo)− I ′G(zo)w| ≤ ε‖w‖E para todo ‖w‖E ≤ δ.

Isto mostra que I ′ = I ′G em E e portanto I é de classe C1. 2

Agora vamos mostrar que os funcionais que iremos utilizar mais tarde são de classe
C1.

Proposição 1.17 Seja Ω um domínio limitado do RN . Os funcionais F,G : H1
o (Ω)→ R

dados por
F (u) =

∫
Ω

|∇u|2dx e G(u) =

∫
Ω

u2dx

são de classe C1 com

F ′(u)ϕ = 2

∫
Ω

∇u · ∇ϕdx e G′(u)ϕ = 2

∫
Ω

uϕ dx, u, ϕ ∈ H1
o (Ω).

Demonstração: As derivadas de Gateaux de F e G são dadas por

F ′G(u)ϕ = lim
ε→0

F (u+ εϕ)− F (u)

ε
= 2

∫
Ω

∇u · ∇ϕdx

e
G′G(u)ϕ = lim

ε→0

G(u+ εϕ)−G(u)

ε
= 2

∫
Ω

uϕ dx,

u, ϕ ∈ H1
o (Ω). Observe que F ′G(u) : H1

o (Ω) → R e G′G(u) : H1
o (Ω) → R são lineares e,
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além disso, são contínuas, pois pela desigualdade de Hölder e desigualdade de Poincaré,

|F ′G(u)ϕ| ≤ 2 ‖u‖H1
o (Ω)‖ϕ‖H1

o (Ω)

e
|G′G(u)ϕ| ≤ 2 ‖u‖2‖ϕ‖2 ≤ 2 c ‖u‖2‖ϕ‖H1

o (Ω).

Pela Proposição 1.16, para concluir a demonstração basta mostrar que F ′G e G′G são
contínuas. De fato, pela desigualdade de Hölder e pela desigualdade de Poincaré,

|F ′G(u)ϕ− F ′G(v)ϕ| ≤ 2 ‖∇(u− v)‖2‖∇ϕ‖2 = 2 ‖u− v‖H1
o (Ω)‖ϕ‖H1

o (Ω),

|G′G(u)ϕ−G′G(v)ϕ| ≤ 2 ‖(u− v)‖2‖ϕ‖2 ≤ 2 c ‖u− v‖H1
o (Ω)‖ϕ‖H1

o (Ω),

para todos u, v, ϕ ∈ H1
o (Ω). Daí,

‖F ′G(u)− F ′G(v)‖(H1
o (Ω))′ = sup

ϕ∈H1
o (Ω)

‖ϕ‖≤1

|F ′G(u)ϕ− F ′G(v)ϕ| → 0, quando ‖u− v‖H1
o (Ω) → 0

e

‖G′G(u)−G′G(v)‖(H1
o (Ω))′ = sup

ϕ∈H1
o (Ω)

‖ϕ‖≤1

|G′G(u)ϕ−G′G(v)ϕ| → 0, quando ‖u− v‖H1
o (Ω) → 0.

2

No que se segue, designamos por X o espaço H1
o (Ω) × H1

o (Ω) dotado da norma
‖(u, v)‖2 = ‖u‖2

H1
o (Ω) + ‖v‖2

H1
o (Ω).

Proposição 1.18 Seja Ω um domínio limitado do RN . O funcional P : X → R dado
por

P (u, v) =

∫
Ω

uv dx

é de classe C1 com

P ′(u, v)(ϕ, ζ) =

∫
Ω

uζ dx+

∫
Ω

vϕ dx, (ϕ, ζ) ∈ X.

Demonstração: A derivada de Gateaux de P é dada por

P ′G(u, v)(ϕ, ζ) = lim
ε→0

P (u+ εϕ, v + εζ)− P (u, v)

ε
=

∫
Ω

uζ dx+

∫
Ω

vϕ dx, (ϕ, ζ) ∈ X.

Observe que P ′G(u, v) : X → R é linear e, além disso, é contínua, pois pela desigualdade
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de Hölder e desigualdade de Poincaré,

|P ′G(u, v)(ϕ, ζ)| ≤ ‖u‖2‖ζ‖2 + ‖ϕ‖2‖v‖2 ≤ c(‖u‖2 + ‖v‖2) ‖(ϕ, ζ)‖.

Pela Proposição 1.16, para concluir a demonstração basta mostrar que P ′G é contínua.
De fato, pelas desigualdade de Hölder e pela desigualdade de Poincaré,

|P ′G(u1, v1)(ϕ, ζ)− P ′G(u2, v2)(ϕ, ζ)| ≤ ‖u1 − u2‖2‖ζ‖2 + ‖ϕ‖2‖v1 − v2‖2

≤ c‖(u1, v1)− (u2, v2)‖ ‖(ϕ, ζ)‖,

para todos u1, u2, v1, v2, ϕ, ζ ∈ H1
o (Ω). Daí,

‖P ′G(u1, v1)− P ′G(u2, v2)‖X′ = sup
(ϕ,ζ)∈X
‖(ϕ,ζ)‖≤1

|P ′G(u1, v1)(ϕ, ζ)− P ′G(u2, v2)(ϕ, ζ)| → 0,

quando ‖(u1, v1)− (u2, v2)‖ → 0. 2

Proposição 1.19 Seja Ω um domínio limitado do RN , α, β > 1 e α + β ≤ 2∗. O
funcional T : X → R dado por

T (u, v) =

∫
Ω

(u+)α(v+)βdx

é de classe C1 com

T ′(u, v)(ϕ, ζ) =

∫
Ω

α(u+)α−1(v+)βϕdx+

∫
Ω

β(u+)α(v+)β−1ζ dx, (ϕ, ζ) ∈ X.

Para demonstrar a Proposição 1.19 utilizamos os seguintes resultados auxiliares.

Lema 1.20 Seja Ω um domínio limitado do RN , α, β > 1 e α + β ≤ 2∗. Sejam f, g :

X → L
α+β
α+β−1 (Ω) dadas por

f(u, v) = α(u+)α−1(v+)β, g(u, v) = β(u+)α(v+)β−1.

Se zn = (un, vn)→ z = (u, v) em X então existe uma subsequência (znk) de (zn) tal que
f(znk)→ f(z) e g(znk)→ g(z) em L

α+β
α+β−1 (Ω).

Demonstração: Primeiro, observamos que, usando a desigualdade de Hölder com ex-
poentes p = (α + β − 1)/(α − 1) e p′ = (α + β − 1)/β e a continuidade da imer-
são H1

o (Ω) ↪→ Lα+β(Ω), obtemos que f(u, v) ∈ L
α+β
α+β−1 (Ω), para todo (u, v) ∈ X.
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Suponha que zn = (un, vn) → z = (u, v) em X. Usando novamente que a imersão
H1
o (Ω) ↪→ Lα+β(Ω) é contínua, então un → u e vn → v em Lα+β(Ω). Pelo Teorema 1.5,

existe uma subsequência (unk , vnk) de (un, vn) tal que

(i) unk(x)→ u(x) e vnk(x)→ v(x) q.t.p. em Ω,

(ii) |unk(x)| ≤ h1(x) e |vnk(x)| ≤ h2(x) q.t.p. em Ω, para todo k ∈ N, com h1, h2 ∈
Lα+β(Ω).

Então f(unk , vnk)− f(u, v)→ 0 q.t.p. em Ω e

|f(unk , vnk)− f(u, v)| ≤ α|unk |α−1|vnk |β + α|u|α−1|v|β

≤ αhα−1
1 hβ2 + α|u|α−1|v|β ∈ L

α+β
α+β−1 (Ω).

Pelo Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue,

f(unk , vnk)→ f(u, v) em L
α+β
α+β−1 (Ω).

Procedendo de forma análoga, podemos mostrar que g(znk)→ g(z). 2

Corolário 1.21 As funções f e g dadas no Lema 1.20 são contínuas.

Demonstração: Seja zn uma sequência convergindo para z emX. Devemos mostrar que
xn = ‖f(zn)−f(z)‖ α+β

α+β−1
→ 0 quando n→∞. Argumentando por contradição, suponha

que xn não convirja para zero. Então dado ε > 0, podemos extrair uma subsequência
(xnk) de (xn) tal que (xnk) /∈ (−ε, ε), para todo k ∈ N. Pelo Lema 1.20, existe uma
subsequência (xnkl ) de (xnk) tal que xnkl → 0, uma contradição. 2

Demonstração da Proposição 1.19: A derivada de Gateaux de T é dada por

T ′G(u)ϕ = lim
t→0

T (u+ tϕ)− T (u)

t

= lim
t→0

∫
Ω

[(u+ tϕ)+]
α

[(v + tζ)+]
β − (u+)α(v+)β

t
dx.

Seja h : [0, 1] → R dada por h(t) = [(u+ tϕ)+]
α

[(v + tζ)+]
β, onde u, v, ϕ, ζ ∈ H1

o (Ω).
Usando o Teorema do Valor Médio, existe τ ∈ (0, 1) tal que

h(t)− h(0)

t
=

[(u+ tϕ)+]
α

[(v + tζ)+]
β − (u+)α(v+)β

t

= α [(u+ τtϕ)+]
α−1

ϕ[(v + τtζ)+]
β
+β [(u+ τtϕ)+]

α
[(v + τtζ)+]

β−1
ζ.

(1.6)
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Daí,∣∣∣∣h(t)− h(0)

t

∣∣∣∣ ≤ α(|u|+ |ϕ|)α−1|ϕ|(|v|+ |ζ|)β + β(|u|+ |ϕ|)α(|v|+ |ζ|)β−1|ζ|.

Afirmamos que (|u| + |ϕ|)α−1|ϕ|(|v| + |ζ|)β e (|u| + |ϕ|)α(|v| + |ζ|)β−1|ζ| ∈ L1(Ω). De
fato, usando a desigualdade de Hölder com expoentes (α+β)/(α−1), α+β e (α+β)/β

obtemos∫
Ω

(|u|+ |ϕ|)α−1|ϕ|(|v|+ |ζ|)βdx ≤ ‖(|u|+ |ϕ|)‖α−1
α+β ‖ϕ‖α+β ‖(|v|+ |ζ|)‖βα+β

≤ c1

(
‖u‖α−1

α+β + ‖ϕ‖α−1
α+β

)
‖ϕ‖α+β

(
‖v‖βα+β + ‖ζ‖βα+β

)
,

onde c1 = 2α−1+β. Usando o fato de que a imersão H1
o (Ω) ↪→ Lα+β(Ω) é contínua,

concluímos que (|u| + |ϕ|)α−1|ϕ|(|v| + |ζ|)β ∈ L1(Ω). Analogamente, se mostra que
(|u|+ |ϕ|)α(|v|+ |ζ|)β−1|ζ| ∈ L1(Ω). Além disso, de (1.6),

lim
t→0

[(u+ tϕ)+]
α

[(v + tζ)+]
β − (u+)α(v+)β

t
= α(u+)α−1(v+)βϕ+ β(u+)α(v+)β−1ζ.

Aplicando o Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue

T ′G(u, v)(ϕ, ζ) =

∫
Ω

α(u+)α−1(v+)βϕdx+

∫
Ω

β(u+)α(v+)β−1ζ dx.

Pela Proposição 1.16, para concluir a demonstração basta mostrar que T ′G é contínua.
Sejam f(u, v) = α(u+)α−1(v+)β e g(u, v) = β(u+)α(v+)β−1, (u, v) ∈ X. Suponha zn =

(un, vn) → z = (u, v) em X. Pelo Corolário 1.21, f(zn) → f(z) e g(zn) → g(z) em
L

α+β
α+β−1 (Ω). Aplicando a desigualdade de Hölder com expoentes p = α+β

α+β−1
e p′ = α + β

e a continuidade da imersão H1
o (Ω) ↪→ Lα+β(Ω), obtemos

|T ′G(zn)(ϕ, ζ)− T ′G(z)(ϕ, ζ)| ≤
∫

Ω

|f(zn)− f(z)| |ϕ| dx+

∫
Ω

|g(zn)− g(z)| |ζ| dx

≤ ‖f(zn)− f(z)‖ α+β
α+β−1

‖ϕ‖α+β + ‖g(zn)− g(z)‖ α+β
α+β−1

‖ζ‖α+β

≤ c‖f(zn)− f(z)‖ α+β
α+β−1

‖ϕ‖H1
o (Ω) + ‖g(zn)− g(z)‖ α+β

α+β−1
‖ζ‖H1

o (Ω)

≤ c
(
‖f(zn)− f(z)‖ α+β

α+β−1
+ ‖g(zn)− g(z)‖ α+β

α+β−1

)
‖(ϕ, ζ)‖,

para todo (ϕ, ζ) ∈ X. Portanto,

‖T ′G(zn)− T ′G(z)‖X′ ≤ c
(
‖f(zn)− f(z)‖ α+β

α+β−1
+ ‖g(zn)− g(z)‖ α+β

α+β−1

)
→ 0,
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quando n→∞. Logo T ′G é contínua. 2

1.3 Multiplicadores de Lagrange

Nesta seção, estudamos o Teorema dos Multiplicadores do Lagrange em espaços de
Banach, que nos dá uma técnica para otimizar um funcional sujeito a uma restrição na
forma de um funcional auxiliar com um valor fixo. Este método é aplicado no estudo
dos autovalores do Laplaciano (veja seção 1.6) e para demonstrar o Teorema D. Para a
demonstração do Teorema de Lagrange utilizamos o seguinte resultado (veja [26]).

Proposição 1.22 Seja X um espaço de Banach. Suponha que F,G : X → R são de
classe C1. Se para algum xo ∈ X podemos encontrar v, w ∈ X tais que F ′(xo)v G′(xo)w 6=
F ′(xo)wG

′(xo)v, então F não tem um extremo local em xo, mesmo quando restrito a
M = {x ∈ X : G(x) = G(xo)}.

Demonstração: Suponha xo, v, w ∈ X como na hipótese. Para s, t ∈ R considere

f(s, t) = F (xo + sv + tw), g(s, t) = G(xo + sv + tw)

e ϕ : R2 → R2 dada por ϕ(s, t) = (f(s, t), g(s, t)). Por hipótese, temos que∣∣∣∣∂(f, g)

∂(s, t)
(0, 0)

∣∣∣∣ = F ′(xo)v G
′(xo)w − F ′(xo)wG′(xo)v 6= 0.

Como ϕ é de classe C1 então podemos aplicar o Teorema da Função Inversa para concluir
que existe uma vizinhança V de (0, 0) e uma vizinhança W de ϕ(0, 0) = (F (xo), G(xo))

tal que H : V → W é difeomorfismo.

Seja Bδ(xo) ⊂ X, com δ > 0, uma vizinhança de xo em X. Vamos mostrar que existe
yo ∈M∩Bδ(xo) tal que F (yo) > F (xo). Para tanto, tome δ′ > 0 suficientemente pequeno
tal que δ′ < δ/(‖v‖X + ‖w‖X) e Bδ′(0) ⊂ V ⊂ R2. Assim, ϕ|

Bδ′ (0)
é um difeomorfismo

entre Bδ′(0) e W̃ = ϕ(Bδ′(0)) ⊂ W .

Tome (F (xo) + ε,G(xo)) ∈ W̃ , para algum ε > 0 suficientemente pequeno. Então
existe (so, to) ∈ Bδ′(0) tal que ϕ(so, to) = (F (xo) + ε,G(xo)). Daí,

F (xo + sov + tow) = F (xo) + ε > F (xo) e G(xo + sov + tow) = G(xo).
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Afirmamos que yo = xo + sov + tow ∈ M ∩ Bδ(xo). De fato, como G(yo) = G(xo) então
yo ∈M . Agora, como (so, to) ∈ Bδ′(0) então

‖yo − xo‖X ≤ |so| ‖v‖X + |to| ‖w‖X ≤ |(so, to)|(‖v‖X + ‖w‖X) ≤ δ.

Portanto, yo ∈ Bδ(xo). De F (yo) > F (xo) concluímos que xo não é ponto de máximo
local de F |M . De maneira análoga, mostramos que xo não é ponto de mínimo local de
F |M . 2

Teorema 1.23 (Lagrange) Seja X um espaço de Banach. Suponha que F,G : X → R
são de classe C1, G(xo) = 0 e xo ∈ X é um extremo local para F restrito a M =

{x ∈ X : G(x) = 0}. Se G′(xo)w 6= 0 para algum w ∈ X então existe µ ∈ R tal que
F ′(xo)v = µG′(xo)v para todo v ∈ X.

Demonstração: Como xo ∈ X é um extremo local para F restrito a M = {x ∈ X :

G(x) = 0} então pela Proposição 1.22 temos que F ′(xo)v G′(xo)w = F ′(xo)wG
′(xo)v,

para todo v ∈ X. Tomando µ = (F ′(xo)w)/(G′(xo)w), obtemos o resultado desejado. 2

1.4 Regularidade

Nesta seção, apresentamos alguns resultados de regularidade de soluções que serão
utilizados posteriormente.

Seja Ω um domínio do RN . Considere o problema de Dirichlet{
−∆u(x) = h(x), x ∈ Ω,

u(x) = 0, x ∈ ∂Ω,
(P )

onde h ∈ L2(Ω). Uma solução fraca de (P ) é uma função u ∈ H1
o (Ω) tal que∫

Ω

∇u · ∇ϕdx =

∫
Ω

hϕ dx, ∀ϕ ∈ H1
o (Ω).

O resultado a seguir pode ser encontrado em Gilbarg e Trudinger [20] (Teorema 9.19,
pág. 243).
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Teorema 1.24 (Schauder) Suponha que Ω é um domínio limitado do RN de classe
C2,α e h ∈ C0,α(Ω), para algum 0 < α < 1. Se u ∈ W 2,p(Ω) com p > 1 é solução fraca
de (P ) então u ∈ C2,α(Ω).

O próximo teorema está demonstrado em [20] (Teorema 9.15, pág. 241).

Teorema 1.25 Seja Ω um domínio do RN de classe C1,1. Se h ∈ Lp(Ω) para 1 < p <∞
então o problema (P ) tem uma única solução u ∈ W 2,p(Ω) ∩W 1,p

o (Ω).

Usando os resultados acima e um argumento de “ bootstrap ” podemos mostrar a
regularidade da solução fraca do problema de autovalor do Laplaciano (veja, por exemplo,
[24]).

Teorema 1.26 Seja Ω um domínio limitado do RN de classe C2,1. Se u ∈ H1
o (Ω) é

solução fraca de {
−∆u = λu, x ∈ Ω,

u = 0, x ∈ ∂Ω,
(1.7)

então u ∈ C2(Ω) e, consequentemente, u satisfaz (1.7) no sentido pontual.

Demonstração. Seja u ∈ H1
o (Ω) uma solução fraca de (1.7). Como a imersão H1

o (Ω) ↪→
L2∗(Ω) é contínua, então u ∈ Lpo(Ω), onde po = 2∗. Pelo Teorema 1.25, u ∈ W 2,po(Ω).
Vamos analisar os casos 2po > N , 2po = N e 2po < N .

No caso em que 2po > N temos os seguinte subcasos.

(i) Se N > po então pela Proposição 1.15 (iii) com k = 2, p = po e j = 0 temos que
u ∈ C0,θ(Ω) para todo 0 < θ ≤ 2− (N/po).

(ii) Se N = po então pela Proposição 1.15 (iv) com k = 2, p = po e j = 0 temos que
u ∈ C0,θ(Ω) para todo 0 < θ < 1.

(iii) Se N < po então pela Proposição 1.15 (iii) com k = 1, p = po e j = 1 temos que
u ∈ C1,θ(Ω) para todo 0 < θ < 1− (N/po), e portanto, u ∈ C0,θ(Ω).

No caso em que 2po = N , pela Proposição 1.15 (ii) temos que u ∈ Lq(Ω) para todo
q ≥ po. Pelo Teorema 1.25, u ∈ W 2,q(Ω), para todo q ≥ po. Escolhendo q > po obtemos
que 2q > N . Argumentando como no caso anterior, obtemos que u ∈ C0,θ(Ω) para algum
0 < θ < 1.
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No caso em que 2po < N , segue da Proposição 1.15 (i) que u ∈ Lp1(Ω) para p1 =

Npo/(N − 2po) > po. Pelo Teorema 1.25, u ∈ W 2,p1(Ω). Se 2p1 ≥ N , argumentando
como nos casos anteriores, concluímos que u ∈ C0,θ(Ω), para algum 0 < θ < 1. Agora, se
2p1 < N , pela Proposição 1.15 (i), u ∈ Lp2(Ω) para p2 = Np1/(N−2p1) > p1. Repetimos
esse processo até que u ∈ W 2,pk(Ω) com 2pk ≥ N para algum k suficientemente grande.
Argumentando como nos casos anteriores, podemos concluir que u ∈ C0,θ(Ω) para algum
0 < θ < 1.

Em quaisquer desse casos, pelo Teorema 1.24 temos que u ∈ C2,θ(Ω) ⊂ C2(Ω).

Como u é solução fraca de (1.7) então∫
Ω

∇u · ∇ϕdx− λ
∫

Ω

uϕdx = 0, ∀ ϕ ∈ C∞c (Ω).

Aplicando o Teorema da Divergência obtemos

0 =

∫
Ω

div(ϕ∇u)dx−
∫

Ω

ϕ∆u dx− λ
∫

Ω

uϕdx

= −
∫

Ω

(∆u+ λu)ϕdx, ∀ ϕ ∈ C∞c (Ω).

(1.8)

Como h = ∆u + λu ∈ C(Ω) ⊂ L2(Ω) e C∞c (Ω) é denso em L2(Ω), podemos tomar uma
sequência (ϕn) em C∞c (Ω) convergindo para h em L2(Ω). Pela desigualdade de Hölder,∣∣∣∣∫

Ω

hϕndx−
∫

Ω

h2dx

∣∣∣∣ ≤ ‖h‖2‖ϕn − h‖2 → 0 (1.9)

quando n→∞. De (1.8) e (1.9) vem∫
Ω

h2dx = lim
n→∞

∫
Ω

hϕndx = 0.

Segue que h ≡ 0, ou seja, −∆u = λu pontualmente em Ω. 2

Podemos considerar o problema (P ) com h(x) = f(x, u(x)), x ∈ Ω, Ω um domínio
limitado de RN comN ≥ 3, onde f ∈ C(Ω×R,R), satisfaz à uma condição de crescimento

|f(x, t)| ≤ a1 + a2|t|θ,

onde a1, a2 são constantes positivas e 0 ≤ θ ≤ 2∗ − 1. A regularidade das soluções
fracas de (P ) quando f tem crescimento crítico pode ser obtida utilizando a estimativa
de Brezis-Kato (veja Lema B.3 em [29]) e os Teoremas 1.24 e 1.25.
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O próximo teorema é uma adaptação para o sistema (S) do resultado de Brezis-Kato.

Sejam f, g ∈ C(Ω×R×R,R), onde Ω é um domínio limitado do RN , N ≥ 3. Dizemos
que (u, v) ∈ X é uma solução fraca de

−∆u = f(x, u, v), x ∈ Ω,

−∆v = g(x, u, v), x ∈ Ω,

u = v = 0, x ∈ ∂Ω,

(S)

quando vale∫
Ω

∇u · ∇ϕdx+

∫
Ω

∇v · ∇ζ dx =

∫
Ω

f(x, u, v)ϕdx+

∫
Ω

g(x, u, v)ζ dx, ∀ (ϕ, ζ) ∈ X.

Teorema 1.27 Seja Ω um domínio limitado do RN , N ≥ 3, e sejam f, g : Ω×R×R→ R
tais que f(x, s, t) e g(x, s, t) são funções mensuráveis em x ∈ Ω e contínuas em (s, t) ∈ R2

e satisfazem
|f(x, s, t)| ≤ A(x)(1 + |s|+ |t|),

|g(x, s, t)| ≤ B(x)(1 + |s|+ |t|)

com A,B ∈ LN/2(Ω). Se (u, v) ∈ X é uma solução fraca de (S) então u, v ∈ Lq(Ω) para
qualquer 1 ≤ q <∞.

Demonstração: Seja s ≥ 0. Vamos mostrar que se u, v ∈ L2(s+1)(Ω) então u, v ∈
L(s+1)2∗(Ω). Para isso, consideramos as funções auxiliares

m1 = min{|u|s, L} e m2 = min{|v|s, L}

com L > 1. Como m1u,m2v ∈ H1
o (Ω) e a imersão H1

o (Ω) ↪→ L2∗(Ω) é contínua, existe
uma constante c1 = c1(N,Ω) tal que

∫
Ω

|m1u|2
∗
dx+

∫
Ω

|m2v|2
∗
dx ≤ c1

[(∫
Ω

|∇(m1u)|2dx
)2∗

2

+

(∫
Ω

|∇(m2v)|2dx
)2∗

2

]
. (1.10)

A idéia é tentar majorar o lado direito de (1.10) por uma constante c2 que não dependa
de L. Daí podemos fazer L→∞ em (1.10) para obter, aplicando o Lema de Fatou, que∫

Ω

|u|(s+1)2∗dx+

∫
Ω

|v|(s+1)2∗dx ≤ c2.
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Agora, pela definição de m1,

∇(m1u) = m1∇u+ s|u|s∇uχ
L−
,

onde χ
L−

é a função característica do conjunto L− := {x ∈ Ω : |u(x)|s < L}. Daí,∫
Ω

|∇(m1u)|2dx =

∫
Ω

|m1∇u+ s|u|s∇uχ
L−
|2dx

≤
∫

Ω

2m2
1|∇u|2dx+

∫
Ω

2s2|u|2s|∇u|2χ
L−
dx

≤ (2 + s)

(∫
Ω

m2
1|∇u|2dx+ 2s

∫
Ω

|u|2s|∇u|2χ
L−
dx

)
.

(1.11)

De modo análogo, mostra-se que∫
Ω

|∇(m2v)|2dx ≤ (2 + s)

(∫
Ω

m2
2|∇v|2dx+ 2s

∫
Ω

|v|2s|∇v|2χ
L−
dx

)
. (1.12)

Por outro lado, como (u, v) é solução fraca de (S) temos que∫
Ω

∇u · ∇ϕdx+

∫
Ω

∇v · ∇ζ dx =

∫
Ω

f(x, u, v)ϕdx+

∫
Ω

g(x, u, v)ζ dx,

para todo ϕ, ζ ∈ H1
o (Ω). Tomando ϕ = m2

1u e ζ = m2
2v, vemos que

∇ϕ = m2
1∇u+ 2s|u|2s∇uχ

L−
e ∇ζ = m2

2∇v + 2s|v|2s∇vχ
L−
.

Portanto,∫
Ω

m2
1|∇u|2dx+ 2s

∫
Ω

|u|2s|∇u|2χ
L−
dx+

∫
Ω

m2
2|∇v|2dx+ 2s

∫
Ω

|v|2s|∇v|2χ
L−
dx

=

∫
Ω

f(x, u, v)m2
1udx+

∫
Ω

g(x, u, v)m2
2vdx.

De (1.11), (1.12) e da igualdade acima vem∫
Ω

|∇(m1u)|2dx+

∫
Ω

|∇(m2v)|2dx ≤ (2 + s)

∫
Ω

|A(x)|(1 + |u|+ |v|)|u|m2
1dx

+ (2 + s)

∫
Ω

|B(x)|(1 + |u|+ |v|)|v|m2
2dx.

(1.13)
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Agora, como L > 1 temos

(1 + |u|+ |v|)|u|m2
1 ≤

{
3, se x ∈ Q,
2(|u|+ |v|)|u|m2

1, se x 6∈ Q

e

(1 + |u|+ |v|)|v|m2
2 ≤

{
3, se x ∈ Q,
2(|u|+ |v|)|v|m2

2, se x 6∈ Q,

onde Q = {x ∈ Ω : |u| < 1 e |v| < 1}. Portanto,∫
Ω

|A(x)|(1 + |u|+ |v|)|u|m2
1dx ≤ 3

∫
Ω

|A(x)|dx+ 2

∫
Ω

|A(x)|(|u|+ |v|)|u|m2
1dx

≤ 3

∫
Ω

|A(x)|dx+ 2

∫
Ω

|A(x)||u|2m2
1dx

+ 2

∫
|v|≤|u|

|A(x)||u|2m2
1dx+

∫
|u|≤|v|

|A(x)||v|2m2
1dx

e ∫
Ω

|B(x)|(1 + |u|+ |v|)|v|m2
2dx ≤ 3

∫
Ω

|B(x)|dx+ 2

∫
Ω

|B(x)|(|u|+ |v|)|v|m2
2dx

≤ 3

∫
Ω

|B(x)|dx+ 2

∫
Ω

|B(x)||v|2m2
2dx

+

∫
|u|≤|v|

|B(x)||v|2m2
2dx+

∫
|v|≤|u|

|B(x)||u|2m2
2dx.

Usando o fato de que m1 ≤ m2 quando |u| ≤ |v| e m2 ≤ m1 quando |v| ≤ |u| obtemos∫
Ω

|A(x)|(1 + |u|+ |v|)|u|m2
1dx ≤ 3

∫
Ω

|A(x)|dx+ 4

∫
Ω

|A(x)||u|2m2
1dx

+

∫
Ω

|A(x)||v|2m2
2dx

e ∫
Ω

|B(x)|(1 + |u|+ |v|)|v|m2
2dx ≤ 3

∫
Ω

|B(x)|dx+ 4

∫
Ω

|B(x)||v|2m2
2dx

+

∫
Ω

|B(x)||u|2m2
1dx.

Usando a desigualdade de Hölder com expoentes p = N/2 e p′ = N/(N − 2) e que a
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imersão H1
o (Ω) ↪→ L2∗(Ω) é contínua obtemos∫

Ω

|A(x)|(1 + |u|+ |v|)|u|m2
1dx

≤ 3|Ω|(N−2)/N

(∫
Ω

|A(x)|N/2dx
)2/N

+ 4K1

∫
|A|≤K1

|u|2m2
1dx

+4

(∫
|A|≥K1

|A(x)|N/2dx

)2/N (∫
|A|≥K1

|m1u|2
∗
dx

)(N−2)/N

+K1

∫
|A|≤K1

|v|2m2
2dx

+

(∫
|A|≥K1

|A(x)|N/2dx

)2/N (∫
|A|≥K1

|m2v|2
∗
dx

)(N−2)/N

≤ c3 + 4K1

∫
Ω

|u|2(s+1)dx+ 4ε(K1)

(∫
Ω

|m1u|2
∗
dx

)(N−2)/N

+K1

∫
Ω

|v|2(s+1)dx

+ε(K1)

(∫
Ω

|m2v|2
∗
dx

)(N−2)/N

≤ c3 +K1c4 + c5ε(K1)

(∫
Ω

|∇(m1u)|2dx+

∫
Ω

|∇(m2v)|2dx
)
,

e de forma análoga,∫
Ω

|B(x)|(1+|u|+|v|)|v|m2
2dx ≤ c6+K2c4+c5ε(K2)

(∫
Ω

|∇(m1u)|2dx+

∫
Ω

|∇(m2v)|2dx
)
,

ondeK1, K2 > 0 são constantes reais, c3 = c3(Ω, N, ‖A‖N/2), c4 = c4(‖u‖2(s+1), ‖v‖2(s+1)),

c5 = c5(Ω, N), c6 = c6(Ω, N, ‖B‖N/2), ε(K1) =

(∫
|A|≥K1

|A(x)|N/2dx

)2/N

e

ε(K2) =

(∫
|B|≥K2

|B(x)|N/2dx

)2/N

.

Substituindo as estimativas anteriores em (1.13) vem∫
Ω

(
|∇(m1u)|2 + |∇(m2v)|2

)
dx ≤ c7 + (2 + s)c5ε(K1)

∫
Ω

(|∇m1u|2 + |∇m2v|2) dx

+ (2 + s)c5ε(K2)

∫
Ω

(|∇m1u|2 + |∇m2v|2) dx,

onde c7 = c7(s, c3, c4, c5, c6, K1, K2). Como A,B ∈ LN/2(Ω) então ε(K1) → 0 quando
K1 → ∞ e ε(K2) → 0 quando K2 → ∞. Logo podemos escolher K1, K2 > 0 suficien-
temente grandes de modo que (2 + s)c5ε(K1) < 1/2 e (2 + s)c5ε(K2) < 1/2. Daí segue
que ∫

Ω

|∇(m1u)|2dx+

∫
Ω

|∇(m2v)|2dx ≤ 2c7.
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Agora usando a desigualdade acima em (1.10), obtemos∫
Ω

|m1u|2
∗
dx+

∫
Ω

|m2v|2
∗
dx ≤ 2c1(2c7)2∗/2 = c8.

Observe que c8 não depende de L. Aplicando o Lema de Fatou obtemos∫
Ω

|u|(s+1)2∗dx+

∫
Ω

|v|(s+1)2∗dx =

∫
Ω

lim inf
L→∞

|m1u|2
∗
dx+

∫
Ω

lim inf
L→∞

|m2v|2
∗
dx

≤
∫

Ω

lim inf
L→∞

(|m1u|2
∗

+ |m2v|2
∗
)dx

≤ lim inf
L→∞

∫
Ω

(|m1u|2
∗

+ |m2v|2
∗
)dx ≤ c8.

Isto mostra que supondo u, v ∈ L2(s+1)(Ω) obtemos u, v ∈ L(s+1)2∗(Ω). Fazendo s = so =

0 e iterando o processo, obtemos u, v ∈ L(si−1+1)2∗(Ω) com si + 1 = (si−1 + 1)2∗/2, i ≥ 1.
Usando que o domínio é limitado concluímos que u, v ∈ Lq(Ω) para todo 1 ≤ q <∞. 2

1.5 Princípios do Máximo

Nessa seção, consideramos os operadores diferenciais lineares da forma

Lu =
N∑
i=1

N∑
j=1

aij(x)
∂2u

∂xi∂xj
+

N∑
i=1

bi(x)
∂u

∂xi
+ c(x)u, aij = aji,

onde x = (x1, . . . , xN) ∈ Ω, ai,j, bi, c : Ω→ R.

Dizemos que L é elíptico no ponto x ∈ Ω se a matriz [aij(x)] é positiva, isto é, sendo
λ(x) e Λ(x) o menor e o maior autovalor de [aij(x)], respectivamente, então

0 < λ(x)|ξ|2 ≤
N∑
i=1

N∑
j=1

aijξiξj ≤ Λ(x)|ξ|2, ∀ ξ = (ξ1, . . . , ξN) ∈ RN \ {0}.

Dizemos que L é uniformemente elíptico se L for elíptico e se Λ(x)/λ(x) for limitado em
Ω. Observamos que o operador Laplaciano é uniformemente elíptico.

A demonstração dos resultados a seguir podem ser encontrado em [20].

Teorema 1.28 (Princípio do Máximo Fraco) Seja L elíptico em um domínio limi-
tado Ω ⊂ RN . Suponha u ∈ C2(Ω) ∩ C(Ω).
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Se Lu ≥ 0 e c ≤ 0 em Ω, então

max
Ω

u ≤ max
∂Ω

u+.

Se Lu ≤ 0 e c ≤ 0 em Ω, então

min
Ω
u ≥ min

∂Ω
u−.

Em particular, se Lu = 0 em Ω, então

max
Ω
|u| = max

∂Ω
|u|.

Teorema 1.29 (Lema de Hopf) Suponha que L é uniformemente elíptico, c ≡ 0,
Lu ≥ 0 em Ω. Seja xo ∈ ∂Ω tal que
(i) u é contínua em xo;
(ii) u(xo) > u(x) para todo x ∈ Ω;
(iii) ∂Ω satisfaz a condição da esfera interior em xo, isto é, existe uma bola B ⊂ Ω com
xo ∈ ∂B.

Então a derivada normal de u em xo, se existir, satisfaz a desigualdade estrita

∂u

∂ν
(xo) > 0.

Teorema 1.30 (Princípio do Máximo Forte) Suponha que L é uniformemente elíp-
tico e c ≡ 0 em Ω. Sejam Ω um domínio do RN e u ∈ C2(Ω).

Se Lu ≥ 0 em Ω e u atinge o seu máximo no interior de Ω então u é constante. No
caso em que c ≤ 0 e c(x)/λ(x) é limitado, então u não atinge um máximo não-negativo
no interior de Ω, a não ser que u seja constante.

Se Lu ≤ 0 em Ω e u atinge o seu mínimo no interior de Ω então u é constante. No
caso em que c ≤ 0 e c(x)/λ(x) é limitado, então u não atinge um mínimo não-positivo
no interior de Ω, a não ser que u seja constante.
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1.6 Autovalores do Laplaciano

Nesta seção, consideramos o problema{
−∆u = λu, x ∈ Ω,

u = 0, x ∈ ∂Ω,
(1.14)

onde Ω é um domínio limitado do RN , e λ ∈ R. Dizemos que λ ∈ R é um autovalor se
existe uma função u ∈ H1

o (Ω) \ {0} que é solução fraca do problema (1.14), isto é, que
satisfaz ∫

Ω

∇u · ∇vdx = λ

∫
Ω

uvdx, para todo v ∈ H1
o (Ω). (1.15)

Tal solução, não-trivial por definição, é uma autofunção associada a λ.

Nosso objetivo aqui é mostrar que o problema (1.14) possui um menor autovalor
positivo λ1 cuja autofunção correspondente não muda de sinal em Ω e, além disso, λ1

é simples, isto é, se u1, u2 são autofunções associadas a λ1 então u2 = αu1, para algum
α ∈ R. Primeiro observamos que, por linearidade, se u é uma autofunção associada a
λ então αu, α ∈ R, é uma família de autofunções associadas λ. Assim, basta procurar
soluções u tais que ‖u‖2 = 1. Usaremos o método dos multiplicadores de Lagrange.

Vamos definir os funcionais F,G : H1
o (Ω)→ R por

F (u) =

∫
Ω

|∇u|2dx = ‖u‖2
H1
o (Ω) e G(u) =

∫
Ω

u2dx− 1 (1.16)

e procurar u que minimiza F restrito a M = {u ∈ H1
o (Ω) : G(u) = 0}. Vimos na Seção

1.2 que F e G são de classe C1 com

F ′(u)v = 2

∫
Ω

∇u · ∇vdx e G′(u)v = 2

∫
Ω

uvdx, u, v ∈ H1
o (Ω). (1.17)

Seja I = inf {F (u) : u ∈M} ≥ 0. Seja (uj) ∈M tal que F (uj)→ I e F (uj) ≤ I + 1.
Pela Proposição 1.10, existe u ∈ H1

o (Ω) tal que, a menos de subsequência,

uj → u fortemente em L2(Ω) e uj ⇀ u fracamente em H1
o (Ω). (1.18)

Agora u ∈M , pois ‖u‖2 = lim
j→∞
‖uj‖2 = 1. Além disso, u minimiza F pois, usando (1.18)

e (iii) da Proposição 1.1 obtemos

I ≤ F (u) = ‖u‖2
H1
o (Ω) ≤ lim

j→∞
inf ‖uj‖2

H1
o (Ω) = lim

j→∞
inf F (uj) = I.
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Pelo Teorema 1.23, existe um multiplicador de Lagrange λ1 ∈ R tal que∫
Ω

∇u · ∇vdx = λ1

∫
Ω

uvdx, ∀ v ∈ H1
o (Ω). (1.19)

Logo u é uma autofunção associada a λ1. Tomando v = u em (1.19), encontramos que
o autovalor λ1 é o infimo I:

I = F (u) =

∫
Ω

|∇u|2dx = λ1

∫
Ω

u2dx = λ1.

Isso significa que também podemos definir λ1 por

λ1 = inf
u∈H1

o (Ω)

‖u‖2=1

∫
Ω

|∇u|2dx = inf
u∈H1

o (Ω)\{0}

∫
Ω

∣∣∣∣∇( u

‖u‖2

)∣∣∣∣2 dx,
ou ainda,

λ1 = inf
u∈H1

o (Ω)\{0}

∫
Ω
|∇u|2dx∫
Ω
u2dx

. (1.20)

A equação (1.20) é conhecida como a caracterização variacional de λ1.

Afirmamos que λ1 = F (u) > 0. De fato, se F (u) = ‖u‖2
H1
o (Ω) = 0 então u = 0, q.t.p.

em Ω, o que contradiz ‖u‖2 = 1.

Além disso, se λ2 > 0 é um autovalor de (1.14) e u2 a sua autofunção correspondente,
então por (1.15) e (1.20),

λ2 =

∫
Ω
|∇u2|2dx∫
Ω
u2

2dx
≥ λ1.

Isso mostra que λ1 é o menor autovalor positivo de (1.14).

Agora vamos mostrar que toda autofunção u associada a λ1 é de sinal constante
sobre Ω, isto é, u > 0 ou u < 0 sobre Ω. De fato, se u é autofunção associada a λ1, então,
por definição, temos u+ 6≡ 0 ou u− 6≡ 0. Se u+ 6≡ 0, então, por (1.15) e pelo Lema 1.12,∫

Ω

|∇u+|2dx = λ1

∫
Ω

(u+)2dx. (1.21)

Definindo
Jλ1(v) =

1

2

∫
Ω

|∇v|2dx− 1

2
λ1

∫
Ω

v2dx, v ∈ H1
o (Ω),

segue de (1.20) que Jλ1(v) ≥ 0, para todo v ∈ H1
o (Ω) e de (1.21) temos Jλ1(u+) = 0.

Logo u+ é um ponto de mínimo de Jλ1 , ou seja, J ′λ1
(u+)(v) = 0, para todo v ∈ H1

o (Ω).
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Isto mostra que u+ é uma autofunção associada a λ1. Pelos resultados de regularidade
(ver Teorema 1.26) u+ ∈ C2(Ω) e −∆u+ = λu+ pontualmente em Ω. Pelo Princípio do
Máximo Forte (Teorema 1.30), u+ > 0 em Ω. Daí u− = 0 em Ω. Portanto, u > 0 em Ω.
Analogamente, no caso que u− 6≡ 0 em Ω, segue que u < 0 em Ω.

Seja u1 autofunção associada a λ1. Vamos mostrar que λ1 é simples, isto é, se u2 é
autofunção associada a λ1 então u2 = αu1, para algum α ∈ R. De fato, por contradição,
suponha u2 6= αu1, ∀α ∈ R e seja

w2 = u2 −
∫

Ω
u1u2 dx∫
Ω
u2

1dx
u1.

Observe que w2 6= 0 e w2 está bem definido, pois u1 6≡ 0. Por um cálculo direto obtemos∫
Ω

∇w2 · ∇v dx = λ1

∫
Ω

w2v dx, para todo v ∈ H1
o (Ω)

e portanto w2 também é autofunção associada a λ1. Observe que
∫

Ω
u1w2 dx = 0. Daí,

temos uma contradição com o fato de que u1 e w2 são de sinais constantes em Ω.

Finalmente observamos que se λ ≤ 0 então, pelo Princípio do Máximo Fraco (Teo-
rema 1.28), o problema (1.14) só possui a solução trivial. 2

1.7 Um teorema minimax

Os resultados desta seção encontram-se em [31]. Iniciamos com o conceito de campo
pseudo-gradiente definido por Palais em 1966.

Sejam M um espaço métrico, (X, ‖.‖) um espaço normado e h : M → X ′ \ {0}
uma aplicação contínua. Um campo pseudo-gradiente para h em M é uma aplicação
g : M → X localmente Lipschitziana tal que, para todo u ∈M ,

‖g(u)‖ ≤ 2‖h(u)‖
X′

e h(u)g(u) ≥ ‖h(u)‖2

X′
.

Lema 1.31 Sejam M um espaço métrico, (X, ‖.‖) um espaço normado e h : M →
X ′ \ {0} uma aplicação contínua. Então existe um campo pseudo-gradiente para h em
M .

Na demonstração do Lema 1.31 utilizamos o seguinte fato.
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Lema 1.32 Se (X, ‖.‖) é um espaço normado, A ⊂ X e u1, u2 ∈ X, então

|dist(u1, A)− dist(u2, A)| ≤ ‖u1 − u2‖.

Demonstração:

dist(u1, A) = inf
w∈A
‖u1 − w‖ ≤ ‖u1 − w‖ ≤ ‖u1 − u2‖+ ‖u2 − w‖, ∀w ∈ A.

Daí ‖u2 − w‖ ≥ dist(u1, A)− ‖u1 − u2‖, ∀w ∈ A. Então

dist(u2, A) = inf
w∈A
‖u2 − w‖ ≥ dist(u1, A)− ‖u1 − u2‖. (1.22)

Analogamente,
dist(u1, A) ≥ dist(u2, A)− ‖u1 − u2‖. (1.23)

De (1.22) e (1.23) concluímos que |dist(u1, A)− dist(u2, A)| ≤ ‖u1 − u2‖. 2

Demonstração do Lema 1.31: Pela definição de ‖ · ‖
X′
, para cada v ∈ M existe

w ∈ X tal que ‖w‖ = 1 e

h(v)w >
2

3
‖h(v)‖

X′
.

Defina z := 3
2
‖h(v)‖

X′
w e observe que

‖z‖ < 2‖h(v)‖
X′

e h(v)z > ‖h(v)‖2

X′
.

Pela continuidade de h, existe uma vizinhança Nv de v tal que para todo u ∈ Nv

‖z‖ ≤ 2‖h(u)‖X′ e h(u)z ≥ ‖h(u)‖2
X′ . (1.24)

Note que a família N := {Nv}v∈X é uma cobertura aberta de M . Como M é um espaço
métrico, então M é paracompacto (veja [7]). Logo existe uma coberturaM := {Mi}i∈I
de M aberta e localmente finita que refina N . Isto significa que para cada v ∈M existe
uma vizinhança Wv de v tal que Wv ∩Mi = ∅, exceto para um número finito de índices
i ∈ I e, além disso, para cada Mi ∈M existe Nv ∈ N tal que Mi ⊂ Nv. Portanto existe
z = zi, i ∈ I tal que (1.24) é satisfeita para cada u ∈Mi. Defina

ρi(u) := dist(u,X\Mi), u ∈M
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e
g(u) :=

∑
i∈I

ρi(u)∑
j∈I

ρj(u)
zi, u ∈M.

Observe que g está bem definida, pois
∑
j∈I

ρj(u) > 0 e g(u) é uma combinação linear

finita de elementos de X. Afirmamos que g é um campo pseudo-gradiente para h em M .
De fato, como ‖zi‖ ≤ 2‖h(u)‖

X′
, para todo u ∈Mi, i ∈ I, então

‖g(u)‖ ≤
∑
i∈I

∣∣∣∣∣∣∣∣
ρi(u)∑

j∈I

ρj(u)

∣∣∣∣∣∣∣∣ ‖zi‖ ≤ 2‖h(u)‖
X′
,

e de h(u)zi ≥ ‖h(u)‖2
X′
, para todo u ∈Mi, i ∈ I, segue que

h(u)g(u) =
∑
i∈I

ρi(u)∑
j∈I

ρj(u)
h(u)zi ≥ ‖h(u)‖2

X′
.

Pelo Lema 1.32 a função distância ρi, para cada i ∈ I, é Lipschitziana. Concluímos
que g é localmente Lipschitziana, pois g é uma soma finita de funções localmente Lips-
chitzianas. Logo g é um campo pseudo-gradiente para h. 2

O seguinte lema de deformação é devido a Willem (veja [31]).

Lema 1.33 Seja X um espaço de Banach, ϕ ∈ C1(X,R), S ⊂ X, c ∈ R, ε, δ > 0 tais
que

para todo u ∈ ϕ−1([c− 2ε, c+ 2ε]) ∩ S2δ vale ‖ϕ′(u)‖X′ ≥ 8ε/δ,

onde S2δ := {u ∈ X : dist(u, S) ≤ 2δ}. Então existe η ∈ C([0, 1]×X,X) tal que

(i) η(t, u) = u se t = 0 ou se u /∈ ϕ−1([c− 2ε, c+ 2ε]) ∩ S2δ;
(ii) η(1, ϕc+ε ∩ S) ⊂ ϕc−ε, onde ϕd := {u ∈ X : ϕ(u) ≤ d}.

Demonstração: Seja M = {u ∈ X : ϕ′(u) 6= 0}. Pelo Lema 1.31 existe um campo
pseudo-gradiente para ϕ′ em M , isto é, existe uma aplicação g : M → X localmente
Lipschitziana tal que, para todo u ∈M ,

‖g(u)‖ ≤ 2‖ϕ′(u)‖X′ e ϕ′(u)g(u) ≥ ‖ϕ′(u)‖2
X′ .
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Definimos
A := ϕ−1([c− 2ε, c+ 2ε]) ∩ S2δ,

B := ϕ−1([c− ε, c+ ε]) ∩ Sδ

e ψ : X → R por

ψ(u) :=
dist(u,X\A)

dist(u,X\A) + dist(u,B)
.

Note que se u 6∈ B então dist(u,B) > 0. E se u ∈ B então u 6∈ X\A, pois se fosse
u ∈ X\A, teríamos u como limite de uma sequência de pontos un ∈ X \A e, pela
continuidade de ϕ, seria ϕ(u) ≤ c−2ε ou ϕ(u) ≥ c+2ε ou dist(u, S) ≥ 2δ, contradizendo
u ∈ B. Logo, se u ∈ B, dist(u,X \A) ≥ dist(u,X\A) > 0. Consequentemente
dist(u,X\A) + dist(u,B) > 0 para todo u ∈ X e portanto, ψ está bem definida. Além
disso, 0 ≤ ψ ≤ 1, ψ ≡ 0 em X \A e ψ ≡ 1 em B. Afirmamos que ψ é localmente
Lipschitziana. De fato, dado w ∈ X,

dist(w,X\A) + dist(w,B) > 0.

Pelo Lema 1.32 a função distância é contínua. Assim, existe uma constante k > 0 e uma
vizinhança W de w tal que

dist(w,X\A) + dist(w,B) ≥ 1

k
> 0, para todo w ∈ W. (1.25)

Sejam u1, u2 ∈ W . Denotando, para i = 1, 2,

diX\A = dist(ui, X\A) e diB = dist(ui, B),

temos

|ψ(u1)− ψ(u2)| =

∣∣∣∣∣ d1
X\A d

2
B − d2

X\A d
1
B

(d1
X\A + d1

B)(d2
X\A + d2

B)

∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣d
2
B(d1

X\A − d2
X\A) + d2

X\A(d2
B − d1

B)

(d1
X\A + d1

B)(d2
X\A + d2

B)

∣∣∣∣∣ .
Aplicando o Lema 1.32 e de (1.25) obtemos

|ψ(u1)− ψ(u2)| ≤ ‖u1 − u2‖
d1
X\A + d1

B

≤ k‖u1 − u2‖,

mostrando que ψ é localmente Lipschitziana.
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Considere agora a função f : X → X dada por

f(u) =


−ψ(u)

g(u)

‖g(u)‖2
, u ∈ A,

0, u ∈ X\A.

Note que, como ϕ′(u)g(u) ≥ ‖ϕ′(u)‖2
X′ para todo u ∈M , então

1

‖g(u)‖
≤ 1

‖ϕ′(u)‖X′
≤ δ

8ε
, ∀u ∈ A. (1.26)

Afirmamos que f é localmente Lipschitziana. De fato, dado u ∈ X existe uma vizinhança
Bu tal que g e ψ são Lipschitzianas em Bu, isto é, existem k1, k2 > 0 tais que

|ψ(v)− ψ(w)| ≤ k1‖v − w‖ e ‖g(v)− g(w)‖ ≤ k2‖v − w‖,

para todos v, w ∈ Bu. Tome u1, u2 ∈ Bu. Temos que, se u1, u2 ∈ X\A então

‖f(u1)− f(u2)‖ = 0 ≤ ‖u1 − u2‖.

Se u1 ∈ A e u2 ∈ X\A então, como f(u2) = 0, ψ(u2) = 0, por (1.26) temos

‖f(u1)− f(u2)‖ =

∥∥∥∥−ψ(u1)
g(u1)

‖g(u1)‖2

∥∥∥∥
=

∥∥∥∥−ψ(u1)
g(u1)

‖g(u1)‖2
+ ψ(u2)

g(u1)

‖g(u1)‖2

∥∥∥∥
≤ δ

8ε
|ψ(u1)− ψ(u2)| ≤ δk1

8ε
‖u1 − u2‖.

Agora, se u1, u2 ∈ A então

‖f(u1)− f(u2)‖ =

∥∥∥∥ψ(u1)

(
g(u2)

‖g(u2)‖2
− g(u1)

‖g(u1)‖2

)
+ (ψ(u2)− ψ(u1))

g(u2)

‖g(u2)‖2

∥∥∥∥
≤

∥∥∥∥ g(u2)

‖g(u2)‖2
− g(u1)

‖g(u1)‖2

∥∥∥∥+
δ

8ε
|ψ(u1)− ψ(u2)|

≤
∥∥∥∥ g(u2)

‖g(u2)‖2
− g(u2)

‖g(u1)‖2

∥∥∥∥+

∥∥∥∥ g(u2)

‖g(u1)‖2
− g(u1)

‖g(u1)‖2

∥∥∥∥
+
δ

8ε
k1‖u1 − u2‖.

(1.27)
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Agora, observamos que, por (1.26)∥∥∥∥ g(u2)

‖g(u2)‖2
− g(u2)

‖g(u1)‖2

∥∥∥∥ = ‖g(u2)‖| ‖g(u1)‖2 − ‖g(u2)‖2|
‖g(u2)‖2‖g(u1)‖2

=
(‖g(u1)‖+ ‖g(u2)‖) | ‖g(u1)‖ − ‖g(u2)‖ |

‖g(u2)‖ ‖g(u1)‖2

≤
(

1

‖g(u2)‖ ‖g(u1)‖
+

1

‖g(u1)‖2

)
‖g(u1)− g(u2)‖

≤ k4‖u1 − u2‖,

(1.28)

onde k4 =
δ2

32ε2
k2. Além disso,

∥∥∥∥ g(u2)

‖g(u1)‖2
− g(u1)

‖g(u1)‖2

∥∥∥∥ ≤ δ2

64ε2
‖g(u2)− g(u1)‖ ≤ k5‖u1 − u2‖, (1.29)

onde k5 =
δ2

64ε2
k2. Substituindo (1.28) e (1.29) em (1.27) obtemos que

‖f(u1)− f(u2)‖ ≤ k‖u1 − u2‖,

onde k = k4 + k5 + δ
8ε
k1. Logo, f é localmente Lipschitziana.

Para cada u ∈ X, considere o problema de Cauchy

(PC)

{
d
dt
σ(t, u) = f(σ(t, u)),

σ(0, u) = u.

Temos que f é localmente Lipschitziana e, pela definição de f e (1.26), ‖f(u)‖ ≤ δ/8ε,
para todo u ∈ X. Portanto, para cada u ∈ X, o problema acima tem uma única
solução contínua σ(·, u) definida para t em um intervalo maximal (t−, t+). Afirmamos
que t+ = +∞ e t− = −∞. De fato, seja σ a solução de (PC) e suponha que t+ < +∞.
Seja ainda tn ⊂ (−∞, t+) uma sequência tal que tn → t+. Então, usando que f é
limitada, temos que

‖σ(tm, u)− σ(tn, u)‖ =

∥∥∥∥∫ tm

tn

d

ds
σ(s, u)ds

∥∥∥∥ ≤ ∫ tm

tn

‖f(σ(s, u))‖ds ≤ δ

8ε
|tm − tn|.

Como (tn) ⊂ R é uma sequência de Cauchy então σ(tn, u) também é de Cauchy. Daí,

lim
n→∞

σ(tn, u) = ũ ∈ X.
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Considerando o problema de Cauchy{
d
dt
σ(t, u) = f(σ(t, u)),

σ(t+, u) = ũ,

podemos usar o Teorema de Picard para estender σ para valores t > t+, contradizendo a
maximalidade de t+. A prova para t− é análoga. A dependência contínua de soluções de
(PC) com relação aos dados iniciais implica que σ ∈ C(R×X,X). Desse modo podemos
definir

η : [0, 1]×X → X por η(t, u) = σ(8εt, u).

Afirmamos que tal η satisfaz (i). De fato, pela definição de η temos que η(0, u) =

σ(0, u) = u. Agora, se u /∈ ϕ−1([c − 2ε, c + 2ε]) ∩ S2δ então u ∈ X \A. Daí f(u) = 0.
Portanto, σ(t, u) = u é uma solução de (PC). Pela existência e unicidade de soluções,
η(t, u) = u.

Agora vamos mostrar que η satisfaz (ii). Primeiro observamos que se σ(t, u) /∈ A

então f(σ(t, u)) = 0 e consequentemente, d
dt
ϕ(σ(t, u)) = 0. Caso contrário, de ‖g(u)‖ ≤

2‖ϕ′(u)‖X′ e ϕ′(u)g(u) ≥ ‖ϕ′(u)‖2
X′ obtemos que

d
dt
ϕ(σ(t, u)) = ϕ′(σ(t, u)) d

dt
σ(t, u) = ϕ′(σ(t, u))f(σ(t, u))

≤ − ψ(σ(t, u))

‖g(σ(t, u))‖2
‖ϕ′(σ(t, u))‖2

X′ ≤ −ψ(σ(t, u))/4.
(1.30)

Como ψ é não negativa, concluímos que ϕ(σ(., u)) é não crescente para todo u ∈ X.
Agora tomamos u ∈ ϕc+ε ∩ S. Devemos mostrar que ϕ(η(1, u)) ≤ c − ε. Vamos dividir
a prova em dois casos.

Primeiramente, suponha que exista to ∈ [0, 8ε] tal que ϕ(σ(to, u)) < c − ε. Como
ϕ(σ(., u)) é não crescente, então

ϕ(η(1, u)) = ϕ(σ(8ε, u)) ≤ ϕ(σ(to, u)) < c− ε.

Agora, suponha que para todo t ∈ [0, 8ε] vale ϕ(σ(t, u)) ≥ c − ε. Como ϕ(σ(., u))

é não crescente então c − ε ≤ ϕ(σ(t, u)) ≤ ϕ(σ(0, u)) = ϕ(u) ≤ c + ε. Afirmamos que
σ(t, u) ∈ B. De fato, já temos que σ(t, u) ∈ ϕ−1([c − ε, c + ε]). Só falta mostrar que
σ(t, u) ∈ Sδ. Observe que,

‖σ(t, u)− u‖ =

∥∥∥∥∫ t

0

d

ds
σ(s, u)ds

∥∥∥∥ ≤ ∫ t

0

‖f(σ(s, u))‖ds ≤ δt

8ε
≤ δ.
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Logo, como u ∈ S então σ(t, u) ∈ Sδ. Por (1.30) e usando que ψ = 1 em B, obtemos

ϕ(η(1, u)) = ϕ(σ(8ε, u)) = ϕ(u) +

∫ 8ε

0

d

dt
ϕ(σ(t, u))dt

≤ ϕ(u)− 1

4

∫ 8ε

0

ψ(σ(t, u))dt = c+ ε− 2ε = c− ε.

Isso conclui a demonstração. 2

Proposição 1.34 Seja X um espaço de Banach. Seja Mo um subespaço fechado do
espaço métrico M e Γo ⊂ C(Mo, X). Defina

Γ = {γ ∈ C(M,X) : γ|Mo ∈ Γo}.

Se ϕ ∈ C1(X,R) satisfaz

a := sup
γo∈Γo

sup
u∈Mo

ϕ(γo(u)) < c := inf
γ∈Γ

sup
u∈M

ϕ(γ(u)) <∞

então, para todo ε ∈ (0, (c− a)/2), δ > 0 e γ ∈ Γ tal que

sup
u∈M

ϕ(γ(u)) ≤ c+ ε, (1.31)

existe u ∈ X tal que
a) c− 2ε ≤ ϕ(u) ≤ c+ 2ε,
b) dist(u, γ(M)) ≤ 2δ,
c) ‖ϕ′(u)‖X′ ≤ 8ε/δ.

Demonstração: Suponha que a tese é falsa. Então existe ε ∈ (0, (c − a)/2), δ > 0

e γ ∈ Γ satisfazendo (1.31) tais que a hipótese do Lema 1.33 fica satisfeita com S =

γ(M). Daí, existe η ∈ C([0, 1] ×X,X) satisfazendo (i) e (ii) do Lema 1.33. Definimos
β : M → X dada por β(u) := η(1, γ(u)) e γo := γ|Mo . Para todo uo ∈ Mo temos que,
pela definição de a,

ϕ(γo(uo)) ≤ a < c− 2ε.

Logo, γo(uo) /∈ ϕ−1([c − 2ε, c + 2ε]). Portanto, pelo Lema 1.33 (i) temos que β(uo) =

η(1, γo(uo)) = γo(uo) ∈ Γo. Assim, β ∈ Γ. Pela definição de c, por (1.31) e pelo Lema
1.33 (ii) concluímos que

c ≤ sup
u∈M

ϕ(β(u)) = sup
u∈M

ϕ(η(1, γ(u))) ≤ c− ε.
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Contradição. 2

Teorema 1.35 Sejam X um espaço de Banach, ϕ ∈ C1(X,R), e ∈ X e r > 0 tais que
‖e‖ > r e

b := inf
‖u‖=r

ϕ(u) > ϕ(0) ≥ ϕ(e).

Então existe uma sequência (un) ⊂ X satisfazendo

ϕ(un)→ c e ϕ′(un)→ 0,

onde
c := inf

γ∈Γ
max
t∈[0,1]

ϕ(γ(t)),

Γ := {γ ∈ C([0, 1], X) : γ(0) = 0, γ(1) = e}.

Demonstração: Basta aplicar a proposição anterior com M = [0, 1], Mo = {0, 1},
Γo = {γo}, γo(0) = 0, γo(1) = e. 2

1.8 Princípio de Continuação Única

Seja Ω um domínio do RN(não necessariamente limitado). Uma função u ∈ L2(Ω)

tem um zero de ordem infinita em xo ∈ Ω se para cada n ∈ N,∫
|x−xo|≤R

u2dx = O(Rn)

quando R → 0. Uma família de funções de Ω em R tem a propriedade de continuação
única forte se nenhuma função, além da função nula, tem um zero de ordem infinita em
algum ponto xo ∈ Ω. Uma família de funções de Ω em R tem a propriedade de continu-
ação única fraca se nenhuma função, além da função nula, se anula num subconjunto
aberto de Ω.

O seguinte resultado pode ser encontrado em [17].

Proposição 1.36 Seja Ω um domínio do RN , N ≥ 3. Suponha que u ∈ H1
loc(Ω) satisfaz∫

Ω

∇u · ∇ϕdx+

∫
Ω

V (x)uϕ dx = 0, ∀ϕ ∈ C∞c (Ω),
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onde V (x) ∈ LN/2loc (Ω). Se u = 0 num conjunto E de medida positiva, então u tem um
zero de ordem infinita.

Em [23], Jerison e Kenig demostraram o seguinte teorema.

Teorema 1.37 Seja Ω um domínio do RN e V ∈ LN/2loc (Ω). Então a família de funções
u : Ω → R que satisfazem a desigualdade |∆u(x)| ≤ |V (x)||u(x)| q.t.p. em Ω tem a
propriedade de continuação única forte em W 2,q

loc (Ω), onde q = 2N/(N + 2) e N > 2.
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Capítulo 2

Resultados de não-existência

Neste capítulo demonstramos o Teorema B e o Teorema C. Começamos enunciando
a Identidade de Pohozaev [27].

Proposição 2.1 Sejam Ω um domínio limitado do RN e g : R→ R uma função contínua
com primitiva G(u) =

∫ u
0
g(s)ds. Se u ∈ C2(Ω) ∩ C1(Ω) é solução da equação{
−∆u = g(u), x ∈ Ω,

u = 0, x ∈ ∂Ω,

então
N − 2

N

∫
Ω

|∇u|2 dx−N
∫

Ω

G(u) dx+
1

2

∫
∂Ω

∣∣∣∣∂u∂ν
∣∣∣∣2 (x · ν) dS = 0,

onde (∂u/∂ν)(x) é a derivada normal exterior no ponto x ∈ ∂Ω.

Na demonstração do Teorema B, utilizamos a seguinte versão para sistemas [3] da
Identidade de Pohozaev.

Proposição 2.2 Seja Ω um domínio do RN de classe C1. Suponha F ∈ C1(R2,R) com
F (0, 0) = 0. Se u, v ∈ C2(Ω) ∩ C1(Ω) são soluções do sistema

−∆u = Fu(u, v), x ∈ Ω,

−∆v = Fv(u, v), x ∈ Ω,

u = v = 0, x ∈ ∂Ω,

(2.1)

então∫
Ω

(|∇u|2 + |∇v|2) dx− 2∗
∫

Ω

F (u, v) dx+
1

N − 2

∫
∂Ω

(∣∣∣∣∂u∂ν
∣∣∣∣2 +

∣∣∣∣∂v∂ν
∣∣∣∣2
)

(x · ν) dS = 0,
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onde (∂u/∂ν)(x) é a derivada normal exterior no ponto x ∈ ∂Ω.

Para demonstrar a proposição acima usamos o seguinte lema.

Lema 2.3 Se w ∈ C2(Ω) ∩ C1(Ω) e w = 0 sobre ∂Ω então

∫
Ω

∆w(x · ∇w) dx =
1

2

∫
∂Ω

∣∣∣∣∂w∂ν
∣∣∣∣2 (x · ν) dS +

N − 2

2

∫
Ω

|∇w|2dx,

onde ν é o vetor normal unitário exterior a Ω.

Demonstração: Fazendo os cálculos com x = (x1, . . . , xN) ∈ Ω e w(x) = w(x1, . . . , xN)

encontramos que

∆w(x · ∇w) = div[∇w(x · ∇w)]−∇w · ∇(x · ∇w), (2.2)

∇w · ∇(x · ∇w) = |∇w|2 + x · ∇
(
|∇w|2

2

)
(2.3)

e
∇
(
|∇w|2

2

)
· x = div

(
|∇w|2

2
x

)
−N |∇w|

2

2
. (2.4)

Substituindo (2.4) em (2.3) e depois substituindo o resultado em (2.2) obtemos

∆w(x · ∇w) = div [∇w(x · ∇w)]− |∇w|2 − div
(
|∇w|2

2
x

)
+N
|∇w|2

2

= div

[
∇w(x · ∇w)− |∇w|

2

2
x

]
+
N − 2

2
|∇w|2.

Integrando em Ω e aplicando o Teorema da Divergência na equação acima obtemos∫
Ω

∆w(x · ∇w)dx =

∫
∂Ω

[
(∇w · ν)(x · ∇w)− |∇w|

2

2
(x · ν)

]
dS +

N − 2

2

∫
Ω

|∇w|2dx,

(2.5)
onde ν é o vetor normal unitário exterior. Como w = 0 sobre ∂Ω, segue que ∇w =

(∇w · ν)ν sobre ∂Ω, pois ∇w é ortogonal à superfície de nível w = 0. Daí obtemos∫
∂Ω

[
(∇w · ν)(x · ∇w)− |∇w|

2

2
(x · ν)

]
dS =

1

2

∫
∂Ω

|∇w · ν|2(x · ν) dS. (2.6)

Substituindo (2.6) em (2.5) concluímos a demonstração do lema. 2
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Demonstração da Proposição 2.2: Observe que

div(xF (u, v)) = div

(
∇(|x|2)

2
F (u, v)

)
=

∆(|x|2)

2
F (u, v) +

∇(|x|2)

2
· ∇F (u, v)

= NF (u, v) + x · (Fu(u, v)∇u+ Fv(u, v)∇v)

= NF (u, v) + Fu(u, v)(x · ∇u) + Fv(u, v)(x · ∇v).

Integrando em Ω e aplicando o Teorema da Divergência segue que∫
∂Ω

(x · ν)F (u, v)dS = N

∫
Ω

F (u, v)dx+

∫
Ω

Fu(u, v)(x · ∇u)dx+

∫
Ω

Fv(u, v)(x · ∇v)dx.

Por (2.1) e usando que F (u, v) = 0 sobre ∂Ω, pois u = v = 0 sobre ∂Ω, obtemos∫
Ω

∆u(x · ∇u)dx+

∫
Ω

∆v(x · ∇v)dx−N
∫

Ω

F (u, v)dx = 0.

Aplicando o Lema 2.3 com w = u e, após, com w = v e substituindo na equação acima,
obtemos

1

2

∫
∂Ω

(∣∣∣∣∂u∂ν
∣∣∣∣2 +

∣∣∣∣∂v∂ν
∣∣∣∣2
)

(x · ν)dS +
N − 2

2

∫
Ω

(|∇u|2 + |∇v|2)dx−N
∫

Ω

F (u, v)dx = 0.

Multiplicando a equação anterior por 2∗/N obtemos

∫
Ω

(|∇u|2 + |∇v|2) dx− 2∗
∫

Ω

F (u, v) dx+
1

N − 2

∫
∂Ω

(∣∣∣∣∂u∂ν
∣∣∣∣2 +

∣∣∣∣∂v∂ν
∣∣∣∣2
)

(x · ν) dS = 0.

2

O lema a seguir será utilizado na demonstração do Teorema B no caso em que
α + β = 2∗ e µ2 = 0.

Lema 2.4 Seja Ω ⊂ RN um domínio estrelado, limitado, de classe C1,1. Suponha que
v ∈ C2(Ω) ∩ C1(Ω) é uma solução de{

−∆v = K|v|2∗−2v, x ∈ Ω,

v = 0, x ∈ ∂Ω,
(C)

onde K > 0 é constante. Então v ≡ 0.
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Demonstração: Multiplicando a equação em Ω por v e integrando dos dois lados,
obtemos ∫

Ω

−v∆vdx = K

∫
Ω

|v|2∗dx.

Daí, ∫
Ω

−div(v∇v)dx+

∫
Ω

|∇v|2dx = K

∫
Ω

|v|2∗dx.

Aplicando o Teorema da Divergência e usando o fato de que v = 0 sobre ∂Ω, obtemos∫
Ω

|∇v|2dx = K

∫
Ω

|v|2∗dx. (2.7)

Por outro lado, pela Proposição 2.1,

1

2

∫
∂Ω

∣∣∣∣∂v∂ν
∣∣∣∣2 (x · ν) dS +

N − 2

2

∫
Ω

|∇v|2dx−N
∫

Ω

G(v) dx = 0,

onde G(v) = K
2∗
|v|2∗ , ou seja,

1

2

∫
∂Ω

∣∣∣∣∂v∂ν
∣∣∣∣2 (x · ν) dS = −N

2∗

(∫
Ω

|∇v|2dx−K
∫

Ω

|v|2∗dx
)
.

Combinando a igualdade acima com (2.7) e como x · ν > 0 sobre ∂Ω , concluímos que
∇v · ν = 0 sobre ∂Ω. Daí, concluímos facilmente que (C) não tem solução não-trivial
v ≥ 0 ou v ≤ 0 em Ω. Basta observar que se v ≥ 0 em Ω então

K

∫
Ω

v2∗−1dx =

∫
Ω

−∆v dx =

∫
Ω

−div(∇v)dx = −
∫
∂Ω

∇v · ν dS = 0,

o que nos dá v ≡ 0 em Ω. E se v ≤ 0 em Ω, então

−K
∫

Ω

(−v)2∗−1dx = −
∫
∂Ω

∇v · ν dS = 0,

o que também nos dá v ≡ 0.

Vamos agora considerar a possibilidade de existência de uma solução de (C) que
muda de sinal. O procedimento anterior somente nos leva a

K

∫
Ω

|v|2∗−2v dx = 0.

Para mostrar que v ≡ 0 em Ω, utilizamos o argumento de Kenig em [25]. Estendemos
v como sendo 0 em RN \ Ω. Como v e ∇v = (∇v · ν)ν são 0 sobre ∂Ω então a função
estendida ṽ ∈ C1

c (RN). Logo ṽ ∈ W 1,p
o (RN) = W 1,p(RN), para todo 1 ≤ p < ∞. Além
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disso,
−∆ṽ = K|ṽ|2∗−2ṽ, q.t.p. em RN .

Seja V = −K|ṽ|2∗−2 em RN . Então V ∈ LN/2(RN), pois∫
RN
|V |N/2dx = KN/2

∫
RN
|ṽ|2∗dx = KN/2

∫
Ω

|v|2∗dx <∞.

Como −∆ṽ + V ṽ = 0 q.t.p. em RN , então∫
RN
∇ṽ · ∇ϕdx+

∫
RN
V (x)ṽϕ dx = 0, ∀ϕ ∈ C∞c (RN).

Como ṽ tem suporte compacto em RN , pela Proposição 1.36, ṽ tem um zero de ordem
infinita. Seja q = 2N/(N + 2). Então V ṽ ∈ Lq(RN), pois∫

RN
|V ṽ|q = Kq

∫
Ω

|v|2∗dx <∞.

Pelo Teorema 9.15 em [20], ṽ ∈ W 2,q(RN). Aplicando o Teorema 1.37, concluímos que
ṽ ≡ 0. Logo, v ≡ 0. 2

Antes de demonstrarmos o Teorema B, lembramos que µ1 ≤ µ2 são os autovalores
da matriz A associada ao sistema (Pα,β,A). O mínimo e o máximo da forma quadrática
(AZ,Z), Z ∈ R2, restrito a esfera unitária são µ1 e µ2, respectivamente, e

µ1|Z|2 ≤ (AZ,Z) ≤ µ2|Z|2, Z ∈ R2. (2.8)

Demonstração do Teorema B: Suponha que u, v ∈ C2(Ω) ∩ C1(Ω) seja a solução de
−∆u = au+ bv +

2α

α + β
u|u|α−2|v|β, x ∈ Ω,

−∆v = bu+ cv +
2β

α + β
|u|αv|v|β−2, x ∈ Ω,

u = v = 0, x ∈ ∂Ω.

(Pα,β,A)

Multiplicando a primeira equação de (Pα,β,A) por u e a segunda por v e depois somando-as
obtemos

−
∫

Ω

(u∆u+ v∆v) dx =

∫
Ω

(au2 + 2buv + cv2) dx+ 2

∫
Ω

|u|α|v|βdx.
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Assim,

−
∫

Ω

div(u∇u+v∇v) dx+

∫
Ω

(|∇u|2+|∇v|2) dx =

∫
Ω

(au2+2buv+cv2) dx+2

∫
Ω

|u|α|v|βdx.

Pelo Teorema da Divergência e usando o fato de que u = v = 0 sobre ∂Ω obtemos∫
Ω

(|∇u|2 + |∇v|2) dx =

∫
Ω

(AU,U) dx+ 2

∫
Ω

|u|α|v|βdx. (2.9)

Aplicando a Proposição 2.2 com F (u, v) = 1
2
(AU,U) + 2

α+β
|u|α|v|β obtemos∫

Ω

(|∇u|2 + |∇v|2) dx− 2∗

2

∫
Ω

(AU,U) dx− 2
2∗

α + β

∫
Ω

|u|α|v|βdx

+
1

N − 2

∫
∂Ω

(∣∣∣∣∂u∂ν
∣∣∣∣2 +

∣∣∣∣∂v∂ν
∣∣∣∣2
)

(x · ν) dS = 0.

Substituindo (2.9) na equação acima vem(
1− 2∗

2

)∫
Ω

(AU,U) dx+ 2

(
1− 2∗

α + β

)∫
Ω

|u|α|v|βdx

+
1

N − 2

∫
∂Ω

(∣∣∣∣∂u∂ν
∣∣∣∣2 +

∣∣∣∣∂v∂ν
∣∣∣∣2
)

(x · ν) dS = 0.

(2.10)

Primeiramente, vamos analisar o caso em que α + β > 2∗. Como µ2 ≤ 0, de (2.8)
temos que (AU,U) ≤ 0. Logo, segue de (2.10) e de (x · ν) > 0 que

∫
Ω
|u|α|v|βdx ≤ 0, e

portanto,
∫

Ω
|u|α|v|βdx = 0. Usando (2.9) com o fato de que

∫
Ω
|u|α|v|βdx = 0 temos∫

Ω

(|∇u|2 + |∇v|2) dx =

∫
Ω

(AU,U) dx ≤ 0.

Portanto u = c1 e v = c2 em Ω, onde c1, c2 ∈ R. Usando o fato de que u, v ∈ C(Ω) e
u = v = 0 sobre ∂Ω então u = v = 0 em Ω.

Agora vamos analisar o caso em que α + β = 2∗. De (2.10) segue que

(
1− 2∗

2

)∫
Ω

(AU,U) dx+
1

N − 2

∫
∂Ω

(∣∣∣∣∂u∂ν
∣∣∣∣2 +

∣∣∣∣∂v∂ν
∣∣∣∣2
)

(x · ν) dS = 0. (2.11)

Como Ω é um domínio estrelado temos (x · ν) > 0. Logo∫
Ω

(AU,U) dx ≥ 0. (2.12)
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Se µ2 < 0 então U ≡ 0, caso contrário, teríamos, por (2.8),
∫

Ω

(AU,U) dx < 0,

contradizendo (2.12).

Agora suponha que µ2 = 0. Se u, v ≡ 0 a prova está concluída. Argumentando por
contradição, suponha que o contrário ocorra. Sem perda de generalidade, podemos supor
que v 6≡ 0. Como µ1 e µ2 são autovalores de A então µ1 e µ2 são raízes do polinômio
característico λ2 − (a + c)λ + (ac − b2). Assim, b2 = ac e µ1 = a + c. Como µ1 ≤ µ2

então a+ c ≤ 0. De b2 = ac e a+ c ≤ 0 concluímos que a ≤ 0 e c ≤ 0.

Primeiramente vamos considerar o caso a < 0 e c < 0. De (2.12) e de (2.8) obtemos
que

0 =

∫
Ω

(AU,U)dx = a‖u‖2
2 + 2b(u, v)2 + c‖v‖2

2, (2.13)

onde (. , .)2 denota o produto interno de L2. Usando a Desigualdade de Hölder temos
b(u, v)2 ≤ |b||(u, v)2| ≤ |b|‖u‖2‖v‖2 e substituindo na equação acima obtemos

a‖u‖2
2 + 2|b|‖u‖2‖v‖2 + c‖v‖2

2 ≥ 0. (2.14)

Afirmamos que a desigualdade estrita em (2.14) não pode ocorrer. Caso contrário,

a

(
‖u‖2 +

|b|
a
‖v‖2

)2

−
(
b2 − ac
a

)
‖v‖2

2 = a‖u‖2
2 + 2|b|‖u‖2‖v‖2 + c‖v‖2

2 > 0.

Como b2 = ac então

a

(
‖u‖2 +

|b|
a
‖v‖2

)2

> 0.

Contradição, pois a < 0. Logo

a‖u‖2
2 + 2|b|‖u‖2‖v‖2 + c‖v‖2

2 = 0. (2.15)

De (2.13) e (2.15) obtemos que |(u, v)2| = ‖u‖2‖v‖2. Portanto, por Cauchy-Schwarz
existe δ ∈ R tal que u = δv. Por (2.13) obtemos que aδ2 +2bδ+ c = 0. Daí como b2 = ac

obtemos que δ = −b/a. Usando a relação u = δv = −b
a
v em (Pα,β,A) obtemos que v 6≡ 0

é solução de {
−∆v = 2α

2∗
|δ|α−2v|v|2∗−2, x ∈ Ω,

v = 0, x ∈ ∂Ω.
(2.16)

e {
−∆v = 2β

2∗
|δ|αv|v|2∗−2, x ∈ Ω,

v = 0, x ∈ ∂Ω.
(2.17)

De (2.17) e pelo Lema 2.4 concluímos que v ≡ 0, uma contradição.
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Por fim consideramos o caso em que µ2 = 0 e a ou c são nulos. Nesse caso, (AU,U) =

0. De fato, se a = 0 então b = 0 e de (2.12) concluímos que c ≥ 0, mas já temos que
c ≤ 0. Logo c = 0, e consequentemente, (AU,U) = 0. Analogamente, se c = 0, obtemos
novamente (AU,U) = 0. Em ambos os casos, de (2.11) obtemos que ∇u · ν = 0 e
∇v · ν = 0 sobre ∂Ω. Como a, b, c = 0 temos que v é solução de{

−∆v = 2β
2∗
|u|α|v|β−2v, x ∈ Ω,

v = 0, x ∈ ∂Ω,
(2.18)

e por hipótese, β > 2. Definimos ũ e ṽ como sendo as extensões de u e v para RN , pondo
ũ = ṽ = 0 para x ∈ RN \ Ω. Então V := −2β

2∗
|u|α|v|β−2 ∈ LN/2(RN). Procedendo como

no final da demonstração do Lema 2.4, concluímos que v ≡ 0, uma contradição. 2

Observação 2.5 Na demonstração do Teorema B, no caso em que α+β = 2∗, µ2 = 0 e

a, b, c não são simultaneamente nulos, de (2.16) e (2.17), se v 6≡ 0 obtemos
α

β
=

(
b

a

)2

.

Demonstração do Teorema C: Primeiramente consideramos o caso b ≥ 0 e µ2 ≥ λ1.
Sempre podemos assumir que o autovetor Xo = (xo, yo) associado ao autovalor µ2 da
matriz A é tal que xo ≥ 0 e yo ≥ 0. De fato, como Xo é autovetor então xo 6= 0 ou
yo 6= 0. Primeiro vamos ver o caso em que xo 6= 0. Sem perda de generalidade, podemos
assumir que xo > 0, pois se Xo é autovetor de A então −Xo também é.

Se b = 0 e a 6= c então de AXo = µ2Xo segue que yo = 0.

Se b = 0 e a = c então qualquer Xo ∈ R2 é autovetor de A. Logo podemos escolher
yo > 0.

Se b > 0 e yo < 0 então de AXo = µ2Xo obtemos que (a−µ2)xo = −byo e (c−µ2)yo =

−bxo, o que implica µ2 < a e µ2 < c. Com isso, µ2 < (a + c)/2. Temos também que
µ2

2 − (a+ c)µ2 + (ac− b2) = 0. Daí,

µ2 =
a+ c

2
+

√
(a− c)2 + 4b2

2
>
a+ c

2
,

uma contradição.

Logo, se xo 6= 0, podemos tomar xo > 0 e yo ≥ 0. Analogamente, se yo 6= 0, podemos
escolher yo > 0 e xo ≥ 0.

Argumentando por contradição, supomos que (u, v) ∈ C2(Ω)∩C1(Ω) é uma solução
de (P+

α,β,A). Multiplicando a primeira equação de (P+
α,β,A) por xoφ1 e a segunda equação
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por yoφ1 e depois somando-as, obtemos

(−∆U, φ1Xo) = (AU, φ1Xo) +
2α

α + β
xoφ1u

α−1vβ +
2β

α + β
yoφ1u

αvβ−1, (2.19)

onde φ1 é a autofunção associada ao primeiro autovalor λ1 do Laplaciano. Conforme
demonstrado na Seção 1.6, podemos admitir que φ1 > 0 em Ω. Observe que

(−∆U, φ1Xo) = −div(xoφ1∇u+ yoφ1∇v) + (xo∇u · ∇φ1 + yo∇v · ∇φ1)

Integrando os dois lados da igualdade acima, usando o Teorema da Divergência e que
φ1 = 0 sobre ∂Ω, obtemos∫

Ω

(−∆U, φ1Xo) dx =

∫
Ω

(xo∇u · ∇φ1 + yo∇v · ∇φ1) dx.

Usando o fato de que φ1 é a autofunção associada a λ1 segue que (veja (1.15))∫
Ω

(−∆U, φ1Xo) dx = λ1

∫
Ω

(xou+ yov)φ1 dx. (2.20)

Como A é uma matriz simétrica então

(AU, φ1Xo) = (U,A(φ1Xo)) = (U, φ1AXo) = φ1µ2(U,Xo) = (uxo + vyo)φ1µ2. (2.21)

Integrando os dois lados da igualdade (2.19) obtemos, por (2.20) e (2.21) que

(λ1 − µ2)

∫
Ω

(uφ1xo + vφ1yo) dx =

∫
Ω

(
2α

α + β
xoφ1u

α−1vβ +
2β

α + β
yoφ1u

αvβ−1

)
dx.

Pela nossa escolha de (xo, yo), da igualdade acima obtemos que λ1 > µ2, o que é absurdo.

Agora vamos considerar o caso em que b ≤ 0 e µ1 ≥ λ1. Similarmente ao caso
anterior, podemos admitir que o autovetor X1 = (x1, y1) associado ao autovalor µ1 da
matriz A é tal que x1 ≥ 0 e y1 ≥ 0.

Suponha que (u, v) ∈ C2(Ω)∩C1(Ω) é uma solução de (P+
α,β,A). Argumentando como

no caso anterior, obtemos

(λ1 − µ1)

∫
Ω

(uφ1x1 + vφ1y1) dx =

∫
Ω

(
2α

α + β
x1φ1u

α−1vβ +
2β

α + β
y1φ1u

αvβ−1

)
dx > 0.

Logo λ1 > µ1. Contradição.

2



48

Observação 2.6 Suponha que b = 0 e µ1 > λ1. Seja (u, v) ∈ C2(Ω) ∩ C1(Ω) uma
solução não-trivial de (Pα,β,A). Sejam X1 = (x1, y1) e X2 = (x2, y2) autovetores da
matriz A associados a µ1 e µ2, respectivamente. Procedendo como na demonstração do
Teorema C, obtemos

(λ1−µj)
∫

Ω

(uφ1xj+vφ1yj) dx =

∫
Ω

(
2α

α + β
xjφ1|u|α−2u|v|β +

2β

α + β
yjφ1|u|α|v|β−2v

)
dx,

(2.22)

j = 1, 2. Se a = c, qualquer vetor X = (x, y) ∈ R2 \ {0} é autovetor de A. Se a < c, os
autovetores são da forma X1 = (x, 0) e X2 = (0, y), x, y ∈ R \ {0}, enquanto se c < a,
os autovetores são X1 = (0, y) e X2 = (x, 0), x, y ∈ R \ {0}.

Suponha que u > 0 (ou u < 0) em Ω e v qualquer. Neste caso podemos escolher um
autovetor Xj = (xj, 0), com xj > 0, j = 1 ou j = 2, dependendo se a < c ou c < a. Em
(2.22) obtemos

(λ1 − µj)
∫

Ω

uφ1xj dx =

∫
Ω

2α

α + β
xjφ1|u|α−2u|v|βdx,

o que nos dá λ1 ≥ µj ≥ µ1 o que contradiz µ1 > λ1.

No caso em que v > 0 (ou v < 0) e u qualquer, escolhemos Xj = (0, yj) e o argumento
é análogo.
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Capítulo 3

Existência de solução no caso

subcrítico

Neste capítulo, demonstramos a regularidade das soluções fracas de (Pα,β,A) quando
α + β ≤ 2∗, bem como apresentamos a demonstração do Teorema D, devido a C. O.
Alves, D. C. de Morais Filho e M. A. S. Souto [3].

Denotamos por X o espaço H1
o (Ω)×H1

o (Ω) com a norma

‖(u, v)‖ = ‖u‖H1
o (Ω) + ‖v‖H1

o (Ω) =

∫
Ω

|∇u|2dx+

∫
Ω

|∇v|2dx.

Proposição 3.1 Seja Ω um domínio limitado do RN de classe C2,1, com N ≥ 3.
Suponha α, β > 1 e α + β ≤ 2∗. Se (u, v) ∈ X é solução fraca de (Pα,β,A) e u, v ≥ 0

então u, v ∈ C2(Ω). Consequentemente, (u, v) satisfaz (Pα,β,A) no sentido pontual.

Demonstração: Podemos reescrever a primeira e a segunda equação de (Pα,β,A) da
seguinte forma {

−∆u = F (x)(1 + |u|+ |v|), x ∈ Ω,

−∆v = G(x)(1 + |u|+ |v|), x ∈ Ω,

onde
F (x) =

au+ bv

1 + |u|+ |v|
+

(
2α

α + β

)
u|u|α−2|v|β

1 + |u|+ |v|
e

G(x) =
bu+ cv

1 + |u|+ |v|
+

(
2β

α + β

)
|u|αv|v|β−2

1 + |u|+ |v|
.
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Afirmamos que |F (x)| ∈ LN/2(Ω). De fato,

|F (x)| ≤ |a| |u|
1 + |u|+ |v|

+ |b| |v|
1 + |u|+ |v|

+

(
2α

α + β

)
|u|α−1|v|β

1 + |u|+ |v|

≤ |a|+ |b|+ 2α

α + β
|u|α−1|v|β−1.

Como Ω é limitado, basta mostrar que |u|α−1|v|β−1 ∈ LN/2(Ω). Usando a desigualdade
de Hölder com expoentes p = α+β−2

α−1
e p′ = α+β−2

β−1
obtemos

∫
Ω

(
|u|α−1|v|β−1

)N/2
dx ≤

(∫
Ω

|u|(α+β−2)N/2dx

) α−1
α+β−2

(∫
Ω

|v|(α+β−2)N/2dx

) β−1
α+β−2

.

Afirmamos que
∫

Ω
|u|r <∞, onde r = (α+β−2)N/2. De fato, 0 < r ≤ (2∗−2)N/2 = 2∗.

Se 1 ≤ r ≤ 2∗ a afirmação segue do fato de que H1
o (Ω) ↪→ Lr(Ω) continuamente para

todo 1 ≤ r ≤ 2∗. Se 0 < r < 1 então∫
Ω

|u|rdx ≤
∫
|u|≤1

1 dx+

∫
|u|>1

|u| dx <∞,

já que Ω é limitado e H1
o (Ω) ↪→ L1(Ω) continuamente. Do mesmo modo,

∫
Ω
|v|rdx <∞.

Isto mostra que |u|α−1|v|β−1 ∈ LN/2(Ω) e consequentemente |F (x)| ∈ LN/2(Ω). De forma
similar, mostramos que |G(x)| ∈ LN/2(Ω). Aplicando o Teorema 1.27 com A(x) = |F (x)|
e B(x) = |G(x)|, concluímos que u, v ∈ Lq(Ω) para qualquer 1 ≤ q < ∞. Daí, pela
desigualdade de Hölder temos que f = au + bv + 2α

α+β
u|u|α−2|v|β e g = bu + cv +

2β
α+β
|u|αv|v|β−2 ∈ Lq(Ω) para qualquer 1 ≤ q < ∞. Pelo Teorema 1.25 temos que

u, v ∈ W 2,q(Ω), para todo q > 1. Tome q tal que q > N . Aplicando o Teorema 1.15 (iii)

com k = 1, p = q e j = 1 obtemos que u, v ∈ C1,θ(Ω), para todo 0 < θ ≤ 1 − (N/q).
Consequentemente, u, v ∈ C0,θ(Ω). Usando que, para a ≥ 0 e b ≥ 0 vale

|ap − bp| ≤

{
|a− b|p, 0 < p < 1,

p|a− b| |ap−1 + bp−1|, 1 ≤ p <∞,

então |u|α−1 e |v|β ∈ C0,λ(Ω), para algum 0 < λ ≤ θ, e consequentemente |u|α−1|v|β ∈
C0,λ(Ω). Como u, v ≥ 0 temos que f ∈ C0,λ(Ω). Analogamente podemos mostrar que
g ∈ C0,λ(Ω). Aplicando o Teorema 1.24 obtemos que u, v ∈ C2,λ(Ω) ⊂ C2(Ω).

Como (u, v) é solução fraca de (Pα,β,A) então∫
Ω

∇u · ∇ϕdx+

∫
Ω

∇v · ∇ζdx−
∫

Ω

auϕdx−
∫

Ω

bvϕdx−
∫

Ω

buζdx−
∫

Ω

cvζdx
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− 2α

α + β

∫
Ω

|u|α−2|v|βuϕdx− 2β

α + β

∫
Ω

|u|α|v|β−2vζdx = 0, ∀ (ϕ, ζ) ∈ X.

Tomando ϕ ∈ C∞c (Ω) e ζ = 0 obtemos∫
Ω

div(ϕ∇u)dx−
∫

Ω

ϕ∆u dx−
∫

Ω

(
au+ bv +

2α

α + β
|u|α−2|v|βu

)
ϕdx = 0.

Aplicando o Teorema da Divergência e usando que ϕ = 0 sobre ∂Ω obtemos que∫
Ω

hϕ dx = 0, ∀ϕ ∈ C∞c (Ω),

onde h = −∆u − au − bv − 2α
α+β
|u|α−2|v|βu ∈ C(Ω) ⊂ L2(Ω). Argumentando como na

parte final do Teorema 1.26, concluímos que h ≡ 0, ou seja,

−∆u ≡ au+ bv +
2α

α + β
u|u|α−2|v|β em Ω.

De forma análoga, obtemos

−∆v ≡ bu+ cv +
2β

α + β
|u|αv|v|β−2 em Ω.

Isso conclui a demonstração do teorema. 2

Lema 3.2 Suponha b ≥ 0 e seja (u, v) uma solução não identicamente nula de (Pα,β,A)

com u, v ≥ 0. Então u, v > 0 em Ω.

Demonstração: No caso em que a ≥ 0, usando que b ≥ 0 na primeira equação de
(Pα,β,A) obtemos que ∆u ≤ 0 e pelo Princípio do Máximo Forte (Teorema 1.30) concluí-
mos que u > 0 em Ω.

No caso em que a < 0, usando que b ≥ 0 na primeira equação de (Pα,β,A) obtemos
que ∆u + au ≤ 0 e novamente pelo Princípio do Máximo Forte concluímos que u > 0

em Ω.

A prova de que v > 0 é similar. 2

Demonstração do Teorema D: A ideia é minimizar o funcional

I(u, v) =
1

2
‖(u, v)‖2 − 1

2

∫
Ω

(AU,U)dx, (u, v) ∈ X,

restrito a M =

{
(u, v) ∈ (H1

0 )2 :

∫
Ω

(u+)α(v+)βdx = 1

}
, e após, usar o Teorema do Mul-
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tiplicadores de Lagrange e a homogeneidade do problema (P+
α,β,A). Primeiramente ob-

servamos que, por (2.8),

I(u, v) ≥ 1

2
‖(u, v)‖2 − 1

2
µ2

∫
Ω

(u2 + v2)dx.

Daí, se µ2 < 0 temos I(u, v) ≥ 1

2
‖(u, v)‖2 e se for µ2 ≥ 0 por (1.20) segue que

I(u, v) ≥ 1

2
||(u, v)||2 − 1

2

µ2

λ1

∫
Ω

(|∇u|2 + |∇v|2)dx

=
1

2

(
1− µ2

λ1

)
||(u, v)||2.

Portanto
I(u, v) ≥ 1

2
min

{
1,

(
1− µ2

λ1

)}
||(u, v)||2. (3.1)

Seja Io = inf
(u,v)∈M

I(u, v) e (un, vn) ∈M uma sequência minimizante para Io, isto é,

I(un, vn) = Io + on(1). (3.2)

De (3.2) e (3.1) obtemos que (un, vn) é uma sequência limitada deX. Pela Proposição 1.10,
existe (uo, vo) ∈ X tal que, a menos de subsequência,
(i) (un, vn) ⇀ (uo, vo) fracamente em X;
(ii) un → uo e vn → vo fortemente em Lq(Ω), para todo 1 ≤ q < 2∗;
(iii) un → uo e vn → vo q.t.p. em Ω e
(iv) |un| ≤ h1 e |vn| ≤ h2 , q.t.p. em Ω com h1, h2 ∈ Lq(Ω), para todo 1 ≤ q < 2∗.

Afirmamos que (uo, vo) ∈ M . De fato, |(u+
n )α(v+

n )β| ≤ hα1h
β
2 q.t.p. em Ω com hα1h

β
2 ∈

L1(Ω), pois pela desigualdade de Hölder com expoentes p = α+β
α

e p′ = α+β
β

, obtemos

∫
Ω

hα1h
β
2dx ≤

(∫
Ω

hα+β
1 dx

)α/(α+β)(∫
Ω

hα+β
2 dx

)β/(α+β)

<∞,

já que h1, h2 ∈ Lα+β(Ω). Temos também que (u+
n )α(v+

n )β → (u+
o )α(v+

o )β q.t.p. em Ω.
Assim, podemos aplicar o Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue para obter∫

Ω

(u+
o )α(v+

o )βdx = lim
n→∞

∫
Ω

(u+
n )α(v+

n )βdx = 1.

Logo (uo, vo) ∈M .
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Agora vamos mostrar que I(uo, vo) = Io. Por (3.2) e (iii) da Proposição 1.1 obtemos

Io =
1

2
lim
n→∞

[
‖(un, vn)‖2 −

(
a

∫
Ω

u2
ndx+ 2b

∫
Ω

unvn + c

∫
Ω

v2
ndx

)]
≥ 1

2
‖(uo, vo)‖2 − 1

2
lim
n→∞

(
a

∫
Ω

u2
ndx+ 2b

∫
Ω

unvn + c

∫
Ω

v2
ndx

) (3.3)

Como un → uo e vn → vo fortemente em L2(Ω) segue que∫
Ω

u2
ndx→

∫
Ω

u2
odx,

∫
Ω

v2
ndx→

∫
Ω

v2
odx e

∫
Ω

unvndx→
∫

Ω

uovodx, (3.4)

pois

|‖un‖2 − ‖uo‖2| ≤ ‖un − uo‖2, |‖vn‖2 − ‖vo‖2| ≤ ‖vn − vo‖2

e ∣∣∣∣∫
Ω

unvndx−
∫

Ω

uovodx

∣∣∣∣ ≤ ∫
Ω

|unvn − uovo|dx

≤
∫

Ω

|un(vn − vo)|dx+

∫
Ω

|vo(un − uo)|dx

≤ ‖un‖2‖vn − vo‖2 + ‖vo‖2‖un − uo‖2.

De (3.3) e (3.4) vem Io ≥ I(uo, vo), e consequentemente, Io = I(uo, vo).

Observamos que, pelo discutido na Seção 1.2, o funcional I e o funcional G dado por
G(u, v) :=

∫
Ω

(u+)α(v+)βdx− 1 são de classe C1 com

I ′(u, v)(ϕ, ζ) =

∫
Ω

∇u·∇ϕdx+

∫
Ω

∇v·∇ζ dx−
∫

Ω

auϕdx−
∫

Ω

bvϕ dx−
∫

Ω

buζdx−
∫

Ω

cvζ dx

e

G′(u, v)(ϕ, ζ) =

∫
Ω

α(u+)α−1(v+)βϕdx+

∫
Ω

β(u+)α(v+)β−1ζdx, ∀ (ϕ, ζ) ∈ X.

Aplicando o Teorema 1.23 obtemos um multiplicador de Lagrange η ∈ R tal que

I ′(uo, vo)(ϕ, ζ)− ηG′(uo, vo)(ϕ, ζ) = 0, ∀ (ϕ, ζ) ∈ X. (3.5)

Tomando (ϕ, ζ) = (u−o , v
−
o ) em (3.5) e observando que

I ′(uo, vo)(u
−
o , v

−
o ) =

∫
Ω

(
∇uo · ∇u−o +∇vo · ∇v−o − auou−o − buov−o − bvou−o − cvov−o

)
dx
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=

∫
Ω

[
|∇u−o |2 + |∇v−o |2 − a(u−o )2 − bv−o (u+

o + u−o )
]
dx

+

∫
Ω

[
−bu−o (v+

o + v−o )− c(v−o )2
]
dx

= 2I(u−o , v
−
o )−

∫
Ω

(bu+
o v
−
o + bv+

o u
−
o )dx

e
G′(uo, vo)(u

−
o , v

−
o ) =

∫
Ω

α(u+
o )α−1(v+

o )βu−o dx+

∫
Ω

β(u+
o )α(v+

o )β−1v−o dx = 0,

obtemos I(u−o , v
−
o ) = 1

2

∫
Ω

(bu+
o v
−
o + bv+

o u
−
o )dx. Como b ≥ 0, temos que I(u−o , v

−
o ) ≤ 0

e então de (3.1) obtemos ‖(u−o , v−o )‖2 ≤ 0 e consequentemente, (u−o , v
−
o ) = 0. Assim,

concluímos que uo ≥ 0 e vo ≥ 0.

Usando (3.5) com (ϕ, ζ) = (uo, vo) vemos que

I ′(uo, vo)(uo, vo) =

∫
Ω

(|∇uo|2 + |∇vo|2)dx−
∫

Ω

(au2
o + 2buovo + cv2

o)dx = 2I(uo, vo)

= η

∫
Ω

[
α(u+

o )α−1(v+
o )βuo + β(u+

o )α(v+
o )β−1vo

]
dx

= η(α + β)

∫
Ω

(u+
o )α(v+

o )βdx

= η(α + β).

Portanto, η(α+β) = 2I(uo, vo). Como (uo, vo) ∈M segue que uo 6≡ 0 e vo 6≡ 0. Logo por

(3.1), I(uo, vo) > 0 e consequentemente, η > 0. Afirmamos que
[
η(α+β)

2

] 1
(α+β−2)

(uo, vo) é
uma solução fraca para (Pα,β,A). De fato, de (3.5) temos que∫

Ω

∇uo · ∇ϕdx+

∫
Ω

∇vo · ∇ζdx−
∫

Ω

auoϕdx−
∫

Ω

bvoϕdx−
∫

Ω

buoζdx−
∫

Ω

cvoζdx

−ηα
∫

Ω

(u+
o )α−1(v+

o )βϕdx− ηβ
∫

Ω

(u+
o )α(v+

o )βζdx = 0, ∀ (ϕ, ζ) ∈ X.

Multiplicando essa equação por K =
[
η(α+β)

2

] 1
(α+β−2) e observando que ηK = 2

α+β
Kα+β−1

obtemos∫
Ω

∇(Kuo) ·∇ϕdx+

∫
Ω

∇(Kvo) ·∇ζdx−
∫

Ω

a(Kuo)ϕdx−
∫

Ω

b(Kvo)ϕdx−
∫

Ω

b(Kuo)ζdx

−
∫

Ω

c(Kvo)ζdx−
2α

α + β

∫
Ω

(Ku+
o )α−1(Kv+

o )βϕdx− 2β

α + β

∫
Ω

(Ku+
o )α(Kv+

o )β−1ζdx = 0.
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Como Kuo ≥ 0 e Kvo ≥ 0, então K(uo, vo) é solução fraca para (Pα,β,A). Pela Proposi-
ção 3.1 temos que Kuo, Kvo ∈ C2(Ω) e consequentemente K(uo, vo) é solução de (Pα,β,A).
Pelo Lema 3.2 concluímos que Kuo > 0 e Kvo > 0 em Ω. 2
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Capítulo 4

O caso crítico

Neste capítulo consideramos o sistema (P+
α,β,A) no caso crítico α+ β = 2∗ e supomos

α, β > 1, b ≥ 0, e N ≥ 3. Para N ≥ 4, podemos garantir existência de solução quando
os autovalores µ1, µ2 da matriz A são positivos e menores do que λ1, onde λ1 é o primeiro
autovalor do Laplaciano. No caso N = 3 podemos garantir existência de solução quando
Ω é uma bola e λ1/4 < µ1 ≤ µ2 < λ1. A demonstração desses resultados, objetivo desse
capítulo, é devida a C.O. Alves, D.C. de Morais Filho e M.A.S. Souto [3], que adaptaram
para sistemas as idéias de Brezis-Nirenberg [8].

Começamos recordando que, para α+β ≤ 2∗, pela continuidade da imersãoH1
o (Ω) ↪→

Lα+β(Ω), podemos obter uma melhor constante (maximal) Sα+β(Ω) tal que

Sα+β(Ω) ‖u‖2
α+β ≤ ‖∇u‖2

2, para todo u ∈ H1
o (Ω),

a saber,

Sα+β(Ω) = inf
u∈H1

o (Ω)\{0}

∫
Ω
|∇u|2dx

(
∫

Ω
|u|α+βdx)2/(α+β)

.

Para qualquer domínio Ω, S2∗(Ω) = S2∗(RN) (veja [29]). Denotamos S2∗(Ω) por S.

Agora definimos

S̃α,β(Ω) = inf

{∫
Ω

(|∇u|2 + |∇v|2)dx : (u, v) ∈ X com
∫

Ω

|u|α|v|βdx = 1

}
. (4.1)

Quando α+ β = 2∗, denotamos S̃α,β(Ω) por S̃. O lema a seguir nos garante que S̃α,β(Ω)

está bem definido e que S̃α,β(Ω) > 0.
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Lema 4.1 Se α + β ≤ 2∗, então existe uma constante c > 0 tal que(∫
Ω

|u|α|v|βdx
)1/(α+β)

≤ c ‖(u, v)‖, ∀ (u, v) ∈ X.

Demonstração: Da definição de Sα+β(Ω) obtemos, para todo (u, v) ∈ X,

(∫
Ω

|u|α|v|βdx
)1/(α+β)

≤
[∫

Ω

(max{|u|, |v|})α+β dx

]1/(α+β)

≤
[∫

Ω

(
|u|α+β + |v|α+β

)
dx

]1/(α+β)

≤
(

2 max

{∫
Ω

|u|α+βdx,

∫
Ω

|v|α+βdx

})1/(α+β)

≤ 21/(α+β)

[(∫
Ω

|u|α+βdx

)1/(α+β)

+

(∫
Ω

|v|α+βdx

)1/(α+β)
]

≤ 21/(α+β)

S
1/2
α+β(Ω)

[(∫
Ω

|∇u|2dx
)1/2

+

(∫
Ω

|∇v|2dx
)1/2

]

=
21/(α+β)

S
1/2
α+β(Ω)

2 ‖(u, v)‖ .

2

A próxima proposição, de fundamental importância para a demonstração do Teorema A,
nos dá uma relação entre Sα+β(Ω) e S̃α,β(Ω).

Proposição 4.2 Seja Ω um domínio (não necessariamente limitado) e α + β ≤ 2∗.
Então

S̃α,β(Ω) =

[(
α

β

)β/(α+β)

+

(
α

β

)−α/(α+β)
]
Sα+β(Ω).

Além disso, se Sα+β(Ω) é atingido em ωo então S̃α,β(Ω) é atingido em (uo, vo) = (Bωo
A
, Cωo

A
)

para qualquer par de constantes reais B e C tais que B/C =
√
α/β e

A =
(
BαCβ

∫
Ω
|ωo|α+βdx

)1/(α+β).

Demonstração: Seja (ωn) em H1
o (Ω) \ {0} uma sequência minimizante para Sα+β(Ω).

Considere un = sωn e vn = tωn, n ∈ N, com s, t > 0 a serem escolhidos posteriormente.
Então

An =

(∫
Ω

|un|α|vn|βdx
)1/(α+β)

= (sαtβ)1/(α+β)

(∫
Ω

|ωn|α+βdx

)1/(α+β)

6= 0
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e
(
un
An

,
vn
An

)
é tal que

∫
Ω

∣∣∣∣ unAn
∣∣∣∣α ∣∣∣∣ vnAn

∣∣∣∣β dx = 1.

Por (4.1) obtemos

S̃α,β(Ω) ≤
∫

Ω

(∣∣∣∣∇( unAn
)∣∣∣∣2 +

∣∣∣∣∇( vnAn
)∣∣∣∣2
)
dx

=

∫
Ω

(|∇un|2 + |∇vn|2)dx

A2
n

=
s2 + t2

(sαtβ)2/(α+β)

∫
Ω
|∇ωn|2dx

(
∫

Ω
|ωn|α+βdx)2/(α+β)

.

Observamos que

s2 + t2

(sαtβ)2/(α+β)
=

s2

s
2α
α+β t

2β
α+β

+
t2

s
2α
α+β t

2β
α+β

=
(s
t

) 2β
α+β

+
(s
t

)−2α
α+β

. (4.2)

Escolhendo s, t > 0 tais que s/t =
√
α/β, das duas expressões acima segue que

S̃α,β(Ω) ≤

[(
α

β

)β/(α+β)

+

(
α

β

)−α/(α+β)
] ∫

Ω
|∇ωn|2dx(∫

Ω
|ωn|α+βdx

)2/(α+β)
.

Fazendo n → ∞ e lembrando que (ωn) é uma sequência minimizante para Sα+β(Ω),
obtemos

S̃α,β(Ω) ≤

[(
α

β

)β/(α+β)

+

(
α

β

)−α/(α+β)
]
Sα+β(Ω). (4.3)

Para mostrar a desigualdade contrária, consideramos ((un, vn)) em X tal que∫
Ω
|un|α|vn|βdx = 1, para todo n ∈ N, uma sequência minimizante para S̃α,β(Ω). Para

cada n ∈ N, defina zn = snvn, onde sn > 0 é tal que∫
Ω

|un|α+βdx =

∫
Ω

|zn|α+βdx.

Aplicando a desigualdade de Young com p = α+β
α

e p′ = α+β
β

, segue que

∫
Ω

|un|α|zn|βdx ≤
α

α + β

∫
Ω

|un|α+βdx+
β

α + β

∫
Ω

|zn|α+βdx

=

∫
Ω

|un|α+βdx =

∫
Ω

|zn|α+βdx.
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Usando a definição de zn, a desigualdade acima e a definição de Sα+β(Ω), obtemos

∫
Ω

(|∇un|2 + |∇vn|2)dx =

∫
Ω

(|∇un|2 + |∇vn|2)dx(∫
Ω
|un|α|vn|βdx

) 2
α+β

=

∫
Ω

(|∇un|2 + |∇vn|2)dx

(
∫

Ω
|un|α (s−1

n |zn|)
β dx)

2
α+β

=
s

2β
α+β
n

∫
Ω
|∇un|2dx

(
∫

Ω
|un|α|zn|βdx)

2
α+β

+
s

2β
α+β
n

∫
Ω
|∇vn|2dx

(
∫

Ω
|un|α|zn|βdx)

2
α+β

≥
s

2β
α+β
n

∫
Ω
|∇un|2dx

(
∫

Ω
|un|α+βdx)

2
α+β

+
s

2β
α+β
n

∫
Ω
s−2
n |∇zn|2dx

(
∫

Ω
|zn|α+βdx)

2
α+β

≥
(
s

2β
α+β
n + s

−2α
α+β
n

)
Sα+β(Ω).

(4.4)

Agora definimos a função g(s) = s2β/(α+β) +s−2α/(α+β), s > 0. Afirmamos que o mínimo
da função g é assumido no ponto s =

√
α/β. De fato,

g′(s) =
2

α + β

(
βs

β−α
α+β − αs

−3α−β
α+β

)
=

2

α + β
s
−3α−β
α+β

(
βs2 − α

)
.

Portanto, s =
√
α/β é um único ponto crítico de g. Vemos que se s <

√
α/β então

g′(s) < 0 e para s >
√
α/β temos que g′(s) > 0. Logo s =

√
α/β é um ponto de mínimo

local. Mais do que isso, s =
√
α/β é um ponto de mínimo absoluto de g.

De (4.4) e da definição de g vem∫
Ω

(|∇un|2 + |∇vn|2)dx ≥ g(sn)Sα+β(Ω) ≥ g
(√

α/β
)
Sα+β(Ω)

=

[(
α

β

)β/(α+β)

+

(
α

β

)−α(α+β)
]
Sα+β(Ω).

Fazendo n → ∞ na desigualdade acima e lembrando que ((un, vn)) é uma sequência
minimizante para S̃α,β(Ω), obtemos

S̃α,β(Ω) ≥

[(
α

β

)β/(α+β)

+

(
α

β

)−α(α+β)
]
Sα+β(Ω). (4.5)

De (4.3) e (4.5) obtemos a relação desejada entre Sα+β(Ω) e S̃α,β(Ω).
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Além disso, se ωo realiza Sα+β(Ω), isto é, se

Sα+β(Ω) =

∫
Ω

|∇ωo|2dx(∫
Ω

|ωo|α+βdx

) 2
α+β

,

então, tomando uo = Bωo/A e vo = Cωo/A, onde B e C são constantes reais tais que
B/C =

√
α/β e A =

(
BαCβ

∫
Ω
|ωo|α+βdx

)1/(α+β), e usando a relação entre Sα+β(Ω) e
S̃α,β(Ω), concluímos que∫

Ω

(|∇uo|2 + |∇vo|2)dx =
B2 + C2

(BαCβ)2/(α+β)

∫
Ω
|∇ωo|2dx

(
∫

Ω
|ωo|α+βdx)2/(α+β)

=

[(
B

C

)2β/(α+β)

+

(
B

C

)−2α/(α+β)
]
Sα+β(Ω)

=

[(
α

β

)β/(α+β)

+

(
α

β

)−α/(α+β)
]
Sα+β(Ω) = S̃α,β(Ω).

Observe que
∫

Ω
|uo|α|vo|βdx = 1. Portanto, S̃α,β(Ω) é atingido em (uo, vo). 2

Seguindo as idéias de Brezis-Nirenberg [8] definimos

Qλ(u) =

∫
Ω

(|∇u|2 − λ|u|2)dx(∫
Ω
|u|2∗dx

)2/2∗
, u ∈ H1

o (Ω) \ {0}, λ ∈ R,

e
S∗λ = inf

u∈H1
o (Ω)\{0}

Qλ(u).

Sem perda de generalidade, podemos supor que 0 ∈ Ω. Em [8], Brézis e Nirenberg
mostraram que no caso em que N ≥ 4 e λ > 0 então S∗λ < S. A mesma conclusão vale
quando N = 3, Ω é uma bola e λ > λ1/4. A idéia está em usar a função

uε(x) =
ϕ(x)

[ε2 + |x|2](N−2)/2
, ε > 0, x ∈ Ω, (4.6)

onde ϕ ∈ C∞c (Ω) é uma função de corte positiva tal que ϕ(x) ≡ 1 para x numa vizinhança
de 0, para obter que

Qλ(uε) < S, (4.7)

para ε suficientemente pequeno.
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O funcional associado a (P+
α,β,A) é

J(u, v) =
1

2

∫
Ω

(|∇u|2 + |∇v|2) dx− 1

2

∫
Ω

(AU,U) dx− 2

2∗

∫
Ω

(u+)α(v+)βdx, (u, v) ∈ X.

Vimos na Seção 1.2 que este funcional está bem definido e é de classe C1, com

J ′(u, v)(ϕ, ζ) =

∫
Ω

∇u·∇ϕdx+

∫
Ω

∇v·∇ζ dx−
∫

Ω

auϕ dx−
∫

Ω

bvϕ dx−
∫

Ω

buζ dx−
∫

Ω

cvζ dx

−2α

2∗

∫
Ω

(u+)α−1(v+)βϕdx− 2β

2∗

∫
Ω

(u+)α(v+)β−1ζ dx, para todo ϕ, ζ ∈ H1
o (Ω).

Nos dois próximos lemas verificamos que J tem a geometria do Passo da Montanha.

Lema 4.3 Suponha α + β = 2∗ e µ2 < λ1. Então existem ρ, r > 0 tais que J(u, v) ≥
ρ > 0 para todo (u, v) ∈ X com ‖(u, v)‖ = r.

Demonstração. Por (2.8), pelo Lema 4.1 e pela caracterização variacional de λ1 dada
em (1.20),

J(u, v) ≥ 1

2
‖(u, v)‖2 − 1

2

∫
Ω

(AU,U) dx− 2

2∗

∫
Ω

|u|α|v|βdx

≥ 1

2
‖(u, v)‖2 − 1

2
µ2

∫
Ω

(u2 + v2) dx− C‖(u, v)‖2∗

≥ 1

2
‖(u, v)‖2 − 1

2

µ2

λ1

‖(u, v)‖2 − C‖(u, v)‖2∗

= ‖(u, v)‖2

[
1

2

(
1− µ2

λ1

)
− C‖(u, v)‖2∗−2

]
,

onde C é uma constante positiva.

Tomando r =

[
1

4

(
1− µ2

λ1

)
1

C

]1/(2∗−2)

> 0, obtemos

J(u, v) ≥
[

1

4

(
1− µ2

λ1

)]N/2(
1

C

)(N−2)/2

> 0, quando ‖(u, v)‖ = r.

2

Lema 4.4 Suponha α + β = 2∗. Então existe (u1, v1) ∈ X tal que ‖(u1, v1)‖ > r e
J(u1, v1) < 0, onde r é dado pelo Lema 4.3. Além disso,
(i) se N ≥ 4 e 0 < µ1 ≤ µ2 < λ1 ou
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(ii) se N = 3, Ω é uma bola e λ1/4 < µ1 ≤ µ2 < λ1,
então (u1, v1) pode ser escolhido de forma que

sup
t≥0

J(tu1, tv1) <
2

N

(
S̃

2

)N/2

.

Demonstração: Sem perda de generalidade, supomos 0 ∈ Ω. Fixe (uo, vo) ∈ X \ {0}
com uo, vo > 0 numa vizinhança de 0. Por (2.8) obtemos, para t > 0,

J(tuo, tvo) ≤
1

2
t2‖(uo, vo)‖2 − 1

2
µ1t

2

∫
Ω

(u2
o + v2

o) dx−
2

2∗
t2
∗
∫

Ω

(u+
o )α(v+

o )βdx.

Daí,

lim
t→∞

J(tuo, tvo) ≤ lim
t→∞

t2
[

1

2
‖(uo, vo)‖2 − µ1

2

∫
Ω

(u2
o + v2

o) dx−
2

2∗
t2
∗−2

∫
Ω

(u+
o )α(v+

o )βdx

]
= −∞.

Escolhendo (u1, v1) = (t1uo, t1vo) com t1 > 0 suficientemente grande, a primeira parte
do lema está demonstrada.

Agora sejam uε dado em (4.6) e B,C constantes reais positivas tais que B/C =√
α/β. Pela primeira parte do lema podemos escolher (u1, v1) = (t1Buε, t1Cuε) com t1

suficientemente grande de forma que J(u1, v1) < 0 e ‖(u1, v1)‖ > r. Por (2.8) e por nossa
escolha de (u1, v1) obtemos

J(tu1, tv1) ≤ 1

2
t2
∫

Ω

(|∇u1|2 + |∇v1|2)dx− 1

2
t2µ1

∫
Ω

(u2
1 + v2

1)dx− 2

2∗
t2
∗
∫

Ω

(u+
1 )α(v+

1 )βdx

=
1

2
(B2 + C2)t21

[∫
Ω

|∇uε|2dx− µ1

∫
Ω

u2
εdx

]
t2 − 2

2∗
BαCβt2

∗

1 ‖uε‖2∗

2∗ t
2∗

= a1t
2 − a2t

2∗ ,

onde a1 = (1/2)(B2 + C2)t21Qµ1(uε)‖uε‖2
2∗ > 0 e a2 = (2/2∗)BαCβt2

∗
1 ‖uε‖2∗

2∗ > 0. Note
que, por (1.20), Qµ1(uε) > 0, pois µ1 < λ1. Definindo h(t) = a1t

2 − a2t
2∗ , t ≥ 0, por um

cálculo direto vemos que

to =

(
2a1

2∗a2

)1/(2∗−2)

=
1

t1‖uε‖2∗

[
1

2

B2 + C2

BαCβ
Qµ1(uε)

]1/(2∗−2)

é o ponto de máximo absoluto de h e

h(to) =
2

N

[
1

2

B2 + C2

(BαCβ)2/2∗
Qµ1(uε)

]N/2
> 0.
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Por (4.2), usando que B/C =
√
α/β, obtemos

sup
t≥0

J(tu1, tv1) = h(to) =
2

N

{
1

2

[(
α

β

)β/2∗
+

(
α

β

)−α/2∗]
Qµ1(uε)

}N/2

. (4.8)

Sob as hipóteses (i) ou (ii), por (4.7) obtemos

Qµ1(uε) < S.

Daí, de (4.8) e da Proposição 4.2, concluímos que

sup
t≥0

J(tu1, tv1) <
2

N

(
S̃

2

)N/2

e portanto, a segunda parte do lema está demonstrada. 2

Demonstração do Teorema A. Escolhemos (u1, v1) satisfazendo as conclusões do
Lema 4.4 e definimos

Γ = {γ ∈ C([0, 1], X) : γ(0) = (0, 0) e γ(1) = (u1, v1)}

e o nível do passo da montanha por

c = inf
γ∈Γ

max
0≤t≤1

J(γ(t)). (4.9)

Pelo Lema 4.3, vemos que c ≥ ρ > 0. Além disso, pelo Lema 4.4, obtemos

c <
2

N

(
S̃

2

)N/2

. (4.10)

Aplicando o Teorema 1.35, existe uma sequência (un, vn) ∈ X tal que

J(un, vn)→ c (4.11)

e
J ′(un, vn)→ 0 em X ′, (4.12)

quando n→∞. Observe que por (2.8) e (1.20) temos

J(un, vn)− 1

2∗
J ′(un, vn)(un, vn) ≥ 1

N

(
λ1 − µ2

λ1

)
‖(un, vn)‖2.
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Por outro lado, de (4.11) e (4.12) temos

J(un, vn)− 1

2∗
J ′(un, vn)(un, vn) ≤ |J(un, vn)|+ 1

2∗
‖J ′(un, vn)‖X′‖(un, vn)‖

≤ K1 +K2‖(un, vn)‖,

onde K1 e K2 são constantes positivas. Como µ2 < λ1, as duas últimas desigualdades
nos dão ‖(un, vn)‖2 ≤ K3 + K4‖(un, vn)‖, onde K3 e K4 são constantes positivas. Daí
concluímos que (un, vn) é uma sequência limitada em X. Pela Proposição 1.10, existe
(uo, vo) ∈ X tal que, a menos de subsequência,

(i) un ⇀ uo e vn ⇀ vo fracamente em H1
o (Ω),

(ii) un → uo e vn → vo fortemente em Lq(Ω), para todo 1 ≤ q < 2∗ e
(iii) un → uo e vn → vo q.t.p. em Ω.

Vamos mostrar que (uo, vo) é uma solução de (P+
α,β,A). De (4.12) temos que

J ′(un, vn)(ϕ, ζ) = on(1), ∀ (ϕ, ζ) ∈ X,

ou seja,∫
Ω

∇un · ∇ϕdx+

∫
Ω

∇vn · ∇ζ dx−
∫

Ω

aunϕdx−
∫

Ω

bvnϕdx−
∫

Ω

bunζ dx−
∫

Ω

cvnζ dx

−2α

2∗

∫
Ω

(u+
n )α−1(v+

n )βϕdx− 2β

2∗

∫
Ω

(u+
n )α(v+

n )β−1ζ dx = on(1), ∀ (ϕ, ζ) ∈ X. (4.13)

Vamos analisar o comportamento de cada termo de (4.13) quando n → ∞. Afirmamos
que ∫

Ω

∇un · ∇ϕdx→
∫

Ω

∇uo · ∇ϕdx (4.14)

e ∫
Ω

∇vn · ∇ζ dx→
∫

Ω

∇vo · ∇ζ dx, (4.15)

quando n → ∞. De fato, seja f : H1
o (Ω) → R dada por f(u) =

∫
Ω
∇u · ∇ϕdx,

onde ϕ ∈ H1
o (Ω). Observe que f é linear e além disso, pela desigualdade de Hölder,

|f(u)| ≤ ‖ϕ‖H1
o (Ω)‖u‖H1

o (Ω), logo f é contínua. Portanto f ∈ (H1
o (Ω))′. Como un ⇀ uo

fracamente em H1
o (Ω) então por (i) da Proposição 1.1 temos (4.14). Analogamente,

mostra-se (4.15). Também, pela desigualdade de Hölder, temos∣∣∣∣∫
Ω

unϕdx−
∫

Ω

uoϕdx

∣∣∣∣ ≤ ∫
Ω

|(un − uo)ϕ| dx ≤ ‖un − uo‖2‖ϕ‖2,
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e usando o fato de que un → uo fortemente em L2(Ω), segue que∫
Ω

unϕdx→
∫

Ω

uoϕdx, quando n→∞. (4.16)

Analogamente, vale∫
Ω

vnϕdx→
∫

Ω

voϕdx,

∫
Ω

unζ dx→
∫

Ω

uoζ dx e
∫

Ω

vnζ dx→
∫

Ω

voζ dx, (4.17)

quando n→∞. Agora vamos mostrar que para todo ϕ, ζ ∈ H1
o (Ω),∫

Ω

(u+
n )α−1(v+

n )βϕdx→
∫

Ω

(u+
o )α−1(v+

o )βϕdx (4.18)

e ∫
Ω

(u+
n )α(v+

n )β−1ζ dx→
∫

Ω

(u+
o )α(v+

o )β−1ζ dx (4.19)

quando n → ∞. Seja wn = (u+
n )α−1(v+

n )β. Afirmamos que wn ∈ L2∗/(2∗−1)(Ω). De fato,
usando a desigualdade de Hölder com expoentes p = (2∗ − 1)/(α− 1) e p′ = (2∗ − 1)/β

e a continuidade da imersão H1
o (Ω) ↪→ L2∗(Ω) obtemos uma constante K > 0 tal que∫

Ω

|wn|
2∗

2∗−1dx ≤
∫

Ω

(
|un|α−1|vn|β

) 2∗
2∗−1 dx

≤
(∫

Ω

|un|2
∗
dx

) α−1
2∗−1

(∫
Ω

|vn|2
∗
dx

) β
2∗−1

≤ K‖un‖
2∗(α−1)

2∗−1

H1
o (Ω) ‖vn‖

2∗β
2∗−1

H1
o (Ω)

≤ K‖(un, vn)‖2∗( α−1
2∗−1

+ β
2∗−1

)

= K‖(un, vn)‖2∗ .

Como (un, vn) é uma sequência limitada em X segue que wn é uma sequência limitada
em L2∗/(2∗−1)(Ω). Além disso, por (iii), wn → (u+

o )α−1(v+
o )β q.t.p. em Ω. Aplicando o

Teorema 1.6 concluímos que∫
Ω

(u+
n )α−1(v+

n )βϕdx→
∫

Ω

(u+
o )α−1(v+

o )βϕdx, ∀ϕ ∈ L2∗(Ω),

e em particular, para todo ϕ ∈ H1
o (Ω). A prova de (4.19) é análoga. Agora fazendo

n → ∞ em (4.13) e usando (4.14)-(4.19) obtemos J ′(uo, vo)(ϕ, ζ) = 0, para todo ϕ, ζ ∈
H1
o (Ω). Agora, de J ′(uo, vo)(u−o , v−o ) = 0 obtemos∫

Ω

(|∇u−o |2+|∇v−o |2) dx−
∫

Ω

[
a(u−o )2 + 2b(u−o )(v−o ) + c(v−o )2

]
dx = b

∫
Ω

(v+
o u
−
o +u+

o v
−
o ) dx ≤ 0.
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Daí, e de (2.8), temos

‖(u−o , v−o )‖2 − µ2

∫
Ω

[
(u−o )2 + (v−o )2

]
dx ≤ 0.

Combinando com (1.20) vem (
1− µ2

λ1

)
‖(u−o , v−o )‖2 ≤ 0,

e consequentemente, (u−o , v
−
o ) = (0, 0). Portanto, uo ≥ 0 e vo ≥ 0. Daí, (uo, vo) satisfaz

(1) e portanto é solução fraca de (Pα,β,A). Pela Proposição 3.1, temos que uo, vo ∈ C2(Ω)

e consequentemente (uo, vo) é solução de (Pα,β,A). Para mostrar que esta solução é não
trivial, primeiramente observamos que uo ≡ 0 se, e somente se, vo ≡ 0. De fato, se uo ≡ 0

e vo 6≡ 0 então pela primeira equação de (Pα,β,A) obtemos que b = 0. Daí concluímos que
µ1 = c ou µ2 = c. Agora, pelas segunda e terceira equação de (Pα,β,A), temos −∆v = cv, x ∈ Ω,

v = 0, x ∈ ∂Ω.

O fato de que 0 < µ1 ≤ µ2 < λ1 contradiz λ1 ser o menor autovalor positivo do Lapla-
ciano. O mesmo raciocínio vale para vo ≡ 0 e uo 6≡ 0. Concluímos que uo e vo são
ambas não identicamente nulas ou (uo, vo) ≡ (0, 0). O último caso não pode ocorrer. De
fato, argumentando por contradição, supomos que (uo, vo) ≡ (0, 0). Como (un, vn) é uma
sequência limitada em X, passando uma subsequência se necessário, podemos supor que
existe

` = lim
n→∞

∫
Ω

(|∇un|2 + |∇vn|2) dx ≥ 0. (4.20)

Pela convergência forte de (un), (vn) em L2(Ω), obtemos, como na demonstração do
Teorema D,

lim
n→∞

∫
Ω

(au2
n + 2bunvn + cv2

n)dx =

∫
Ω

(au2
o + 2buovo + cv2

o)dx = 0. (4.21)

De J ′(un, vn)(un, vn) = on(1) e de (4.20), (4.21), obtemos

lim
n→∞

∫
Ω

(u+
n )α(v+

n )βdx =
`

2
. (4.22)

Por outro lado, de J(un, vn) = c + on(1) e de (4.20), (4.22), obtemos c = `/N . Se
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An =
(∫

Ω
|un|α|vn|βdx

)1/2∗ 6= 0 então

∫
Ω

(∣∣∣∣∇( unAn
)∣∣∣∣2 +

∣∣∣∣∇( vnAn
)∣∣∣∣2
)
dx ≥ S̃.

Daí,

∫
Ω

(|∇un|2 + |∇vn|2)dx ≥ S̃A2
n = S̃

(∫
Ω

|un|α|vn|βdx
)2/2∗

≥ S̃

(∫
Ω

(u+
n )α(v+

n )βdx

)2/2∗

.

Note que se An = 0, a desigualdade acima é trivialmente satisfeita. Fazendo n → ∞

na desigualdade acima e usando que ` = cN , obtemos c ≥ 2

N

(
S̃

2

)N/2

, o que contradiz

(4.10). Portanto, (uo, vo) 6≡ (0, 0). Pelo Lema 3.2 concluímos que uo, vo > 0 em Ω. Isto
finaliza a demonstração do Teorema A. 2
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Baixar livros de Literatura
Baixar livros de Literatura de Cordel
Baixar livros de Literatura Infantil
Baixar livros de Matemática
Baixar livros de Medicina
Baixar livros de Medicina Veterinária
Baixar livros de Meio Ambiente
Baixar livros de Meteorologia
Baixar Monografias e TCC
Baixar livros Multidisciplinar
Baixar livros de Música
Baixar livros de Psicologia
Baixar livros de Química
Baixar livros de Saúde Coletiva
Baixar livros de Serviço Social
Baixar livros de Sociologia
Baixar livros de Teologia
Baixar livros de Trabalho
Baixar livros de Turismo
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