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RESUMO

Neste trabalho, estuda-se resultados de existéncia e nao-existéncia de solucoes de
um sistema de equagoes elipticas semilineares envolvendo o expoente critico de Sobolev
em um dominio limitado do R™. Tais resultados foram demonstrados por Alves, de
Morais Filho e Souto em 2000 e estendem para sistemas resultados do caso escalar
critico publicados no famoso artigo de Brézis e Nirenberg em 1983. Utilizando o método
minimax e a teoria de regularidade, obtém-se a existéncia de solucao positiva quando os
autovalores da matriz A associada ao sistema sao positivos e menores do que o primeiro
autovalor do Laplaciano. Quando os autovalores de A sao nao-positivos, a nao-existéncia
de solugoes nao-triviais é obtida utilizando-se a Identidade de Pohozaev e o Principio de
Continuacdo Unica. Um argumento de contradicdo garante a nao-existéncia de solucoes
positivas quando os autovalores de A sao maiores ou iguais ao primeiro autovalor do

Laplaciano.



ABSTRACT

In this work, we study results of existence and non-existence of solutions to a semi-
linear elliptic system involving the critical Sobolev exponent in a bounded domain in
RY. Such results were proved by Alves, de Morais Filho and Souto in 2000 and they
extend to systems the critical scalar case published in 1983 in the famous paper by Brézis
and Nirenberg. By using the minimax method and the regularity theory, we obtain the
existence of positive solution when the eigenvalues of the matrix A associated to the
system are positive and smaller than the first eigenvalue of the Laplacian. When the
eigenvalues of A are non-positive, the non-existence of non-trivial solutions is obtained
by using the Pohozaev’s Identity and the Principle of Unique Continuation. A contra-
diction argument give us the non-existence of positive solutions when the eigenvalues of

A are greater than or equal to the first eigenvalue of the Laplacian.
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Introducao

Neste trabalho estudamos a existéncia e nao-existéncia de solucoes do seguinte sis-

tema de equagoes elipticas semilineares

( 2 a-21 .18
—Au = au+ bv + ulu|]*|”, 1 eqQ,
a+ 3
—Av =bu+ cv+ £|u|av|v|ﬂ_2, x € ), (P, )
a+ @,B,A
u=uv=>0, x € 011,
u,v > 0, x €,

\

onde Q é um dominio limitado do R com fronteira suave 9Q, N > 3, a,b,c, a, 3 sao

constantes reais e a, § > 1.

Problemas semilineares elipticos tem sido intensivamente estudados na literatura. E

bem conhecido que o problema

—Au = |[ul* 2u, ze€Q,
u =0, x € 0,

onde 2 é um dominio limitado do RV, N > 3 e 2* = ]\?—g ¢é o expoente critico de Sobolev,

nao tem solugbes nao-triviais no caso em €2 é um dominio estrelado. A demonstragao
desse fato (veja Lema 2.4) decorre da Identidade de Pohozaev [27| e do Principio de

Continuacdo Unica (veja Secao 1.8).

Em 1983, Brézis e Nirenberg [8] consideraram o seguinte problema com crescimento

critico e uma perturbagao de mais baixa ordem:

—Au=u¥"1+u, z€Q,
u >0, x €, (BN)
u =0, x € 012,

onde Q é dominio limitado do RY, N >3 e A € R. Eles demonstraram que se N > 4, o



problema (BN) tem uma solu¢ao para qualquer A € (0, \;), onde A; denota o primeiro
autovalor positivo de —A em 2 com condi¢ao de Dirichlet © = 0 sobre 0f2, e nao tem
solucao quando A > A ou quando A < 0 e €2 é um dominio estrelado. Além disso, eles
provaram que quando N = 3 e {0 é uma bola em RY entdo (BN) tem uma solugao se,
e somente se, \ € (%, A1). Desde entdo, muitos artigos vem sendo publicados tratando
dessa classe de problemas (veja, por exemplo, [12, 10, 5, 28, 6, 19, 15]), bem como de
suas generalizagOes para o caso quasilinear (veja, por exemplo, |21, 18, 16, 4, 13|) e para
o caso onde sistemas de equagbes com crescimento critico sdo consideradas (veja, por
exemplo, [14, 3, 11, 30, 2, 22, 32]). A principal dificuldade em tratar o caso critico é a
falta de compacidade da imersao H!(Q) — L* ().

O objetivo desse trabalho é estudar resultados de existéncia e nao-existéncia de
solugoes do sistema (P 5.4), demonstrados por Alves, de Morais Filho e Souto em [3].
No caso em que « + 3 = 2%, eles adaptaram os argumentos de Brézis e Nirenberg [8|

para o sistema (P, ,).

O sistema (P} ; 4) pode ser reescrito na forma vetorial

[ _AZ =V (XAZ,2)+ F(2)), z€Q,
Z=0, x € 09, (P;,,a,A)
Z >0, x €€,

b ¢ Av a+p
(. ,. ) denota o produto interno usual do R? e Z > 0 significa u > 0 e v > 0.

b A
onde A:<a . Z = (w,0)7, AZz( “) F(Z) = —2_|ul*|o]?

Escrevemos (Py3,4) para nos referir ao sistema (P 5 ) sem a condigao Z > 0 em Q.
Denotamos por pi; e o os autovalores reais da matriz A e vamos admitir que py < .

Designamos por X o espago H!(Q) x H!(Q) dotado da norma

)2 = Nl + 0020 = / Vulde + / Vof2d.

Uma solucao fraca de (P, ,.4) ¢ um par (u,v) € X satisfazendo

/Vu-Vgodx+/Vv-VCdx—/augpdx—/bvwdx—/bu{dx
Q Q Q Q Q

2a 20
— [ cvCdx — /ua_Qvﬂu dx——/ w|*v|?~2u¢dr = 0, 1
[ evcta = = a2l upds = = | o )

para todo (p,() € X.



Entendemos por solugao de (P 5 4) (ou de (Pa,4)) uma fungao u € C*(Q)NC" (Q)

que satisfaz (P 5 ;) (ou (Pa,4)) no sentido pontual.
O resultado principal desse trabalho é o seguinte teorema.

Teorema A Suponha que o, 3> 1, a+3=2"eb>0. Se
(i) N>4deO0<p <pp<Aix ou
(11) N =3, Q é uma bola e \/4 < py < g < Ay,

entdo o sistema (P} 5 1) tem uma solugao.
Também estudamos os seguintes resultados de nao-existéncia.

Teorema B Suponha o+ 3 > 2* e uy < 0. No caso em que o+ 3 = 2%, g = 0 e
a,b,c =0, suponha também «, 3 > 2. Entao, se £ € um dominio estrelado em relagao a

origem, o sistema (Pn g .4) possui somente a solugdo trivial.

Teorema C Seb >0 e pus > A ouseb <0 e p > A, entdo o sistema (P;“ﬁ 4) nao

tem solucgao.

A demonstragao do Teorema B, no caso a + 3 = 2* e us = 0, usa o Principio de
Continuagao Unica. Quando a, b, ¢ nao sao simultaneamente nulos, podemos demonstrar

esse caso mais facilmente sem utilizar esse principio, se admitirmos a hipotese adicional

2
% + (g) (veja Observagao 2.5).

Observamos que, examinando a demonstracao do Teorema C, podemos também con-
cluir que se b =0 e p1 > Ay entdo o sistema (P, 34) nao possui solugdes (u,v) em que
uma das duas fungées u, v muda de sinal e a outra conserva o sinal em 2 (veja Observa-
¢ao 2.6).

Por fim, no caso a + 3 < 2%, temos o seguinte resultado.

Teorema D Suponha que b > 0, s < Ay e a+ [ < 2*. Entao o sistema (P;@A) tem

solucao.

Este trabalho esta organizado da seguinte maneira. No Capitulo 1, reunimos alguns
conceitos e resultados preliminares necessarios para as demonstracoes dos teoremas. No
Capitulo 2, demonstramos os Teoremas B e C. No Capitulo 3, demonstramos a regulari-
dade das solugoes fracas quando a + < 2%, bem como apresentamos a demonstracao

do Teorema D. Finalmente, no Capitulo 4, demonstramos o Teorema A.



Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo reunimos alguns conceitos e resultados preliminares que serao utiliza-
dos ao longo desse trabalho. Comegamos com a defini¢ao de topologia fraca em espagos

de Banach (ver, por exemplo, [9]).

Seja E' um espago de Banach com norma || ||. O espago dual de E, denotado por
E', é o espago dos funcionais lineares continuos de £ em R. O espago E’ esta dotado da

norma

£l = sup [ f(x)].

z€FE
llell <1

Dado f € E’, designamos por ¢y : E — R a aplicacao dada por ¢¢(z) = f(x). A
topologia fraca o(F, E') é definida como sendo a topologia menos fina em F, isto é, com
menos abertos, que torna continuas todas as aplicacoes (¢y)er. Dada uma sequéncia

(x,) em E, dizemos que x,, — z fracamente em E quando z,, — x na topologia fraca

o(E, E).

Proposicao 1.1 Seja (x,) uma sequéncia em E. Temos que

(i) x, — x fracamente em E se, e somente se, f(x,) — f(z), para todo f € E';
(17) Se x, — x fortemente em E entio x,, — x fracamente em E;

(1ii) Se x, — x fracamente em E entao ||x,| € limitada e ||| < lim inf ||z,||;

(

iv) Se x, — x fracamente em E e f, — [ fortemente em E' entio f,(x,) — f(x).

Seja E” o bidual de E, isto é, o dual de E’, dotado da norma

1€l = sup [€(f)]-

fer!
Ir<t



Definimos a aplica¢do canoénica J : EF — E” da seguinte forma. Dado x € E, Jx
é a aplicacdo linear e continua de E’ em R dada por Jz(f) = f(z), para todo f € FE'.
Observamos que J é linear e J é uma isometria. Dizemos que E é reflexivo quando
J(E) = E”, ou seja, podemos identificar implicitamente E e E” (através do isomorfismo

J). Em espagos reflexivos, vale o seguinte resultado.

Teorema 1.2 Seja E um espago de Banach reflexivo e seja (x,) uma sequéncia limitada

em E. Entao existe uma subsequéncia (z,,) de (x,) que converge na topologia fraca

o(E,E").

Agora recordamos a definigao e alguns resultados de convergéncia dos espagos LP. Se
Q) ¢ um subconjunto aberto do RY, designamos por L'(Q) o espaco de todas as fungoes
integraveis a Lebesgue sobre 2. Esse espago esta dotado da norma || f|l; = [, |f(x)|dz.
Para 1 < p < oo, denotamos por LP(2) o espago das fungdes f : 2 — R Lebesgue

mensuraveis tais que [, |f(x)[Pdz < co. Designamos por p’ o expoente conjugado de p,

1 1
isto ¢, p’ é tal que — + — = 1. Para todo a,b € R com a,b > 0, vale
p p

A desigualdade acima, conhecida como desigualdade de Young, é usada para demonstrar
a desigualdade de Holder.

Teorema 1.3 (Desigualdade de Holder) Sejam f € LP(Q) e g € LY (). Entdo
frgeLi(Q)e

l}ﬂmmexg(1]ﬂmvmjvp(LMQmﬂm)Uﬂ.

LP(§2) é um espaco vetorial e || || : LP(2) — R dada por
1/p
111, = ( [ irtopas)
0
define uma norma em LP(Q2). (LP(€2),] ||,), 1 < p < 0o, é um espago de Banach reflexivo

e separavel.

Teorema 1.4 (Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue) Seja (f,) uma

sequéncia de fungoes em L'(Q2). Suponhamos que



(1) fulx) = f(2) gt.p. em
(i1) existe uma fungao g € L*(Q) tal que para cadan € N, | f,(z)| < g(x) q.t.p. em Q.
Entdo f € L'(Q) e [fa — fl1 — 0.

Teorema 1.5 Sejam (f,) uma sequéncia em LP(2), 1 < p < oo, e f € LP(Q) tais que
| fn = fllp — 0. Entao existe uma subsequéncia (fn,) de (f.) tal que

(1) foi(x) = f(x) g.t.p. em Q;
(it) | fn, ()| < h(z) g.t.p. em Q, para todo k € N, com h € LP(Q).

Como LP(f) é reflexivo para 1 < p < oo, se (f,) é uma sequéncia limitada de LP(€2)
entdo, pelo Teorema 1.2, existe uma subsequéncia (f,,, ) de (f,,) que converge fracamente
em LP(Q2) para uma certa funcdo g. O proximo resultado (ver Lema 4.8 em [24]) garante

que se ja tivermos que (f,,) converge para f q.t.p. em ) entdo, necessariamente, g = f.

Teorema 1.6 Se (f,) € uma sequéncia limitada de LP(QY), 1 < p < oo, que converge

para f q.t.p. em §, entao

/ fol@)p(z)dz — / f@)p(x)dz, Ve IP(Q).
Q Q

A seguir listamos algumas definigoes e notagoes utilizadas no decorrer desse trabalho.

Um vetor a = (ay,...,ay) € (NU{0})N é chamado um multiindice de ordem

olel 5
or D%.
02719257 .. . 9z ¥

Para 0 < § < 1, denotamos por C*?(Q) o subespaco das funcdes u € C*(Q) tais que,

la| = a1 + ...+ an. Denotamos o operador derivada parcial

para todo 0 < |a| < k, D*u satisfaz em 2 a condigdo de Holder com expoente 6, isto é,

existe uma constante K > 0 tal que

|Du(z) — D*u(y)| < K|z —y|’, z,y€Q.

Escrevemos V CC € quando V esté fortemente contido em €, isto é, quando V C Q

¢ compacto. Denotamos por L} () o espago das fungoes u : 2 — R tais que u € LP(V)

para todo V CC (2.

O suporte de ¢ : 2 — R é o conjunto {x € Q : p(z) # 0}. Designamos por C°(Q2) o

espago das func¢oes infinitamente diferencidveis com suporte compacto em ).

Um dominio limitado ©Q de RY & de classe C*?, 0 < § < 1, se para cada ponto

x, € 0f) existe uma bola B com centro z, e uma aplicacao bijetora v de B em D C RV



tal que

(i) $(BNQ) C RY;

(i1) (BN oK) C ORY;

(iti) v € C*(B), ¢~ € C*(D),

onde RY = {(21,...,2n) € RN : 2y > 0}

Dizemos que um dominio 2 C RY ¢é estrelado em relacao a z, € Q quando

(x — x,) - v > 0 para todo = € 0L, onde v é o vetor normal unitério exterior a €.

1.1 Espacgos de Sobolev

O contetdo dessa segao pode ser encontrado, por exemplo, em [20], [9] e [1].

Seja 2 um dominio de RY. Seja u € L. (Q) e a = (a1,...,ay) € (NU{0})V

loc

um multiindice. A derivada fraca D®u, quando existe, ¢ uma funcao g, € L}, .(Q) que

satisfaz
/gagpd:v: (—1)a|/uD°‘4pd$, Ve C(Q),
Q Q
onde o] = a3 + ... + ay. Observamos que D%u ¢ unicamente determinada a menos

de conjuntos de medida nula. Denotamos por W*(Q), k € N, o espaco das fungoes k
vezes fracamente diferenciaveis, isto é, o espago das funcoes cujas derivadas fracas D“u

existem para todo || < k.

O espaco de Sobolev W*?(Q), 1 < p < oo, é definido por
WEP(Q) = {u € WH(Q) : D*u € LP(Q), V0 < |a| < k}.

O espago WHP(Q) esta dotado da norma ||ulyrr = |Jull, + Z | D%ullp-
1< <k
Designamos por W*P(Q), 1 < p < 0o, o completamento de C°(2) na norma de
WEr(Q). O espago (W P(Q), ||.lwe.s) € o espago WFP(Q) com a norma induzida pela
norma de W¥P?(2) sdo espacos de Banach separaveis para 1 < p < oo e reflexivos para

1<p<oo.

Denotamos o espago W12(Q) por HY(Q) e W12(Q) por H}(Q). Em H'(Q) usamos
a norma equivalente a ||u|ly12 dada por [|u||g = |Jullz + |[|[Vul|2, onde por simplicidade

de notagao escrevemos ||Vul|y significando a norma L? de |Vul.



Recordamos que se (E, ||.||g) C (F,|.||r) sdo dois espagos de Banach entao dizemos
que F esta imerso continuamente em F' se o operador id : E — F', dado por id(x) = z, é
um operador linear e continuo, isto ¢, existe uma constante C' > 0 tal que ||u||r < C||u||g
para todo u € E. Se além disso, cada sequéncia limitada em E possui uma subsequéncia

convergente na norma de F' dizemos que a imersao é compacta.

2N
N 2F = ——.
0 que segue, N3

Teorema 1.7 Eziste uma constante C = C(N,Q) tal que

[ullr < CIVull2,  VueCX(Q), (1.1)

e por completamento, para todo u € HX(Q2). Consequentemente, H:(Q) — L* (Q) € uma

mmersao continua.

Como consequéncia do Teorema 1.7 e da desigualdade de Holder temos o seguinte

resultado:

Proposigao 1.8 (Desigualdade de Poincaré) Seja 2 um dominio limitado do RY.

Entao existe uma constante C' = C(Q2, N) tal que

lullz < CIVull2,  Vu € Hy().

Em particular, a desigualdade de Poincaré nos informa que quando {2 é um dominio
limitado, ||Vullz ¢ uma norma em H!(Q) equivalente & norma ||ul|z. Denotamos
[ull ey i) = ([Vull2, u € Hy(Q).

Também como consequéncia do Teorema 1.7 e da desigualdade de Holder, sendo
Q) um dominio limitado, temos que, a imersao H!(2) — L%()) é continua para todo

1 < g < 2*. Na realidade, podemos enunciar o seguinte resultado de compacidade:

Teorema 1.9 (Rellich-Kondrachov) Seja Q um dominio limitado do R™. Entdo

H!(Q) — L1(Q) € uma imersao compacta para todo 1 < q < 2*.

Combinando os resultados acima, podemos enunciar o seguinte resultado.

Proposigao 1.10 Seja Q um dominio limitado do RYN. Seja (u,) uma sequéncia limi-

tada em H!(SY). Entdo existe u € HX(Q) tal que, a menos de subsequéncia,



i) u, — u fracamente em H(Q);
ii) u, — u fracamente em L* (Q);

(
( );
(14i) u, — u fortemente em L1(Q), 1 < q < 2%;
(1) up(x) — u(x) g.t.p. em Q e

(

V) un ()| < hy(x) para todo n € N, ¢.t.p. em Q, com hy(x) € LI(Q), 1 < g < 2*.

Demonstragao: Como H!(€) é um espago reflexivo, (i) segue do Teorema 1.2. Pelo
Teorema 1.7, (u,) é também uma sequéncia limitada no espago de Banach reflexivo
L¥ (Q) e daf segue (ii). A afirmacdo (i7i) é consequéncia direta do Teorema 1.9. (iv) e

(v) seguem de (7iz) (ver Teorema 1.5). O

Agora vamos mostrar que se u € H}(Q) entdao u™ = max{u,0} € H}(Q). Este fato

é consequéncia dos trés lemas a seguir.
Lema 1.11 Se u € H'(Q) e supp (u) é compacto, entio u € H:(Q).
Lema 1.12 Se u € WYQ) entdo u™ = max{u,0}, v~ = min{u,0}, |u| = u™ — u~

pertencem a W(Q) e
Vut — Vu, seu >0,
0, seu <0,

_ 0, seu >0,
Vu =
Vu, seu <0,

Vu, seu >0,
Viul = < 0, seu =0,
—Vu, seu<0.

Lema 1.13 A aplicagio T : H'(2) — H* () dada por T'(u) = u™ € continua.

Demonstracao: Para mostrarmos que 71" é continua é suficiente verificarmos que, dada
uma sequéncia (u,) C H'(Q) com u, — u em H'(Q), temos, a menos de subsequéncia,
uf — ut. Seja entao (u,) C H'(Q) com u, — u em H'(Q)). Podemos escrever u, =
u + hy, com h, — 0 em H'(Q) e portanto h, — 0 em L?(Q), Vh, — 0 em [L?(Q)]".

Pelo Teorema 1.5, a menos de subsequéncia,

hp(z) — q.t.p. em ,
Vh,(z) —0 q.t.p. em €, (1.2)
|ho(z)] <wv(z)  paratodo n, q.t.p. em 2, com v € L*(Q) e '

(

v
|Vh,(z)] <w(z) paratodon, q.t.p. em 2, com w € L*(Q).
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Por (1.2), temos (u + h,)" —u" — 0 q.t.p. em . Além disto,
|(u+hy)t —ut] < |(u+h)T|+|ut| < Jutho| +|u] < 2ul+ve L Q).
Portanto, aplicando o Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue,

/Q |(u+ hy)t —utPdz — 0. (1.3)

Afirmamos que V(u+ h,)" —Vut — 0 q.t.p. em Q. De fato, por (1.2), basta considerar
z € Q tal que h,(z) — 0 e Vh,(z) — 0 quando n — oo. Se u(z) > 0, u(z) + h,(z) >0
para n suficientemente grande, e utilizando o Lema 1.12, V(u+h,,)" —Vu™ = V(u+h,)—
Vu = Vh, — 0 quando n — oo. Analogamente, se u(x) < 0, V(u + h,)" — Vut =0
para n suficientemente grande. Finalmente, se u(x) = 0, utilizamos novamente o Lema
1.12 para obter V(u+h,)"—Vu™ = Vit — 0 quando n — oo. Isso conclui a verifica¢ao

de nossa afirmacao. Utilizando mais uma vez o Lema 1.12,

V(u+h,)t = Vut| < |[V(u+h)t ]+ |Vut| < [V(u+hy)| + |Vl
< 2|Vu| + |Vh,| < 2|Vu|+w € L*(Q).

Aplicando novamente o Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue, obtemos
/ IV (u+ hy)* — Vut[Pdz — 0. (1.4)
Q

De (1.3) e (1.4) segue que u,;f = (u+ h,)" — u™ em H'(Q). O

Corolario 1.14 Se u € H(Q) entio u™ € HL(Q).

Demonstragao: Sejau € H!(Q2). Pela definicao de H}(Q2) existe uma sequéncia (y,,) C
C>(Q) tal que ¢, — u em H'(Q). Pelo Lema 1.13, ¢ — u’ em H(Q). Além disso,
como supp (¢;7) C supp (¢,) e supp (pn) é compacto, pelo Lema 1.11, ¢ € H}(Q2) para
todo n € N. Logo u* € H}(Q). O

Finalizando essa se¢ao, enunciamos um teorema que reiine as mais importantes imer-
soes dos espacos de Sobolev W*?(2). Sua demonstracao pode ser encontrada por exem-

plo, em [1].

Teorema 1.15 Seja Q um dominio do RY de classe C%'. Sejam j e k niimeros inteiros

nao negativos e 1 < p < oo. Entao
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(1) se kp < N entio a imersao WHP(Q) — L4(Q) € continua, para todo p < q <
Np/(N — kp).

(ii) se kp = N entdo a imersao W*P(Q)) — L4(2) € continua, para todo p < q < oco.
(i3i) se kp > N > (k — 1)p, entdo a imersdao WItFP(Q) — C79(Q) ¢ continua para todo
0<60<k—(N/p).

(iv) se N = (k — 1)p, entio a imersio WiThP(Q) — C7(Q) é continua, para todo

0<6<l.

1.2 Funcionais diferenciaveis

Seja £ um espaco de Banach. Dizemos que o funcional I : F — R é Fréchet
diferenciavel em z € FE se existe uma funcao L € E’ satisfazendo: para todo € > 0, existe

d =4d(e,z) > 0 tal que
|I(z+w)—I(z) — Lw| < el|w||g, para todo ||w|g < 6.

Neste caso, L é a derivada de Fréchet de I em z, e é denotada por I'(2).

Dizemos que I é de classe C! quando I é Fréchet diferenciavel em cada ponto z € E,

e z — [I'(z), como uma aplicagdo de E em E’, é continua.

Dizemos que o funcional I : £ — R é Gateaux diferenciavel em z € E se, para todo

h € FE, existe uma funcao L € E’ satisfazendo

lim% (= +th) — () — tLh] = 0.

t—0

L & chamada a derivada de Gateaux em z, e ¢ denotada por I(;(z). Observamos que

I (2)h = Pm% [I(z +th) — I(z)]

—0

e que todo funcional Fréchet diferenciavel é Gateaux diferenciavel, mas a reciproca nao

¢é verdadeira. Entretanto vale o seguinte resultado.

Proposicao 1.16 Se I : E — R tem derivada de Gateaux I}, : E — E' continua entdo

I' = I}, e consequentemente I ¢ de classe C*.

Demonstragao: Suponha que [ é Gateaux diferencidvel numa vizinhanga V' do ponto
2, € E e que a aplicagdo z € V +— [[,(z) € E’ é continua. Afirmamos que I é Fréchet

diferenciavel em z, com I'(z,) = 1:(2,).
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A fungao real t € [0,1] — I(z, + tw) é diferenciavel para w € F com ||w| g sufi-
cientemente pequeno. Assim, aplicando o Teorema do Valor Médio, existe 7 € (0,1) tal
que

1I(zo +w) — 1(2,) — I[;(z0)w| = [1(20 + Tw)w — I(2,)w]. (1.5)
Usando a continuidade da derivada de Gateaux, dado ¢ > 0, existe d; > 0 tal que

|lTw||g < 01 implica que

115(20 + Tw) — IG(20) || = sup |15 (20 + Tw)v — I5(20)v] < €.
veEE
loli<1

Logo

115 (20 + Tw)w — I5(20)w| < gl|w||g.
Voltando a (1.5) obtemos que existe § = 0, /7 > 0, tal que
(2o + w) — I(2,) — I(20)w| < el|w|| g para todo |Jw| g < 0.
Isto mostra que I’ = I, em F e portanto I é de classe C'. a

Agora vamos mostrar que os funcionais que iremos utilizar mais tarde sao de classe

c

Proposigao 1.17 Seja Q2 um dominio limitado do RY. Os funcionais F,G : H{(Q) — R
dados por

F(u):/Q|Vu|2da: e G(u):/QuZd:c

sao de classe C' com

F'(u)gp:2/QVu~Vgod:E e G'(u)g0:2/9ug0dx, u,p € HHQ).

Demonstracao: As derivadas de Gateaux de F' e GG sao dadas por

F - F
Fi(u)p = lim (utep)

e—0 g

(w) :Z/Vu-Vgodx
Q

Go(u)p = hn% Glut 6? — G = 2/ ugp du,
E— 0

u,o € H}(Q). Observe que Fj(u) : H{(Q) — R e Gi(u) : HX(Q) — R sdo lineares e,
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além disso, sao continuas, pois pela desigualdade de Holder e desigualdade de Poincaré,

|FG(w)e] < 21wl g el m @)

Ga(wel < 2|lul2llelle < 2¢lullzllel @)
Pela Proposicao 1.16, para concluir a demonstracao basta mostrar que F(, e G sdo
continuas. De fato, pela desigualdade de Hélder e pela desigualdade de Poincaré,

[Fe(u)e — Fo(v)el <2[V(u—0)[2Velz = 2 [u = vllm@llelnw,

|Ga(w)e — G v)el < 2w —v)l2llell: < 2¢llu — vl el my@,

para todos u, v, € H}(Q). Dali,

1 F(u) — Fo ()|l =sup  [Fa(u)e — Fg(v)el — 0, quando |ju — v[| gy — 0
PEH ()
lell<1

|Go(u) — Ga ()|l @)y = sup |Gg(u)p — Ge(v)p| — 0, quando [Ju — v|gyq) — 0.
PEH ()
el <1

O

No que se segue, designamos por X o espago H}(Q2) x H!(Q2) dotado da norma

| (u,v)||* = Hu”?qg(sz) + “”H%Ié(ﬂ)'

Proposicao 1.18 Seja Q um dominio limitado do RYN. O funcional P : X — R dado

por

P(u,v):/uvdx
Q

é de classe C' com

P/(u,v)(go,C):/Qu(da:—l—/Qvgodx, (p,€) € X.

Demonstracao: A derivada de Gateaux de P é dada por

Ply(u, v)(,¢) = lim LT e 060 = Pluy) / uC da + / vpdr,  (p0) € X

e—0 €

Observe que PL(u,v) : X — R ¢ linear e, além disso, é continua, pois pela desigualdade
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de Holder e desigualdade de Poincaré,

|Pe(u, ) (0, O < lull2[Cllz + llellzllvllz < ellullz + l[oll2) (2, OII

Pela Proposigao 1.16, para concluir a demonstracado basta mostrar que P/, é continua.

De fato, pelas desigualdade de Holder e pela desigualdade de Poincaré,

| PG (ur, v1) (9, €) = Pi(uz,v2) (0, Q) < flus — uafl2[Cll2 + [[@ll2llor = vall2
< el (ur, v1) = (ug, 02) [ I(2, O,

N

para todos uy, us, vy, ve, p, ¢ € H}(Q). Dal,

| PG (w1, v1) — Pg(ug, va)||xr = sup | Pg(u1,v1) (@, ) — Polug,v2) (g, )] — 0,

(p,0)eX
(e, ) II<1

quando ||(ur, v1) — (uz, v2)]| — O. -

Proposicao 1.19 Seja Q um dominio limitado do RY, o, 3 > 1 ea + 3 < 2*. O
funcional T : X — R dado por

T(u,v) = / () (o) da
Q
é de classe C com

T'(u0)(o.0) = [

MWV*WW%M+/ﬁWW%ﬂ“%M,(%OGX
Q Q

Para demonstrar a Proposi¢ao 1.19 utilizamos os seguintes resultados auxiliares.

Lema 1.20 Seja Q um dominio limitado do RY, a,f > 1 e o+ 3 < 2*. Sejam f,g :
X — Latsa (Q) dadas por

Se zy, = (U, v,) — 2z = (u,v) em X entao existe uma subsequéncia (z,,) de (z,) tal que
Fan) = F(2) € 9(zn,) = g(2) em L35 (Q).

Demonstracgao: Primeiro, observamos que, usando a desigualdade de Holder com ex-
poentes p = (a+ 3 —1)/(a—1) e p = (o« +  —1)/0 e a continuidade da imer-
sao HY(Q) — L*5(Q), obtemos que f(u,v) € Late (), para todo (u,v) € X.



15

Suponha que z, = (up,v,) — 2z = (u,v) em X. Usando novamente que a imersao
H(Q) — L*“tA(Q) & continua, entdo u, — u e v, — v em L (Q). Pelo Teorema 1.5,

existe uma subsequéncia (uy,, vy, ) de (u,,v,) tal que

(1) Up, () — u(z) € vy, () — v(z) q.t.p. em £,
(1) |tn, (z)] < hi(z) e |vp, (2)] < ho(z) q.t.p. em Q, para todo k € N, com hy, hy €
LotB(Q).

Entao f(un,,vn,) — f(u,v) = 0 qt.p. em Qe

[f (s vn) = f(u,0)] < @t |7 Hon, |7+ aul* ol

< ahSTHRE + alul T Hul? e Laflﬁl(Q).

Pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue,
f(tny, Un,) — f(u,v) em LatsoT (Q).

Procedendo de forma anédloga, podemos mostrar que g(z,,) — g(2). O

Corolario 1.21 As fungoes f e g dadas no Lema 1.20 sao continuas.

Demonstragao: Seja z, uma sequéncia convergindo para z em X. Devemos mostrar que
Ty = ||f(zn)— f(2) H%ﬂl — 0 quando n — oo. Argumentando por contradicao, suponha
que x, nao convirja para zero. Entao dado € > 0, podemos extrair uma subsequéncia
(xn,) de (x,) tal que (z,,) ¢ (—¢,¢), para todo k € N. Pelo Lema 1.20, existe uma

subsequéncia (zy,, ) de (z,,) tal que z,, — 0, uma contradigao. O

Demonstracao da Proposicao 1.19: A derivada de Gateaux de T é dada por

T(u+tp) —T(u)

Ti(uw)p = lim

t—0 t
o [ ) T (w10 — @)
t—0 Q t

Seja h : [0,1] — R dada por h(t) = [(u+ te)™]* [(v+ €))%, onde u,v,¢,¢ € HX(Q).
Usando o Teorema do Valor Médio, existe 7 € (0, 1) tal que

) = h(0) _ [(utto) ] [(v + )" — (uh)*(v")°
t t

= af(u+Tte) ) p[(v + 7))+ B [(u+ THe) ] (v + ) T)TIC
(1.6)
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< aflul + [e))* el (ol + €)% + B(lul + [l (vl + )" I¢]-

Afirmamos que (|u| + [¢)*Hlol(lv] + <) e (Jul + [])* (o] + [¢)7IC € LH(€). De
fato, usando a desigualdade de Holder com expoentes (a+ ) /(a—1), a+ e (a+ )/

obtemos

/Q(|UI+\¢|)‘“1|<p|(\v!+|<\)ﬂdx < Il + leDligzs lellass (ol + 1Dl

< o (Julash + 1e28) lellass (1012 +1C12,5)

onde ¢; = 28, Usando o fato de que a imersio H!(Q2) — L*™F(Q) é continua,
concluimos que (|u| + |¢|)* o|(lv] + [¢])® € L'(2). Analogamente, se mostra que
(Jul + el (lv] + €))7 H[¢] € LH(€). Além disso, de (1.6),
to) V1P = (uhH)e(vh)B
lim [(u+ 90) ] [(U+ C) ] ('LL ) (U ) :a(u+)°‘_1(v+)5gp+ﬁ(u+)a(v+)’6—1§

t—0 t

Aplicando o Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue

Tew,0)(6.0) = [ ol 0" pde + [ Bty 0") cds,

Pela Proposigao 1.16, para concluir a demonstragao basta mostrar que 7¢, é continua.
Sejam f(u,v) = a(ut)* 1 (vh)? e g(u,v) = B(ut)*(v*)?L, (u,v) € X. Suponha z, =
(Un,vy) — 2z = (u,v) em X. Pelo Corolario 1.21, f(z,) — f(2) e g(2,) — g(2) em

Lath (©). Aplicando a desigualdade de Holder com expoentes p = aa+5 ep =a+pf

+6-1
e a continuidade da imersao H(Q) — L2*#(Q), obtemos

ITt(20) (9.C) — TL(2)(9,0)] < / ) — F(2)] ol i+ / 19(20) — 9(2)1[¢] da

< | fCzn) = F)_ats lellars +119(2n) = g()_asz_[Clla+s

< ellf (zn) = S| _ssa I lmyon + () = () _sso 1Ly

< e (I1f ) = SO g, + lg(zn) = 9|z, ) 2, Ol

para todo (¢, () € X. Portanto,

176(zn) = Tl < e (1 (z0) = SOl _sse, + ll9(z0) = 9(2) | s, ) = 0,
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quando n — oo. Logo T¢, é continua. 0

1.3 Multiplicadores de Lagrange

Nesta secao, estudamos o Teorema dos Multiplicadores do Lagrange em espagos de
Banach, que nos d& uma técnica para otimizar um funcional sujeito a uma restri¢ao na
forma de um funcional auxiliar com um valor fixo. Este método é aplicado no estudo
dos autovalores do Laplaciano (veja segao 1.6) e para demonstrar o Teorema D. Para a

demonstragao do Teorema de Lagrange utilizamos o seguinte resultado (veja [26]).

Proposicao 1.22 Seja X um espago de Banach. Suponha que F,G : X — R sao de
classe C'. Se para algum x, € X podemos encontrar v,w € X tais que F'(z,)v G'(z,)w #

F'(z,)wG'(x,)v, entao F nao tem um extremo local em x,, mesmo quando restrito a

M={zxe X :Gx)=_G(z,)}.

Demonstracao: Suponha z,,v,w € X como na hipétese. Para s,t € R considere
f(s,t) = F(x, + sv+tw), g(s,t) = G(x, + sv+ tw)

e p : R? — R? dada por ¢(s,t) = (f(s,t),g(s,t)). Por hipotese, temos que

~—

‘3(1“79

(5.0 (0, O)‘ = F'(2,)v G (zo)w — F'(z,)w G (z,)v # 0.

Q

Como ¢ é de classe C'* entao podemos aplicar o Teorema da Funcao Inversa para concluir
que existe uma vizinhanga V' de (0,0) e uma vizinhanga W de ¢(0,0) = (F(z,), G(z,))
tal que H : V — W é difeomorfismo.

Seja Bs(x,) C X, com 0 > 0, uma vizinhanga de x, em X. Vamos mostrar que existe
Yo € MNBs(x,) tal que F(y,) > F(z,). Para tanto, tome ¢’ > 0 suficientemente pequeno
tal que ¢’ < 5//g|v||x + |lw||x) e Bs(0) C V C R? Assim, go|35/<
entre By (0) e W = ¢(By(0)) C W.

0 é um difeomorfismo

Tome (F(z,) + ¢, G(z,)) € W, para algum ¢ > 0 suficientemente pequeno. Entdo
existe (s,,t,) € By/(0) tal que ¢(s,,t,) = (F(x,) + ¢, G(x,)). Dali,

F(zo+ sov + tow) = F(z,) +€ > F(x,) e G(x,+ sov + tow) = G(x,).
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Afirmamos que y, = x, + Sov + t,w € M N Bs(x,). De fato, como G(y,) = G(x,) entao
Yo € M. Agora, como (s,,t,) € Bs(0) entdo

190 = ollx < sl [[0]lx + [to| [[w]lx < |(s0, Lo)|([[0]lx + lwllx) < 0.

Portanto, y, € Bs(x,). De F(y,) > F(x,) concluimos que x, nao é ponto de maximo
local de F'|j;. De maneira analoga, mostramos que x, nao é ponto de minimo local de
Flu. O

Teorema 1.23 (Lagrange) Seja X um espaco de Banach. Suponha que F,G : X — R
sio de classe Ct, G(z,) = 0 e x, € X € um extremo local para F restrito a M =
{r € X : G(z) =0}. Se G'(z,)w # 0 para algum w € X entao existe pp € R tal que
F'(z,)v = pG'(z,)v para todo v € X.

Demonstragao: Como z, € X é um extremo local para F' restrito a M = {z € X :
G(z) = 0} entao pela Proposicao 1.22 temos que F'(z,)v G'(x,)w = F'(x,)w G'(x,)v,
para todo v € X. Tomando p = (F'(z,)w)/(G'(x,)w), obtemos o resultado desejado. O

1.4 Regularidade

Nesta se¢ao, apresentamos alguns resultados de regularidade de solugoes que serao

utilizados posteriormente.

Seja € um dominio do RY. Considere o problema de Dirichlet

{ —Au(z) = h(z), =€, ()
(@) =0,

x € 04,

onde h € L*(€). Uma solugao fraca de (P) ¢ uma fungao v € H!(Q) tal que

/Vu-Vgpdx:/hgodx, Vo e HN Q).
Q Q

O resultado a seguir pode ser encontrado em Gilbarg e Trudinger [20] (Teorema 9.19,
pag. 243).
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Teorema 1.24 (Schauder) Suponha que Q é um dominio limitado do RN de classe
C*® ¢ h € C*(Q), para algum 0 < o < 1. Se u € WP(Q) com p > 1 € solugio fraca
de (P) entdo u € C**(Q).

O proximo teorema estéd demonstrado em [20] (Teorema 9.15, pag. 241).

Teorema 1.25 Seja Q um dominio do RN de classe C*'. Se h € LP(Q) para 1 < p < oo
entdo o problema (P) tem uma tunica solugio uw € W2P(Q) N Wlr(Q).

Usando os resultados acima e um argumento de “ bootstrap ” podemos mostrar a

regularidade da solugao fraca do problema de autovalor do Laplaciano (veja, por exemplo,
[24]).

Teorema 1.26 Seja Q0 um dominio limitado do RY de classe C*'. Se u € HL() é

solugao fraca de

—Au =\ Q
{ U u, x e€ll (1.7)

u=0, x€odf,

entdo u € C%(Q) e, consequentemente, u satisfaz (1.7) no sentido pontual.

Demonstragao. Sejau € H}(2) uma solugao fraca de (1.7). Como a imersao H! () —
L¥ (Q) é continua, entdo u € LP*(), onde p, = 2*. Pelo Teorema 1.25, u € W?P°(Q).
Vamos analisar os casos 2p, > N, 2p, = N e 2p, < N.

No caso em que 2p, > N temos os seguinte subcasos.

(i) Se N > p, entao pela Proposigao 1.15 (iii) com k = 2, p = p, e j = 0 temos que
u € C%9(Q) para todo 0 < 6 < 2 — (N/p,).

(1) Se N = p, entdo pela Proposigao 1.15 (iv) com k = 2, p = p, e j = 0 temos que
u € C%(Q) para todo 0 < 6 < 1.

(17i) Se N < p, entao pela Proposi¢ao 1.15 (iii) com k =1, p = p, e j = 1 temos que
u € CH9(Q) para todo 0 < § < 1 — (N/p,), e portanto, u € C%?(Q).

No caso em que 2p, = N, pela Proposigao 1.15 (i) temos que u € L9(£2) para todo
q > po. Pelo Teorema 1.25, u € W24(Q), para todo ¢ > p,. Escolhendo ¢ > p, obtemos
que 2¢ > N. Argumentando como no caso anterior, obtemos que u € C%?(Q) para algum
0<0<1.
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No caso em que 2p, < N, segue da Proposi¢ao 1.15 (i) que u € LP*(Q2) para p; =
Np,/(N — 2p,) > p,. Pelo Teorema 1.25, u € W?P1(Q). Se 2p; > N, argumentando
como nos casos anteriores, concluimos que u € C%?(Q), para algum 0 < § < 1. Agora, se
2p1 < N, pela Proposigao 1.15 (i), u € LP2(Q2) para po = Np; /(N —2p;) > p;. Repetimos
esse processo até que u € W?2Pk() com 2p, > N para algum k suficientemente grande.
Argumentando como nos casos anteriores, podemos concluir que u € C%?(Q) para algum
0<0<1.

Em quaisquer desse casos, pelo Teorema 1.24 temos que u € C%%(Q) C C?(Q).

Como u é solugao fraca de (1.7) entao

/Vu-Vgodx—/\/ugodx:O, Ve CX(Q).
Q Q

Aplicando o Teorema da Divergéncia obtemos

0 = /dz’v(@Vu)d:U—/goAudx—)\/ugodx
Q Q Q

(1.8)
- —/(Au+)\u)gpd:c, Ve Q).

Como h = Au+ \u € C(Q) C L*(Q) e C=(Q) é denso em L2(12), podemos tomar uma
sequéncia (¢,) em C°(2) convergindo para h em L?(f2). Pela desigualdade de Hélder,

/hgpndz—/thm
Q Q

quando n — oo. De (1.8) e (1.9) vem

< |[hllzllgn = hllz — 0 (1.9)

n—oo

/ h*dx = lim [ he,dx = 0.
Q Q
Segue que h = 0, ou seja, —Au = Au pontualmente em 2. O

Podemos considerar o problema (P) com h(z) = f(z,u(z)), x € £,  um dominio

limitado de RN com N > 3, onde f € C(QxR,R), satisfaz & uma condicao de crescimento
|f<$,t)| <a+ a’2|t’97

onde a1, as sao constantes positivas e 0 < 0 < 2 — 1. A regularidade das solugoes
fracas de (P) quando f tem crescimento critico pode ser obtida utilizando a estimativa
de Brezis-Kato (veja Lema B.3 em [29]) e os Teoremas 1.24 e 1.25.
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O proximo teorema é uma adaptagao para o sistema (S) do resultado de Brezis-Kato.

Sejam f, g € C(QxRxR,R), onde Q ¢ um dominio limitado do RN, N > 3. Dizemos

que (u,v) € X é uma solugao fraca de

quando vale

/Vu-Vgodx+/Vv-VCdx:/f(x,u,v)gpdx—i—/g(x,u,v)g“dx, V(p, () € X.
Q Q Q Q

Teorema 1.27 Seja Q um dominio limitado do RN, N > 3, e sejam f,g : QxRxR — R
tais que f(x,s,t) e g(x, s,t) sao fungoes mensurdveis em x € Q e continuas em (s,t) € R?
e satisfazem

|fz,s,8)| < A(@) (1 + |s| + [t]),

lg(z,5,1)] < B(2)(1 + |s| +[t])

com A, B € LN'2(Q). Se (u,v) € X ¢ uma solucdo fraca de (S) entio u,v € LI(2) para
qualquer 1 < g < oo.

Demonstragiao: Seja s > 0. Vamos mostrar que se u,v € L2t)(Q) entdo u,v €

LGE+D2Z(Q). Para isso, consideramos as funcoes auxiliares
my =min{|u|*, L} e my=min{|v|®, L}

com L > 1. Como myu,mev € HX(Q) e a imersao H!(Q) — L?> () é continua, existe

uma constante ¢; = ¢;(N, Q) tal que

JACE Qd‘”") ([ womao dfv) ] (1.10)

A idéia é tentar majorar o lado direito de (1.10) por uma constante ¢, que nao dependa

/ Imyul|® da + \m2v|2 dr < ¢

de L. Dai podemos fazer L. — oo em (1.10) para obter, aplicando o Lema de Fatou, que

/|u\(3+1)2*dw+/ 0|2 4 < .
0 0
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Agora, pela definicao de my,
V(mu) = miVu + slul*Vuyx, _,
onde x,_ ¢ a fungdo caracteristica do conjunto L~ := {z € Q: Ju(z)|* < L}. Dai,
/Q IV (miu)|*de = /Q [m1 Vu + slul*Vuy, ?dx

< /2m%|Vu|2dx+/232|u|25|Vu|2XLdm (1.11)
Q Q

IN

(24 5) (/ m2|Vuldz + 25/ |u|28\vu|2XL_dx) |
Q Q
De modo analogo, mostra-se que
/ |V (mav)Pde < (24 s) (/ m§|VU|2dm+28/ |U|2S|VU|2XLdZL‘) : (1.12)
Q Q Q
Por outro lado, como (u,v) é solugao fraca de (S) temos que
/ Vu-Vodr + / Vo -V(dx = / f(z,u,v)pdx + / g(x,u,v)( dx,
Q Q Q Q
para todo ¢, € H}(Q2). Tomando ¢ = m?u e ( = m3v, vemos que
Vo =miVu+2slul*Vuy, . e V{=miVo+2s[v[*Vuy, .
Portanto,
/ mi|Vul|*dr + 23/ ul**|Vulx,_dx + / m3|Vol*dz + 23/ [v[*IVo?x,_dx
0 Q 0 0
= / f(z,u,v)miudr + / g(x, u,v)mivdz.
Q Q
De (1.11), (1.12) e da igualdade acima vem
[ omPde+ [ [9maPde < @40 [A@IQ [l + fo)lulmids
Q Q Q

+(2+5) /Q |B(z)|(1 + |u| + |v])|v|m3dz.
(1.13)



Agora, como L > 1 temos

3,

(1 + Jul + [o])Julmi < {
2(Jul + [v])ulm],

3,
(14 Jul + [o)olms < {

2(Jul + [o])vlm3,

onde @ = {z € Q:|u|l <1e |v| <1}. Portanto,

se

se

se

se
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r €@,
T EQ

T €@,
T ZQ,

/Q A@)|(L+ ] + o] ulmidz < 3 / |A(z)|dz +2 / A@)|([u] + [o)ulm3dz
< 3/Q|A(x)|dx+2/Q|A($)||u|2m%d:r

+2/ \A(a;)uu|2m§dx+/ |A(2)][v]2m?2dz
[v]|<|ul

[ul<[v]

/Q B@)|(1+ ul + o)lelmdz < 3 / B(x)|dx +2 / IB@)|(u] + [o])[o]mddz

IA

4 / IB(a)|o*mide +
Ju|<|v]

3/ |B(x)|dx+2/ |B(z)||v|*m3dx
Q Q

/ |B(x)||u|2mgda:.

[v]<ful

Usando o fato de que m; < my quando |u| < |v| e ma < my quando |v| < |u| obtemos

/ A@)(L+ [u] + o) [ufmide < 3 / |Aa)|da + 4 / |A(e)|[uf*m3da
Q 9] Q

+ / \A(m)\\v\zmgda:
Q

IN

/Q B@)|(1+ ul + [o])|o|midz

3/ ]B(x)|dx+4/ |B(z)||v]*m3dx
Q 0

+ / |B(z)||u|*m3d.
Q

Usando a desigualdade de Hélder com expoentes p = N/2 e p’ = N/(N —2) e que a
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imersdo H!(Q) — L?'(Q) é continua obtemos

/Q AL+ ] + [o])fulm?da

2/N
< 3|Q|-2/N (/ |A(:p)|N/2dm> +4K1/ lu|*midz
Q AlI<K,

2/N (N—2)/N
+4 (/ |A(a:)|N/2dx> (/ |m1u|2*dx> + Kl/ |v|*m3dx
AI> K AI2 Ky |AI<K)
2/N (N—2)/N
+ / |A(z)|N?da / Imav|* da
[AlZ Ky [AlZ Ky

(N-2)/N
<cs3 +4K1/ |u|2(s+1)dx—|—4e(K1) (/ |m1U|2*dx> +K1/ ]U|2(8+1)dm
Q Q Q

(N—2)/N
+e(K,) (/ |mav de)
0

S C3 + K104 + C5E(K1) (/ |V(m1u)|2d:v —l—/ |V(m2U)|2dZL‘) s
Q Q

e de forma anéloga,

/ | B(z)|(1+|u|+|v|) [v|midr < co+Kocy+cse(Ks) (/ |V (myu)Pdx +/ |V(mgv)|2dx> :
0 0 0

onde Ky, K, > 0 sao constantes reais, ¢z = c3(Q2, N, [|Al|n/2), ca = ca(||ull2s11), [[V]l2s41))5

2/N
Cy — C5<Q,N), Cg — C@(Q,N,HBHN/Q), S(Kl) = (/ |A(Qj)|N/2d:L') (S
A2 Ky

2/N
e(Ky) = (/ ]B(x)]N/de) .
|BI> 1y

Substituindo as estimativas anteriores em (1.13) vem

/Q (IV(maw)|* + [V (mav) ) dz < o7 + (24 s)ese(Kq) /Q(|Vm1u|2 + |Vmgu|?) dz

+ (24 s)cse(Ka) /(|Vm1u\2 + | Vmgu|?) dz,
Q

onde ¢; = c(s,c3,c4,¢5,¢6, K1, Ky). Como A, B € LV?(Q) entdo £(K;) — 0 quando
Ky — o0 e e(K3) — 0 quando Ky — oo. Logo podemos escolher K7, Ky > 0 suficien-
temente grandes de modo que (2 + s)cse(Ky) < 1/2 e (2 + s)cze(K2) < 1/2. Dai segue
que

/\V(mlu)IdejL/ |V (mayv) Pdz < 2¢7.
0 Q
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Agora usando a desigualdade acima em (1.10), obtemos

/ imyu|? da +/ Imav|? da < 2¢1(2¢7)% /% = cs.
Q Q
Observe que cg nao depende de L. Aplicando o Lema de Fatou obtemos

/\u|<5+1)2*dm+/ ]2y = /liminf]mlu]2*dx+/ lim inf |mqv|? dx
Q Q QL—>00 QL—>OO
< /Lhmlnf(|m1u| + |mov|?* ) de
Q —

< liminf/(|m1u|2* + |mov|?dz < cs.
Q

L—oo

Isto mostra que supondo u, v € L2+ (Q) obtemos u,v € LY (Q). Fazendo s = s, =
0 e iterando o processo, obtemos u,v € L&=1+Y2°(Q) com s; +1 = (s;_1 +1)2*/2, 3 > 1.

Usando que o dominio é limitado concluimos que u,v € L4(2) para todo 1 < ¢ < co. O

1.5 Principios do Maximo

Nessa secao, consideramos os operadores diferenciais lineares da forma
N

ou
Lu= Z Z az] 3(1} 81‘] + Z bl(l')a—x + C(%)U, az’j = CLji,

i=1 j=1 g

onde z = (x, ..

.,I’N) GQ, ai’j,bi,CZQ—)R.

Dizemos que L ¢é eliptico no ponto = € ) se a matriz [a;;(x)] é positiva, isto é, sendo

A(x) e A(x) o menor e o maior autovalor de [a;;(x)], respectivamente, entao

N N
0 < A@)[¢f* < ZZ ai;&é < A@)EP, VE=(&,.... &) € RV\ {0}

Dizemos que L é uniformemente eliptico se L for eliptico e se A(x)/A(z) for limitado em

2. Observamos que o operador Laplaciano é uniformemente eliptico.

A demonstragao dos resultados a seguir podem ser encontrado em [20].

Teorema 1.28 (Principio do Maximo Fraco) Seja L eliptico em um dominio limi-
tado Q C RY. Suponha u € C*(Q)NC(Q).
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SeLu>0ec<0em?(Q, entao

maxu < maxut.
Q o0

Q

Se Lu<0ec<0em?(Q, entao

minu > minu .
9 0

Em particular, se Lu =0 em §2, entao

max |u| = max |ul.
a 20

Teorema 1.29 (Lema de Hopf) Suponha que L é uniformemente eliptico, ¢ = 0,
Lu >0 em Q. Seja z, € IS tal que

(1) u € continua em x,;

(1) u(z,) > u(x) para todo x € Q);

(171) O satisfaz a condigao da esfera interior em x,, isto €, existe uma bola B C Q com
x, € 0B.

Entao a derivada normal de uw em x,, se existir, satisfaz a desigualdade estrita

ou
% (l’o) > 0.

Teorema 1.30 (Principio do Maximo Forte) Suponha que L € uniformemente elip-

tico e c =0 em Q. Sejam Q um dominio do RY e u € C*(Q).

Se Lu > 0 em ) e u atinge o seu mdzrimo no interior de €} entdo u € constante. No
caso em que ¢ < 0 e c(x)/N(z) € limitado, entao uw nao atinge um mdzimo nao-negativo

no interior de (), a nao ser que u seja constante.

Se Lu < 0 em Q e u atinge o seu minimo no interior de €2 entdo u € constante. No
caso em que ¢ < 0 e c(x)/A(z) € limitado, entao u ndao atinge um minimo nao-positivo

no interior de €2, a nao ser que u seja constante.
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1.6 Autovalores do Laplaciano
Nesta se¢ao, consideramos o problema

—Au = M\u, e,
{ LA (1.14)

u =0, x € 012,

onde © é um dominio limitado do RY, e A € R. Dizemos que A € R é um autovalor se
existe uma fungao u € H!(Q) \ {0} que ¢é solugao fraca do problema (1.14), isto é, que
satisfaz
/ Vu - Vudr = )\/ uvdz, paratodov € H(Q). (1.15)
Q Q

Tal solugao, nao-trivial por defini¢do, é uma autofuncao associada a .

Nosso objetivo aqui é mostrar que o problema (1.14) possui um menor autovalor
positivo A1 cuja autofuncao correspondente nao muda de sinal em 2 e, além disso, \;
é simples, isto é, se uy, us sao autofuncoes associadas a A\; entao us, = au,, para algum
a € R. Primeiro observamos que, por linearidade, se u é uma autofuncao associada a
A entao au, o € R, é uma familia de autofungoes associadas A. Assim, basta procurar

solugoes u tais que ||ul| = 1. Usaremos o método dos multiplicadores de Lagrange.

Vamos definir os funcionais F,G : H}(Q2) — R por

F(u) :/ |Vul*dr = Hqug(Q) e G(u) :/u2da:— 1 (1.16)
Q Q

e procurar « que minimiza F' restrito a M = {u € H}(Q) : G(u) = 0}. Vimos na Segao

1.2 que F e G sdo de classe C'! com
F'(u)v = 2/ Vu-Voder e G(u)v= 2/ wvdz, u,v € HH(Q). (1.17)
Q Q

Seja [ =inf {F(u) :uw e M} > 0. Seja (u;) € M tal que F(u;) — I e F(u;) <I+1.

Pela Proposicao 1.10, existe u € H!(Q) tal que, a menos de subsequéncia,
u; — u fortemente em L?(Q) e wu; —u fracamente em H} (). (1.18)

Agoraw € M, pois ||ul|; = lim [Ju;||s = 1. Além disso, @ minimiza F' pois, usando (1.18)
j—o0

e (i17) da Proposi¢ao 1.1 obtemos

I < F(u) =[]} g < lim inf [[u;lf3 o) = lim inf F(u;) = 1.
°o j—00 ¢ J—00
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Pelo Teorema 1.23, existe um multiplicador de Lagrange A\; € R tal que

/VE-Vvdm:/\l/ﬂvdm, Voe HN(Q). (1.19)
Q Q

Logo u é uma autofuncdo associada a A;. Tomando v = @ em (1.19), encontramos que

o autovalor \; é o infimo I:

I = F(u) —/\Vﬂ\zdx—)\l/ﬂ2dx—)\1.
Q Q

Isso significa que também podemos definir A\; por

A1 = inf /|Vu|2dm: inf /
werl@ Jo weHJ(\{0} Jq

lull2=1

2

dx,

" (i)

Vul?dz
M= e delVUlE
weHYQ\{0} [, uldx

ou ainda,

(1.20)

A equagao (1.20) é conhecida como a caracterizagao variacional de ;.

Afirmamos que A; = F'(@) > 0. De fato, se (@) = |[a/%}, o, = 0 entdo @ =0, q.t.p.

em €2, o que contradiz ||ul|s = 1.

Além disso, se Ay > 0 é um autovalor de (1.14) e us a sua autofuncdo correspondente,
entdo por (1.15) e (1.20),

Jo [V us|?dz
Ay = T — 2 AL
Jq udx

Isso mostra que A\; é o menor autovalor positivo de (1.14).

Agora vamos mostrar que toda autofuncao u associada a A\, é de sinal constante
sobre €2, isto é, u > 0 ou u < 0 sobre 2. De fato, se u é autofuncao associada a A\, entao,

por defini¢ao, temos u™ #Z 0 ou u~ £ 0. Se u™ # 0, entao, por (1.15) e pelo Lema 1.12,

/\Vu+|2dx: Al/(u+)2d:€. (1.21)
Q Q
Definindo . .
Iy (v) = —/ |Vo|de — =)\ / vidr, v e HHQ),
2 Jo 2 Ja

segue de (1.20) que Jy,(v) > 0, para todo v € H}(Q) e de (1.21) temos Jy, (ut) = 0.

Logo u* é um ponto de minimo de Jy,, ou seja, J} (u¥)(v) = 0, para todo v € H}(Q).
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Isto mostra que u* é uma autofuncao associada a ;. Pelos resultados de regularidade
(ver Teorema 1.26) ut € C%(Q) e —Au* = Au* pontualmente em Q. Pelo Principio do
Maéximo Forte (Teorema 1.30), ut > 0 em Q. Dai u= = 0 em . Portanto, u > 0 em €.

Analogamente, no caso que u~ Z 0 em (2, segue que u < 0 em §2.

Seja u; autofuncao associada a A\;. Vamos mostrar que \; é simples, isto é, se uy é
autofuncao associada a Ay entao us = auq, para algum o € R. De fato, por contradicao,

suponha uy # auy, Va € R e seja

fQ U Uy dT

Wy = Uy — Sy
Jo uida

Observe que wy # 0 e wy estd bem definido, pois u; Z 0. Por um calculo direto obtemos

/ Vws - Vodr = )\ / wyv dr, para todo v € H ()
Q Q

e portanto wo também é autofuncao associada a A;. Observe que fQ uywe dxr = 0. Dal,

temos uma contradicao com o fato de que u; e wy sao de sinais constantes em (2.

Finalmente observamos que se A < 0 entao, pelo Principio do Méaximo Fraco (Teo-

rema 1.28), o problema (1.14) s6 possui a solugao trivial. O

1.7 Um teorema minimax

Os resultados desta se¢ao encontram-se em [31]. Iniciamos com o conceito de campo

pseudo-gradiente definido por Palais em 1966.

Sejam M um espago métrico, (X, ||.]|) um espago normado e h : M — X'\ {0}
uma aplicacao continua. Um campo pseudo-gradiente para h em M é uma aplicacao

g : M — X localmente Lipschitziana tal que, para todo u € M,
lg()ll < 2h(w)ll,, e h(u)g(u) > ()],

Lema 1.31 Sejam M um espago métrico, (X, ||.|) um espago normado e h : M —
X'\ {0} uma aplicagdo continua. Entao existe um campo pseudo-gradiente para h em
M.

Na demonstragao do Lema 1.31 utilizamos o seguinte fato.
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Lema 1.32 Se (X, ||.||) € um espago normado, A C X e uy,us € X, entao

|dist(uy, A) — dist(ug, A)| < |lur — us]|.

Demonstragao:
dist(uy, A) = erelg lur — w|| < |lug — w| < |lug — us|| + |Jug — w||, Yw e A.

Dai [|uy — wl| > dist(uy, A) — [Ju; — us||, Vw € A. Entao

dist(ug, A) = inlf4 |lug — w|| > dist(uy, A) — ||up — usl|- (1.22)
we
Analogamente,
dist(uy, A) > dist(ug, A) — ||ug — us]|. (1.23)
De (1.22) e (1.23) concluimos que |dist(uy, A) — dist(ug, A)| < [|ug — uz||. O
Demonstragao do Lema 1.31: Pela definicdo de || - ||,, para cada v € M existe

w € X tal que [|[w||=1¢e
2
h(vjw > Z|[h(v)]

X

Defina z := 2||h(v)||, w e observe que
Izl < 2[n()ll,, e h(v)z > [[A@)]2,.
Pela continuidade de h, existe uma vizinhanca N, de v tal que para todo v € N,
2]l < 2[|h(w)[lx e h(u)z > |h(u)]%. (1.24)

Note que a familia N := {N, },ex ¢ uma cobertura aberta de M. Como M é um espago
meétrico, entdao M ¢é paracompacto (veja [7]). Logo existe uma cobertura M := {M, };cs
de M aberta e localmente finita que refina N. Isto significa que para cada v € M existe
uma vizinhanca W, de v tal que W, N M; = (), exceto para um numero finito de indices
i € I e, além disso, para cada M; € M existe N, € N tal que M; C N,. Portanto existe
z =z, 1 € I tal que (1.24) é satisfeita para cada u € M;. Defina

pi(u) == dist(u, X\ M;), uwe M
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u € M.
;ZPJ

jel

Observe que g estd bem definida, pois Z pj(u) > 0 e g(u) é uma combinacdo linear
jer
finita de elementos de X. Afirmamos que g é um campo pseudo-gradiente para h em M.

De fato, como ||z|| < 2||h(u)]|,,, para todo v € M;, i € I, entao

lg(u)]| <
; ij

Jjel

[zl < 2[|h(u)]

X/

e de h(u)z; > ||h(u)||i,, para todo u € M;, i € I, segue que

h(u)g(u) = Mhuziz h(uw)||? .
(w)g(w) ;ij(u) (w)zi = [[h(u),

jel

Pelo Lema 1.32 a funcao distancia p;, para cada ¢ € I, é Lipschitziana. Concluimos
que g ¢é localmente Lipschitziana, pois g ¢ uma soma finita de fungoes localmente Lips-

chitzianas. Logo g é um campo pseudo-gradiente para h. O

O seguinte lema de deformacao é devido a Willem (veja [31]).

Lema 1.33 Seja X um espago de Banach, ¢ € C{(X,R), SC X, c€ R, ¢,0 > 0 tais
que

para todo u € o ([c — 2¢, ¢+ 2¢]) N Sos wale || (u)]|x > 8¢/6,
onde Sos :={u € X : dist(u, S) < 26}. Entao existe n € C([0,1] x X, X) tal que

(1) n(t,u) =u set =0 ou se u & o ([c — 2, c+ 2¢]) N Sas;
(i) (1, =N S) C 9=, onde p? = {u € X : p(u) < d}.

Demonstracao: Seja M = {u € X : ¢'(u) # 0}. Pelo Lema 1.31 existe um campo
pseudo-gradiente para ¢’ em M, isto é, existe uma aplicagdo g : M — X localmente

Lipschitziana tal que, para todo u € M,

lg(l < 2" (W)llx e ¢'(u)g(u) = [l¢'(w)]%-
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Definimos
A= 4,0_1([0 — 2¢e, ¢+ 2¢]) N Sy,
B =9 Y e—¢e,c+e])NSs
ey : X — R por

o dist(u, X\ A)
Ylu) = dist(u, X\ A) + dist(u, B)

Note que se u ¢ B entao dist(u,B) > 0. E se u € B entao u ¢ X—\A7 pois se fosse
u € X—\A, terfamos u como limite de uma sequéncia de pontos u, € X\ A e, pela
continuidade de ¢, seria ¢(u) < c—2¢ ou p(u) > c¢+2¢ ou dist(u, S) > 20, contradizendo
uw € B. Logo, se u € B, dist(u, X\ A) > dist(u, X\ A) > 0. Consequentemente
dist(u, X\ A) + dist(u, B) > 0 para todo u € X e portanto, 1 esta bem definida. Além
disso, 0 < ¢ < 1,9 =0em X\Aey =1 em B. Afirmamos que 9 é localmente
Lipschitziana. De fato, dado w € X,

dist(w, X\ A) + dist(w, B) > 0.

Pelo Lema 1.32 a fungao distancia é continua. Assim, existe uma constante k£ > 0 e uma

vizinhanca W de w tal que

dist(w, X\ A) + dist(w, B) > — > 0, para todo w € W. (1.25)

=

Sejam uy, us € W. Denotando, para ¢ = 1,2,
f'X\A = dist(u;, X\ A) e dy = dist(u;, B),

temos

dt.  dE — d%., dt
ur) — luz)] = | AP
(dfoq + d3) (A, + d3,)

di(

Ay — d5on) + B (d — dip)
(diy + di)(d5y + d3)

Aplicando o Lema 1.32 e de (1.25) obtemos

Uy — U
o) — ()] < P2y ),
x\a T dp

mostrando que 1 é localmente Lipschitziana.
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Considere agora a funcao f : X — X dada por

(I
-1

0, ue X\A.

u€E A,

Note que, como ¢'(u)g(u) > ||¢'(u)||3% para todo u € M, entao

11
lgC)ll = Nl ()l x

Afirmamos que f é localmente Lipschitziana. De fato, dado u € X existe uma vizinhanga

B
< —. VY A. 1.26
< g Vue (1.26)

B, tal que g e v sao Lipschitzianas em B,, isto é, existem ki, ks > 0 tais que

[(v) = P(w)] < kiflv —wll e [lg(v) = g(w)]| < kflv —wl,

para todos v,w € B,. Tome uy,uy € B,. Temos que, se uy,us € X\ A entao

1/ (u1) = fu)l] = 0 < Jlus — ugl|

Se uy € A euy € X\ A entado, como f(uz) =0, (uz) =0, por (1.26) temos

1) = Fu)]] = H—wunﬁ
P (7Y A | CC VI
- H M PO R FTONTIE

Ok

1)
gw(ul) —(uz)] < 8—Hul — U

IN

Agora, se uy, us € A entao

1) = Sl = [[otun) (o - T ) 4 ) = vt T
: ||5<Z2>>||2‘ugg<(51>>2 g W) = v(e)
= ||gg<i2>>||2‘ Hng |!2_\|5(SL11))II2
—i—%klﬂul — Uug|.

(1.27)
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Agora, observamos que, por (1.26)

H\Ig (u2) ? \Igg((uu12))|l2

g2 — llgtus) 2
ot st Py a2

(lg(u)ll + [lg(u)]l) [llg(w) ]| = llg(u2)]l|
g (u2)]| [|g(ur)||> (1.28)

1 1
(ng(uau loCunll ||g<u1>||2) lg(un) = g(u2)

< Ryllur — uaf],

2
onde k; = @l@. Além disso,

2

642

. g(uy)

guz) = g(un)|| < ksljus — ua], 1.29
H”g (w2 lg(ur)]|? l9(uz) — g(ua)ll 5]|u1 — usl| (1.29)

2

e ko. Substituindo (1.28) e (1.29) em (1.27) obtemos que

onde ks =

1 (ur) = f(u2) | < Ellur — wa],

onde k = ky + ks + o kl Logo, f é localmente Lipschitziana.

Para cada u € X, considere o problema de Cauchy

(PO) {%a@,u) = [(o(t.u).
o(0,u) = u.

Temos que f ¢ localmente Lipschitziana e, pela defini¢ao de f e (1.26), || f(u)|| < 0/8e,
para todo v € X. Portanto, para cada u € X, o problema acima tem uma tnica
solugdo continua o(-,u) definida para ¢ em um intervalo maximal (¢7,¢"). Afirmamos
que tT = 400 et~ = —o0. De fato, seja o a solugao de (PC') e suponha que tT < +oo0.

Seja ainda t, C (—o0,t") uma sequéncia tal que t, — t*. Entdo, usando que f é

tn
/tn ga(s,u)ds

Como (t,) C R é uma sequéncia de Cauchy entao o(t,,u) também ¢é de Cauchy. Dai,

limitada, temos que

tm )
< ds < — |ty — tnl.
< [T st ulds < it~

lo(tm, u) = o (tn, w)l| =

lim o(t,,u) =u e X.

n—oo
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Considerando o problema de Cauchy

{%W#)Zf@@@%

o(tt,u) = 7,

podemos usar o Teorema de Picard para estender o para valores t > t*, contradizendo a
maximalidade de tT. A prova para t~ é andloga. A dependéncia continua de solucoes de
(PC') com relagao aos dados iniciais implica que 0 € C(R x X, X). Desse modo podemos
definir

n:[0,1] x X — X por n(t,u) = o(8t, u).

Afirmamos que tal n satisfaz (i). De fato, pela definicdo de 1 temos que n(0,u) =
o(0,u) = u. Agora, se u & ¢ '([c — 2¢,c + 2¢]) N Sas entao u € X\ A. Daf f(u) = 0.
Portanto, o(t,u) = u é uma solugdo de (PC'). Pela existéncia e unicidade de solugoes,

n(t,u) = u.

Agora vamos mostrar que 7 satisfaz (ii). Primeiro observamos que se o(t,u) ¢ A
entao f(o(t,u)) = 0 e consequentemente, L¢(o(t,u)) = 0. Caso contrario, de ||g(u)| <

2/l (u)||xr e @' (u)g(u) > ||¢'(u)]|% obtemos que

aelo(tu) = ¢o(tu)gotu) = ¢(o(t,u)f(o(tu)

_ Wty | . (1.30)
||g(0‘(t7u))||2H(’0 (o(t,u)|% < —v(o(t,u))/4

Como v é nao negativa, concluimos que ¢(o(.,u)) é ndo crescente para todo u € X.
Agora tomamos u € “* N 5. Devemos mostrar que ¢(n(1,u)) < ¢ —e. Vamos dividir

a prova em dois casos.

Primeiramente, suponha que exista t, € [0,8¢| tal que p(o(t,,u)) < ¢ —e. Como

¢(o(.,u)) é ndo crescente, entao

o(n(1,u)) = p(a(8e,u)) < p(a(t,,u)) < c—e.

Agora, suponha que para todo t € [0,8¢] vale ¢(o(t,u)) > ¢ —e. Como (o(.,u))
¢ nao crescente entdo ¢ — e < p(o(t,u)) < e(o(0,u)) = p(u) < ¢+ e. Afirmamos que
o(t,u) € B. De fato, ja temos que o(t,u) € ¢ '([c — &,c+¢€]). So6 falta mostrar que
o(t,u) € S5. Observe que,

! ot
< [ Mot s < <6

t
d
/0 %U(S’ w)ds

lo(t, u) — ull =
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Logo, como u € S entdo o(t,u) € Ss5. Por (1.30) e usando que 1) = 1 em B, obtemos

(1) = plofsew) = o)+ [ Getotu)
1 8e

< 90(u)_1 i Y(o(t,u))dt =c+e—2c=c—ec.

Isso conclui a demonstracao. O

Proposicao 1.34 Seja X um espaco de Banach. Seja M, um subespaco fechado do
espago métrico M e ', C C(M,, X). Defina

I'={yeCM,X):v|m, €T}
Se o € CY(X,R) satisfaz

a:= sup sup p(7.(u)) < ¢ :=inf sup p(vy(u)) < 0o
'Yoero ueM, ’)’EF ueM

entao, para todo e € (0,(c—a)/2), 6 >0 e~ €T tal que

32590(7(7‘)) <c+te, (1.31)

existe u € X tal que

a) c¢—2e<p(u) <c+ 2,
b) dist(u,~v(M)) <26,

o) ¢ @)lx < 8e/6.

Demonstragao: Suponha que a tese é falsa. Entao existe € € (0,(c —a)/2), § >0
e v € I satisfazendo (1.31) tais que a hipotese do Lema 1.33 fica satisfeita com S =
v(M). Dai, existe n € C([0,1] x X, X) satisfazendo (i) e (ii) do Lema 1.33. Definimos
B : M — X dada por S(u) := n(1l,7(u)) € Yo := ¥|m,. Para todo u, € M, temos que,
pela definicao de a,

©(Vo(to)) < a < ¢ —2e.

Logo, Yo(u,) & ¢ !([c — 2¢,c + 2¢]). Portanto, pelo Lema 1.33 (i) temos que [(u,) =
(1,7 (o)) = Yolu,) € T'y. Assim, § € T'. Pela defini¢ao de ¢, por (1.31) e pelo Lema

1.33 (i7) concluimos que

¢ < suwp p(Bu)) = Sup e(n(1,7(u))) <c—e.
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Contradicao. O

Teorema 1.35 Sejam X um espaco de Banach, o € C*(X,R), e € X er > 0 tais que
lle|| > r e

b:= inf ¢(u) > p(0) > p(e).

l[ull=r

Entao existe uma sequéncia (u,) C X satisfazendo

plun) = c e @'(un) =0,

onde
:= inf
¢ := inf max (v()),
I':={yeC(0,1],X) : v(0) = 0, v(1) = e}.
Demonstragao: Basta aplicar a proposi¢ao anterior com M = [0,1], M, = {0, 1},
I—‘o = {70}7 70(0) = 07 70(]-) = €. u

1.8 Principio de Continuacao Unica

Seja € um dominio do R¥ (ndo necessariamente limitado). Uma fungdao u € L?(f2)

tem um zero de ordem infinita em x, € () se para cada n € N,

/ u*dz = O(R")
|lz—z0|<R

quando R — 0. Uma familia de func¢oes de €2 em R tem a propriedade de continuacao
tnica forte se nenhuma fungao, além da funcao nula, tem um zero de ordem infinita em
algum ponto x, € 2. Uma familia de funcoes de 2 em R tem a propriedade de continu-

acao unica fraca se nenhuma fungao, além da funcao nula, se anula num subconjunto

aberto de €2.

O seguinte resultado pode ser encontrado em [17].

Proposicao 1.36 Seja Q um dominio do RN, N > 3. Suponha que u € H}

loc

(Q) satisfaz

/Vu-Vgodx+/V(x)ugodx:0, Ve Cr(Q),
Q Q
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N/2
loc

onde V(x) € L

zero de ordem infinita.

(Q). Seu =0 num conjunto E de medida positiva, entio u tem um

Em (23], Jerison e Kenig demostraram o seguinte teorema.

N/2
loc

Teorema 1.37 Seja Q um dominio do RN eV € L
u: Q — R que satisfazem a desigualdade |Au(x)| < |V (z)||u(z)| ¢.t.p. em Q tem a
propriedade de continuacdo tnica forte em W24(S2), onde ¢ = 2N/(N +2) e N > 2.

(Q). Entao a familia de fungoes
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Capitulo 2

Resultados de nao-existéncia

Neste capitulo demonstramos o Teorema B e o Teorema C. Comeg¢amos enunciando

a Identidade de Pohozaev [27].

Proposicao 2.1 Sejam Q um dominio limitado do RN e g : R — R uma fungdo continua

com primitiva G(u) = [} g(s)ds. Se u € C*(2) N CHQ) € solugdo da equagdo

—Au = g(u), x €,
u =0, x € 082,

entao

ou|?

5 (x-v)dS =0,

1
/|Vu|2dx—N/ u)dr + = /
)

onde (Ou/0v)(x) é a derivada normal exterior no ponto x € OS2.

Na demonstragdo do Teorema B, utilizamos a seguinte versao para sistemas [3] da

Identidade de Pohozaev.

Proposicao 2.2 Seja Q um dominio do RY de classe C'. Suponha F € C*(R%,R) com
F(0,0) =0. Seu,v € C*Q)NCYQ) sdo solugées do sistema

—Au = F,(u,v), x € €,

—Av = F,(u,v), x €, (2.1)
u=v=0, x € 012,
entao
/(|Vu|2+|VU|2)da:—2*/F(uv)dx%—L/ %2—# @2 (x-v)dS =0
Q Q N -2 31/ 01/ 7
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onde (Ou/0v)(x) é a derivada normal exterior no ponto x € OS2.

Para demonstrar a proposi¢ao acima usamos o seguinte lema.

Lema 2.3 Sew € C*(Q)NCHQ) e w = 0 sobre IS entdo

/Aw(x~Vw)d:c:1/
0 2 Joa

onde v é o vetor normal unitdrio exterior a S2.

ow

2
N-2 ,
5 (a:"y)dS—I—T/Q|Vw| dz,

Demonstragao: Fazendo os calculos com x = (z1,...,25) € Qe w(x) = w(xy,...,2N)

encontramos que

Aw(x - Vw) = div[Vw(x - Vw)] — Vw - V(z - Vw), (2.2)
Vu - V(z- V)= |Vl +z-V (’v;” ) (2.3)
V(WTU}') cx = div <@ :c) —N@ . (2.4)

Substituindo (2.4) em (2.3) e depois substituindo o resultado em (2.2) obtemos

2 2
Aw(z-Vw) = div[Vw(z-Vw)| — |Vw|? — div mx —|—Nm
2 2

2 _
= div {Vw(w -Vw) — ‘V;U’ :E:| + N2 2|Vw|2.

Integrando em €2 e aplicando o Teorema da Divergéncia na equagao acima obtemos

[Vw|®

N -2
/ Aw(x - Vw)dr = / [(Vw v)(z - Vw) — (x - V)‘| ds + —/ |Vw|*dx,
Q o0 2 Q
(2.5)
onde v é o vetor normal unitario exterior. Como w = 0 sobre 0f), segue que Vw =
(Vw - v)v sobre 0%, pois Vw é ortogonal a superficie de nivel w = 0. Dai obtemos
|Vwl|? 1

/{m {(Vw -v)(x - Vw) — T(x : y)] ds = 5/ IV - v|*(z - v) dS. (2.6)

Substituindo (2.6) em (2.5) concluimos a demonstracao do lema. O
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Demonstracao da Proposicao 2.2: Observe que

div(@F(u,0)) = div (% F(u, v>) =AU pr,y+ YD gp,0

= NF(u,v)+x- (Fy(u,v)Vu+ Fy(u,v)Vv)
= NF(u,v) + F,(u,v)(z - Vu) + F,(u,v)(x - V).

Integrando em ) e aplicando o Teorema da Divergéncia segue que

/89(x V) F(u,v)dS = N/QF(U,U)dx + /Q Fy(u,v)(z - Vu)dz + / Fy(u,v)(x - Vo)da.

Q

Por (2.1) e usando que F(u,v) = 0 sobre 0€2, pois u = v = 0 sobre J{2, obtemos

/QAU(I-vu)dﬂ/QAv(x-W)dx—N/QF(U,U)dx:o.

Aplicando o Lema 2.3 com w = u e, apds, com w = v e substituindo na equacao acima,

obtemos

n

Multiplicando a equagao anterior por 2* /N obtemos

/(|Vu]2+|Vv|2)dx—2*/F(u,v)dx—k;/
Q Q N =2 o0

2

@
ov

ov

ov

2
) (- v)is + 22 /(|w2 +Vo)de — N/ Flu, v)dz = 0.
Q Q

2

@
ov

ov

ov

2) (x-v)dS =0.
O

O lema a seguir sera utilizado na demonstracao do Teorema B no caso em que

a+pB=2"¢e uy =0.

Lema 2.4 Seja Q C RN um dominio estrelado, limitado, de classe CY'. Suponha que
v e C*Q)NCHQ) é uma solugdo de

—Av = K|v|* 2, x € (),
v=0, x € 092,

onde K > 0 € constante. Entao v = 0.
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Demonstragao: Multiplicando a equagao em {2 por v e integrando dos dois lados,

/—vAvdx—K/]v[Q*da:.
Q Q

/—div(vVv)d:B+/|Vv|2da7:K/|v|2*dx.
0 0 0

Aplicando o Teorema da Divergéncia e usando o fato de que v = 0 sobre 052, obtemos

/|Vv|2dx:K/|v
Q Q

Por outro lado, pela Proposicao 2.1,

),
2 Joq

onde G(v) = £|v|*, ou seja,

2
1/ (x-v)dS = N (/ |Vo|*dx — K/ \v\z*dx) .
2 Joo 2" \Ja 0

Combinando a igualdade acima com (2.7) e como = - v > 0 sobre Jf2 , concluimos que

obtemos

Dali,

2 da. (2.7)

ov

? N -2
(az-l/)dS—i-—/\VU|2da:—N/G(v)da::0,
v 2 Q O

@
ov

Vv - v = 0 sobre 0). Dai, concluimos facilmente que (C') ndo tem solugao nao-trivial

v>0o0uv <0 em () Basta observar que se v > 0 em €2 entao

K/ vy = / —Avdr = / —div(Vv)dx = —/ Vou-vdS =0,

oquenos div=0em . Esev<0em (2, entao

—K/(—v)2*1d:c =— [ Vv-vdS=0,
Q o0

o que também nos da v = 0.

Vamos agora considerar a possibilidade de existéncia de uma soluc¢do de (C) que

muda de sinal. O procedimento anterior somente nos leva a

K/ o> "2v dx = 0.
Q

Para mostrar que v = 0 em €2, utilizamos o argumento de Kenig em [25|. Estendemos
v como sendo 0 em RN \ . Como v e Vv = (Vv - v)v sdo 0 sobre 99 entdo a fungao
estendida v € C}(RY). Logo v € WIP(RY) = WHP(RY), para todo 1 < p < oo. Além
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disso,
—AD = K[7)* 77, q.t.p. em RV,

Seja V =—-K|v

/ |V|N/2dx:KN/2/ b
RN RN

Como —AV + V7 =0 q.t.p. em RY, entao

2=2 em RY. Entdo V € LY2(RY), pois

dy = KN/2/ lv|* dz < .
Q

Vﬁ-chdij/ V(x)opdr =0, Y O2(RY).

RN RN

Como © tem suporte compacto em R, pela Proposicao 1.36, ¥ tem um zero de ordem
infinita. Seja ¢ = 2N/(N + 2). Entdao Vv € LY(RY), pois

/ \Vﬂlq:Kq/ lv|* dz < .
RN 0

Pelo Teorema 9.15 em [20], v € W24(RY). Aplicando o Teorema 1.37, concluimos que
v =0. Logo, v =0. O

Antes de demonstrarmos o Teorema B, lembramos que p; < ps sdo os autovalores
da matriz A associada ao sistema (P, 3.4). O minimo e o maximo da forma quadratica

(AZ,7Z), Z € R?, restrito a esfera unitéria sao u; e po, respectivamente, e

|21 < (AZ,Z) < |2,  Z € R (2.8)

Demonstragao do Teorema B: Suponha que u,v € C?(2) N C*(Q) seja a solucdo de

—Au = au + bv +

20 a—2|,.108
U |7, x € Q,

—Av =bu+ cv+ |u|av|v\5*2, x €, (Pap,4)

o+
u=v=0, x € 0f.

Multiplicando a primeira equagao de (P, 5.4) por u e a segunda por v e depois somando-as

obtemos

- / (uAu + vAv)dx = /(au2 + 2buv + cv?) dw + 2/ u|*|v|’dz.
Q Q Q
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Assim,

—/div(uVu—i—vVv) dx+/(|Vu|2+|Vv|2)dx:/
Q Q

(au*+2buv+cv?) dx+2/ |u|®|v|de.
Q Q

Pelo Teorema da Divergéncia e usando o fato de que u = v = 0 sobre 02 obtemos
/(\Vu|2 + | Voul?) do = /(AU, U)dx + 2/ |u|*|v|’d. (2.9)
Q Q Q

Aplicando a Proposi¢ao 2.2 com F(u,v) = 3(AU,U) + —|u| |v]? obtemos
/(yvu|2+|vu| ) x——/ (AU,U)d
=5/
N —
Substituindo (2.9) na equagao acima vem
1 /(AU U)da + 2 z ) / (ul*|o[Pda
2 Q ’ o+ B Q
n 1 / oul’> |ov|?
N —2

| o
Primeiramente, vamos analisar o caso em que a + 3 > 2*. Como s < 0, de (2.8)
temos que (AU, U) < 0. Logo, segue de (2.10) e de (z - v) > 0 que [, |[u[*v|’dz <0, e
portanto, [, |u|*|v|?dz = 0. Usando (2.9) com o fato de que [, |u|*|v|?dz = 0 temos

ou?
v

ov

ov

)(:L‘~V)dS:O.

)(x-u)dS:().

/(|Vu\2 + |Vo|?) dx = /(AU, U)dx < 0.
Q Q

Portanto u = ¢; e v = ¢, em €2, onde c1,c; € R. Usando o fato de que u,v € C(Q2) e

u = v = 0 sobre 92 entdao u = v =0 em ).

Agora vamos analisar o caso em que « + 3 = 2*. De (2.10) segue que

(1—%*)/<AUU>dx+ﬁ/ (

Como €2 é um dominio estrelado temos (x - v) > 0. Logo

ov|?

ov

%2
ov

) (x-v)dS =0. (2.11)

/(AU, U)dz > 0. (2.12)



45

Se ps < 0 entdo U = 0, caso contrario, teriamos, por (2.8), /(AU7 U)dr < 0,
Q
contradizendo (2.12).

Agora suponha que pus = 0. Se u,v = 0 a prova esta concluida. Argumentando por
contradicao, suponha que o contrario ocorra. Sem perda de generalidade, podemos supor
que v # 0. Como p1 e o sao autovalores de A entao py e ug sao raizes do polindmio
caracteristico \> — (a + ¢)\ + (ac — b?). Assim, b = ac e pu; = a + c. Como p; < puig

entdo a +c¢ < 0. De b?> = ac e a+ ¢ < 0 concluimos que a < 0 e ¢ < 0.

Primeiramente vamos considerar o caso a < 0 ¢ ¢ < 0. De (2.12) e de (2.8) obtemos
que

0= /(AU, U)dr = al|ul|3 + 2b(u, v)s + c||v||3, (2.13)
0

onde (., .)s denota o produto interno de L?. Usando a Desigualdade de Holder temos

b(u,v)2 < |b]|(u,v)2| < |b]||ul|2||v]|2 e substituindo na equagao acima obtemos
allull3 + 20b[lJull]|v]l2 + cllv]3 = 0. (2.14)

Afirmamos que a desigualdade estrita em (2.14) ndo pode ocorrer. Caso contrario,

|b] 2 b’ — ac
GOWM+ loll> ) = { =) lvllz = allullz + 2[bllulls][vll2 + cllvllz > 0.

a

Como b? = ac entao

0] i
a{[fullz+==vllz | > 0.

a

Contradicao, pois a < 0. Logo

allull3 + 2{blllull2llv]lz + cllv]z = 0. (2.15)
De (2.13) e (2.15) obtemos que |(u,v)s] = ||lul|2||v]]2. Portanto, por Cauchy-Schwarz
existe § € R tal que u = dv. Por (2.13) obtemos que ad? +2bd + ¢ = 0. Dai como b* = ac
obtemos que § = —b/a. Usando a relagdo u = év = =2v em (P 3,4) obtemos que v # 0
é solucao de
—Av = 22|52y |v|* 2, € Q,
v = 5F|0|*vlv x (2.16)
v =0, x € 0.
e
—Av = % Slex 2%—2 c0
v = 37|0[v[v : x : (2.17)
v=0, x € 0f.

De (2.17) e pelo Lema 2.4 concluimos que v = 0, uma contradicao.
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Por fim consideramos o caso em que ps = 0 e a ou ¢ sao nulos. Nesse caso, (AU, U) =
0. De fato, se a = 0 entdao b = 0 e de (2.12) concluimos que ¢ > 0, mas ja temos que
¢ < 0. Logo ¢ = 0, e consequentemente, (AU, U) = 0. Analogamente, se ¢ = 0, obtemos
novamente (AU,U) = 0. Em ambos os casos, de (2.11) obtemos que Vu-v = 0 e

Vv - v =0 sobre 9. Como a,b,c =0 temos que v é solucao de

—Av = ZBlylef~2 x €N

v =0, x € 011,
e por hipotese, 8 > 2. Definimos @ e ¥ como sendo as extensoes de u e v para RY, pondo
u=70=0paraz € RV \ Q. Entio V := —g—? u|*v]?=2 € LN2(RY). Procedendo como

no final da demonstracao do Lema 2.4, concluimos que v = 0, uma contradicao. a

Observacao 2.5 Na demonstragao do Teorema B, no caso em que o+ = 2%, uo =0 e
2

b
a,b,c nao sao simultaneamente nulos, de (2.16) e (2.17), se v #Z 0 obtemos % = (—) :
a

Demonstracao do Teorema C: Primeiramente consideramos o caso b > 0 e g > Ay.
Sempre podemos assumir que o autovetor X, = (z,,¥,) associado ao autovalor s da
matriz A é tal que z, > 0 e y, > 0. De fato, como X, é autovetor entao =, # 0 ou
Yo # 0. Primeiro vamos ver o caso em que x, # 0. Sem perda de generalidade, podemos

assumir que x, > 0, pois se X, é autovetor de A entao —X, também é.
Se b=0¢ea+# centao de AX, = usX, segue que y, = 0.

Se b =0 e a = c entdao qualquer X, € R? é autovetor de A. Logo podemos escolher

Yo > 0.

Seb>0ey, <0entdo de AX, = s X, obtemos que (a— po)x, = —by, € (c—p2)yo =
—bx,, o que implica py < a e ps < c¢. Com isso, uy < (a + ¢)/2. Temos também que

us — (a+ c)ug + (ac — b*) = 0. Dai,

_a+c+ (a —c)? + 4b? - a+c
M2 = 2 9 9

uma contradicao.

Logo, se x, # 0, podemos tomar =, > 0 e y, > 0. Analogamente, se y, # 0, podemos

escolher y, > 0 e z, > 0.

Argumentando por contradicdo, supomos que (u,v) € C%(Q) N C*(Q) é uma solucao

de (P;r 5, 1)- Multiplicando a primeira equagao de (P;r 5 1) Dor z,0; e a segunda equagao
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por y,¢, e depois somando-as, obtemos

20 23 _
— X,)=(A X —_— aslyfyp 2 L, O1U” p-1 2.1
( AU, ¢1 o) ( U’ ¢1 0) + a+ 5I0¢1u v” + a+ ﬁy ¢1U’ v ; ( 9)

onde ¢; é a autofuncao associada ao primeiro autovalor A\; do Laplaciano. Conforme

demonstrado na Secao 1.6, podemos admitir que ¢; > 0 em 2. Observe que
(—AU, (leo) = —div(xo¢1Vu + yo¢1Vv) + (LUOV’U, . V¢1 -+ yOVv . V(]ﬁl)

Integrando os dois lados da igualdade acima, usando o Teorema da Divergéncia e que
¢1 = 0 sobre 02, obtemos

/ (AU, 6,X,) dr = / (.- V1 + 9V V) d.
Q Q

Usando o fato de que ¢; é a autofungao associada a A\; segue que (veja (1.15))

/(—AU, 01X,) dz = A\ / (zo + Yov) by da. (2.20)
Q

Q

Como A é uma matriz simétrica entao

(AUa ¢1XO) = <U7 A(¢1XO)) = <U7 ¢1AXO) = ¢1ﬂ2(U7 Xo) = (u'fo + 'UyO)(bl,uQ' (221>

Integrando os dois lados da igualdade (2.19) obtemos, por (2.20) e (2.21) que

2x

(/\1 - MQ) /Q(uqblxo + U¢1yo) dr = /Q (CY T ﬁxo¢1ua_lvﬁ + _anﬁyogban'Uﬁ_l) dz.

Pela nossa escolha de (z,, y,), da igualdade acima obtemos que A; > p, 0 que é absurdo.

Agora vamos considerar o caso em que b < 0 e pu; > A;. Similarmente ao caso
anterior, podemos admitir que o autovetor X; = (z1,y;) associado ao autovalor p; da

matriz A é tal que x1 > 0 e y; > 0.

Suponha que (u,v) € C?(Q2)NC(Q) é uma solucao de (PO':B,A). Argumentando como

no caso anterior, obtemos

(A1 =) /Q(u¢1x1 +vp1y1) dr = /Q (a?ﬁm(ﬁlualvﬁ +

2
- fﬁy@luavﬂl) dx > 0.

Logo A1 > py. Contradigao.
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Observacao 2.6 Suponha que b = 0 e uy > A\. Seja (u,v) € C*Q) N CYQ) uma
solugao nao-trivial de (Pypa). Sejam X1 = (x1,y1) e Xo = (x2,y2) autovetores da
matriz A associados a py e ps, respectivamente. Procedendo como na demonstracao do

Teorema C, obtemos

2a 2
()\1—/%)/(U¢1%+U¢1yj)dﬂf=/ (—xj¢1|u|°‘2U|v|ﬁ+—6yj¢1|u|a|v\ﬂ2v> dz,
Q o\a+p

a+
(2.22)

j=1,2. Se a=c, qualquer vetor X = (z,y) € R?\ {0} € autovetor de A. Se a < c, o0s
autovetores sao da forma X, = (2,0) e Xo = (0,y), x,y € R\ {0}, enquanto se ¢ < a,
0s autovetores sao X1 = (0,y) e Xy = (2,0), x,y € R\ {0}.

Suponha que u >0 (ouu < 0) em Q e v qualquer. Neste caso podemos escolher um
autovetor X; = (x;,0), com x; >0, j =1 ou j =2, dependendo se a < ¢ ou ¢ < a. Em
(2.22) obtemos

2
(M1 —Mj)/ﬂuﬁbll‘j dx = /Q afﬁ%¢1|u|a_zu|“|ﬁd%

0 que nos dd \y > pj > py o que contradiz f1g > Aq.

No caso em quev > 0 (ouv < 0) eu qualquer, escolhemos X; = (0,y;) e o argumento

€ andlogo.
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Capitulo 3

Existéncia de solucao no caso

subcritico

Neste capitulo, demonstramos a regularidade das solugoes fracas de (P, g 4) quando
a+ f < 2%, bem como apresentamos a demonstracao do Teorema D, devido a C. O.
Alves, D. C. de Morais Filho e M. A. S. Souto [3].

Denotamos por X o espago H!(Q2) x H!(£2) com a norma

1w, )| = Nlullz@) + 0]l Z/QIVUI%H/QIWF&&

Proposicao 3.1 Seja Q um dominio limitado do RN de classe C*', com N > 3.
Suponha o, > 1 e a+ [ < 2. Se (u,v) € X € solucao fraca de (Pnpa) € u,v > 0

entdo u,v € C%(2). Consequentemente, (u,v) satisfaz (Pa5.4) no sentido pontual.

Demonstracao: Podemos reescrever a primeira e a segunda equagdo de (P, .4) da

seguinte forma
—Au = F(x)(1+ |u| + |[v]), xe€Q,
—Av=G(z)(1+ |u| +|v]), ze€Q,

onde

[ul*v]o]

L+ Jul + o]

bu + cv (
1+ |u| + |v| o+ 0

au + bv ulu|*2v|?
F(z) =
1+|u|—i—|v| a+ﬁ 1+ |ul + |v|

G(x) =
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Afirmamos que |F(z)| € LV/2(Q). De fato,

|ul v ( 2a ) Jul*[v]”
Flz) < la + b +
[F@)l < ||1—|—\u!+]v[ ||1+]u\—|—\v\ a+B) 1+ |ul+ v
2
< l|al + |b] + 1 e U]
< fal+ b+ 2l ol

Como ) é limitado, basta mostrar que |u|*!v|*~t € LV/2(Q). Usando a desigualdade

de Hélder com expoentes p = O‘w Zep = agﬁ 2 obtemos

B-1
atA—2
/<|u|a 1|U|ﬂ 1)N/2d < (/ |u| (a+B— 2>N/2d:v> (/ |U| (a+B— 2N/2d$) ‘

Afirmamos que [, |u|" < 0o, onde r = (a+5—2)N/2. De fato, 0 < r < (2*—2)N/2 = 2*.
Se 1 < r < 2* a afirmagdo segue do fato de que H!(Q) < L"({) continuamente para
todo1 <r <2* Se 0 <r <1 entao

/ lu|"dx < / ldz +/ lu] dx < oo,
Q lul<1 Ju|>1

j& que Q é limitado e H,(2) — L'(Q2) continuamente. Do mesmo modo, [, [v|"dz < co.
Isto mostra que |u|*!v|?~ € LV/2(Q) e consequentemente |F(z)| € LV/2(Q2). De forma
similar, mostramos que |G(x)| € LY/2(£2). Aplicando o Teorema 1.27 com A(x) = |F(z)|
e B(z) = |G(z)|, concluimos que u,v € L%({2) para qualquer 1 < ¢ < oo. Dai, pela

desigualdade de Holder temos que f = au + bv 4 = u|u\a 2wff e g = bu+ cv +
a+ﬂ|u|%]v|ﬁ 2 € L9(Q) para qualquer 1 < ¢ < oo. Pelo Teorema 1.25 temos que
u,v € W24(Q), para todo ¢ > 1. Tome ¢ tal que ¢ > N. Aplicando o Teorema 1.15 (i4)
com k=1,p=gqej=1obtemos que u,v € C*(Q), para todo 0 < § < 1 — (N/q).

Consequentemente, u, v € C%(Q). Usando que, para a > 0 e b > 0 vale

- 17| < la — b|P, 0<p<l,
L pla=0fla"t + 07, 1< p<oo,

entdo |u|*! e |[v]? € C®NQ), para algum 0 < A < 6, e consequentemente |u|*|v|® €
CO Q). Como u,v > 0 temos que f € C®*(Q). Analogamente podemos mostrar que
g € C°*(Q). Aplicando o Teorema 1.24 obtemos que u,v € C**(Q) C C%(Q).

Como (u,v) é solugao fraca de (P, .4) entao

/Vu-Vgod:L‘—i-/Vv-Vde—/auapdx—/bvgpdw—/bu(dx—/cv(dw
Q Q Q Q Q Q
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2
a—i—ﬁ/‘u’a 2]v]ﬁug0dx— fﬁ/QMah)]ﬂQv(dx:O, V(p,Q) e X

Tomando ¢ € C*(2) e ¢ = 0 obtemos

2cv
/ div(pVu)dr — / peAudz —/ (au +bv+ —— |u\°‘ 2v|Pu > odr = 0.
Q Q Q a+p

Aplicando o Teorema da Divergéncia e usando que ¢ = 0 sobre 0f2 obtemos que
/ hpdr =0, Vee CX(Q),
Q

onde h = —Au — au — bv — Z5[ul**v]’u € C(Q) C L*(Q). Argumentando como na

parte final do Teorema 1.26, concluimos que h = 0, ou seja,

u|ul*2|v]?  em Q.

2
—Au =au+ bv + c
o+
De forma analoga, obtemos

lu|*v]v]®~?  em Q.

—Av=bu+cv+ 25
a+ 0

Isso conclui a demonstracao do teorema. O

Lema 3.2 Suponha b > 0 e seja (u,v) uma solu¢ao nao identicamente nula de (Py5.4)

com u,v > 0. Entao u,v >0 em €.

Demonstragao: No caso em que a > 0, usando que b > 0 na primeira equacao de
(P, .4) obtemos que Au < 0 e pelo Principio do Méximo Forte (Teorema 1.30) conclui-

mos que u > 0 em §2.

No caso em que a < 0, usando que b > 0 na primeira equacao de (P, 3.4) obtemos
que Au + au < 0 e novamente pelo Principio do Méaximo Forte concluimos que u > 0

em €.

A prova de que v > 0 é similar. O

Demonstracao do Teorema D: A ideia é minimizar o funcional

I(u,v) = %H(u,v)H? - %/Q(AU, U)dz,  (u,v) € X,

restrito a M = {(u7 v) € (HJ)?: /(u+)o‘(v+)’gdx = 1}, e apos, usar o Teorema do Mul-
Q
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tiplicadores de Lagrange e a homogeneidade do problema (P;r 3, ). Primeiramente ob-

servamos que, por (2.8),

1 1
I(u,0) > 2w, 0)]* ~ Sp / («? + 0?)d.
Q

1
Dai, se po < 0 temos I(u,v) > §||(u, v)|I* e se for uy > 0 por (1.20) segue que

1
Huw) > sllwo)|P — 242 / (IVal? + |VoP)de

2\

Portanto

I(u,v) > %min{l, (1—’;—?)}\\(%@)112. (3.1)

Seja I, = ( ir)lf I(u,v) e (un,v,) € M uma sequéncia minimizante para I,, isto &,
u,v)eM

I(tp,vy) = I, + 0n(1). (3.2)

De (3.2) e (3.1) obtemos que (uy, v,) ¢ uma sequéncia limitada de X. Pela Proposigao 1.10,
existe (u,,v,) € X tal que, a menos de subsequéncia,
() (tn,vy) = (Uo,V,) fracamente em X;

(i1) wp, — u, € v, — v, fortemente em L9(€2), para todo 1 < ¢ < 2%;
(140) up — Uy € Uy — U, q.t.p. em Qe
(

i) |un| < hy e |vg] < hg, q.t.p. em  com hy, he € LI(Q2), para todo 1 < ¢ < 2*.

Afirmamos que (u,,v,) € M. De fato, |(u})*(v;)?| < h@hS q.t.p. em Q com h¥h) €

LY(2), pois pela desigualdade de Holder com expoentes p = O“Tw ep = O‘Ttﬁ, obtemos

a/(a+6) B/(a-+8)
/ hShida < ( / h?+ﬁd:p) ( / h;*ﬁdg;) < 00,
Q Q Q

ja que hy, hy € LA (Q). Temos também que (u))*(v;)? — (uf)*(v})? q.t.p. em Q.

Assim, podemos aplicar o Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue para obter

/Q(qu)a(Uj)ﬁdx = lim [ (u))*(v])Pdx = 1.

o n
n—oo o)

Logo (uo,v,) € M.
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Agora vamos mostrar que I (u,,v,) = I,. Por (3.2) e (iii) da Proposi¢ao 1.1 obtemos

1

I, = = lim {H(un,vn)|]2— (a/uid:c—l—%/unvn—l—c/vzdx)}
2 n— Q Q Q
— (o, vo)||* — = lim (@ | urdx+2b | uyv, +c [ vide
2 2 n—oo Q Q Q

Como u, — u, e v, — v, fortemente em L*()) segue que

/uidxﬁ/ugdx, /vidxﬁ/vgdx e /unvndxﬁ/uovodx, (3.4)
Q Q 0 0 Q Q

(3.3)

v

pois

nllz = Nuolla] < flun = uolla, — [llonlla = flvoll2] < flon = voll2

/unvndx—/uovodx
Q Q

< / [Uun v — oV, |dx
Q

< / [t (v, — v,)|dx +/ Vo (Un, — u,)|dx
Q 0

[unll2l[on = voll2 + [[volla][un — woll2-

IN

De (3.3) e (3.4) vem I, > I(u,,v,), € consequentemente, I, = I(u,,V,).

Observamos que, pelo discutido na Secao 1.2, o funcional I e o funcional GG dado por
G(u,v) = /(u+)a(v+)5dx — 1 sdo de classe C'' com
Q

I'(u,v)(p,¢) = / Vu-V d:l:+/ Vou-V( d:z:—/ augpd:c—/ by dx—/ bu(dx—/ cv( dx
Q Q Q Q Q Q

e

G (u,v)(.C) = / ()2 (0o + / Bty ()P de, Y (p,0) € X

Aplicando o Teorema 1.23 obtemos um multiplicador de Lagrange n € R tal que

I' (o, 00) (0, C) — NG (o, v,) (¢, () =0, V (p,¢) € X. (3.5)

Tomando (¢, () = (u,,v, ) em (3.5) e observando que

o) ~o

I'(ug,vo)(uy ,v,) = / (Ve - Vu, + Vo, - Vu, — auu, — buyv, — bvyu, — cv,v, ) do
0
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= / [[Vu, |>+ Vo, | = a(u, )? — bu, (uf +u,)] do
Q
+/ —bu, (v +v)) — c(vo_ﬂ dx
Q

= 2[(u,,v,) — /(bujvo + bvfu )dx
Q

G (U, Vo) (uy, ,v,) = /a( et wh) g dx+/ﬁ v de = 0,
Q

= 1 [,(bufv, + bufu,)dz. Como b > 0, temos que I(u,,v,) < 0

e entao de (3.1) obtemos | (ug,v;)]|? < 0 e consequentemente, (u;,v,) = 0. Assim,

obtemos I(u,

O ) O

concluimos que u, > 0 e v, > 0.

Usando (3.5) com (¢, () = (u,, v,) vemos que

I (g, v,) (g, v,) = /(|Vu0|2 + |V, |*)dz — /(aui + 2bu,v, + cvl)dr = 21 (u,, v,)
Q Q
= 0 [ [ ) B ) ] d
Q

= o 8) [ () () s
= n(a+7).

Portanto, n(a+ () = 21(u,, v,). Como (u,,v,) € M segue que u, # 0 e v, # 0. Logo por

[n(a+6)} )
T (

(3.1), I(u,,v,) > 0 e consequentemente, 7 > 0. Afirmamos que Uy, Up) €

uma solugao fraca para (P, 4). De fato, de (3.5) temos que

/Vuo Vgpdx—i—/Vvo VCda:—/auOgodx—/bvogodx—/bu(,(da:—/cvogdx
Q

—na/() o} sod:r—nﬁ/ o)ocdr = 0, V(0.0) € X

[n(oﬂrﬁ)} )
2

Multiplicando essa equagao por K = e observando que nK = 042T5K atp-1

obtemos

/Q V(Ku,)- Vidz + /Q V(Kv,)- Vdx — /

Q

a(KuO)god:(:—/Qb(Kvo)goda:—/Qb(Kuo)Cdx

—/C(KUO)Cdx— 20 /(Kuj)a_l(KU:)ﬁgpda:—
0

a B¢ gy —
a+ 8 Jq /<Ku:) (Kvg )~ ¢dz = 0.

a+ 8 Jo
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Como Ku, > 0e Kv, > 0, entdao K(u,,v,) é solugao fraca para (P, .4). Pela Proposi-
¢do 3.1 temos que Ku,, Kv, € C*(Q) e consequentemente K (u,,v,) é solucio de (P, 5.4)-

Pelo Lema 3.2 concluimos que Ku, > 0 e Kv, > 0 em €. O
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Capitulo 4

O caso critico

Neste capitulo consideramos o sistema (PO‘[F 3, 1) 1o caso critico o+ = 2* e supomos
a,>1,b>0,e N >3. Para N > 4, podemos garantir existéncia de solugao quando
os autovalores i1, ts da matriz A sao positivos e menores do que A\, onde \; é o primeiro
autovalor do Laplaciano. No caso N = 3 podemos garantir existéncia de solugao quando
2 é uma bola e A\ /4 < 3 < e < A1. A demonstragao desses resultados, objetivo desse
capitulo, é devida a C.O. Alves, D.C. de Morais Filho e M.A.S. Souto [3], que adaptaram

para sistemas as idéias de Brezis-Nirenberg [§].

Comegamos recordando que, para a+3 < 2*, pela continuidade da imersao H}(2) —

L*P(Q), podemos obter uma melhor constante (maximal) S, 5(Q2) tal que
Sars(Q) ulliis < [Vull3, para todo u € H,(Q),

a saber,

; Jo [Vuldz
mn
weHHQ\{0} ([, [uletfda)?/ (@+5)

Sa—i—ﬁ(Q) =
Para qualquer dominio €2, So:(Q2) = Sa-(RY) (veja [29]). Denotamos Sy-(2) por S.
Agora definimos

5. 5(Q) = int {/(|Vu|2 +Vo2)dz : (u,v) € X com / | o] dz = 1} RVRY
Q Q

Quando o+ 3 = 2*, denotamos §a“3<Q) por S. O lema a seguir nos garante que §a,5(Q)
estd bem definido e que S, 5(€2) > 0.
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Lema 4.1 Se a+ g < 2%, entao existe uma constante ¢ > 0 tal que
1/(a+p)
([retra) <@l ¥ ex,
Q

Demonstragao: Da defini¢ao de S, 5(2) obtemos, para todo (u,v) € X,

1/(a+B) 1/(a+PB)
( / \u|a|v|ﬁdx) < [ J AL R dx]
Q Q

1/(a+8)
< {/ (Jul**7 + Jv[*+P) da:}
Q
/(a+8)
(2 max{/ u|*Pda, / |v|°‘+5d:v})
1/(a+0) 1/(a+B)
< 91/(a+3) (/ |u|°‘+ﬁdx) + (/ |U|O‘+Bd:ﬂ)
Q Q
_ 2 12 12
(/ |Vu|2dx) + (/ |Vv|2dm>
Q

1/2
2| (u, v)|

oz—i—,@

91/(a+B)
pry 2—
S2,()

O

A proxima proposicao, de fundamental importancia para a demonstragao do Teorema A,

nos da uma relacio entre S, () e S, ().

Proposicao 4.2 Seja Q um dominio (ndo necessariamente limitado) e o + 3 < 2*.

Entao
<a) B/(a+8) . <a) —a/(a+0)
B B
Buw, %)

Além disso, se Sars(Q) € atingido em w, entio Sq () € atingido em (uy, v,) = ( e, =
para qualquer par de constantes reais B e C tais que B/C = +/a/fB
A= (BC? [, |wo|+Pda)" .

Sa,(2) = Sars(€).

Demonstragao: Seja (w,) em H!(Q) \ {0} uma sequéncia minimizante para S, 5(f).

Considere u,, = sw, € v, = tw,, n € N, com s,t > 0 a serem escolhidos posteriormente.

1/(a+0) 1/(a+0)
A= ([ alioa) = ([ apear) 2
Q Q

Entao
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a B
Un  Un Un Un
—, — ] ¢ —| |- =1
e (An, An) é tal que/Q i |7 dx
Por (4.1) obtemos
~ un \ | v\ |2
Sas(Q) < V(-2 \VA d
o= (o))
 JoVup? + [V )de s+ #2 Jo [Vw,|2da
o A2 ( sth)2/(atB) ( fﬂ |wp|e+Bdx)2/ (a+8)”
Observamos que
52+ t2 - s2 n 12 - (s)fﬂa+<s);ﬁ§ (42)
erpeen e i) |

Escolhendo s,t > 0 tais que s/t = y/a/ 3, das duas expressoes acima segue que

<a>ﬁ/<a+/@> . <a> /et Joy [Vw,[2d
I} I} (fg |wn‘a+ﬁdx) 2/(a+p) "

Fazendo n — oo e lembrando que (w,) é uma sequéncia minimizante para S,z(2),

(%) B/(a+B) ) (%) —a/(a+ﬁ)] Senl). (4.3)

Sa,p(R) <

obtemos

Sa,p(f2) <

Para mostrar a desigualdade contraria, consideramos ((u,,v,)) em X tal que

Jo, [un]®|vp|Pdz = 1, para todo n € N, uma sequéncia minimizante para Sa3(Q). Para

cada n € N, defina z,, = s,v,, onde s, > 0 é tal que

/|un|a+ﬂdx:/|zn|a+ﬁdx.
Q Q

ath oy = aTJgﬁ, segue que

(67

Aplicando a desigualdade de Young com p =

ey B o a+B3 6 / o+
U Y2, de < Uy, dx + Zn dx
/Q ]2 B /Q ] a+p0 Ja 2

o+
= /|un‘°‘+ﬁdx = /|zn|a+6dl‘.
Q Q
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Usando a definigao de z,, a desigualdade acima e a defini¢do de S,43(€2), obtemos

fQ(|Vun|2 + [V, |*)dz
(fQ |un|°‘|vn|ﬁdx)ﬁ
Jo(IVup|* + |V, [*)da
(Jo, unl® (552 |20])” da) =57
25 25
s’ fo [Vup|*dx $nt” [ IV, [Pda

_2 _2
(o lunl®lzal dz) =57 ( [q [un]®|2n|Pd) =57

Jo(IVuy [? + [Vo, ) dz =

(4.4)

268 26
$n 7 [o |Vupl?de 3™ [ 5,2 Ve, 2da

(Joy ltn|@#9da) 55— ([, 20|+ da) 557

25 20
> (8{%‘Hi +sq‘i‘“’) Sat+5(82).

Agora definimos a funcio g(s) = s2%/(2+0) - g=2e/(a+8) = 5 > (. Afirmamos que o minimo
da fungao ¢ é assumido no ponto s = y/a/f3. De fato,
2 ~3a—3 2 —3a—0

g'(s) = Py (55’2%3 — (s otB ) = s et (Bs® —a) .

Portanto, s = y/a/ é um tnico ponto critico de g. Vemos que se s < \/a/f3 entao

g'(s) < 0eparas > y/a/f temos que ¢'(s) > 0. Logo s = y/a/f é um ponto de minimo
local. Mais do que isso, s = y/a/3 é um ponto de minimo absoluto de g.

De (4.4) e da definigao de g vem

/Q (IVunl? + [VoaP)de = g(s2)Sara() = g (Va/B) Sars(@)

_ [(%) B/(a+B) . (%) —a(a+6)] 5a ).

Fazendo n — oo na desigualdade acima e lembrando que ((u,,v,)) é uma sequéncia

minimizante para §aﬂ(Q), obtemos

(%)ﬁ/(a+ﬁ) . (%) a(a+ﬁ)] Sl (4.5)

De (4.3) e (4.5) obtemos a relacio desejada entre Says(Q) € Sq5(92).

Sa,3(02) >
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Além disso, se w, realiza S,.3(€2), isto é, se

/ |Vw,|*dx
Q) = &

s
(/ |wo\°‘+ﬁd:v)
Q

entdo, tomando u, = Bw,/A e v, = Cw,/A, onde B e C sao constantes reais tais que
B/C = \/a/B e A= (BC" [, |w0|a+f3dx)1/(a+m, e usando a relagdo entre S,15(€2) e

Sa,5(92), concluimos que

Sa-l—ﬁ(

I

B?2+C? Jo [Vw,|*dz
(BoCPYI D) ([ |+ P2/ (o)

/<|Vuol2 + |V, [*)dz =
Q

B 28/ (a+8) B —2a/(a+p)
-lle) (@) Sl

B/(a+P) —a/(a+p) _
6" 55

Observe que [, |u,|*[vo|?da = 1. Portanto, S, 5(Q) é atingido em (u,, v,). O

Seguindo as idéias de Brezis-Nirenberg [8] definimos

fQ(|Vu]2 — Mu|*)dz
(fQ |u 2*dx)2/2*

Qx(u) = . ue HY(Q)\ {0}, XeR,

Sy=inf  Qx(u).

ueHg(2)\{0}

Sem perda de generalidade, podemos supor que 0 € 2. Em [8|, Brézis e Nirenberg
mostraram que no caso em que N >4 e A > 0 entao S5 < S. A mesma conclusao vale

quando N = 3, Q2 é uma bola e A > \;/4. A idéia estd em usar a fungao

_ p(x)
us(x) = 2 [ >0, xze€(, (4.6)

onde p € C°(Q2) é uma fungao de corte positiva tal que p(z) = 1 para  numa vizinhanga

de 0, para obter que
Q,\(ua) < S, (47)

para ¢ suficientemente pequeno.
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O funcional associado a (P} 5 4) é

J(u,v) = %/ﬂﬂVUF + |Vv]?) dw —%/Q(AU, U)dx — % /g)(u+)a(v+)’6dx, (u,v) € X.

Vimos na Secao 1.2 que este funcional esta bem definido e ¢ de classe C!, com

J (u,v)(p,¢) = / Vu-V dﬂH—/ Vu-V( d:c—/ auyp dx—/ bvp da:—/ bul d;v—/ cv dx
Q Q Q Q Q Q

200

o (uN)* ) pde — 2= [ (uh)*(wh)P~ ¢ dr, para todo p,¢ € HX(Q).
Q

2* Jq

Nos dois proximos lemas verificamos que J tem a geometria do Passo da Montanha.

Lema 4.3 Suponha o+ 3 = 2* e us < \y. Entao existem p,r > 0 tais que J(u,v) >
p >0 para todo (u,v) € X com ||(u,v)|| =r.

Demonstragao. Por (2.8), pelo Lema 4.1 e pela caracterizagao variacional de A\; dada

em (1.20),

1 1 2
Juv) > Sl o) - 2 / (AU,U) dz — = / 0P da
2 2 Jg 2 Jo

2%

v

1 1
o)l = 3o [ (@2 + %) do = Cl o)
Q

2%

v

o) = 22,0 - €l

2\
2*2:|

1
— ol |5 (1-52) - Cllw)
onde C' é uma constante positiva.

1 11Y@ -2
Tomando r = [— (1 — &) —] > (, obtemos

1 M) C
] N/Z g (N-2)/2
oz | (-8 (6) 20 aendo o) =

Lema 4.4 Suponha o + 3 = 2*. FEntao existe (u,v1) € X tal que ||(ug,v1)|| > r e
J(u1,v1) <0, onde r € dado pelo Lema 4.53. Além disso,
(1) se N>4e0<p <ps <A ou
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(17) se N =3, Q € uma bola e A\ /4 < g < pg < Aq,

entdao (ui,v1) pode ser escolhido de forma que

2 (3\"”
sup J(tuy,tv) < — | = )

Demonstragao: Sem perda de generalidade, supomos 0 € Q. Fixe (u,,v,) € X \ {0}

com u,, v, > 0 numa vizinhanca de 0. Por (2.8) obtemos, para t > 0,

1 1 2 o
J(tuy, tv,) < =2 (to, vo) ||* — —ultz/(u?) +02) dx — —t /(uj)a(vj)ﬁdx.
2 Sl ",

Dai,

1 2 .
lim J(tu,, tv,) < lim 2 | =|| (o, v,)||* — &/(ug +v?) dor — —t* _2/(u;’)a(vj)ﬁdx
t—00 t—00 2 2 Q * Q

= —0OQ.

Escolhendo (u1,v1) = (t1u,,t1v,) com t; > 0 suficientemente grande, a primeira parte

do lema esta demonstrada.

Agora sejam u. dado em (4.6) e B,C constantes reais positivas tais que B/C =
\/a/B. Pela primeira parte do lema podemos escolher (uq,v1) = (t;Bu.,t;Cu.) com t;
suficientemente grande de forma que J(uy,v1) < 0 e ||(u1,v1)|] > 7. Por (2.8) e por nossa

escolha de (uy,v;) obtemos

1 1 2 .

J(tuy, tvy) < —t2/(|Vu1]2+ |V |?)de — —tzul/(uf+v%)dac— 2 /(uf)a(vf)ﬁd;ﬂ
2 Jo 2 Q 2* Q
1

2% 2%
20t

2 Ue

= a1t2 — a2t2 s

2 .
= —(B*+CH [/ |Vu.Pdz — 1 / u?c&} t? — §B“Cﬁt%
Q Q

onde a; = (1/2)(B* + C?)t2 Q,, (u.)||ucl|3 > 0 e ay = (2/2*)B“CP3"|Ju.||3. > 0. Note
que, por (1.20), Q,, (ue) > 0, pois p1 < A;. Definindo h(t) = a1t? — ast*, ¢t > 0, por um

Ue

céalculo direto vemos que

2&1 1/(2*=2) 1 1B2 —|—C2 1/(2*=2)
() = i [ )]

é o ponto de maximo absoluto de h e
2 [1 B? 2
hit,) = [ ¢

N/2
5W@m<“s>} =0
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Por (4.2), usando que B/C = \/a//[3, obtemos

sup J(tus, t01) = h(to) = %{% [(%)W + (%) W] Qul(ug)}N/Q. (4.8)

Sob as hipoteses (i) ou (it), por (4.7) obtemos

Quy (ue) < S.

Dai, de (4.8) e da Proposi¢ao 4.2, concluimos que

—\ N/2
2 (S
sup J (tuy, tvy) < ~ 3

>0

e portanto, a segunda parte do lema esta demonstrada. O

Demonstragao do Teorema A. Escolhemos (u;,v;) satisfazendo as conclusdes do

Lema 4.4 e definimos

I'={y € (0,1, X) : 7(0) = (0,0) e ¥(1) = (u1,v1)}
e o nivel do passo da montanha por

¢ = inf max J(y(?)). (4.9)

vel 0<t<1

Pelo Lema 4.3, vemos que ¢ > p > 0. Além disso, pelo Lema 4.4, obtemos

2 ()"

Aplicando o Teorema 1.35, existe uma sequéncia (u,,v,) € X tal que

J(tp,v,) — € (4.11)

J (tp,vp) — 0 em X', (4.12)

quando n — oo. Observe que por (2.8) e (1.20) temos

1 1 A —
J(un,vn>——J'(un,m(un,vn)>—( 1 ’“‘2) 1ty o)



64

Por outro lado, de (4.11) e (4.12) temos

1 1
J(Up, vp) — ?Jl(umvn)(umvn) < |J(tn, vn)| + ?HJ/(UMUn)HX’H(unvvn)H

< K+ K| (un, va)]]
onde K; e K, sao constantes positivas. Como s < A1, as duas tltimas desigualdades
nos dao || (un, va)|* < Kz + Kyl|(un,v,)]|, onde K3 e K, sdo constantes positivas. Dai

concluimos que (u,,v,) ¢ uma sequéncia limitada em X. Pela Proposigao 1.10, existe

(uo,v,) € X tal que, a menos de subsequéncia,

(1) up, — u, € v, — v, fracamente em H!(Q),
() up — u, € v, — v, fortemente em LI(2), para todo 1 < g < 2* e

(471) up — Uy € Uy — U, q.t.p. em €.

Vamos mostrar que (u,,v,) ¢ uma solugio de (P ,). De (4.12) temos que

S (tn, vn)(9,C) = 0n(1),  V(p,¢) €X

ou seja,
/Vun Vgpdm—l—/Vun VCdx—/aungpdx—/bvngpdx—/bunCdx—/candm
Q
2 2
5 [whreheds = 3 [ wh G =o,1). Ve e X, (413)
Vamos analisar o comportamento de cada termo de (4.13) quando n — oo. Afirmamos
que
/ Vu, -Vodr — / Vu, - Vodx (4.14)
Q Q
e
/ Vo, - V(dr — / Vv, - V(dx, (4.15)
Q Q
quando n — oo. De fato, seja f : H)(Q) — R dada por f(u) = [,Vu- Vedz,

onde ¢ € H!(Q). Observe que f ¢é linear e além disso, pela de81gualdade de Hoélder,
|f(w)] < llellmollull i), logo f é continua. Portanto f € (H(2)). Como u, — u,
fracamente em H!(§) entao por (i) da Proposi¢cao 1.1 temos (4.14). Analogamente,

mostra-se (4.15). Também, pela desigualdade de Hélder, temos

/ungodx—/uogodx
Q Q

< [ 1w = weldo <, = wolellel
Q
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e usando o fato de que u,, — u, fortemente em L*(f2), segue que

/ungo dr — / U dx, quando n — oo. (4.16)
Q Q

Analogamente, vale

/vngodxe/vogodx, /unCdxH/uogda: e /andxH/voCdx, (4.17)
Q Q Q Q Q Q

quando n — oco. Agora vamos mostrar que para todo ¢,( € H(Q),

/( 2 sodx—>/ )0 da (4.18)

/( ) ()P 1Cd:v—>/ - dr (4.19)

quando n — oco. Seja w, = (u;})*~*(v;})?. Afirmamos que w, € L*/Z =1 (Q). De fato,
usando a desigualdade de Holder com expoentes p = (2* —1)/(a — 1) e p' = (2* = 1)/

e a continuidade da imersdao H!(Q) — L? () obtemos uma constante K > 0 tal que

I
Q

* _2*
Fde < [ (o) da

(feree)™ (]

2% (a—1)
Klluall i)
K||(un, vn)

= KH(umvn)HQ*

IN

s
o 2% —1
dx

2% 1
H3(92)

2*(2*_—1+2*ﬁ—1)

IN

|Vn

IN

Como (uy,v,) é uma sequéncia limitada em X segue que w, é uma sequéncia limitada
em L¥/Z=D(Q). Além disso, por (i), w, — (u})* '(v})% q.t.p. em Q. Aplicando o

Teorema 1.6 concluimos que
/( e gadm—>/ ) wHPedr, Ve L¥(Q),

e em particular, para todo ¢ € H!(Q). A prova de (4.19) é analoga. Agora fazendo
n — oo em (4.13) e usando (4.14)-(4.19) obtemos J'(u,, v,)(, () = 0, para todo ¢, ( €
H(Q). Agora, de J'(u,, v,)(u, ,v;) = 0 obtemos

o’ 7o

/Q(|Vu0|2+|Vvo\2) d:c—/Q [a(uy ) + 2b(u, ) (v, ) + (v, )?] do = b/(z(vjuo—l—ujvo) dz < 0.
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Dai, e de (2.8), temos

(g 05)]1* = M2/Q [(u;)? + (v,)?] dz <0.

Combinando com (1.20) vem

(1= 52 N <.
1

e consequentemente, (u, ,v, ) = (0,0). Portanto, u, > 0 e v, > 0. Dai, (u,,v,) satisfaz
(1) e portanto ¢ solucio fraca de (P, 3.4). Pela Proposicio 3.1, temos que u,, v, € C%(£2)
e consequentemente (u,, v,) ¢ solu¢do de (P, g 4). Para mostrar que esta solugado ¢ nao
trivial, primeiramente observamos que u, = 0 se, e somente se, v, = 0. De fato, se u, =0
e v, # 0 entdo pela primeira equacio de (P, g.4) obtemos que b = 0. Dai concluimos que

p1 = ¢ ou pip = c. Agora, pelas segunda e terceira equagao de (P, 5.4), temos

—Av = cv, x € €,
v =0, x € Q.

O fato de que 0 < py < e < Ay contradiz A\; ser o menor autovalor positivo do Lapla-
ciano. O mesmo raciocinio vale para v, = 0 e u, # 0. Concluimos que u, e v, sao
ambas nao identicamente nulas ou (u,, v,) = (0,0). O ultimo caso ndo pode ocorrer. De
fato, argumentando por contradigao, supomos que (u,, v,) = (0,0). Como (u,, v,) é uma
sequéncia limitada em X, passando uma subsequéncia se necessério, podemos supor que

existe

(= lim [ (|Vu,|* + |Vv,|*) dz > 0. (4.20)

n—oo QO

Pela convergéncia forte de (uy,), (v,) em L*(€)), obtemos, como na demonstragao do

Teorema D,

lim [ (au? + 2bu,v, + cv?)dr = /(auz + 2bu,v, + cvl)dr = 0. (4.21)

De J'(tn, vy) (tn, vn) = 0,(1) e de (4.20), (4.21), obtemos

lim | (u,))*(v})Pde = g (4.22)

n
n—oo [¢)

Por outro lado, de J(up,v,) = ¢+ 0,(1) e de (4.20), (4.22), obtemos ¢ = ¢/N. Se
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A= (Jo |Un’a|vn|ﬁd$)l/2* # 0 entao

Dai,

N N 2/2*
/(|Vun|2 +|Vo,[Hdz > SA:2 =S (/ |Un|a|Un|’Bd$>
Q 0

> 5([erwe)

Note que se A, = 0, a desigualdade acima é trivialmente satisfeita. Fazendo n — oo

N/2
S
na desigualdade acima e usando que ¢ = ¢V, obtemos ¢ > ~ (§> , 0 que contradiz

(4.10). Portanto, (u,,v,) #Z (0,0). Pelo Lema 3.2 concluimos que u,, v, > 0 em . Isto

finaliza a demonstracao do Teorema A. O
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