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Resumo

Neste trabalho sédo apresentados estudos tedricos, grdgetoontroladores e simulagées
numeéricas de alguns sistemas de controle automaticos,cqdecorrer das pesquisas geraram
novas contribuicées. Primeiramente foi feito um brevedsstobre os sistemas fuzzy Takagi-
Sugeno (TS) e realizadas algumas simulacfes envolvendapé® académicos como o Sis-
tema bola-viga e o levitador magnético. Em decorrénciaesdesstudos foi proposto um novo
método para o controle de sistemas mecanicos ndo-linele®sjtos através de modelos fuzzy
TS, considerando o acesso somente as derivadas das \&deawstado da planta, com projeto
baseado em desigualdades matriciais lineares, em ihgiéar Matrix Inequalities(LMIs) e
estabilidade assegurada atraves de fungdes de Lyapunicioalmente, foram feitos estudos
sobre realimentacao derivativa, e proposto um novo métadogrojetar a matriz de realimen-
tacdo discreta no tempo da derivada do vetor de estado,dal gunal de controle obtido seja
equivalente a uma dada lei de controle continua no tempo ealimentacao do vetor de es-
tado. O controlador discreto € obtido com base no controleaiatinuo, utilizando um método
de aproximacao, baseado em LMIs. E suposto que a plantarélémet, linear e invariante no
tempo, com uma (Sl) ou multiplas (MI) entradas. Este pronedio permite o uso de métodos
de projeto bem conhecidos de realimentacéo das variaveistdéo em sistemas continuos no
tempo, para calcular diretamente os ganhos de realimendagéerivada das variaveis de estado
em sistemas discretos no tempo. Os projetos com realindnthegivativa podem ser Uteis no
controle de sistemas mecanicos, utilizando-se acelerésnedmo sensores. Finalizando, um
outro assunto abordado neste trabalho e que também tronkgbaa6es relevantes, envolve
os sistemas chaveados e o Controle com Estrutura Variavel)(€&\siderando disponivel o
vetor de estado da planta. O projeto € baseado em desigesldad.yapunov-Metzler (LM) e
em resultados de estabilidade de sistemas Estritamente Restivos (ERP). Foram definidos
os sistemas Lyapunov-Metzler-ERP (LMERP), que permitirarasedvolvimento de um novo
método de projeto de CEV para sistemas com comutacao. O miaot@m foi aplicado no
controle de um conversor dc-dc, e foram obtidos resultadesdesempenho superior, compa-
rado com métodos recentes de controle com modos deslizzar@sistemas chaveados. Para
verificar a validade dos métodos propostos, sao apresargadmplos numeéricos e simulacdes
utilizando o software MATLAB.

Palavras chave:Desigualdades matriciais lineares (LMIs), Modelos fuzakdgi-Sugeno,
Realimentacado derivativa, Sistemas Chaveados, SistemasDERiBualdades de Lyapunov-
Metzler.



Abstract

In this work, theoretical studies, controller designs antharic simulations of several au-
tomatic control systems that generated new contributiosaspeesented. Firstly, a study on
Takagi-Sugeno fuzzy systems modeling, control designssandlations with practical exam-
ples, such as a ball-beam system and a nonlinear magnetiersisn system, are described.
With these studies a simple method, based on Linear Mategualities (LMIs) and Lyapunov
functions, for designing a control system using the Tal&ggeno fuzzy models in mechanical
systems, where the available signals for the control ate-sierivative, is proposed. Additi-
onally, new results about state-derivative feedback tholy a simple method for designing a
digital state-derivative feedback gain such that the @briéw is equivalent to a known and
adequate continuous-time state feedback control law withaaanteed stability are proposed.
The digital controller is obtained by the continuous coltgérpusing an approach method, based
on LMIs. Itis assumed that the plant is a linear controllablae-invariant, Single-Input (SI)
or Multiple-Input (MI) system. This procedure allows thesusf well-known continuous-time
state feedback design methods to directly design distiratestate-derivative feedback control
systems. The state-derivative feedback can be useful wiltha&ion control of mechanical sys-
tems, where the main sensors are accelerometers. Finallijawe the study with the design
of state-feedback Variable Structure Controllers (VSC) folaas of continuous-time switched
plants where is assume that the state vector is availabledéolback. The design is based on
Lyapunov-Metzler (LM) inequalities and also on Strictlyditive Real (SPR) systems stability
results. The recent definition of Lyapunov-Metzler-SPR @&RR) systems is presented and a
new direct application in the design of VSC for switched eyst is proposed. The method is
also applied to the control of a dc-dc power converter: Théopmance of the resulting con-
trol system is superior to that afforded by a recently prepaalternative sliding-mode control
technique. To verify the validity of the proposed methodsneric examples and simulations
using the software MATLAB are presented.

Keywords: Linear matrix inequalities (LMIs), Takagi-Sugeno fuzzy dets, State-Deriva-
tive Feedback, Switched systems, SPR systems, LyapundzieMaequalities.
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1 Introducao

Nos ultimos anos, houve um crescente interesse em pesgalza&sa teoria e aplicacdes de
sistemas nebulosos, mais conhecidos como sistemas fuznyer@sse se deve a similaridade
destes sistemas com o comportamento humano na solugaoatienpas complexos. Assim, 0s
sistemas fuzzy permitem que o projetista utilize o seu confento experimental para elaborar
o projeto de sistemas de controle. Se observarmos nosgateatdo cotidiano, verificaremos
facilmente que somos constantemente conduzidos a tomas d@cisées para resolver os mais
variados tipos de problemas. Em geral, as decisdes sase &frigduncédo de algum aprendi-
zado adquirido com experiéncias anteriores, muitas veredares. Entretanto, podemos ser
submetidos a situagdes inusitadas ou pouco convencigpuggodem nos deixar com duvidas
sobre qual atitude devemos tomar. Entdo, embora nao teshansoluta certeza, temos que
tomar decisdes que sdo elaboradas a partir de uma interaggowehdizados que foram adqui-
ridos anteriormente, em situacdes diferentes, mas que sejanais proximas da situacao em
guestdo. Os sistemas reais, em geral, sdo complexos e pytéeximade surge de incertezas
na forma de ambiguidades. Problemas caracteristicos delexidade e ambiguidade séo tra-
tados de forma subconsciente pelos humanos na solucéoidg péblemas sociais, técnicos,
biol6gicos e emocionais. Multidimensionalidade, estaguhierarquicas, interacdes mutuas,
mecanismos de realimentacao e dinamicas imprevisivesEis parte das caracteristicas de
tais sistemas complexos (MACHADO, 2003).

Analisando o comportamento humano diante de problemasiicio dos anos 60, pesqui-
sadores comecaram a questionar se o conceito de incerezdiguidades e o conhecimento
humano poderiam ser utilizados para completar a descricdm@reensao de sistemas reais
complexos. Baseado nestes principios, em 1965, Lotfi A. Zediedduziu a teoria fuzzy (cuja
traducdo em portugués é nebulosa ou difusa). Em seu afigzey Sets (ZADEH, 1965)
ele formalizou suas idéias sobre uma nova ferramenta matenggue utiliza conhecimento e
incertezas sem descrevé-las em termos de probabilidadeopdgia de Zadeh era modelar o
mecanismo do pensamento humano, com valores linguisticdisgar de niameros, levando es-
tes valores para a teoria de sistemas e desenvolver umalassa denominada sistemas fuzzy.
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Duas razbes principais motivam o estudo da teoria fuzzy. ilgira é que esses sistemas
conjugam a capacidade de processar informacao de natnoeztaiou qualitativa com a capa-
cidade de aproximacgéao universal (CAMPELLO, 2002; KOSKO ,6)98 precisdo com que 0s
sistemas fuzzy podem aproximar sistemas reais pode sereh @stipulada pelo projetista.
A segunda razao esta relacionada com a existéncia de vanidslos existentes, adequados
a diferentes tipos de aplicagéo, indo dos modelos lingoistha modelagem de um determi-
nado sistema, aos modelos Takagi-Sugeno (TS), com estsuiddequadas para aplicacées em
controle.

Uma parte dos estudos presentes nesta tese, concentram4s®adelos fuzzy TS para o
controle de sistemas nao-lineares. A idéia dos modeloy fli8Z TAKAGI; SUGENO, 1985)
ou Takagi-Sugeno-Kang (TSK) (SUGENO; KANG, 1988) consiistelescricdo de um sistema
ndo-linear como a combinacdo de um certo nUmero de modekerdis invariantes no tempo
locais, que descrevem o comportamento deste sistema emandés pontos do seu espaco de
estados. Desta forma, pode-se interpretar a técnicaivadiae linearizacdo em apenas um
ponto de operagdo como um caso particular dos modelos fugzgaonsistindo apenas de um
modelo local. Esta classe de modelos de projeto permite gungenheiro utilize o seu conheci-
mento sobre o sistema que vai ser controlado, na definicaardeno dos modelos locais e dos
pontos ou regides nas quais estes modelos locais seraaldsfi® modelo global do sistema
€ obtido através da combinacéo destes modelos linearés.l8cdéia é que para cada modelo
linear local seja projetado um controle de realimentagésali. O regulador global resultante,
gue é ndo-linear em geral, € uma combinacéo de cada reglitehrindividual.

Mais significativamente, problemas como as analises dbikd#ale e o projeto de controle
séo reduzidos a problemas descritos por Desigualdadegiistt ineares, também conheci-
das por LMIs (do inglé&inear Matrix Inequalitie3 (BOYD et al., 1994). Numericamente, 0s
problemas de LMIs podem ser resolvidos muito eficientemgorteneio de algumas ferramen-
tas poderosas disponiveis na literatura de programacamaata (GAHINET et al., 1995;
PEAUCELLE et al., 2002). Desta forma, a solucdo encontrada taés problemas descritos
por LMIs é equivalente a encontrar solucdes para o probleigamal. Em certas classes de
sistemas néao-lineares, os modelos fuzzy permitem uma agelel exata e assim 0s projetos
baseados em LMI sé&o rigorosos. No Capitulo 2 sdo apresentaissietalhes sobre a mode-

lagem exata.

Ultimamente o controle fuzzy tem atraido grande atencao itamaplicacdes tém sido
feitas, por exemplo, na analise de novos sistemas de cemqanh automoveis (WILL; TEI-
XEIRA; ZAK, 1997) e controle de elevadores de alta velocidade (TRNANISHIMURA;
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WANG, 1998). A andlise da estabilidade € um dos conceitos mgiortantes em sistemas de
controle fuzzy. E possivel projetar teoricamente um retprifuzzy se for disponivel um bom
critério para a analise da estabilidade, e muitos esfogossido feitos nesta area (TANAKA,;
SUGENO, 1992; TANAKA; SANO, 1994; CAO; REES; FENG, 1997a, 199TANAKA,
IKEDA; WANG, 1998; KIM; LEE, 2000). Neste trabalho sdo ametadas condi¢cdes sufici-
entes sobre a estabilidade de sistemas fuzzy TS utilizandétodo direto de Lyapunov. Os
projetos sdo baseados em LMIs e na Compensacao DistribulalR4CDP) (TANAKA; SU-
GENO, 1992; WANG; TANAKA; GRIFFIN, 1996). Os resultados sarificados através de
exemplos numéricos, utilizando como modelos, o sistenatigh (pg. 31) e o levitador mag-
nético (pg. 38). Adicionalmente, no Capitulo 3, sdo estus@adcsistemas com realimentagéo
derivativa, sendo proposto um meétodo para utilizar as ¢ésnile controle fuzzy TS em sis-
temas mecanicos nos quais os sinais disponiveis para mleos#io as derivadas dos estados
da planta. O método é aplicado numericamente no exemplo devitador magnético e num
sistema para controlar a posi¢do da perna de pacientedguacag, que utiliza acelerémetros

COMmo sensores.

Nesta tese, além dos estudos sobre os sistemas fuzzy T@nteséib abordados outros mé-
todos e sistemas de controle, que no decorrer das pesqgeisaarg novos resultados. Como
estes estudos envolveram assuntos relativamente distinta descricdo mais detalhada € in-
troduzida no inicio dos capitulos que abordam os sistemas@das propostos.

Uma contribuicdo relevante € apresentada no Capitulo 4.eNegtitulo é proposto um
método simples para projetar a matriz de realimentacédorilaada do vetor de estado e a ma-
triz de alimentacao direta (do inglésedforward gaij, tal que o sinal de controle obtido seja
equivalente a uma lei de controle continua no tempo conmmeatiacao do vetor de estado com
uma matriz de alimentacdo direta. A lei de controle discéathtida através da lei de controle
continua, utilizando um método adequado de aproximac&eaoa em LMIs. E suposto que
a planta é controlavel, linear e invariante no tempo, com (8heou multiplas (MI) entradas.
O procedimento adotado permite o uso de métodos de projeiacbehecidos de realimenta-
¢cao das variaveis de estado para calcular diretamente bsgde realimentacdo da derivada
das variaveis de estado em sistemas discretos. Projetoseadimentacdo derivativa podem
ser uteis no controle de sistemas mecénicos, utilizandealerometros como sensores. Para
exemplificar a eficiéncia do método, na Secao 4.6 foi corsitbecomo exemplo, o sistema de
controle de um helicéptero.

Uma outra contribuicdo relevante deste trabalho é apmdamto Capitulo 5, no qual &
proposto um novo método de controle com estrutura vari@ggliiado na teoria de sistemas
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Estritamente Reais Positivos (ERP) (ANDERSON, 1968; LANDAB79; HUANG et al.,
1999; OWENS; PRATZEL-WOLTERS; ILCHMANN, 1987; KAUFMAN; BARKANASO-
BEL, 1997; TEIXEIRA, 1989; HSU; ARAUJO; COSTA, 1994; DECARLDAK; MATHEWS,
1988; TEIXEIRA, 1993; TEIXEIRA; LORDELO; ASSUNCAQ, 2000; TEIXRA et al., 2002;
TEIXEIRA, 1990; STEINBERG; CORLESS, 1985; CUNHA et al., 2003; XI&NSU; CHU,
2005; BARKANA; TEIXEIRA; HSU, 2006) e sistemas com comutac&EROMEL; COLA-
NERI, 2006; DEAECTO, 2007; GEROMEL; DEAECTO; COLANERI, 2007; JARSSON,
2003). Sao propostas condi¢cdes necessarias e suficiestesl(ULMIS) para tornar o sistema
global, obtido pela comutacéo de sistemas lineares cargino tempo, ERP. Uma introducéo
mais detalhada sobre este assunto é apresentada na Sec¢édo 5.1
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2 Modelos Fuzzy Takagi-Sugeno

Como descrito anteriormente, o modelo fuzzy Takagi-SugeAKAGI; SUGENO, 1985;
TANAKA; WANG, 2001) consiste da descricdo de um sistema lind&ar como a combinacao
de um certo numero de modelos locais lineares e invariantenmpo, sendo que estes modelos
descrevem o comportamento de forma aproximada ou examgist#ma em diferentes pontos
do seu espago de estados. Na maioria dos casos esta descap&mximada, sendo que o
erro em relacdo ao modelo real depende do nimero de modekus ldilizado. Portanto,
para um determinado sistema nédo-linear, a quantidade delosolbcais a ser utilizada no
projeto fica a critério do projetista, que deve analisar si&essidades preocupando-se com
a relacdo custo-beneficio, pois um grande nimero de motielas pode exigir um grande
esforco computacional no projeto e/ou dificultar a impletagfio do controlador. O modelo
fuzzy global do sistema é obtido pela combinacao fuzzy dodetos locais lineares. Esta é
a grande importancia do modelo fuzzy Takagi-Sugeno emnséstade controle, além disso,
para um determinado niumero de modelos locais (lineared®-pe representar de forma exata
o0 sistema néo-linear. Esta representacédo exata permitgeiqode controladores com todo o
rigor da teoria dos sistemas nao-lineares (SLOTINE; L1,1)99

Os estudos realizados neste capitulo também serdo utdizanl Capitulo 3, para funda-
mentar uma nova contribuicdo da tese, relacionada ao tefizzy TS em sistemas com rea-
limentacao da derivada do vetor de estado da planta.

Especificamente, o sistema fuzzy Takagi-Sugeno é desetfis pegras fuzzy SE-ENTAO,
gue representam localmente relagdes lineares entre @& @@ saida de um sistema. Tem-se
0s seguintes modelos lineares locais:

senda =1,2,...,r (r € o nimero de modelos lineares)t) € R" o vetor de estaday(t) € R™
o vetor de entradg,(t) € RY o vetor de saidadj € R"™", B e R™™MeC; € R". Ainformacéo
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acima é ent&o fundida com as regras SE-ENTAO disponivei® arésima regra tem a forma:

Regrai : SEz(t) éM]E ... Ezy(t) €M,
~ X(t) = Aix(t) + Bju(t
ENTAO{ (t) = Aix(t) + Biu(t), o)
y(t) = Cix(t).
Tem-se queMij, j =1,2,...,p € o conjunto fuzzyda regrai e z(t),...,zp(t) sdo as variaveis
premissas. Sejﬁ}- (zj(t)) o “peso” do conjunto fuzzjx/lij associado a variavel premiszdt), e
seja

P
) =T HEM), 2(t) =[z) 2() ... 2p(0)].
Jrlluj z z [z1(t) 22 zp(1)]

Comoy(z(t)) > 0 tem-se, para=1,2,...,T,

z(t))>0 e ivvi(z(t)) >0

Uma escolha conveniente para a obtencéo de um modelo fukagif@ugeno para sis-
temas ndo-lineares é adotdt) = x(t), sendox(t) o vetor de estado do sistema ndo-linear.
Defina

a=[a; az ... af]".

Desta forma, daddg(t), u(t),z(t)], a saida final do sistema fuzzy é inferida utilizando o método
do centro de gravidade para a defuzzificacdo (TANIGUCHI eR@D1), e € dado por:

: S awi(z(t) (Aix(t) + Biu(t))
0 = z.f 1w'< )

_ 20{. 0+ Biu(t)), 2.2)

— ( (2 ) <t>+(_r m(z(t))Bi) u(t),
\ 2

(@)x(t) +B(a)u(t),

sendo,

ai(z(t)) = % i=1,2,...1 (2.3)

Em (2.3),ai(z(t)) € o peso normalizado de cada modelo de regra, também coalvecit
funcao de pertinéncia do modelo local = 1,2,...,r
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O sistema néo for¢adai(t) = 0) é definido como segue:

511 (Z(t) AX()
SLaw(z)

= _ilai(z(t))Aix(t), (2.4)
— A(@X().

X(t)

A saida para ambos os casos, forcado e nao forcado, é dada por

SwW(E)Cx()
YO = T W)

- 3 a)cx), 25)
— Clax(t).

E importante observar que, para 1,2,...,r, tem-se a combinac&o linear convexa dos mode-

los, ou seja,
;

ai(z(t)) >0 e .Zai(z(t)) =1 (2.6)

Exempilo:

O exemplo a seguir ilustra a aproximacao obtida pelos medelzy TS (MACHADO,
2003).

1(X) = a1 X
2(X) = axX
f(x)
f

0=xo X1 "X

§ f(x) = fr(x) = al(alx)§+ az(ax)
L a L

0 >

Figura 2.1: llustracédo da aproximacao obtida por modelozyfT’S.

Considerando a funcdo nao-linefix) descrita na Figura 2.1, nota-se que esta pode ser
aproximada, para=: xp = 0, por f1(X) = a1x, que é a reta tangente desta curvaxem0. Uma
aproximagcao linear para esta funcao, paxax, é fo(x) = apx; observe que esta segunda apro-
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ximagao linear n&o é tdo boa quanto a primeira aproximagéari poisf,(x) nao corresponde
areta tangente digx) emx = x;. Adotando-s€f1(x) e f2(x) como modelos locais, e as fungdes
a1(x), az(x) definidas na Figura 2.1 (observe gmgX) e a»(x) séo positivas ou nulas e que
a1(X)+az(x) = 1), um modelo fuzzy TS par&x) seriaft (X) = a1(x) f1(X) + az(x) f2(x), como
ilustrado na Figura 2.1. Pode-se observar que paray, entdoa; ~ 1, as ~ 0 e f; (x) ~ f1(X)

e parax = x1, entdoaz ~ 1, a1 ~ 0 e f{(X) ~ f»(x). Finalmente, verifica-se qui (x) pro-
porciona uma aproximacao da fun¢B) muito melhor do que as fungoég(x) (linearizagéo
em torno de um ponto de operagdo) fuix), por exemplo par&p < x < x;. Obviamente,
se aumentarmos o numero de modelos locais, a aproximag@#esermelhor. Esse exemplo
simples mostra o potencial dos modelos fuzzy TS, no trateordnfuncdes e/ou de sistemas
nao-lineares. Adicionalmente, como sera visto nesta segiBbe caso € possivel representar
exatamente a funcafb(x) através def¢(x), escolhendo-se convenientemente as funcGées)

e az(X).

Considere a planta descrita pela seguinte equacgéo, na gual eu ¢ R™
x = f(x) +G(x)u. (2.7)

Um modelo de projeto para esta planta, com modelos fuzzygiageno, tendo em vista
(2.6), é descrito em (2.2).

Suponha que& = 0 é o Unico ponto de equilibrio deste sistema aom 0, isto é,f(x) =0
somente para = 0. Entéo, considerando a existénciaddg(x) /dxj, emx =0,i,j=1,2,...,n,
um modelo local linear para a operacéo xmns 0 pode ser obtido através da linearizagéo por
série de Taylor enx = 0. Agora, surge o problema da obtencdo de um modelo localrlinea
gue represente aproximadamente a planta descrita eméX)= X, sendo queg # 0. Em
(TEIXEIRA; ZAK, 1999) foi utilizado o seguinte paradigma para a obtengéste modelo
local:

f(x) + G(x)u~ Ax+Bu para todo u, (2.8)

parax =~ Xo, e
f(Xo) + G(Xo)u = AXg+Bu para todo u. (2.9)

A solucao 6tima, descrita em (TEIXEIRZAK, 1999) é a seguinte:
G(xg) =B (2.10)

e sea' é alinhai deA, entdo

fi(Xo0) — x5 Ofi(Xo)
[1%o[[2

a = Ofi(xo) + X0, Xo#0, (2.11)
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sendo que nesta formulxo||? = x{xo € Ofi(x) = [0 fi(X)/dX1 ... fi(X)/Ixq|T. E interes-
sante observar que os modelos locais 6timos, em pontognliésrdo ponto de equilibrio ndo
podem ser obtidos através da linearizacao por série derTayloonto considerado. A formula
apresentada em (2.11) mostra que a aproximacao Otima é admwhais termos, enquanto
que a linearizacdo por Taylor, desprezando-se os termadacties, forneceria apenas o pri-
meiro termo da férmula, que é o gradiente da funf;&0) no ponto considerado. Finalmente, é
oportuno mencionar que a formula (2.11) tem sido bem aceltagpmunidade cientifica, pela
facilidade que ela oferece na obtencdo dos modelos locasgaesendo utilizada com sucesso.
Pode ser citado como exemplo, por Zheng, no projeto de unnatador Pl robusto para uma
turbina termoelétrica (ZHENG et al., 2001), por Bergstenprmeto de observadores fuzzy
(BERGSTEN; PALM; DRIANKOV, 2002), por Cao e Frank, no controleushe processo qui-
mico com atraso de transporte (CAO; FRANK, 2000), por Kim, noteme de um péndulo
invertido, utilizando sistemas fuzzy Singleton e também(pACHADO, 2003) na modela-
gem e controle de sistemas fuzzy Takagi-Sugeno. Esta fartaoibém tem sido empregada
em sistemas nao-lineares que nao utilizam modelos fuzzy @m(GUO et al., 2000), para
rastreamento de Orbitas de sistemas caoticos.

E possivel modelar exatamente certas classes de sisteoyisegies com modelos fuzzy
TS utilizando-se o método descrito em (TANIGUCHI et al., 20@,ste método é adotado nesta
tese, nos exemplos envolvendo projetos de controle comlo®fiezy TS. Neste método de
construcdo, os modelos locais sdo obtidos em funcdo deordgi®peracao e correspondem
aos valores maximos e minimos das funcdes nao-linearestdmsi. Desta forma o numero de
modelos esta diretamente relacionado ao nimero de funéddseares. Esta técnica permite
modelar uma grande variedade de sistemas que estejam nalotée operacdo. Portanto, na
construcdo dos modelos, em geral ndo sdo consideradasifzaitiades do comportamento das
funcdes nao-lineares, mas apenas seus valores extremste mietodo, para a determinacéo
dos modelos locais, é considerada a seguinte classe deasstéo-lineares:

()= 3 fix0)x <t>+k§ G (X(0) (1), (2.12)
= =1

sendo neste casc=1,2,...,n, n € o numero de estados, 0 numero de entradasfq (x(t))
e gik(x(t)) sdo fungbes dr(t), sendax(t) = [x.(t)...xn(t)]T. Para obter a forma generalizada
deste método, considere as seguintes variaveis:
aij1 = max{ fij (x(t))},
X(t)

aij2 = rp(gl{ﬁj (x(1))},
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bik1 = T(%X{gik(x(t))}a
bikz = Ql?{gik(x(t))}-

Desta forma, para representar o sistema verdadeiro conma fgeneralizada sdo necessarios
2° modelos locais, sendio nimero de nao-linearidades distintas existentes narasfeANI-
GUCHI et al., 2001). O exemplo apresentado na Secédo 2.7 mmatsadetalhes deste método.

2.1 Reguladores com Modelos Fuzzy Takagi-Sugeno

No projeto de reguladores fuzzy € normalmente considerasimoeito de Compensacéo
Distribuida Paralela (CDP) para estabilizar sistemas im&ailes descritos por modelos fuzzy
TS. Aidéia é projetar um compensador para cada regra do madely. Para cada regra, séo
utilizadas técnicas de projeto de controle linear. O retpri&uzzy global resultante, que € em
geral ndo-linear, € uma combinacao fuzzy de cada regulaarlindividual. A CDP oferece
um procedimento de projeto do regulador para o modelo fuakgdi-Sugeno, onde cada regra
de controle é projetada a partir da correspondente regnaaeadelo Takagi-Sugeno da planta.
O regulador fuzzy projetado compartilha os mesmos congutdoregras com o modelo fuzzy
nas partes premissas. Para o modelo fuzzy (2.1), seadg?,...,r, os reguladores fuzzy via
CDP possuem a seguinte estrutura:

Regrai : SEz(t) M| E ... Ezy(t) €M,
ENTAO u(t) = —Fix(t). (2.13)

Portanto, de forma analoga a efetuada na obtencéo de (2eg)lador fuzzy é dado por

SLaW()Fix®)
Saw(zt)

r

= - Y aiet)Fx) 214

= —F(a)x(t).

ut) =

Substituindo a equacéo (2.14) na equacgao (2.2) tem-se:

=
=

X(t) = > ai(z(t)Aix(t)+  ai(z(t))Bi [— ilaj (z(t))ij(t)] , (2.15)
J:
Kt = 3 a(z)AX) — Y a(z(t) T a)(z(t)BiF (). (2.16)
= = =1
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Sabemos que

Desta forma, pode-se escrever

0 = 5 @) 5 aiz)AXY - 5 ay) 3 aE0BRXY. @17
i= i= i= i=
0 = 5 () 3, (2l (A1~ BiF)) ), (2.18)
= =1
ou seja,
O = 55 (et 2(0) (A= BF) X0 (2.19)
==

de acordo com (TANAKA; IKEDA; WANG, 1998).

2.2 Condicoes para a Estabilidade de Reguladores Fuzzy

Da teoria classica de mecéanica sabe-se que um sistemavibéassintoticamente estavel
se sua energia total (uma funcéo definida positiva) for naatnente decrescente (o0 que sig-
nifica que a derivada em relagéo ao tempo € definida negaté&aua um ponto de equilibrio
seja alcancado. O segundo método de Lyapunov é baseado egeneralizacao deste fato: se
um sistema possui um ponto de equilibrio assintoticamestiéeel, entdo a energia armazenada
transferida no interior do dominio de atrac@o decai a megligeo tempo cresce até que final-
mente assume seu valor minimo no ponto de equilibrio. Pstiensas puramente matematicos,
contudo, ndo ha forma simples de se definir uma “funcao ealerflara contornar esta difi-
culdade, Lyapunov introduziu a funcao de Lyapunov, uma¢fimenergia” ficticia. Esta idéia,
contudo, é mais geral que a de energia e é aplicada de forrsabrangente (OGATA, 2003).
Para modelos fuzzy continuos no tempo, podem-se obter d#&;des suficientes para a esta-
bilidade através de fungdes de Lyapunov quadraticas do/iip()) = x(t)TPx(t) (TANAKA,;
SUGENO, 1992; PIETROBOM, 1999; TEIXEIRA; PIETROBOM,; ASSUN(;ATZEOO; KIM;
LEE, 2000; TEIXEIRA; ASSUNC}AO; AVELLAR, 2003; XIAODONG; QINGING, 2003;
TUAN et al., 2001).

Temos que,

€O~ 55 aelt)a(alt) (A - BFy) x(). (2.20)

Seja
Gij :Ai—BiFj, (2.21)
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entao,

sendo,
r-1 r

r
Sa-y 3 oa
i<] i=1 j=1+1

Lema 1 (TANAKA; WANG, 2001) O ponto de equilibrc= 0 do sistema fuzzy continuo des-
crito por (2.4) é globalmente assintoticamente estaveksgteuma matriz simétrica positiva
definida comunk tal que

ATP+PA; <0, (2.24)

parai=1,2,...,r; isto é, para todos os subsistemas.

Prova: Considere a candidata a fungdo de Lyapunov do Wpe(t)) = x(t)TPx(t). Desta
forma, sua derivada em relacdo ao tempo (que no caso devegstiva definida) € dada por,

V(x(t)) = X(t)TPx(t) + x(t) TPx(t) < 0. (2.25)

Substituindo (2.4) em (2.25) tem-se:

; T
V(x(t)) = (Zai(z(t))Aix(t)) Px(t)+x(t)TP(Zlai(z(t))Aix(t)> <0, (2.26)

V(x(t) = _2ai(z(t))x(t)TAIPx(t)+_2ai(z<t>)x(t)TPAix(t) <0, (2.27)

V(x(t) = x(t)7 Zai(z(t)) (ATP+PA;j) x(t) < 0. (2.28)

Assim, tendo em vista (2.6),
ATP+PA <0, i=12...r (2.29)

€ uma condi¢do necessaria e suficiente para (2.28) (edtat@lquadratica) pois de (2.6), para
ai=1,0;=0,i#j,i,j€{1,2,....,r} e assim, (2.28) implica em (2.29) (condi¢do necessaria).
Agora, a condicado (2.29) e (2.6) implica em (2.28) (condmdficiente). [ |

Nosso maior interesse com relacéo ao Lema 1 é aplica-lo mmsgealimentado (2.23),
para que seja projetado um regulador que estabilize o sistem
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Substituindo (2.23) em (2.25) tem-se:

r

_Zaﬁz(t))x(tfehzj ai 2()) 1 (2(0)x(0)T (iﬁ)

i<]

V(x(t) =

()P [ 5, a7 (z0)Gux(t) + 23 o (et at) (50 ) x<t>] .

i= i<]
Organizando os termos da equacao tem-se:

V() =x()" {311 a?(z(t)) (GI P+PGi) +
TGt LG 2.30
+22Ljam40ﬂn@a»{(9%£1>P+P<9¥;ﬂ>]}ﬂg, (2.30)

Assim, verificando a equacao (2.30), com@z(t)) > 0 parai =1,2,...,r e ai(z(t))+...+
ar(z(t)) =1, as condigBes a seguir garantem a estabilidade assingbtical do sistema (2.2)
realimentado com a lei de controle (2.14) (TANAKA; IKEDA; WKG, 1998):

P>0, P=PT, (2.31)
GIP+PGj <0, i=12...r (2.32)

G| + Gl LG
(4%7J>P+P(95;ﬂ>§0,i<y (2.33)

2.3 Projeto de Reguladores Fuzzy com LMIs

Os problemas com o projeto de controle e a analise de edtdslj podem algumas vezes
ser reduzidos em problemas descritos por LMIs. Numericéman solu¢cdes de LMIs, quando
existem, podem ser obtidas muito eficientemente por meidgilemas ferramentas podero-
sas, disponiveis na literatura de programacdo matem&Q¥[D et al., 1994). Desta forma,
as solucdes encontradas para os problemas descritos persédlequivalentes as solucdes en-
contradas para o problema original. As técnicas de progaodo LMIs também permitem, por
exemplo, a especificacdo da resposta transitoria atravégalde decaimento e a especificagéo
de restricdes nos sinais de controle e nas saidas.

Como descrito anteriormente, as condigdes (2.31), (2.32)38) garantem a estabilidade
assintotica global do sistema (2.2) realimentado com adetahtrole (2.14). Substituindo
(2.21) na condicéo (2.32) tem-se,

(Ai —BiFi)TP+P(A; — BiFi) < 0,
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(AT —F B/ )P+P(Ai —BiFi) <0,
ATP—FTBI P+ PA — PBF; < 0. (2.34)

Sejam,
X=P1 Mi=FX = F=MX™

Entéo, (2.34) pode ser reescrita da seguinte forma:
ATX1—X"IMTB X1+ XA - X BiMiX 1 <0,
XAT —M[B[ +AX -BiM; < 0. (2.35)

Portanto,
~XAT +MTB] —AX+BiM; >0, i=12..

Y

T (2.36)

Agora, analisando a terceira condi¢ao temos que:

(Ai —BiFj+Aj —BjFi)"P+P(A; —BiFj +A; —BjFi) <0,
(Al —F]Bl +A] —FB] )P+P(A; —BiF;+Aj —BjF) < 0. (2.37)
SendoX =P~! e Fj = M;X~1, tem-se:
ATXt=XTIM[BI X+ ATXt—X"IM[BI X!
+X7 A - xXTIBiM Xt XA - xTIBjMiXx Tt <o,
XAT — M]B[ +XAT —MB] + AiX —BiM; +AjX —BjM; < 0. (2.38)

Portanto,
— XAT +M]B] —XAT +MTB] ~AX +BM|—A;X+BjM; >0,  (2.39)

i=12,....,r=1, j=i+1i+2,...,r.

Assim, as LMIs (2.36) e (2.39) garantem a estabilidade ##gia global do sistema (2.2)
realimentado com a lei de controle (2.14).

2.4 Taxa de Decaimento

E importante considerar ndo apenas a estabilidade, maétamitros indices de desempe-
nho do sistema controlado, tais como a velocidade de respestricdes da entrada e da saida.
A velocidade de resposta esta relacionada com a taxa derdatai3). Considere uma fungéo
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candidata a funcdo de Lyapunayx(t)) = x(t)TPx(t), com(V (x(t)) < 0) para todax # 0. A
taxa de decaiment, 8 > 0 é obtida se a condica¥d (x(t)) < —2BV (x(t)) for satisfeita para
toda a trajetorix(t) do sistema (TANAKA, IKEDA; WANG, 1998).

Lembrando-se que (da equacéo (2.30)),

V(x(t)) =x(t)T{3]_; a?(z(t)) (GI P+ PGi) +
+22i<j ai(z(t))aj (Z(t)) {(ﬂ) P+P<GI]+G]I):| }X(t), (2.40)

o V(x(1)) =x(t)TPx(t),
o SIiai(z(t) S yaj(z(t) = STy af(z(t) + 23 ai(z(t))aj(z(t) = 1,

tem-se,
r

[iaﬁ 3 ai(z(t))a; (z(t))] x(t) TPx(t). (2.41)
Dessa forma, de (2.40)\&(x(t)) < —2BV (x ()) obtém-se:

xt)T{3_, a?(z(t)) (G P+ PG;j +2BP) +

r25l a0 @) | (S5 ) P (S42) rapp| xw <o O

Assim, comoa;i(z(t)) > 0 parai =1,2,...,r e 3{_; ai(z(t)) = 1, as condi¢bes a seguir ga-
rantem a estabilidade assintética global do sistema coandexiecaimento maior ou iguaBa

(B> 0):

P>~0, P=P (2.43)
GIP+PG; +2BP<0, i=12...r, (2.44)

Gl + Gl Gii +Gij

( i J'>p+p<%)+zﬁP§O, i< (2.45)

Analogamente ao calculo das LMIs considerando apenasllietde do sistema, obtém-se:
—XAT +MBl —AX+BiM;—2B8X >0, i=12..r (2.46)
— XA +M]Bl —XAT +M[B] —AX+BiMj —A;X+BjM; —4BX >0, (2.47)
i=12,....,r=1, j=i+1i+2,....r

Assim, as LMIs (2.46) e (2.47) garantem a estabilidade &¥8&ia global do sistema com taxa
de decaimento maior ou iguaj®a
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2.5 Restricao da Entrada

Considere que a condicao inicil0) é conhecida. A restricdpu(t) ||2< y é imposta para
todo tempd > 0 se as LMIs

[ L xO" ), (2.48)
x(0) X
e
X M (2.49)
Mi V| '

se mantém ((BOYD et al., 1994) e (TANAKA; IKEDA; WANG, 1998)3endoX = Ple
M; = F;X.

2.6 Restricao da Saida

Considere que a condicao inici0) é conhecida e defing(t) = Cix(t).

Arestricdo || y(t) ||2< A é imposta para todo tempo> 0 se as LMIs

.
[ R A (2.50)
x(0) X
e
X Xchi_, (2.51)
CiX A2 | '

se mantém ((BOYD et al., 1994) e (TANAKA; IKEDA; WANG, 1998%endoX = P~1,

Observacdo 1As LMIs que especificam as restricdes da entrada e/ou da siaigkam ser con-
sideradas juntamente com as LMIs que garantem a estabdidadsistema e a taxa de decai-
mento, quando especificada.

A seguir serdo estudados alguns exemplos, utilizando olmbdezy TS na representacao
de sistemas nédo-lineares e na defini¢cdo e projeto nas lestiele.
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2.7 Exemplo 1 - Sistema Bola-Viga

Considere o sistema bola-viga mostrado na Figura 2.2, ekileta (SILVA, 2005).

/l/’/,»»—"//’y\ \ u

Figura 2.2: Sistema Bola-Viga.

De acordo com (SILVA, 2005) e (WANG, 1997), a dindmica doesisd pode ser descrita
como:

{ F(t) = ar(t)6%(t) — aBser(6(t)), (2.52)
=u

0(t) = u(t),
sendo:
e r(t) — Posic¢éo da bola;
e 6(t) — Angulo da viga;
e u(t) — Sinal de controle;

e 0,3 — Parametrosq = 0.7143 eB = 9.81.

Considerando as variaveis de estado do sistefhp=r(t), xo(t) =F(t), xa(t) = 6(t), xa(t) = (t)
e a saidy(t) = x1(t), as equacgdes de estado ficam descritas por:

(5 (t) = x(t),
%o(t) = axa(t)x4(t) — aBser(xa(t)), (2.53)
X3(t) = xa(t),

| %a(t) = ut).

Supde-se que durante a operacgdo deste sistemat, paa—1 < x(t) < 1; -1 < xp(t) < 1;
—5<x(l) <5 e —2<x(t) <2

A sequir, o sistema nédo-linear (2.53) sera representadornefgeneralizada do sistema
fuzzy Takagi-Sugeno (TS) (TANIGUCHI et al., 2001).
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Reescrevendo (2.53) na forma matricial tem-se:

()| o1 0 o |[xt ]| [o]
v 00 —apsen(xs(t)) t t
>_<2(t) _ xa(l) axy(t)xa(t) Xa(t) n 0 u(t). (2.54)
x3(t) 00 0 1 x3(t) 0
_>'<4(t)_ 00 0 0 __x4(t)_ 1
Seja,
Fax(t) = —2B%SW) o 1)) = axalt)xatt)
x3(t)
as funcdes que contém as nao-linearidades do sistema.fDestg podemos reescrever (2.54)
como sendo,
wt) ] [o1 o o |[xw ] [o]
o (t 0 0 fos(x(t)) foa(x(t t 0
X(t) | 23(X(t))  f2a(x(t)) | | X2(t) N u(t). (2.55)
x3(t) 00 0 1 x3(t) 0
Xa(t) 00 0 Xa(t) 1

Para obter a forma generalizada, de acordo com (TANIGUCHI.e2@01), € necessa-
rio determinar os valores maximos e minimos das fundég(t)) e f24(x(t)) no conjunto
considerado. Assim, tem-se

~

a1 = T(%X{ fag(x(t))} = —6.9275

32 = T(:?{ faa(x(t))} = —7.0073

axa1r = max{ fo4(x(t))} = 1.4286

azar = min{fas(x(t))} = —1.4286

Segundo o método proposto por (TANIGUCHI et al., 2001), aamgﬁo-linearfzg(x(t))
pode ser representada, de forma exata, por um modelo fuzzgonSiderando dois modelos
locais: ap31 € az32, OU Seja, existermnzy(X(t)) e o232(X(t)) tais que,

fa3(X(t)) = T231(X(t)) @231+ O232(X (1)) @232, (2.56)

sendo
0 < 0231(X(t)), O232(X(t)) <1,

g231(X(t)) + O232(X(t)) = 1,

fa3(x(t)) — azs2
az31— a3

O231(X(t)) =
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Da mesma forma, a func&e,(x(t)) pode ser representada por:

f2a(x(t)) = Eaaa(X(t))a2a1+ E2a2(X(t)) @242 (2.57)
sendo que,
0 < &241(X(1)), &242(x(1)) <1,

E2a1(X (1)) + E2a2(X (1)) =1,

fﬂmm»=biﬁ?ézg

Desta forma, podemos escrever:

faa(x(t)) = (E242(X(t)) + E242(X(1))) (T231(X(t))Aa1+ O2z2(X(t))A232),  (2.58)
= &241(X(t)) 0231(X(t)) @231+ E241(X (1)) O232(X (1) ) @232+
+E&242(X(1)) 0231(X(t) ) @231+ E242(X (1)) O232(X(t) ) @232. (2.59)
Defina,
ar(X(t)) = &241(X(t)) o231(X(1)), (2.60)
az(X(t)) = &241(X(t)) T232(X(1)), (2.61)
a3(X(t)) = &242(X(t)) 0231(X(t)) (2.62)
as(X(t)) = &242(X(t)) 0232(X(1)) (2.63)
Note que,
ar(x(t)) + a2(x(t)) + az(x(t)) + as(x(t)) =1 (2.64)
Assim tem-se:
fas(X(t)) = o (X(t))apa1+ aa(X(t))apz2+ a3(X(t))ap31 + Aa(X(t))az32 (2.65)
Analogamente,
f2a(x(t)) = a1(x(t))aga1+ az(X(t))azaz+ o2(X(t)) @241+ Qa(X(t))aaz (2.66)

Finalmente, substituindo (2.65) e (2.66) em (2.55), paglelger uma representacao exata
do sistema (2.54) com modelos fuzzy TS:

ﬂw:<imumm)mw+<imumm0wu (2.67)
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Portanto os modelos locais sao:

01 0 0 01 0 0
0 0 —6.9275 14286 0 0 —7.0073 14286
A]_: 5 A2: )
00 0 1 00 O 1
00 0 0 00 0 0
(01 0 o | (01 0 o |
0 0 —6.9275 —1.4286 0 0 —7.0073 —1.4286
Az = , Ag= ,
00 0 1 00 O 1
00 0 0 00 0 0
e _ _
0
0 .
B — i=1234
0
1

De uma maneira geral, segundo este método, se o sistemarapsss = 2) funcdes nao
lineares fo3(x(t)) e f24(x(t))), séo necessario§ @25 = 4) modelos locais para a sua represen-
tacdo exata através de modelos fuzzy TS.

Utilizando o MATLAB (Imiedit), pode-se calcular através das LMIs, os parameites
Mo, M3, M4 e X, no projeto do regulador para o sistema (2.52). Considezasio exemplo
para simulacao os seguintes casos:

a) Estabilidade — LMls (2.36) e (2.39)

Considerando como exigéncia no projeto apenas a estalildagistema da Figura 2.2,
obteve-se 0s seguintes resultados:

Fi = Mlelz[ —20.2102 —40.1556 4150558 231590],
Fo = MZX_lz[ —20.1940 —40.1049 4147920 231439],
Fz = M3X_1=[ —30.8668 —73.6667 5893973 331809 ],

[ ]

Fa = MgX1t —30.8507 —73.6160 5891335 331657 |,
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0.0016 00021 —0.0154 —0.0009 |
0.0021 00068 —0.0351 —-0.0020
—0.0154 —-0.0351 (03008 00168
—0.0009 —-0.0020 00168 00015

Para a simulacdo do sistema, considerou-se a condi¢aal i@) = [0.5 0 —0.2 7. A
Figura 2.3 ilustra o resultado obtido.

1 02
B
= X (t) =r(t) 5 o01f x3(t) = 8(t) ]
£ 05 1 1 & 3
3
- | o
a S 0.1 ]
(%]
(=]
o
-05 -0.2 : ‘ : :
0 2 4 6 8 10 0 2 4 6 8 10
t(s) t(s)
0.6 T T T - 3
- Q)
€ 04 1 T 2
g Xo(t) = (t) g xa(t) = O(1)
® 02 1 <
2 2
3 <
[ or — 0
> 2
-0.2 : ‘ ‘ : -1 ‘
0 2 4 6 8 10 0 2 4 6 8 10

150

o
©

1]
S
@ ‘ ‘
© < -
g 1001 g 06 a, |1
£ L
u(t) = 6(t — — —a
E 50 ) =60) 8 04f 3|
(7] . a
= @ 4
;)EG OV S 0.2f
|
5
-50 L gl== _
0 2 4 6 8 10 0 2 4 6 8 10

t(s) t(s)

Figura 2.3: Simulag&o com a condig&o inioiéd) = [0.5 0 — 0.2 0" — Estabilidade.

b) Estabilidade + Restricdo na Entrada— LMIs (2.36), (2.39), (2.48) e (2.49)

Analisando a Figura 2.3 pode-se perceber que o objetivostopm item &) foi alcangado,
ou seja, o sistema ficou estavel. Porém, verifica-se que oartempento da variavel de estado
x4(t) = B(t) apresenta valores fora do intervalo especificadd € x4(t) < 2). Percebem-se
também oscilagdes abruptas no sinal de contrglg)(durante o periodo inicial do transitorio
e sabendo-se quet) = B(t) esta diretamente ligado com a variavel de estagt = 0(t),
pode-se tentar resolver o problema de duas formas, ou sgareando a restricdo na entrada
(sinal de controle) ou na variave|(t).
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36

Vamos supor que na realidade (para uma possivel implen&npa@tica), o sinal de con-

trole (U(t)) ndo possa ter magnitudes tdo grandes como obtidaa)efdra isso, adicionou-se
nas LMIs a restricdo na entrada, considerando como exejuftldmax = 10. Obteve-se os

seguintes resultados (ver Figura 2.4):

10

Fi = MiX"1=[ —0.0814 —0.3123 30106 22132],
Fo = MX"t=[ -0.0817 —0.3137 30229 22171],
Fs = M3aX 1=[ —0.0743 —0.2608 27153 20481],
Fa = MsX1=[ -00738 —0.2603 27168 20460],
[ 00007 00009 —0.0071 —0.0033 ]
o _ y-1_ | 00009 00032 -00184 -00113
—0.0071 —0.0184 01565 00821
—0.0033 —0.0113 00821 00632
3 02
£ xy(t) = r(t) E 0t Xa(t) = 6(t)
.’3 § 0
% -0.1
% 2 4 6 8 10 025 2 4 6 8
t(s) t(s)
0.6
041 xa(t) = 0(1)

Velocidade (m/s)

Sinal de Controle

10

Vel. Angular (rad/s)

o
©

o©
)

AW N B

o
)

o
/
|
§
|

Funcgdes de Pertinéncia
o
S

10

Figura 2.4: Simulagdo com a condig&o inic@0) = [0.5 0 —0.2 7 — Estabilidade e Res-

tricdo na entradd\(t)| < 10).
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c) Estabilidade + Restricdo na Entrada + Restricdo na Saida- LMIs (2.36), (2.39),
(2.48), (2.49), (2.50) e (2.51)

Analisando a Figura 2.4, percebe-se que foi obtido uma &oltactivel para as LMIs, ou
seja, 0 sistema apresenta estabilidade e valores de enteares que 0 maximo imposto.
Aléem disso, percebe-se que o problema observado na prisigtdacdo (Figura 2.3) foi re-
solvido, obtendo-se valores patgt) dentro do intervalo. No entanto, a resposta temporal da
posicao da bolar(t)) apresenta valores fora do intervalo estabelecidb<{ r(t) < 1). Para
tentar contornar o problema, adicionou-se a restricdoida §& (t)| < 1), obtendo os seguintes
resultados (ver Figura 2.5):

F1 = M X" 1=[ —1.7067 —5.4940 244657 40580],
Fo = MpX1=[ -1.7239 —55216 245947 40312],
F3 = M3X 1=[ —3.1506 —6.2927 259144 48773,
Fs = MgX1=[ -3.1506 —6.2858 259710 48626],

[ 12760 04642 —1.4970 —0.0911 |
b _ y-1_ | 04642 14730 -29083 05673

—1.4970 —-29083 94711 11609
—0.0911 -0.5673 11609 04583

Analisando a Figura 2.5 percebe-se que todos os paramelaogonados ao sistema bola-
viga estdo de acordo com as restricdes impostas.

d) Estabilidade + Restricdo na Entrada + Restricdo na Saida + Tea de Decaimento
— LMls (2.46), (2.47), (2.48), (2.49), (2.50) e (2.51)

Analisando a Figura 2.5 pode-se verificar que o sistemacaragnte entra em regime
permanente em torno de nove segundos. Com a preocupacéo deecessidade de se ob-
ter um tempo de estabelecimento menor, adicionou-se @cEspara a taxa de decaimento
(B =0.021). Obteve-se os seguintes resultados (ver Figura 2.6):

F, = M X1t
F, = Mox 1t
F3 = Mgx !

[ ~1.7630 —5.2723 248905 37153,
[ —1.7890 —5.2775 250224 36657],
[ -3.2573 —5.7140 263111 43134],
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0.8 0.2
g
206 ; 0.1 0
3 g X3(t) = Ot
= xa(t) =r(t) 2 3(t) = 6(1)
g 0.4 2 o
8 k=
T 02 S 01
o
o
0 ‘ -0.2 : ‘ : :
0 2 4 6 8 10 0 2 4 6 8 10
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Figura 2.5: Simulacdo com a condig&o inick&D) = [0.5 0 —0.2 7 — Estabilidade, Res-
tricdo na entradg(t)| < 10) e Restricdo na saidx{(t)| < 1).

Fs = MgX 1= —32663 —5.6901 263730 42801],

12696 04316 —1.4759 —0.0668 |
04316 18016 —3.1175 —-0.7434
—1.4759 —-3.1175 96675 12346
—0.0668 —0.7434 12346 (05606

P=X1=

Através da Figura 2.6 pode-se perceber, em relacédo a Figurguz o tempo de estabele-
cimento diminuiu para, em torno de sete segundos, obtemdaasultado esperado, ou seja, a
diminuicao do periodo transitério.

2.8 Exemplo 2 - Levitador Magnético

Atualmente os sistemas de suspensdo magnética estdo saitdaititizados, principal-
mente em aplicacdes onde a reducdo de forca de atrito e @on&tanico sdo essenciais.
Geralmente sdo encontrados em trens de alta velocidadsc@pios e acelerbmetros. Em
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Figura 2.6: Simulacdo com a condig&o inickD) = [0.5 0 —0.2 7 — Estabilidade, Res-
tricdo na entradd|i(t)| < 10), Restricdo na said#(t) < 1) e Taxa de decaiment & 0.021).

(KOMORI; YAMANE, 2001) e (ASSUNCAO; TEIXEIRA, 2002) é apresewdd o modelo e
o sistema de controle de um micromotor para um coracéo ettifean desenvolvimento) que
também utiliza um sistema de suspensao magnética paratausteotor do micromotor.

A seguir sera apresentado um modelo matematico de um levitagalgnético para a apli-
cacao dos sistemas de controle fuzzy estudados. A Figuradsita a configuracao basica de
um levitador magnético e a Figura 2.8 ilustra um modelo diddabricado pela Quanser.

De acordo com a segunda lei de Newton tem-se a partir da RguMARQUEZ, 2003):

my = — fy + mg+ F, (2.68)

sendo:

m: massa da bola;

fx: forca de atrito viscoso;
g: aceleracao da gravidade;
F: forca eletromagnética;

L: indutancia do eletroima.
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Yot-—oee Om lg

yV

Figura 2.7: Levitador Magnético. Figura 2.8: Levitador Magnético Quanser.

Para completar o modelo é necessério encontrar as progeeda forca eletromagnétiEa A
energia eletromagnética armazenada é dada por:

E(i) = %Liz. (2.69)

A indutancial. ndo é constante, pois depende da posi¢éo da bola. De acondd&RQUEZ,
2003) podemos aproximarcomo:

A

= 2.70
Ty (2.70)

L=L(y)

sendoA e u constantes positivas. A equacao (2.70) considera o fatael@ gosicdo da bola
altera o fluxo magnético no circuito, resultando numa ajawada indutancia. A energia no
circuito é entdo dada por:

1 1 A
E(i,y) = ZL(y)i* == i2. 2.71
A forca magnétic& pode ser escrita como:

. OE(,y) i2dL(y)
Ry =5, =5 4y (2.72)
Fliy) = L AHE (2.73)

V2 Wy '
Assumindo que a forca de atrifg € da forma

fk = ky, (2.74)

sendok > 0 o coeficiente de atrito viscoso entre a bola e o ar, e suinstii2.73) e (2.74) em
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(2.68), tem-se a equacéo de movimento da bola:

. : 1 Api?
my = mog— - —+— . 2.75
ky+mg 2 (1+ py)? ( )

Definindo como variaveis de estade,— y e X, = y tem-se:

)._(1 = Xo, (2.76)
K A pi2

X2 = 0g——=X

m - 2m(1+ pxg)2’ 2.77)

O objetivo do projeto é manter a bola numa posicao arbitsasayy, para isso, de (2.75)
devemos ter:

. . 1 Apid
myo = —kyg+mg— = —————2>— 2.78
. 2mg
ig = W(1+ Hyo)?. (2.79)

Pode-se verificar que o ponto de equilibrio é instavel e, diéso, 0 mesmo nédo se encontra
na origem (condi¢do necesséria no projeto de controladsesxlo funcbes de Lyapunov), pois
Xe = (X1,%2.)" = (Yo,0)T. Para contornar o problema, pode-se proceder da forma & segu

Seja,
X1=X1—Yo = X1 = )._(1, (280)
Xo = Xo = Xp= .X2, (2.81)
5. 5 2
u=i2—i3 = u:|2—/\£“g(1+uyo)2. (2.82)
De (2.82) tem-se
. 2m
?=ut 50 o)’ (2.83)

Substituindo em (2.76) e (2.77),

Xl = X, (2.84)
o gk AR+ TR )
2= 97" 2m[1+ p(x1+Yo)]?

(2.85)

Com o objetivo de descrever o comportamento dinamico donséstea forma de espaco de
estados, podemos escrever (2.85) da seguinte forma:

. k 9(1+ Hyo)? Au

X2 = g— —Xo— — u, 2.86
2 = 9 T T ptutyo)? 2T H0aTY0)) (2.86)
: K (1+ (X1 +Y0))% — (1+ pyo)? Al

X2 = ——Xo+ — u, 2.87
? m2 "9 (1+ p(x+Y0))2 oAt poatyos 28D
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g (UX +21Yo+ 2) Yt 5X2 A U (2.88)

XZ (I+ubaty))? ™ m™ 2m(l+ p(xa+yo)?

Logo,

X1 0 1 X1 0
ol = | wwarayora k|| [T Y (2.89)
’ (Lrubatyo)® M 2 2m(1+p(x1+Y0))2

€ uma representacao no espaco de estados do levitador maginétrado na Figura 2.7.

Para a simulacédo deste sistema (n&o-linear), sera udlliaadodelagem fuzzy TS exata,
apresentada em (TANIGUCHI et al., 2001). Neste caso, constezriduas nao-linearidades
no sistema, seréio necessarios quatro modelos locdisAZlabela 2.1 mostra os valores dos
parametros que serdo considerados para o sistema.

Tabela 2.1: Parametros do sistema.

50x 103 Kg
9.8 m/s’
1x 103 Ns/m
460x 10 3 H
2m1
0.04m
<X1<0.15m

o‘o<": > xlal|3

Sejam:
- gu(Ux1 +21yo +2)
f21(x) = , 2.90
) (1+ p(x1+Yo))? (2.90)

_ —Au
91(%) = 2m(1+ p(x1 +Yo))? (2.91)

Pode-se encontrar os modelos locais para a modelagem exsgguinte forma:
Com base nos valores da Tabela 2.1 e nas equacfes (2.80),622001), tem-se (através dos

comandosnaxe mindo MATLAB)

a1y = m(a;x{f21(x)}:40.768q (2.92)
X(t

Ay = m(ig1{f~21(x)}:27.6024 (2.93)
X(t

b211 = T(%X{gn(x)} = —5.4438 (2.94)

bo12 = r)[}g‘{gzl(x)} = —9.200Q (2.95)
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for(X) = 0211(X)@211+ O212(X)a212, (2.96)

0211(X) + 0212(X) = 1,

G1(X) = &211(X)b211+ &212(X)b212, (2.97)
&211(X) + &212(x) =1,

logo, de (2.96) e (2.97)

~

0211(X) = (f21(X) —@212)/(a211— a212), (2.98)
0212(X) = (8211~ f21(X))/(B211— @12), (2.99)
&11(X) = (921(X) —b212)/(b211— b212), (2.100)
é212(x) = (b211—021(X))/(b211— b212). (2.101)
Considerando,

ai(x) = &211(X)0211(X),

ax(x) = &€211(X)0212(X),

as(X) = &212(X)0211(X),

as(x) = ¢&212(X)0212(X),

as funcdes de pertinéncias para este sistema, 0s moded@spaca 0 mesmo sao:

" o L
A=Az = , (2.102)
i a211 —0.0200_
" o L
Ar=A; = , (2.103)
i as12 —0.0200_
o ]
Bi=By, = , (2.104)
| D211 |
o
B3=Bs = : (2.105)
| D212 |
Nota-se que, paria= 1,2, 3,4:
4
ai(x) >0 e Zlai (x)=1. (2.106)
i=

Para o projeto do controlador, utilizando a modelagem fu&yconsiderou-se a restricdo na
entraddu(t)| < 25 (y = 25). Através das LMIs (2.36), (2.39), (2.48) e (2.49) obtwe-se os
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seguintes valores:
F1 = [-8.2878 —1.3703, (2.107)
Fo = [-7.6745 —1.3193, (2.108)
Fz3 = [-7.0624 —1.0479, (2.109)
Fs = [-7.0130 —1.1492, (2.110)
1 0.1211 00223
P = X""= . (2.111)
0.0223 00053

A Figura 2.9 mostra a representacado em diagrama de blodtusi{@eSIMULINK) do sistema

de controle, e a Figura 2.10 mostra algumas simula¢desidepasdo a condigao iniciay,
y(0) = 12cm exp, =

{

y(0) = 0.
u=—F(a
ax11 @12 bpy b212 Fo F3 Fq
Planta 7m_' for a az : az
X1 >@—> 021 as »| 03 u -
Qg »| 04
R
X2 » X2

Figura 2.9: Sistema de controle do levitador utilizando aleto fuzzy TS.

Posicéo (m)

0.05

Velocidade (m/s)

0.5

1
1(s)

15

0.6

0.4

I
N

Sinal de Controle (A )

o

0.5 1 15 2
1(s)

Funcdes de Pertinéncia
o
n

0

0.5

1
t(s)

15

2 0

0.5 1 15 2
1(s)

Figura 2.10: Respostas do sistema considerando a condicixd %, = 12cm eXp, = 0.

Pode-se observar na simulacéo ilustrada na Figura 2.10npartamento das funcdes de
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pertinéncia, que realizam a combinacdo convexa dos motielas e dos ganhos da lei de
controle (1), para levar a bola na posi¢ciig= 0.04 m, entrando em regime a partir de aproxi-
madamente . s, com valores; ~ 0.24, a0, ~ 0.12,a3 ~ 0.42 eas ~ 0.22.

2.9 Conclusdes Parciais

Neste capitulo, foi apresentado um estudo sobre os modedpg Takagi-Sugeno (TS) no
controle de sistemas nédo-lineares. Foram descritas dmwgliem termos de LMIs para o regu-
lador e estudados dois exemplos numéricos utilizando a lagela fuzzy TS exata, o sistema
bola-viga (pg. 31) e o levitador magnético (pg. 38). Com esi@snplos, pode-se verifi-
car através das simulagfes em computador, a utilidade ohedtelo no controle de sistemas
nao-lineares. Como o projeto é baseado em LMIs, a solucaootidepna € relativamente sim-
ples de se obter através do computador, sendo possivelrtgratigionar restricdes como taxa
de decaimento, restricdo na entrada e restricdo na saidest@s realizados neste capitulo
também serdo utilizados no Capitulo 3 a seguir, para fundamema nova contribuicdo da
tese, relacionada ao controle fuzzy TS em sistemas cormesatiicdo da derivada do vetor de
estado.
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3 Controle Utilizando Modelos Fuzzy e
Estimador com a Derivada do Vetor de
Estado da Planta

Assim como os modelos fuzzy TS, nos ultimos anos, a realegéntproporcional e deri-
vativa das variaveis de estado tem sido utilizada no prdietmontroladores para solucionar va-
rios problemas, tais como: estabilizacdo com robustezstensas lineares descritores (DUAN;
IRWIN; LIU, 1999), controle realimentado de sistemas siages (JIN, 1994), controle n&o-
linear realimentado com linearizagéo exata (BOUKAS; HABEWR,E2004), e controle’,
de sistemas continuos com atraso (FRIDMAN; SHAKED, 2002)st&leapitulo € proposta
uma forma de utilizar as técnicas de controle fuzzy TS erersids mecanicos nos quais 0s
sinais disponiveis para o controle sdo as derivadas devearide estado. Existem varios
problemas praticos nos quais os sinais da derivada dayearde estado sao faceis de obter,
por exemplo, em sistemas mecanicos para controle de vissd@BDELAZIZ; VALASEK,
2004; TEIXEIRA et al., 2006a; CARDIM et al., 2007b, 2007, 2008®)s quais 0s sensores
mais usados sdo os acelerdbmetros. A partir da acelerac@ssi&/g obter a velocidade com
boa precisdo, porém é mais complexo obter o deslocamentoEABRIZ; VALASEK, 2004).
Definindo como variaveis de estados o deslocamento e a dati&i podem-se usar 0s sinais
da derivada do vetor de estado (velocidade e aceleracéojgaimentar esses sistemas.

O método proposto utiliza um processo de inversao paraastigvariaveis de estado ndo
disponiveis no sistema, supondo 0 acesso somente aosdaralsrivadas das variaveis de es-
tado. Esta forma de estimacao do vetor de estado, conhemialo estimador em malha aberta,
€ especifica para cada tipo de problema e portanto serariaidsea forma de exemplos. Sera
utilizado o exemplo do levitador magnético, ja apresentai&ecédo 2.8 e um exemplo para
controlar a posi¢do da perna de pacientes paraplégictigantio acelerdbmetros como sen-
sores. A técnica apresentada conta com a colaboracdo doApafecido A. de Carvalho, da
FEIS, que possui projetos de controle da marcha de paciemtekesdes medulares financiados
pela FAPESP, e podera ser muito Gtil em Engenharia de Reghitite Engenharia Biomédica.
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3.1 Exemplo 1 - Levitador Magnético

Considerando o mesmo sistema apresentado no Exemplo 2 (jpgeBBca-se a partir das
equacdes (2.90)-(2.97) que as funcdes de pertinéncia depeapenas da variavel de estado
X1, pois as fungdes ndo-lineares dependem apenas déma representacdo em diagrama de
blocos do sistema de controle com o modelo fuzzy TS, foi @ptasla na Figura 2.9. Suponha
agora gque, existam apenas sensores acelerométricosiggEsteasou seja, tem-se acesso apenas
aos valores dg; e Xo. Neste caso, analisando a equacoes (2.90) e (2.91), olsemze a
variavel de estadr;, necesséria para o calculo das fungées de pertinérgiag)(e o controle
do sistema, via realimentacdo de estados, ndo estara tishodma forma de resolver este
problema € proposta, utilizando o método de inversao descseguir (CARDIM et al., 2007a).

No sistema da Figura 2.7 tem-se que X; > 0. Portanto, de (2.80) verifica-se gqueryo >
0. Defina,
W = (1+ p(x1+Yo)), W >0, (3.1)

e |W| < o para|x1| < «. Logo, das equacdes (2.84) e (2.86) tem-se:

ko g(l+pyo)®  Ap/(2m)
X2=0— aXl - W2 - W2 u, (32)
ou ainda, )
1 245k
w2 & +“|3’°) +amd (3.3)

(9— X1 —X%2)
Da equacéo (3.1) temos q\i¢ deve assumir valores finitos, e ainda> 0, poisu € uma
constante positiva €1 +Yo) =Yy > 0. De (3.3), (2.84) e (2.86) tem-se que

k. . K k 9(1+ pyo)? A

——X1—X2) = g— =X2—0+ =X+ u(3.4
(97 m%) = 97 e = 0 et (G y0)? T 2mir aia T y0)? Y
_ g(1+ pyo)®+ ghu (35)

(1+p(x1+Y0))? " '

Note que de (3.5), a indeterminacao em (3.3) poderia ocenner
k. . 2m .

(- e ) =0 = u=—"T1+uyo)” = 1§ (3.6)

Neste caso, de (2.82) e (3.6) a corrente elétric®, e de (2.73) a forgca magnétiEai,y) = 0.
Ent&o, impondo que = i? —i3 > —i2, tem-se qué? > 0, # 0 e assim evita-se o problema de
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indeterminacdo em (3.3). Desta forma, de (3.3) tem-se que

1 2, Au
we | +“39) *om!. (3.7)
(9— X1 —X2)
Portanto, de (3.1),
W-1
X) = T —Yo. (3.8)

Um problema pratico deste tipo poderia ser aplicado, panpk® em uma locomotiva com
suspensao magnética inteligente, na qual ficariam os aosd¢nos para a medicdo dos sinais
necessarios no controle. A Figura 3.1 ilustra o sistemeaaititio o método proposto.

u=—F(a

? [Pe11][212] b1y ?? ????

Dinamica Inversa a11 @212 bpyy b212 F2 F3 F4
Planta fr a 02 » a2

X1 > X1 X1 @—» 021 as » O3 u b

. . 0y » 04
| U X2 > X2 X
» X1
> X2

Figura 3.1: Sistema de controle com o método de estimacastagos.

A seguir sdo apresentadas algumas simulacgdes, feitas twasdfSIMULINK, conside-
rando os mesmos valores dos parametros apresentados t@2Zldbeom o intuito de compro-
var a validade deste método. Os ganhos para o controladbétarsdo iguais aos anteriores,
F;=]-82878 —13703, F,=[-7.6745 —13193, F3=[-7.0624 —1.0479 e
F4=[-7.0130 —1.1492. A Figura 3.2 mostra os resultados obtidos para o deslodamen
(y(t)) da bola e para o sinal de control€t()), com o método convencional (Figura 2.9) e com
o método proposto (Figura 3.1). Observe que as respostas s@iesmas para 0s dois casos e
note ainda que o sinal de contral) satisfaz a condig&o(t) > —i3 = —1.5437, permitindo a
estimacéo de&;(t) através de (3.8).

Observacao 2De (3.2)-(3.8) pode-se observar a inversédo do processo gsiienar a variavel
X1. Este procedimento causa no sistema de controle um lagp)(algébrico, pois a variavel
X1 depende do sinal de controle u, e este depende (a0 mesmo)tdengo Uma forma de
eliminar o mesmo é adicionar um integrador no sistema, nuaditio-se o sinal de controle
u para thovo = U, como ilustrado na Figura 3.3. Neste caso, havera uma vatide estado
adicional, » = u, sendo o0 novo modelo em espaco de estados dado por:
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—— xq disponivel — X disponivel
0.12 ... xq estimado | 06 ... %q estimado

Posigdo (m)
o
&

o
8
Sinal de controle (A)

05 ¢ (is) 15 2 o 05 ‘ (is) 15 2
Figura 3.2: Respostas para a condigéo inicig|£ 0.12m Xy, = 0) comxy disponivel (Figura
2.9) exp estimado (Figura 3.1), curvas praticamente sobrepostas.

X1 0 1 0 X1 0
X | = | fo1 _—nl]( 021 X2 | +| O [ Unovo (3.9)
X3 0 0 0 X3 1
u=—F(a
Dinamica Inversa 11 @12 bpyg b212 F, F3 Fa
u i £ » A
Planta fr o a2 > az
X1 > X1 X1 #@—P 21 as > a3 Unovol—
) . Qs » 04
u Xo » X2 » X1
> X2

Figura 3.3: Sistema com o0 método de estimacao de estadusaiido doop algébrico.

Considerando as mesmas condi¢des de estabilidade do mat&iog comy = 25,%Xy, =
0.075m Xy, = 0 exz, = 0, encontrou-se 0s seguintes ganhos para o controlador:

Fi = [-1252945 —20.3299 159613, (3.10)
F, = [-1116077 —19.4817 152303, (3.11)
F3 = [-1034396 —16.8688 158650, (3.12)
Fs = [-886573 —156209 149819. (3.13)

A Figura 3.4 mostra os resultados obtidos para o deslocanygrda bola com o método suge-
rido para eliminar doop algébrico (Figura 3.3).
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—xq disponivel 1 —xq disponivel
X1 estimado Xy estimado

Sinal de controle (A)

0 05 1 15 2 1 15 2
t(s)

Figura 3.4: Respostas do sistema com o integrador, consaiera condicdo inicialXy, =
0.075m Xy, = 0 exs, = 0), curvas praticamente sobrepostas.

Pode-se perceber na simulagéo do sistema com o integradmnad, apresentada na Fi-
gura 3.4, uma resposta oscilatoria maior no periodo t@msitqguando comparado com o Sis-
tema sem o integrador, porém neste caso consegue-se resphadlema ddoop algébrico.

3.2 Exemplo 2 - Controle de Posicéo da Perna de Pacientes
Paraplégicos

O estudo de sistemas de controle, para controlar o movintenfmacientes paraplégicos
através de estimulacao elétrica, € um assunto de grandetémp@ dentro da engenharia
biomédica. Por exemplo (RIENER; FUHR, 1998), estudaram esg#euna e utilizaram um
controlador fuzzy do tipo Mamdani. Nesta secéo é propostoamtrolador fuzzy TS de forma
a controlar a posicao da perna de um paciente paraplégicontador € projetado visando
variar o angulo da articulacao do joelho d€ 3dediante estimulacdo elétrica no musculo qua-
driceps. E considerado o modelo matematico da perna pmpos{FERRARIN; PEDOTTI,
2000). Este modelo relaciona a largura do pulso aplicadoa@tonque gerado na articulacao
do joelho. Realizado o controle, a perna deve voltar a poslead@pouso através da retirada
da estimula¢do no masculo mencionado. Assim, o controldeiaa de atuar fazendo com que
a perna volte a posicdo de repouso através da acdo da ge(itRIKEIRA et al., 2006b;
GAINO et al., 2008).

Na modelagem (FERRARIN; PEDOTTI, 2000) consideraram o menmifeoior como uma
cadeia cinematica aberta composta de dois segmentossiigidoxa, e 0 complexo canela-pe,
conforme mostra a Figura 3.5. A dinamica do sistema em taarjordzao do joelho é dada por:

JB, = —mglser(6,) + Ms— B + M, (3.14)
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sendo:

J momento de inércia do complexo composto pela canela-pé,

6 angulo comum do joelho (angulo entre a canela e a coxa no plano sagital),

6 velocidade angular comum do joelho,

6, angulo da canela (Angulo entre a canela e o eixo vertical no plano sagital),

6, aceleracdo angular da canela,

m massa do complexo canela-pé,

g aceleracao gravitacional,

| distancia entre o joelho e o centro da massa do complexo canela-pé,

B coeficiente de atrito viscoso,

Ms torque devido ao componente de rigidez,

M, torque ativo do joelho produzido pela estimulacao elétrica.

Estimulagao Elétrica

Ma
_,&Q( |
9 \4

mg

Figura 3.5: Representacdo esquematica da perna.
O equilibrio dindmico em torno da juncéo do joelho é repregknpela seguinte equacéao.

Mi = Mg+Ms+Mq+Ma, (3.15)
Ms = —Ae B9 (0—w). (3.16)

e M; torque total inercial,

e My torque gravitacional,
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e My componente que depende do angulo de joelho e da velocidade angular,
e A, E coeficientes dos termos exponenciais,

e w angulo elastico de repouso do joelho.

O torque que o musculo estaré sujeMy) e a largura dos pulsos da estimulacédo elétia (
podem ser relacionados adequadamente pela funcéo detéartsd (FERRARIN; PEDOTTI,

2000),
Ma(s) G

H(s) = =
(s) P(s) 1+st’
sendoG e T 0 ganho estatico e a constante de tempo respectivamente.

(3.17)

A Tabela 3.1 apresenta os valores considerados para amdifiggrica do sistema.

Tabela 3.1: Parametros do sistema (FERRARIN; PEDOTTI, 2000).

0.362 Kgn?
4.37 Kg

23.8 cm

0.27 Nmg/rad
41.208 Nmy/rad
2.024 1/rad
2.918 rad
0.951 s

42500 Nm/s
30

§O~|8I‘I‘|>m—3<_.

SubstituindaVis de (3.16) em (3.14) e considerando due 6, + 11/2 (Figura 3.5) tem-se,

6, = % —mglser(8,) — Ae E(&+3) <6V+ ) ~B6, + Ma} : (3.18)

Antes de iniciar a modelagem, encontrou-se os valordd de P calculados no ponto de
operacao de interesse, ou sdja, = 30°. Sabendo-se que no ponto de operacéo as derivadas
primeiras e segundas sdo nulas e isolandghgale (3.18),

Mg = mglser(B\,o)+)\e‘E (Bo+3) (6\,0+——w>
— 4.6068 Nm (3.19)

De (3.17),
(1+sT)May(s) = GP(s). (3.20)
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Transferindo (3.20) para o dominio do tempo,

TMa+ M = GP (3.21)
Seja
AMa - Ma - M807 (322)
entao,
AM, = M. (3.23)

Substituindo (3.22) e (3.23) em (3.21) obtém-se,

TAMa + AM; + Mg = GP, (3.24)
logo,
: . Mao

TAMa+AM, =G P_F , (3.25)

Da equacéao (3.25),

Mao

=—. 3.26
Ro= 2 (3.26)

Substituindo os valores (Tabela 3.1),

o= 1. x 107 s .
Py = 1.0839x 10~* (3.27)

Dateoria de controle de Lyapunov, sabe-se que para o pagetontrolador, a origem deve
ser o ponto de equilibrio para as variaveis de estado darsistdeste caso, pode-se proceder
da seguinte forma. Seja,

AB, = 8, — By, (3.28)
assim,

8, = Aby, (3.29)

6, = ABb,. (3.30)

Desta forma, substituindo (3.22) e (3.28) em (3.18) tem-se:

—mglsen(A8, + bho) — Ae (A% 80 5) (Ag, 4 B0+ § — @) + Mao
ABy
~BAB, + AM,. (3.31)

JAG, = ABy
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Definindo as variaveis de estado na forma,

X1 = A6,
Xo = DB =X,
X3 == AMa

e substituindo em (3.31) tem-se,

—mglsen(x — Ae Elat8ot3) (x T_w)+M
o= glsen(x; + Bo) . (x1+ 80+ 5 — @) +Mgo X1 — BXp - Xa.
1
(3.32)
Pode-se reescrever (3.25) na forma,
: M
AMy = —AMa+G<P—%O>,
TAM, = —AMa+ GRy, (3.33)
IVlaO
= P——=.
M G
SenddAM, = x3, de (3.33) tem-se,
: -1 G
X3 = TX3—|— ?H\] (334)

Logo, de (3.32) e (3.34) pode-se escrever 0 sistema no edpasiado,

5(1 0 1 0 X1 0
5(2 = F21(X1) %3 % X |+ O (=R (335)
X3 0 0 Z||x &

sendofsi(x;) dada por:

]?21(X1) = J_])-(]_ [—mglsen(xl + 6\,0) — )\eiE(Xl+e"O+g> (Xl + 6+ g— C«)) + Mao] . (3.36)

De (3.35) pode-se encontrar os modelos locais e as funcesrtleéncia para a modelagem
fuzzy TS (modelagem exata), ou seja,

fo1(x1) = au(xa(t))az11+ az(xa(t))a1z, (3.37)
sendo

ap11 = max{ far(xa(t))}, (3.38)
a2 = min{ f1(xa(t))}, (3.39)
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a1(xa(t)) +a2(xa(t)) = 1, ai(xa(t)) >0, az(xi(t)) > 0. (3.40)

Assim,

(t) = faa) —ar2 aa(xa(t)) = M

a1(x ,
dz11—ap12 dz12—ap11

(3.41)

Considerando os valores da Tabela 8,1 [0°, 60°] e 6,0 = 30° tem-seap11 = —21.9396
eap1p» = —36.4938. Logo, o modelo fuzzy TS é dado por,

N

X(t) = Y aiGa(t) (Ax(t) +Bu() ), (3.42)
i=
sendo
0o 1 0 0o 1 0 0
Al= a1 3£ 3 |, M=|anr £ 3 |, B=|0],i=12 (343
0 0 -1 o o0 -1 <

Assim como no exemplo do levitador magnético, verifica-ssvas das equacdes (3.41) que as
fungbes de pertinéncias dependem apenas da variavel de estpois a funcao nao-linedp
depende de&;. Suponha que existam apenas sensores acelerométricesisésina, ou seja,
tem-se acesso apenas aos valores;d&X,. A variavel de estad®s pode ser obtida a partir
do circuito eletrénico de estimulacdo. Necessita-se efddariavelx;. Neste caso, também
pode-se utilizar o método de inverséo para obté-la.

Da equacao (3.35),

) B. 1
Xo = fa1(X1)X1 — R+ 3%, (3.44)

fo1(x1) dado em (3.36).

Analisando a funcao néo-lineifl(xl), representada na Figura 3.6, verifica-se que, para
X1 € [-71/6, /6] que corresponde @6 6, < 60° (com B9 = 30°), fo1(x1) pode ser apro-
ximada por uma reta. Desta forma, com o auxilio do comamhdsit fitting do MATLAB e
utilizando os valores da Tabela 3.1 tem-se:

: B. 1
Xo = (aX]_ + b) X1 — =X1 + =Xz, (3.45)
—— J J

=1(x1)

a= 13584 eb= —28.896.

A Figura 3.7 mostra a curv§Ql(x1)x1, utilizando a forma aproximada (equagéao (3.45)).
Verifica-se um bom resultado, com um erro padrdo maxima3&24.
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-20

b
o4l

o6k

sl < fu(x)

8 <—— Curva Aproximadafy; (x;) ~ 13.6x; — 289

a0 ‘ ‘ s ‘ ‘ ‘
-0.8 -0.6 -0.4 -0.2 0 0.2 0.4 0.6
X1

Figura 3.6: Curva exata e aproximada da funcao néo-liﬁq@q).

20 T T T T T T

Aprox.

Erromax= 1.33%

_15 L I
-0.8 -0.6 -0.4

I I
0.2 0.4 0.6

**xa(rad) ’

Figura 3.7: Curva exata e aproximada da funﬁﬁ()xl)xl, praticamente sobrepostas.

De (3.45),
. B. 1
X, = ax%+bx1—3x1+3x3,
B. . 1
ax + bxg——X —¥+=x3=0.

J J
Sejac(t) = — 8% — %o + 1xs. Assim,
ax +bx +c(t) = 0.

Note que de (3.48) tem-se

X1

_ —b=+/b?—4ac(t)
B 2a '

Através de (3.48) pode-se obter a equacédo caracteristica

c(t)

aé+bx

(3.46)

(3.47)

(3.48)

(3.49)

(3.50)
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Comoc(t) € um parametro variavel, as raizes caracteristicas donsisievem satisfazer a
equacao (3.50) onde se posicionam as raizgsnp plano, (DORF; BISHOP, 2001). Como
(3.49) é solucao do problems (€ R, X1 € [—11/6, 11/6]), 0root locusda equagéo caracteristica
(3.50) também deve ser real no intervadat/6, /6] quandoc(t) variar. As Figuras 3.8 e 3.9

mostram aoot locusquandoc(t) > 0 ec(t) < 0 respectivamente.

c(t)>0

0<x; <m/6

»

Imag ()
_ \» ‘

Il Il Il Il Il
0.5 0 0.5 15 2
Real(xll)

Figura 3.8:Root locuscomc(t) > 0.

c(t)<0

—m/6<x; <0
-~

2
9 o HF—X [V S—
ngYZ* /

c(t) = 1800

Il Il Il Il Il Il Il
-1 -05 0 0.5 1 15 2 25 3
Real(x1)

Figura 3.9:Root locuscomc(t) < 0.

Note que analisando as Figuras 3.8 e 3.9, verifica-se a egiatéoroot locusno intervalo
—11/6 < X1 < 11/6 quando-18.00< c(t) < 11.05. Desta forma, pode-se concluir que a solugao
analitica da equacéo (3.48) existe e € Unica no intefvaty6, 77/6]. Logo,

x; = 1.0636— 1/1.1313— 0.0736(t), (3.51)

€ a solucéo de (3.48). Assimy, pode ser obtida em funcéo &g X, e x3. Uma representacao
em diagrama de blocos do sistema de controle proposto gailiesha Figura 3.10.

Para o projeto do controlador, considerou-se a restric&Zmnaday = 500x 10 ° e a taxa
de decaiment@ = 1.4. Desta forma, através das LMIs (2.46), (2.47), (2.48) é9(Rforam
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X1 P X1
ag > 01
—»Ph X » Xp Xi PiX1
az » 02
X3 o
P X1 Pn
Planta Dinamica inversa

X2

A4

X3

\ 4

Controlador

Figura 3.10: Sistema de controle com o método proposto.

obtidos os seguintes ganhos:

Fi = 1x103—0.6197 01286 01174, (3.52)
Fo» = 1x103-0.8619 01347 01175. (3.53)

As Figuras 3.11, 3.12, 3.13 e 3.14 mostram os resultadosmatagdes considerando a con-
dicdo inicialxp =[-8, 0 — l\/lao]T e a Figura 3.15 mostra o comportamento do sistema sem
o sinal de controlddy com a perna na posicao inici@) = 30° = 6,0. Note que as respostas
aproximadas mostram com fidelidade o comportamento exasstma.

0.6

Exata
Aproximada

6y(t) (rad)

-0.1 1 1 1 1 1
0

Figura 3.11: Comportamento da posicao angu(t{) da perna, com a condi¢ao inicig] =
[—80 0 —Mg]T, curvas praticamente sobrepostas.
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Exata
Aproximada

By(t) (rad/s)

-0.2
0

Figura 3.12: Comportamento da velocidade angLfPaQtI) da perna, com a condigé&o inicial
Xo=[-60 0 — Mao]T, curvas praticamente sobrepostas.

451 B —
Exata
Aproximada

Figura 3.13: Comportamento do torque ati,(t)) produzido pela estimulagéo, com a con-
digdo inicialxg = [-6,0 0 —Mg]", curvas praticamente sobrepostas.
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22 |

Exata
Aproximada

0.6 1 1 1
0

Figura 3.14: Comportamento da largura de puB()) do sistema com a condicao inicial
Xo=[-60 0 — Mao]T, curvas praticamente sobrepostas.

Exata
4444 - Aproximada | 0.4

0.5

Figura 3.15: Respostas sem o sinal de contiiélg, com a condic&o inicialg =[0 0 Q7.

3.3 Conclusdes Parciais

Neste Capitulo foi proposto um novo método para o controléstensas mecéanicos néo-
lineares considerando o acesso somente as derivadasatisssdh planta, com projeto baseado
em LMIs. Primeiramente, o método foi aplicado no controlemdevitador magnético, no qual
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foi possivel calcular analiticamente uma variavel de esteg através do método de inversao e
utilizar um controlador fuzzy TS. Nas simula¢des, foramdu® os mesmos resultados do mo-
delo convencional, no qual o vetor de estado é disponiveicidwthlmente, 0 mesmo método
de projeto foi proposto para um sistema de controle de pmsiggerna de pacientes paraple-
gicos. Neste caso, foi necessario obter uma aproximacameddguncao néo-linearf}l(xl))
para encontrar, de forma analitica, a expressao para dadewariavel de estadq, e assim
utilizar o controle fuzzy TS.
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4  Projeto da Realimentacao Derivativa
Discreta com a Realimentacao
Nao-Derivativa Continua (Redesign)

4.1 Introducao

Como ja descrito no Capitulo 3, nos ultimos anos, o controlereatimentacao da derivada
do vetor de estado tem sido muito utilizado, por exemplo, mjepo de controladores para
solucionar os seguintes problemas: realimentacao deeah sistemas multivariaveis lineares
usando LMIs (FARIA; ASSUNCAO; TEIXEIRA, 2009), alocacio de @dkom robustez de
sistemas lineares, baseado em projetos com LMIs (FARIA g2@09; ASSUNCAO et al.,
2007), estabilizacdo com robustez de sistemas linearestdess (DUAN; IRWIN; LIU, 1999;
CARDIM et al., 2008a), controle de sistemas singulares (J994), controle ndo-linear com
linearizacdo exata (BOUKAS; HABETLER, 2004), e contro#, de sistemas continuos no
tempo com atraso nas variaveis de estado (FRIDMAN; SHAKED220

Em (CARDIM et al., 2007b) foi proposto um método para projetarganho de realimen-
tacdo derivativa e um ganho de alimentacéo direta (do ifgéorward gaij, tal que a lei de
controle obtida seja equivalente a uma lei de controle calvmentacédo do vetor de estado.
Este método apresenta uma analise tedrica simples e estemesultados descritos em (AB-
DELAZIZ; VALASEK, 2004) para uma classe mais geral de sisisrde controle, como por
exemplo, o problema de controle com desacoplamemoifteracting contrgl

Em (CHANG et al., 2002) foi proposto um método interessanta paalculo aproximado
de uma igualdade matricial através de um processo de mangddzutilizando LMIs. O método
foi utilizado para calcular os parametros de um controlaikmreto no tempo, partindo de um
controlador continuo no tempo adequado, utilizando unradéade aproximacao. Este método
também foi estudado em (LEE; PARK; JOO, 2006) para projetacamrolador de um sistema
discreto no tempo, a partir de um controlador continuo n@tersem perder as propriedades
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do sistema controlado continuo no tempo original.

Nesta secao, a técnica estudada em (CHANG et al., 2002) séradtipara o desenvol-
vimento de um novo método, e sera adotada a terminoRgiesigrpara se referir ao sistema
discreto obtido através do método proposto em (CHANG et @02 E suposto que a planta
é controlavel, linear e invariante no tempo, com uma (SI) atiiplas (M) entradas. Este pro-
cedimento permite o uso de métodos de projeto bem conhedéd@alimentacéo (continua no
tempo) das variaveis de estado, para entdo, calcularmieete os ganhos de realimentacdo da
derivada das variaveis de estado em sistemas discretosipo.tdlguns métodos apresentados
em (LEWIS; SYRMOS, 1991; JIN, 1994; ABDELAZIZ; VALASEK, 2004;AN; IRWIN;
LIU, 1999; FRIDMAN; SHAKED, 2002; BOUKAS; HABETLER, 2004; ASSUBAO et al.,
2007; CARDIM et al., 2007b, 2007, 2008a; FARIA et al., 2009) edexam projetos de sis-
temas continuos com realimentacédo da derivada do vetortaéoesnas pelo conhecimento
dos autores, até o momento a literatura nao registra ariglosando o metodoedesignem
sistemas discretos com realimentacéao derivativa.

Para ilustrar a eficiéncia do método proposto, foi consatemmo exemplo, um sistema
de controle de um helicéptero, utilizando alocacao de pddaso técnica de projeto.

4.2 RedesignDiscreto com Realimentacdo do Vetor de Es-
tado

Esta secao descreve os principais resultados apresertad@HANG et al., 2002). Estes
resultados sé&o utilizados na solu¢do de um novo problenesé guma das contribuicfes deste
trabalho, sendo que os novos resultados obtidos forameapeeos recentemente em (CAR-
DIM et al., 2009b) e (TEIXEIRA et al., 2009).

Considere o sistema linear controlavel e invariante no tesgorito por:

{ %o (t) = Axe(t) +Bu(t), %:(0) = Xo, (4.1)

Ye(t) = Cxe(t),

sendox:(t) € R" o vetor de estadai(t) € R™ o vetor de controley.(t) € RP o vetor de saida,
Ac R™" Be R™M e C e RP*" matrizes invariantes no tempo. O sinal de contrelg) é
dado por

Ue(t) = —Kexe(t) + Eef, (4.2)

sendoK; € R™" o ganho de realimentacdo de estabgc R™P o ganho de alimentacéo
direta, er € R™ o sinal de referéncia constante. Note que o gakh@ode ser projetado
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através de métodos bem conhecidos na literatura, por esgtapjue os polos do sistema em
malha fechada (4.1) e (4.2) sejam alocados em posicoesadasdlCHEN, 1999; VALASEK;
OLGAC, 1995a, 1995h).

De (4.1) e (4.2) tem-se que

{ %o(t) = (A—BKe)Xe(t) + BE, @3

Ye(t) = Cxe(t).

O modelo discreto do sistema em malha fechada (4.3),tcerRT, k=0,1,2,...eT o
periodo de amostragem, € dado por (CHANG et al., 2002)

{ Xe(KT+T) = Gexe(KT) + HcEr, (4.4)
Ye(KT) = Cx:(KT),
sendoG; = eA-BK)T @
KT+T
He = / eABK)KTHT-T)Bdr — (G. — 1) (A— BKc) 1B, (4.5)
KT

Note que a equacdao (4.4) é uma representacao discreta no densgstema continuo no tempo
(4.3), nos instantets= kT, k=0,1,2, ... .

Considerando a mesma analise apresentada em (CHANG et &), 286fa a equacao de
estado do sistema continuo no tempo (4.1) com uma entradant®le digital, representado
da seguinte forma:

{ %q(t) = Axg(t) +Bug(t), x4(0) = o, “6)
Ya(t) = Cxq(t),

Ud(t) = Ud(kT) = —ded(kT)+Edr,

KT <t <KkT+T, (4.7)

senddKy € R™" o0 ganho de realimentacéo digitaEg € R™ P o ganho de alimentacéo direta.
Assim, o sistema em malha fechada € dado por

Xg(t) = Axg(t) — BKgXg(KT) + BEgr, kT <t <kT+T, (4.8)
e o0 modelo discreto do sistema (4.6) com (4.7) €

{ Xg(KT 4+ T) = (G — HKg)xg(KT) + HEqr, 49

Yd(KT) = Cxq(KT),
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comG=€e'Te
KT+T

;
H— ARTHT-T)ggr — / MBdr — (G—In)A 1B, (4.10)
kT 0

SeA for uma matriz singular, entdo a matkzpode ser calculada através da seguinte equacgéo
(CHANG et al., 2002):
H= Zli—l(AT)'lBT. (4.11)
i: H

O problema proposto em (CHANG et al., 2002) foi o seguinte:

Problema 1 (CHANG et al., 2002) Para os ganhos K E. projetados, utilizando a lei de
controle convencional (4.2), determine os ganhos de clendiiscreto K e Ey da lei de controle
(4.7) tais que:

(i) O sistema de controle digital em (4.8) seja estavel nadidere Lyapunov;

(ii) As saidas do sistema de controle digital (4.9) estejamais proximo possivel das saidas
do sistema (4.4).

O Teorema 1 resolve o Problema 1 proposto em (CHANG et al.,)2002

Teorema 1 (CHANG et al., 2002) Se existirem uma matriz simétrica defipmkitival’, uma
matriz F, e um escalaor > 0 tais que as restricdes para o problema de minimizag&o a segui
forem satisfeitas, entédo a lei de controle digital dada en7)4tende os objetivos de projeto
descritos no Problema 1.

i —al
min a " <o, (4.12)
Gl —Gr +HF —al
—I *
<0, (4.13)
Gr—HF —T

sendo que = Ky4I™ e x representa a transposta do elemento da posi¢ao simétrigar®o de
realimentacéo l§ e de alimentacéao diretagsséo dados por,

Kg=Fr—1 (4.14)

Eq = ((I = (G—HKq)) "H)* (I = Go) *HcEe. (4.15)

A notacaq(-)*! representa a pseudo-inversa@dg No caso, sendp= (1 — (G—HKy))"tH ¢
R™M entdogt! = (" @) "te" € R™N,

Prova: Veja (CHANG et al., 2002). [ |
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Observacao 3 A solucao do problema de minimizacéo descrito no Teoremad& per facil-

mente encontrada através de softwares baseados em técrigaegramacao convexa, por
exemplo, o LMI Control Toolbox do MATLAB (GAHINET et al., 1998pserve que (4.12)
uma desigualdade matricial bilinear nas variaveise I'. Este problema pode ser resolvido,

—al *
<0
G -Gl +HF —al ]

considerando que

€ equivalente a

—arl * —I *
Z= <0, (4.16)
Gl —GIr +HF  —al Gl —GIr +HF  —a?l
sendo que a matriz ndo-singular Z é dada por
-1
o) -l 0
7 (Va) (4.17)
0 Val
Portanto, (4.12) é equivalente a:
. —r
min § <0, (4.18)
Gl -Gl +HF —pul

comu = a?. Assim, note que (4.18) é uma LMI e (4.12) uma Bilinear Matréquality (BMI).
O procedimento acima € conveniente, porque a solucdo ddegmzbde LMIs € muito mais
simples de se obter.

Observacdo 4 (CHANG et al., 2002) Se o sistema original (4.3) e o sistemaé€sgghed”
(4.9) forem assintoticamente estaveis, utilizando os gaiy e £y dados em (4.14) e (4.15),
respectivamente, entdo as saidas destes sistemas stisdeaquacao abaixo:

lim (yo(KT) — yg(KT)) = 0. (4.19)

k— o0
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4.3 Exemplo 1

Para ilustrar o método proposto em (CHANG et al., 2002) cemsid sistema instavel com
0S seguintes parametros:

(0 1 o 0] [ 0 |
0 -1 -1715 0 05
A= . B= , C=[1000]. (4.20)
o0 o0 1 0
0 2 -5390 0 1

Como descrito em (CHANG et al., 2002), utilizando o método derote LQR com a otimi-
zag&o da fungdo cusfo= [ (x(t)TQx(t) +u(t) TRu(t))dt, com

(10 0 0 O]
0 10 0 0
Q= . R=1, (4.21)
0 0 10 0
0 0 0 10

e considerando o sinal de referéncia 1, foram encontrados os seguintes ganhos para o con-
trolador do sistema continuo:

Ke = [3.1623 28864 —14.9723 —4.3837], (4.22)
Ec = 3.1623 (4.23)

Para os periodos de amostragém 0.7s, T =0.6s, T =0.4seT = 0.1 sforam encontrados
0s seguintes ganhos para o controlador digital:

Kq =[1.2247 07131 89551 27089,

T =07s — (4.24)
Eq = 1.2247
Kq =[1.2194 03934 152703 06427,

T = 06s — (4.25)
Eq = 1.2194
Kq =[1.4705 05550 187837 15979,

T = 04s — (4.26)
Eq = 1.4705
Kq =[2.3401 17524 —1.9662 —3.5781,

T = 01s — (4.27)
Eq = 2.3401

A Figura 4.1 mostra os resultados para a condic&o imgial [0 0 0 (" e sinal de referéncia
r=1.
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12 T T T T 12

Yd
Yd

Ye,
Ye,

discreto
continuo

0.4l ) T-07s . discreto ] 0.4l i T-06s

continuo

Yd
Yd

Ye,
Ye,

04r T=04s . discreto

—— continuo

discreto 7
continuo

0 2 4 6 8 10

Figura 4.1: Respostas transitorias dos sistemas contingorett (com o método proposto por
(CHANG et al., 2002)).

Note que o periodo de amostragem € um parametro muito inmperp@ra se obter um
bom resultado, sendo que, como se espera, a semelhancéeduasiiscreto € mais proxima
do sistema original (continuo) quanto menor o periodo destnagem. No entanto, quando
analisado de forma pratica, um periodo de amostragem megiogmo pode ser inconveniente,
sendo que este depende diretamente dos limites impostoglped de aquisicdo de dados e das
restricdes dos sensores utilizados no sistema.

4.4 RedesignDiscreto com Realimentagcao da Derivada do
Vetor de Estado

Pelo Teorema 1 proposto em (CHANG et al., 2002), pode-se ointer solucdo para o
Problema 1, dada pelas matriz€g e E4. Entdo a lei de controle discreta no tempo (4.7) é
praticamente equivalente a lei de controle continua notgehR). Com base nestes resultados,
foi proposto o seguinte problema.

Problema 2 Determine as matrizesd{ e Egs de modo que, para 0,1, ..., a lei de controle
discreta (4.7), com realimentacéo do vetor de estado, ggjalia lei de controle discreta, com
realimentacéo da derivada do vetor de estado, dada abaixo:

Ug(KT) = —Kaxg (KT) + Eqr = —KqXq(KT) + Egs, (4.28)
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sendo que a notacaq (kT) representa o vetaxy(t) no instante t=KT.

A equacdo (4.28) mostra que o sistema (4.6) apresenta o mesorxy(t), parat > 0,
com o sinal de controleg(KT) = ugs(KT) = —Kqxg(KT) + Eg¢r (realimentagéo derivativa) e
Ug(KT) = —Kgxq(KT) 4+ E4r (realimentagéo do vetor de estado).

Para resolver o problema proposto, séo consideradas astssdupoteses:
(i) O determinante da matrix na equacao (4.1) é diferente de zero;
(i) O determinante da matriA — BKy) € diferente de zero;
(i) A matriz B tem posto igual an.

A hipotese (i) também foi utilizada em (ABDELAZIZ; VALASEK,aD4) e é uma condi¢io
importante para a estabilidade do sistema (4.1), com o réiogposto e a lei de controle
Ug(KT) = ugs(KT) = —KgXq(KT) + Eg¢r. A hipotese (ii) é necessaria para que o sistema (4.6),
com a lei de controle (4.7) seja globalmente assintoticéenestavel, pois caso contrario, a
matriz (A— BKy) teria pelo menos um autovalor igual a zero, ou sejgAdeBKy) = 0. Por
exemplo, de (4.6) e (4.7) (suponlg = 0) tem-se que

Xd(KT) = Axg(KT) + B(—Kgxq(KT)) = (A— BKqg)xq(KT).

Se detA—BKy) = 0, entéo existey(kT) # 0 tal que(A—BKy)Xq(kT) =0, e assinxg(kT) = 0.
Desta forma, estey(kT) # 0 seria um ponto de equilibrio g = 0 ndo seria globalmente
assintoticamente estavel.

A necessidade da hipotese (iii) é descrita no final da provaedoema 2 apresentado a
seguir. Este teorema resolve o Problema 2 proposto.

Teorema 2 Considere que o sistema (4.6) com a lei de controle dada ery gpesenta um
desempenho adequado. Entéo, se as hipoteses (i), (i) ®(@m satisfeitas, o sinal de controle
por realimentacdo da derivada do vetor de estado

Ud(t) = Ud(kT) = Udf(kT) = —deXd(kT) +Eq¢r, KT <t <KkT+T, (4.29)
Kas = Kg(A—BKg) ™, (4.30)
Edt = (Im+ KqtB)Eq, (4.31)

e tal que, para o sistema controlado (4.6) e (4.29),

Ug(KT) = —KgXg(KT) + Eqr = —Kgxq(KT) + Egr. (4.32)
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Prova: De (4.6), (4.29) @ = kT tem-se que,

Xd(KT) = Axy(KT) — BKqXa (KT) + BEqy1r,

(In+BKq)%g(KT) = Axg(KT) + BEgsr. (4.33)

DeEys dado em (4.31) e (4.33),
(In+BKg)Xg(KT) = Axq(KT) + B(Im+ KgtB)Egr = Axq(KT) + (In+ BKg¢)BEgr.  (4.34)
Note que, d&Ky dado em (4.30),

(In+BKgf) = [ln+BKg(A—BKg)™}]
= [(A—BKg)(A—BKg) '+ BKg(A—BKg) ]
= AA—BKy) L, (4.35)

e assim, com base na hipotese (i), esta matriz € invertioetafto, de (4.34) e (4.35) obtém-se:

*g(KT) = (In+BKgr) "Axy(KT) + BEgr
= [A(A BKqa) '] 'Axa(KT) + BEgr
= (A—BKy)xq(KT)+ BEyr
= Axg(KT) +B(—Kgxq(KT) +Egr). (4.36)

Finalmente, através da hipotese (iii) e das equacdes (4463@) observe que (4.7) é satisfeita.
Assim, a condicao (4.32) é atendida. [ |

4.5 Implementacéo do Controlador

Considere que em (4.6)(t) esteja disponivel, mag(t) ndo esteja completamente dispo-
nivel, parat = kT, k=0,1,... . Note que em (4.6), panay(kT) = ug;(kT) dado em (4.29),
X4(KT) depende deg+(KT) euq(kT) depende dey(KT) (loop algébrico). Para contornar este
problema, uma alternativa de implementacéo da lei de denf4c29) é apresentada a seguir.
Considere os seguintes sistemas:

$a(KT) = Axg(KT) +Bugr (KT —T), (4.37)
Xd(KT) = Axg(KT) 4+ Bugt(KT), (4.38)
Ug(KT) = —Kgixa(KT) +Eqgsr. (4.39)
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Note que foi introduzido o vetor auxiliaga(kT) definido em (4.37). Adicionalmente, observe
quexa(KT) ~ Xq4(t), parat < KT et ~ KkT. Entdo, a lei de controley(kT) = uq(kT) dada em
(4.29) tambéem pode ser obtida da seguinte forma: de (4.37)

Axg(KT) = xa(KT) — Bugs (KT —T), (4.40)

e de (4.38),
Xg(KT) = Xa(KT) —Bugt (KT —T) + Bug (KT), (4.41)
= XA(kT)+B(Udf(kT) —Udf(kT—T)). (4.42)

De (4.39) e (4.41), obtém-se:

Xd(KT) = Xa(KT) —Bug(KT —T) — BKyX4(KT) + BEgsr,
Xd(KT) +BKgXd(KT) = Xa(KT) —Bug(KT —T) +BEgsr,
*d(KT) = (In+BKgr) 1(Xa(KT) —Bug (KT —T) +BEg¢r).  (4.43)

Agora, de (4.39) e (4.43),
Ug(KT) = —Kgt(In+BKar) " (Xa(KT) — Bugt (KT —T) +BEqsr) + Eqtr, (4.44)

Ug £ (KT) = —QaXa(KT) + QauUg £ (KT — T) + Qar, (4.45)
sendoQ; = Kyt (In+BKyf) ™1, Q2 = Q1B € Q3 = —Kgs(In+BKqys) *BEyt + Eqs.
Para a implementacgé&o da lei de controle, note que das equ@c6g (4.37) e (4.38),

XA(kT) = Xd<kT) para Ud(kT) = Udf(kT — T). (4.46)

Assim,Xa(KT) pode ser obtido, aproximadamente, da seguinte forx&T) ~ X4(t), t < kT
et ~ kT. Considerando quey(KT) = ug(KT), note que no instantedefinido anteriormente,
Ug(t) = ugs(KT —T) e assim, de (4.6) e (4.3Ry(t) =~ Xa(KT).

Observacéo 5Note que em (4.37), sek0, xa(0) = Ax(0) +Bug¢(—T). Neste caso é suposto
que i (—T)=0.

4.6 Exemplo 2

Considere o problema de controle de um helicéptero, tambérhectdo como Veiculo
de Aterrissagem e Pouso Vertical (VTOL) do ingMestical Take Off and Landingapresen-
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tado em (KEEL; BHATTACHARYYA; HOWZE, 1988). A equacao (4.47) sta a dinamica
linearizada do sistema no espaco de estados.

[_0.0366 00271 00188 —0.4555] [0.4422 01761 |

. 0.0482 —1.010 Q0024 —4.0208 3.5446 —7.5922
Xc(t) = Xc(t) + Uc(t)
0.1002 03681 —0.707 14200 552 449
0 0 1 0 0 0
= Ax(t) +Bu(t), (4.47)
(1. 000
t) = Xe(t) = Cx(t). 4.48
Ye(t) 0100 (t) (t) (4.48)

A descricao fisica para as variaveis das equacdes (4.47&) gla seguinte:
Xc1(t) - velocidade horizontal, [nés];

Uc2(t) - longitudinal cyclic pitch contral
sendoxe(t) = [Xe1(t) Xea(t) Xea(t) Xoa(t)]" € Ue(t) = [Uca(t) Uca(t)]

A Figura 4.2 mostra o VTOL com a indicacéo de algumas varsadeisistema.

Figura 4.2: llustracdo do helicoptero com algumas vargagieiestado.

Suponha que, para a implementacéo da lei de controle, seraeglierometros séo usados
como sensores. Entéry (t), Xc2(t) e Xe3(t) séo disponiveis. Através dos sinajs(t), Xe(t)
e Xc3(t) € possivel obter diretamente as velocidaxigst), Xe2(t) e Xc3(t) com boa preciséo,
mas ndo o angul®(t) (ASSUNCAO et al., 2007; CARDIM et al., 2007b). Assim, o vetor
Xco(t) = [Xer(t) Xe2(t) %e3(t) Xc3(t)]T € disponivel e a realimentagéo da derivada do vetor de
estado do sistema discreto pode ser implementada atravéétddo proposto.
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O sistema em malha aberta possui 0s pola&d7%8+ j0.2576,—0.2325 e—2.0727. Utili-
zando a alocacao de pdolos como técnica de projeto, congideexemplo, os seguintes pélos
para o sistema realimentado:

-1, -5 —-3+j15.

Com esses dados, a matriz de gaKgode ser facilmente obtida através do comapidae
do MATLAB.

34.6217 73049 12743 —257776
Ke = [ ] (4.49)

284481 42729 07815 —20.7768

Com base no Teorema 1, considerando um periodo de amostfagedrD1 s, a matriz de
ganhoKy é dada por:

347490 69373 10923 —26.0029
_ [ ] . (4.50)

27.6946 39035 06216 —20.3129

Note que o sistema (4.47) com (4.49), satisfaz as hip6tgsés € (iii). Entdo, através do
Teorema 2, a matriz de ganKkg; € a seguinte:

Kot = Ka(A—BKg) ™™,
< [—0.3537 01295 02411 01689]
df — .

(4.51)
~0.9042 01031 00055 00013

Portanto, considerando qlig = Eq = Eq¢ = 0, para o sistema controlado (4.6), (4.29) e (4.51),
Ud(kT> = —dexd(kT) = —KdXd(kT).

Para a implementacéo da lei de contnayékT) = ug¢(kT), como discutido na Sec¢éo 4.5,
foi considerado o sinaly¢(KkT) dado na equacédo (4.45), sendo

1 69.4906 1111519 3187109 2248477
Q1 =Kqgi(In+BKgf) ™~ = 7 (4.52)
435076 883402 2497908 1761937
—1.3346 05994
Q=Q1B=1x10° , (4.53)
—1.0465 04585
Qs = —Kgf(In+BKqyr) "BEg+Eqr = 0. (4.54)

Além disso, o atrasd = T /100 s foi usado para estimag(kT): xa(kT) ~ X4(KT — 9), (veja
mais detalhes no final da Secéo 4.5).

As Figuras 4.3, 4.4 e 4.5 mostram os resultados de uma sidoutigsistema com a condi-
cao inicialx(0) = [1 —0.5 0 O' e periodo de amostragefn= 0.01 s. Note que os sistemas
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controlados, continuos e discretos no tempo (com realagéntndo-derivativa e derivativa do
vetor de estado), apresentam praticamente as mesmastasspos

3
&
5% —— Xc1(t) (continuo)

2106 -+ Xg1(KT) (CHANG etal., 2002
o o Xe2(t) (continuo)

%2 (KT) (CHANG et al., 2002

o =
T o

velocidade [nos]
I

T=001s

|
N
T

|
w
T

-4 I I I I I
0 0.5 1 2 25 3
tlg

Figura 4.3: Respostas transitérias com as leis de contrdg(@bntinuo) e (4.7) (discreto).

- Xg1(KT) (CHANG et al., 2002)
o Xg1(KT) (real. derivativa)

X42(KT) (CHANG et al., 2002)
Xq2(KT) (real. derivativa)

velocidade [nés]

o 05 1 tl[g] 2 25 3

Figura 4.4: Respostas transitérias com as leis de contraigd44.29).

N
o

—— Ug (t) (continuo)
ug1(KT) (CHANG etal., 2002)
uq¢1(KT) (real. derivativa)

sinal de controlel;

015 ‘1 115 é 2‘.5 3
tls

=
[S)
T

o
T

|
N
o
T

Ucp(t) (continuo)
Ugo (KT) (CHANG et al., 2002)
ug2(KT) (real. derivativa)

sinal de controler,
3

I
W
o

015 ‘1 115 é 2‘.5 3
tls

Figura 4.5: Sinais de controlg(t), uq(KT) eugs(KT).
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4.7 Conclusoes Parciais

Nesta sec¢do foi proposto um novo método para projetar o géeealimentacédo da de-
rivada do vetor de estado em um sistema discreto no tempoojégfoi baseado em alguns
trabalhos ja publicados sobre realimentacao derivatMaliEIRA et al., 2006a; CARDIM et
al., 2007b, 2007, 2008a)) e nos resultados apresentaddSHANG et al., 2002), que propds
um método para o calculo aproximado de uma igualdade natattavés de um processo de
minimizacao utilizando LMIs. O método estudado pode sedaisa aplicacdo do controle di-
gital de sistemas mecanicos, que podem utilizar sensoetsamétricos na medicao dos sinais
necessarios para o controle do sistema. A validade do mé&odostrada no exemplo de um
sistema de controle digital de um helicoptero. Os novodtestas obtidos foram apresentados
recentemente em (CARDIM et al., 2009b).



76

5 Controle com Estrutura Variavel de
Sistemas Chaveados baseados nos
Sistemas Lyapunov-Metzler-ERP

Nesta secdo sdo estudados métodos de projeto de controbstromaira variavel para uma
classe de sistemas com comutacédo (LIBERZON; MORSE, 1999; DECA&L#., 2000),
tendo como base os resultados importantes e promissoreekbim (GEROMEL; COLA-
NERI, 2006) e as propriedades de estabilidade usuais dessistEstritamente Reais Positi-
vos (ERP) (ANDERSON, 1968; LANDAU, 1979; STEINBERG; CORLESS, 1L98BENS;
PRATZEL-WOLTERS; ILCHMANN, 1987; DECARLOZAK; MATHEWS, 1988; TEIXEIRA,
1989, 1990, 1993; KAUFMAN; BARKANA; SOBEL, 1997; HSU; ARAUJO; JA, 1994;
HUANG et al., 1999; TEIXEIRA; LORDELO; ASSUNCAO, 2000; TEIXEIRAL al., 2002;
CUNHA et al., 2003; XIANG; SU; CHU, 2005; BARKANA; TEIXEIRA; HSU2006; CO-
VACIC et al., 2008). Primeiramente € apresentada uma breésaeincdo sobre o assunto, com
alguns conceitos sobre sistemas ERP (LORDELO, 2000; COVACI(%)20Gistemas com
comutacdo (JOHANSSON, 2003; GEROMEL; COLANERI, 2006; DEAECPO07; GE-
ROMEL; DEAECTO; COLANERI, 2007; DEAECTO; GEROMEL, 2008; GEROMEDE-
AECTO, 2009). Em seguida séo definidos os sistemas ERP com agiotdenominados
sistemas Lyapunov-Metzler-ERP (CARDIM et al., 2008c), e erst@o propostas condicbes
necessarias e suficientes (usando LMIs) para tornar unmsigtealimentado, obtido pela co-
mutacao de sistemas lineares continuos no tempo, Lyapdetzier-ERP.

5.1 Introducao

Um Sistema Linear Invariante no Tempo (SLIT) que € ERP tem@srses propriedades:
€ um sistema Real Positivo (RP), é assintoticamente estavelos bs zeros de transmissao
apresentam parte real negativa. Os sistemas RP, tambéntimmgheomo passivos, nasceram
na teoria de circuitos elétricos e foram definidos, iniceite, dentro dos SLIT. As matrizes
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de transferéncia RP e ERP possuem duas interpretacfes satgessem termos de circuitos
elétricos. Considere dois nés de um circuito elétrico corappsela conexdo de elementos
passivos com parametros concentraBpk e C (resistores, indutores e capacitores), de modo
arbitrario. Entdo, a impedancia usando a Transformada giate entre os dois nog(s) €

RP, e, de modo inverso, qualquer funcéo de transferé&isiaRP pode ser realizada como a
impedancia entre dois nds de um circuito elétrico com elénsgpassivoR, L e C. Agora,

se aplicarmos uma tens&o entre estes dois nés mencionadosramente e s&(s) for RP,
entdo a soma da energia inicial armazenada no circuito,stante iniciat = 0, com a energia
fornecida no intervalb € [0, T], T > 0, deve ser maior ou igual & energia armazenada-ef
(COVACIC, 2006).

Existem resultados significativos sobre os sistemas EREptab a hiperestabilidade as-
sintética de Popov (ANDERSON, 1968). Estes resultados t@maglicados, por exemplo, no
projeto de sistemas com controle adaptativo (LANDAU, 13HYANG et al., 1999; OWENS;
PRATZEL-WOLTERS; ILCHMANN, 1987; KAUFMAN; BARKANA; SOBEL, 1997 TEI-
XEIRA, 1989; HSU; ARAUJO; COSTA, 1994), Controle com Estrutuaxisivel (CEV) (DE-
CARLO; ZAK; MATHEWS, 1988; TEIXEIRA, 1993; TEIXEIRA; LORDELO; ASSUN(;AO
2000; TEIXEIRA et al., 2002; TEIXEIRA, 1990) e controle com liseentacdo das saidas de
sistemas incertos (STEINBERG; CORLESS, 1985; CUNHA et al., 2B0BNG; SU; CHU,
2005). O primeiro passo nestas aplicacdes € construir utmawra de compensacéo para
tornar o sistema interno ERP e, entéo, a lei de controle étpdgeutilizando resultados de
estabilidade ERP. Um problema relacionado a este métodmp#@rchamado de Sintese ERP
(do inglés ‘'SPR Synthesis é o0 seguinte: dada uma planta linear invariante no terapo;
trolavel e observavefA B,C}, encontre matrizes constantése K, de modo que o sistema
controlado{A — BK,C,B,FC} seja ERP. Em (TEIXEIRA, 1989, 1990) foi mostrado que este
problema é equivalente a um problema de estabilizacdo calimentacdo das saidas. Quando
a planta possui 0 numero de entradaggual ao numero de saidgs a condicdo necessaria
e suficiente para este problema é que todos o0s zeros de tsgésndia planta devem ter parte
real negativa e dé€B) # 0 (OWENS; PRATZEL-WOLTERS; ILCHMANN, 1987; KAUF-
MAN; BARKANA; SOBEL, 1997; TEIXEIRA, 1989). Em trabalhos redexs como (HUANG
et al., 1999; TEIXEIRA; LORDELO; ASSUNCAOQ, 2000; TEIXEIRA et aR002; CHOI,
1997, 1998, 1999), foram estudadas as condi¢cdes para @saagroblema utilizando LMIs
(BOYD et al., 1994). Como ja foi mencionado neste trabalho,reagem de utilizar as LMIs
€ que, quando factiveis, podem ser facilmente resolvidasgftwares disponiveis (GAHINET
etal., 1995; OLIVEIRA; FARIAS; GEROMEL, 1997; PEAUCELLE et g2002) e além disso,
também podem ser consideradas outras especificacdes e pogmo por exemplo, incerte-
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zas na planta, taxa de decaimento e restricées na entradsaédaa TEIXEIRA; LORDELO;
ASSUNC;AO, 2000; TEIXEIRA et al., 2002; BERNUSSOU; GEROMEL; OIH\RA, 1999).
Para o problema descrito anteriormente, gom m, somente condi¢des suficientes baseadas
em LMIs séo conhecidas (TEIXEIRA et al., 2002). Em (TEIXEIRA; ZXTIC; ASSUN-
CAO, 2006) foram apresentadas condicdes necessarias emsigficpara o seguinte problema:
dada uma planta linear e invariante no ten@®) = N(s)D(s)~! = C(sl — A)~!B, comm
entradas @ saidas,p > m, rankC) = p e rankKB) = rankCB) = m, encontre um controla-
dor dindmico (cuja entrada é a saida da planta e a sua saidaidaals sistema controlado)
Ge(S) = De(s) "INe(s) = Ce(s)(sl — Ac) 1B + D¢, com p entradas en saidas e uma matriz
constante de realimentac&g ¢ R™P que realimenta a saida do controlador, tal que o sis-
tema seja ERP. E mostrado que este problema tem solucédo seete@®a todos os zeros de
transmissao da planta tiverem parte real negativa.

Em (GEROMEL; COLANERI, 2006) foram fornecidos novos resutsigobre sintese de
controle para sistemas lineares, continuos no tempo, comategao(t) = A ) X(t), X(0) = Xo,
sendox(t) € R" o vetor de estadag(t) a regra de controle de comutacégryea condigao ini-
cial. Considerando um dado conjunto de matrizes constgAe®\y,...,An}, Geromel e Co-
laneri (GEROMEL; COLANERI, 2006) apresentaram um métodor@sgsante de projeto da
lei de controle de comutacém(t) € {1,2,...,N}, t > 0, que faz com que o ponto de equili-
brio x = 0 do sistema global controlado seja assintoticamente adst@vprojeto desta lei de
controle foi descrito como a solucdo de Desigualdades deun@-Metzler (LM), introduzida
em (GEROMEL; COLANERI, 2006). As desigualdades de LM sao uraasd de Desigual-
dades Matriciais Bilineares (do ingléBitinear Matrix Inequalities - BMI¥) e para resultados
de estabilidade mais conservativos, suas solu¢des poderhtsias atravées da busca bidimen-
sional de um conjunto de LMIs (BOYD et al., 1994). Em (GEROMEIQLANERI, 2006)
um exemplo interessante mostra que este método pode igstapliantas quandd = 2, sendo
que os sistemas individuaiét ] = Arx(t) e X(t) = Axx(t) ndo sdo globalmente assintoticamente
estaveis. Mais detalhes sobre sistemas com comutagéo dueatto) podem ser encontrados
em (LIBERZON; MORSE, 1999; DECARLO et al., 2000; DEAECTO; GEROME008;
GEROMEL; COLANERI; BOLZERN, 2008; GEROMEL; DEAECTO, 2009).

Considerando os fatos descritos acima, este capitulo esfgrd uma classe de plan-
tas chaveadas, alguns resultados sobre sintese ERP e duag®agl para CEV, aplicados
em Sistemas Lineares Invariantes no Tempo (SLIT) (ANDERST¥68; LANDAU, 1979;
HUANG et al., 1999; OWENS; PRATZEL-WOLTERS; ILCHMANN, 1987; KATMAN;
BARKANA; SOBEL, 1997; TEIXEIRA, 1989; HSU; ARAUJO; COSTA, 1994;HTCARLO;
ZAK; MATHEWS, 1988; TEIXEIRA, 1993; TEIXEIRA; LORDELO; ASSUNCAQ2000;
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TEIXEIRA et al., 2002; TEIXEIRA, 1990; STEINBERG; CORLESS, 1985; KA et al.,
2003; XIANG; SU; CHU, 2005). Para esta nova sintese ERP, exdpiem (GEROMEL; CO-
LANERI, 2006), é introduzida a definicdo de sistemas Lyaptivietzler-ERP (LMERP) (ou
Lyapunov-Metzler-SPR (LMSPR)) (ja publicados pelos awg@m (CARDIM et al., 2008b,
2008c, 2009a)) que é diretamente aplicada no projeto de CBSdmrando uma classe de sis-
temas chaveados, seguindo a mesma idéia do projeto de CEMTe&leados na sintese ERP.
Alguns exemplos numeéricos ilustram os resultados.

5.2 Sistemas ERP

Considere a planta linear, invariante no tempo, controldwaiservavel:

X(t) = AX(t) + Bu(t)

5.1
y(t) = CX(t) oD

sendax(t) € R" o vetor de estaday(t) € R™ a entrada de controlg(t) € R™ a saida do sistema,
A ¢ R™" a matriz caracteristica do sisteniac R™™ a matriz de entrada do sistem&ec
R™" a matriz de saida do sistema (COVACIC, 2006).

Definicdo 1 (ANDERSON, 1968) A matriz de transferénciesGe R™™ do sistema (5.1) é
Real Positiva (RP) se as seguintes condi¢cdes forem stdisfei

(a) Os elementos de(§ ndo possuem polos com parte real positiva;
(b) G*(s)=G'(s") e
(c) A matriz hermitiana (5) = G(s) + G' (s*) é semi-definida positiva em > 0,

sendo que o asterisco (*) denota o complexo conjugado de catee®u 0 complexo conjugado
transposto de um vetor ou matriz.

Definicdo 2 (ANDERSON, 1968) A matriz de transferéncigs)& Estritamente Real Positiva
(ERP) se Gs— ¢) for RP para algune > 0.

Considere, agora, a planta linear invariante no tempo, @dntl e observavel abaixo:

X = Ax+ Bu

5.2
y =Cx+ Du, (5:2)



5.2 Sistemas ERP 80

comx € R"ey e R™e o vetor de entradac R™ tal que, para todd positivo,

[ Tyt < Sk sul, 0<t<T 53)

Neste caso) € uma constante positiva, que depende do estado iniciabthorsix(0) mas
independe do tempb. Os resultados a seguir foram formulados por V. M. Popov cadBede
1960 (ANDERSON, 1968).

Definicdo 3 (ANDERSON, 1968) O sistema (5.2) € dito hiperestavel se, paafyaer U-)
limitado satisfazendo (5.3), a inequacao

[Ix(t)[] < K([|x(0)|| + o) (5.4)
€ satisfeita para alguma constante positiva K e para togo
Definicdo 4 (ANDERSON, 1968) O sistema (5.2) é dito assintoticamentedsiigerel se, para
qualquer y-) limitado satisfazendo (5.3), a inequacéo (5.4) é satsfejtambém,

lim x(t) = 0. (5.5)

t—oo

SejaG(s) = C(sl — A)~1B+ D a matriz de transferéncia do sistema (5.2), ent&o:

Teorema 3 (ANDERSON, 1968) A condi¢do necesséria e suficiente para gisteona (5.2)
seja hiperestavel é que(§ seja RP.

Teorema 4 (ANDERSON, 1968) A condi¢do necesséria e suficiente para gisteona (5.2)
seja assintoticamente hiperestavel é qus)Geja ERP.

O Lema 2, a seguir, fornece condi¢des para os sistemas ERP.

Lema 2 (ANDERSON, 1968) A matriz de transferéncia do sistema (5(%),-6C(sl — A) B,
é ERP se e somente se existir uma matriz P, tal que:

PA+ATP <0,
BTP=C, (5.6)
P> 0.
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5.3 Sistemas com Comutacao

Os sistemas dindmicos, continuos no tempo, com comutag@asicterizados pela intera-
¢cao entre subsistemas continuos e eventos discretos fdemalque estes ultimos determinam
a dindmica do sistema global, uma vez que, a cada instantarg®} posicionam a chave de
comutacdo em um dos subsistemas. Um exemplo classico dmaisbm comutacao € apre-
sentado a seguir (DEAECTO, 2007).

Exemplo: O modelo simplificado do movimento de um automovel € dado por
X1 = X2,

XZ - f(u7q)a

em quex; é a posicaox, € a velocidadeg € {1,2,3,4,5,—1,0} € uma variavel discreta que
indica a marcha do automovel nas posicoes de 1 a 5, ré e pomto, mespectivamente. A
variavel de entrada > 0 € a aceleracdo. Assim, quangle- —1 a funcéof é negativa e seu
maédulo cresce em funcao dequandag € 0 a funcad é decrescente e independenteidBara
cada valor deyde 1 a 5, a funcéd é positiva, cresce em fungcdo demas decresce a medida
queq aumenta.

Observe que os eventos discretos determinam a dinamicatolm@tel em cada instante
de tempo, caracterizando um sistema com comutacdo. Estetos\podem ser controlados
automaticamente, como € o caso de automoveis com cambimatito em que a variavel de
controle depende da velocidakle caso contrario, sdo determinadas manualmente pelo moto-
rista.

Como pode ser observado por este exemplo, 0s sistemas cortacamaao bastante com-
plexos cujos modelos envolvem equacgdes diferenciais eatemtiscreto.

Para o estudo da estabilidade destes sistemas, podenma witha funcdo de Lyapunov
gue seja monotonicamente decrescente para qualquer gldsajetoria do sistema, incluindo
transicfes discretas e, posteriormente, utiliza-la pacargrar condi¢cdes suficientes que garan-
tam a estabilidade do sistema global. Este procedimenttudazk em (GEROMEL; COLA-
NERI, 2006; DEAECTO, 2007), sendo a base para obtencédo dmasteRP com comutacgéao,
proposto neste trabalho.
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5.4 Formulacao do Problema

Primeiramente, considere o sistema linear com comutagdBQBIEL; COLANERI, 2006)
X(t) = Ag)X(t), x(0) =X, (5.7)

definido para toda > 0, em quex(t) € R" é o estadog(t) é a regra de comutagéoxg €
a condicdo inicial. Considerando um conjunto conhecido deizea constantes; ¢ R"™*",
i=1,...,N, aregra de comuta¢am(t), para todd > 0, é tal que

AO(I) € {A17A27"'7AN}7 (58)

sendo qué\, ) deve comutar instantaneamentefdparaA; para algum # j =1,...,N quando
ocorrer a comutacdo de(t) =i parac(t) = j. PortantoA,) € comutado entre ds vértices
do politopo{Ag, Ay, ...,An}.

Suponha que o vetor de estaxd) esta disponivel para a realimentacdo para todd.
Entdo, o problema proposto em (GEROMEL; COLANERI, 2006) érdetear a funcéau(-) :
R"— {1,2,...,N} tal que

a(t) = u(x(t)) (5.9)

torne o ponto de equilibrin = 0 de (5.7) globalmente assintoticamente estavel. Noterdiee,
é considerado que cada matriz do conjufie, Ay, ...,An} Seja assintoticamente estavel.

Seja{Py,P,...,Ay} um conjunto de matrizes simétricas positivas definidas sidere por
definicdo a seguinte funcdo de Lyapunov quadratica porgarte

v(x):= min X Bx. (5.10)

i=12,...,

O teorema a seguir, apresentado em (GEROMEL; COLANERI, 20&&)rauito Util para
a solucéo do método proposto nesta secao. Inicialmenteeésaw definir uma classe de ma-
trizes de Metzler denotada pof#, consistindo de todas as matrizéss RN*N com elementos
i, tais que:

N
i >0 paraj #i e Z mi =0, j,i=12..N. (5.11)
=1

Observe que para qualquer matriz de Metz#r todos os elementos da diagonal principal séo

N&ao positivos.

Teorema 5 (GEROMEL; COLANERI, 2006) Considere a existéncia de um camnmimatri-
zes simétricas positivas definidéB;,P,,...,Py} e M € .# satisfazendo as desigualdades de
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Lyapunov-Metzler (5.11) e

N
ATR+RA+ 5 miP <0, i=1.,N. (5.12)
=1
Entao, a lei de controle (5.9) com
u(x(t)) =arg min_x(t)"Rx(t), (5.13)

1= Pt A

faz com que a origem=¢ 0 do sistema (5.7) seja um ponto de equilibrio globalmentmts
camente estavel.

Prova: Veja (GEROMEL; COLANERI, 2006; DEAECTO, 2007). |

Baseado no Teorema 5 e no Lema 2 € proposta a definicdo de sidtgapainov-Metzler-
ERP (LMERP) para o seguinte sistema linear com comutacao:

X(t) = Ag(t)X(t) +Bgt)Ua(t), X(0) = o, (5.14)
y(t) = Cou)X(1), (5.15)

sendoAs ), X(t) e a(t) definidos em (5.7) e (5.8)a(t) € uma entrada de controle adicional,
By € R™MeCy € RP*" séo tais que

Bo(t) € {B1,B2,....Bn}, Cot) € {C1,C2, .., Cn 1} (5.16)

erankBj) =m,i=1,2,...,N. A definicdo a seguir foi introduzida em (CARDIM et al., 2008c).

Definicdo 5 (CARDIM et al., 2008c) O sistema linear com comutacao (5(24)6) é um sis-
tema Lyapunov-Metzler-ERP (LMERP) se existirem matrizes IPi’T e mi, i,j =1,2,...,N
satisfazendo as seguintes condigdes:

N
RA+A'R+ Y miPj <0, R>0, (5.17)
=1

BIR=Cj, i=12..N, (5.18)

sendo queT; sdo os elementos de uma matriz de Metzler, que obedecemdigGasdadas
em (5.11).

Observacédo 6 Note que quando N= 1, as condicdes (5.6) do Lema 2 e (5.17) e (5.18) da
Definicdo 5 sdo equivalentes, pois neste caso, de (384> 0. Agora é proposto 0 seguinte
problema:
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Problema 3 (LMERP) Dado um sistema linear com comutacéo (5.14)-(5.46¢ontre con-
dicBes necessarias e suficientes para a existéncia de emffz) € R™P e K; ) € R™P,

sendo i € {F1,F,....An} e Ky € {K1,Ky,...,Kn 1}, tais que o sistema realimentado ilustrado
na Figura 5.1, com entradé(t) e saiday(t) seja um sistema LMERP.

joml
=
—
=

ua(t) | X(t) = AgyX(t) + By Ua(t) y(t) y(t)

Figura 5.1: Sistema realimentado para sintese LyapundzidieERP (LMERP).

5.5 Condicdes Necessarias e Suficientes para Sistemas LMERP
- Método 1

Nesta secdo sdo apresentadas condicdes para a solucableéonard, quande = n.

Teorema 6 O Problema 3 tem solugéo para=pn edetCi) #0,i=1,2,...,N, se e somente se

existirem matrizes %= XiT, mi # 0 para j # i e tal quem; € I € .# satisfazendo as seguintes
condicdes

BT (AX XA+ TiX)BL BT X o ETX
XiBi | 7>T(_11. 0 0
0
X1 : | >0, (5.19)
Ti—1; ’ ’
X
0 Hil%i
. 0
i XBi 0 0 ]
X >0, i=12.N. (5.20)

Quando as condic¢des (5.19) e (5.20) sao factiveis, as segmmatrize$; eK;, calculadas com
a solucaox; = Pfl e, i,j=1,2,...,Nde (5.19) e (5.20), resolvem o problema:

F=BRC'=B'X'C? i=12..N, (5.21)
Ki=ywB RC =B X 'Ct i=12 .N, (5.22)



5.5 Condi¢Bes Necessarias e Suficientes para Sistemas LMERP - Método 1 85

sendoy > 0 obtido através da LMI:
N
R(A —BiwBlR)+ (AT —RBiyB )R+ 5 miPj <O. (5.23)
=1

Prova: (Necessidade) Através das equacoes (5.14)-(5.15) e demFHadutem-se o sistema rea-
limentado dado por

X(t) = (Ast) — Bot)Ka(t)Co(t) ) X(t) + Bgt)G(t), (5.24)
¥(t) = Fo)ComX(1). (5.25)

Da Definicéo 5, as seguintes condi¢cdes devem se manter paitecacsdo Problema 3

N
R(A ~BiKiG) + (A ~BKG)"R + y miP; <0, (5.26)
=1
R=R">0, (5.27)
Bl R = FC, (5.28)

com 11 satisfazendo as condi¢des dadas em (5.11), ipara 1,2,...,N. Considerando que
rank(B;) = m, definaB;; € R™" ™ tal queB'B;; = 0 e rankB;; ) = n—m. Multiplicando
(5.26) porB/ P! pela esquerda e p& 'B;, pela direita e definind% = Pt = X >0
obtém-se:

N
B (AX+ XAl + 3 %P X)Bi (5.29)
=1
N
=B (AX+ XA +TiX)Bi + 5 Bl XPXBi (5.30)
j=1]#
=BT (AX +XAT + 15X)Bi + B [X - X]diag(1aiPL, BiP,, - - -
1P 1, TE P, - T PN, TRGPN) [Xi - X By < 0, (5.31)

sendo =1,2,...,Nediagmm; Py, 7% Po,- -+, 75_1i B_1, 7541 Ry1, -+, -1 Pn—1, T, P)

e RMI-D>n(-1) ¢ ym bloco matricial diagonal. Da equagdo (5.14),> 0, j #i ei,] =
1,2,...,N. Para o proximo passo da prova, & supostomue- 0 j #iei,j=1,2,...,N. Note
que, se (5.31) é satisfeita quando algmm= 0, entao esta também é satisfeita quariglo- 0 e
suficientemente pequeno. Portanto, a suposicaagrgue0, j #iei, j =1,2,...,N ndo muda a
condigéo para a solugéo do problema proposto. Assim, canasidort; > 0, j # i e aplicando

0 Complemento de Schur (Apéndice A) em (5.31), ¢ Pfl, as inequacdes (5.19) e (5.20)
sdo condi¢des necessarias para a solucao do problema. [ |

Prova: (Suficiéncia) Multiplicando a esquerda de (5.26) h‘BprBiL]TPi‘l, a direita por



5.5 Condi¢Bes Necessarias e Suficientes para Sistemas LMERP - Método 1 86

P~1Bi Bi,] e comX =P ! obtém-se:

B/LiBi B'LiB;,
T T <0, (5.32)
B/ LiBi B/ LiBi,
sendo N
Li = AX + XA —BiKiIGX — XCl KBl + 5 miXPX. (5.33)
=1

Da analise feita durante a prova da necessidade, note quaeda@o (5.19) é equivalente a
BiTLLiBu < 0. Portanto, quando (5.19) é satisfeita, aplicando o camgi¢o de Schur na
equacao (5.32),

—BLiB —B/LiBi, (B], LiBi,) B, LiBi > 0. (5.34)

Agora, para o ganho de realimentacdo dado por

Ki = wBf RC 1 = B X 'Cc (5.35)
w>0,i=12..N,

de (5.33) note que
N
BILiBi = Bl (AX + XA + 3 1iXPiX)Bi — 2yB] (BiBT B (5.36)
j=1

€ negativa definida para grandes valoregyde 0, porque rankBi) = m, X; e 7 Sdo matrizes
constantes e parametros, respectivamente, e foram obtdesuma solucdo de (5.19) e (5.20).
Finalmente, note que de (5.34), considerakgddado em (5.35), o parametgg ndo aparece
emBLiBi, (B LiBj,) !B LiB. Entdo, de (5.36), note que para grandes valoreg de0,
(5.34) se mantém. Consequentemente, quando (5.19) e (br2@) factiveis, existe um ganho
de realimentacéo dado em (5.35) tal que as condi¢des (5(86)'® existam (parla'\;*l =X).
Neste caso, (5.26) com (5.22) pode ser descrita por (5.28)Inkente, para

F=B/RC (5.37)

observe que (5.28) € satisfeita e assim se completa a praudidéncia. [ |

Observacédo 7Na Secao 5.9 serd mostrado que os sistemas LMERP também pedéines
tamente aplicados no projeto de CEV de sistemas incertos oomtacéo, caracterizado pelo
sistema (5.14)-(5.16) com um disturbio casado adiciorejusdo as mesmas idéias do Lema
2 e projeto de CEV de Sistemas Lineares Invariantes no Teniyhd)(S
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A seguir, tem-se um exemplo com aplicacdes numéricas dodmeéresentado em (GE-
ROMEL; COLANERI, 2006; DEAECTO, 2007) e do método propostdjaando o Teorema
6.

5.6 Exemplo 1 (Utilizando o Método 1)

Considere a seguinte planta, estudada em (BACCIOTTI, 2004)Nen? e matrizes ins-

-1 0
; A2:
0 1

Com base nateoria de controle proposta em (GEROMEL; COLANHEREK Ppara sistemas
lineares com comutacéo, as desigualdades de Lyapunove¥igte asseguram= 0 de (5.7)

taveis{A1, Ay} dadas por:

A= 0 ] . (5.38)

0 —7

globalmente assintoticamente estavel sao:

AI P, +PAL 4+ m1P 4+ 1P < O, (5.39)
AJ P>+ PoAy + TP + TP, < 0, (5.40)
PL>0 P >0. (5.41)

De (5.11), tem-se quen1+ 01 = 0 e T+ B2 = 0. Logo, (5.39) e (5.40) podem ser
reescritas como:

AP +PA; + B (P — Py) <0, (5.42)
AP+ PoAy 4+ (P — P) < 0, (5.43)

e da condicdo (5.11)p1 >0 ey > 0.

A Figura 5.2 mostra a regiao de factibilidade para as coedigle estabilidade descritas
nas LMIs (5.41), (5.42) e (5.43). Considerando, por exemplp= 5 e 2 = 10 obteve-se:

o [ 508557 0 [672021 0
Y1 o0 621941] ° | o 280041

Agora, considere as matrizes de entréBa, By}, e as matrizes de saidfS;, Cy} dadas

1 0
B1= , Bo=
0 1

por

, CG1=C=
01

1 0 ]
. (5.44)
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20
18
16
14
12
101

o
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— T T

2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
b1
Figura 5.2: Regido de factibilidade para as condictes dcehemb.

Note que(A1,B1) e (A2,B2) séo ndo controlaveis e ndo estabilizaveis com realimemtaca
do vetor de estado. De acordo com o Teorema 6 proposto, aleéas-seguintes condicdes
gue também asseguram o ponto de equilikee0 globalmente assintoticamente estavel para
o sistema em malha fechada ilustrado na Figura 5.1:

[ BT, (AyXq 4+ XAl +7151X)By; BT Xq |

11 (AdXy+X1A) +101X1)By 1;2 Lo, (5.45)
i X1B11 L
[ BT (AoXo 4+ XAl + T5oXo)By; BT X, |

51 (A2Xo + XoA; + ThoX2)Bo | 2;1 20, (5.46)
i XoBo | s
Xy >0, Xp>0. (5.47)

De (5.11), tem-se quen1+ ™01 = 0 e Tao + TB2 = 0. Logo, (5.45) e (5.46) podem ser
reescritas como:

—BI, (A X1+ XAl —:51%1)B;, Bl X
[ 1 (AXy+ XA —T01X1)B1; By | Xg 0, (5.48)

X
X1B11 o

(5.49)

X
X2Ba 1 T

[ —BJ, (AXo+ XoAT — T12X0)Byy  BY %o ] o
Estas condicGes sdo necessarias para a solucdo do Prohlsemal@ qud-;, Ky € yp podem

ser obtidos por (5.21), (5.22) e (5.23), respectivamente.

A Figura 5.3 mostra a regido de factibilidade do sistemazatido o método proposto.
Note que esta regido apresenta uma area factivel maior ggéa de factibilidade obtida com
0 método apresentado em (GEROMEL; COLANERI, 2006).
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Considerando, por exemplm,,1 =5 emo = 10, foram obtidos os seguintes resultados:

[0.8722 o] [6.9224 0
Pl: 5 p—

. Yw=18734
0 27827 0 0.8233] o 2

Ky =[16.3407 Q, Ky =[0 154239, F;=[0.8722 QeF,=[0 0.8233.

Deste modo, com estes parametros, o sistema realimentesti@do na Figura 5.1 € um
sistema LMERP.

20
18
16
14 ¢
12
101

o

Figura 5.3: Regido de factibilidade para as condi¢cdes dcehea6.

5.7 Condicdes Necessarias e Suficientes para Sistemas LMERP
- Método 2

Nesta secdo sao apresentadas novas condi¢des para a dolégablema 3, quando= n.
Estas condi¢cdes foram baseadas nas primeiras condicGessta® (Secao 5.5), introduzidas
em (CARDIM et al., 2008c) e apresentam uma vantagem conselexdvrelacdo ao Método 1,
pois utiliza um menor nimero de LMIs para resolver o Probl8mas novas condi¢cdes foram
publicadas em (CARDIM et al., 2008b).

Teorema 7 O Problema 3 tem solugéo para=pn edetC;) #0,i=1,2,...,N, se e somente se
existiremrgi # 0 com i# j, e matrizes X= XT, Mi € R™" que satisfazem as condigdes (5.11),
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(5.50) e (5.51).
-—(AiXi—FXiAiT—BiMi—MiTBiT—I—TEiXi) X X |
X 7T_1l| 0 0
0
X :
n O i | >0, (5.50)
Xit
0 7'E+11,i
0
i X 0 0 %_
Xi>0, i=12,..N. (5.51)

Quando as condic¢des (5.50) e (5.51) séo factiveis, com agdadX; = Pi‘l, M e m, i, ] =
1,2,...,N, as seguintes matrizése K; resolvem o problema:

F=B'RC % i=12..,N, (5.52)
Ki=MPRC™ i=12.,N. (5.53)

Observacgéo 8 Note que, o primeiro método (Teorema 6) utiliza as LMIs (5.@2}0) e (5.23)
para resolver o Problema 3, e o segundo método (Teoremaliaudis apenas as LMIs (5.50)
e (5.51) para solucionar o0 mesmo problema.

Prova: (Necessidade e Suficiéncia) Atraves das equacgodes (5.14)G&da Figura 5.1 tem-se
o0 sistema realimentado dado por

X(t) = (Ag(t) — Bot)Kot)Cot))X(1) + Bgr)lt), (5.54)
y(t) = Fa(t)Ca(t)X(t)~ (5.55)

Da Definicéo 5, as seguintes condi¢des séo equivalentesgisalo Problema 3:

N
P(A —BiKiC) + (A — BKiC) TP + > miP <0, (5.56)
=1
R=R">0, (5.57)
Bl R = FCi, (5.58)

com o parametrar; satisfazendo as condi¢Ges dadas em (5.11),ipara 1,2,...,N. Multi-
plicando-se a esquerda e a direita de (5.56)3)‘67e definindoX; = F’i‘1 =XT >0, (5.56) é
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equivalente a:
N
AX + XA —BIKICiX —XCTKTBI + § miXP% <0. (5.59)
=1
SejaM; = KiGiX; € R™", De (5.59) tem-se:
N
AX+ XA —BiMi —MTB] + 3 miXiPX
=1

J
N

=AX + XA —BMi —MBl + X+ 5 miXPiX
j=1]#
= AX + XA —BiM; — MT B + 75 X +[X; - - - X;] diag( Py, TP, - T iR_1, Ti11iP41,- -
T 1PNz, TRGPN) X6 - X T < 0, (5.60)

dlaq T4 P17 TD; P27 B TE—l,i I:)I—:|.7 rE—O—l./i PH—17 Ty nN—l,i PN—17 nN,iH\|) S Rn(i_l)xn(i_l) € um bloco
matricial diagonal €=1,2,...,N.

De (5.11),; > 0,i#j e i,j=1,2,...,N. Para o préximo passo da prova, € suposto que

mi >0i#j ei,j=1,2,...,N. Note que, se (5.60) € satisfeita para alggm= 0,i # |, entdo

ela tambéem é satisfeita quando esfe> 0 e suficientemente pequeno. Portanto, a suposic¢ao
querr; > 0,i # jei,j=1,2,...,N ndo muda as condi¢des para a solucdo do problema. Assim,
considerandat > 0, i # j e aplicando o Complemento de Schur em (5.60), ¢com Pi‘l,

as inequacoes (5.50) e (5.51) sao condicdes equivalengegiasdes (5.56) e (5.57) pois como
foi visto acima, as equacdes (5.56), (5.59) e (5.60) saovalgmites eX; = Pfl = XiT > 0.
Finalmente, (5.58) e (5.52) sé@o equivalentes e (5.53) s#goendicad; = KiC;X;. [ |

A seguir, tem-se um exemplo com aplicagdes numéricas dodm@imposto, utilizando o
Teorema 7.

5.8 Exemplo 2 (Utilizando o Método 2)

Considere a mesma planta estudada no Exemplo 1, com mataidas por:

-1 0 1 O
5 A2 - )
0 1 0 -7

10
0 1]




5.9 Controle com Estrutura Variavel usando Sistemas LMERP 92

Note que(A1,B1) e (Az,B2) sdo ndo controlaveis e ndo estabilizaveis com realimentdga
vetor de estado. De acordo com o Teorema 7 proposto, obté&s-seguintes condi¢cdes que
asseguram o ponto de equilibxke= 0 globalmente assintoticamente estavel para o sistema em
malha fechada ilustrado na Figura 5.1:

[ —AX — X1AT +BiMy + M BT 4+ 181X X |
>0
X X2 ’

L 1 b1
[ —AoXo — XoAT +BoMa+MIBY + 112X Xo | 0
X B

2 o |

)i1>0, Xo > 0.

Estas condi¢des sao necessarias e suficientes para a stdueEablema 3, sendo qég pode
ser obtido através da equacéao (5.5K)eatravés de (5.53). Considerando, como no Exemplo
1, 1 = 5 emy = 10, obteve-se o0s seguintes resultados:

0.3910 0 0.6414 0
PL= , Po= ,
0 14381 0 0.6726

Mi=[5.5501 0, M,=[0 16384, K;=[2.1701 Q,
Ko=[0 11020, F;=[0.3910 0, F=[0 0.6726.

Deste modo, com estes parametros, o sistema realimentattado na Figura 5.1 € um sistema
LMERP.

A Figura 5.4 mostra as regides de factibilidade para as ¢oedide estabilidade impostas
nos Teoremas 5, 6 e 7. Note que, embora a regido de factdelidara as condicbes impostas
nos Teoremas 6 e 7 sejam as mesmas, o Teorema 7 apresentansidaréwel vantagem em
relagéo ao Teorema 6, pois utiliza um niamero menor de LMIg pEgolver o problema.

A seguir é demonstrado que os métodos propostos (Teorema3 também podem ser
aplicados no CEV de sistemas com disturbios na entrada.

5.9 Controle com Estrutura Variavel usando Sistemas LMERP

Considere o sistema incerto descrito por:

X(t) = AgyX(t) + Bgr)(u(t) + £ (1)), (5.61)
y(t) =Cop)X(t), (5.62)
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Figura 5.4: Regibes de factibilidade para as condicOes itapa® Teorema 5 ¢¥), e nos
Teoremas propostos 6 e 7"

sendoA ), X(t), o(t), Byt € Cyt) definidos em (5.7), (5.8), (5.14)-(5.16)t) € a entrada
de controle €(t) € um sinal de disturbio desconhecido, mas limitado, ou ssjate uma
constante positiva conhecidg, tal que||& (t)||1 = |&1(t)] + [E2(t) |+ ... + |Em(t)] < &o.

Seja a lei de controle dada por:

u(t) = —Kguy(t) — (&0 + €)sign(By 4, Pon X(t)), (5.63)

sendoK 1) € {K1,Kz,...,Kn} definido no Problema ¥, i = 1,2,...,N dado em (5.22) (pelo
Teorema 6) ou em (5.53) (pelo Teorema 7§, 0 um parametro constante conhecido.

Teorema 8 As condicfes para a estabilidade do sistema de CEV com disthebentrada
(5.61)-(5.63), sdo as mesmas apresentadas nos Teoremap& & @ sistema (5.14)-(5.16).

Prova: Defina o conjuntd(x) = {i € {1,2,...,N} / x"Px = v(x)}, sendov(x) dada em (5.10)
(GEROMEL; COLANERI, 2006; GEROMEL; DEAECTO; COLANERI, 2007; DELTO;
GEROMEL, 2008). Suponha que pdra 0, de (5.13u(x(t)) =i, para alguni € | (x). Ent&o,
de (5.9)o(t) =i. Assim, de (5.61)-(5.63), a derivada de Dini & direita da&m(5.10), que por

definicdo é dada por (GEROMEL; COLANERI, 2006; DEAECTO, 2007)
V(X(t+h)) —v(x(t))

= |lim su
h—0t P h

Dv(x(t)) : (5.64)

€ a seguinte (veja mais detalhes sobre derivada direciongbéndice B):
Dv(x(t)) = min(x(t)TAX(t)+x(t)TAX(t)) (5.65)

lel(x)
< X()TR(AX() +Bi(—KCix(t) — (&0 + £)sign(B Rx(t)) +&))
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+(AX(t) + Bi(—KiGix(t) — (§o+ €)signB Px(t)) + §)) TRX(t).  (5.66)

Note que em (5.66), codp > |€(t)|ee >0
sign((&o + £)sign(Bf Rx(t)) + &) = sign(B Rx(t)). (5.67)

Assim, o sinal de disturbio casadd(t)) ndo interfere significativamente no sistema pois
sign(u(t) +£&(t)) = sign(u(t)). Adicionalmente, relembrando que (5.11) é valido gara .#
e quex(t)TPjx(t) > x(t) TRx(t) para todoj # i = 1,2,...,N obtém-se:

N
Z TG Pix(t) > x(t JIPx (5.68)

HMZ

Desta forma, de (5.66) pode-se escrever:
X(t)" R (AX(t) + Bi(—KiCix(t) — (£0+£)sign(B Rx(t)) + & (1))
+ (AX(t) +Bi(—KiCix(t) — (§o+ £)sign(BI Rx(t)) + & (t )))TPx<t>
<x(t)T(RA +ATR —PBKC —C'K'B'R) z miPx(t),  (5.69)

i=12..N.

Finalmente, tem-se a condi¢éo para a estabilidade:

N
RA +ATR —PBKC —C'K'B/R+ y miPj <0, (5.70)
=1
i=212..N.
Note que a condicéo (5.70) € a mesma que (5.26) e (5.56), eétardbve ser satisfeita para

a solucdo do Problema 3 com o sistema (5.61)-(5.63). Se)(8.3atisfeita, entdo se conclui
através de (5.66), quBtv(x(t)) < 0. [ |

5.10 Exemplo 3

Considere o sistema (5.61)-(5.63) com os paramef@y:= ser(1&t), {o=1,e =05¢e
as matrize#\;, Ay, By, By, C1 e C, apresentadas no Exemplo 1.

Assim como no Exemplo 1, a Figura 5.3 mostra a regido de fadélde para as con-
digcbes de estabilidade deste sistema. As Figuras 5.5, 5.6 em&stram uma simulagéo do
sistema realimentado, considerando por exemplp= 5, 152 = 10 e a condic¢ao iniciatg =

T 2
[3cog8) 3ser(f)]', 6 [0, 5, 54, ..., 2.
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Figura 5.6: Trajetoria do sinaj (t). Figura 5.7: Trajetoria do sinab(t).

5.11 Exemplo 4 - Conversor dc-dc

Neste exemplo, o0 método proposto neste capitulo € aplicadomtrole de um conversor
dc-dc, sendo que os resultados obtidos foram recentemahliegros em (CARDIM et al.,
2009a). O desempenho do sistema de controle resultanteeéaugp um método que utiliza
uma técnica de controle alternativa com modo deslizantehéan proposta recentemente em
(RICHARD; CORMERAIS; BUISSON, 2006). Mais detalhes sobre CEV envewsores dc-
dc s&o encontrados em (TAN; LAI; TSE, 2008).

Considere o conversor dc-dc, ilustrado na Figura 5.8 (RICHARDREMIERAIS; BUIS-
SON, 2006). Este sistema possue duas entradas de carltrelf, up], sendauy, up € {0,1},
que controlam as chav¢$;, To) e (Ts, T4) da seguinte maneirai; = 0 paraT; OFF eT, ON;
up = 1 paral; ON eT, OFF;up = 0 parals OFF eT; ON; up = 1 paralsz ON e T, OFF.
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Ty T3
e C L R
J— — ) Vc
L
To Ta

Figura 5.8: Esquema elétrico de um conversor dc-dc.

Este sistema pode ser descrito da seguinte forma (RICHARD; CORNERBAJISSON,

2006):
; -R (up—up) ;
di_/dt _ T T I n ur e (5.71)
dve/dt ) g Ve o|L '

Defina o vetor de estadd = [X1 X2] = [iL Vc] e considere o ponto de referénx;fa: [X1r Xor] =

liLr Verl, tal que—e < vor = —Rir < 0 ei, > 0. Assim, o problema de controle é o seguinte:
encontre uma estratégia de entrada de contrple u, tal que o ponto de equilibriax” =
[Axg Axp) = XT —xT = [(xg — X1r) (X2 — X2r)] = O seja globalmente assintoticamente estavel.

Em (RICHARD; CORMERAIS; BUISSON, 2006) um método de projeto foigmsto para
a solucdo deste problema. Este método foi baseado nasqutageis estruturais de sistemas
chaveados Hamiltonianos e na analise de estabilidadedevasdo a fungéo de Lyapunov

o Ol

1
vmm:#MﬁM,F:[

]:FT>0 (5.72)

- O

Note queLCv(X) representa a energia armazenada no sistema (5.71). A géuiyeara
utilizar este exemplo foi a aplicacéo de uma funcéo de Lyaypumais geral, baseada na funcéao
dada em (5.10) pardl = 2, no projeto da lei de controle para melhorar a convergémeia
sistema controlado (CARDIM et al., 2009a).

Da definicdo dé\x, x = Ax+ x, e assim (5.71) pode ser reescrita como

—_LR (U1[U2) U, | e
DX = (UZEUl) (AX+X) + o | T (5.73)

Comouy, up € {0,1}, entdo existem dois casos possiveis= U, ouu; # Up.



5.11 Exemplo 4 - Conversor dc-dc 97

Seu; = up, de (5.73) segue que

—R
== e R e R

A
O I AV LML

Observe que o pdi\;,B1) ndo é controlavel.

Seu; # Uy, entdouy; = 1—u;. Assim, de (5.73) obtém-se (lembrando que= —Ri;):

R -1 28xp %4_9 0
v L L L L L
b= |t N R I A T
C C ¢} ¢}
] TE o
= AX+ —Zéxl U+ 0 % (au1+b), (5.75)

sendoa’ = [2ver+e —2ii] eb’ =[0i,].

De (5.75), note que s&, # —e/2, entdo pardx = 0 ndo é possivel encontras € [0,1]
tal queAx = 0. Como mencionado em (RICHARD; CORMERAIS; BUISSON, 2006), este nédo
& um exemplo trivial de conversor de poténcia dc-dc. E ingmbet ressaltar, que representou-
se em (5.74) e (5.75) o sistema chaveado (original) (5.0 @(t) € {1,2,3,4}, como um
sistema chaveado coa(t) € {1,2} e o CEV especificando o sinal de entragé&) (CARDIM
et al., 2009a). Esta é uma contribuicdo desta tese. Agonajdarye a candidata a fungéo de
Lyapunov,

v(&X) = min AXTRAX, (5.76)

sendd?; = PlT >0,P,= P2T > 0 e a seguinte estratégia de contraig= Uy seAx" (P, —Pp)Ax >

0 eu; # Up seAXxT (P, — P)Ax < 0. Assim, sedx (P, — P)Ax > 0, de (5.76)(AX) = AXT PLAX,

a condicaau; = U, se mantém e a planta (5.73) pode ser descrita como (5.74)idéoarsdo

a derivada de Dini de(Ax), como descrito em (GEROMEL; COLANERI, 2006) e na equacao
(5.66),

1| e R.
DT V(AX) < AXT (PLA1+A] PL)Ax+2AX" Py [0] (=)
- - - 1| e R.
< AXx (P1A1+A1 P+ T[21(P2—P1))AX—|—2AX P 0 ([Ul—EILr), (5.77)

sendork, > 0 uma constante arbitraria. Considerandoﬁ&eﬁiu >0 e%*iu < 0, entdo para
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a lei de controle
1, se sigiAx"P[10T) <0,

up = (5.78)
0, se signiAX"Py[1 0]T) >0,

note que Ax'Pi[1 0" (Euy — Bii,) <0 e assim
D V(A(X)) < AXT (PLAL + A Py + TB1(P — Pp))AX. (5.79)

Portanto, seﬁxT(Pz — P1)Ax > 0, com a lei de controle (5.78)® = u;, entdoD"v(Ax) < 0
paraAx # 0, se

PiAL+ AL P+ 1 (P — Py) < 0. (5.80)
Observe que neste caso, a andlise é similar ao procedimespgosto na Secdo 5.9, com

Ko-(t) — O

Agora, seAx" (P, — P)Ax < 0, de (5.76)v(Ax) = AXT PAx. Entdo, como descrito acima,
neste casol; # Uy (significa queu, = 1—uy) e a planta (5.73) pode ser reescrita como (5.75).
Assim, de (GEROMEL; COLANERI, 2006) e da equacéo (5.66),

Bxp 19
DT V(AX) < AXT (PoAg 4+ Al Po)Ax + 40XT P [ _kxl + 20X Py [ (L) . ] (aup+b). (5.81)
C C

SejaP, igual aBLCF, sendof uma constante positivare definida em (5.72):

[6L 0
P =

. 5.82
0 6C ( )

Entdo, de (5.75), (5.81) e (5.82), segue duéP,[52 ~249)T = 0, AX" (PA; + AJPo)AX =
—200%3R, e

D V(AX) < —20RAXZ +20(AX" aug +AX"b). (5.83)

Além disso, considere que
P —P =b(a+b) +(a+b)b", (5.84)

sendoa e b definidas em (5.75).

Agora, lembrando quax’ (P, — P)Ax < 0, de (5.84),
AXT (P, — P)Ax = 2(AxTb)[AXT (a+b)] < 0. (5.85)

Assim, (Ax"b) e AxT (a+ b) s&o diferentes de zero e sigx" b) = —sign(Ax' (a+ b)).
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Assim, considerando a lei de controle

1, seAx' (a+b) < 0,
up = (5.86)
0, seAx' (a+b) >0,
ent&o, séx' (a+b) < 0, tem-sau; = 1, a condigAd\x' b > 0 se mantém éAx" aw + Ax"b) =

AXT (a+b) < 0. Agora, seAx' (a+b) > 0 entdou; = 0, a condigda\x'b < 0 se mantém e
(AxTaw +AxTb) = Ax"b < 0.

Portanto, de (5.83)-(5.86) note qDev(Ax) < 0 seAx" (P> — P)Ax < 0.

Assim, como descrito anteriormente /€ (P, — P1)Ax > 0, (5.80) é uma condig&o sufici-
ente pardv(Ax) < 0.

Para analisar esta condicdo, suponha os seguintes vasmeespparametros (RICHARD;
CORMERAIS; BUISSON, 2006):

C=10mF L=750mH, R=200Q, e=1000V, (5.87)

e o ponto de referéncid = [i.; vcr] = [2 —40]. Observe que o método de projeto proposto
pode também ser usado com valores diferentes de paramgimdas de referéncia. Entao,
pararp; = 1 e de (5.80), (5.82) e (5.84) segue que

PLAL + AT P+ Ty (P — Py)
= [P (Po—Py)]A +A] [Po— (Po—P1)| 4+ TB1(Pa—Py)

—2RO  40(R+1
_ Y o (5.88)
40R+1) -8
parad = 4 x 10°. Adicionalmente,
30000 O
P = : (5.89)
0 400

(5.90)

30000 —40
Ph=PR-(R-P)= >0,

—40 408

e a lei de controle completa € a seguinte: AS&(P, — P1)Ax > 0, escolhau; como descrito
em (5.78) eup = u;. SeAx' (P, — P1)Ax < 0, escolhau; como em (5.86) @ = 1—u;. En-

tdo, DTVv(AX) < 0 paraAx # 0 e o ponto de equilibridx = 0 do sistema controlado (5.73)

€ globalmente assintoticamente estavel. Resultados déag#ioy para as condi¢des iniciais
(x1(0),x2(0)) = (0,0) e (2.6667,—150), considerando o método proposto e o procedimento
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apresentado em (RICHARD; CORMERAIS; BUISSON, 2006) sdo mostnaa®$iguras 5.9-
5.11. Note que o método proposto apresenta uma melhor @atbee convergéncia, pois com-
bina duas fungdes de Lyapunow (Ax) = AXT PLAX e vo(AX) = AXT PAX), sendoP, = OLCF

e Vv(Ax) = 1AX"FAx a funcéo de Lyapunov usada em (RICHARD; CORMERAIS; BUISSON,
2006).

Observe que, com a lei de controle propostaAge(P; — Py)Ax < 0, entdo de (5.76),
V(AX) = AXTP,Ax e a planta é dada por (5.75). De (5.8%e= —40 V, segue que\g; +e =
20 V. Entéo, para o sistema (5.75), ndo é possivel encanmgrar|0, 1], seAx = 0, tal que
Ax = 0. Desta forma, para alguma condi¢&o inicial diferente de, zecondi¢cadx(t) = 0 para
t — oo n&0 pode ser obtida somente cufix) = Ax" PAx, parat > 0.

Agora, seAx" (P, — Pp)Ax > 0, entdo de (5.76)(Ax) = AX'PiAx e a planta é dada por
(5.74). O sistema (5.74) ndo é controlavel, mas note que,camaicao inicial éAx, = 0,
entdo existey; € [0,1] tal queAx(t) = 0 parat — . Neste cas¢Ax; = 0), de (5.89) e (5.90),
V1(AX) = AXTPLAX = vo(AX) = AXT P,Ax = 3000Q\%2. Agora, para a situagéo com a condi¢do
inicial Axp # 0, entdo a condicafx = 0 parat — c ndo pode ser obtida somente co(hx) =
AXTPAX, parat > 0, pois neste caso, de (5. 78}, = 0.

Com a andlise descrita acima, e considerandogAx) < 0 parat > 0, ev(Ax) dado
(5.76), para alguma condicao inicial € necessariovfda(t)) = vy (AX(t)) = vo(Ax(t)) para
t > 0. Finalmente, considerando (5.76), semg@dx) = vo(Ax), entdov(Ax) é igual avq (AX) se
v1(AX) < Vo(AX) ouvo(AX) sevp(Ax) < vi(AX). Portanto, a velocidade de convergéncia & melhor
gue no caso em que somente a fungédo de Lyapup@x) é usada, como em (RICHARD;
CORMERAIS; BUISSON, 2006). Em (GEROMEL; COLANERI; BOLZERN, 2008) fisada
a funcao de Lyapunov (5.76), e melhorou o desempenho dars&pativa de veiculos.

— Métc;do propbsto
————— Richard et al;, 2006 |

~~~~~~

0 i i i i i i
0 0.005 0.01 0.015 0.02 0.025 0.03 0.035
t(s)

Figura 5.9: Respostas transitorias da variavel de estgto= i, (t) (xir =2 A).
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-10r NS ——— Método proposto
el mem Richard et al., 2006

=701 e

X2 (V)

-90 o

-110F ¢

-1301

-150

0 0.005 0.01 0.015 0.02 0.025 0.03 0.035
t(s)

Figura 5.10: Respostas transitorias da variavel de estdtlo= vc(t) (Xor = —40 V).

x 10
18

—— Meétodo proposto

0., Richard et al., 2006 |

14t
12t
10t

V(AX)

o N A O
T T T T T

0 0.605 0.61 0.615 0.62 0.625 0.63 0.035
t(s
Figura 5.11: Respostas transitorias da funcao de Lyapurdwela (5.72).

5.12 Conclusdes Parciais

Neste capitulo foram apresentadas condi¢des para a ektdbide sistemas lineares com
comutacao, propostas em (GEROMEL; COLANERI, 2006). Com baswneoria, foi pro-
posto um novo método para encontrar condicdes necessatdigientes para a existéncia de
matrizesFq ) € R™P e Ky ;) € R™P, sendoFy € {F1,F,....,Fn} € Ko € {K1, Ko, ...,Kn},
tal que o sistema realimentado ilustrado na Figura 5.1, cunadau(t) e saiday(t) seja um
sistema Lyapunov-Metzler-ERP (LMERP), introduzido em (CARDgMal., 2008c). Foram
propostos dois métodos para o calculo da matrzes K. O primeiro método (Teorema 6)
utiliza as LMIs (5.19), (5.20) e (5.23) para resolver o peoiih, € 0 segundo método (Teorema
7) utiliza as LMIs (5.50) e (5.51). Embora a regiao de fatidade para as condi¢des impostas
nos Teoremas 6 e 7 sejam as mesmas, o Teorema 7 apresentantagaiveem relacdo ao Teo-
rema 6, pois utiliza um niamero menor de LMIs para resolveroblpma. Adicionalmente, foi
mostrado que os sistemas LMERP também podem ser aplicadosjetwmle CEV de sistemas
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com comutagdo com sinal de disturbio casé&fid)). Os métodos propostos foram aplicados
em exemplos numéricos e no controle de um conversor dc-ddpsabtidos resultados com
desempenho superior, comparado com métodos recentes wele@om modos deslizantes
para sistemas chaveados. Os novos métodos propostos aygistbo; foram publicados recen-
temente em (CARDIM et al., 2008b, 2008c, 2009a).
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6 Conclusoes

Foram estudados varios sistemas, que abordaram diferaétedos de controle, incluindo
o controle com modelos fuzzy Takagi-Sugeno (TS), controta estrutura variavel e sistemas
chaveados estritamente reais positivos, controle utitiaaa realimentacéo da derivada do vetor
de estado em sistemas continuos lineares, néo-lineanessistemas discretos no tempo.

Inicialmente teve-se um breve estudo sobre os modelos fUSz{fTAKAGI; SUGENO,
1985), que resumidamente consiste da descricdo de um aigérlinear como a combinagao
de um certo nimero de modelos locais lineares e invariantenmgo, e o sistema global obtido
atraveés da combinacéo fuzzy dos modelos locais linearesicde-se que para um determinado
namero de modelos locais (lineares), pode-se represenfarma exata o sistema nao-linear,
como mostrado no exemplo do sistema bola-viga (Figura@iflyando quatro modelos locais.

Dando continuidade aos estudos com modelos fuzzy TS, fpiogto no Capitulo 3 um
novo meétodo para o controle de sistemas mecéanicos ndesdmeansiderando 0 acesso so-
mente as derivadas dos estados da planta, com projeto bagaddMis e a estabilidade asse-
gurada através de fun¢des de Lyapunov. Primeiramentetifaado como exemplo o modelo
de um levitador magnético. Neste sistema, foi possivelt@ analiticamente uma variavel de
estado X;) através do método de inversédo (Figura 3.1) e utilizar untrotador fuzzy TS. Nas
simulagdes do sistema, foram obtidos os mesmos resultado®delo convencional, no qual
o vetor de estado é disponivel. Adicionalmente, 0 mesmodvoéle projeto foi proposto para
um sistema de controle de posicédo da perna de pacientedguicap. A idéia principal neste
projeto foi utilizar acelerdbmetros como sensores, ao inesletrogonidmetros, pois possuem
dimensbes bem menores, sdo mais leves e mais confortavais paciente. O controlador
foi projetado visando variar o angulo da articulacdo dohoeale 30, mediante estimulacao
elétrica no musculo quadriceps, sendo considerado, o mouglematico da perna proposto
por (FERRARIN; PEDOTTI, 2000) que relaciona a largura do pujsecado com o torque
gerado na articulagéo do joelho. Neste método propostoefmssario obter uma aproximagao
da funcéo néo-linearfﬁl(xl)) para encontrar, de forma analitica, a expressao parauacéla
variavel de estadgy, e assim utilizar o controle fuzzy TS.
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O Capitulo 4 também apresentou uma contribuicao neste assendo estudado um novo
método para projetar o ganho de realimentacdo da derivadatdo de estado num sistema
linear invariante no tempo e num sistema discreto no temparof@to foi baseado em alguns
trabalhos ja publicados pelos autores sobre realimentmgaativa ((TEIXEIRA et al., 2006a;
CARDIM et al., 2007b, 2007, 2008a)) e nos resultados apredesntam (CHANG et al., 2002),
gue propbs um método para o calculo aproximado de uma igleldatricial através de um
processo de minimizagao utilizando LMIs. Verificou-se gsgédéia pode ser importante na
aplicacao do controle digital de sistemas mecéanicos, qdempaitilizar sensores acelerométri-
cos na medicao dos sinais necessarios para o controle. @sdes obtidos com os métodos
propostos, motivaram a producgéo dos artigos (CARDIM et a09BPTEIXEIRA et al., 2009).

Um outro assunto abordado neste trabalho e que trouxe urtrébcagéio relevante, encontra-
se no Capitulo 5. Neste capitulo foi proposto um novo métodmd#ole com estrutura varia-
vel inspirado na teoria de sistemas Estritamente ReaisNRas{ERP). A teoria deste projeto
foi baseada nas condi¢des para a estabilidade de sistereaseb com comutacao, propostas
em (GEROMEL; COLANERI, 2006), e consiste em encontrar corefigiecessarias e sufici-
entes para a existéncia de matriggg, € R™P e Ky € R™P, sendoFy € {F1, P, ...,Fv}

e Ky € {K1,Ky,...,Kn}, tais que o sistema realimentado (ilustrado na Figura Bdr)) en-
tradau(t) e saidg(t) seja um sistema Lyapunov-Metzler-ERP (LMERP) ou LMSPR (d&mg
Lyapunov-Metzler-SPRintroduzido em (CARDIM et al., 2008c). Foram propostos doés
todos para o calculo das matrizésg e K. O primeiro (Teorema 6) utiliza as LMIs (5.19),
(5.20) e (5.23) para resolver o problema, e o segundo (Teo®nutiliza as LMIs (5.50) e
(5.51). Embora a regiao de factibilidade obtida para asi¢céed impostas nos Teoremas 6
e 7 foram as mesmas, o0 Teorema 7 apresentou uma vantagenmaeéorab Teorema 6, pois
utiliza um nimero menor de LMIs para resolver o problema. cidtialmente, foi mostrado
gue os sistemas LMERP também podem ser aplicados no proj€b\ele sistemas com co-
mutacd@o com sinal de disturbio casdddt)). Exemplos numéricos ilustraram a validade dos
métodos propostos, e 0s bons resultados motivaram a pdiosdartigos (CARDIM et al.,
2008c, 2008hb, 2009a). No Exemplo 4 foi proposta uma apl@agécontrole de um conversor
dc-dc, e os resultados obtidos com 0 novo método de projeesaptaram uma melhor ve-
locidade de convergéncia, quando comparados com métockrstes de controle com modos
deslizantes para sistemas chaveados (RICHARD; CORMERAIS; BUNS2006). Pelo co-
nhecimento dos autores, este exemplo foi a primeira aglccaglizando desigualdades de LM
no projeto de controle de sistemas chaveados linearesreimes no tempo afins no controle.

E importante ressaltar, que praticamente todos os estimwdaalos nesta tese geraram
publicacbes em periddicos e congressos, hacionais e acierais. Estas publicacdes estao
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descritas no Anexo A que apresenta uma relacdo dos trabddisesivolvidos pelo grupo de
pesquisa em controle da UNESP de Ilha Solteira, que conteoama participacdo do autor,
como co-autor nestes trabalhos.

6.1 SugestOes para Pesquisas Futuras

Em resumo, alguns trabalhos futuros relacionados aogadsslobtidos nesta tese sao:

e Andlise tedrica no projeto de CEV para uma classe de sistemnas@mutacao, conside-
rando imperfeicbes no chaveamento, como por exemplopatesomutacao;

e Analise de robustez nos sistemas com comutacao e projetadmsem LMIs conside-
rando as saidas no CEV;

¢ Validacdo experimental utilizando conversores dc-dcsarando os resultados obtidos
em (CARDIM et al., 2009a);

e Analise de restricdes como taxa de decaimento, restric&ntnada e restricdo na saida
nos sistemas ERP baseados em desigualdades de LyapundgrMetz

e Analise de robustez utilizando o métomlesignpara sistemas com realimentacao deri-
vativa.
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APENDICE A - Complemento de Schur

O Complemento de Schur é um método que possibilita convarieramjunto de inequa-
¢Oes nado-lineares (convexas) em LMIs, que podem ser fadiémesolvidas por softwares dis-
poniveis (GAHINET et al., 1995; OLIVEIRA; FARIAS; GEROMEL, 99; PEAUCELLE et
al., 2002).

A idéia basica é a seguinte: a LMI

QW s ] _,
ST R

sendo qu&(x) = Q(x)T, R(x) = R(x)T e §(x) ttm uma dependéncia afim ®eé equivalente a:

(A.1)

R(X) >0, Q(x)—SXR(X) x> 0. (A.2)

Em outras palavras, o conjunto de inequacdes (A.2) podeepeesentado pela LMI (A.1).
Assim podemos representar

QW S0 |, . QW-SXRMISKT>0  [Rx) SXT
SM" R R(X) >0 X QW)

Maiores detalhes sobre o Complemento de Schur podem sertertmsiem (BOYD et al.,
1994).

] >0. (A.3)
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APENDICE B - Derivada Direcional

Este apéndice foi extraido de (DEAECTO, 2007).

Neste apéndice é apresentado o Teorema de Danskin (LASD@IR),2muito utilizado
no célculo de derivadas direcionais. Séjx,i) definida para todx € R" e para todd € I,
com derivadas parciaf /dx; continuas, sendo que® um conjunto compacto de indices, por
exemplo, =1,2...,n. Desta forma, pode-se definir a funcéo

V(X) = riréiln f(x1), (B.1)

que é continua, porém néo diferenciavel para todoR". De fato, esta funcdo deixa de ser
diferenciavel para tode € Z(x), sendo

Z(x)={iel : v(x)=f(xi)} (B.2)

composto por mais de um elemento. A derivada direcionaleitaida funcéo (B.1) no ponto
e na direcaal é definida da seguinte forma:

D (v(x,d)) = h"l& V(X+ hcr? —v(x).

(B.3)

O Teorema de Danskin (LASDON, 2002), enunciado a seguisapita uma forma simples
de calcular derivadas direcionais como a definida em (B.3).

Teorema 9 Para uma funcéa(x) definida em (B.1), com o conjuntd>} dado por (B.2), a
derivada direcional d&(x) existe em qualquer dire¢do d para qualquer pontoR", e é dada
por

D*(v(x,d)) = i qui&) Of(x,i)Td, (B.4)

sendo quélf(x,i)T = [0f(x,i)/dx1 AT (x,i)/O% ... OF(X,i)/I%n].

A prova deste teorema pode ser encontrada em detalhes eld@XS2002). Nesta tese,
utilizamos este teorema no Capitulo 5 para o célculo de disvam relacdo ao tempo de
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funcdes de Lyapunov associadas a sistemas lineares contag@ou Entretanto, como exem-
plo, vamos considerar um caso mais simples, que trata dandesgéo da derivada temporal
da fungdo (B.1), conf(x,i) = x" Rx, sendo quex é uma trajetdria genérica do sistema linear
X = Ax, para todd > 0. Parah — 0", temosx(t +h) = x(t) + hx(t) = x(t) + hAX(t) e portanto
(DEAECTO, 2007),

Yo o V(X4-hAX) —V(x)
D™ (V(x,AX)) = hI|_>r51+ H . (B.5)
Considerand@ (x) definido em (B.2) e aplicando o Teorema de Danskin, tem-se
DY (V(x,Ax)) = min Of(x,i)TAx
ieZ(x)
= min x" (ATR+RA)x. (B.6)
ieZ(x)

Logo, a equagéo (B.6) representa a derivada direcionalifedilex(x), sobre uma trajetéria
qualquer do sistema linear= Ax (DEAECTO, 2007).
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