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Resumo

Neste trabalho mostraremos a existéncia e unicidade de solug¢ao de um sistema ter-
moeléstico em dominio nao cilindrico com condicoes de fronteira mistas bem como
provaremos a estabilizacao da energia total do sistema com taxa de decaimento do
tipo exponencial. Para a obtencao da existéncia de solugao utilizaremos o Método de
Galerkin, enquanto que o decaimento da energia sera obtido através da construcao de

um funcional de Liapunov com derivada negativa associada & energia do sistema.



Abstract

In this study we will show the existence and uniqueness of solution of a thermoelastic
system in a noncylindrical domain with mix boundary conditions as well we will prove
the total energy stabilization of the system with decay rate of exponential type. To
obtain the existence of a solution we will use the Galerkin method, while the energy
decay will be obtained by the build of a Liapunov’s functional with negative derivative

associated with energy of the system.
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Introducao

O sistema termoelastico modela vibracoes de um corpo Q C R? formado por um material
nao homogéneo sujeito a efeitos térmicos, sendo deduzido através da lei do movimento
de Newton, do principio de conservagao de massa e das leis da termodinamica. Con-
sideremos as seguintes equagoes diferenciais que descrevem o movimento de um corpo

termoeléstico em ) C R?

Py — divS = pb
, (1)
pTn + divg = pr

onde p é a densidade de massa, n é a densidade especifica de entropia, r = r(z,t) é
a densidade de fornecimento de calor por fontes externas, b = b(z,t) é a densidade de
forga do corpo, ¢ = q(x,t) é o fluxo de energia, T' é a temperatura absoluta e Séo
tensor de tensao. Note que o movimento do corpo termoelastico é dado por uma fungao
p: QxR — R3 que a cada vetor posicao X € € associa o vetor posicao x € R? no
instante .

Considerando a energia livre de Helmholtz

b=e-Tn (2)
e as seguintes relagoes, que seguem da Desigualdade de Clausius-Duhem

0 5 0
1/}:1/}<F7T)7 U:U(F’T) = _%<F7T)7 S:S(F7T) :pé_;i

g(F,T,VT)-VT <0 (3)

(F,T)

donde as hipotes constitutivas em termoelasticidade afirmam que S, ¢, ¥ e n sao fungoes
de F', T' e VT em x; poderemos modelar o problema termoelastico no caso unidimen-
sional onde 2 = (0, L) C R.

Para isso tomaremos a func¢ao p(t, X) = z, que a cada vetor posicao X € () associa
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o vetor posi¢do z € R no instante t. Seja T' = T'(t, X ) a temperatura em que z esta

fixado. Em termos de deslocamento, temos:
u(t,2) = plt,z) —x, Ot ) = T(t,2) — 7

onde x = x1, Ty é a temperatura de referéncia constante.

Assim, considerando o meio homogéneo (p = 1), para b =0 e r = 0, obtemos de (1) que

uy — [S(Ug,0)], =0

(0 + 70) [N (ug, 0)] — [Q(us, 0, 0,)] = 0
onde denotamos

Sy, 0) = S(ux + 1,0+ 1), N(ug,7)=n(u,+1,0+n)
Q(ux7 97 eac) - _Q(u:c + 17 0 + 70, Qx) (4)

Logo de (2), (3) e (4), seguem as relagoes

ON S Gl )

_aux (ug,0) = ~2 (uz,0), _8ux (ug,6,0) 50 (ug,6,0)
oQ

. > i

20, (ug,6,0) >0, V(ug,0)

E comum supor que S e 77 sejam monotonamente crescentes em relagao a u, e 6, respec-

tivamente, ou seja,

0S
Ouy

N
(ug, ) >0, %—H(UI,Q) >0, V(ug,0).

Portanto, as equagoes do sistema termoelastico nao linear unidimensional sao dadas por

uy — [S(tg,0)], = 0

(0 + 70) [N (s, 0)] — [Q(ur,0,0:)]: = 0O ()

onde S e N satisfazem

ON oS 0S ON
a_uz(oao)__%(oao)?é(h a_ugc<070> >0, W(an) >0
oQ _0Q _ 4 9Q

e as condigoes iniciais e de fronteira sao



u(z,0) = ug(x), ux,0)=ui(z), 0(x,0)=0y(zx)
u(0,t) = u(L,t) = 0(0,t) =0(L,t) = 0.
O caso unidimensional equivale ao sistema termoelastico linear que modela vibragoes
de uma barra muito fina, homogénea, constituida de material sujeito a variacoes de

temperatura.

Para obter o caso unidimensional, note que o sistema (5) é equivalente a

uy — [S(ug,0)l, = 0
[N<u£07 9)]16 - [Q(UZL‘? 9) ex)]a: =0 (6)

onde [Q(ug,0,0,)], = m[Q(Um@a@m)]x-

Tomando
S(ug,0) = uy — b, N(ug,0) =PBus+6 e Quy,0,6,) = kb,

em (6) obtemos o problema de valor inicial associado a um sistema termoelastico linear

unidimensional com condi¢oes de Dirichlet, isto é, com condigoes de fronteira nulas que

é dado por
Uy — Uy + b, = 0, O<ax< L, 0<t<T
0; — kb, + Buz = 0, O<z<L, 0<t<T
u(0,t) = u(L,t) = 0(0,t) = 0(L,t) =0, 0<t<T (7)

u(z,0) = ug(x), w(z,0) =u(x),

0(z,0) = by(x), O<z<lL

onde u = u(x,t) é o deslocamento, § = 0(x,t) é a temperatura da barra, o e 3 sao
nimeros reais positivos que descrevem o acoplamento do sistema e k é um ntmero real
positivo que representa a condutibilidade térmica do material da barra.

Um trabalho pioneiro no que se refere ao estudo de sistemas termoelasticos é o artigo
de C. Dafermos [4], onde estuda-se o cléassico sistema termoeléstico linear para ma-
teriais nao homogéneos e anisotropicos e prova-se que existe apenas uma solugao de
(7), a qual ¢é diferenciavel e assintoticamente estavel quando ¢ — oo. J. E. M. Rivera

[13] mostrou que a energia do sistema (7) decai para zero exponencialmente quando
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t — oo, resultado este que veio a complementar o trabalho de C. Dafermos [4] que nao
obteve taxas uniformes em seu trabalho. No artigo [2], C. S Caldas, J. Limaco e R. K.
Barreto estudaram o problema (7) em dominio néo cilindrico com condigbes de Dirichlet
na fronteira e concluiram que a energia associada ao problema decresce inversamente
proporcional ao crescimento das func¢oes que descrevem o dominio nao cilindrico, sem
estabelecer uma taxa de decaimento.

Neste trabalho mostraremos a exiténcia e unicidade da solugdo bem como a taxa de
decaimento exponencial da energia do sistema associado ao problema termoelastico li-
near em dominio nao cilindrico com condi¢oes de fronteira mistas, isto é, uma barra
com extremidades fixas isolada termicamente em uma extremidade e com temperatura
constante igual a 0°C na outra.

A existéncia de solugoes do problema sera estabelecida pelo método de Galerkin, e o
decaimento exponencial sera obtido através de técnicas multiplicativas, ou seja, através
da construcao de um funcional de Liapunov que é equivalente a energia do sistema cuja
derivada ¢é negativa e proporcional a si mesmo.

Este trabalho sera desenvolvido em quatro capitulos, no primeiro capitulo apresentare-
mos os resultados preliminares e as notagoes utilizadas no desenvolvimento dos préximos
capitulos; no segundo capitulo estudaremos a existéncia e unicidade de solugoes do pro-
blema acima descrito; e no terceiro capitulo estabeleceremos o decaimento exponencial
das solucoes obtidas no segundo capitulo. No quarto e tltimo capitulo faremos uma

breve conclusao do trabalho.



Capitulo 1

Preliminares

1.1 Espacos funcionais

Nesta secao serao apresentados os espacgos funcionais que serao necessarios a este tra-

balho, as notagoes adotadas e algumas propriedades importantes.

Seja €2 um subconjunto aberto limitado do R™. Denotaremos por LP(£2), 1 < p < oo, ao
espaco de Banach das fun¢oes u mensuraveis definidas em €2 com valores em R, tais que

|u|P é integréavel no sentido de Lebesgue em (2, ou seja,

LP(Q) = {u :  — R; u é mensurével e/ lu(x)|Pde < oo}
Q

full = ( [ tutaypas) "

Denotaremos por L>(£2), o conjunto das fun¢ées mensuréveis e essencialmente limitadas

munido da norma

em €2, munido da norma
|ulloo = supess |u(z)| =inf {C € RY/med{z € Q/|u(x)| > C} = 0}.
No caso p = 2, L*(Q) é um espaco de Hilbert, cujo produto interno denotamos por
(u,v) = /Qu(x)v(x)dx

€ a norma por

Jul = (u,w).



Dados z = (21,22, -+ ,2,) € R" e a = (g, a9, -+ ,ap,) € N define-se

n
la| = Z Q.
i=1

Denotaremos por

olel
Da = « (0%
0x{'0x5? - - - Qxon
o operador derivacao de ordem |al|. Se o = (0,0, -+ ,0), define-se D°u = u, o operador

identidade.

Definicao 1.1 Seja 2 um conjunto aberto do R™ ew : Q@ — R uma funcao. Denomina-
se suporte de w em 2 o fecho do conjunto {x € Q| u(x) # 0} e representa-se por spp(u),

ou seja

spp(u) = {z € Q| u(zr) # 0},

Denotaremos por C§°(§2) o conjunto das fungoes u : @ — R que s@o infinitamente
diferenciaveis em €2 e que tem suporte compacto contido em 2. Os elementos de C§°(£2)
sao denominados fungoes testes.

Denotaremos por D(€2) o espago topologico (C5°(2), D), onde D representa a topologia

do limite indutivo. Isto ¢, muniremos D({2) da seguinte nogao de convergéncia
u, — u em D(N)
se, e somente se, existe um subconjunto compacto K de €2, tal que:
(i) spp(u,) C K, Vv € Ne spp(u) C K,
(ii) Ya € N", D*u,, — D®u uniformemente em K.

O espago D(Q)) denomina-se espago das fungoes testes. Representa-se por D'(Q2), o
espaco das distribuicoes vetoriais sobre (2, isto é, o espaco vetorial formado por todas as
aplicagoes lineares e continuas de D(€2) em R ( no sentido da convergéncia de D(12)).
Denotaremos por D®u a derivada no sentido das distribuicoes sobre ).

Sejam m € N e 1 < p < oo. Representa-se por W™P(2) o espago de todas as fungoes
mensuraveis u pertencentes a LP((2), tais que para todo o € N” com |a| < m, tem-se

D%y € LP(£2). Ou ainda,
WmP(Q) = {u € LP(Q); D*u € LP(Q2),Va € N com |a| < m}.
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Para cada u € W™P({2), definimos a norma de u por

1/p
s = | 3 [ 10w
jaf<m €
O espago (W™P(Q), || - |lmp) ¢ um espago de Banach, denominado espago de Sobolev.

Quando p = 2, W™P(Q) é um espago de Hilbert e denotado por
W™2(Q) = H™(Q).

Define-se o espago Wy"*(£2) como sendo o fecho de C§°(2) em W™P(Q), isto &,

gD _
5o (%) =Wy (Q).
Em particular, denotamos
)
5o (92) = Hg"(Q)
o fecho de C§°(Q2) em H™ ().
Denotaremos por ((.,.)) e ||.|| o produto interno e a norma em H}"(£2).

O dual topologico de HJ"*(€2) sera denotado por H~"™(£2).
Dado H um espago de Banach, se 7" > 0 é um ntimero real e 1 < p < oo, representa-se
por LP(0,7; H) o espago de Banach das fungoes u : (0,7) — H mensuraveis e que

|lu()||g € LP(0,T), munido da norma

T
oy = ( | o dt)

Se 1 <p< oo e H éreflexivo, demonstra-se que LP(0,T; H) também é reflexivo.

1/p

Obtem-se que o dual topolégico de LP(0,T; H) é o espaco L (0,T; H'), sendo H' o dual
topologico de H e p’ o conjugado de p, isto é, 119 + 1% =1.Sep=2e H é um espaco de
Hilbert, entao L*(0,T; H) ¢ um espago de Hilbert com produto interno

T
(u,0) 20 = / (u(t), o(t))) mdt,
0
€ norma
T
T / ()|t

Quando p = oo tem-se o espago de Banach L*>°(0,7; H) formado pelas fungoes u :

(0,T) — H mensuraveis e essencialmente limitadas em H, isto é,
supess||u(t)|| g < oo

9



munido da norma

[ll oo o151y = supess||u(t)]| s
Se H é um espago de Banach separavel e 1 < p < oo, entao LP(0,7; H) também é um
espaco de Banach separavel.

Representamos por D’(0,T; H) o espago das distribuigoes vetoriais sobre D’(0,7) com

valores em H, ou seja, o espago das aplicagdes lineares e continuas de D(0,7) em H.

Seue LP(0,T;H), 1 <p < oo, associa~se a u a distribuigao u, definida por

(U, @) = /0 u(t)p(t)dt, ¢ € D0,T).

Demonstra-se que @ é univocamente definida por wu.

Identificando-se u com %, podemos dizer que
LP(0,T;H) C D'(0,T; H).

Sejau € D'(0,T; H), define-se a derivada de ordem m de u, no sentido das distribuigoes,

u
como sendo a distribui¢ao o definida por

<%7“‘)> = <_1)m<“a Z—f} Vi € D(0,T).

10



1.2 Resultados auxiliares

Nesta secao, reuniremos os resultados basicos que serao utilizados para obtermos a
existéncia e unicidade de solugao para o problema proposto, cujas demonstracoes podem

ser encontradas em [1].

Proposigao 1.2 (Desigualdade de Cauchy-Schwarz) Seja H um espago vetorial

munido do produto interno (.,.), entio dadas u,v € H, tem-se
[(u, v)| < [lullflv]]
onde ||.|[* = (., .).

Proposicao 1.3 (Desigualdade de Young) Sejam a e b positivos, se 1 < p, p < oo

e —i—}%:lentdo

1
p /
al b
ab§—+—/
b p

Proposigao 1.4 (Desigualdade de Holder) Sejam 1 < p < oo e %+I% =1, se
u € LP(Q) ev € LP(Q) entio uv € L*(Q) e tem-se a desigualdade

/Q o] < ull oy 0]l .

Definigao 1.5 Seja E um espag¢o de Banach. A topologia fraca o(E, E') sobre E € a

topologia menos fina sobre E que torna continua todas as aplicacoes f € E'.

Se (Zn)neny € uma sequéncia de E a qual converge para x em E na topologia fraca
o(E, E"), dizemos que

T, — rem F.

Proposigao 1.6 Seja (x,)nen uma sequéncia em E. Entao verifica-se:
(i) v, = x em E se, e somente se, (f,z,) — (f,x) Vf € F'.
(i) Se x, — x em E, entdo x, = x em E.
(i11) Se x,, = x em E, entdo ||x,||g € limitada e ||z||g < liminf ||z, | s.
(iv) Se x, = x em E e f, — [ em E', entao (f,,x,) — (f,x).

11



Seja ' um espaco de Banach e x € E fixo. Definamos J, : £/ — R por

(Jo, ) = ([, 2).

As aplicacoes J, sao lineares e continuas, portanto J, € B, Vx € E.

Definamos agora, J : E — E” tal que J(z) = J,.

Definigao 1.7 A topologia fraca x também designada por o(E', E) € a topologia menos

fina sobre E' que torna continua todas as aplicacoes J,.

uando n )neN € uma sequéncia de E,, a qual converge para em E' na topologia raca
*x ()(E, E/), denotaremos

fo>fem E.
Proposicao 1.8 Seja (f,)nen uma sequéncia em E'. Entao se verifica:
(i) fn— f em E' se, e somente se, (fn,x) — (f, 2) Vo € E.
(ii) Se f, = f em E'| entio f, — f em E'.

(i) Se f, — f em E', entdo f, — f em E'.

Lema 1.9 Seja E um espago de Banach reflexivo e seja (x,,)nen wma sequéncia limitada

em E. Entao, existe uma subsequéncia (T, )ren tal que

Tp, =T em kB.

Lema 1.10 Seja E um espago de Banach separdvel e seja (fn)nen uma sequéncia li-

mitada em E'. Entao, existe uma subsequéncia (fp, )ren tal que
fo, > f em E.

Definigao 1.11 Uma funcao f : Q C R* — R € dita localmente integravel se para

todo compacto K C €2
/ |f(x)|dx < 0.
K

Em particular, toda fun¢ao continua € localmente integrdvel.

12



Lema 1.12 (Lema de Du Bois Raymond) Seja Q um subconjunto aberto do R"™ e

seja [ € L} .(Q) uma fungdo localmente integrdvel. Entdo

/Qf(x)go(:v)dx =0, Vo e D)

se e somente se f =0 quase sempre em ).

Observagao 1.13 Seja X = {x € Q;u(x) # 0}. Entende-se por u = 0 quase sempre
que o conjunto X tem interior vazio, dito de outra maneira, u = 0 quase sempre quer

dizer que uw = 0 a menos de um conjunto de medida nula.

Definicao 1.14 Sejam X e Y espacos vetoriais normados, dizemos que X estd imerso

continuamente em Y, se X CY e existe uma constante positiva C' tal que
Iflly < Cllfllx, VfeX.

Defini¢ao 1.15 (Imersao Compacta) Sejam X eY espagos normados onde X C Y.
Se para toda sequéncia (u,)nen limitada em X, podemos extrair uma subsequéncia de

(un) que converge forte em 'Y, dizemos que a imersao é compacta.

n n n n

~ . ~ L . ~ (&
Notagao: Denota-se a imersao continua por "—" e a imersao compacta por "—".

Proposigao 1.16 Sejam Q um aberto limitado do R™ e u € WP(Q) com p > n. Entao

existe uma constante C' > 0 tal que,
[ufloe < Clluflip
ou seja, WHP(Q) — L>(Q).
Teorema 1.17 (Imersao de Sobolev) Seja 2 um subconjunto aberto do R"™. Entao
H™(S) — CH(Q), sem > g + k.

Teorema 1.18 (Desigualdade de Poincaré) Suponhamos que Q seja um aberto li-
mitado do R™. Entdo para todo 1 < p < oo, existe uma constante C, (dependendo da

medida de Q e de p) tal que
lullip < CollVully, Yu e Wy”(9).

13



Observacao 1.19 A desigualdade de Poincaré também € vdlida se € C R™ for um

aberto limitado somente em uma diregao (ver [14], p. 122).

Como consequéncia da desigualdade de Poincaré, a expressio ||Vul|, ¢ uma norma em

Wy P (Q) equivalente a norma ||ul|1, ou seja,
al[Vaull, < fluflip < cof[Vall,
onde ¢; e ¢y sao constantes positivas. Em particular, em H} () a expressao
ou 81}
VuVvdr =
J > [ g

define um produto interno que induz a norma ||Vu/|2 equivalente a norma de |Ju||g:.

A seguir enunciaremos mais trés resultados, com suas respectivas referéncias, que serao

essenciais no préoximo capitulo.

Lema 1.20 (Lema de Gronwall) Sejam p € L>(0,T) e 3 € L'(0,T) tais que 3 > 0,

¢ >0 e K >0 uma constante. Se
t
DK+ [ Blps)ds e 0.1
0
entao tem-se
o(t) < Kelo B9)ds € (0, T).

Demonstracao: Ver [5], pg. 624.

Lema 1.21 (Lema de Aubin-Lions) Sejam By, B, By espagos de Banach tais que
By <> B — B,

onde By, By sao reflexivos, e definamos

d
W:{U; v € LP(0,T; By), v/:d—:ELm(O T; Bl)}

onde 1 < py, p1 <400 el < +oo.

Entao W munido da norma

[[0llzro0,:80) + 10 [| 21 0,7;4).
¢ um espago de Banach e a imersao de W em L*°(0,T; B) € compacta.

14



Demonstragao: Ver [10], pg. 58.

Para obtermos a solugao para o problema aproximado, a qual seréd utilizada no capitulo
seguinte para resolver o problema em questao, necessitaremos do resultado a seguir.
Seja 2 um subconjunto aberto de R™! cujos elementos sao denotados por (t,z), t € R,
xr € R" e seja f: Q) — R” uma fungao.

Consideremos o problema de valor inicial

2'(t) = f(t, (1))

z(ty) = wp.
Diz-se que f : 2 — R” satisfaz as condigdes de Caratheddory sobre €2 se:
(i) f(t,z) é mensuravel em ¢ para cada z fixado;
(ii) f(t,x) é continua em z para quase todo t fixado;

(iii) para cada compacto K C 2, existe uma fungao real mg(t) integravel tal que
|f(t,x)|re < mg(t), V(t,z) € K.

Teorema 1.22 (Teorema de Caratheddory) Seja f : Q — R" satisfazendo as
condigoes de Caratheddory sobre §). Entao existe uma solug¢io x(t) de (1.1) sobre al-

gum intervalo [t —to| < 5 (8 > 0).

Demonstragao: Ver [3], pg. 43.
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1.3 Lema de Lax-Milgram

A seguir sera apresentado o Lema de Lax-Milgram, essencial na obtencao do problema
aproximado, isto é, na obtencao da projecao do problema em estudo, em um espaco
de dimensao finita. Para maiores detalhes, bem como as demonstracoes dos resultados

aqui apresentados, remetemos o leitor ao texto de Milla Miranda [12].

Teorema 1.23 (Lema de Lax-Milgram) Seja V um espago de Hilbert com norma

|l.llv e denotemos por a(.,.) uma aplica¢io bilinear simétrica satisfazendo:
a(v,v) = aollvlly,  a(v,w) < aafvllvllwllv

ou seja, a(.,.) € continua e coerciva.

Finalmente, seja f € V'. Entao existe uma tunica solu¢ao u € V' do problema

a(u,v) = f(v), YveW
Demonstragao: Ver [12].

Exemplo 1.24 Seja )\ € (0, Ci) e f = 0. Mostraremos que existe uma unica solu¢ao
P
para 6 equacao

((u,v)) — Mu,v) =0, Vove Hy(—1,1).
Neste caso tomaremos V' = Hg(—1,1) e definiremos a bilinear a(.,.) da sequinte forma
CL(U, ’U) = ((’U,, U)) - )\(U,U).

Verificaremos que a(.,.) € continua, simétrica e coerciva em H}(—1,1). De fato, usando

a Desigualdade de Cauchy-Schwarz e a Desigualdade de Poincaré temos
1 1
la(u,v)] < ‘/ (Uzvy — Auv) dy‘ < / [0, | + A|uv| dy
1 -1
1 1
< / |tz + ACy|uzvz | dy = (1 + )\Cp)/ |tz v, |dy
—1 -1
= Clluv| < Cllullfjv]-

Logo, a(.,.) € continua em Hg(—1,1).

A simetria € obtida pela propria defini¢dao. E por fim, temos

a(u,u) = ((u,w)) = Mu,u) = [Jul® = Aul* > fJul* = ACy||u]*
= (1=AG)|lul® = Cllul®
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ou seja, af.,.) € coerciva em Hg(—1,1).
Portanto, usando o Lema de Lax-Milgram concluimos que para toda f € V' existe uma

unica w € V tal que
a(u,v) = f(v)
15to €,

((u,v)) = Mu,v) =0, VYvelV.

Tomando v € C§°(—1,1), concluimos que

1
/ (—Uze — Au)vdy =0, Yov e Cg°.
-1

Portanto, no sentido das distribuicoes temos que

—Upy — AU = 0.
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Capitulo 2

Existéncia e Unicidade

Utilizando o método de Faedo-Galerkin, mostraremos neste capitulo a existéncia e uni-
cidade de solugoes do problema termoeléstico unidimensional em dominio nao cilindrico.
Para isso utilizaremos um difeomorfismo com o objetivo de transformar o dominio nao
cilindrico em um dominio cilindrico e assim obtermos a solu¢ao do problema.
Consideremos uma fungao real K : [0,7] — RT. O dominio nao cilindrico Q em R2
seré definido por

0= {@;,t) eR? —K({)<z<K(), t E}O,T[}

com fronteira lateral de Q dada por

2:{(1’,1?)6]1%2; r=K(t) ou x=—-K(t), tE]O,T[}.

Figura 2.1: Dominio Nao Cilindrico
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Em () consideremos o problema
Uy — Ugy + B, =0 em Q (2.1)
0y — kO, + Bug =0 em @ (2.2)
u(—K(t),t) =u(K(t),t) =0
0. (—K(t),t) =0(K(t),t) =0 para 0<t<T (2.3)
u(z,0) = up(x), w(x,0) =u(z),
0(z,0) = () em — K(0)<xz< K(0) (2.4)
onde «, ( e k sao constantes reais positivas.
Para estabelecer a existéncia do problema (2.1)-(2.4) assumiremos que

(H1) K € C*([0,T],R") e que
Ko = min K(t) >0,

0<t<T
(H2) Existe k; > 0 tal que
1— (K'(t)y)* > K,
(H3) k>0, a.f0>0.

Considere @ =] — 1,1[x]0, 7T e a transformacao 7 : Q — Q, que para cada (x,t) em

Q, associa o ponto (y,t) onde y = ﬁx

AT LT
—K(t) |t |K(t) —1 t |1

Q Q

T -1 1

Figura 2.2: Mudanca de Dominio

Note que 7 : Q — () é um difeomorfismo, cuja inversa é dada por
Q0
(1) — 7y 1) = (Kt)y,t) = (x.1).
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Assim, tomando v = v o 77! temos

Logo

Vy =

Vg =

ou seja

Py
Pyy
Pt
Pyt

ou seja

v(y,t) = wor Yy,t)
= u(r7'(y,1))

= u(K(t)y,t).

u (K (t)y, t) K (t) = u, K

U (K()y, ) K(t) K (1) = g K

ua (K (t)y, ) K’ () + ue(K (t)y, )

(e (K ()Y, t) K" (t)y + uer (K (t)y, )| K" (t)y + ua (K (t)y, ) K" (t)y +

we (K (8)y, ) K (t)y + uu(K (t)y, t)

K/(t)y[u:m:K/(t>y + umt] + uzK”(t)y + uth/(t)y + Uyt

Uy = Uy
Uy = FezUyy
w = v — K'u, =v — %vy (2.5)
uy = Uy — U K"y — u K'y — K'Yyt K'Yy + gy
\ = vy — K?”yvy — “2?2 Vyy — 2K Yty
Analogamente, tomando ¢ = § o 771 entao
= O.(K(t)y, t)K(t) = 0, K
0.0 (K (t)y, ) K (t)* = 0, K*
= 0.(K(t)y, ) K'(t)y + 0,(K(t)y,t) = 0, K'y + 0,
= [Oua(K )y, 1) K'(t) + 00 (K (£)y, 1)K (1) + K'(£)0: (K ()y, 1)
0, = %
o = (2.6)
b, = & "2o,
O = [by— K'Klp — K'0,] % =% — K6, — K6,
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Assim, substituindo (2.5) em (2.1) obteremos

Vgt —

Vgt —

K’y K’y K'y K’ 1

yvy K Uyy — 7 Uty — 7%9 - ?Uy K2 T3 Uyy T ¢y
K/y K/y K/y K!2y 1

yvy < ) Vyy — 2——Uyy + 2 ( Vyy + 2—=0y — 5 Vyy + ¢y

K K K K K?
K" Ky K'y\? K"y 1 Q
K yUy 2—= K Uty + (?) ’Uyy +2W1}y — ﬁvyy + E(by
1 K'y\? a 2K’y K"y
wo @ k) )| FRe TR R
y

v — [ar(y, t)vyl, + aa(y)dy + az(y, t)vy + aa(y, t)v, =0

onde
1 K'(t)y\* «
t) = — ) = ——
afl(yv ) K(t)Q < K(t) ) ) a2( ) K(t)v
'(t)y K" (t)y
t) = —2
a'3(y7 ) K(t) ) a4(y7t) K(t)
Substituindo (2.6) em (2.2) obteremos
K'y 2 3 K’ K’
= 7O mtwt {Uty — YV ?Uy]
k Ky 3 K’ K'

onde

= ¢t - ﬁqbyy
= ¢t — bl (t)(byy + bg(t)?)ty + b3<y, t)¢y -+ b4<t>’0y + b5(y, t)Uyy =0

TR YRt Ogatie Pty

bS(y7 t) = [;((i))y’ b4(t) = _ﬁ[[((:;g>2>
bl0.0) = ~ 5320

Portanto, o sistema (2.1)-(2.4) ¢é transformado pelo difeomorfismo 7 em

vy — [ar (y, )vy)y + a2(y)by + as(y, vy + as(y,t)v, =0  em Q (2.7)
dr — by () gy + ba(t)vry + bs(y, 1) by, + ba(t)v, + bs(y, ),y =0 em  Q (2.8)
o(=1,8) =v(1,t) =0

Go(—1,t) =0=0¢(1,t) para 0<t<T (2.9)

v(y,0) = vo(y), v:(y,0) = v1(y), d(y,0) = go(y) em —1<y<1 (2.10)
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Denotaremos, usualmente, por ((.,.)) e ||.|| o produto escalar e a norma em H}(—1,1) e
por (.,.) e |.| o produto escalar e a norma em L?(—1,1).

Definiremos o espago
V={weH (-1,1) : w,(—1) = w(1) = 0}.

Observe que V' é um espaco de Hilbert separavel, pois V' é fechado e é um subconjunto
de H}, que é um espago de Hilbert separavel. Assim, V' possui uma base ortonormal
enumeravel (ver [9], p. 171).

O produto escalar e a norma em V serao induzidos por H!(—1,1), o qual denotaremos
por ((.,.))1 e ||.][1 respectivamente.

Introduziremos as formas bilineares em Hj(—1,1) e em V respectivamente:

1 1
a(t,v,w) = / ar(y, t)vyw,dy e b(t,v,w) = / b (t)vyw,dy.
-1 -1
Note que a(t,v,w) e b(t,v,w) s@o formas continuas, positivas e simétricas.
De fato, mostraremos a continuidade:

Das hipoteses (H1)-(H3) temos a continuidade de a;(y,t) e de by(t). Logo existem

constantes positivas c,, C,, ¢, e C) tais que
o <ai(y,t) <Cy e ¢ <bi(t) <Gy (2.11)

para todo y €] — 1,1[ e t € [0,¢].
Assim

1

1
altov ) <] [ o] < [ jonlOllogwldy < Culollw,] = Cllol ]

donde se conclui a continuidade de a(t,v, w). Analogamente, mostra-se a continuidade
de b(t,v,w).
Mostraremos agora a positividade:

De (2.11) temos

1
alt,v,v) = / ar(y, B)[oy P dy > callo]® > 0
-1

1
bt v,v) = / by (6)|o,[2 dy > collo]2 > 0.
-1
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E por fim, a simetria segue da propria definicao.

Observe que a(t,v,w) e b(t,v,w) sao coercivas em Hj(—1,1), pois de (2.11) temos

1
alt,v,0) = / ar(y, Doy dy > callo]?
—1

1
b(t,v,v) — / ba(8)]oy 2 dy > o]

1
A idéia para mostrar a existéncia de solugoes fracas para o problema (2.1)-(2.4) é esta-
belecer a existéncia de solugoes fracas para o problema (2.7)-(2.10) utilizando o Método
de Faedo-Galerkin e utilizar o difeomorfismo para estabelecer a existéncia de solucoes

fracas do problema original.

2.1 Existéncia de solucao fraca

Inicialmente, definiremos o que se entende por solugéao fraca do problema (2.7)-(2.10), o
que faremos motivados pelos calculos formais a seguir.
Multiplicando a equagao (2.7) por dw e a equacao (2.8) por ®z onde & € D(0,7),

w € H}(=1,1), z € V, e integrando em @ obteremos

1 T T 1 T 1
/ w/ vttq)dtdy—/ CID/ [alvy]ywdydt—i—/ CID/ aspywdydt
-1 Jo 0 -1 0 —1
T 1 T 1
+/ (IJ/ agvtywdydt+/ (ID/ asvywdydt = 0
0 -1 0 -1
1 T T 1 T 1
/ z/ (bt@dtdy—/ q)/ blgbyyzdydt—l—/ <I>/ bovyy zdydt
-1 Jo 0 -1 0 -1
T 1 T 1 T 1
—|—/ CI>/ bggbyzdydt—i—/ <I>/ b4vyzdydt+/ CD/ bsvyyzdydt = 0.
0 —1 0 -1 0 1
Utilizando integragao por partes teremos
1 T T 1 T 1
—/ w/ th)tdtdy+/ q)/ alvywydydt—l—/ CD/ as Py wdydt
-1 0 0 -1 0 -1
T 1 T 1
+/ @/ agvtywdydt+/ <I>/ asvywdydt =0
0 -1 0 —1
1 T T 1 T 1
—/ z/ ¢<I>tdtdy+/ <I>/ bl¢yzydydt+/ CID/ bovyy zdydt
-1 Jo 0 -1 0 -1
T 1 T 1 T 1
—I—/ <I>/ b3¢>yzdydt+/ <I>/ b4vyzdydt—/ (ID/ bsvy 2z, dydt = 0
0 ~1 0 -1 0 —1
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ou seja
T
/ [Py (vr, w) + @((a1v, w)) + P(azy, w) + P(azvy, w) + P(asvy, w)] dt =0
0
T
/ [—Di(¢, 2) + P((b19, 2)) + P(baviy, 2) + P(b3y, 2) + P(byvy, 2) + P(bsvy, 2,)] dt = 0.
0

Utilizando a definicao de derivada no sentido das distribui¢cbes nos primeiros termos

obtemos

/OT (%(vt,w) + ((a1v, w)) + (a2¢y, w) + (azvy, w) + (a4v,, w)) Odt =0

/0 (%(Cb, z) + (019, 2)) + (bavyy, 2) + (b3dy, 2) + (bavy, 2) + (bsvy, Zy)) ®dt =0

para todo w € H}(—1,1), z€ Ve ® € D(0,T).
Pelo Lema de Du Bois Raymond, obteremos a formulagao fraca do problema (2.7)-(2.10)

9 )+ (@10, 0)) + (a2, 0) + (st w) + (axvy, ) = 0

0

E((ﬁa Z) + ((bld): Z)) + <b2vty7 Z) + (b3¢y7 Z) + (b4vy7 Z) - (b5vy7 Zy) = 0.

Definigao 2.1 Sejam v, ¢ : Q — R fungées. Dizemos que o par {v, ¢} é uma solugao

fraca do problema de valor inicial e fronteira (2.7)-(2.10) na classe
ve L0, T;Hy(-1,1)) e ¢ € L=(0,T;V)
quando {v, ¢} satisfaz a formulagao fraca do problema e as condigoes iniciais
v(y,0) =vo(y), vi(y,0) =v1(y) e &(y,0) =¢o para —1<y<l1.

Consideremos €2; e y os intervalos | — K (t), K(t)[ e | — K(0), K(0)[, respectivamente,
com 0 <t<T.
O resultado quanto a Existéncia e Unicidade do problema (2.7)-(2.10) seré estabelecido

pelo seguinte teorema

Teorema 2.2 Dados vo € Hy(—1,1) N H*(—1,1),¢9 € VN H*(—1,1),v; € HJ(—1,1),
entao existem

v:Q—R, ¢:Q—R
unicas funcoes, satisfazendo:
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(A) CAS LOO(OaT; HOI(_L 1)ﬂH2<—1, 1))7 v € LOO(OaTv H&(_la 1))7 Uy € LOO<07T: LQ(_L 1))
(B) ¢ € L2(07T7 VN H2(_17 1))7 ¢t € L2<07T7 Hl(_la 1))
das quais {v, ¢} € uma solugao de (2.7)-(2.10) em Q.

Demonstragao: Seja (wj, z;)jen base de Hy(—1,1) x V onde {w; },en é solugao do pro-
blema espectral ((w;,v)) = \;(w;,v) para todo v € H}(—1,1) e {2;};en base ortonormal
de V.

Denotaremos por V,, = [wy, -+ ,wy,] X [21, -+, 2] 0 subespago de H}(—1,1) x V gerado
pelos m primeiros vetores w; e z;; podemos supor, sem perda de generalidade, que (w,)
e (z;) sao ortonormais em L*(—1,1).

Procuramos v™(t) € [wy, -+ ,wy,| € ¢™(t) € [21,- -, zm) solugdes do problema:
(v, w) + a(t,v™, w) + (az¢,', w) + (azvy,, w) + (asv,’, w) =0 (2.12)

(o', 2) +0(t, 0™, 2) + (bavyy, 2) + (bady', 2) + (2b4vy", 2) — (bsv)", 2,) = O (2.13)

v"™(0) = v — vy em H(—1,1)NH*(—1,1) (2.14)
v(0) = v — vy em Hy(—1,1) (2.15)
¢"(0) = ¢ — o em VN H*(—1,1) (2.16)

para todo (w, z) € V,,.

Mostraremos agora que o sistema (2.12)-(2.16) possui solu¢do tnica. Para isso rees-
creveremos (2.12)-(2.16) como um sistema de equagoes diferenciais ordinarias e uti-
lizaremos o Teorglma de Caratheddory.

Sejam v™(t) = Zg;” Jw; e ¢"(t) th )z; entao de (2.12) e (2.13) e tomando

=1
w=wj; e z = z; temos
Z gl (6 (wi, wy) + alt,y  gr(tyws, wy) + (az(t) > (£ 21y, w))
i=1 i=1
+(a3(y>t> Zgﬁ(wwi,yyw] CL4 y, Zgz wz yuw] =0 (217)

i=1
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Zh?;(t)(zlv'zj)—i_b(tvzh ( Zlvzj 62 Zgzt waVZ]

=1 =1

—I—(bg(y,t)Zh (t)ziy, 27) + (204(¢) Zgz Wiy, 7)
=1

—(bs(y, 1) Y g (t)wiy, 25) = 0. (2.18)
=1

Denotaremos por

G (t) = (aa(t)9y' w;) + (as(y, )vyy, wi) + (aa(y, t)v,", w;)
H'(t) = (ba(t)vgy, 25) + (b3(y, 1)@y, 25) + (204(t)vy", 25) — (bs(y, t)v,", 2j,)

e usando que

m m

a<t,§:g;n(t)wi,wj> Zgl a(t,w;,w;) e b(t,ZhT(t)zi,zj> :Zh;”(t)b(t,zi,zj),

=1 i=1

escreveremos (2.17) e (2.18) da seguinte forma

Zgﬁt( (w;, w, +z:gZ a(t,w,w;) +G"(t) = 0

Zh;"t( (2, 2 —i—th b(t,zi,z;) + H™(t) = 0.
i=1

Escrevendo
C = (¢;j) onde c¢;j = (w;,wj)
D = (d;;) onde d;j = (z;, %)
A(t) = A= (ay;) onde a;; = a(t,w;,w;)
B(t) = B = (b;;) onde b =0b(t, 2, 2;)
gr"(t) hi'(t) 91" (0) g1:(0)
X = : Y = : Xo = : X, = :
Im (1) hin(t) 9m (0) omt(0)
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hi(0) Gr'(t) Hi'(t)

Yo = G= H=
hin (0) G () Hy ()
obteremos o sistema
[ CX" 4 AX £ GX,XLY) =0
DY'+BY + HX, X' Y)=0
X(0) = X, (2.19)
X'(0) =X,
v =%
X
Como (w;) e (z;) sdo ortonormais em L? e fazendo Z = | X’ | reescreveremos (2.19)
Y
X’ X' Xo
Z' = | X" | = | " AX-GX,X\Y) |, Z0)=| X,
Y’ ~BY - H(X,X",Y) Y,

Considerando as projecoes
P R"XR"xR"™ — R™, P :R”"xXR"” xR"™ — R™
Z— P(Z)=X Z— Py (Z)=X'

e P3:R™ xR™x R™ — R™
Z— P3(Z)=Y

reescrevemos o sistema anterior como

(2.20)

onde

F(t,Z) = (Fl(t7Z>7FZ(taz)vF?)(t’Z))
= (X', —AX - G(X,X"Y),-BY — H(X,X".Y))

= (P2),—AP(Z) — G(P\(2), Bi(2), Py(2)), ~BPy(Z) — H(P\(Z), Py(Z), Py(Z)).

Provaremos entao que F(t, Z) satisfaz as condigoes de Caratheodory, ou seja
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(A)

Mensurabilidade em ¢, para Z fixado:

Note que

Fi(t, Z) é mensuravel, pois Fi(t, Z) = P»(Z) =constante em t;

F5(t, Z) & mensuravel, pois A é continua, definida em [0, 77, logo ¢ limitada; e G
nao depende de t;

F3(t, Z) é mensuravel pois B é continua, definida em [0, 7], logo é limitada; e H
nao depende de t.

Assim, F' é mensuravel.

Continuidade em Z, para t fixado:
Note que
Fi(t, Z) é continua, pois P»(Z) é projegao, logo é continua;

F5(t, Z) é continua, pois A é continua, P;(Z) é projegao, e também
G(Z> = G(Xa Xla Y) = a2(t>Y+a3(y7 t)X/+a4(y> t)X = a2(t)P3+a3(y7 t>P2+a4<y7 t)Pl

onde ay é constante em Z e as, aq s@o fungoes continuas logo, G(Z) é continua.
Analogamente, temos F3(Z,t) continua, pois B, b3(y,t) e bs(y,t) s@o continuas.

Portanto, F' é continua.

Integrabilidade:
Consideremos K = [0,7T] x B onde

Zy€ B={Z c¢R* .|| Z|| < 6}.
Entao proj, K = (0,T) e, para todo (t,Z) € K temos
[F(t, Z)| < [P5(Z2)| + |ar(y, ) P(Z) + as(t) P5(Z) + as(y, ) Pa(Z) + aa(y, t) 1 (Z)]

+01(y, £) P5(Z) + b2 () Pa(Z) + bs(y, 1) P3(Z) + 204(¢) P1(Z) — bs(y, 1) P1(Z)]
Usando que as normas das projecoes sao limitadas por uma constante e majorando

todas estas constantes pela constante C' obtemos
[F(t, Z)| < C(1+|ai(y, t)|+]aa(t)|+as(y, t)|+]aa(y, )| +]b1 (v, )|+ [b2(t) [+[bs(y, 1))

+[2b4(2)] + [bs(y, 1)]) = m(t)
onde aq, as, as, as, by, by, b3, by € bs sao continuas.

Logo my(t) é continua, e portanto integravel.
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Portanto, pelo Teorema de Caratheddory o problema aproximado (2.12)-(2.16) possui
solugao. m
Agora, por meio das estimativas a priori, estenderemos a solucao a todo o intervalo [0, T,

obtendo subsequéncias (v™™) e (¢™), que convergirdo para a solugao de (2.7)-(2.10).

2.2 Estimativas a priori

2.2.1 Primeira estimativa

Tomaremos w = v}* em (2.12) e z = ¢ em (2.13), obtendo

() 4 altv™, o) + (aadh o) + (avf o) + (s o) =0 (2.21)
(¢m7 ¢;n) + b<t7 ¢m, ¢m) + (bQUZ/L? ¢m) + (b3¢;na ¢m) + (26411;”7 ¢m)

(bsv,', ¢y') =0 (2.22)
Observe que
1 d m|2 m|2 m m ,m
2di v'|F = 2dt | v [Pdy = 2Ut vy dy = (v, vyy') (2.23)
1
salot =3 [ lompay = §/12¢m¢?dy=:@wz¢?) (2.2

L[ d
oty = [ ateonggir= 3| [ oo gura)
-1

-1
1

L Y 1/ (g, 1) 2
= —— [ a v —— | a v
th . 1 7y Y y 2 L 1 y7 Y y
1d 1
= §Ea(t,vm,vm)—5@’(15,'0’",1}’”) (2.25)

onde

1
a(t,v,w) = /a'l(y,t)vywydy.

1

Por outro lado,
o [
(a2¢y7vt) = / K¢ dy—?/_1¢yvt dy

- —% {% / vtycbmdy] ﬁ<b2vty,¢m> (2:26)
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1
m m R
(a’3vtyavt ) = / a3vtyvt fdy = a3‘vt / (9 [azvy" vy dy

1
1
! —/ a3, vy vy dy — / azv, vy dy
-1 —1 —1
1 1
m|2

= —/ asy|vy”| dy—/ azvg,vy"dy

-1 -1

1
_ / a0 Py — (azof, o). (2.27)

1

Logo, multiplicando (2.21) por [3/a, somando com (2.22) e usando (2.23)-(2.27) obte-

remos

d 2 m ,m & m2 m o AHm
e T o2 4 a(t, o™, ™) + Bw \}+b(t,¢ 0™
B

= —ad(t, 0", v") + ﬁ/l asy|vl (1) |2 dy — é(awm v")
200 20 ) T a yo ot
—(b3¢y', ¢™) — (2bavy", ¢™) + (bsvy’, 0y
Da Desigualdade de Cauchy-Schwarz, segue que existe uma constante ¢ > 0 tal que
i !
Rl m too™ ™ m b(t. ™. o™
s [P+ atum )+ Slom ] + bk o™ 67
< clof P+ [l +|¢>m|] (2.28)

Integrando (2.28) e observando que a(t, v, w) e b(t,v,w) sdo formas coercivas, ou seja,

Ca va”Q < a(t7vm>vm) € G Hqsm“? < b(t’ ¢ma¢m)

teremos
s fior + alm+ St e [ loia
< Dl ateomomy+ Sl + [ g om o
< o [P + 0,07 (0,07 0) + §lom0)F]
o [ or P 1o+ o
< Do el P+ 3168 ] e [ ot o+ om
Como

1
a(0, v, vy") = / al(y,O)voyvoydy</ la1(y, 0 ||v0y‘ dy

1
1
/ P dy = &l
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2 (3 —K'(0)? o 1
onde ¢ = 3 (W)(Q)) . Entao tomando ¢; = min {%, g—ca, 2 cb} , segue que

t t
N R A N I [ Pl G i ey M
0 0

ﬂ m ~ 1, m||2 O m ! m m||2 m|2
< PPl + SR 4 | (R P+ o)
2av I6] 0

ou ainda
2 2 ! 2
W' P+ o™ + o™ +/ [¢™[]7 dt < (2.29)
0

t
m m||2 m m mi2 m)|2
< cof|v" ]+ [logtI° + [ |2]+03/0 (w71 + (o™ I° + ™[] dt

6 ¢ « c
onde ¢y = max ,—,—— p ec3 = —.
2cia” ¢ 13 cy

De (2.29) e da Desigualdade de Gronwall, deduzimos
2 ' 2 2
AT G +!¢m’2+/0 lo™ 17 dt < ealo"[* + o' [I” + |65 F]e™". (2.30)

Finalmente, de (2.14)-(2.16) obteremos

(v™) é limitada em L*°(0,7T; Hy(—1,1)) (2.31)
(v") é limitada em L>°(0,T; L*(—1,1)) (2.32)
(¢™) ¢é limitada em L*(0,T; L*(—1,1)) (2.33)
(¢™) ¢é limitada em L*(0,T;V). (2.34)

Observe que

(L= (0,T; Hy(-1,1))) = L' (0,T; H'(~1,1)), (2.35)

(L= (0,T; L*(~1,1))) = L'(0,T,L*-1,1)), (2.36)

(L*(0,7;V))’ L*(0,T,V"). (2.37)

De (2.31), (2.35) e como L' (0,T; H'(—1,1)) é separavel, existe uma subsequéncia da
sequéncia  (v"™)men, a qual ainda denotaremos por (v™)nen, € uma fungao

v e L>(0,T; Hi(—1,1)) tal que
™ S em L®(0,T; Hy(—1,1)).
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Agora de (2.32), (2.36) e notando que L' (0,7; L?*(—1,1)) é separavel, entao existe uma
subsequéncia da sequéncia (v]")nen, a qual ainda denotaremos por (v]"),en, € uma
fungao v* € L> (0,T; L*(—1,1)) tal que

o So* em L(0,T; L*(—1,1)).

d
Usando o fato que o operador derivacao 7 ¢ continuo em D'(0, T, L*(—1,1)) entao

%vm — %v em D'(0,T,L*(—1,1)).

Sendo
o S0t em L®(0,T;L*(—1,1)) — D'(0,T, L*(—1,1))
d

pela unicidade do limite v* = =0 = U Mas, v € L* (0,T; L?*(—1,1)) entao

o S, em 10,75 L*(—1,1)).
Portanto,

™ S em L®(0,T; Hy(—1,1)) (2.38)
" o, em L0, T; L*(—1,1)). (2.39)

Temos também de (2.33), (2.36) e como L' (0,T;L*(—1,1)) é separével, existe uma
subsequéncia da sequéncia (¢™)men, a qual ainda denotaremos por (¢™)m,en, € uma
fungdo ¢* € L (0,T; L*(—1,1)) tal que

6" S ¢t em LO(0,T; IX(—1,1)).
Agora de (2.34), (2.37) e notando que L*(0,T;V’) é separdvel, entao existe uma subse-
quéncia da sequéncia (¢™)nen, a qual ainda denotaremos por (¢™),en, € uma funcao
¢ € L*0,T;V) tal que

¢"—¢ em L*(0,T;V).

Como L*>(0,T; L*(—1,1)) e L*(0,T; V) estao contidos em L?*(Q) segue da unicidade do
limite que ¢* = ¢.
Portanto, concluimos
™ S em L>(0,T;H}(—1,1))
o Sy em LP(0,T;L*(—1,1))
| om0 em L20.T:V)).
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2.2.2 Segunda estimativa

Derivaremos (2.12) em relagdo a t e fazendo w = vj}, obtemos

(Vg vir ) + alt, v o)

+(asviy,, viy) + a'(t,

+ (a2, viy) + ((a3 + as)vpy,, vi})

o™, uy) + (a2gz5 Vg ) + (aiw;”,vl?) 0.

Agora, derivando (2.13) com relagao a t e fazendo z = ¢}, segue

(0%, 9)") +

Observe que

a(t,v", vy) =

<a3vglyv U?tl) =

logo

a(t, o™ vy) =

Além disso

(boviyy, ¢)") =

b(t, 1", &}") +
_<b5’UIZ, (b;Z) + b/<t7 ¢m7 ¢;n) +

(bavsry, @) + (bsry, @7") + (b3 + 2ba)vgy, ¢")

(bé ZL, (b:n) + (QbQU;n,(ﬁt ) (b/ y ¢ty) = 0.
1 d m m m m
th (tvvt » Ut )_ _a/<tvvt » Ut )
L 2Ky My — b O2K'yld
K w T TR 9y
K/y " 1 1 K/
-2 |vtt|2\_1—/1—|vtt|2dy— / i Pdy
1 1
= / a'l'vmvtTZdy—F/ alvtyvtydy—l—/ ay vy i, dy
1 1
1
— / a’l'vmvfy‘dy—k/ ai[v?vg]tdy
1
1
- / a’l'vmvf;dy—i—/lall[vgvf;+v;”v$y]dt
1 1
= / a’l'vmvfyldy%—/ a1|vty| dy—l—/ a'lvmv;?ydy
1 1

1
/ m, m
/ ayv, vttydy

1

d I 1 1
m,,m 2
E/ ayvy v dy — / ayv, v dy — / a vy |*dy.
-1 -1 -1

() [ oo
2 |mer]! —/1vtt¢tydy] 2 [ oia

ﬁ < ¢tyv tt) = ﬁ (a2¢tyavtt>-
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Multiplicando (2.40) por 3/«, somando com (2.41) e usando (2.42) até (2.45) obteremos

%%[lvtt 2+ atvf o) + allvy vy, dy + Bl(bt 2| +b(t, o7, ")
s

-1
/8 m m /8 ! K/ m m m
= —d(t, v, v") + . » K Vgt ]2dy - a((azls + a’4)vty7vtt)
1

2a

B ! m._.m /8 m /8 m m ﬁ m m
+ a . a’/llvy Utydy + a . a/1|vty’2dy - a(aégby 7Utt) - a(ailvy ;Utt)

1

1
w5 [ ey — (b )t o)+ (b ) — ¥t 7 )
(o, oF) — (W ar) + ey, o).

Usando a Desigualdade de Cauchy-Schwarz, a Desigualdade de Young e a regularidade

dos a; e b; obtemos que existe uma constante ¢4 > 0 tal que

3 d

1
2 / «a 2 1
~ = m too™ g™ mm g 1 am Zb(t. ™. ™
2% dt lug |© + a(:vt»vt)+/1a1”yvty y+ﬂ|¢t| +2(7¢t7¢t)

m||2 m||2 m m||2 m Ch m2
< calllo™ 1P+ o7 + 1+ o™ 5 + o] + o ol (2.46)

onde ¢, ¢ a constante de coercividade de b(t, v, w).

Integrando (2.46) de zero até t para 0 < t < T, temos

B
2x

t pl .1 t ~
+ // a'lv’y”vgdydt+—/ b(t, o7, ¢7")dt
0 J-1 2 Jo

t
m||2 m||2 m m||2 m b m
N R e e e e P e E G e M A

e+ atee ey + SlorE] - 4 [EOPR + .02 0,07 ©) + GlorO)F

¢
0
ou seja,
6[ 2 a 2} 1/t - -
2% |Utt + a’(7vtavt>+6‘¢t‘ "‘2 ; (>¢t>¢t)
3

o [|vgg(o)]2 +a(0,v]"(0), v"(0)) + B\d)i”(o)ﬂ

IN

t t
mi|2 mi2 m |2 m m n Ch m
wen [0+ 11 + 167 + o + o P+ 5 [ o
0 0

1 1
= 2 gy + a0 )00 0 (2.47)
-1 _

04 1
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Observe que da Desigualdade de Young segue que

1 1 1
[ apipay < [ 1@l <a [ i
= ¢ /1 255|’Um’\/a
P Vel VR
~2

Cs ' 2 ¢ ' 2
< & [ pppay % [ ey
1 —1

a —

|vgy | dy

é% m||2 1 m ,m
< EHU H +Za(tavt 7vt)

onde ¢, ¢ a constante de coercividade de a(t, v, w).

Logo existe uma constante c; > 0 tal que

ol ayvy vy dy| < cs [lv 1> + Ea(t,vt ,U). (2.48)

Portanto, de (2.47), (2.48) obteremos

1 t
s+t o)+ GirR]+ eI+ Lot o)+ 5 [ oteor ot
; oo + &
< g O +a(0,47"(0),v7'(0)) + o7 (0)

2
' 2 2 2 2 2 o [ 2
w0 R+ 6+ P+ [ lorar

Usando a coercividade de a(t,v,w) e b(t,v,w) e de (2.30) existem constantes positivas

Cg € c7 tais que

t
R+ o e+ / I de
0
< ol O + [ O + |6 ()2

t
2 2 2
+ 07/ o™ 17+ o™ 1™ + o 1 + 6™ 17 + lor" lat.
0
Assim, da Desigualdade de Gronwall, temos

t
W o e+ / |12 de
0

< sl ()7 + o (0)1” + [of" (0) ). (2.49)

De (2.14) até (2.16), deduzimos que [v/7(0)|?, [v(0)]? e |¢i™(0)|? sao limitadas. Entao,

de (2.49) concluimos
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vi?) & limitada em L°(0,T; L*(—1,1))
)

Do
ot
—_

no
o
Ko

¢") é limitada em L>(0,T; L*(—1,1))

(
(v) é limitada em L*°(0,7T; Hi(—1,1))
(
(¢

i)
™) & limitada em L*(0,T; H'(—1,1)).
De (2.50)-(2.53), pelos Lemas (1.9) e (1.10) existem subsequéncias de (v"),en € de

(¢™)men, as quais continuaremos denotando por (v™),en € (¢™)men respectivamente, e

funcoes vy, va, @1 € @y tais que

;

o em L>(0,T;L*-1,1))
ut S wv, em L™(0,T; Hi(—1,1))

or S g em L®(0,T;L%(—1,1))
| o7 — ¢ em L*0,T;H'(-1,1)).

Como L>(0,T; L?(—1,1)), L*>(0,T; H(—1,1)) e L*(0,T; Hi(—1,1)) estao contidos em
L?*(Q), segue pela unicidade do limite que
vt Sy em L(0,T; L*(—1,1))
o Sy em L(0,T; Hy(—1,1))
1))
1)

ro
ot
S

N
ot
>

¢ = ¢ em L¥(0,T;L*(—1
o' = ¢ em L*0,T;H' (-1

2.2.3 Terceira estimativa

Tomaremos w = —v,? em (2.12) e 2 = —¢} em (2.13), obtendo
(v, —vgy) +a(t,v™, —vg) + (a2¢y, —vy,) + (azvy, —vy,) + (asv,", —vy,) =0 (2.58)
(01", —¢yy) + 0(E, 0™, —dy,) + (baviy, —dy) + (039", —y,)
+  (204v;", —y,) — (bsvy, —¢yy,) = 0. (2.59)

Desenvolvendo alguns termos de (2.58) e (2.59), usando integrac¢ao por partes na variavel
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y e da escolha da base temos
1
a(t,v", —vy) = — / ayvy vy, dy
~1

1 1
1+/ (a1vy")yv,,dy

1

- _alvy Uyy

1
= /(alyv + ayvy, vy, dy
-1

1 1
= /lalyvy yydy+/la1vyyvyydy

1
= a(t,v;n,v?)—i—/ a1y vy Uy, dy (2.60)
—1
e
b(t, 9™, — m) = _/ bl¢m¢yyy
1
= wopap| + [ mepana
- -1
oo (2.61)
e também
1
(bsvy"s —Pyy) = _/ b5 vy Py Ay
-1
1 1
= —bsv, oy, _1+/_1(b5v;”)y ]
1 1
= / bsy v, Py, dy+/ b5 vy, Oy dy - (2.62)
- -1
De (2.58) e (2.60) segue
1
altoop o) = = [ iyt ) + (et of)
+ (a;;vgj,vg;)—l—(aw;",v%). (2.63)
Da coercividade temos que
a(t, v, v,") > ca”va = cqlv]r|? (2.64)

e da Desigualdade de Cauchy-Schwarz que

/ c
(v v yy) < |UtTHU = |vg/| a|
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e usando a Desigualdade de Young, segue
1 2 2 5 2 4 Ca | m|2
i) < 5 (100P2 + SIP) = ol + S5l (2.65)
Assim, de (2.63)-(2.65) temos

)
S (g o)+ 5 P S + (a2 0))
a

+  (azvgy, vy,) + (asvy,’, vy,). (2.66)

Yy Tyy

Calvy,

Note que da Desigualdade de Cauchy-Schwarz e da Desigualdade de Young existem

constantes positivas dy, do, dz e dy tais que

(a1yvy",vyy) < Janyoy[Jogy| < du [[0™ || [og,| < odi o v | +16 vyl
(20, vy) < landy'[lvgy| < 2 [0y fog | < 5= 2H¢ [ i
m ,m m 5 o3 m o™ 2
(asviy vyy) < lasvgllogy | < ds [loi ] oy | < 527 [l PP+ T/ vm!
(aavy’,vgy) < lagy[[ogy| < da[[o™ [} Jog,| < dZH P+ o
asvy", v asvy’| vy ™|y v — v
Py Ty = T ! 24 10
Usando as estimativas anteriores em (2.66) concluimos que
m||2 m (|2 m mi2
\’U yI? < ds(llg™ Il + ™ 17 + i I + o)
“ 5d? 5d2 5 5d3 5d>
ondec—>0ed5:m(m it S Y s
2 2¢, 2c, 2c¢, 2c, 2c,
Portanto, tomando Dy = % temos
Ca
[oyel® < Da(lle™ 17+ lo™ I + o 2 + [lof]|*)- (2.67)
Analogamente, de (2.59), (2.61) e (2.62) obtemos
b(t7¢ma_ Z;) = (¢;n’ %)+<62Uga¢£)+(b3¢$a Z;L/)
+ (bsyvy"s Gpy) + (20407, &) + (bsvy,, by ) (2.68)
Da coercividade, segue
m m m 2
b(t’ Yy yy) Z Cb Hgby Hl Cb|¢5 |2 (269>

usando a Desigualdade de Cauchy-Schwarz e depois a Desigualdade de Young, temos
(oo < loliogl < 5 (10rP2 + 2lop?) = 2orp + Lo, (210)
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Assim, de (2.68)-(2.70) obtemos
3 m m m m m
Cbl(b |2 C_b|¢t |2 ‘(b ‘2 (bQUtgﬂ ¢yy) + <b3¢y 7¢yy> +

@] asyy) (b 65 + (s &), (271)

Agora, utilizando a Desigualdade de Cauchy-Schwarz e a Desigualdade nos termos com

produto interno em (2.71) podemos estimar que
(a 83) < el ) < do o 63) <~ oI + 2l
(bsy's dyy) < b3yl | < dr 97| oy, |<—d?||¢m||1+—|¢>Z§,2
(2040, &y,) < |2bav ||y, | < ds [V [0y |<id2|l " +—|¢ B
(bsvgy Byy) < [osvy |10 | < dy [|vy]] oy, | < d2H o[ +—|¢ ol
(bsyvy', Pyy) < |05y ||y | < dao [[v™| [@y] < 3doll ™| + 15 |¢ W

Logo, das estimativas anteriores e de (2.71) concluimos que

Floml> < du (ol + 16" 17 + o> + [l ||* + o711

3 3 3 3 3 3
onde 2 =a; >0edy = max{ He d?, S, == dg, dfo}
2 Co Cy ~ Cp Co
2dy,
Portanto, fazendo Dy = —— temos
&)
01 < Dol I + 16712+ 1 + o] + 657 2). (272)

Agora, de (2.31), (2.50), (2.67) e (2.72), temos

v™)  é limitado em L?(0,7T;L?(—1,1
) (0.7 (-1,1) -
(¢m) ¢ limitado em L?(0,T; L*(—1,1)).

vy
Em (2.73), pelos Lemas (1.9) e (1.10) existem subsequéncias de (v™)pnen € de (¢™)men,

as quais denotaremos por v™ e ¢™ respectivamente, e fungoes tais que

Vyy Sy, em L=(0,T; L*(—1,1))
Gyy — Pyy  €m L2(0,T; L*(—1,1))
ou seja,
v™ Su em L(0,T; H*(—1,1))

(2.74)
" —¢ em L*0,T;H*(-1,1)).
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2.3 Passagem ao limite

Agora tomaremos o limite em (2.12) e (2.13). De (2.50) e tomando w = Yw onde
v € D(0,T) ew € [wy, -+ ,wy], segue da Proposigao (1.6) que
T

lim [ (), w)p(t)dt = /0 (v (£), W) (2)dt. (2.75)

m—0o0 0
uma vez que w € L'(0,T;L*(—1,1)) = (L>=(0,T; L*(—1,1)))".

Das estimativas (2.50) e (2.73) temos

v™ & limitada em L%(0,7; H'(—1,1))

Y

v € limitada em  L*(0,T; L*(—1,1)).

Entao, pelo Lema de Aubin-Lions, existe uma subsequéncia de (v,"), a qual continuare-

mos denotando por v, tal que
v, — v, em L*(0,T; L*(—1,1))
logo,

/0 "o (®) = vy (02t — 0. (2.76)

Por outro lado, tomando w = ¢w,, onde ¢ € D(0,T) e w € [wy,- - ,wy,| temos

/OT[a(t,vm,w) —a(t,v,w)pdt = /T (/1 a(y, t)vy wyhdy — /_1 a(y,t)vywy¢dy> dt

1

0 1
T 1
= / a(y,t) [v;” — vy|wydydt.

0 1

Como a4 (y,t) é continua em [0, 7] x [—1,1] e de (2.76) concluimos que

T 1 T
/ / a1<y,t>[v$—vy}wy¢dydt\ < / GO (E) — vy () |y [0t
0 -1 0

IN

My [ = v tolat

< M, (/OT dt) - (/OT () — vy(t)|2dt> -

— 0 quando m — oo.

Portanto,
T

T
lim a(t,vm,w)wdt:/ a(t, v, w)dt. (2.77)
0

m—00 0
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Da estimativa (2.31) temos
¢y — ¢, em L*(0,T;L*(—1,1)). (2.78)

Tomando w = way(t)y, onde vy € D(0,T) ew € [wy, -+ ,wy], temosw € L*(0,T; L*(—1,1))

pois ay(t) é continua e assim como

/OT<a2¢;’aw>wdt _ /OT ( / a2<t>¢gwdy) vt
= /OT ay(t) (/_11 ¢;”wdy) Wt

_ /OT( ™ w)ag(t)dt

entao de (2.78) segue
T

T
lim (angﬁ;”,w)@/)dt:/ (a2¢y, w)ipdt. (2.79)
0

m—0o0 0

Integrando por partes obtemos
1 1 1 1
[ astw ity = astw o] = [ agprudy - [ ot 00w,y
-1 - -1 -1
para todo w € [wy, -+, Wy

Da estimativa (2.50) temos vi* — v; em L>(0,T; H}(—1,1)) assim, tomando @ = azyw

onde ¢ € D(0,T) e w € [wy,- - ,wy,] segue
T T
lim (asv(t), wy)dt = / (azvy™ (1), wy)rhdt. (2.80)

Agora, da estimativa (2.50) temos

(v") & limitada em L>(0,T, Hi(—1,1))
(vi) & limitada em L°°(0,T; L*(—1,1)).

Entao, pelo Lema de Aubin-Lions, existe uma subsequéncia de (v]"),,en, & qual continua-

remos denotando por (v]"),en, tal que
v — v em  L*(0,T; L*(—1,1)).

Assim,

/0 o (1) — wa(t) Pt — 0.
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Tomando w = —yw,, sendo ¢ € D(0,T) e w € [wy, -+ ,wy,]| temos

T T 1 1
m — dt = m dy — m dy | d
/0 (ase™wy) — (agvpw,)wdt / ( / as(y, ) wyapdy / as(y, e w0 y) i

1 —1
T 1

- / / a3(y, Do — v]wyibdydt.
0 —1

Como a3(y,t) é continua em [0, 7] x [—1, 1], segue que existe uma constante positiva My

tal que

[ [ astwoter = vduasa| < o [ o) - wioa

v ([ ) " ([ i) - e o) "

— 0 quando m — oo,

IN

ou seja,
T

T
lim (aw?,wy)wdt:/ (asvy, wy)dt. (2.81)
0

m—00 0

Das estimativas (2.50) e (2.73) temos
(vyt) ¢ limitada em L*(0,T, Hy(—1,1))
(viy) ¢ limitada em L?*(0,T; L*(—1,1)).

m

') a qual continua-

Assim, pelo Lema de Aubin-Lions, existe uma subsequéncia de (v
remos denotando por v;*, tal que v]* — v, em L*(0,T;L*(—1,1)).
Logo,

/0 [ (t) = v, ()| dt — 0.

Tomando w = pw, onde ¢ € D(0,T) e w € [wy, -+ , W], temos

/0 (aa(y, o @) — (as(y, £y, w)]ibdt

B /oT (/_11 as(y, vy wirdy - /_ 11 a4<y,t)vywwdy) dt
- /oT (/_11 aa(y, D)lvy" — Uy]wl/fdy) dt.

Como ay(y,t) é continua em [0, 7] x [—1, 1], temos que existe uma constante positiva

M; tal que

T 1 T
/ / ay(y, t)[v;" — vy]wibdydt‘ < Mg/ Hv;"(t) — vy(t)” dt
0 J-1 0

— 0 quando m — oo,
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ou seja
T

T
lim (aqv,’, w)pdt = / (aqvy, w)ipdt. (2.82)

m—00 0

Da estimativa (2.50) temos ¢ = ¢, em L>°(0,T; L*(—1,1)) assim, tomando Z = 1)z,

onde ¢ € D(0,T) e z € [z, -+ , 2] temos
T T
T [ (o).t = [ (@), 2 283
0 0

Das estimativas (2.50) e (2.73) temos

oy ¢ limitada em L?*(0,7T, H'(—1,1))

¢fy & limitada em L*(0,T; L*(—1,1)).
Entdo pelo Lema de Aubin-Lions, existe uma subsequéncia de (¢;')men, a qual continua-
remos denotando por (¢} )men, tal que ¢;' — ¢, em L2(0,T; L*(—1,1)).

Assim,
/ 60 (1) — 6, (1)2dt — .

Tomando z = 1z,, sendo ¢ € D(0,T) e z € [21,- -, 2] sSegUE

/0 [b(t, @™, 2) — b(t,o,2)]dt =

.
- /OT olt) /_ 11 [0 — dylzydydt.

Como by(t) é continua em [0,7] x [—1, 1], temos que existe uma constante M, > 0 tal

que
T 1 T 1/2 T 1/2
[ uo [ - odzpa| < on([Car) ([Tl - opa)
— 0 quando m — oo,
ou seja,
WILLI%O OTb(t,(bm,z)wdt:/OTb(t,qﬁ,z)wdt. (2.84)

Da estimativa (2.50) temos v* — v; em L>®(0,T, H}(—1,1)).
Tomando z = zby(t)1), onde » € D(0,T) e z € [z1,- -, Zm], segue

/OT ba(t) (/11 v;szy> Ydt = /OT(UZZ7 2)bo (1)t

T
— /(vty,z)bg(t)wdt quando m — o0,
0
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ou seja,
T

T
i [ (b, o, 2t = / (ba, vy, )0, (2.85)
0

m—00 0

Das estimativas (2.50) e (2.73) temos

(¢y") ¢élimitada em L*(0,T, H'(—1,1))

(@) élimitada em L2(0,T;L*(—1,1)).

ty

m

o Jmen, a qual conti-

Entao pelo Lema de Aubin-Lions, existe uma subsequéncia de (¢

nuaremos denotando por (¢)")men, tal que ¢ — ¢, em L*(0,T; L*(—1,1)).

T
Logo, [ 165t) = oy(0)/dt — 0.

0
Tomando z = ¢z, onde » € D(0,T) e z € [z1,- - , 2], temos

/0 (a0 2) — (baly, )y, 2) bt

= [ ([ g [ btunocsn)
- /OT ( /_ 11 b3(y, t)[¢y — %]zwdy) dt.

Como b3(y,t) é continua em [0, 7] x [—1, 1], segue que existe uma constante positiva Mj

tal que

T 1 T

[ ] oty - oevanae| < at [y - a0

0 J-1 0

— 0 quando m — oo.
Portanto,
T T
lim (bg%”,z)wdt:/ (b3y, 2)1dt. (2.86)

Da estimativa (2.31) temos v™ — v em L°°(0,T, H}(—1,1)).
Tomando z = 22b4(t)y, onde ¢ € D(0,T) e z € [z1,- - , 2] Obtemos

/OT 204(1) (/11 vglzdy) Ydt = /OT(UZL’ 2)2ba ()t

T
— /(vy,z)b4(t)wdt quando m — oo.
0

Portanto,
T

T
lim (2b4v;”,z)wdt:/ (2b4vy, 2)1pdt. (2.87)
0

m—00 0
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Das estimativas (2.50) e (2.73) temos

(vyt) ¢ limitada em L*(0,T, Hy(—1,1))
(viy) ¢ limitada em L?*(0,T; L*(—1,1)).

m

v )Jmen, a qual con-

Entao, pelo Lema de Aubin-Lions, existe uma subsequéncia de (v

tinuaremos denotando por (v")men, tal que v;* — v, em L*(0,T; L*(—1,1)).

T
Logo, / [ (t) — vy (t)[?dt — 0.
0
Tomando Z = —z,, sendo ¢ € D(0,T) e z € [z, , 2|, Obtemos

/OKbSU;n,Zy) —  (bsvy, zy)|Ydt =

T 1 1
= / (/ b5(y,t)vglzy¢dy—/ b5(y,t)vyzy1/1dy) dt
0 -1 -1
T 1
— / (/ bs(y, t)[v;” — vy]zd)dy) dt.
0 -1

Como bs(y,t) é continua em [0, 7] x [—1, 1], segue que existe uma constante positiva Mg

tal que

T 1 T

/ / b5(y,t)[v;”—vy]zywdydt’ < M, / o (£) — v, ()] dt

0 —1 0

— 0 quando m — oc.
Portanto,
T T
i [ (bl (1), 2 )it = / (b5 (1), 2, ). (2.88)

Por outro lado,

(v, w) + a(t, 0™ w) + (azg,’, w) + (azvy,, w) + (asv,", w) = 0

(1", 2) + b(t, 9™, 2) + (bavyy, 2) + (b3dy,', 2) + (2040, 2) — (bsv,', 24) =0

para todo w € V,,.
Multiplicando (2.12) e (2.13) por ¢ € D(0,T') e integrando sobre [0, 7] segue que

T T T
/ (vf, w)dt  + / a(t, o™, w)dt + / (aggy’, w)dt +
0 0 0

T T
+ /0 (agvty,w)wdt—i-/o (agvy’, w)pdt = 0 (2.89)
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T T T T
/O(gb’t”,z)@bdt + /0 b(t,qﬁm,z)@bdt—i—/o (bgvg,z)dt—i—/o (bsgy, 2)bdt +
T T
+ /0 (2b4v;”,z)dt—/0 (bsv,', 2y)dt =0 (2.90)

para todo w € Hj(—1,1) e z € V, uma vez que (w;);jen ¢ uma base de Hj(—1,1) e
(2j)jen € uma base de V.

Assim, de (2.75) até (2.88), tomando o limite em (2.89) e (2.90) concluimos

T T T
/ (v, w)hdt  + / a(t, v, w)pdt + / (a2, w)ydt +
0 0 0

T T
+ /0 (G3Utaw)wdt+/0 (agvy, w)pdt = 0

T

T T T
/ (60, )0t + / b(t, 6, =)t + / (bany, 2 )bt + / (bychy, 2)ibdt +
0 0 0 0
T T
+ /(b4vy,z)¢dt—/ (bsvy, 2y)bdt = 0.
0 0
Pelo Lema de Du Bois Raymond

(vit, w) + alt, v, w) + (agdy, w) + (a3vy, w) + (a4v,, w) =0 (2.91)

(¢, 2) +b(t, &, 2) + (byvy, 2) + (bsdy, 2) + (2bsvy, 2) — (bsvy, 2,) =0 (2.92)

para toda ¢ € D(0,T).
Portanto, v e ¢ sao solugdes de (2.7)-(2.10) em Q.
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2.4 Condicoes iniciais
De (2.55) temos
o Sy em L°(0,T; HY(—1,1)) < L>®(0,T; L*(—1,1)).
Entao,
T T
| erangma— [ @,
0 0

para todo £ € L*(0,T, L*(—1,1)).
Seja ® € C'(0,7T) tal que ®(0) =1, ®(T) =0 e w € H}(—1,1). Tomando £ = Dw,

segue
/O (W (1), w)B (1) dt —> /0 (0r(t), w)D (1), (2.93)

Integrando por partes na variavel ¢ e usando que ®(0) =1, ®(7T") = 0, teremos

/OT(UT(t)jw)CI)(t)dt = /OT /_11 o (y, w(y) B (t) dydt

= [ ] s v
- /1 _vm(y,t)q)(t)’T—/OTUm(?J,t)‘I)t(t)dt} w(y) dy

1L

_ /_ om0 - /0 Tvm(y,t)cbt(t)dt] w(y) dy

1L

0

_ —(vgn,w)—/OT(vm(t),w)q)t(t)dt
obtemos entao
w&m:—éﬂwwww@w—Azwmwwﬁw. (2.94)
Por outro lado, de (2.38) temos
[ oo — [ o

para todo n € L'(0,T, L*(—1,1)).
Tomando em particular = w®;, onde w € H}(—1,1) e ® € C'(0,T) teremos

/OT(vm(t), w)Pydt — /OT(v(t), w)Dydt. (2.95)
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Usando (2.93) e (2.95) em (2.94) segue que

(W w) — — /O(Ut(t),w)fb(t)dt—/o (0(8), 1) Py (£t

T

+ /0 (ve(t), w) Py (t)dt

_ _/O (va(t), w)B(E)dt — (v(t), w)D(t)
= (v(0),w)

0

para todo w € H}(—1,1). Pelo problema aproximado (2.14) temos que
vt — vy em Hy(—1,1)N H*(—1,1)
entao
(vg", w) — (v, w)

para todo w € H}(—1,1) N H?*(—1,1).

Assim, pela unicidade do limite fraco
v(0) = vy em H(—1,1)N H*(—1,1).

Mostraremos agora que v;(0) = v; em H}(—1,1). Seja ® € C'(0,T) tal que ®(0) =1 e
o(T) =0.
Consideraremos j € N e o problema aproximado (2.12)-(2.16) com m > j. De (2.12)

temos
T T T
| erwwew s [ atom @)oo [ o) e
0 oT ; 0
+/ (azvgy, w;)@(t) dt+/ (aqvy’, w;)®(t) dt = 0. (2.96)
0 0
Integrando a primeira parcela obtemos
T T
| oo = —ero.w) - [ @ e

Substituindo em (2.96) segue

—(v"(0),w;) — /0 (vf”‘(t),wj)q)t(t)dt+/o a(t,vm(t),wj)q)(t)dt+/0 (a2¢$,wj)q)(t)dt

T
+ / (azvgy, w;)®(t) dt+/ (agvy', w;)®(t) dt = 0.
0 0
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Tomando o limite quando m — oo, e de (2.15), (2.77), (2.79), (2.81), (2.82) e (2.93),

temos
—(v1,w;) — /OT(vt(t),wj)q)t(t)dt—l—/OTa(t,v(t),wj)<I>(t)dt+/OT(anby,wj)(I)(t)dt
+ /OT (asviy, w;)B(1) dt+/0T (asvy, w;)®(t) dt = 0.
Pela totalidade dos w; obtemos
—(vy,w) — /OT(vt(t),w)CI)t(t)dt—Ir/OTa(t,v(t),w)CID(t)dt+/OT(aggzﬁy,w)C]?(t)dt
+ /OT (asvyy, w)®(t) dt+/0T (asvy, w)d(t) dt =0

para todo w € H}(—1,1) e para todo ® € C'(0,T).

Integrando a segunda parcela da equacio acima temos
o) (- [ e i)+ [ ot we
+ /OT (a2, w)D(2) dt+/0T (a501y, w)D(E) dt+/0T a4y, w)D(t) dt = 0
o s
(01, w) + (ur(0), w) + /OT (v (1), w)D(t) dt + /OT ot (), w)D(#) dt
4 /0 " (s, w)B(0) i+ /0 " (ayony, w)B(0) dt + /0 " (s, W) () dt = 0. (2.97)
De (2.91) e (2.97) temos
(01, w) = (1(0),w), para todo w € HM(—1, 1).

Logo, v; = v4(0) em H}(—1,1).

Finalmente, mostraremos que ¢(0) = ¢o em V N H?(—1,1). De (2.56) temos

¢ = ¢y em L>(0,T;L%(—1,1)).

/(@ ¢ dt—>/ (u(t)

para todo & € LY(0,T, L*(—1,1)).
Seja ® € C'(0,T) tal que ®(0) =1, ®(T)=0e z € V. Tomando £ = Pz, segue

/ (9} (1), 2 dt—>/ (Pe() (2.98)

Entao,



Integrando por partes na variavel ¢ e usando que ®(0) =1, ®(7") = 0, teremos

[erwaewa = [ [ om0
Z/_ll/d)ty, ]()dy
= /_11 ‘ —/ " (y,1)

}()dy

= /1 3" (y,0) /cbmy, )P (t } 2(y) dy

— _(qjg@,z)—/o (@™ (1), z) P (t)dt

obtemos entao

(¢0',2) = — /0 (¢7"(t), 2)@(t)dt — /O (¢™ (1), 2) P, (t)dL.

Por outro lado, de (2.74) temos

/0 (6™ (1), (1)) dt — / (6(t). n(t))dt

para todo n € L*(0,T, L*(—1,1)).

Tomando em particular 77 = 2®;, onde z € V e ® € C*(0,T) teremos

0

Usando (2.98) e (2.100) em (2.99) segue que
T

(6. 2) — — / (6n(t). 2)®(t)dt — / (6(1), )B4 (1)t

(2.99)

(2.100)

= — [ @900 - @00.2900) + [ @000

= (9(0),2)
para todo w € V. Pelo problema aproximado (2.16) temos que
oy — ¢ em VN H*(—1,1)
entao
(95", 2) — (¢0, 2)

para todo z € V.N H*(—1,1).

Assim, pela unicidade do limite fraco
#(0) = ¢y em VN H*(—1,1).
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2.5 Unicidade

Sejam (0, ¢), (7, ) solucdes de (2.7)-(2.10). Entdo v = 9 — @ e ¢ = ¢ — ¢ sdo solugdes
de (2.7)-(2.10) com condigbes iniciais nulas.

Multiplicando as equagoes (2.7)-(2.8) por (8/a)v; e ¢ respectivamente e somando uma

com a outra, segue

d
%%w? + ga(t,v,vt)+g(az%,vt)+§(G3Utyav)+§(“4“yv“t>+
1d
+5 210"+ bt 0,0) + (baviy, @) + (bsdy, 6) + (bavy, 6) — (bsvy, ) = 0.
Como
d
ga(tuv)vt) = %Ea(t,v,v)—%a,(t,v,v)
g(agqﬁy,v) = —(bavyy, ®)
1 1
g(agwy,vt) - _g/_1a3y\vt!2dy - g/_l a3V vedy,
segue que
d
%%“042 Falt,v,v) + g|¢|2} +b(t, ¢™, ™) = %a(t,v,v) +

Sl @

1
+% /_1 a3y|0t‘2dy - (agvy, ve) — (D39, @) — (bavy, @) + (bsvy, @y).

Da regularidade de v, ¢ e das funcgoes a; e b; segue, utilizando a Desigualdade de Cauchy-

Schwarz e a Desigualdade de Young, que existe uma constante ¢; > 0 tal que

3 d

«o 2 C1
sl alto) 4 FI0P] 4 0(t0.6) < il + ol + 167 + 5 1]

Integrando e observando que a e b sao formas coercivas, obteremos
5 2, O 9 ! 2
oo e+ callol + S10P ]+ [ ol ae <
5 2 2 | @ 2 ' 2 2 2
o5 il + Ce llwoll” + Zlol”| + Cr [ o™+ [Jv]l” + [ dt.
«Q B 0

onde 'y é uma constante positiva.

E pelas condigoes iniciais nulas, segue que existe C3 > 0 tal que
t
o+ ol 410 < Co [ (ful + ol + o)
0
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Entao, pela Desigualdade de Gronwall, teremos que
[ocf* + [[v])* + [6* = 0.

Portanto, v = v e ngS = gz~5, confirmando a unicidade. O que conclui a demonstragao do

Teorema (2.2).

2.6 Solucao do problema no dominio nao cilindrico

Considere o espaco
V ={we H Q) : wy(—K(0)) = 0= w(K(0))}.

Teorema 2.3 Dados ug € H}(Q0) NH?*(Qy), 6 € VﬂHz(QO) eu; € HY(Qo), existem
unicas fungoes

u:Q —R, :Q—R
satisfazendo as condicoes:
(A) we L0, T; H Q) N H2(Y)), wu € L0, T; HE (), uy € L0, T; L)),
(B) 6 € L*0, T,V NH*K,)), 6, € L*0,T; H'())

as quais sio solugdes de (2.1)-(2.4) em Q.
Demonstragao: Se (v, ¢) ¢ uma solu¢ao do Teorema (2.2), consideremos as fungoes:

(2.101)

E também

ve(y,0) = uoa(K(0)y)K'(0)y + uot(K(0)y) = K'(0)y uo.(K(0)y) + ui(K(0)y).
ou seja

vo(y) = uo(k(0)y), ¢o(y) = Oo(K(0)y) (2.102)
vi(y) = w(k(0)y) + K'(0)yuo.(K(0)y) (2.103)
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As fungoes u(z,t) e 6(x,t) definidas por (2.101) sdo solugoes do Teorema (2.3). Para

isto, é suficiente observar que a aplicacao

(i)

de Q em | — 1,1[x]0, T ¢ de classe C? e as derivadas de u, 6 satisfazem

Ugz (T, 1) = %vyy(y,t)
an(x,t) = @2<t)¢y(y’t>

utt(x>t) = Utt(y>t) - [al(yat)vy(y>t)]y +

1
+ a3 (yv t)vty (yv t) + a4(y7 t)vy(f% t) + ﬁvyy(ya t)

Kexx(xvt) = bl(t)qbyy(yvt)
Qt(l‘at) = ¢t<y7t)+b3(yvt>¢y(y7t)

5uwt(x7 t) = bQ(t)Uyt(yv t) + b4(t)vy(y7 t) + b5(y’ t)Uyy(y, t)

(2.104)

(2.105)

(2.106)

(2.107)

(2.108)

(2.109)

Entao, de (2.104) a (2.109) e do Teorema (2.2) segue a existéncia no Teorema (2.3).

Analogamente, de (2.104) a (2.109) segue que, se (u,#) é solugao de (2.1)-(2.4) entao
(v, ¢) definida por (2.101) ¢ solugao de (2.7)-(2.10). Portanto, os sistemas (2.1)-(2.4) e

(2.7)-(2.10) sao equivalentes.

Unicidade

Sejam (1, ), (@, ) solugdes de (2.1)-(2.4). Como (2.1)-(2.4) e (2.7)-(2.10) sdo equiva-

A~

lentes, (0,0), (¢, 6) definidas por (2.101) sao solucdes de (2.7)-(2.10). Pela unicidade no

Teorema (2.2), temos que

Entao, de (2.101) concluimos que

Completando a prova do Teorema (2.3). m
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Capitulo 3

Decaimento exponencial da solucao

Neste capitulo, com o uso de técnicas multiplicativas mostraremos a existénica de um
funcional de Liapunov L(t) onde 44 (t) < —cL(t) que é equivalente & energia associada
as equagoes (2.1) e (2.2), obtendo assim o decaimento exponencial da energia do sistema
(2.1)-(2.4).

Para isto assumiremos as seguintes hipoteses

(H1) Existe uma constante positiva K tal que
(H2) Existe uma constante positiva kg < min {1, m} tal que
0< K'(t) < ko, t>0

onde Cy > 0 é a constante da imersao H' — L.
(H3) « e B sdo constantes positivas.
Introduziremos o funcional de energia
1 [K® «
E(t) =: E(t;u,0) = —/ (]ut|2 + Jug* + —|9|2> de.
2 J k@ 5

Lema 3.1 Seja {u, 0} solucio de (2.1)-(2.4) dada pelo Teorema (2.3), temos entdo:

d koo KO K'(t
G Etu0) < —% o 0a|*dz — # (1= k5) (Jua(K (), OF + |un (=K (2), £)°) -

Demonstragao: Multiplicando (2.1) por u; e integrando na variavel = temos

K(¥) K(t) K(¢)
/ Up Uy AT — / Ugp Uy AT + a/ O u; dr =0 (3.1)
—K(t) —K(t) —K(t)
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utilizando a hipotese u(K(t),t) =0 = u(—K(t),t) segue

w(K(6),1) = —K' (ua(K(6),1) e u(—K(t),t) = K ()us(—K(£), ). (3.2)
Assim, de
K(t) K(t) / /
5 [l ﬂ%IuthH B0 . op + E -k 0,02

e (3.2) obteremos

K(t) 11d K() 9 9 2
[ e =5 | 5 [l de - KO0 - KO- (0).0)
—K(t) —K(t)

Aplicando integragao por partes e usando (3.2) segue

K(t) K(t) K(t)
/ Uy UpdX = —UL U : + / Uy Uy AT

K(t) —K(t —K(t)
K(#)

= —ux(K(t),t)ut(K(t),t)—l—ux(—K(t),t)ut(—K(t),t)—i—/K(t) Uy Uty AT
K(t)

KO EO.0P + KO K07+ 52 [ da
—K(#)

— SR WK, 0 JE ) (~K(0), 1)

/ / K(t)
= B e 0p + E ke 4 12 [l e

Assim, substituindo as igualdades (3.3) e (3.4) em (3.1) segue

1d K(®) 2 2 1 1703 2 1 1/4\3 2
5 (huel” + ua|") dz = S K'(t)|uas (K (1), )] + 5 K' () |ua (K (t), 1)
2dt | 2 2
K'(t K'(t
I U [ G N T
K(t)
—a/ O uy dz. (3.5)
—K(1)

Agora multiplicando (2.2) por 6 e integrando na variavel x obteremos

K(1)
/ (6,0 — k6,0 + Bugeb) dz = 0. (3.6)
K(1)
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Como

K@) K(t) /
/ o0de = +2L \e\%-%@e(-ﬂ@,@f

K(t) 2dt J_g
K() K()
—k/ 0,.0 de = k:/ 10,,|” da
—K() —K(t)
K(t) K(t)
g unbdr = —pu(—K(t),t)0(—K(t),t) — ﬁ/ uf, dx
—K(t) —K(t)
substituindo em (3.6) e usando (3.2) obteremos
1d K'(t) K@)
0"de = 0 — 0.|"d 0.d
-2 || Do), /t)||w+5/K(tutxw

+ BK'(Dus (=K (1), )0(=K(1),1).

Multiplicando (3.7) por % e somando com a equagao (3.5), segue que

(3.7)

1d (KO ) s Qo B ka

3 [ 0+ 0o + 0 = =13 ‘“dw
1 Ké) [|ux(K(t),t)y2+\ux(—K(t)J)I?}
_ %(t) [Jua (K (), ) + Jua(— K (£),1)[]
+ oK WIO=K®).F

Utilizando a Desigualdade de Young no ultimo termo da equacao acima temos

ak’ (t)ua (=K (1), 1)0(—K(t),1)

A
o

=

=

=

5
|

K(t), )||0(=K(T),1)]

K(t), 1))

< VB (o, (k). 0) 20K (16~
< %@)IUI(—K(U, " + oK' (1)|0(= K (1), 1)]*.
Da imersao H' «— L*> temos
/ K(t)
aK' (Hu,(—K(t),)0(=K(t),t) < Kf)|ux(—K(t),t)|2+a2K’(t)CO /_K(t) 10,.|? d

o6
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onde Cy > 0 é a constante da imersao.

Logo
1d (%O Lo [E®
-_/ {|ut|2+|um|2+g|9|2} dr < —— 10,|? dz:
2dt J_gq 5 B J -k
K/(t)3

UUJC(K(t)? t)|2 + |u$(_K(t)7 t)lz}

2
B (s (50, 0 + (1), )

2 Q ' k() 2
+ Cola”+—= ) K'(t) 0| dz.
—K(t)

K(t

Segue, da hipotese (H2) que

1 d K(t) [ ) 2 (6% 2:| kaé K(t) 2

- we|” + |ug "+ =10 de < —— 0." dx

i g [l e+ 50 5 )
K'(t)

(1= K3) [lua( K (1), 1) + Jua( =K (t), )]

o que conclui a demonstracao. m
K(t)

Para estimar o termo / |u95|2 dr da energia usaremos o seguinte lema
—K(t)
Lema 3.2 Das hipoteses do Lema 3.1, temos
4 [E® K(t) 1 [E® 2 K1)
— wudr < / || da — —/ || dx+0pa— 10,|° da
dt J k) “K(1) 2J) Kk 2 -

onde C,, € a constante de Poincareé.
Demonstragao: Da condigao de contorno u(—K(t),t) = u(K(t),t) =0 segue

d [E® K@® 9 ) ) )
%/ wudr = / a(uut) do + K'(t) [Ju(K (t),6)|" |u (K (t), t)]7]
—K(t) —K(t)

+K'(t) [Ju(=K (), 1) *|u(— K (t), 1)]*]
K(t) K(t)

= / \ut]2 da:+/ Uy dz.
_K(t) —K(t)

Substituindo wuy = vz, — a@f, na derivada acima temos

d [E® K@ K(t) K(t)
—/ wudry = / | dx—l—/ uumd:c—a/ ub, dx

K() K() —K(t) —K(t)
K(t) K(t) K(t)

= / || dx—/ |, |? dx+oz/ u,0 dz (3.8)
—K(t) —K(t) —K(t)

57



Aplicando a Desigualdade de Cauchy-Schwarz e a Desigualdade de Young em (3.8) temos
d [E® K(t) K(t) K(t) 2 K(t) 2
— wudr < / ]ut|2d:c—/ |u.| dz + o / 10)? da: / ug|* da
dt J_gw —K(t) —K(t) —K(t ) —K(t)
K@ K(t) ) o? ) 1 [K® )
/ || d:v—/ || d:p—l——/ 6] dm—l——/ |uy|” dx
_K() _K() K(t) 2 J_kw

K(t) 1 [K® K(t)
< / ]uﬁdw——/ |, |? d:v—i—C’—/ 10, dz
K@) 2 J-kw

obtendo a conclusao desejade%.) n
K(t

IN

xT

|lug|* d da energia introduziremos a fungao q = / 0ds.

Para estimarmos o termo /
—K(t)

—K(t)
Nestas condi¢oes temos o seguinte lema

Lema 3.3 Das hipdteses do Lema (3.1), temos que existem constantes positivas C’l e
C’Q tais que
d [E® K@) K(t K(t)

wqdr < C’l/ |0m|2dx—/ umedx——/ |ut| dx

dt _K(®) —K(t) K(t)
FeK (t)u, (K1), 1)) + CoK'(t) [ua( () I + Jua (=K (1), )] -

Demonstragao: Calculando a derivada

PO K(t) g /
4 wgds — / 9 (wg) dz + K (Oun(K (), (K (), 1) +
dt )k -k O

+K' () (K (1), t)q(—=K (1), 1)
K(t) K()
—K(t) —K(t)

xT

Substituindo uy = Uy, — b, € q= / 0 ds na derivada acima

—K(t)

d/K(t)

L = — urq dx

! dt —K(t) t
K(t) K(t

_ / (U — 0 qu—i—/ [ / Gds]dx

—K(t) K(t K(t)
+K' (Hu (K (t), t)q(K(t),1).

Integrando por partes e aplicando a regra de derivagao sob o sinal de integragao temos

K(t) K(t)
L = (up —ab) q’ — / (uy — aby)q, dx

—K(t) —K(t)

+/_K(t) u, V 0 ds + K'()0(—K(1),1) | dx

K(t) —K(t)

+E (tuy (K (1), 1)q(K(2), 1).
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De q(—K(t),t) = (K (t),t) = 0 segue que

K(t) K(t) d [*
I, = ux(K(t),t)q(K(t),t)—/ uqud:c—l—/ af {%/ Gds} dx

—K(t) K(t) —K(t)
K(t) z K(t)
—|—/ ug dx [/ 0, ds] - K'(t)Q(—K(t),t)/ ug dx
—K(t) —K(t) —K(t)
+K'(t)u (K (t),t)q(K(t),t).
Como ¢, =0 e q = / 0, ds + K'(t)0(— K (t),t) obteremos
K1)
K() K() K(¢) )
L = uz(K(t),t)/ de—/ umedqua/ 10" dx
—K(t) —K(t) —K(t)
K(t) K(t)
+/ gy dz + K'(t)ug (K (t),t) / 0 dz.
—K(t) —K(t)

Agora integraremos a equacao (2.2) de —K(t) até x

/ etdS—l{/ Qxde‘i‘ﬂ/ UxtdSZO
—K(t) —K(t) —K(t)

xT

recordando que definimos ¢ = / 0 ds segue
—K(t)
¢ — K'(0)0(—K(t),t) — kb, + Buy — Pus(—K(t),t) = 0.
Multiplicando por u; e integrando de —K(t) até K(t)

K(t) K(t) K(t)
I ::/ wqpde = K'(t)@(—K(t),t)/ utda:—l—k:/ 0, us dx

—K(t) —K(t) K(t)
K(t) K()
_ ﬁ/ |ut|2dx+ﬁut(—K(t),t)/ w da.
—K(t) —K(t)
Substituindo (1) em (1;) e de (3.2) obteremos
d K(t)
L = = d
1 dt k) uq ax
K(t) K(t)
= ux(K(t),t)/ de—/ uz0 dx
—K(t) —K(t)
K(t) K(t)
+a/ |9|2dx+K’(t)9(—K(t),t)/ g da
—K() —K(t)
K(t) K(t) K(t)
Tk / boude— 3 [ P de + BK (Hun(— K(£), 1) / uy da
—K(t) —K(t) —K(t)
K(t)
—[K'()]Pu (K (1), 1) / 0 dx. (3.9)
—K(t)
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Facamos agora algumas estimativas:
Usando a Desigualdade de Cauchy Schwarz e a Desigualdade de Young para estimar

cada termo da equacdo (I;) e usando a Desigualdade de Poincaré obtemos

t)
0| dx
t)

K(
u, (K (1), Odr < |u,(K(t),
0 t)/ g (EC (1) ”'/K(

_K() |
K K 3
< \ux(K(t),t)]/ | da / 0 do
—K(1) —K(t)

K(t)
_ \/E|ux(K(t)>t)|\/m% (/ )|9|2d$>

NI

N

—K(t

2 C K® 2
< K ()|ug(K(t),1)] +2—§/K()yem\ dz (3.10)
—K(t

onde € é uma constante positiva satisfazendo ¢ < %.

Usando que H! < L segue

K() K(t)

K’(t)&(—K(t),t)/ udr < K'(t)|0(—K(t),1)] \uy| dx
—K() —K(t)
K(t) )
T / |ug|” da
—K(t)
(t)

K(t)
K'() I6(- K (2),1) ( e
t |ut|2dx>

| )
K(t)
K0 (=K (0).0)] 2K (0 ( /
K(t)
KOROKOO + 5 [l do

[V

IN

N

d
t

Sl

K

<

D

<

IS

K'()2C, o 0.1%d p o 2 dx(3.11
(t)K'(t)"Co 102 r+3g |ug|” d(3.11)
—K() —K(t)

onde Cy > 0 é a constante da imersao H' «— L.

K(t) K(t)
k:/ u b, dr < k:/ |ug| |0:] d
)

—K(t) —K(

K@ 3 & ORI >
([ ) () e

K()
B/K(t) , g2pE®
— |ug|” dox + — |0.|" dx (3.12)
2 ) k@ ' 26 J_kw

IN

IN
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K(t)
B (B (K (1), 1) / wde < BE'®) un(~K(1).8)] / L

K(t) 2 K(t) 3
BK'(t) |u.(—K(t),1)] (/K(t)ldx> (/K(t) |Ut|2 dm)

28 i VB[
= RO (-K0), 0] V2K (/K(t)\ i d)

IN

K(t)
< ABK' (0 lun(~K (), 0K () + 2 / e, (3.13)

Finalmente, estimando o ultimo termo de (3.9) temos

K(t)
K’(t)Quz(K(t),t)/K(t)Qdm < K02 un(K |/ 0] da
) 3 K@) 3
K'(t) |ug (K (¢), 1dx o dx
< K0 “””(f_m )(/_m“ )
B 3
= K0 [u(K(1),1)] V2K (/ op dx)
1 KO
K@K () ug (K (t),8)]* + = o dx
< KK )l <t>t)\+2/_K(t)H
K(t)
< K(t)K’(t)4|um(K(t),t)|2+%/ 0, dz.  (3.14)
—K(t)

Substituindo as estimativas (3.12) - (3.14) em (3.9) obteremos

R0 K@)
— wqdr < a/ 6] dx—/ UIQdI——/ | |” de
dt J k) —K(@®) -

K(t)

i 4ﬂK<t>K'<t>2\ux<—K<t>,t>r2+%K(t)K’(t)ZCO / 0, du

—K ()

+ e K(U)ua(K (1), 07 + KK (1) |us (K (), 1)

E2 K@® C C K(t)
+ 0. do + (—’” + _P) / 10, da
28 )k 2 2] Jokw

Aplicando a Desigualdade de Poincaré no primeiro termo da desigualdade anterior e

agrupando os termos em comum obtemos

d K(t) 4 k2 C C K(t)

— de < C,+ =K(t kQC — —p/ 0.”d

Gt | ey 10 S (a vt (t) 0+26+ "+ 6) o 10,.|? d
K(t) 6

_ / wgfdr — 1 |ut|2 dr + 48K (K (1) ua(— K (1), 1)
—K(%) —K(1)

+ KK () ua (K (), O + K () |ua(K (1), )]
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Das hipoteses (H1) e (H2) temos

d [K® B2 4 K(t)
— wqdr < (aC’ +2+£+_+ KlkOC’())/ ‘(91’26156

dt J_ k) 2 26 B K(#)
K(t) K@)
-/ wﬁdr——/ e ? dar 4+ 2 (1) (K (1), 1)
_K(®)
+ K'(t)Kiko (46 + k5) qu( (), )] + Jua (=K (1), 1) "]
ou seja,

g (KO U K1) ,
— wqdr < Cl/ 10| d:c—/ uxﬁdx——/ |ug|” da
dt J k) ~K(1) - K(t)

+ eK(1)|ua(K(t),1)]” +02K'( ) [ (K (), )] + Jun (K (2), )]

c, C, kK 4 9 .
onde C; = aCl, + 7 —i— — —|— % + 5K1/€ 0Co e Cy = Kk (45—1— k:o) o que conclui a
demonstracao do lema. m

Para estimar os termos pontuais |u,(K(t),t)]° e |us(—K(t),t)]> usaremos o seguinte

lema:

Lema 3.4 Com as mesmas hipdteses do Lema (3.1), temos que:

K(t)
%/_K(t) WUy dr = @ [|uz(K(t)7t)|2+|uz(_K(t)7t)’2:|

1 (K® K(t) 1 [E®

- —/ |ux|2da:—a/ QIxuxdx——/ |ut|2d:z
2 J-kw —K(@®) 2 J_kw
K'(t)*K(t)

- 5 (o (K (£), )7 + |ua (=K (£), £)[*] .

Demonstragao: Inicialmente calcularemos a derivada

4 KO K(®)
4 T / @ () dz + K'(OK () [us (K (8), )us (K (1), 1)]
dt J-k ~K () At

KK () [ (— K (1), Dua (K (£), 1]
De (3.2) temos

d K(t) K(t) )
pr U LUy dr = / [y 2y + U Ttgy] dr — K'(1)2K (1) [ug (K(t),1)]
- —K()

—K'(1 K (t) [ua(—K (1), )]
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Substituindo uy = ., — o, na derivada acima

g (KO K(1) K1)
— WU, der = / (Ugy — 0,) U, dx + / UL UGy AT
dt J_k —K(®) —K()

KK ) [lua(K®), ) + |ua(—K(2), )]

K1) K KO 3 g
= / Uy Ty dw—a/ 02U, das+/ ——|w|” dx
~K(@®) K (1) ~K@ 2dx

—K' (1)K (1) [Jus (K (), ) + Jua(— K (¢), )]

K@) , g K(t) K®) 4 4
K(t) 2 dl‘ 7K(t) *K(t) 2 dl'

~K'(OK(t) [Jus (K@), ) + [u (=K (¢),1)[*] . (3.15)

Integrando por partes alguns termos e usando (3.2) temos

1 [E® 4 ) 1 o | K(2) K(t) )
—/ r—u|"dxr = = |z|uy —/ lug|” dx
2 ) k@ dz 2 K J_k@

1 , .1 KO
= 5 (KOmK®,0F + KO K007~ [l o
_ K02K() : o 1RO
= P (KO + K008~ [l e

1 [E® 4 ) 1 5| K(2) K(t) )
5 xd—]ux\ de = 5 |ty - |uy|” dx
~K(t) OT —K(t) —K(t)

1 1 [K®
= 5 (K@K, O)F + KO)lua(~K (1), D)) - —/ Jua | da
Substituindo as duas tltimas identidades em (3.15) obteremos
d [E® K(t 1 [K@®
S wrnede = B k008 + K O0F] -5 [ P
—K(t) —K(t)
K(t) 1 KO
— a/ 0,21, dv — —/ |ug|” dx
_K() 2 J_kw
K'(t)*K (1)
= — 5 (Jua(K®, ) + [un (=K (), 1))

concluindo assim a demonstragao. m

O principal resultado deste capitulo seré estabelecido pelo seguinte teorema:
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Teorema 3.5 Sob as mesmas condicoes do Lema 3.1, existem constantes positivas C e
v tais que

E(t;u,0) < CE(0;u,0)e™ ",

Demonstragao: Multiplicando a desigualdade do Lema 3.2 por g e somando com a

desigualdade do Lema 3.3, obteremos

PR 0) g KO K@)
—wu +uq | de < —-— |ug|” da — w0 dz
dt 8 16
K(1) —K(t) K@)

~ K(t) K(t)
+<%%J+CO/] W|M__/) | diw + e K (1) ua (K (1), £)[*

—K(t

+C72K’()[|uz( (), +\uz(— (), 0] -

Logo, usando a Desigualdade de Young e a Desigualdade de Poincaré em / U0 dx

K(#)
obteremos
[ (S ua) i < 5 (5 =)
— —wu+wg | de < Uy |” dx + Ca +Cy 4+ =2 / 0, dx
dt | e \ 8T 32 | ’ T3 K(t)‘ ¥
£) B

_g g |” de +5K(t)\um(K(t),t)|2 + CoK' (1) [Jua (K (8), 1) + u. (=K (£),8)]?] . (3.16)

—K(t)

Considere o funcional

T KO 18 5
t) = it ~ Py ) de.
(1) /_K(t) (Sutu+utq 32utxu ) T

De (3.16) e do Lema 3.4 obtemos

af 7w

d ﬁ 2
%?(t) < ~ed o | o da — 39 K(t)ﬁ LUy dT — il o \ut] dx
+Co K (1) [Jua (K (8), 1) + [ua (K (1), )]
+K(t) <€ - é) [|um(K(t)7t)|2 + \ux(—K(t),mQ}
g 8C) 2
( Cya? 4 C) + 7) /_K(t) 0,|” dx. (3.17)

Note que, utilizando a Desigualdade de Cauchy-Schwarz e a Desigualdade de Young e
da hipotese (H1) segue

K(t) K(t)
/ Orxu, dr < 2K1/ 10| |ue| dz

—K(t) —K(t)
k() 3 K(#) >
< 9K, / 0,2 da / uy? da
_K() —K(®)
K(t) 128K2 K(t)
< B NS L e @as)
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© () [|uz<K<t>7t>F T lun (K1), )] + Cs /

—K()

‘ux| dr —

Substituindo (3.18) em (3.17)
d e
il <
dtg(t) = 128
~ Cya? - 8C,
onde C3 = (B 1% + Ch + ﬁ

76 \ut|2 dx
—K(t)

128 K2
B

) ¢ uma constante positiva.

Finalmente introduziremos o funcional

L(t) = F(t) + NE(t)

onde N € N sera escolhido posteriormente.

Note que

ou seja, L(t) e E(t) sdo equivalentes, pois

€ como

usando as estimativas

K(t)
/K(t)

wt dx

IN

IN

IN

K(t)

16,° dz (3.19)

E(t;u,0) < L(t) < C4E(t;u,0) (3.20)
N
Y < 2
ﬁ K(t) K(t) z
:—/ utudx+/ Uy [/ Hds] dx——/ WU LU, AT
8 J k) K@) LK@
K(t)
/ |ug| || dx
—K(t)
K@ > K@
/ lug|” dz / |u|” dx
—K(t) —K(t)
1 [K® ) 1 [EK® )
—/ | d:v+—/ |u|” dx
2 J-kw 2J-kw
L E® c KO
-/ ]ut|2d:c—|——p/ uy? da (3.21)
2) Kk 2 Jkw
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K(t) T K(t) K(t)
/ uy [/ Hds] dr < / A / 0| dz | dz
~K(t) ~K(t) —K(t) —K(t)
K() K(1)
= / |ut|da7/ 0] dx
—K(t) —K(t)
K(t) K(t) 2/ K@) 3
< / ldz / |uy| da: / 10]? da
—K(t) —K(t) —K(t)
28K (t) KO K(t) [*®
b ()/ |ut|2dx—|—a ()/ 10]? da: (3.22)
(0% —K(t) 2ﬁ —K(t)
K(t) K(t)
/ Ugruy dr < / |ug| || || dx
—K(t) —K(t)
K(t) 2 K(t) 2
< 2K, / |ug|* da / ug|” da
—K(t) —K(t)
K(t) 1 K(t) )
< KIQ/ || d:p+—/ |u,|” dx (3.23)
K@) 2 J-kw
segue de (3.21), (3.22) e (3.23) que
28K K@)
gu) < (24208, 0 e / g2 da
16 « 32 —K(t)
c K(1) o KO
+ (& + ﬁ) / |ux|2dx + i |9|2 dx
16 32/ J_kq 20 J_ k@
- (1 rK®
< Gy [ [l fuf o+ Gioe) ao
2 J k@ 5
< CsE(t)
] 3 48K, K23 BC, B ok
de Cy = maz {5 e 2L
onde (5 = max 8+ o 16 3 16 3
Logo, obtemos
L(t) < NE(t)+ C5E(t)

CsE(t)
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onde Cs = maz {N,Cs}.
Do Lema (3.1) e de (3.19) segue

d NEK'(t)

SRt < =0 (1= ) [ (K (0,0 + fua (K (1), 0)
Ny .
26 J. 128 J_x 64 J ke

K(t)

+C72K’(t) [Iuac(l?((lﬁ)ﬂt)!2 + un (=K (1), 8)]°] + 53/ 0" da

—K(t)

Nak Y\ (5"
Y N T A
T128 g 64 J_x 23 k0

_K'(1) <g (1—kj) — (12) [|um(K(t),t)|2 T+ |um(—K(t),t)|2] .

Tomando N suficientemente grande concluimos que existe uma constante positiva C;

tal que
d K@) OIS K@)
—L(t) < -C% / |0 d:p+/ || d:zc+/ |0.]" dz| .
dt _K(t) —K(t) —K(t)
Portanto,
d
—L(t) < —CLE(t;u, ).
dt () 07 (auu )

Agora, da equivaléncia (3.20) segue

d Cr
L(t — < ——0
O < ~CrB() < L)
d
—L —~L
ZL() < =1L ()
ou seja,
L(t) < L(O)e‘”t
Assim
N
SE() < £(1) < £(0)¢ ™ < CaB(0)e
Concluindo

- 20
onde C' = T4. O que completa a demonstracao. m
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Observacao 3.6 A demonstracio do Teorema 3.5 também € valida no caso particular
em que, na hipdtese (H2), temos K'(t) = 0 para todo t > 0, ou seja, no dominio

cilindrico.

Observagao 3.7 As funcoes do tipo K (t) = a+be™", onde a e b sao constantes positivas

coma >be bgkogmz’n{l,c

m}, satisfazem as hipdteses (H1) e (H2) para

todo t > 0, basta tomarmos:

Ko=a—-b e K;=a.
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Conclusao

Neste trabalho estudamos o problema termoeléstico unidimensional em dominio nao
cilindrico com condigoes de fronteira mistas, isto é, um dominio cuja fronteira depende
da variavel temporal dada por uma fungao K (t) e com condigoes de Dirichlet no deslo-
camento, temperatura nula numa extremidade e isolada termicamente na outra.
Estabelecemos a existéncia e unicidade do problema. Inicialmente, utilizamos um difeo-
morfismo com o objetivo de transformar o dominio nao cilindrico em um dominio cilin-
drico, em seguida utilizamos o método de Galerkin para estabelecer a solugao fraca do
problema com condic¢oes de Dirichlet na fronteira.

A motivagao do trabalho foi a de exibir uma taxa de decaimento visto que em dominio
cilindrico a solu¢ao decai exponencialmente e que em |[2| foi mostrado que a solugao
decai conforme o dominio cresce, no entanto nao se obteve nenhuma taxa.

No calculo do decaimento com condi¢oes de Dirichlet para estabelecer um funcional
de Liapunov que nos levaria ao decaimento exponencial deparamo-nos com termos que
nao conseguimos estimar. Assim, optamos por utilizar condi¢oes de fronteira mistas em
nosso trabalho.

Desta forma, estabelecemos que a dissipacao térmica foi suficiente para que a solugao

possuisse decaimento do tipo exponencial.
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