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RESUMO

O METODO SEMICLASSICO E SUAS APLICACOES EM TEORIA
QUANTICA DE CAMPOS

André Bessa Moreira

Orientador: Carlos Alberto Aragao de Carvalho Filho.

Resumo da Tese de Doutorado submetida ao Programa de Pés-Graduagao em
Fisica, Instituto de Fisica, da Universidade Federal do Rio de Janeiro, como parte

dos requisitos necessérios a obtencao do titulo de Doutor em Ciéncias (Fisica).

Apresentamos um método poderoso para a implementacao da aproximacao semiclassica
em teorias quanticas de campos. Comecamos com uma compilacao de resultados
fortes sobre a construcao sistematica da série semiclassica em mecanica quantica e
mecanica quantica estatistica, incluindo a discussao das cdusticas no caso de haver
mais de uma solucao classica. Em seguida, mostramos como estender esse proce-
dimento para uma teoria quantica de campos com simetria transversal ou radial.
Aplicamos o método ao estudo de interfaces binarias, reproduzindo resultados para
a tensao superficial, para o perfil da interface, e calculando pela primeira vez cor-
relagoes de campos na presenca de uma interface. Também mostramos como obter
o propagador do instanton, calculado originalmente por meio de técnicas ad hoc
sofisticadas. O resultado principal da tese é uma expressao analitica aproximada
para a funcao de particao de teorias de campos escalares em contato com um banho
térmico, um sistema para o qual os calculos perturbativos produzem resultados até

hoje inconsistentes.

Palavras-chave: 1. Métodos semiclédssicos. 2. Funcoes de Green. 3. Interfaces. 4.

Instantons. 5. Termodinamica de campos escalares.
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RESUMO

THE SEMICLASSICAL METHOD AND ITS APPLICATIONS IN QUANTUM
FIELD THEORY

André Bessa Moreira

Orientador: Carlos Alberto Aragao de Carvalho Filho.

Abstract da Tese de Doutorado submetida ao Programa de Pés-Graduacao em
Fisica, Instituto de Fisica, da Universidade Federal do Rio de Janeiro, como parte

dos requisitos necessérios a obtencao do titulo de Doutor em Ciéncias (Fisica).

We present a powerful method to derive semiclassical approximations in quantum
field theories. We start by developing a systematic construction of semiclassical
series in quantum mechanical and quantum statistical mechanical contexts, inclu-
ding a treatment of caustics whenever classical solutions compete with each other.
Then, we show how to extend the semiclassical construction for field theories whe-
rein classical solutions have transverse or radial symmetries. We apply our method
to the study of binary interfaces, deriving known results for the surface tension and
interface profile. An original calculation of correlations around the interface is per-
formed. We also apply our unified semiclassical approach to construct the scalar
propagator around the instanton background in gauge theories, reproducing the ex-
pression previously obtained using ad-hoc methods. The main result of the thesis
concerns the thermodynamics of a system of scalar fields. We use the semiclassical
approximation to obtain an analytical formula for the partition function which goes

beyond perturbation theory, and might be helpful in treating its inconsistencies.

Keywords: 1. Semiclassical methods. 2. Green’s Functions. 3. Interfaces. 4.

Instantons. 5. Thermodynamics of scalar fields.
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Introducao

Métodos semicldssicos! sao usados em diversas dreas da fisica, seja para incorporar
flutuagoes quanticas a descrigoes classicas, seja para analisar o limite classico de
descrigoes quanticas[4]. Ao longo deste texto, estaremos interessados na primeira
via, em uma tentativa de entender a complexidade de uma teoria quantica a partir

de seu setor classico.

A aposta em abordagens semicldssicas é baseada nas propriedades nao pertur-
bativas dessa aproximagao[l]. De fato, a aproximacdo semicldssica em geral nao
corresponde a um regime de acoplamento fraco se formos capazes de resolver o setor
classico para valores arbitrarios do acoplamento. Resolver o setor classico, encon-
trar as solugoes para as equagoes de movimento — normalmente nao-lineares — é,
entretanto, tarefa nao-trivial. Admitiremos como hipétese um conhecimento prévio
do setor classico (ou de uma parte dele que permita, por meio de métodos demons-
trados no capitulo 5, conhecé-lo totalmente). No caso de mecéanica quantica, quando
conhecemos todas as solugoes cléssicas, as previsoes da abordagem semiclassica que
as incorporam se aproximam bastante dos resultados exatos, mesmo para os primei-
ros niveis do espectro ou para o estado fundamental. Veremos isso no capitulo 2,
no calculo da energia do estado fundamental para o oscilador anarmonico quartico
ou no bom comportamento da curva do calor especifico para o mesmo sistema, em
todo o dominio de temperatura. Ainda quando a aproximacao semiclassica recai

em um regime de acoplamento fraco, o parametro que a controla nao é simples-

N30 nos preocupamos nesta tese em fazer uma introducio ao método semicldssico. Deixamos
essa tarefa para o leitor, pois acreditamos que haja boas referéncias no assunto. Por exemplo,
consultar [1, 2, 3].



mente a constante de acoplamento, mas uma combinacao desta com A e outros
parametros do problema, como a temperatura. A capacidade de varrermos uma
regiao de parametros pequenos, grandes e intermediarios no ambito de uma mesma
aproximacao pode trazer informagoes qualitativamente diferentes daquelas oriundas
de abordagens puramente perturbativas que ignoram quase sempre a parte mais

relevante do espaco dos parametros, por 14 serem inconsistentes.

Além do interesse intrinseco nas propriedades da aproximacao semicldssica —
erroneamente confundida com uma aproximacao quadratica — esta tese propoe um
método unificado de construcao de uma série semiclassica, da qual a aproximagao

quadratica corresponde apenas ao primeiro termo nao-trivial.

Historicamente, as séries semiclassicas foram introduzidas em mecanica quantica
nos trabalhos pioneiros de Brillouin [5], Kramers [6] e Wentzel [7]. Eles propuseram
um ansatz para resolver a equacao de Schrodinger dependente do tempo. Para o

problema unidimensional, a funcao de onda proposta tem a forma:
U(a) = eSO (1.1)

levando a uma equagao para S(x) que pode ser resolvida iterativamente para poten-
ciais bem comportados. Esse procedimento dé origem a uma expansao para S(z)
em poteéncias de i, i.e., S(z) = > 0 Sy(x)R", com S,41(z) dado recursivamente em
termos de S, (z) e com Sp(x) satisfazendo a equacao de Hamilton-Jacobi para uma
particula com a mesma energia e potencial do problema de Schrodinger. Assim, a
aproximacao em ordem zero da funcao de onda foi associada a trajetoria classica que
une um ponto arbitrario xg a z. Os termos da série discutida nas referéncias [5, 6, 7]
apresentam divergéncias junto aos pontos de retorno da trajetoria classica, um pro-
blema que passou a ser chamado de problema da conexao. Dunham [8] contornou

esse problema complexificando a coordenada z e construindo a série de

S(z) = /Zp(z/) dz' (1.2)

iterativamente por pedacgos no plano complexo. Assim, no caso de um potencial
com apenas dois pontos de retorno, x, e x,, com x, < xp, seria preciso resolver a

equagao em trés trechos: © < x4, z, < x < 2 e © > x,. Impondo que ¥(2) seja



real, limitada e univoca no eixo real pode-se chegar a condicao de quantizacao:

]{p(z)dz = 2mnh (n=1,2,...), (1.3)

para qualquer contorno que contenha o segmento (z,, ). A série semicldssica para
¥(z) leva a uma série semicldssica para S(z) e p(z) que, junto com (1.3), forne-
cem uma expressao para os niveis de energia como uma série de poténcias em h,
generalizando a condi¢ao de Bohr-Sommerfeld. Essa série foi usada como ponto de
partida para os trabalhos de Bender, Olaussen e Wang [9] e Balian, Parisi e Voros
[10, 11], que aprimoraram essas representacoes assintéticas para obter estimativas
altamente acuradas dos niveis de energia do oscilador anarmonico quartico. Essas
estimativas podem ser comparadas com as que Bender e Wu [12, 13, 14] obtiveram

com o comportamento da teoria de perturbagao em altas ordens [15, 16, 17, 3].

Também foi introduzida a série semiclassica para funcoes de Green, nos traba-
lhos de Balian e Bloch [18]. Definindo o operador resolvente G para uma energia

complexa? z, por meio de:

~ A ~

(H-2)G=1 (1.4)

(sendo H o hamiltoniano do sistema), foi usado um ansatz da forma:
Gz, o' z) = A(x, z") e5@#)/h, (1.5)

Sob hipoteses analogas as discutidas no primeiro paragrafo, obtém-se as contri-
bui¢oes em ordem zero: Sy(z,2';z) e Ao(x,2’). Como antes, Sy satisfaz a equacio
de Hamilton-Jacobi, agora com energia complexa z, cuja solucao é uma trajetoria
classica saindo de x até /. A amplitude Ay(z, z") é relacionada a derivadas da agao
classica Sy. Como antes, as contribuicoes em ordem zero podem ser usadas para

gerar toda a série semiclédssica por iteragao.

Em toda essa discussao, o primeiro termo da série semiclassica foi obtido a partir
de quantidades relacionadas a trajetéria classica. A representacao de integrais de
trajetéria para amplitudes e fungoes de correlacao[19, 20, 21, 22, 23] se apresenta
naturalmente como a mais adequada para trabalhar com esse tipo de expansao. De

fato, em uma solugao aproximada usando o método da fase estacionaria para resolver

2Novamente uma continuacdo analitica para energias complexas é necessiria para contornar
problemas com singularidades (pontos de retorno em dimensao 1 e cdusticas em dimensées maiores).



a integral de trajetoria temos, como primeira contribuicao, aquela correspondente
aos caminhos classicos, os pontos de sela da acao. Assim,
A , z(t)=x .
(e =) |31y — / (Da] eiSlal/n (1.6)
z(t')=x'
pode ser usada para se obter (1.5). A contribui¢do do ponto de sela e flutuagoes em

torno dele reproduzem as quantidades Sy e Ay mencionadas acima.

Métodos de quantizacao semiclassica usando integrais de caminho tiveram su-
cesso e foram expandidos para dominios além da mecanica quantica (ver, por exem-
plo, os trabalhos de Gutzwiller [24] e a extensdo a teoria de campos proposta por
Dashen, Hasslacher e Neveu [25, 26, 27, 1]). Entretanto, quase todas as abor-
dagens se resumiam ao primeiro termo da série semiclassica. ExcecOes notaveis
sao os trabalhos de DeWitt-Morette [28] para potenciais arbitrarios em mecanica
quantica, e de Mizrahi[29] e Roncadelli[30] para o oscilador anarmoénico com pogo
simples em mecanica quantica. Mesmo assim, essas contribuicoes a literatura de
fisica matematica nao receberam a devida atencao a despeito de suas possibilidades
de aplicacao.

Métodos semicldssicos em teorias de campos a temperatura finita [31, 32, 33]
também ficaram restritos & dedugdo do primeiro termo da série[34], mesmo quando
o problema se reduzia a um problema de mecanica estatistica quantica [35, 36|, vista
como uma teoria de campos a dimensao espacial zero. Essa lacuna nas aplicacoes dos
métodos semiclassicos foi a motivacao para a sequéncia de trabalhos que compoem

esta tese.

O capitulo 2 contempla trés trabalhos no contexto de mecanica estatistica quantica
e tem por base 4 artigos: [37], [38], [39] e [40]. Em sua primeira parte, nos detemos
em sistemas unidimensionais na presenca de um potencial do tipo poco simples.
Mostramos que, para esses sistemas, existe um procedimento sistematico para ge-
rar cada termo da série semiclassica para a funcao de particao na formulacao de
integrais de caminho a partir do conhecimento da trajetéria classica, que é tnica.
O ingrediente fundamental dessa construcao é um propagador semiclassico, obtido

utilizando-se técnicas elementares do calculo de uma varidvel.

Potenciais com um perfil diferente de um pogo simples precisam de um tratamento

especial. De fato, quando, ao mudarmos os parametros da teoria (como a tempe-



ratura), surge ou desaparece uma solugao classica, devemos considerar o problema
da interpolacao da série semiclassica nos diferentes regimes, algo que lembra o pro-
blema da conexao préximo a um ponto de retorno. Embora ja existam tratamentos
conhecidos para esse problema, apresentamos na segunda parte do capitulo 2 uma

forma simples de trata-lo, inspirada na teoria das catastrofes.

Para finalizar o capitulo, voltamos ao caso de um pocgo simples, porém conside-
rando o caso multidimensional. Como no caso unidimensional, serd possivel escrever
a série semiclassica em termos de um propagador completamente determinado pelo
setor classico. Entretanto, exceto em casos particulares — como aqueles envolvendo
potenciais centrais, é preciso conhecer toda uma familia de solugoes classicas para

construir esse propagador.

Todos esses resultados do capitulo 2 correspondem a desenvolvimentos anteriores
ao meu periodo de doutorado. O passo seguinte — a extensao dos resultados a

teorias de campos, foi o desafio desta tese.

Ap6s uma etapa de modelagem de um sistema fisico, os desenvolvimentos tedricos
nos conduzem recorrentemente a um problema matematico equivalente a uma equagao
diferencial. Os grandes avancos que a fisica experimentou nos ultimos séculos decor-
rem, em parte, de nossa crescente capacidade de lidar com esses objetos matematicos,
seja pelo estudo analitico de suas propriedades, seja por meio de calculos numéricos.
Nesse ponto reside a primeira grande dificuldade imposta a nossa proposta de ex-
tensao: as equagoes que surgem nas teorias quanticas de campos sao equacoes di-
ferenciais parciais. Tal classe de equacoes nao tem as propriedades das equagoes
diferenciais ordinarias — proprias da mecanica quantica — que sao essenciais para
a determinagao da série semiclassica a partir de seu setor classico. Isso significa que
nao ha uma extensao geral do que foi feito no capitulo 2 para teorias quanticas de
campos. Por outro lado, nada impede que haja classes de teorias de campos para as
quais a abordagem no formalismo de integrais funcionais nos moldes da mecanica
quantica seja 1util na construcao de uma aproximacao semiclassica sistematica. Os
trés capitulos que sucedem o capitulo 2 — disponiveis na literatura em trés artigos
independentes —, demonstram o éxito dessa construcao em trés classes particulares
de teorias de campos. Felizmente, essas classes incluem alguns dos potenciais mais
relevantes para a fisica, o que permitiu que ilustrassemos nossos desenvolvimentos
com as respectivas aplicagoes. Podemos dizer que tais desenvolvimentos possuem

uma linha de identidade com os trabalhos iniciais, completando-os, e justificam a



presente compilacao de trabalhos na forma de uma tese.

O capitulo 3 apresenta a aproximacao semicldssica para teorias de campos escala-
res com potenciais em sistemas com simetria transversal. Esse é o caso dos modelos
que estudam a interface de separacao entre duas fases de uma mistura binaria. Em
particular, a solucao classica serda funcao de apenas uma direcao e, consequente-
mente, as equagoes se simplificam. Utilizando os métodos do capitulo 2, obteremos
uma expressao simples para o propagador semiclassico e, com ela, obteremos a tensao
superfcial, o perfil e correlacoes na interface em um calculo que vai além da apro-
ximacao quadratica habitual. O procedimento utilizado reforca a possibilidade de
se escrever, ordem a ordem, as correcoes na aproximagao semiclassica em termos
do propagador. Detalhes do calculo dos diagramas de Feynmann correspondentes
as primeiras correcoes, bem como a renormalizacao da teoria, sao apresentados no
apéndice B. Paralelamente a énfase na construgao semiclassica, e fazendo uso de
sua simplicidade, aproveitamos para discutir mais demoradamente alguns aspectos

da fenomenologia das interfaces.

O capitulo 4 trata da expansao semiclassica em torno de solugoes classicas com
simetria radial. Tal como no caso da simetria transversal, temos um problema
essencialmente unidimensional. Portanto, podemos construir explicitamente o pro-
pagador das flutuagoes quadraticas usando uma expansao em ondas parciais e as
técnicas usuais do calculo de uma variavel para a direcao radial. Como exemplo,
o método simples que propomos permite uma construgao alternativa para o propa-
gador (sem massa) em torno do instanton, que deve ser comparado as construgoes
anteriores encontradas na literatura, fruto de elaborados argumentos matematicos
decorrentes da natureza particular do instanton. Além de ser geral, nossa abor-
dagem é colocada em um contexto que permite a utlizagao desse propagador para
o calculo sistematico de quantidades em uma aproximacao semicldssica no forma-
lismo de integrais funcionais. Na demonstracao da férmula para o propagador foi
necessario o uso de uma base conveniente de autofuncoes para o espago das fungoes
integréveis sobre a esfera S3. Nao encontramos uma tal base na literatura e, por
isso, for preciso construi-la explicitamente. Essas fungoes e algumas de suas propri-
edades sao discutidas no apéndice C. Esse apéndice contém também detalhes das

passagens algébricas do capitulo 4.

O capitulo 5 apresenta, pela primeira vez, uma aproximacgao semiclassica para as

quantidades termodinamicas de uma teoria quantica de campos. Por simplicidade,



nos concentramos no caso de campos escalares. Aqui, temos o problema técnico
associado as peculiares condigoes de contorno no tempo imaginario que varia no
intervalo compacto [—/3/2,3/2], sendo (3 o inverso da temperatura. Pelo fato de
o dominio ser compacto, havera infinitas configuragoes de minimo com agao finita.
Mostramos em um belo desenvolvimento matematico como chegar a uma expressao
simples, renormalizada, para a funcao de particao e a funcao de dois pontos em uma
aproximacao semiclassica. Mais uma vez, o ingrediente bésico dessa construcao é
um propagador semiclassico determinado por um par de solucoes linearmente in-
dependentes de uma equacao diferencial ordinaria. No apéndice D, apresentamos
um método para expressar de modo muito conveniente e sugestivo as solucoes dessa
equacao diferencial ordinaria. A obtencao de tais solugoes se resume, para os casos
relevantes, ao calculo de uma integral que deve ser feito numericamente. Alguns

detalhes técnicos tteis a esse capitulo também estao presentes no apéndice D.

Observe que os capitulos 3, 4 e 5, sdo baseados nos artigos: [41], [42] e [43].
Por esse motivo, sao apresentados de maneira auto-consistente, com introducoes,

motivacoes e conclusoes® préprias.

O capitulo 6 traz alguns comentérios finais e algumas propostas de temas em

conexao com a tese a serem investigados.

Finalmente, o apéndice A traz uma discussao do chamado potencial de Morse-

Rosen que serd utilizado em diferentes momentos do texto.

3Infelizmente, a notacao também muda bastante de um capitulo para o outro.
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A série semiclassica em mecanica

estatistica quantica

Neste capitulo faremos uma breve discussao do método semiclassico no contexto de
mecanica estatistica quantica. Os desenvolvimentos aqui apresentados tém por base
as referéncias: [37] (segoes 2.1-2.3), [38] e [39] (secOes 2.4 e 2.5) e [40] (segao 2.6 e
2.7).

2.1 Teoria geral para potenciais do tipo poco sim-

ples

2.1.1 A série semiclassica em termos do propagador semiclassico

Utilizaremos, sem demonstrar, a expressao em termos de integrais de caminho para
a funcao de particao® de um sistema unidimensional que consiste de uma particula
de massa m na presenca de um potencial V(x) em equilibrio com um banho térmico
a temperatura 7" = 1/ no formalismo da mecanica quantica. Ou seja, partiremos
de

00 z(Bh)=xo
2(8) = / do / D] e=Slel/n. (2.1)

(0)=w0

'Para deducdes dessa expressio, ver as referéncias [19, 20, 23].



onde

S[x]:/oﬂth %m(j—i)Q—l—V(x(t)) | (2.2)

A expressao (2.1) nao contém aproximagoes e, em resolvendo a integral que a de-
fine, obtemos exatamente as propriedades termodinamicas do sistema em questao.
Entretanto, nao é possivel resolver essa integral, em geral, sem recorrer a algum
tipo de aproximacgao. Na verdade, ao propor um esquema sistematico de apro-
ximagao, como uma série perturbativa, estamos quase sempre dando um significado
a expressao (2.1). Uma classe de abordagens propoe uma expansao na constante
de acoplamento; a abordagem semiclassica corresponde a uma expansao em um

parametro envolvendo a constante A.

Na aproximacgao semiclassica, incorporamos flutuacoes térmicas e quanticas a des-
cricao classica, tendo-se, como ponto de partida, uma ou mais solucoes da equagao
de movimento euclideana. O carater euclideano é de crucial importancia: primeiro,
por que privilegia as solugoes cldssicas que sao minimos globais da acao (a contri-
bui¢do dos minimos locais & eq. (2.1) é exponencialmente suprimida); além disso,
as equacoes de movimento sao analogas as de um problema mecanico cujo poten-
cial é menos o potencial fisico. Todas essas caracteristicas reduzem enormemente
o numero de solugoes classicas relevantes. Nos exemplos especificos que analisare-
mos — o oscilador harmonico e o potencial quéartico — apenas uma solucao classica

existe quando a posigao inicial (identica a final) e o tempo de percurso estao fixos.

Para fazer a expansao semiclassica de (2.1) é conveniente definirmos as seguintes
quantidades adimensionais: ¢ = x/xy, 0 = wyT, © = Bhwy, U(q) = V(znq)/mwi 2%
e g = h/mwyri, onde wg,l e xrny sao escalas naturais de tempo e distancia, respec-
tivamente. Em termos dessas quantidades, escrevemos a funcao de particao da

seguinte maneira:

e o] Q(G):%
7(0) = / dao / Dyl e~ laVs, (2.3)
—00 q(0)=qo

= [ a3+ viao)]. (2.4

onde o ponto denota diferenciacao com relacao a 6.

O procedimento para gerar a série semiclassica para Z(0) é:

(i) encontrar os minimos ¢. da acao euclideana, i.e., as solugdes cldssicas estéveis
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da equacao de Euler-Lagrange sujeitas as condicoes de contorno? indicadas;
(ii) expandir a acao euclideana em torno dessas solugoes classicas;

(iii) obter o propagador semicldssico na aproximagao que leva em conta apenas

termos quadraticos na expansao da agao;

(iv) usar o propagador semicldssico para calcular perturbativamente as contribuigoes

em ordem superior a aproximacgao quadratica.

Por questao de simplicidade, nos restringiremos a andlise de potenciais do tipo
pogo simples, duplamente diferencidveis e tais que U’(¢) = 0 somente no minimo
de U, que admitiremos estar na origem [veja figura 2.1]. Isso garante que, dados
¢o € O, haverd uma tnica® solucao cldssica que satisfaz as condicoes de contorno.
Por ser um minimo da acao, o peso da solugao cléssica, exp —I[q.]/g, serd o maior
dentre as trajetérias na integral em (2.3). A idéia contida no roteiro (i) — (iv)

4 a uma trajetéria ¢ que difere muito da

descrito acima é: trajetorias proximas
solugao cléssica contribuem pouco para a integral de caminho; assim, nao erraremos
muito se substituirmos exp —/[¢|/g por algo também pequeno, embora simples de
integrar. Note que, com esse procedimento, continuamos a integrar sobre todas as

trajetdrias inicialmente contidas em (2.3), e nao apenas sobre as flutuagoes pequenas.

A equagao de Euler-Lagrange:
G—dU/dqg =0, (2.5)

sujeita a condi¢ao de contorno: ¢(0) = ¢(©) = qo, descreve o movimento de uma

particula no potencial menos U. Sua integral é

¢ =U(q) — Ulq), (2.6)

N| —

onde ¢; indica o ponto de retorno do movimento, que é tunico para o potencial

2Utilizaremos nesta tese a expressao “condicdo de contorno” também para a varidvel temporal
T.

3Potenciais com mais de um minimo exigem um tratamento envolvendo mais de uma solucéo
classica para certas escolhas de ¢y e ©. Esse fenomeno serd analisado ainda nesse capitulo, na
secao 2.4.

4Em alguma norma no espaco das funcdes.
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qo qt

Figura 2.1: A curva em linha cheia é o esbogo de um potencial invertido do tipo pogo simples.
Em cinza, estd indicada a curva correspondente a solugao cldssica. Ela comeca (7 = 0) em qo,
passa em T = ©/2 por ¢; e termina (7 = ©) novamente ¢p.

invertido [ver figura (2.1)], e dado implicitamente por

qt
@:2/ dq__ (2.7)
q0

v(q, q)

onde v(q,q') = sign(q’ — q)\/2[U(q) — U(¢')]. A equagio (2.7) é uma consequéncia
da integral de (2.6). Assim, para um pogo simples, dados ¢y e ©, o caminho cléssico
sai de qo, em 6 = 0, passa por ¢; = ¢:(qy,©), em 6 = ©/2, e retorna a gy em 6 = O.
(Note que sign(g:) = sign(qo).)

A acao classica para esse caminho cldssico tem uma expressao simples em termos

de seu ponto de retorno:

qt

o) =0V +2 [ davla.a). 29
q0

onde usamos (2.6). O primeiro termo em (2.8) corresponde ao limite de alta tempe-

ratura de Z(0), onde o caminho cldssico colapsa a um ponto: (¢ — o). O tltimo

termo sera pequeno para potenciais que variam pouco ao longo de um comprimento

de onda térmico: \ = hy/[/m. Entretanto, diminuindo-se a temperatura, ele sera

mais importante e introduzira efeitos quanticos.

Seguindo os passos do método semiclassico, é preciso fazer uma expansao da

acao em torno de seu valor na solucao cléssica. Escrevendo: ¢ = ¢. + 1, com
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n(0) = n(0) = 0, obtemos:

Ilq] = I{g.] + I2[n] + o1 [n], (2.9)
onde
1 © -2 " 2
Bi =3 [ a0 {iP6)+ U O)P )} (2:10)
© S 0 ©
5][77]5/0 d@éU(@,n):Z%/o do U™ [q.(0)] n"(6). (2.11)

Substituindo a decomposi¢ao (2.9) em (2.3) e usando a definigdo de exp —01/g em

série de poténcias, teremos

oo n(©)=0 1 I m
Z(0) = / dqo 6—T[qc}/9/ [Dn] e~ 201/ Z — (_5—[77]) , (2.12)
- n

00 (0)=0 0 m! g

A soma em (2.12) é dada explicitamente por

0 \m M 0 e
S ST o [ v aeme)| . e

m=1 j=1 |n;=3 """

’

E simples verificar que, mudando a ordem da soma e das integragoes, a funcao de

particao fica dada em termos de quantidades tais como

n(©)=0

(n(6) - -n(64)) = / Do 00N p(0,) g(B).  (2.14)

(0)=0

Essas integrais se escrevem naturalmente como derivadas funcionais do seguinte

funcional gerador:

Z[J] = /n(G):O (D) 675{12[07937]*%@ d6 J(0) 77(9)}' (2.15)
n(0)=0
De fato,
55 Z[J]
e =g" : 2.1

Assim, a funcao de particao Z fica determinada se conseguirmos calcular o funcional
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gerador Z. Para calcula-lo, definimos:
e
06) =0+ [ d'G(0.0) 50, (217)
0
onde 7(0) = 7(0©) =0, e G(0, ) satisfaz:
92
{—@ - U”[ch)]} G0.0) = 50— ),  G0.0) =G(6,0) =0. (218)

Substituindo (2.17) em (2.15), e notando que [Dn] = [D7], obtemos

Z[J] = A~V? o5 Jy 0[5 d8" J(6)G(0.6") T(6) : (2.19)
com
7(©)=0 )
A-12 _ / [Dif] e~ 20/9 (2.20)
i(0)=0

onde A é o chamado determinante de Van Vleck, comumente chamado de determi-
nante das flutuagoes. A integral de caminho em (2.19) é obtida usando métodos das

referéncias [3, 44]. Obtemos para o determinante:
A = 27gQ(0,0), (2.21)

onde
Q0,0) = 0, (0) mp(0") — 1a(6") m(6) , (2.22)

e, por sua vez, as fungoes 7, e 1m, sao duas solugoes linearmente independentes da

equacao homogénea:
0n "
8 [QC(H)]n 0. (2'23)

Portanto, usando (2.21) chegamos a expressao:

<77(01) e ’r](Qk» =9 i17‘9i2) T g(eik—17 0%)? (2‘24)

1
kj2 - g 0
V2mg (0, ©) ; (
se k é par, e zero, se k é impar. ), denota a soma sobre todos os possiveis
pareamentos de 0;;. Finalmente, substituindo (2.24) em (2.12) e (2.13), obtemos a
série semiclassica para a funcao de particao em termos do propagador G, que ainda

precisa ser obtido.
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2.1.2 O propagador semiclassico em termos da solugao classica

Construiremos a fungao de Green da equagao (2.18) utilizando um método elementar
encontrado na literatura[45, 46]. Primeiramente, pela defini¢ao da delta, nas regices
0 >0 et >0 atfuncao de Green sera solugao da equacao homogénea (2.23). Por-
tanto, em cada uma dessas regioces, G é alguma combinacao linear de duas solucoes
independentes de (2.23):

G0,0") = arm(0) +asna(0), quando 6 > 6’ (2.25)
e, analogamente,
G(0,0") = bym(0) +bama(0), quando 6 >0 . (2.26)

Tentaremos construir uma funcao de Green continua® em 6 = #'. Integrando a

equagao (2.18) na varidvel 6 no intervalo (0" — €, 6" + €), obtemos:

0'+e 52 0'+e
[ mseow s [ uwicenm =1 @)
0'—e 6’ —e

Resolvendo a primeira integral e usando que a segunda derivada do potencial e a

solugao classica (além de G, por hipdtese) sao fungoes continuas, obtemos:

_ gg(@)g')

0 , o
%g(g,g) 59 =—1. (2.28)

0=0"+¢ 0=0"—¢

Usando essa relagao e a continuidade de G, determinamos dois dos coeficientes

ai, as, by e by. Ficamos com

m1(0)n2(0") — ma(0)m: (6) 0> 0)

g(@, 0/) - 51771 (‘9) + b27]2(0) - W(Q/)

e

G(6,6") = bim(0) + bana(6) 0 >0) , (2.29)

5Nao temos garantia de que uma, tal solucdo exista. Porém, j4 podemos ver que se G nao fosse
continua, o termo em derivada segunda de G traria uma contribuicao proporcional a derivada da
delta, o qual ndo estd presente em (2.18).
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onde

dns dny

W=ty g

(2.30)
e é conhecido como o wronskiano do par ordenado de solugoes (11, 72). E muito
simples verificar que, para a equacdo (2.18), W é uma constante. De fato, basta
diferenciar a equacao de definicao do wronskiano e usar o fato de 7, e 7y serem
solugdes de (2.23). Finalmente, as condi¢oes de contorno determinam completa-
mente os coeficientes em (2.29). No caso das condigoes de contorno que aparecem

em (2.18), podemos escrever a fungao de Green de maneira compacta:

£(0,0<) (6, 0)

9(0,0') = Q(0,0) ’

(2.31)

onde 0. (0~) = min(max){6, '} e Q foi introduzido em (2.22).

Expressoes explicitas para 7, e n, em termos da solucao cléssica podem ser obtidas.
De fato®, diferenciando (2.5) com respeito a 6, vemos diretamente que 1, = ¢. satisfaz

a eq. (2.23). Para a segunda solugao, tomamos 7, = . @, onde @ é definido por

[% !
@@=@®+Aqﬁq, (2.32)

para § < ©/2, Q(0) = —Q(O© — 0) para § > ©/2, e Q(0) é escolhido de modo que 7,
seja continuo em 6§ = ©/2.

Assim, demonstramos o ponto central de todo o procedimento: como obter o

propagador semiclassico a partir da solugao classica.

5Um outro modo de obter 7, e ny seria seguir o procedimento introduzido por Cauchy|[28, 29], e
diferenciar a solugao cldssica g.(f) com respeito a qualquer um de seus dois parametros, relacionados
as suas duas constantes de integracao. Esse procedimento serd usado na secao 2.6.1.
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2.1.3 A aproximacao semiclassica quadratica

A partir da acdo cldssica e do determinante de Van Vleck’, definimos
Z5(0) = / dgo e~ Tael/a A=1/2 (2.34)

como a aproximagao quadratica para Z. Para fazer a integral sobre gy é preciso
escrever I[q.] e A somente em termos de gy (e ©), mas, exceto em casos isolados,
isso nao é tarefa facil. Geralmente, é muito mais simples escrever essas quantidades
em termos de ¢; [ver equagao (2.6)], e assim é natural trocar gy por ¢; como variavel

de integragao em (2.34). Fazendo isso, é possivel mostrar que

1 a4 U’ A1/2 7P
Z5(0) = —— dg: L e 1lael/g = / dg: D(¢;, ©) e 1lal/g (2.35)
47Tg do U(q()? Qt)

de

onde g3 = limg, 400 ¢:(q0, ©).

2.2 Aplicacao: o oscilador anarmonico quartico

(pogo simples)

Nesta secao, aplicaremos o formalismo desenvolvido nas primeiras segoes a teoria

com o seguinte potencial:

1 1
V(z) = 3 mw?z?® + 2 Azt (2.36)
Escolhendo wy = w e xy = \/mw?/\, e introduzindo as quantidades adimensionais
da segao (2.1), temos g = A\i/m?w? e
1

1
Ulq) = =q¢*>+ = q¢* 2.37
(9) 54 74 (2.37)

"Usando as solugoes 7, e 1, construidas na segio anterior é possivel mostrar, a partir de (2.21),
que

_ 4rg[U(qr) —U(qo)] (0O
A= U'(qt) (8Qt>qo . o
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Integrar (2.6) leva a [47, 48]

q.(0) = g nc(ug, p) (2.38)

onde nc(u, pt) = 1/cn(u, ) é uma das doze fungoes elipticas de Jacobi®[47, 48, 49], e

© 24 ¢?
u9:\/1+q§<9—§), U= =t (2.39)

2(1+q7)
A relagao entre ¢y e ¢ é obtida tomando-se # = © em (2.38):
9o = 4c(©) = g ncue. (2.40)

A agao do caminho classico (2.38) é

|qol
e =0U(@) +v2 [ da\/(@+a +2)(a — ab). (2.41)

lqt|

Fazendo a integral [Ref. [47], féormula 3.155.6] e trocando ¢y pela expressao no lado
direito de (2.40), obtemos

1 1 4 1
Ilg] = © (—thJr—CJf) +—{—\/1+th {E(so@,u)Jr—thu@}

2 4 3 2

1 1
+ snueg (1 + 5 th DCQU@) \/1 + 5 qt2 (1 + HC2U/@)} , (242)

onde E(p, 1) denota a integral eliptica do segundo tipo e py = arccos|q.(0)/q] =

arccos(cn ug).

Para a construgao do propagador semiclassico quartico precisaremos das relagoes:

Na(0) = Ge(0) = q; /1 + g7 sn ug dn ug nc’uy (2.43)

8Qutras fungoes elipticas de Jacobi usadas nessa tese sdo sn e dn. Em [47] usa-se a notagao k2
no lugar de p. Em geral omitiremos a dependéncia em p nas fungoes elipticas de Jacobi.
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e
0) = ¢21+¢)%? (1 L L e
QW) = ¢ (1+gq) _E Ug + E— (©o, 1)
cn ug dn ug 9 CIl Ug SN Uy
- —-1)——> 2.44
SN Ug +(n ) dn uy } ( )

Podemos, entao, obter n, = ¢. Q e, assim, a fungao 2, dada por (2.22). Finalmente,

usando (2.31) obtemos o propagador desejado.

O determinante das flutuagoes pode ser calculado com a expressao (2.20), obtendo-

se:

4tk sn’ugdn’ug [1— p? 2u% —1

A = ug + E Yo,
mw /14 ¢? cntug | 1 p? ( )

cnug dnug 9\ S Ug CN Ug
—— + (1 - _— 2.45
sn ug * ) dnug ( )
Para a expansao em série da fungao de partigao (2.12), precisaremos de
3, 1 4

4

obtida a partir de (2.11). Portanto, devemos considerar nao apenas o vértice quartico
usual, mas também um termo cibico que depende do tempo. Com isso, comple-
tamos os ingredientes necessarios para escrever a série semicldssica para qualquer
correlacao. Na proxima subsecao, nos concentraremos no primeiro termo da série

(2.12) para Z, que corresponde a aproximacao quadratica.

2.2.1 Casos limites da aproximacao quadratica

A expressao (2.35) pode ser usada para calcular Z»(©) numericamente para cada
valor de ©. Contudo, certos casos limites podem ser calculados analiticamente
e ¢ instrutivo considera-los primeiro, re-obtendo alguns resultados conhecidos que
servem como testes de consisténcia. Esses casos sdo: (1) o oscilador harmonico

(g — 0), (2) altas temperaturas (© — 0), e (3) baixas temperaturas (0 — o).
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Oscilador harmonico

Como V (z) = %mw2x2 quando g = 0, obtemos a funcao de particao do oscilador
harmoénico no limite g — 0. Nesse limite, é possivel fazer a integral (2.35) usando o
método de ponto de sela. Para isso, precisamos apenas do primeiro termo nao-trivial
da expansdo em série de I[q.] e de D(q;, ©). Fazendo cuidadosamente essa expansao,

obtemos o limite esperado para a funcao de particao:

P (@) g—0 oo 67(1/29) ¢? sinh ® J 1 (2 47)
: - /—oo \/4rg tanh(0/2) “=3 sinh(©/2) '

Limite de altas temperaturas

A temperaturas altas, temos:

Ila] = ©U(q) + 0(6?) (2.48)

D(q;,©) = [4mgtanh(6/2)]7* + O(¢?) . (2.49)

ﬁ_)o s 27?712 / dx e V@), (2.50)

com V(z) e U(q) definidos em (2.112) e (2.37). Esse é claramente o limite classico

para a fungao de particao com um pré-fator que incorpora flutuacgoes quanticas.

Nesse limite, segue que

Limite de baixas temperaturas

Na expansao de (2.35) a baixas temperaturas, podemos ignorar termos como © U(¢;)
e qiue em (2.42), uma vez que ambos se comportam como © e ©. Entretanto, é
preciso ter cuidado com a combinagao ¢? nc’ug (= ¢3), pois ela cresce rapidamente
com ¢; (em realidade, diverge quando |g| tende a ¢d)e, portanto, nao pode ser

tratada perturbativamente.

Deixando essa combinagao intacta em (2.42), mas usando as aproximagoes citadas,
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obtemos:
4
Ige] = 3 +0(©e9). (2.51)

1 3/2
(1 + 3 qa nc2u@) —

A anélise de D(¢, ©) é muito mais simples. Podemos simplesmente aplicar o limite

© — oo de (2.49), que foi obtido sob a hipdtese que ¢ < 1. Juntando tudo,

chegamos a:

3/2
. 9-0/2 oo exp{—% [(1 + %qg) 2 _ 1}}

dqo
VI e T 1t (14144 )

2.2.2 A energia do estado fundamental e o calor especifico

(2.52)

Podemos aplicar a aproximacao semiclassica quadratica para obter a energia do
estado fundamental e a curva do calor especifico como funcao da temperatura. Essas

duas aplicagoes vao nos dar informacgoes sobre a utilidade da aproximacao.

Podemos comparar (2.52) com o comportamento esperado para o limite de baixas
temperaturas da funcdo de particio: Z(0) ~ e=©%) (onde £o(g) = Fy(g)/hw é a
energia adimensional do estado fundamental). Vé-se que £¢(g) = 1/2, indicando que
a aproximacao quadratica ¢é insuficiente para produzir correcoes a energia do estado
fundamental do oscilador harmonico. Por outro lado, lembrando que a funcao de

particao pode ser escrita como

Z(@)Z/ p(©;4,q)dg, (2.53)
onde
p(©:4q,q) Ze O | ()2 O= €70 [ (q) 2 (2.54)

¢é o elemento diagonal da matriz densidade, podemos extrair a raiz quadrada do in-
tegrando em (2.52) como uma aproximagao para a fungao de onda nao-normalizada
do estado fundamental. Para testar a acuracia dessa aproximacao, calculamos os va-
lores esperados da energia para alguns valores de g e comparamos com os resultados
de alta precisao encontrados na literatura. Como mostra a tabela 2.1, a energia do
estado fundamental calculada com essa funcao de onda semiclassica difere do valor

exato apenas por menos de 1%, mesmo para valores de ¢ da ordem de 2
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g  Ep(semicldssico)® Ey(exato)® erro(%)

0.4 0.559258 0.559146 0.02
1.2 0.639765 0.637992 0.28
2.0 0.701429 0.696176 0.75
4.0 0.823078 0.803771 2.40
8.0 1.011928 0.951568 6.34

“(po|H|po)/{PolPo), onde ¢o(qo) é a raiz quadrada do integrando da eq. (2.52).
®Valores colhidos na ref. [50].

Tabela 2.1: Energia do estado fundamental do oscilador anarménico para diferentes valores de
g(hi=m=w=1).

Outro problema concreto que pode ser tratado é o calculo do calor especifico do

oscilador anarmonico. Ele pode ser escrito em termos de Z como:

1 07 1 07\*2
7 002 7 00

Essa expressao foi calculada para alguns valores de © e para constante de acopla-

C =0? : (2.55)

mento igual a ¢ = 0.3. O resultado esta ilustrado na figura 2.2 em comparagao
com resultados de alta precisao, bem como com as curvas do calor especifico para
o oscilador anarmonico classico e para o oscilador harmoénico. Como esperado, os
resultados se aproximam no limite de altas temperaturas mas, ao contrario da curva
classica, a curva semiclassica é qualitativamente correta também a baixas tempera-

turas, caindo a zero quando T — 0.

Esse resultado, junto com a estimativa para o estado fundamental obtida anterior-
mente, mostra que a aproximagao quadratica funciona bem, sendo bastante acurada
a altas temperaturas e ainda confidavel a baixas temperaturas. Na proxima se¢ao

discutimos as razoes desse comportamento.

2.3 Correcoes a aproximacao quadratica

Nesta subsecao, calcularemos a primeira correcao a aproximacao quadratica, que
corresponde ao termo com m = 1 em (2.12), usando (2.46) em (2.11). Essa corregao

envolve a integral:

© 1
[ at |aoriro)+ § wen]. (2.56)
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Usando (2.24), obtemos que a integral acima é dada por:

3, 1 © 2
1’ ¢47rgq'z<o>@<o>/o W >

({(n®) se anula e o fator 3 vem das trés possibilidades de pareamento dos quatro 7
em (n*).) Substituindo (2.57) em (2.35) e mudando a varidvel de integragio de qq

para q;, temos

+

de
Z(0) = / dg; D(q;, ©) e~ 1lacl/g 1 —gai(q,0)+..], (2.58)
9o
onde
3 [©
(1, ©) = Z/ 40 G2(0,0). (2.59)
0

Apesar da forma compacta de G(6,0), ndo é ficil o calculo de a;(g;, ©). Contudo,
podemos estimar a magnitude desse termo sem muito esforco. De fato, pode-se

mostrar que G(6, 0) obedece a seguinte desigualdade:

0(6 — 0)

G(0,0) < 5

(0<6<0O). (2.60)

Portanto,
3

< —.
— 40

Isso mostra que, no caso do oscilador anarmoénico quartico, a aproximacgao quadratica

a1(q:, ©) (2.61)

para a funcdo de parti¢do, dada pela equagao (2.34) ou (2.35), pode ser usada com
confianca sempre que a condigao g©%/40 < 1 for satisfeita; isso concorre para o
sucesso da aproximagao quadratica mostrado anteriormente em comparagao com

dados numéricos.

O préximo termo da expansao para Z(©) tem um pedago com um fator g e outro
com um fator g?. O primeiro vem do produto de (%) ~ ¢ com o fator global g~2,
enquanto o tltimo envolve (n®) ~ ¢g*. Essa é outra indicacao de que nio estamos

lidando com uma série perturbativa.
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0.8

0.61

0.4

Figura 2.2: Calor especifico (em unidades de kp) versus temperatura (I = 1/3hw) para o
oscilador harménico unidimensional (tracos longos) e para o oscilador anarmdnico quértico (pogo
simples): resultado cldssico (tragos curtos), aproximacao semicldssica (circulos) e cdlculo baseado
no método WKB (linha cheia). Usamos g = h\/m2w? = 0.2.

2.4 Potenciais com mais de um minimo

Até aqui consideramos, por simplicidade, apenas potenciais do tipo pogo simples.
Deixamos de lado, por exemplo, potenciais como o da figura 2.3, usados em diversos
modelos fenomenoldgicos[51]. Na aproximagao semicldssica desses potenciais, de-
verfamos, em principio, simplesmente somar sobre todas as solucoes classicas. Na

aproximacao quadratica, obteriamos:

N [e.e] .
ZQ(@)EZ/ dgo e "1@/IN=1/2 (2.62)
j=1+ 7o

Entretanto, diferentemente do caso de um poco simples, a quantidade N de solugoes
classicas — minimos da acao euclideana I — depende, em geral, de ¢y e 5. Na
fronteira que separa regioes com diferentes quantidades de minimos — uma céustica
—, as expressoes na aproximacao semiclassica divergem devido ao anulamento do
determinante de flutuagoes em torno do minimo que surge (ou desaparece) ali. Essa

divergéncia ¢é, entretanto, um artefato da aproximacao semiclassica e pode ser devi-
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damente tratada, como faremos nesta sec¢ao.

Como o problema das causticas surge em outros contextos em fisica, é instrutivo
ver de que forma esse problema aparece e é tratado. Em Optica, causticas ocor-
rem sempre que raios de luz coalescem. Assim, eles separam regioes com diferentes
numeros de extremos (os raios de luz) da distancia dptica (o andlogo da agao). Para
se ir além da 6ptica geométrica, é preciso levar em conta flutuacoes em torno desses
raios de luz. Mais uma vez, singularidades surgem quando se calculam flutuagoes
quadraticas sobre as cdusticas. Algumas maneiras de evitar esses problemas foram
desenvolvidas[52, 53, 54, 55, 56]. Devido a tradicional analogia entre éptica ondu-
latoria e mecanica quantica, as técnicas envolvidas sao similares as usadas para se
obter férmulas de conex@o na aproximagao WKBJ[18]. Essencialmente, essas técnicas
consistem em substituir uma ou mais integrais de Fresnel na aproximacao de fase
estacionaria pela chamada integral de difracao, cuja forma é especificada pela clas-
sificagdo de cdusticas de acordo com a teoria das catéstrofes[57, 58]; no caso mais
simples, é uma integral de Airy. Um procedimento geral foi também desenvolvido na
formulacao de integrais de caminho da mecanica quantica[59]. Poderiamos aplicar
esse formalismo, mas as caracteristicas de nosso contexto permitem um tratamento
mais simples e direto. De fato, pela natureza euclideana da integral de caminho,
somente minimos da acao sao considerados na aproximacao semiclassica; pontos de
sela sao descartados. Por exemplo, no caso do potencial de poco duplo que analisa-
remos, apenas um unico novo minimo local é introduzido no espaco das funcoes a
medida em que as varias catastrofes acontecem ao mudarmos a temperatura; como
esse minimo ja aparece na primeira catastrofe, ele é o inico que precisaremos con-

siderar.

As causticas aparecem também quando se tenta descrever o decaimento de estados
metaestaveis em sistemas de mecanica estatistica quantica fora do equilibrio. O
sistema tem uma particula em um potencial com um minimo local separado por meio
de uma barreira de uma regiao na qual ele ¢é ilimitado inferiormente. O fendmeno
das causticas estd associado a transicao do regime classico para o regime quantico
da taxa de decaimento [60, 61, 62]. Prescrigoes gerais para lidar com essas cdusticas
também foram desenvolvidas[62, 63, 64]. Nosso caso novamente traz simplificages

pelo fato de analisarmos um sistema em equilibrio.

Métodos variacionais (por vezes combinados com técnicas perturbativas) vém

sendo empregados[65, 66] com sucesso em aplicagoes de fisica da matéria conden-
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q0 qt

Figura 2.3: Esbogo de um potencial invertido do tipo pogo duplo. Em cinza, estd indicada uma
curva correspondente a uma solugao classica. A cruz indica a solugao que fica parada no fundo do
pogo (para outro valor de qq).

sada. Existem também trabalhos anteriores sobre a aproximagao semicléssica para
o potencial de duplo-poco a temperatura finita[35, 36]. Nossa abordagem comple-
menta e estende esses estudos dando uma receita explicita para se lidar com as
causticas e abrindo caminho para uma comparacao com resultados numéricos de

outros tratamentos.

2.4.1 Aproximacao semiclassica aprimorada

Analisando um potencial do tipo pogo simples, como o da figura 2.1, percebemos
que s6 ha uma maneira de sair de ¢y e voltar a ¢g. Analisando agora o potencial da
figura (2.3), podemos visualizar outras possibilidades. Comecemos pela andlise do
caso em que g € o fundo do pogo. H4, é claro, a solugao constante: ¢(7) = qo. Além
dessa existe uma que escala o potencial pela esquerda e retorna ao fundo no tempo
©. Analogamente, existe uma simétrica, saindo para a direita. Outra possibilidade
seria sair para a esquerda, passar pelo fundo, subir a direita e voltar ao fundo no
tempo ©. No caso em que gy estd no pogo mas nao em seu fundo, nao existe a

solucao constante, mas passa a haver a possibilidade de solucoes periddicas.

Diante da possibilidade da existéncia de mais de uma solugao cléssica é preciso
saber, para cada par (qp,®), quantas solugoes existem e qual ou quais solugdes
correspondem a minimos globais da agao, ou a pontos de sela com uma direcao

instavel, com duas diregoes instaveis, etc.

Quando cruzamos uma caustica, uma trajetéria cléssica é criada ou anulada. O
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aparecimento das solucoes para um potencial como o poco duplo obedece a seguinte
estrutura de causticas [ver figura 2.4]: para valores pequenos de © héd apenas um
minimo global (a solugao parada no fundo do pogo ou a solugdo andloga a do pogo
simples); apds cruzar a primeira cdustica, esse minimo global se divide em trés
solugdes cldssicas: um ponto de sela simples (com uma diregdo instdvel) e dois
minimos simétricos globais; na segunda caustica, o ponto de sela simples se divide
novamente em trés solugoes: um ponto de sela duplo (isto é, instavel em uma segunda
dire¢do no espago das fungoes) e dois novos pontos de sela simples; na terceira
caustica, o ponto de sela duplo se divide em um ponto de sela triplo e dois pontos

de sela duplo; e assim por diante.

Precisamente sobre a caustica pode-se mostrar que o menor autovalor do operador

2

— =gz T U"1ac(0)] (2.63)

se anula e, portanto, o determinante de Van Vleck A também se anula. Como
consequéncia, a aproximagao semicldssica apresenta problemas ja em ordem mais
baixa [ver a expressdo (2.34)]. Esse problema pode ser remediado mantendo-se
flutuagoes além da aproximacao quadratica no subespaco gerado pelo autovetor
associado ao autovalor que se anula. Em vez de (2.62), teremos (no caso de apenas

um minimo global):

7,(0) = / dgo e 14V F (2.64)
onde o 4 V( )
Qo ) _\—1/2
exp [ — =\ F 2.65
e p( ‘ ) 0 (2.65)
e
1 Mo
V(ao) = 5 doag + > - ol ap. (2.66)
n=3

O inteiro M ¢é o menor inteiro par tal que C’én) seja positivo para todos os valores
de go e ©. Com isso, a integral em (2.65) é bem definida mesmo quando \g se
anula. Entretanto, esse procedimento nao é conveniente, pois na pratica precisamos
encontrar A\g e ¢o(#), o que nao é simples, em geral. Por isso, passamos agora a

descrever um procedimento alternativo.
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0 05 0 0.5 1

Qo

Figura 2.4: Estrutura de cdusticas para o duplo-pogo quértico

2.4.2 Tratamento alternativo das causticas

Vamos admitir que M = 4 na equagao (2.66); este é o caso para o potencial quértico
com um pogo duplo que discutiremos em seguida. Entao, a “acdo efetiva” A(ag) =

S[®mg] + V(ap) para o modo “critico” ¢y é um polindmio do quarto grau em aj.

Baseado na estrutura dos minimos que vimos, vamos admitir por um momento
que A tenha trés extremos: um minimo global em ay = 0, um méximo local em
u > 0, e um minimo local em v > w. Isso nos permite escrever A(ay) como

1

1 1
A(ag) = S[tmg] + 5 U a — 3 (u+v)aj + 1 ag (2.67)

(pode-se verificar facilmente que A’'(0) = A'(u) = A'(v) = 0).
Agora devemos relacionar «, u, e v a quantidades calculaveis. Fazemos isso im-
pondo que A(v) = S[zm] e A(u) = S[zps|, onde zmi(7) € zps(7) sdo o minimo local

e ponto de sela de mais baixo valor da acao, respectivamente. Teremos:

Slzm] — Slrmg] _ A(v) — A0) _ £(2-¢)
Slaps] = Slomg]  Alu) — A(0) 261"

(2.68)

onde £ = v/u. Segue da definicdo de Zyg, Tm € Zps que 0 lado esquerdo de (2.68)
pertence ao intervalo [0, 1]. Um grafico do lado direito da mesma equac¢do mostra

que (2.68) possui uma unica solugao real em 1 < ¢ < 2.

Uma vez determinado &, podemos fixar outra combinacao de parametros, a saber
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Figura 2.5: qo(qi,©) [eq. (2.40)] para © = 2.0 (linha cheia), © = 7 (linha com tragos curtos),
e © = 4.5 (linha com tragos longos). Para © < 7 essa fungdo ¢é univoca. Para © > 7 e |qo]
suficientemente pequeno, hd trés (ou mais) valores reais de ¢ correspondendo a um dado go.

au -

=
Il

Slpe] — Slame] = Au) — A(0) = 15 (26— 1). (2.69)

Podemos reescrever (2.67) como A(ag) = S[Tmg| + Vs(ao/u), onde

1 1 1

V() =p |62 — - (1+6) 2+ =24, (2.70)
2 3 4

O parametro u que ainda precisaria ser determinado pode ser suprimido por uma

mudanca de varidvel de integracao. Obtemos, finalmente:

F= \/%/Z dz exp <—V‘°’T(Z)) : (2.71)

O caso em que S tem apenas um extremo pode ser analisado da mesma maneira.
Nesse caso, A’(ap) tem uma raiz real (ap = 0), correspondendo ao minimo x4 (7) de
Slz], e um par de raizes complexas conjugadas: w e w*, correspondendo ao par de
trajetérias complexas zy.(7) e @i (7). Agora, temos: A(ag) = S[Tmg] + Vi(ao/|wl|),
onde

1 2

1
Vi(z) = x 5 22— 3 (cos @) 2° + 1 2 (2.72)

com x = a|w|* e ¢ = arg(w). Identificando A(w) com S|z.], obtemos

S = Slrmg] = 75 (267 =€), (2.73)

de onde calculamos x e ¢. Finalmente, identificando Vi (ag/|w|) com V(ag) obtemos
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15
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©

Figura 2.6: p(0,0) vs. © para g = 0.3. A aproximacao semicldssica usual é a linha tracejada e a
aprimordada ¢é linha cheia.

Ao = x/|wl|?, que nos leva (apés uma mudanca de varidvel de integragao) a

F = \/% /_Z dz exp (—Vligz)) : (2.74)

2.5 Aplicacao: o oscilador anarmonico quartico

(pogo duplo)

De (2.20), vemos que ha duas maneiras de o determinante se anular: (i) quando
(0q0/0qt)e = 05 (ii) quando U(qp) = U(g:). Uma andlise qualitativa da equacao de
movimento mostra que, na borda entre as regioes com N =1 e N = 2 do plano
(g0, ©), o determinante se anula por (7). Resolvendo a equacao (9qy/0¢;)e = 0 para

gy e substituindo o resultado ¢;(©) em (2.40), obtemos a curva inferior da figura 2.4.

Para ilustrar o funcionamento do método, vamos analisar o que se passa com a
primeira caustica. Quando gy = 0 e © < 7, a tnica solugao real de (2.40) é ¢, = 0

(ver a figura 2.5). Nesse limite, obtemos para a aproximacao semicldssica usual:

(2mg sen ©) ™2 exp (—%) (0 < ). (2.75)

Essa expressao exibe claramente uma divergéncia quando © — 7.

Para © > 71 h4 trés solugoes: ¢, = 0, correspondendo a solugao ¢.(#) = 0 (que é

agora um ponto de sela simples), mais um par de solugoes localizadas simetricamente
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0.2 T T T

Figura 2.7: p(qo,qo) vs. go para © = 7. A aproximacao semicldssica usual é a linha tracejada e
a aprimordada é linha cheia.

com relagao a origem, e que correspondem ao par de minimos degenerados da agao.
Essas solugoes podem ser mapeadas em trajetérias puramente imaginarias para © <

.

Nas figuras® 2.6, 2.7 e 2.8 mostramos o comportamento do integrando da apro-

ximagao quadratica usual e da aprimorada em diferentes cenarios.

Note que, na figura 2.8, a divergéncia ocorre somente na regiao de dois minimos
da caustica, devido a coalescéncia do minimo local com um ponto de sela da agao;

a contribuicao do minimo global permanece finita na caustica.

Como discutido acima, outra caustica apararece quando © > 2mw. Desta vez, o
determinante se anula pois U(qy) = U(g), ou seja, quando ¢; = —qp. Essa catastrofe

estd associada ao aparecimento de solucoes classicas periddicas.

Como discutido anteriormente, o procedimento para tratar as cdusticas nao muda
com o aparecimento de uma nova catastrofe. O que muda quando uma segunda
catastrofe ocorre é a identidade do ponto de sela com mais baixa acao. E possivel
mostrar que, sendo A(0) a solugao positiva da equagao qo(q, ©) = —q;, temos: para
lgo] > A(©), o ponto de sela mais baixo estd entre as solugoes da equagao 2.40; para
lgo| < A(O) ele é uma das duas solugoes periédicas que satisfazem ¢.(0) = ¢y (uma

vez que elas possuem a mesma agao).

9Todos os calculos numéricos foram feitos usando MAPLE.
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Figura 2.8: p(qo, qo) vs. go para © = 5.0 and g = 0.3. A aproximacao semicldssica usual é a linha
tracejada e a aprimordada é linha cheia.

2.6 Extensao para dimensoes maiores

Essa secao discute a extensao d-dimensonal do método semiclassico desenvolvido
nesse capitulo para mecanica quantica unidimensional. Mostraremos que, tal como
no caso unidimensional, é possivel calcular cada termo da série semicldssica para a
funcao de particao em termos de solugoes classicas. Por questao de simplicidade, nos
concentraremos no caso de potenciais centrais atrativos. Sob tais potenciais, como
veremos, as Unicas solugoes classicas que contribuem para a funcao de particao sao
aquelas com momento angular igual a zero. Como exemplo, consideraremos o caso
do oscilador harmonico isotrépico e o oscilador anarmoénico quartico (pogo simples).
Em particular, calculamos o calor especifico do oscilador quartico para dimensao
igual a 1,2 e 3 na aproximacao quadratica. No apéndice fazemos a construcao do
propagador semiclassico no caso de um potencial arbitrario em dimensao d.

A generalizacao da expressao (2.1) da fungao de partigdo no formalismo de inte-

grais de caminho para sistemas d—dimensionais é':

20)= [ PxaplBixoxa). (2.76)
RD
onde
x(Bh)=x0
p(3; %0, Xo) = / [Dx] e~ SBI/" (2.77)
x(0)=x¢

10 Ao longo das préximas secoes vamos retomar a notacio usual com varidveis dimensionais.
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e
Bh 1 2
S[x] = /0 dr lim (fl_);) + V(x) (2.78)
A equacao de Euler-Lagrange tem a forma:
mx. — VV(x.) =0, (2.79)

sujeita as condigoes de contorno x.(0) = x.(6h) = xo; por simplicidade, vamos
admitir que haja apenas um minimo da agao. O préximo passo é expandir a acao.
Escrevendo x(7) = X.(7) + u(7), com u(0) = u(fh) = 0, temos S[x] = S[x ] +
Ss[u] + dS[u], onde

1 Bh d2
Sg[ll] = —/ dr UZ(T) |:—m — (5@' + ék@-V(xc) Uj(T) s (280)
2 /o dr?
e
Bh Bh [e's) 1
dS[u] = / dr oV (t,u) = / dr o Oiy . 05, V(xe) wiy (1) .oy, (1) 5 (2.81)
0 0 n=3
os indices 1, j,... variam de 1 a d, e indices repetidos indicam soma. Substituindo

5S/h

essa decomposicao de S em (2.6) e expandindo e~ em série de poténcias, obtemos

a expansao semicldssica de Z(5):

u(5r=0 — 1 [ 65m]\"
_ d —S[xc]/h —Sa[u]/h —_( =
Z(ﬁ)—/ledxoe ] /u Du] =50 gm( 4 ) L (282)

(0)=0
A aproximacao quadratica fica:

u(Bh)=0

Zy(B) = /]Rd ddxoe_s["cvh/ [Du] e S2[ul/h

(0)=0

= / d¥xq e Sx/h AT1/2 (2.83)
R4

onde A é o determinante do operador de flutuacoes F:

2

A = Det F, Fij = (5@' + 8i8jV(xC) . (284)

_m _—
dr?
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Os outros termos da série (2.82) levam a integrais do tipo

u(Bh)=0
(s, (71) - 115, (7)) = / L, [P SRy (1) L () (2.85)

que sao escritas em termos de um propagador G' como
<ui1 (71) e Uy (Tk)> - hk/2 A_I/Q Z Gijlij2 (le ) Tj2) e Gijk_lijk (Tjk—N Tjk) ) (286)
P

se k é par e zero se k é impar. O propagador é solucao de

2

0ij + &'@-V(Xc)} Gr(T, )y =0y 0(r — 1), (2.87)

M
satisfazendo as condigoes de contorno:
Gix(0,7") = Gy(Bh, ') = 0. (2.88)

Mais uma vez, o propagador semiclassico pode ser construido em termos da solugao

classica.

2.6.1 O propagador semiclassico

Seja J(7,7') a solugdo da equacao diferencial:

2

dij + 9,0,V (xe) | (7, 7') =0 (2.89)

_m [
dr?

satisfazendo as condigoes iniciais:

0 1
J(r', ) =0, — Jr=7,7)=—=—1. 2.90
(.7 =) = (290)
Essa funcéo é conhecida como comutador de Jacobi [28, 29] e pode ser construida
explicitamente, como segue. Seja x(7;a, b) a solugao geral da equagao de movimento

tal que: x(0) = a, X(0) = b. Considere também A e B matrizes d x d definidas por

0

Ajk(T) = 8—%%(

T;a = Xg, b = vyp), (2.91)
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0
by

onde vo = %.(0). Diferenciando a eq. (2.79) com relacdo a a; e by (e tomando

Bjp(1) = z;(T;a =x0,b = vq), (2.92)

a = X9, b = vg), obtém-se duas soluges linearmente independentes de (2.89).
Para T pequeno o suficiente! (mas nao-nulo) as fungoes A e B sao invertiveis. De
fato, x(17) = a+ br + O(7%) quando 7 — 0, de modo que A(r) = 1 4+ O(7?) e
B(7) =71 + O(7?). Portanto, a expressao

(2.93)

¢ bem definida e satisfaz (2.89) e (2.90), o que pode ser verificado diretamente.

A funcao de Green G(7,7’) que satisfaz a eq. (2.87) pode ser escrita assim:

G(r,7') = J(r,0) M(0, BR) J(Bh, ) 6(r" — 7) = J (7, Bh) M(Bh, 0) J(0,7') O(7 —7') ,
(2.94)
onde M(7,7') = —J(7',7)"' e (1) é a fungdo de Heaviside. Para demonstrar (2.94)

é preciso usar as seguintes identidades:
J(7,0) M(0, 8R) J(Bh, 7') + J(7, BR) M(BR,0) J(0,7") = =J(7,7") . (2.95)

0,.J(7,0) M(0, 3) J(Bh, 7) + 0, (v, ) M(8h, 0) J(0,7) — % 1. (2.96)

A primeira identidade segue do fato de ambos os lados da equacao serem solugoes
da mesma equacao (2.89) e coincidirem em 7 = 0 e 7 = (h; a segunda segue de
(2.90) e (2.95). Agora seguimos como na se¢ao 2.1.2: (i) a fun¢do G definida em
(2.94) é solugao de (2.87) quando 7 < 7" ou 7 > 7'; (ii) G satisfaz as condigoes de

contorno (2.88); (iii) ela é continua em 7 = 7/,
G +0,7)=G(7 - 0,7 (2.97)

[use (2.95) com 7 = 7'], e (iv) sua derivada com relagao a 7 tem a descontinuidade
do tipo delta:

a / / a ! /__i
EG(TIT +0,T)—§G(T—T 0,7") = mﬂ (2.98)

1 Acreditamos que o mesmo valha em (0, 3h) exceto em um ntmero finito de pontos.
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[use (2.96)]. Portanto, G satisfaz (2.87).

2.6.2 Potenciais centrais

Para ilustrar o formalismo das se¢oes anteriores, vamos aplica-lo no caso de poten-
ciais centrais,, i.e., V = V(r), onde r = |x|. Devido a simetria radial, p(5; X, Xo)
depende apenas de ry = |xg|. Assim, sem perda de generalidade, consideramos
X9 = rgep, onde e; é o vetor unitario que aponta na direcao x, e fazemos a inte-

gragao angular de (3.1) para obter

/ drord ™ p(B;m0er;roer) . (2.99)
0

Em geral, ha mais de uma solucao classica satisfazendo as condigoes de contorno
x(0) = x(0h) = roe;. Contudo, todas elas sao radiais se o potencial é puramente
atrativo [i.e., V'(r) > 0 para r > 0]. De fato, nesse caso o movimento euclide-
ano € equivalente ao de uma particula em um potencial repulsivo, de modo que as
trajetérias fechadas classicas necessariamente tém momentum angular zero. Além

disso, essa soluc@o é tinica se o potencial é suave na origem, ou seja, se V'(0) = 0.

Para uma trajetdria sobre o eixo x1, X.(7) = r.(7) €1, o operador de flutuagoes F

é diagonal nos indices 7, j. De fato, como V' = V(r), temos

V'(r)

r

818]‘/(7“) =

(2.100)

5ij + {V”(r) - V_(T)} it

)
r 72

que, para x; = r.0;, nos dd: 9,0,V (r.) = V"(r.), 0;:0;V(r.) = r;'V'(r.) para
i=2,...,d,e00;V(r.) =0sei#j Assim, A=A, A% onde

Ay = Det [-md? +V"(r.)], Ay =Det [-m o2 + ' V'(r.)] (2.101)

(¢ e t indicam as diregoes longitudinal e transversal, respectivamente).

A funcao de Green também se torna diagonal nesse caso: Gi1 = Gy, Gy = Gy

parai=2,...,d, e G;; = 0 se ¢ # j, onde
[~m 02 + V" (ro)] Go(r,7) = 6(r — 7') , (2.102)

[—m 02 +r 'V (ro)] Gi(r,7') = §( — ') . (2.103)
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Note que Ay e Gy(7,7') sdo os mesmos do problema unidimensional (equagoes
(2.20) e (2.31), respectivamente). Para obter A; e Gy(7,7’) basta trocar Q(7,7')
[da equagao (2.22)] por

() Po(7') = a(7') 0(7)

Q(r.7") = : _ , 2.104)
) = ) — el o) (
onde ¢,(7) e ¢p(7) sdo duas solugdes linearmente independentes de
[~m &2 +r PV (ro)] (1) =0. (2.105)

Segue da equagao de movimento que ,(7) = 7.(7) é uma solu¢do. Uma outra é
(1) = 1e(T) foT dr’ [TC(T/)]J-

2.7 Aplicacoes

Na aproximacao quadratica para a funcao de particao, temos:

/ dro &t =S/ (A, Ad1) T2 (2.106)
0

2.7.1 O oscilador harmonico d-dimensional

Como primeiro exemplo, vamos considerar o oscilador harmoénico d-dimensional

isotrépico: V(r) = $mw?r?. Como o potencial é quadrdtico, 6V (r,u) = 0 e

Z(B) = Zy(3). Além disso, r—* V'(r) = V"(r), de modo que A; = Ay. Assim,

22 o d-1 —S[re)/h A —d/2
Z(ﬁ) = W . d?”() Ty e ¢ A€ . (2107)

A solucao classica é
ro coshlw(T — Bh/2)]

cosh(fBhw/2)

ro(7) = (2.108)

e a acgao correspondente é:

S[r.] = mwry tanh(Bhw/2) . (2.109)
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O propagador longitudinal pode ser calculado a partir das seguintes solugoes de
(2.23): n4(7) = cosh(wt) e ny(7) = sinh(w7). Obtemos (de (2.22)): Q(7,7") =
w™ ! sinh|w(7" — 7)], de modo que

A, — 27h sinh(Bhw) ' (2.110)

mw

Substituindo (2.109) e (2.110) em (2.107) e fazendo a integral, obtemos:
Z(B) = [2 sinh(Bhw/2)] " | (2.111)

que ¢ o conhecido resultado para a funcao de particao d-dimensional do oscilador

harmonico.

2.7.2 Oscilador anarmoénico quértico d-dimensional (pogo sim-

ples)

O potencial do oscilador anarmoénico d-dimensional com um pogo simples é:

1 1
V(r) = 5 mwr® + 1 Art (A>0). (2.112)
Como na segao 2.2, é conveniente substituir as coordenadas r e T por g = (\/ mwQ)l/ 2y

e 0 = wr, respectivamente.

O determinante longitudinal é o mesmo do problema unidimensional [equagao

(2.45) da secao 2.2]. Para construir A;, usamos

@a(f) = @ncug, (2.113)
on(0) = e [E(po, i)+ (11— Dug— (0 —0)] . (2.114)

wilq /1 + ¢}

O resultado é

Arh  nc*u
A = =— [E(pe, 1) + (1 = 1ue] . (2.115)

mw p2\/1+ g}

Com isso temos todos os ingredientes para construir a aproximacao quadratica
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o2 [ mw?
N A

) / dqo qg_l e_I[QC}/g (Af A?—1>_1/2 , (2116)
0

onde g = A\/m?w3.
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Teoria de campos com simetria
transversal: correlacoes em

interfaces

Seguindo nossa linha de aplicagao do método semiclassico, mostraremos neste capitulo
como estendé-lo a um modelo de teoria de campos sob um potencial com simetria
transversal utilizando um método simples de construcao do propagador semiclassico.
A existéncia de uma unica diregdo relevante (a diregao longitudinal) simplifica as
equacoes diferenciais e permite desenvolvimentos analiticos semelhantes aqueles apli-

cados em mecanica quantica. A referéncia base deste capitulo é [41].

[lustraremos essa construcao no contexto do estudo de interfaces que separam
duas fases homogeéneas caracterizadas por um parametro de ordem escalar. Di-
versos sistemas fisicos se encaixam nessa descricao. Os exemplos mais conhecidos
sao as interfaces de separacao de duas componentes de uma mistura de um liquido
binario e as paredes de dominio separando duas fases magnéticas. As interfaces sur-
gem também em sistemas que vém despertando interesse nos ultimos anos, dentre
os quais estao defeitos topoldgicos em cosmologia [67], paredes de dominio super-
simétricas[68], interfaces Z(N) em teorias de calibre SU(N) a temperatura finita[69]

e os diferentes tipos de condensados de Bose-Einstein[70].

Em funcao dos varios exemplos mencionados, o interesse no estudo de flutuagoes
estatisticas e quanticas em torno de interfaces e paredes de dominio voltou a tona

recentemente. A maioria dos cédlculos sao feitos a um laco, o que corresponde a cal-

39
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cular o determinante de um operador de flutuagoes em torno de um campo classico
de fundo. Por exemplo, sao conhecidos os calculos em torno de uma solucao do
tipo kink em teorias escalares em vérias dimensoes[71], bem como em modelos su-
persimétricos[68]. Diferentes métodos sao utilizados explorando conexdes com pro-
priedades especiais dos determinantes de operadores diferenciais[71], com dados de

espalhamento[72] e com o espectro de operadores[68].

Todos esses trabalhos se restringem ao cdlculo das chamadas bolhas de vacuo.
No entanto, mostraremos que as técnicas semiclassicas que utilizamos permitem
o calculo de correlagoes. Todas as quantidades a serem calculadas (determinantes,
bolhas de vécuo e correlagoes) serdo dadas em termos de um propagador semicldssico
que descreve o comportamento das flutuagoes em torno da interface. Tal abordagem
serve nao apenas como uma alternativa para os métodos usados em aplicacoes de
fisica de particulas[68, 71, 72], mas também fornece uma abordagem unificada que
estende resultados ao calculo de correlagoes, permitindo a conexao com sistemas
de mecanica estatistica (para os quais as fungoes de 1 ponto foram obtidas por
outros métodos), e introduz célculos de fungdes de 2 pontos que levam a resultados
originais.

Flutuacgoes da interface foram tratadas em dimensao 4—e via métodos de grupo de
renormalizacao[73, 74], bem como diretamente em cédlculos em dimensao 3[75, 76].
Os célculos da tensao superficial [74, 77, 76, 78, 79] e do perfil da interface[73, 75]
modificados pela presenca de flutuacoes quanticas, foram realizados com sucesso: a
tensao superficial foi calculada até a ordem de dois lagos|79], levando a previsoes
de quocientes universais para a interface em modelos de Ising em dimensao 3 (que
pertence a mesma classe de universalidade do modelo de teoria de campos escalar);
o perfil da interface foi calculado até 1-lago[73, 75], levando a uma comparacao deta-
lhada com resultados experimentais[80] para a refletividade de misturas de liquidos

bindrios proximo a uma transicao de fase.

Os céalculos em dimensao 3 citados acima podem ser encarados como resultado do
célculo de diagramas de Feynman de uma expansao semiclassica[81]. Esses diagra-
mas envolvem um propagador e vértices semicldssicos[37]: o primeiro é o inverso do
hamiltoniano de um problema de Poschl-Teller em dimensao 1; os tltimos incluem
um vértice cubico dependente do campo classico de fundo, além de um vértice

quartico do poco duplo.

Neste trabalho, nés usamos uma expressao analitica fechada para o propagador se-
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micléssico que foi obtida recentemente[81], e mostramos que ela corresponde & soma
espectral para o inverso do hamiltoniano de um operador do tipo Poschl-Teller. De
fato, a partir de nossa expressao nés recuperamos os autovalores e as autofuncooes
daquele problema. No apéndice B, mostramos que esse procedimento pode ser gene-
ralizado e o enunciamos como um teorema geral. Utilizamos nossa expressao mais
simples e compacta do propagador para rededuzir resultados conhecidos, estendé-los
para dimensoes inferiores e obter, em um céalculo original, correlagoes de dois pontos

até a ordem de 1 lago.

As funcoes de dois pontos que nés calculamos correspondem a auto-energia a
grandes distancias (momenta relativos iguais a zero). Elas dependem da posi¢ao
desses pontos com relacao a interface, uma consequéncia da quebra de simetria
translacional. Tal autoenergia é a soma do quadrado de uma massa (inverso do
comprimento de correlacdo) e de um potencial que reflete a influéncia da interface
nos modos de flutuagoes. Ao final, sugerimos como comparar as previsoes dessas

quantidades com experimentos e simulagoes.

A obtencao dos diagramas de Feynman, bem como outros detalhes de céalculos

utilizados neste capitulo podem ser encontrados no apéndice B.

3.1 Propriedades fundamentais de uma interface

Pensemos em um grande recipiente fechado, parcialmente preenchido com dgua em
equilibrio com seu vapor como protétipo para um sistema com duas fases macros-
copicamente separadas. Aparentemente, ha uma passagem subita de uma fase para
outra. Entretanto, a intuicao e a experiéncia indicam que, microscopicamente, existe
uma zona de transicao, ou seja, uma interface de separacao entre as duas fases.
Dentro dessa regiao, as propriedades do sistema mudam continuamente das carac-
teristicas de uma fase para as da outra fase. No caso do equilibrio liquido-gas, a
interface corresponde a um perfil de densidade que interpola a densidade do liquido
com a do gas. Dizemos que a densidade é o parametro de ordem da transigao
liquido-gas. No caso de misturas bindrias, esse parametro de ordem é a diferenca
de concentracao de algum componente e, em materiais magnéticos anisotropicos, a

magnetizacaol. Nesta tese, vamos nos restringir a sistemas com parametro de ordem

'Em sistemas magnéticos, emprega-se o termo parede de dominio no lugar de interface.
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escalar, com fases simétricas e com uma tunica direcao relevante que denominaremos
diregao longitudinal, caracterizada pela coordenada z. As demais direcoes sao ditas

transversais.

As propriedades de uma interface podem ser medidas utilizando-se, por exemplo,
experimentos de espalhamento na regiao critica, como é feito para o hexafluoreto
de enxofre? (SFg). Nao faremos aqui conexao direta com dados experimentais, mas
resumiremos as propriedades fundamentais de uma interface binédria para justificar
a utilizagao de um modelo teérico amplamente usado na literatura na descri¢ao de

um tal sistema:

(a) em cada uma das fases, bem como préoximo a interface, as regides estao corre-

lacionadas dentro de um comprimento de correlacao &;

(b) perto da temperatura critica, o comprimento de correlagao diverge conforme

uma lei de poténcia: £ < (T, — T)7;

(c) perto da temperatura critica, a energia livre da interface, AF, tende a zero

confome uma lei de poténcia: AF o (T, — T)*.

Em outros termos, a interface se torna cada vez mais difusa e larga a medida em que
nos aproximamos da temperatura critica, vista aqui como um parametro. Veremos
que a tensao superficial, sendo proporcional a energia livre da interface, se anula na

transicao.

3.2 O modelo de teoria de campos

Um modelo que captura as propriedades fundamentais das interfaces que estamos
estudando[74, 82] é descrito por uma teoria de um campo escalar ¢ sujeito a um
potencial do tipo duplo-poco. Nosso calculo comeca com a expressao do funcional

gerador de correlagoes:

Z[j] = ]{[Dw] eXp{ — § + j\/—‘gdd:p} : (3.1)

2Curiosidade: em uma escala de medida da contribuicio de uma substancia para o aquecimento
global, o hexafluoreto de enxofre aparece no topo da lista, sendo milhares de vezes mais potente
que o doxido de carbono.
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cuja acdo (em um espago com dimensao espacial igual a d) proximo a temperatura

critica é dada por

L. (3.2)

St = [ s[5V +

onde A\ é uma constante de acoplamento e j é uma corrente externa; ¢ = +y, sao
minimos globais da agao, correspondendo as duas fases simétricas de uma mistura
binaria liquida, ou as configuracoes com os spins totalmente alinhados para baixo
ou para cima em um sistema de spins do tipo Ising. As configuragoes ¢ que entram
na expressao do funcional gerador (3.1) satisfazem a uma determinada condicao de

contorno: sao interpolagoes entre os dois vacuos £¢,,.

Vale notar que nao estamos considerando efeitos dinamicos na expressao (3.1),
o que se manifesta na auséncia de uma coordenada temporal. Tampouco temos
um modelo de teoria de campos a temperatura finita (assunto discutido no capitulo
4). A equacdo (3.1) é uma expressao, na formulagao de integral funcional, para o

gerador das funcoes de correlagao entre os vacuos +¢,.

3.3 A aproximacao semiclassica quadratica

A integral que aparece em (3.1) é dominada por configuragoes que extremizam a

acao S, as configuracoes cldssicas, que satisfazem:

Vip—V'[p] =0, (3.3)
o(z = +00) = £y, , (3.4)

onde V[g] = (¢ — ¢2) /4] é o potencial. E um fato conhecido que tais solucdes sio

da forma
P(z) = £y, tanh 0(z) | (3.5a)
0(z) % (:—73), (3.5b)

onde M = ¢,/ V3. Trata-se dos chamados kinks, que aqui dependem apenas da
coordenada longitudinal, z. O ponto z é o ponto onde ¢ se anula. E natural
identificar esse ponto com a posicao do kink. A existéncia de uma familia de solugoes

independentes, uma para cada escolha de z, implicara a existéncia de um modo nulo,
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complicando, em principio, uma expansao perturbativa em torno dessas solugoes.
Entretanto, esse problema ¢é contornavel por meio do uso de coordenadas coletivas.

Na segao 3.4 descutimos um pouco mais a fisica do modo nulo.

Por agora, admitamos uma escolha particular de z, o que representa a quebra da
invariancia translacional ao longo da direcao longitudinal. Para dimensao dois ou

trés, a dependéncia de z na(s) coordenada(s) transversal(is) caracteriza a interface.

A solugao cléssica (3.5) é a contribui¢ao de ordem zero para o perfil da interface
a ser modificado por flutuacoes quanticas®. A expansdo semicldssica introduz tais

flutuagoes de modo sistematico[81, 37]. Fixemos a seguinte notagao:
() = §(2) + A 2() . (3.6)
Como as condigoes de contorno jé sao satisfeitas por @(z), teremos para n:
n(z==+00)=0. (3.7)
Em seguida, expandimos a acao em torno da solucao classica:
Slel = S[@] + 05:[@, n] + S[@,n] , (3.8)

onde agrupamos as contribui¢oes quadraticas em

sl = [ e | Jom? + 565 - e 5.9)

e deixamos os termos restantes em

N VA A
6S[@,n) = /ddw [?90773 + 5774 (3.10)

E conveniente dar um nome as contribuicoes as flutuagoes que sao no maximo

quadraticas:

Zylj] = /[Dn] exp{552+/dda:j(x)77(a:)} : (3.11)

3Um tratamento simultdneo de flutuacoes quénticas e térmicas é feito no capitulo 4.
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Podemos facilmente resolver a integral em (3.11). Para isso, consideremos a equagao

[-V*+ %(@2 — M?)] G(z,2') = 6%z — )

G(z — +o00) =0, (3.12)

que define GG, o propagador semiclassico das flutuagoes quadraticas em torno da

solugao de kink. Em termos de GG, podemos escrever:

2li) = [0 exp = ( [ty 67w nt) —2 [ diaitanta) )
(3.13)

Mudando a varidvel de integragao para ¢ = n+ [d% G~*(z,y) j(y) e integrando,

obtemos:
Zulj) = 2:l0) exp 3 GG 1)) (3.14)
onde
Z5[0] = det™V2G = A7YV? (3.15)
GlGl) = / dhedty §(2)G(z,y)i(y) (3.16)

Em geral usaremos a notacao:

(¢]6) para / dh o (z)b(x) (3.17)

Observe que, para que a integral sobre ( desse o mesmo resultado que a integral
original sobre 7 na auséncia de fontes foi essencial utilizar o fato de que, pela escolha

de GG, esses campos satisfazem a mesma condi¢ao de contorno.

Podemos melhorar a aproximacao semiclassica considerando as contribuigoes em
ordem superior nas flutuagoes. Devemos ainda tratar a questao da invariancia trans-
lacional da teoria. Entretanto, antes de prosseguirmos, vamos obter uma expressao

analitica para G, que sera a quantidade chave para o estudo das propriedades da
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interface.

3.3.1 O propagador em torno da interface

Usando a expressao para @, e tomando a transformada de Fourier nas coordenadas

transversais, obtemos a seguinte equacao para o propagador:

—, 3 —
[+ K+ M — §M2sech20]G(k; z,2')=0(z—2"), (3.18)
onde k é o momento transverso, e G é um propagador hibrido de momentum e

posi¢ao. Como propagador das flutuagoes 7, G deve satisfazer
G(k;400,2) = 0. (3.19)

O propagador GG pode ser visto como o operador inverso do Hamiltoniano para
um problema de Schrodinger em dimensao 1 com um potencial de Poschl-Teller
U(6) = k2 + M? — (3/2)M?sech0, que é um caso especial do potencial de Morse?.
Por se tratar matematicamente de um problema unidimensional, podemos usar o
mesmo procedimento da secao 2.1.2 e construir G em termos de duas solucgoes li-
nearmente independentes da versao homogénea da equagao (3.18). No apéndice
B, mostramos que tal equacao é equivalente a uma equacao hipergeométrica e suas
solucoes sao escritas em termo de dois polinémios do segundo grau. Obtemos, assim,
uma expressao para G em termos de fungoes elementares. Usando as quantidades

adimensionais:

ok/M, u=(1—tanh0)/2, e b=+ VA+iZ, (3.20)

K
podemos escrever

G = %{% [6(b, w)p(—b,u')O(u' — u) + ¢(—b,u)p(b,u')O(u — u')] } . (3.21a)

eb(b,u)z(l“ )”/2 [1 6u - 122 ]

—u b1 b+ 1)(b+2)

( “ )m F(b,u) . (3.21b)

1—u

4Ver detalhes no apéndice A.
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A expressao anterior para G pode ser reescrita como

e~V E24M2 (z—2") e~V k24+M2 (2/—2)

G= b, —b,u)O(z—2) + —
VIR f,u) f(=b,u') ©(2—2") NEERTE

A ltima expressao aparece como um dos termos da integral

—00 2m q2—|—k2—|—M2

f(=b,u) f(b,u")O(z'~2) .
(3.22)

onde 9(q, z) = %* f(%, u). De fato, sua parte em ©(z—2") tem pélos no semiplano
complexo superior (plano ¢) em iV k2 4+ M2, —iM e +iM, com residuos dados por

e VRHM (=) ¢ ) f(—b, ') Jdmir/ K2 + M2 (3.24a)
—12M u(1 — w'(1 — o) /Amik? (3.24b)

— 6M/u(1 —u)(1 — 2u) /u' (1 — o) (1 — 2u) /4Ami(k? + S

), (3.24c)

respectivamente. A parte em O(z—2’) tem contribuigdes similares. Combinando-as,

obtemos

ot - (H) BB (M)

que leva a decomposi¢ao espectral para G

6=y {MEE IR | [ IS )

2 k2 k2 4 32 0o 2T @2 4 K2 4 M?

onde identifica-se claramente os autovalores e autofuncoes para o problema de Poschl-

Teller em questao. Usando a varidvel u, temos

No =k ; o(u) =2V3u(l—u)
A=k 4 3%2 ; m(u) = /6u(l —u) (1 —2u) |, (3.27)
A= @2+ K+ M, flg(u) = €' f( — 2ig/M, u)

No apéndice B, mostramos que esse método de obtencao da decomposicao espectral

de GG por meio de integrais simples pode ser enunciado como um teorema geral.

De (3.27), vemos que existe um modo zero no espectro de G no limite em que
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k vai a zero. As flutuacoes na interface associadas a esse modo desempenham um

papel especial na teoria de interfaces, como discutido na segao (3.4).

Para os cdlculos das segoes posteriores [especialmente da segao (3.9)], precisamos
da expressao do propagador no subespaco ortogonal ao modo zero, no limite k —
0 (b — 2). Infelizmente, nossa expressao para esse limite que aparece na referéncia
[81] esta incorreta (ele nao é ortogonal ao subespaco do modo zero). Aproveitamos

a oportunidade para mostrar a expressao correta

G, o) = — {M G, o) + S u(1 — )l (1~ /) log {“ L= “')] _

M | 4u'(1—u) w'(1—u)
—% u(l —w)u'(1 — u')} O —u) + (v,
(3.28)
onde
Glu,u) = (1 —u)? +6u'(1 — u)? + 6u>(1 —u) +u'> . (3.29)

Que essa expressao G é de fato ortogonal ao subespaco de modo zero pode ser

verificado num calculo simples.

3.4 A fisica do modo nulo: ondas capilares

A invariancia translacional é quebrada pela presenca da interface [eq. (3.5)]. Essa
quebra se manifesta na existéncia de um modo de energia zero 7y, como vimos em
(3.27). Na verdade, a esse modo estard associado um subespago de flutuacoes do
tipo

ik-Zr

ap e o(2) (3.30)

’

onde T representa as coordenadas transversais. E simples verificar que 7y é pro-

porcional a derivada de @:

_ a5
() = a2, (331)
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Figura 3.1: Diagramas mostrando as duas fases do campo (uma em preto e a outra em branco)
separadas por uma interface (a estreita regido difusa). Na figura da esquerda, a interface estd
localizada; na outra, o centro da interface flutua devido as chamadas ondas capilares. Sendo em
d = 2, o perfil de deslocamento do centro da interface é uma linha.

de modo que a flutuagao do perfil da interface associada a

ddflk -
fler) = —/Wak ek oT (3.32)

¢ dada (para pequenas amplitudes de flutuacao a,) por:

A1k o dp
2(2)+a | ———ap e T x~ Bz —af(@r)) . 3.33
P o [ G ~ G af(in) (333)
Fisicamente, hd um custo energético pequeno em transladar a interface (3.5), inicial-
mente centrada em z, ao longo do perfil f. Essas excitagoes de grande comprimento
de onda e baixa energia sdo denominadas ondas capilares [ver figura (3.1)] e podem
afetar bastante as propriedades da interface e mesmo torna-la instével (tal como as

ondas de spin em modelos magnéticos).

Note que, ao contrario do modo zero, todos os demais modos sao caracterizados
por uma escala caracteristica da interface (basicamente 1/M), enquanto ao modo
nulo estao associadas flutuagoes macroscépicas da ordem do tamanho do sistema.

Pelas suas particularidades, o modo nulo deve ser tratado de forma separada.

A fisica do modo nulo é conhecida na literatura de interfaces como a teoria das
ondas capilares. Diversos modelos semi-fenomenolégicos foram propostos, sempre

parametrizando a posicao do centro da interface por funcoes f univocas, suaves®, e

5 «~
°0 perfil f deve ser constante dentro de uma regiao com um tamanho da ordem da largura
caracteristica da interface.
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infra ultra
maré gravidade gravidade gravidade capilares

1 1
T T

1 1
T T

1
T
LETTEMOL0S  —  ——

SO — 00,

vento for¢a impulsionadora
forga restauradora gravidade
for¢a de Coriolis tensdo superficial
10-6 10~ 102 1 102

Figura 3.2: Diagrama de classificacio de ondas do mar de acordo com a forca impulsionadora e
a forga restauradora. Em particular, ondas capilares sao impulsionadas pelo vento e estabilizadas
pela tensao superficial. No contexto de interfaces, denominam-se ondas capilares as flutuagoes de
grande comprimento de onda que sao estabilizadas pela tensao superficial e também por uma forga
analoga a da gravidade.

controlando as divergéncias infravermelhas com a introducao de uma escala no pro-
blema. A essa escala podemos associar um significado fisico: o efeito de uma forca
restauradora do perfil da eq. (3.5), como a gravidade, que estabiliza a interface, ou
ainda, efeitos de tamanho finito. Resolve-se, em seguida, dentro de alguma apro-
ximacao, a termodinamica nessa escala macroscopica. Finalmente, a contribuicao

do modo zero ¢é adicionada as dos demais modos.

No modelo drumhead[74], a hamiltoniana efetiva para as ondas capilares tem a

forma:
1
Hpu = K/da?T 14+ (Vrf)HY? + §u2/dfT A(Zr) . (3.34)

A integral no primeiro termo do lado direito de (3.34) é a drea da interface (o
comprimento, na figura 3.1), de modo que esse primeiro termo representa uma forga
restauradora da interface, desfavorecendo suas deformacoes. O parametro K vai
estar associado a tensao superficial. O segundo termo representa um efeito analogo
a gravidade 9 (sendo p uma massa associada ao modo zero), e vai ser responsdvel

pela estabilizacao da interface em sistemas com dimensao menor que 3.

Apesar de nao levarmos adiante a discussao de modelos semi-fenomenolégicos
como o drumhead, a abordagem que propomos e a forma fechada que obtivemos para

o propagador facilitam a aplicagao desses modelos, pois permitem uma separagao do

5Em hidrodindmica faz-se a seguinte distincdo: ondas capilares sao deformacoes com dindmica
dominada pela tensao superficial, enquanto ondas de gravidade sao estabilizadas pela forca gravi-
tacional (ver a figura 3.2).
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modo nulo que resulta em expressoes simples. Utilizaremos essa separacao no calculo
do perfil corrigido da interface e de suas correlagoes. Para dimensoes maiores que 3,
mostraremos na se¢ao (3.8) que essa separacao vai trazer divergéncias ultravioletas
no setor sem o modo zero que eram inexistentes na teoria completa’, indicando que

d = 3 é uma dimensao marginal no tratamento de interfaces.

Ainda nao esté claro na literatura se existe quebra da invariancia translacional em
sistemas tridimensionais e se um provavel perfil nao-invariante corresponde a uma
interface do tipo que estamos considerando. Para d = 2, a interface nao é estavel,
sendo dominada pela fase translacionalmente invariante. Analisamos esse regime na
secao seguinte, onde apresentamos um procedimento para restaurar a simetria de
translacao usando as chamadas coordenadas coletivas para integrar sobre todos os

valores de Z em (3.5).

3.5 Coordenadas coletivas

Matematematicamente, a restauragao da simetria é realizada por meio do procedi-
mento de Faddeev-Popov, e introduz um jacobiano. A idéia é trocar a integracao
sobre o subespago associado ao modo zero pela integracao sobre a variavel coletiva

zZ.

Para implementar o método, introduzimos a seguinte identidade:

[0 (g [ ot =2 @ - pl) S =1, 33

onde
Jlp] = Wd z @(37)%7](2 - z)
_ L L Op
= sadentz =250

apos integragao por partes. Note que, como 19 < 0p/0z, entao

/ T dem(z— 2Bl —2) « %, =0 (3.36)

[e.o]

7Apés tratar o modo zero separadamente e reincorporé-lo aos demais, essas divergéncias ultra-
violetas desaparecem.
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Assim, podemos omitir o termo @ em (3.35). Usando a seguinte relagao:

S = /dda: (g—f)Q , (3.37)

simples de ser verificada, podemos escrever convenientemente o modo nulo norma-

lizado da seguinte maneira:

1 0p

mo(z) = SEI oz (3.38)

Escrevendo a integracao funcional em termos de n = ¢ — @ e utilizando as relagoes
(3.36) e (3.38), obtemos:

2= [ G ew{-sir+ [ dripwa} «

[ exo{ ~asi— o+ [ataioma o (. [ atantom) spal,
(3.39)

onde

T3 = (%)/ - [ @t (3.40)

= (2" i@ [ atevig, (3.1

No apéndice B, mostramos que o funcional gerador pode ser escrito na forma:

L2 gz § . 0 S i¢
N — et n—1/2 ~ Y I ¥ J ¥ 4d
Z[j] /L/2 T (27r/\) (A" P[go, 9 z [j]:| exp{ 3 + \/Xd x} . (3.42)

Plp,n) = <1 - % /W@]n) e % (3.43)

e V'[¢] é a derivada do potencial de duplo poco V' = (p? — ©?)?/4! com relagao a

v, calculado na solugao de kink. Agrupando, como acima, os termos quadréticos,
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obtemos:
2= [ (7 [aonam)) ew{osu+ [atsima ] . @

Procedendo de maneira analoga, porém utilizando agora o propagador G’ que é a

projecao de (4. no subespaco ortogonal ao modo nulo, obtemos:
Z0] = det™V3(G) "t = (A) V2. (3.45)

Assim, temos:

, dz (S[EINY? i s iie 8T i
gl = [ 22 (2] ANY/2 o=S[B/A+18)/VA 2| ezllGild)
/] /L (2m) (A) e P25 e :

seguindo a notagao introduzida em (3.17).
Note que a integral sobre z deve ser pensada como

> d
lim i

L—oo — o L ’

(3.46)

Entretanto, devido a invariancia por translagao, o integrando nao depende de z e,

consequentemente, o resultado do limite reproduz o integrando.

3.6 Correcoes a aproximacao quadratica

Os demais termos no funcional gerador de (3.1) podem em principio ser calculados
sistematicamente em uma série semiclassica infinita. Os termos cibico e quartico
na expansao funcional da acao definem os vértices da série semiclassica

)\1/2/\ 5 A A
Vs = 79077 ;o V= 577 . (3.47)

O termo cubico envolve a solucao classica. Integrar pelo método de ponto de sela
implica em expandir a exponencial em uma série de poténcias, e entao fazer as
integrais restantes, as quais se reduzem a produtos de poténcias da flutuacao por

uma func¢ao gaussiana, levando a uma série para o funcional gerador.

Funcoes de correlagao conexas podem ser obtidas a partir do funcional de energia
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livrte F[j| = —lim;_.{log Z[j]} por meio de derivadas funcionais com respeito
a corrente externa j(z). Uma transformada de Legendre leva ao funcional de acao
efetiva (funcional de Gibbs) I'[¢] = F[j]+ [ j ¢/V A d?z, onde ¢(z) = (p(x)) é 0 valor
esperado do campo ¢. Sua derivada funcional com relacao a ¢(x) produz funcoes de
vértice irredutiveis a uma particula (fungdes de vértice 1PI). Correlagdes conexas
e funcoes de vértice 1PI podem ser expressas na linguagem usual de diagramas
de Feynman, como faremos nas segoes que se seguem. Note que uma expansao
semicldssica em torno de @ (p,) leva naturalmente a fungdes de correla¢do e de
vértice no setor da interface (do védcuo) quando tomamos derivadas funcionais a

j =0, para as primeiras, e a ¢ = ¢ (¢,), para as ultimas.

Finalmente, serd necessario renormalizar a teoria para conectar as varias fungoes
de correlagao a parametros fisicos. Como estamos interessados em comparar cor-
relagoes na presenca de interfaces com correlagdes na fase homogénea, (i.e., com
valores de volumes), usaremos contratermos no setor de vacuo. Os diagramas nos
setores do kink e do vacuo serao relacionados a valores de parametros no interior do

volume via um procedimento padrao de renormalizagao, como esta feito no apéndice

B.

3.7 A tensao superficial

A tensao superficial para a interface pode ser obtida a partir da diferenca entre a

energia livre da interface e do vacuo, sob corrente externa nula:

(3.48)

onde A denota a “area” varrida pelas diregbes transversais. Seu valor em ordem
zero (zero lago) é dado pela diferenca das agoes cldssicas nos dois setores: oy =

lim AHOO(:S'\ JAA) = 2M3 /X, valor que é independente da dimensao espacial.

Até ordem de um lago, a energia livre e o funcional de agao efetiva coincidem|[2],

1 A" 27\

de modo que

AF[0] = T'[@] = Tpn] =

>| W)

onde A, é o determinante do operador de flutuagoes quadraticas G;! no setor do
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vécuo. Ignorando termos que se anulam como (log A/A), temos

= 00+ 01 =09+ li L g & (3.50)
0 = 0y 01 = 0y AEI;O 2A0gAv . .

A contribuicao o7 pode ser calculada a partir do propagador semiclassico, como

mostrado no apéndice B. Obtém-se a seguinte expressao:

1 dik [b(k) — 1] [b(k) — 2]
7= [ log{[bwﬂ] [b<k>+21} ’ (3.51)

a qual é valida para k > 0.

Em d = 2 e d = 3, a expressao (3.51) precisa ser regularizada e renormalizada.
Usamos um valor de corte no espaco de momentum transversal para regularizar: em
d = 2, integramos sobre o intervalo [—A, A], enquanto em d = 3, integramos sobre

um disco de raio A. Ignorando termos que se anulam com 1/A, obtemos

3M 2A 1 3
=——1 — — — — d=2 .52
o1 o 8 (M) * (4\/§ 27r) ’ ’ (8:52a)
_ 3MA 3 3log3 9 B
o1= "+ (87T T )M , d=3. (3.52b)

O procedimento de renormalizacao é descrito em detalhe no apéndice B. Adota-

mos condigcoes de renormalizagao a momentum zero

TR(0) =0 ;  TR(0) =M, (3.53)

especificando a transformada de Fourier das funcoes de vértice 1PI de 1 e 2 pontos.

Essas condicoes levam ao seguinte resultado

1 3
=|—%=-—), d=2 3.54
O1R (4\/5 27T) ) ) ( a)
3
alR:?)Z—W(log?)—él) M?, d=3. (3.54b)

Para d = 2, o resultado coincide com a correcao a massa do kink conhecida na
literatura[l]. No apéndice B mostramos que os resultados para d = 3 coincidem
com os conhecidos na literatural74, 77, 76, 78, 68].

Podemos ir além da aproximagao a 1-lago em nossa expansao, incluindo contri-
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buigoes de primeira ordem nos vértices ctibico e quartico da expansao semiclédssica.
Usando as equagoes (3.42), (3.43) e (3.10) para calcualr F[0] até essa ordem, obte-
mos os diagramas de Feynman a dois lagos e a contribuicao do jacobiano mostradas
na figura 3.3. Esses diagramas foram calculados na referéncia [79] usando-se a repre-
sentacao da soma espectral para o propagador semicldssico. Acreditamos que nossa
expressao para o propagador va confirmar esses resultados e simplificar os calculos.
Entretanto, vamos deixar essa verificacao para um estudo futuro, concentrando-nos
em correlacoes a 1-laco. Como os resultados a dois lacos foram comparados com
simulagoes de Monte Carlo[83], é importante realizar uma verificacao independente.
Provavelmente, os calculos serao mais diretos usando-se a expressao compacta para

o propagador.

2—O 8 & 00
(a) (b) (c) (d)

Figura 3.3: Diagramas que contribuem para a tensdo superficial até dois lacos.

3.8 O perfil da interface

O perfil da interface é dado pelo valor esperado do parametro de ordem ¢(x) =
{p(x)), obtido a partir da derivada de F[j] com relacdo a corrente externa j(x),
a 7 = 0. O célculo foi realizado no setor de kink usando a expansao semicldssica
em torno de . Podemos expressar as correcoes ao perfil da interface em termos
dos diagramas de Feynman da figura 3.4. Como mostraremos, isso é equivalente a
resolver uma equacgao para ¢ com correcoes a l-lago , como estd demonstrado nas
referéncias [74, 73, 75]. Mais uma vez, esse calculo pode ser feito de maneira mais

simples e compacta utilizando-se nosso propagador semiclassico.

Antes de prosseguir, voltemos a discussao da invariancia translacional iniciada na
segdo 3.4. Analisando os diagrams da figura 3.4, vemos que o diagrama (a) tem
divergéncias ultravioletas para d > 3 quando calculado no subespaco ortogonal ao

modo zero. De fato, a contribuicao isolada do modo zero para d = 3 se comporta
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—O —D
(a) (b)

Figura 3.4: Contribuicdes ao perfil da interface. O diagrama (b) representa o termo vindo do
jacobiano.

CcOomo

Sk [ TRz 27
/A(%)Q/ dz 77%(2) x log 7 (3.55)

produzindo a referida divergéncia que nao serd cancelada pelo processo de renorma-

lizacao.

Para d < 3 existem problemas infravermelhos associados ao modo nulo, mas
nao ha divergéncias ultravioletas. O caso tridimensional é um caso limite onde
existem divergéncias (logaritmas) de ambos os tipos, sugerindo que d = 3 seja
uma dimensao marginal[74]. Se utilizdssemos a versao completa do propagador nao
terfamos problemas na regiao ultravioleta. Por outro lado, terfamos problemas na

regiao infravermelha para pequenos valores de k.

Seguindo a interpretacao das referéncias [74, 73, 75] para o caso de misturas
bindarias, entendemos que essas divergéncias indicam uma instabilidade de uma in-
terface com invariancia translacional em dimensao 3. Para tratar esse problema,
introduzimos® uma pequena massa p no subespaco do modo zero, quebrando ex-
plicitamente a invariancia translacional. Note que a introducao de uma massa ao
modo nulo nao vai alterar as boas propriedades de convergéncia da teoria original
no limite ultravioleta. A origem fisica dessa massa em misturas liquidas bindrias
poderia ser atribuida a acao de um campo gravitacional, ou algum outro efeito que
fixe a interface, mas que fosse desprezivel no subespaco ortogonal ao modo zero
(n < M). Em outras aplicagoes fisicas, o fato de a interface ou a parede de dominio
se manterem fixadas por algum efeito externo que quebra a invariancia translacio-
nal estara manifesto na dependéncia de 1 em algum parametro caracteristico desse

efeito.

A quebra da invariancia translacional traz as seguintes consequéncias ao nosso

8Pode-se mostrar que o tratamento em separado do modo nulo com a acdo (3.2) e a introducao
da massa p é equivalente & aproximagao gaussiana do modelo drumhead [ver eq. (3.34)].
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célculo: i) ndo é mais necessario trabalhar no subespago ortogonal ao modo zero,
de modo que nao havera termos do tipo jacobiano; ii) usaremos para o propagador
semiclassico a expressao que obtivemos no subespaco ortogonal ao modo zero e

acrescentaremos um termo correspondente a um modo zero massivo com massa [t

M 7y(2) 7o (2)

Gk;z,2) =G (k;z,2') + 5 2 ,

(3.56)

onde 7, ¢ o modo zero normalizado [eq. (3.27)].

O paragrafo precedente implica no fato de o tinico diagrama a ser considerado a
1-laco ser o primeiro que consta na figura 3.4. Calculamos esse termo via integracao
direta sobre a coordenada longitudinal e sobre os momenta transversais. Com as

condigbes de renormalizacao definidas em (3.53), obtemos o perfil renormalizado
¢r(0) = V3M tanh€ — X (afsech®d + B tanh@sech®) , d=2or3. (3.57)

Observe que na expressao do perfil apenas os coeficientes mudam com a dimensi-
onalidade. Isso é uma consequéncia direta da forma do propagador semiclédssico.
Os coeficientes calculados sio a = (27 — 3v/3)/(167M), 3 = —(6v/3 + 47 —
3V3TM/p) /(247 M), para d = 2, e a = 3v/3(log3 — 1)/(327), B = (V/3/167) x
log(4M/3u), para d = 3. Note que, para d = 3, nossos calculos coincidem com
os da referéncia [75] para uma escolha adequada das condigoes de renormalizagao.
Essa ultima referéncia foi comparada com resultados experimentais[80], e mostrou-
se compativel com os dados disponiveis até o momento. Nossos novos resultados
para d = 2, mostrados na figura 3.5, ilustram a dependéncia do perfil da interface
na razao p/M. Obviamente, quanto menor a razao, maior serd o efeito. Tais efeitos
podem ser testados experimentalmente estudando-se a interface de filmes finos de
misturas bindrias[84], por exemplo. Aplicagoes mais recentes, tais como aquelas en-
volvendo condensados de Bose-Einstein, poderiam também ser usados como testes
experimentais em d = 2 e d = 3[85].

Como mencionado acima, apenas em d = 3 nds somos forcados a quebrar a
invariancia translacional. Em d = 2, a solu¢ao de campo médio translacionalmente
invariante para a interface é bem definida, de modo que podemos computar suas
flutuagoes usando G’ e incluindo o diagrama (b) da figura 3.4. Contudo, no limite

de grande &rea transversa (no caso, um comprimento) essa contribuigao é desprezivel.
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Do

Figura 3.5: Diagramas do perfil em d = 2 para A = 0.1. A linha sélida é a configuragao de kink.
A curva tracejada corresponde a /M = 0.01 e a linha pontilhada a p/M = 0.001.

O resultado que nés obtivemos é dado em (3.57) com a = (27 — 3v/3)/(167M) e
B = —(6v/3+47) /(247 M) (que é equivalente a tomar y — oo na expressao para 3).
Essa expressao deve ser comparada com o perfil obtido previamente, sem invariancia

translacional.

3.9 Correlacoes na interface

Podemos tomar a derivada segunda do funcional de energia livre F' com relacao a
corrente externa j para obter a funcao conexa de dois pontos G((;Q). Os diagramas
de Feynman correspondentes sao mostrados na figura 3.6. Assim como na segao an-
terior, ignoramos o diagrama associado a contribuicao do jacobiano se a invariancia

translacional for quebrada.

, ~ . 2 4 , .

O célculo da funcao de dois pontos G? até a ordem de 1-lago ¢é bastante compli-
cada e serd deixado para uma publicacao futura. Nos restringiremos aos resultados
de campo médio obtidos da expansao em ordem mais baixa, correspondendo ao

propagador semicldssico, e a correcoes a 1-laco para I'®.

Como consequéncia de o perfil da interface depender da coordenada coletiva z, a



60

Figura 3.6: Diagramas que contribuem para a fungao de dois pontos até 1-lago.

transformada de Fourier hibrida G(k; z, z’) depende explicitamente de z e z/, e nao
apenas de sua diferenca. Introduzindo uma coordenada de centro de massa e uma

coordenada coletiva

- , (3.584)
p=z—2" (3.58b)

podemos reexpressar G em termos de R e p. A expressao tem uma forma particu-

larmente simples para k=0

eMP(6(M /)% — 4 — 3Mp) + 8¢ 2# cosh(MR) + cosh(2M R)
M (1 + eMp 4 2¢Mp/>2 cosh(MR))2
+ (p < —p) (3.59)

G(R, p,0) = O(p) +

Se fizermos uma transformada de Fourier na coordenada relativa p, obtemos uma
funcao G que depende de R, k, e k. Aplicando em k, = 0 e k=0 corresponde a

integrar sobre todas as coordenadas relativas.

Podemos definir uma susceptibilidade y como

1o .
x = lim —/ dRG(R;0,0) . (3.60)
L—oo —L/2
Analogamente, podemos excluir o modo nulo e definir uma susceptibilidade Y’
usando G’ na férmula anterior. Para ambos os casos, obtemos x = 1/M?, como
no setor de vacuo. Isso é consequéncia do fato de que os dois modos mais baixos
sao localizados, enquanto que os modos do continuo se comportam assintoticamente
como ondas planas de massa M. Desse modo, o decaimento exponencial de nosso
propagador quando a distancia relativa cresce é da forma exp(—M+/p? + p2), onde

pr é a coordenada relativa transversa. O comprimento de correlacao é dado por
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1/M, que é independente de R, mesmo quando se atribui uma pequena massa f ao
modo de energia mais baixa. Em principio, a suceptibilidade e o comprimento de
correlacao poderiam depender da posi¢ao dos dois pontos com respeito a interface,
i.e., de R. Contudo, as fases em ambos os lados da interface sao degeneradas em
nosso modelo. Elas apresentam o mesmo comprimento de correlagdo 1/M. Por-
tanto, é natural que M seja a escala. Um modelo onde duas fases com diferentes
massas (inversos do comprimento de correla¢ao) coexistissem levaria provavelmente

a quantidades dependentes da posicao.

O célculo da funcao de vértice de dois pontos I'® até 1-laco envolve menos inte-

grais que a do seu inverso, Gg2). Fazendo
r@(z,2) = [GP] (2,2)) = G Yz, 2') + (z,2) (3.61)

onde o primeiro termo no lado direito da equagao é o inverso do propagador se-
micléssico, entdo X (z, z') serd a contribuigao para a auto-energia do setor de kink, e
pode ser identificada com dois dos trés diagramas da figura 3.6 sem patas externas,
como mostrado na figura 3.7 (o diagrama (d) é obtido como combinagdo de I'") e
'® com G71).

(a) (b)

Figura 3.7: Diagramas que contribuem para a autoenergia até a ordem de 1-laco.

E importante enfatizar que o proprio propagador semiclassico ja da uma contri-

buicao X, para a auto energia com relagao ao setor do vacuo
G Mz, 2") =Gz, 7)) + Do, 7)) (3.62)

onde G, ! é o inverso do propagador livre. A equagao (3.62) define Y., da mesma
maneira que a equagao (3.61) define ¥. Além disso, os diagramas da figura 3.7,
quando calculados com o propagador livre, e com ¢, no lugar de @ nos vértices

ctbicos, produz ¥,(z, z'), definido por

Iz, o) = [GP] (2,2)) = G, Yz, 2) + By (x, 2') . (3.63)
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As equagoes (3.61), (3.62) e (3.63) levam a

AT (z,2") =T (z,2") = TO(2,2") = Syo(z, ') + B(z, 2) — By(z,2') = A,
(3.64)

a diferenca de auto-energia entre os setores do kink e de vécuo.

Como no caso da funcao de dois pontos, a transformada de Fourier hibrida
AY(k; z, 2') dependera de z e de 2/, e nao apenas da diferenga, de modo que pode-
mos reescrever AY, em termos de R e p. Fazendo, como antes, uma transformada

de Fourier na coordenada p, obtemos a funcao AY que depende de R, k, e k
AX(R; kp k) = TO(R; kyp k) — TO (R Ky, k) (3.65)

A dependéncia explicita na coordenada R do centro de massa significa que a cor-
relacao vai depender nao apenas da distancia relativa entre os pontos, mas também
de se eles se encontram do mesmo lado ou de lados opostos a interface. Seria inte-

ressante propor um experimento para verificar esse efeito.

Para entender o significado fisico da auteoenergia nesse contexto é instrutivo con-
siderar o termo de mais baixa ordem definido na equagao (3.62). Da equagao (3.18),

temos que
- - 3
G kyz,2)=[- 2+ kK + M — 5M25ech20}5(z -2, (3.66)
com o mesmo #(z) defindo acima. Em termos de R e de p, temos

Sw(Rop) = [ — gMQSech20(R +29150) (3.67)
Integrando sobre a coordenada p, i.e., tomando a transformada de Fourier a k, = 0,
obtemos um potencial que depende de R, Vi.(R) = —(3/2)M?sech®d(R), que se
anula no infinito. Portanto, a contribuicao de mais baixa ordem para f@)(R; k,, /;)
a momentum relativo igual a zero é dada pela massa ao quadrado mais um potencial
de flutuacao que se anula quando R — oo. A contribuicdo de primeira ordem
pode ser separada de modo analogo: o termo constante quando R — oo pode ser
interpretado graficamente como oriundo dos diagramas da figura 3.7 calculados a
momentum relativo nulo com propagadores do vacuo e com ¢ substituido por ¢, no

diagrama (b). Essas sao exatamente as corregoes a massa (inverso do comprimento
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de correlacdo do bulk) ao quadrado. Nossas condi¢oes de renormalizagao (3.53)
garantem que o termo constante é exatamente a massa renormalizada ao quadrado;
por outro lado, a contribuicao para a flutuacao do potencial, que se anula quando
R — o0, é dada por Ai(R; 0,6). A flutuacao do potencial reflete a presenca da

interface.

Usando nosso propagador para calcular os diagramas, obtemos para o diagrama
(a) da figura 3.7

A M 2
~— sech®d (\/§tanh2 0 + ) (— — —) sech29), d=2 , (3.68a)
24 A\ 7
AM 2M
332 sech29((log 3) tanh? @ + log (—) sechQG), d=3 . (3.68b)
m [

Esses calculos foram feitos utilizando o programa Mathematica. As integrais para
o diagrama (b) da figura 3.7 tiveram que ser feitas numericamente, repetindo-se
o calculo para diversos valores de R para tracar a curva do potencial modificado
exibido na figura 3.8. Como antes, nés adotamos as condicoes de renormalizagao
indicadas em (3.53). O potencial modificado é muito sensivel ao valor da razao u/M,
especialmente no caso d = 2. Uma comparacao entre as figuras 3.8 e 3.5 sugere que
seria mais facil medir efeitos de flutuacoes do potencial que flutuagoes no perfil da

interface.

Espalhamento de radiagao na interface pode ser usado para extrair os fatores de
estrutura, que sao uma medida da funcao de dois pontos. Um célculo numérico de
6(2)(13; ky, /;) permitird uma comparacao com dados de experimentos com misturas
binarias ou de aplicagoes mais recentes envolvendo condensados de Bose-Einstein.
Como foi dito acima, esse calculo é bastante complicado, embora possivel. Uma vez
que f(Q)(R; k,, E) mede a mudanga na energia livre (que coincide com a acao efetiva
em primeira ordem em lagos) quando o perfil muda, uma medida direta de nosso
calculo poderia ser efetuada medindo-se experimentalmente as mudancas obtidas
para pontos distantes com diferentes valores de R. Alternativamente, simulagoes de

Monte Carlo poderiam ser usadas como teste.
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05 +

Potentiad

Figura 3.8: Potencial como fungdo de R para /M = 0.1 e A = 0.1. A linha cheia é Vi.(R); as
demais linhas correspondem ao potencial modificado em d = 3 (tracejada) e d = 2 (pontilhada).

3.10 Conclusao

Analisamos neste capitulo o estudo de interfaces em um esquema unificado de uma
expansao semicldssica. Além de reproduzir resultados conhecidos na literatura, es-
tendemos esses resultados para uma dimensao mais baixa fazendo uso de uma forma
fechada para o propagador semiclassico. Calculamos também susceptibilidades e

correlagoes a dois pontos, cujas previsoes podem ser comparadas com experimentos.

Com nosso ingrediente basico — o propagador semiclassico —, reduzimos o calculo
das quantidades fisicas ao cédlculo de diagramas de Feynman cujos propagadores e

vértices carregam informacao sobre a solucao classica de fundo.

Diversos sistemas de interesse podem se aproveitar do tratamento semiclassico
que desenvolvemos. Assim, o cédlculo de correlagbes em modelos supersimétricos é
um trabalho futuro promissor. Analogamente, correlacbes para misturas de con-
densados de Bose-Einstein separados por uma interface sao também aplicacoes re-
levantes. Nesse caso, a existéncia de técnicas experimentais abre a possibilidade
de verificacoes da teoria. Também promissoras sao as possiveis comparagoes com
dados experimentais em liquidos binarios mais tradicionais. Enfatizamos que nosso

tratamento permite um tratamento completo, em separado, dos efeitos de capilari-
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dade (aqueles no subespago do modo zero) e de ondas nao capilares. Refletividades
e fatores de forma extraidos de técnicas de espalhamento sao as quantidades fisicas
a serem medidas e submetidas a comparacao. Simulacoes de Monte Carlo também

podem ser usadas como teste.

Esperamos poder calcular outras correlagoes de interesse, se os diagramas de Feyn-
man correspondentes levarem a integrais tratdveis. Como mencionado acima, o
calculo a dois lacos feito anteriormente para a tensao superficial pode servir como

um teste da simplificacao introduzida por nossa expressao para o propagador.

Finalmente, é importante notar que nossa técnica de somar a decomposicao espec-
tral pode ser 1til em outros contextos onde seja possivel reduzir a equagao diferencial
para o propagador a uma equacao diferencial ordinaria. No caso analisado, uma sim-
plificacao adicional vem do fato de que a série hipergeométrica em questao tinha um
numero finito de termos nao nulos. Em particular, campos de fundo com simetria
esférica seriam candidatos naturais a serem investigados. Veremos isso no préximo

capitulo.
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Teoria de campos com simetria
radial: o propagador na presenca

do instanton

Neste capitulo, discutiremos a construcao do propagador semiclassico em problemas
de teoria quantica de campos com simetria radial. O texto que apresentaremos é
baseado em [42].

O estudo de sistemas com potenciais esfericamente simétricos inclui casos fisica-
mente relevantes envolvendo instantons, monopdlos, vortices, etc. Essas solugoes
topologicas desempenham papéis especiais em diferentes teorias. Em particular, ex-
pansoes semicldssicas em torno de instantons contém efeitos nao perturbativos de
tunelamento que sao desprezados em todas as ordens numa teoria perturbativa em

torno de um vacuo trivial, como acontece com a teoria de perturbacao usual.

Abordagens envolvendo instantons em QCD voltaram a despertar interesse. O
sucesso fenomenologico de calculos com instantons indica que eles desempenham
papel importante em diversos aspectos da interacao forte, como a quebra espontanea
da simetria quiral[86]. Outros trabalhos consideram novos efeitos dos instantons no
espalhamento de partons de alta energia, bem como na supressao do tunelamento
induzido por colisoes[87] .

Usaremos o método conhecido de construcao da funcao de Green multidimensional
a partir de uma func¢do de Green radial mais simples[45, 46]. Como a direcao radial é

a unica direcao relevante, podemos fatorar a dependéncia angular, obtendo essenci-

66
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almente um problema unidimensional, tratavel. Essa técnica pode ser util em casos
nao-triviais e, como aplicagao, exibimos um calculo simples, embora longo, de cons-
trugao do propagador do instanton em uma teoria de calibre SU(2)[88]. Esse propa-
gador foi obtido originalmente utilizando-se métodos ad hoc muito elaborados[89].
Nos reproduzimos aqui esse propagador usando um procedimento geral valido para
uma ampla classe de potenciais com simetria radial. Como subproduto, encontramos
harmonicos esféricos generalizados que naturalmente sao adaptados a decomposi¢ao
da dlgebra so(4) na soma su(2) @ su(2). Tais fung¢oes podem ser tteis em outros

problemas envolvendo acoplamentos spin-6rbita em dimensao quatro.

4.1 Decomposicao em ondas parciais

Consideremos uma teoria n-dimensional euclideana para um campo escalar ¢(z),

cuja acao tenha a forma:

St = [ e [5(Vef + V()] (@)

O funcional gerador é
20 = §1o¢l exp{ = slel+ [jodal. (4.2

Na aproximagao semicldssica, o funcional Z[j] é dominado pelos pontos esta-
ciondrios da acao. Admitiremos que uma tal solugao classica, ¥, dependa somente

da coordenada radial, r:

55) .
) = VB V(B) =0. (4.3)
<590 ()

Como vimos, as primeiras contribuigoes das flutuagoes quanticas em torno de

envolvem o propagador semiclassico, que ¢ definido pela equacao:
[-V?+V"(@)] Gr,x') ="(r —71). (4.4)

Evidentemente, V" () é fungao apenas de r. Seguindo[90], escrevemos essa funcao
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de Green como uma expansao em ondas parciais n-dimensional:

G,y =3 alr )G (), (4.5)

=0

n—2
onde C; * sao polinémios de Gegenbauer [ver [90], paginas 462 e 463, equagao 11].
Para n = 3, temos simplesmente Cll/ 2 = P,(t), um polinomio de Legendre e, para

n = 4, um polinomio de Chebyshev de segunda espécie.

O laplaciano em dimensao n é dado por:

1 0 ,,0 1,
rn=19p " or + 72 Vo
0? —10 1
bW (4.6)

- Or? r or 120

V?=

onde V3 atua sobre as varidveis angulares. Os polindomios que sao autofungoes de
V2 formam o espago de Hilbert dos polinomios harmonicos. Tal espago é a soma
direta infinita dos espacos dos polindmios harménicos de grau [ e n varidveis, H™,

com

2l+n—2)(n+1-3)!

di nl —
im 7 (n— )1 ’

(4.7)

e, se h € H™,
Veh=—l(l+n—2)h.

Portanto, a restricao do laplaciano n-dimensional a cada subespaco indexado por [
¢ dada por:

, 0 n—10 Il+n-2)
L or2 r or r?

\Y

. (4.8)

Vemos que, exceto para n = 1, o laplaciano envolve uma derivada primeira na
coordenada radial. Esse termo é que atrapalha a aplicacao direta de resultados de
mecanica quantica unidimensional que permitem determinar completamente o pro-
pagador semiclassico em termos da solucao classica. Contudo, o fato de reduzirmos
o problema original a um problema unidimensional traz simplificagoes que podem

dar origem a resultados exatos em alguns casos.
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A funcgao delta n-dimensional pode ser fatorada em suas partes radial e angular:

F("T*_l) §(F -7 —1)

1
T pn—1

. (4.9)

De fato, essa expressao se anula sempre que r # 1’ and 7 -7’ # 1, e sua integral sobre
todo o espaco vale 1. Note também que os polinonimos de Gegenbauer formam um

conjunto completo sobre a esfera, ou seja:

e n—2
Y oG (P =6(F i 1), (4.10)
1=0
e (2140 - 2r(22)
204+ n -2 =
nl = 4.11
Tnl = T 9T (n — 2) (4.11)
Portanto, se formos capazes de resolver a equacao:
[Vi+V"(@)] gilr,r") = 6(r — 1), (4.12)

(sob condigoes de contorno determinadas), entdo a fungdo de Green seria dada por:

Glrr)=b, Y (2 +n—2) 9rr) o222 gy (4.13)

— (r/)nJrl

onde
D(5Hr2(552)

_ 2
25-nr"5 D(n — 2)

(4.14)

n

Como vimos na se¢ao 2.1.2, podemos obter a solugao de (4.12) a partir de duas

solugoes da seguinte equacao homogénea:
(Vi +V"(@)]m(r)=0. (4.15)

A tnica diferenga com rela¢ao ao célculo da secao (2.1.2) é que agora o wronskiano

nao sera constante como la. De fato, se ¢; e ¢3 sdo duas solugoes de (4.15), entao,
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de W = ¢104 — 29!, obtemos:

W’(T) = ¢1¢’2’ - ¢2¢/1,

= o (— ";1¢;+[W+r+2)+wr>]¢z) ~ (—”;1¢1 +
s V(r)]cm)
= " (6 — gl
=T w),
de forma que
W(r) = Tfil . (4.16)

O 1/r"~! no wronskiano ird justamente cancelar o fator em r"~! da delta radial.
Para obter a constante C, é conveniente multiplicar W (r) por r"~! e tomar o limite

r — oo (ou aplicar a relagdo acima num ponto conveniente).

O ponto crucial aqui é resolver cada equagao (4.15) para cada valor de [. Uma vez
conhecidas as fungoes de Green radiais g;, usamo-las para obter G(r,r’). Esperamos
que sempre que o propagador puder ser calculado usando métodos ad hoc, entao
seja possivel reconstrui-lo usando essa técnica tradicional. Verificamos esse palpite
no importante caso do propagador escalar na presenca de um campo de fundo do

instanton, que tem solucao exata conhecida[89].

Terminamos esta segao ilustrando o caso particular trivial no qual V"(@) = 0.
Duas solugoes linearmente independentes da versdo homogénea da equagao (4.15)
sao 1(r) = 12 e oy (r) = r!. No caso livre, o wronskiano pode ser calculado

diretamente a partir da definicao:

20+n—2
W(r) = 10,92 — 0,9 = % . (4.17)
Usando a receita da se¢ao (2.1.2), obtemos:
bir (1) + bathe(r) — Qr, "), >,
gu(r,7') = 1(r) + baalr) = ) (4.18)

biapi(r) + barha(r), >,
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onde [ver (2.22)]:
i (r)iha(r') — da(r)tn (')

Q(r,r") = 4.19
(r.7") e (419)
Impondo que g,; seja bem comportada em » = 0 e r = 0o, obtemos:
!
! Nnn—1 T<
g (r, ")y = —=(r") paTl (4.20)
>

Finalmente, somando sobre [ e usando o fato de que

1
(1 — 2ty + y?

> > Gy (4.21)

obtemos:

. bn oo l B
Gth"e(r,r/) = Z (T_<> Ol(n 2)/2(7A1 . f’)

n—2 PR r2 n—2
"> 7 [+ 2cos(7 - ) 1= 4 52
1

S

- _bn R n—2
(12 4+ 2cos(F - M)rers + 1272
1
= (4.22)

com by = 1/4m e by = 1/47%, em particular.

Nas proximas segoes, mostramos como nosso método pode ser aplicado para se

obter a expressao exata do propagador escalar na presenca do instanton.

4.2 Propagador escalar na presenca do instanton

Em um trabalho notavel, Belavin, Polyakov, Shvarts e Tyupkin[91] mostraram que

“ 2N TV
A“(r) 2 1 2

(4.23)

¢ um minimo da acao euclideanda de Yang-Mills SU(2) com carga topoldgica igual
a 1. Nessa férmula, 7,,, sdo os chamados simbolos de ‘t Hooft (ver apéndice C).

O parametro p é a chamada escala do instanton. Sendo arbitraria, nao perderemos
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generalidade ao escolher p = 1.

Flutuagoes em torno dessa solucao estacionaria da agao levam ao propagador

escalar na presenca do instanton:
—D*G(r,v) =0(r — 1), (4.24)

onde D, = 0, —iT,Af, é a derivada covariante e T sdo geradores de isospin SU(2).
Vamos nos deter nesse trabalho no caso de isospin igual a 1/2, caso em que T
pode ser escrito em termos de matrizes de Pauli 7* como 7% = 7%/2. Valores
maiores de spin e isospin podem ser considerados em um tratamento analogo, como

comentaremos na secao 4.3.

Assim, o operador D? é essencialmente a soma de um laplaciano em dimensio 4 e
termos envolvendo 7% e o acoplamento spin-6rbita com Ly, = x,0, —,0,. Seguindo
a notagao sugerida por ‘t Hooft[88], usaremos L* = —(1/8)L,, L,, e introduziremos
os seguintes operadores:

1 0 1 0

M, = —= g — and N, = —=7,,7"

— 4.25
2 ox? 9 Mayw Ox? ' (4.25)

onde os simbolos 74, € 7,,, sdo definidos no apéndice C. A relagao inversa é
Ly = iy M + 0, N

Os dois conjuntos de operadores em (4.25) obedecem a dlgebra SU(2) e comutam
entre si, realizando a decomposigao de édlgebra de Lie: so(4) = su(2) & su(2). Na
referéncia [88], ‘t Hooft usa a defini¢ao sugestiva' L? = —L,, L,,/8, o que d& L* =
M? = N2,

Fazendo todas as substituicoes, obtemos:

417 8 T 472 )

3
2 _ 92 < o . o
D=0+ 0 =5 = 5T M i (4.26)

De acordo com comentéarios anteriores, podemos pensar no acoplamento T - M

como um acoplamento ordinario SU(2) e introduzir J; = M + T. Apds alguma

!Para evitar confusdo, adotaremos o sfmbolo ¢ para indicar o momentum angular na notacio
de ‘t Hooft, e o simbolo I para o autovalor usual. Eles estéo relacionados por £ =1/2.
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manipulacao, obtemos:

3 412 4 AT?
21 °%9, - (It |y = 49
{aerrar r2 1+7‘2(J1 >+(1+T2)2:|w 0, (4.27)

ou, quando ¢ é uma autofungao de JZ, L? e T? (com isospin 1/2):

4000 +1 4 . 3
(7“2 )— 1+T2(]—€)(]—|—€+1)+

2 3 —

E simples mostrar que a equagao (4.28) é equivalente a uma equagao de Morse-
Rosen (ver apéndice A). Duas solugoes independentes podem ser obtidas para cada
¢ em termos de fungoes hipergeométricas. Usando a técnica descrita no apéndice A

é possivel mostrar que duas solugoes independentes dessa equacao sao:

1
1+ r2)i—t

¢+(T) = r2(f+1)( F(+)(T)
Y (r) = r*#1 + 2 FO(r)
onde
1
FOE) = oFF (ta+1/24+ v+ 1/4,+a+1/2 = /v + 1/4,1iaib,m),
"

coma=j—0 b=j++1evy=T? Em particular, /7y +1/4 =4t +1/2 =1,
no caso de isospin 1/2. Para ¢ = 0 elas sao dadas por[88, 47]:

(a) 1 (b) 2 + 7“2
¢0 ( ) 7“2\/1—‘—77“2 0 ( ) m ( )
enquanto para ¢ # 0, temos:
@\ _ 1 @ ( 1
P (r) = PG (1 4 12)it Fy <1 n Tz) (4.30)

. 1
YD (r) = r(1 + 2y Wjﬁ’(l HQ), (4.31)
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onde

(a) _ (0) _ u -

Fj/(u)=1 e F}e(u)_1+m sej=L0+1/2, (4.32)
e

a U .

sz)(u):1—2€le FQu)=1 sej=0-1/2. (4.33)

O préximo passo é encontrar uma base de autofungoes comuns de JZ, L2, M3 e Ns.

4.2.1 Harmonicos esféricos adaptados a o(4) = su(2) ® su(2).

A decomposicao da algebra de Lie o(4) em su(2) @& su(2) é geralmente obtida nos
livros combinando-se os seis operadores de momentum angular em dois conjuntos
independentes de trés operadores. Essa separacao é muito sugestiva devido a sua
relacao com a algebra usual de momentum angular em dimensao trés. Seguindo essa
idéia, seria conveniente construir uma base do espaco de funcoes sobre S® composta
por autofungoes com propriedades andlogas aos harmonicos esféricos Y}, usuais. Nao
encontramos fungoes com essas propriedades na literatura. De fato, os harmonicos
esféricos generalizados usados nos livros sao dados em termo de funcoes esféricas
zonais envolvendo polindmios de Gegenbauer. Entretanto, essas funcoes nao sao

adaptadas a decomposigao citada acima para a algebra de Lie de O(4).

Para se construir uma tal base é conveniente definir as seguintes variaveis com-

plexas:
nn=x1+1x9 € 29=2T3+1T4,

e trabalhar com z1, 27, 29 € 25 em vez de x1, 29,23 € x4. No apéndice C mostramos

que
L2 — a% + 822 —+ ag —+ ai == 4<azlaziK + aZQaZ;)
€
1 % x
M3 = 5 |:(Zlazl - Zlazf) + (ZQ@ZQ - ZQ@Z;):| ’
1
o= [0 = 50— 0 - 50
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Note que M3 e N3 rodam independentemente os planos (z1,x9,0,0) e (0,0, z3, x4).
Portanto, as fungoes de 22 + 22 = |z1|? e 22 + 22 = |2|? sdo invariantes. E possivel

mostrar que as fungoes Hy,,,, definidas por:

1
Hppp = ——— 25" "m0 Ry (m—0,—n—l,m—n+1,—|n|*/|x]) (4.34a)

V Aémn

(m:—ﬁ,...,éen:—ﬁ,...,m) e

1

Hf m,n —
7 V Aénm

T B (n— 6 —m—n—m+1,—|2|*/|z[?) (4.34b)

(n:—ﬁ,...,éem:—E,...,n),onde

(m —n)? (€+n)l(€ —m)!

A, =
2041 (E—n) !0+ m)!

(4.34¢)

sao autofuncoes de L?, M3 e N3 que constituem um conjunto ortonormal. Embora, os
Hy,., sejam escritos em termos de fungoes hipergeométricas, trata-se de polinomios
homogeéneos de grau 2¢. O nimero de tais fungoes é (I+1)?, a dimensao do espago dos
polinomios harmonicos. Elas sao claramente linearmente independentes; o conjunto

delas é, pois, base.

As propriedades das funcoes Hy,,, sao praticamente idénticas aquelas dos harmonicos

esféricos usuais e estao demonstradas no apéndice C. Em particular, elas satisfazem:

M3 Hé,m,n =m Hé,m,n € N3 Hf,m,n =n Hf,m,n . (435)

Temos também:

Myi Hypppp = VOC+1) Fm(m+1) Hypmarn (4.36)

Ni Hppn = L+ 1) F n(n+1) Hypper - (4.37)

Além disso, o conjunto das fungoes Hy,,, € completo, i.e.:

¢
Z Hypnon(P) Hy (1) = (20+ 1) Chy(7 - 7). (4.38)

m,n=—~



76

Combinando (4.38) e (4.1), obtemos:
9 00 l
=~ Hppn(F) H (7)) = 0(7 -7 = 1) . 4.39
230 S Henl) B ) = 367 ) (439)

4.2.2 Construcao do propagador

As autofungoes de J? sdo dubletos com autovalores j = £+ 1/2 ou j = ¢ — 1/2
(quando ¢ # 0). E simples mostrar que as duas soluces independentes de (4.27)

que precisamos podem ser:

H: r)= ——=— Y.un(T e H,; n = ——= Yiun(T), .
4,0, Mn o0 - 1 JjeM 4,0, M, o0 + 1 Jje

onde

/O£ M+ 1/2 Hypr1jon(7
Yionmn(F) = 2 Her-ape (Ar) para j=(+1/2.  (4.41)
\/EZFM—F 1/2H€,M—|—1/2,n(7ﬂ)

De agora em diante, o simbolo + correspondera a j = ¢+ 1/2. Usando o método
descrito na secao 2.1.2 para a construcao de funcoes de Green unidimensionais,

obtemos: “ "
Hjyain(rs) @ H g yp(re)
w(r') '

Gjensn(r,T') = (4.42)

Note que, quando r vai a infinito, a equagao (4.27) se reduz a equacao livre em
dimensao quatro, com J? no lugar de L?. Assim, concluimos que o wronskiano é

simplesmente w(r) = 2(2j + 1)/r3, levando a:

R T (S
2127 +1)  20+1

Gienrn(r, 1) = Yioarn(7) @ Yienra(7') - (4.43)

Antes de prosseguir no calculo de gjear,,, note que

2j +1

1
(ﬁ:l: M“— 5) HZ,M—%,H(/’Q) - ( :l: Mg) HZ,M—%,H(/’Q) 5 (444&)

1
\/ U0+1) = M2+ 3 Hy oy o(F) = M Hy ey, (7) (4.44D)
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2j +1
2

1 R A
(ﬁ FM+ 5) He,M+%,n(7“) = ( F M;) H&M%,n(r) . (4.44c¢)

Usando a relacdo de completeza (4.38) chegamos a:

2+ 4 +M_
Z v (Ts) @ Yionm (T<) = (20 + 1) ( 2 3 ) cL(F )

+M, # F M3
(4.45)

Pondo (4.45) em uma expressao andloga a (4.13), adaptada a estrutura de isospin,

obtemos:
/ ]' -
G(I‘,I‘) = ﬁ ZZ gjéMn(r>r)
=0 = Mmn
Am? = & 2j+1 M, R T M
1 & [1 1 M; M- ]1# DD (o) o
_ b g Cop(7 - 7)
4#2;; 2 2]—|—1<M+ —MS) 2 2
1 & 1 Mz, 1 U3 (rs)0} (ro) R
= - 4+ !
I R e e e

No apéndice C mostramos que

rur v

(MaTa) 0216(72 ’ f/) = - inauu rr C ( . f/) . (446)
Entao:
Ly Cy(-7) _ i C3p_a (7 7)
- 4—’/T2 ; zi: 7“<) # + W Nuva TpYvTa W
(4.47)

Note que até aqui nao fizemos uso da expressao explicita para wj(-;f) e wj(-z). Subs-

tituindo suas expressoes em (4.47), obtemos finalmente, apés um calculo simples,



78

embora trabalhoso (ver detalhes no apéndice C):

L4r-v +inauwr,rvTa
G(r,r') = . - H 2" — (4.48)
A2 |r — 1| \/(1+T)(1+r)

reproduzindo a expressao conhecida na literatura[89].

4.3 QOutros propagadores de instanton

Tudo o que fizemos foi para o propagador escalar na presenca de um instanton no
caso sem massa e com isospin 1/2. Entretanto, o presente método se aplica também
a variagoes do mesmo problema. De fato, solugoes da equacao (4.27) para valores
maiores de isospin, ainda dentro do caso sem massa, tém a mesma estrutura que v,
i.€., sao escritas como um produto de uma funcao simpes de r por um polinémio em
(1 +7%)~1 possibilitando um célculo analitico exato para o propagador. Para cada
valor de T2, teremos um tratamento diferente da parte angular para chegar a uma
expressao analoga a (4.47). Contudo, o resto do célculo procede exatamente como

no caso de isospin 1/2.

O caso massivo é mais complicado, mas também tratavel, em principio. Usando
a expressao completa para o propagador sem massa pode-se implementar uma ex-
pansao do propagador massivo em poténcias de m?, como discutido em [92] e [93].
Uma outra possibilidade seria considerar uma solucao aproximada para a equagao
radial unidimensional e substitui-la na expansdo em ondas parciais em (4.47), que
ja tem a parte de isospin simplificada. No caso particular em que a massa tem
uma dependéncia em r, como proposto por 't Hooft[88], solugoes exatas sao da-
das por (4.30) e (4.31), onde Fj(la Ve I j(lb ) si0 determinadas funcdes hipergeométricas
nao-polinomiais. Trabalhar com a série hipergeomética provavelmente impedira a
obtengao de féormulas simples, mas sempre é possivel escrever resultados aproxima-

dos.

Finalmente, é possivel mostrar[89] que, para o caso sem massa, os propagadores
de férmions, ghosts e vetores podem ser escritos em termos do propagador escalar
da equacgao (4.48). Na realidade, o propagador escalar estara relacionado as partes
daqueles propagadores que sao ortogonais ao subespacos de modo-zero. A referéncia

[94] discute os modos zeros do problema do instanton. Usando um certa parame-
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trizacao do campo de fundo instantonico em termos de uma funcao radial ¢ dada
por um kink,

(1) = tanh(t — t,), (4.49)

obtemos um operador do tipo Morse-Rosen. A existéncia de modos zeros no pro-
blema original é, entao, equivalente a existéncia de estados ligados para o problema

de Morse-Rosen associado, cujas autofungoes sao completamente conhecidas[94].

4.4 Conclusao

Deduzimos um procedimento sisteméatico para obter um propagador semiclassico
no caso de campos classicos de fundo com simetria esférica. Esse procedimento
permite uma construgao passo-a-passo do propagador escalar do instanton previa-
mente obtido usando-se métodos ad-hoc. Uma construcao relacionada a métodos
mais elementares é algo nao apenas desejavel, mas também pode se mostrar 1til em

extensoes futuras.

Como subproduto de nossa construcao, obtivemos novos harmonicos esféricos que
sao adaptados & decomposigao de so(4) na soma direta su(2) @ su(2). Suas pro-
priedades sao de grande utilidade em problemas que envolvem acoplamento de dois

su(2)’s, como no caso dos acoplamentos do tipo isospin-érbita ou spin-érbita.
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Termodinamica semiclassica de

cCampos escalares

Este capitulo tem por base a referéncia [43] (e sua versao parcial, ref. [95]).

A teoria de campos a temperatura finita[96] é o instrumento apropriado para o es-
tudo das propriedades termodinamicas de estados de equilibrio e eventuais transicoes
de fase. Suas aplicagoes vao desde a investigacao da estrutura de fases das interagoes
fortes e fracas, fornecendo informacoes a respeito do universo primordial, até a des-
cricao de teorias efetivas a baixas energias, seja em fisica de particulas, seja em fisica

da matéria condensada.

Entretanto, teorias de campos a temperatura finita apresentam, em geral, uma
grande complicacdo: a expansao perturbativa usual [97, 98, 99, 100] é mal definida
devido a presenga de divergéncias infravermelhas no setor bosonico, produzindo re-
sultados inconsistentes. No caso da QCD a temperatura finita — hot QCD —, por
exemplo, pode-se dizer que o raio de convergéncia da série perturbativa é estrita-
mente zero[101]. Esse desafio estimulou o desenvolvimento de técnicas que envolvem
a soma de classes infinitas de diagramas — resummation techniques — por meio de
uma reorganizagao da série perturbativa, obtendo uma melhora significativa nas pro-
priedades de convergéncia da série (veja artigos recentes de revisdo nas referéncias
[102, 103]). Algumas dessas técnicas usam teorias efetivas para separar as escalas
T, ¢gT, and ¢*T [104, 105, 106, 107, 108, 109]. Outras fazem uso de modelos de
quasiparticulas como ponto de partida para a expansao perturbativa[110], obtendo

também boa convergéncia quando a massa dessas quasiparticulas é escolhida de

80
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modo apropriado. Podemos mencionar também as referéncias [122, 123], nas quais
um modelo fenomenoldgico simples de quasiparticulas massivas foi usado para repro-
duzir com sucesso a pressao do plasma de quarks e gluons obtida em simulagoes na
rede. Em outras abordagens, reorganiza-se de maneira auto-consistente a expansao
perturbativa do potencial termodinamico em torno de diagramas especiais deno-
minados, em inglés, two-particle irreducible skeleton diagrams, [111, 112, 113, 114,
115, 116]. Finalmente, algumas técnicas[117, 118, 119, 120, 121] se baseiam no uso
sistemdtico da aproximacao HT L' como boa aproximacio para as quasiparticulas

do sistema, e de suas interagoes.

Neste capitulo apresentamos uma abordagem alternativa. Tendo como inspiracao
o sucesso da implementacao sistematica da série semiclassica em mecanica estatistica
quantica e seus resultados para a termodinamica do oscilador anarmoénico quartico,
propomos uma descricao semiclassica da termodinamica de um sistema de cam-
pos escalares em equilibrio com um banho térmico. Dentro do espirito desta tese,
essa abordagem estara centrada em uma construcao simples de um propagador se-
micléssico que serd o ingrediente fundamental nossa anélise. Como sabemos, calculos
semiclassicos sao qualitativamente diferentes dos métodos puramente perturbativos,
podendo ser interpretados como a soma de um conjunto infinito de diagramas da

série perturbativa, como esté discutido em [1, 3].

Partiremos da expressao para a funcao de particao na forma de uma integral fun-
cional, estabelecendo contato direto com a formulacao mais simples no contexto de
mecanica quantica do capitulo 2 onde, a partir do conhecimento das solugoes da
equacao de movimento, foi possivel construir toda a série. No contexto de teoria
de campos, uma tal extensao fica inviabilizada pela natureza mais intrincada das
equacoes diferenciais parciais que surgem. Entretanto, em alguns casos podemos
construir o propagador semiclassico de modo simples e com ele calcular diversas
quantidades relevantes, como vimos nos dois capitulos anteriores. Mostraremos a
seguir que o mesmo vale para o calculo da termodinamica de campos escalares que
interagem via um potencial do tipo poco simples. Neste trabalho original, expan-
dimos a acao euclideana em torno de solucoes classicas cujos valores nas bordas do
intervalo temporal sao independentes da coordenada espacial. A hipdtese bésica
é o conhecimento exato dessas solugoes — analiticamente ou numericamente — en-

quanto funcao do potencial. Em seguida incorporamos flutuacoes em torno dessas

1Sigla para a expressdo em inglés: “hard thermal loops’.
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configuragoes, bem como flutuacoes arbitrarias nos valores do contorno dos campos
classicos. Todas essas flutuacoes sao implementadas na aproximacao gaussiana. Da-
mos uma interpretagao diagramatica aos diagramas considerados, conectando nosso
formalismo a expansao perturbativa usual e identificando as classes infinitas de di-
agramas que sao somados em nossa abordagem. Discutimos a renormalizacao das
divergéncias ultravioletas e a auséncia de divergéncias infravermelhas, cumprindo
com nosso objetivo de prover uma alternativa para o calculo de teorias de campos

a temperatura finita.

5.1 Integral sobre flutuacoes em torno de uma

configuracao classica

Valores esparados do campo, suas correlacoes, o diagrama de fases, todas as quan-
tidades de importancia termodinamica podem ser obtidos como derivadas de um
funcional gerador. Este nada mais é que a funcao de particao do sistema onde
as suas interagoes acrescenta-se um acoplamento linear com uma fonte externa.
Por simplicidade, vamos momentaneamente nos concentrar no calculo da funcao de
particao na auséncia da fonte. Mais tarde, quando calcularmos a funcao de dois

pontos, retomaremos o calculo com esse termo incluido.

Assim, nosso ponto de partida é a expressio de Z = Tre ?H em termos de integrais

funcionais:
z=[pe@) [ petre) L G
¢(_ﬁ/2’m):¢(ﬁ/2’m):§0(m)
onde S, é a acgao euclideana:

+6/2
S, [¢] = / drd’z Bama% + %m2¢)2 +U(9)| - (5.2)
~B/2

Admitamos, inicialmente, que conhegamos uma solucao ¢.(7, ) da equagao de movi-

mento cléssica obedecendo uma dada condigao de contorno? p(x) nas extremidades

2Usaremos essa terminologia, apesar de o mais correto ser chamar uma tal condicdo de condicio
inicial ou configuracao inicial.
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do intervalo de tempo :

(O +m*)e(r,2) + U (e(1, ) =0,
¢c(_ﬁ/2’ "B) = ¢c(ﬂ/2’ .’1}) = 90(33) ) (5'3)

onde usamos o simbolo (1, = — (9% + V?), o operador d’alambertiano euclideano.

3 ¢ um minimo local de Sg. Entdo, na integral funcional

Uma solucao classica
sobre ¢(7,x) da eq. (5.1), admitiremos que as contribui¢oes dominantes vém de
configuragoes do campo na vizinhanca dessa solucao, ou seja, de flutuacoes em torno

dessa solugao clédssica. Assim, escrevemos :

o(1,x) = do(1,2) + (T, 2) | (5.4)

e expandimos a agao euclideana até termos quadraticos na flutuacao: n(r, ) :

1

+5 /(d4x1)E (d*xy)

025, [¢]

B m n(x)n(r2) + O(n°) . (5.5)

Pp=¢c

Usamos nessa equacao uma notacao simplificada para

v=(rz) e /(d%)E E/_Z/;ch/d%. (5.6)

Também para simplificar as expressoes, vamos introduzir a seguinte notacao :

025, [¢]

" 5o(z1)00(za) n(x)n(zs) (5.7)

7" Algdn = / (d'21), (')

p=dc

onde Al¢.] é uma matriz simétrica (com indices continuos em [—3/2, 3/2] x R?) que

depende da solugao cléssica, ¢..

A integral gaussiana sobre a flutuacao n deve ser feita com a restrigao no dominio

imposta pela condi¢ao de que n(7, x) se anula nos extremos,

Ve, n(-B/2.@) = n(B/22) =0, (5.8)

3Por vezes usamos o termo “solugdo classica” para uma solucdo da equacio cldssica, eq. (5.3).
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uma vez que o campo classico de fundo ja satisfaz — ou satura — as condicoes de
contorno. Uma maneira de implementar essa condicao de contorno é fazer uma
decomposicao de n em série de Fourier, somando sobre os chamados modos de Mat-

subara:

77(7’ "B) = Z 6iwn7—77n(w) ) (59)

ne7z

com w, = 27mn/(. A inversa dessa transformagao é dada por

B/2
1 )
() = 3 / dr e ™" n(r, ) . (5.10)
-B/2

A condicao imposta pela condi¢oes de contorno se traduz em uma condi¢ao para os

modos de Matsubara:

> ma(x)=0. (5.11)

nez

Devemos usar essa relagdo para eliminar um dos modos em (5.9) (digamos no(x)).

Em particular, temos:

Z UzAinIp - Z ng[Anp + AOO - AOp - AnO]np ) (512)

n,pEZ n,peEZ*

onde A,,, sao os coeficientes de Fourier da matriz A. Mais explicitamente, com todos

os indices:

B/2
1 , ,
App(,y) = B / drdr’ e T A, x; 7', y) . (5.13)
—B/2

Veremos mais adiante na secao 5.2.4 que existe um modo mais conveniente de im-

plementar a condigao (5.8). Por ora, podemos escrever:
2~ [[Dpt@)] e faer (4] (5.14)

onde indicamos por A*[¢.] a restri¢do do operador A[¢.| ao subespagco das flutuagoes

n que obedecem as condigoes (5.8).

Para concluir o cédlculo semiclassico de Z, devemos agora integrar sobre todas as
configuragdes de contorno do campo, (). Entretanto, antes de prosseguir, é 1til

entender a natureza dos diagramas que correspondem ao termo de raiz quadrada do
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determinante funcional. Sabemos que a integracao gaussiana sobre flutuacoes acerca
de uma dada configuracao de fundo corresponde a calcular as corregoes a 1-laco da
acao efetiva. No entanto, para essa correspondéncia ser valida, é preciso integrar so-
bre todos os campos periédicos n(z). Em nosso caso, a integracao gaussiana envolve
apenas aqueles 7 que se anulam nas bordas do intervalo temporal [ver eq. (5.8)], i.e.,
envolve apenas um subconjunto de todos os possiveis campos. Portanto, a quan-
tidade [det (A* [gbc])]_l/ ? ¢ uma parte da acio efetiva a 1-laco, mas nio contém
todos os termos que normalmente entram na acao efetiva a essa ordem*. Com essa
observagao em mente, um diagrama tipico incluido nessa quantidade estd mostrado
na figura 5.1, para o caso de uma teoria com acoplamento quartico. E importante
lembrar que o propagador representado pela linha tracejada difere do propagador
completo com tempo ordenado, pois aquele corresponde a um subconjunto de todos

os modos periodicos.

17

’ N
! \

!

N

Figura 5.1: Diagrama tipico incluido na integracao sobre flutuacées em torno da solugao classica
na aproximagao gaussiana. As linhas que terminam com uma cruz indicam a solugéo classica com
uma condigdo de contorno fixa, p(x). A linha tracejada pode ser vista como o propagador em
torno do campo classico para flutuaces que se anulam na fronteira do intervalo de tempo.

A solugao cléssica e o determinante na eq. (5.14) dependem do campo ¢(x) da
fronteira pela dependéncia da solucao classica ¢. nas condigoes de contorno da
eq. (5.3). De fato, a solucao cldssica ¢. pode ser representada diagramaticamente
como a soma de todos os diagramas em arvore com a extremidade na condicao de
contorno p(x). A maneira mais facil de ver isso é escrever a férmula de Green
para a solugao da eq. (5.3). Primeiramente, vamos introduzir a fun¢ao de Green do

operador U, + m? :

(02 + V2, —m?| G(r, ;7' &) = 6(1 — 7)o (x — @) . (5.15)

4Essa distincio também pode ser vista analisando-se as autofuncdes do operador A[¢.] no espaco
das fungoes periddicas e no espago das fungoes que se anulam em 7 = +/3/2, respectivamente.
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Essa funcao de Green nao é unica, mas vamos deixar para escolhé-la depois. Mul-
tiplicando essa equagao pelo campo cldssico ¢.(7/,&’), e integrando sobre 7" e &/,

obtém-se:

B/2

bolr, @) = / dr’ / &z do(r @) [2 + V2 —m?] Gr, e &) . (5.16)
—B/2

Agora, multipliquemos a equagao de movimento para ¢.(7’, ') pela fungao de Green

G (1, z; 7', '), integremos sobre 7/, e subtraiamos a equagio resultante da anterior.

Obtemos :

B/2
Ge(T, ) :/ dT’/d3a:’ GOr ;7' ') U(pe(7', )
—B/2
—i—/ dT//d3:1}/ G, z; 7, ) [ 0%+ Vi - 092 - V2, ]¢C(T/,w/) :
-B/2
(5.17)

onde as setas nos operadores diferenciais na segunda linha indicam em que lado eles
atuam. A segunda linha pode ser reescrita como um termo de superficie, uma vez
que :
- — — —

Alaz-o2|B=o{a| 0, -0, |B} . (5.18)
Na eq. (5.17), a fronteira nas diregoes espaciais nao contribui para o campo cléssico
no ponto &, uma vez que o propagador livre vai a zero a medida em que a separagao
espacial aumenta. Assim, nos resta apenas uma contribuicao, associada a fronteira

no tempo. Nesse ponto, uma vez que as condicoes de contorno para ¢. consistem em

especificar o valor do campo em 7/ = £/3/2, com uma derivada temporal qualquer, é
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muito natural escolher uma funcao de Green G° que obedeca as seguintes condicoes® :
Gt x;—B/2, %) = G(1,x; +3/2,2') =0 . (5.19)

Com essa escolha para o propagador, nds obtemos a seguinte férmula para ¢.(7, x) :

B/2
ora)= [ ar [ da @i e) Ulotra)
-B/2
T'=+p3/2
—/dga:’ o(x') [&IGO(T,:I:;T’,:I:/)]

T'=—3/2 ’
(5.20)

Essa formula nos mostra como a solugao classica ¢. depende da configuracao de
contorno (x). Se o primeiro termo no lado direito da equagdo — envolvendo a
derivada U’ do potencial — nao estivesse 14, entdao a relacdo entre ¢. e seu valor
© na borda seria linear. Isso ocorre apenas para a teoria livre. Na presenca de
interagdes, podemos resolver a equacdo (5.20) iterativamente em poténcias de U’.
Essa expansao pode ser representada diagramaticamente pela soma de diagramas
em arvore cujas folhas sdo o valor do campo na fronteira, p(x). Um exemplo dessa
representacao estd indicado na figura 5.2, para o caso de uma interacao do tipo ¢*.
Note que, quando a configuracao na fronteira é pequena®, essa soma de drvores pode
ser aproximada pela expansao em ordem zero em poténcias de U’, que é independente
das interagoes. Por outro lado, para valores grandes de ¢, é importante incluir
todos os termos da expansao em arvores que aparecem em ¢., pois todos eles serao
comparaveis. Portanto, ja podemos ver um importante aspecto desse esquema de

aproximacao: embora as flutuagoes quanticas se manifestem apenas a 1-laco, ela

SEm geral, sempre é possivel impor duas condi¢oes sobre uma fungdo de Green de [J, + m?,
pois os modos nulos desse operador formam um espaco vetorial de dimensao 2. As condigoes da
eq. (5.19) sdo satisfeitas por :

&Pk sinh(wg (7 — g)) sinh (wg (77 + ﬁ))
0 el — ik-(x—2') o 5 5
G (r. ;7 2') / 22 € {H(T ) T

+0(r' —71)

sinh(wg (7" — g)) sinh (wg (7 + §))
wy, sinh(wg3) ’

onde wg, = Vk? + m2.

6Com isso queremos dizer que o termo de interacdo é muito menor que o termo cinético na
acao. Essa condicao depende do momentum em que se estd interessado.
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Figura 5.2: Expansao diagraméatica do campo classico em termos do valor de fronteira do campo
(bolinhas pretas).

contempla a contribuicao do campo na fronteira em todas as ordens, permitindo um

correto tratamento mesmo para valores grandes (ndo perturbativos) de p(x).

5.2 Expansao em flutuacgoes da fronteira

5.2.1 Discussao preliminar

A integracao sobre as configuracoes de fronteira que ainda precisa ser feita na
eq. (5.14) torna a aproximagcao semiclassica para Z muito intrincada; primeiro, de-
vemos resolver a equagao diferencial parcial (5.3) para () arbitrario, o que nao é
possivel de se fazer em geral. Mesmo numericamente, trata-se de uma tarefa com-
plicada. Além disso, a Unica integral funcional sobre ¢ que somos capazes de fazer
analiticamente é uma integral gaussiana. Para contornar esses problemas, somos

forcados a implementar algumas aproximacoes.

Pode-se ver diretamente nas egs. (5.3) que a equagao cldssica de movimento se
reduz a uma equagao diferencial ordindria no caso em que o campo () na borda
é uma constante. Nesse caso, a solugao classica ¢, (7, x) se torna uma fungao ¢o(7)

apenas do tempo :

(_83 + m2)¢0(7) + U (¢o(7)) =0,
Go(—B/2) = ¢o(B/2) = w0 . (5.21)
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Essa simplificacao das equacoes classicas de movimento torna o problema muito mais
tratavel por métodos analiticos ou numéricos. Essa observacao sugere que o campo

na fronteira, p(x), seja decomposto em uma parte constante, @, e uma flutuagao,

£(x):
o(x) = o+ () . (5.22)

A solucao da equacao classica de movimento pode, portanto, ser expandida de ma-

neira similar:

(T, ) = Oo(T) + O1(7, @) + o) + - -+, (5.23)

onde ¢, é de ordem n em & (ha termos de ordens aribitrariamente grandes em & se
a equacao de movimento for nao-linear). Feito isso, podemos reescrever a integral

funcional sobre ¢(x) na eq. (5.14) como :

7 / dpo / [DE(a)] e =%l [det (A*[oc])] 71/ . (5.24)
> {e@)=0

Note que a integragao sobre &(x) deve ser feita com a restrigao

(E(x)) = /d3w {(x) =0, (5.25)

uma vez que a “componente uniforme” (i.e., o0 modo zero) da condigao de contorno
ja foi levado em conta em ¢y. Uma integracao irrestrita sobre &(x) contaria essa

contribui¢ao mais de uma vez.

Admitiremos na sequéncia que o primeiro termo, ¢q(7), pode ser determinado
com acuracia arbitraria — ele pode ser determinado analiticamente em certos casos,
enquanto que em geral ele serd obtido resolvendo-se uma equacao diferencial or-
dinaria. Além disso, a dependéncia em ¢, serd sempre tratada exatamente; apenas
os termos que dependem da flutuagao & serao tratados de modo aproximado. Com
isso, garantimos as vantagens de tratar corretamente o termo de interacao quando
o campo da fronteira é grande, uma vez que apenas as flutuacgoes na fronteira é que

serao tratadas perturbativamente.
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Uma simplificacao natural para obter a dependéncia em £ é fazer uma aproximacao
gaussiana em torno de £ = 0. Como veremos em breve, para encontrar a agao S [¢.]
até a segunda ordem na flutuacao ¢ da fronteira basta obter a solugao classica ¢,

em primeira ordem em &.

Além disso, para ser consitente com a aproximacao gaussiana para S, [¢.], precisa-
remos apenas calcular o determinante na ordem mais baixa em &, i.e., em ordem zero.
De fato, a integracao gaussiana sobre as flutuagoes & corresponde a uma correcao
a 1-laco no campo de fundo ¢y. Contudo, como vimos na secao anterior, o deter-
minante funcional da eq. (5.24) ja é uma corre¢ao a 1-lago. Portanto, mantendo a
dependéncia em £ desse determinante incluirifamos termos com mais de 1-laco na
integral sobre £, mas somente um subconjunto de todas as correcoes a 2-lacos. Fa-
zer isso nao seria proibido por nenhum principio fundamental, mas isso tornaria os
calculos consideravelmente mais complicados, além de alterar a renormalizacao do
resultado final. De fato, como veremos depois, expandindo o determinante funcio-
nal em £ na eq. (5.24) obtemos uma expressao cujas divergéncias ultravioletas sao

precisamente aquelas da acgao efetiva a 1-laco. Por essas razoes, vamos calcular

—+00

7~ / dipo [det (A*[¢])] / [DE(x)] e Sploe) (5.26)
- (&(@)=0

5.2.2 Correcao para ¢. devido a flutuacoes na condigao de
contorno

O proximo passo é encontrar a corre¢ao ¢ (7, &) a solugao cléssica ¢.. Para encontrar
a equagao obedecida por ¢q, simplesmente trocamos ¢. por ¢y + ¢; na eq. (5.3).
Ignorando todos os termos de ordem superior a unidade em ¢; (uma vez que eles
sao ao menos de ordem 2 em &), e usando a equagao obedecida por ¢g, obtemos a

seguinte equagao (linearizada) para ¢y :
(O +m2) +U" (g0(7)) |61 =0, (5.27)
com a condicao de contorno:

01 (=0/2,x) = $:1(8/2,x) = {(x) . (5.28)
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Para prosseguir, precisaremos da féormula de Green para a variagao ¢, do campo
classico. A dedugao é muito similar a da eq. (5.20), de forma que nao a reproduzire-
mos aqui. A principal diferenga com relagao a eq. (5.20) é que precisamos da funcao
de Green para o operador O, +m? 4+ U" (¢o(7)):

(02, + V2, —m® = U" (¢o(7)] G(r, ;7' ') = 6(7 — 7)o (z — &) , (5.29)

em vez de para o propagador livre G° que introduzimos anteriormente. Novamente,

esse propagador deve obedecer a condicao de contorno:
G(r.@;—/2.a) = G(r, @5 8/2,@') = 0. (5.30)

Em termos das flutuacoes e do propagador, a primeira correcao a solucao classica

fica:
bi(7,) = / P €(x') (00 G, 7, &L= (5.31)

Note que, uma vez que o campo de fundo ¢y nao depende das coordenadas espaciais,
o propagador GG depende apenas da diferenca @ — «’. Assim, podemos eliminar a

convolugao espacial indo para o espaco de Fourier:

or(r.K?) = (k) [0G(r. 7 kD)) L2 (5.32)

onde o propagador no espago de Fourier é definido por

(02, — (K* + m®) = U" (¢o(7'))] G(7, 7', K?) = 6(1 — 7') , (5.33)

G(r,—B/2,k*) = G(r,5/2,k*) = 0. (5.34)

5.2.3 Propagador no campo de fundo ¢,

E bastante simples determinar o propagador que obedece as eqs. (5.33) e (5.34)
em termos de duas solugoes linearmente independentes da equagao diferencial linear

homogénea:
(02 — (m* + k%) = U" (¢o(7))] n(7,k*) = 0. (5.35)
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Sejam 1,(7, k?) e ny(7, k*) duas solucdes quaisquer” de (5.35). Para construir a
partir de 7,;, uma solucdo das equacoes (5.33) e (5.34), primeiro vamos introduzir o

seguinte objeto:
Q(7, 7', k) = 0o (1, ) (7', k) — (7, K*)na (7', K?) . (5.37)

E trivial checar que Q(7, 7', k?) satisfaz a eq. (5.35), com respeito a ambas as
varidveis 7 e 7. Consideremos a seguinte identidade:
Q(B/2, 7, QT , —3/2, K
H(r, 7' k) = (/2,7 k" )UT, g/’k) if 7>71",
Q(B/2,7, k)1, —3/2, k)
Q(ﬂ/Qa _ﬁ/Qa k2)

H(r, 7' k*) it <7, (5.38)

Essa quantidade obedece a eq. (5.33) se 7 # 7/. Além disso, embora H(r, 7', k?) seja

continua em 7 = 7', sua primeira derivada nao é. Em vez disso, temos

lim <3T/H(T, 7 k?)

e—0F

2
r'=r4e aT/H(T’ T/’ k )}T,:T_e)
= Ny (T, k:2)7']b(7', k:2) — Na(T, k:Q)nb(T, k:2) =-W. (5.39)

como pode ser verificado fazendo-se os calculos. O lado direito da equagao anterior
nada mais é que o wronskiano W do par de solugoes 7, € é independente de 7 no
caso da equagao (5.35). Indiquemos por W o valor do wronskiano para o par de
solugoes 1,,. A discontinuidade de 0 H (7,7, k?) em 7 = 7 é, portanto, igual a W,
o que significa que a segunda derivada temporal contém um termo em W §(r — 7').

Finalmente, da propriedade ébvia:

Q(r,7,k*) =0, (5.40)

"Quando k = 0, é ficil verificar que

1a(730) = o(7) ,

dr’
| &

(73 0) = ¢o(7) (5.36)

obedecem (5.35). Entretanto, essa construgao falha quando k # 0.
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vé-se que H (7,7, k?) satisfaz as condicdes de contorno da eq. (5.34). Portanto,

W-H(r, 7, k?) é o propagador que estamos procurando:

Q(B/2, max(r, '), k*)Q(min(7, 7'), —3/2, k*)

G(r, 7 k) = — W Q(3/2,—5/2, k)

. (5.41)

Em geral, as solucoes 7,;, nao serao conhecidas numericamente para um valor nao

nulo de k, e teremos que usar métodos numéricos.

5.2.4 Calculo do determinante funcional

Como explicamos anteriormente, precisamos calcular o determinante que aparece
na equagao eq. (5.24), det (A*[¢c]), em ordem zero na flutuacao £ da borda, i.e.,
calcular det (A*[¢p]). Ao integrar por partes o termo cinético, a acao euclideana

pode ser reescrita da seguinte forma:

Sofon-tl = S+ [(@io), g0+ pute + 0| G

Note que a integracao por partes nao introduz nenhum termo de borda aqui gracas
as condigoes de contorno satisfeitas por n [ver eq. (5.8)]. Portanto, obtemos para o

operador A* a seguinte expressao:

* _ 525,
Aldolrar = 00(7,2)69(7', y) quo
= (r—7")o(x—vy) [DE +m*+U" (¢0(7))} . (5.43)

Escrevemos ¢, explicitamente como um campo que depende apenas do tempo, uma
vez que estamos calculando o determinante apenas em ordem zero nas flutuacoes da
borda. Assim, podemos fazer a transformada de Fourier com respeito as coordenadas
espaciais e usar k em vez de x. Os autovalores g; e as autofungoes 7; do operador

A*[¢o] sao fungoes 7(7, &) que obedecem o seguinte sistema de equagoes® :

(02— (m® + k) = U" (6u(r)) | (7. ) = gan (7. )
Ve, (=2, K?) = n(/2,) = 0. (5.44)

8Para mais informacoes a respeito das propriedades e solucdes dessa classe de equacio, deno-
nominada equagao de Hill, o leitor pode consultar a referéncia [125].
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Essa equag@o é do mesmo tipo que a eq. (5.35), sendo que a tnica diferenca é que
k? é substituido por k? + ¢;. Portanto, ela tem como duas solucoes independentes

n.(7, k* + g;) e m(7, k* + ¢;), e uma sua solucdo geral pode ser escrita como
ni(Ta k2) = Cana(7_7 k2 + gl) + Cbnb(Ta k2 + gl) ) (545)

onde C, 3 sao duas constantes de integracao. Para ter um 7); nao-trivial que obedeca
as condigoes de contorno exigidas, precisamos que esse sistema tenha a seguinte

propriedade:

Na(—B/2,K* + g:)n(8/2,K° + g;) = 1a(8/2,K* + g:)m(—B3/2,k* + g;) . (5.46)

Essa equagao determina os autovalores g; permitidos. Essa equacao também pode

ser escrita como

Q(3/2,-B/2,K +g;) =0, (5.47)

onde  foi definido na eq. (5.37). O determinante do operador A* é obtido, obvia-

mente, como o produto de seus autovalores:

9l19(8/2,—B8/2,k*+g)=0

(Indicamos por A*[¢g, k?] a restricio do operador A*[¢g] a campos de flutuacio
com modo de Fourier k.) Se z, s@o as raizes (possivelmente ndo-reais) da funcao
Q(B/2,—/2; %), entdo as solucdes de Q(3/2,—3/2,k* + g) = 0 sdo os nimeros

g = z, — k*. Portanto, podemos escrever

det A*[go, k] = [ [ (20 — k) | (5.49)
onde raizes multiplas sao repetidas tantas vezes quanto necessario no produto. O
lado direito dessa equacao é uma funcao inteira de k%, que obviamente se anula em
todas as z,. Como Q(3/2, —3/2, k) tem a mesma propriedade, existe uma funcio
inteira p(k?) tal que[126] :

det A*[¢o, k2] = Q(B/2, —B/2, k?) ") | (5.50)
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Da eq. (5.37) vemos que, se escolhermos as fungoes 7, e 7, de modo que seus valores

em 7 = —(3/2 sejam independentes de k?, entdo, o limite
lim [Q(5/2,—6/2,k2)] e V¥ (5.51)

é cotado para qualquer M > 3. Pelo teorema de Hadamard[126], a funcio p(k?) é
uma constante’. O fator constante e? deve ser de fato proporcional ao inverso do
wronskiano do par de solugoes 7, e 1, que estamos usando: e? = const/SW, porque
o determinante deve ser independente dessa escolha (o fator 5 no denominador foi
incluido para que se obtivesse um determinante adimensional). A constante de

renormalizacao pode ser absorvida como uma constante global multiplicativa em 7.

Finalmente, o determinante de A*[¢] é obtido multiplicando-se o resultado ante-

rior para todos os k’s, o que da :

“k (Q(ﬂ/2,—ﬂ/2>k2)) . (5.52)

det A*[¢o] = exp V/ 27)? G

Para ver como o volume V' aparece nessa féormula, é util considerar primeiro que
o sitema estd numa caixa finita e reescrever a soma sobre os modos discretos de

Fourier correspondentes como uma integral.

5.3 Integracao sobre flutuacoes da condicao de

contorno

5.3.1 Expansao da acgao classica

O passo final da parte analitica desse cédlculo é fazer a integral funcional sobre as
flutuacoes € da fronteira temporal, como na eq. (5.24). Antes de fazer essa integracao

é preciso expandir a agao classica S, [¢.] até a ordem quadratica em £ usando a

9Estritamente falando, o que foi demonstrado é a independéncia da funcio p com relacao a k2,
mas isso nao exclui a dependéncia dos outros parametros do problema: a massa m e as constantes
de acoplamento contidas no potencial U(¢). Contudo, fica claro a partir da forma do operador
cujo determinante estamos calculando que uma possivel dependéncia apenas poderia provir da
combinacao m? + U”(¢o(7), ou seja, que ela poderia entrar no resultado final apenas via 7, e np,
i.e., via funcdo Q. Assim, o prefator exp(p(k?)) nao pode conter nenhuma dependéncia implicita
nesses parametros.
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expansao da eq. (5.23) para ¢.. Temos:
Syl = Sylo) + VS, + @S, +0(€%) . (5.53)

Note que poderiamos ter problemas porque a priori deveriamos manter o termo ¢
— 0 termo em ordem &2 na solucao cléssica ¢. — no segundo termo do lado direito
da equagao acima. Esse termo seria muito mais dificil de ser obtido. Entretanto, nos
nao vamos precisar dele porque ¢y é uma solucao exata da equacgao de movimento

classica. De fato, podemos escrever:

505, = (@), 5 [~6u(r) + m*o(r) + U'(én(r)] (61(2) + ()
r=+8/2

+ [ @ [dr)oio) +oaa)] (5.54)

T=—03/2

e por ¢q ser solucao classica decorre que o primeiro termo se anula identicamente.

O segundo termo — um termo de borda!® — pode ser reescrito como :

T=+03/2

[ @ [am)6i(@) + oa(a)] [6n(+8/2) — b(-/2)] [ Po(a).

(5.55)

e se anula, pois estamos impondo que a flutuagao & do campo na borda tenha média

T=—03/2 B

nula.

A segunda variacao da acdo — o terceiro termo do lado direiro da eq. (5.53) — é

formalmente dada por

1 B8/2
525}5 = 5 / {qu,qb (¢c - ¢0)2 + 2L¢,3u¢(¢c - ¢0)(au¢c - 8“%)—}— (5‘56)
—B/2

+ Laﬂ¢7au¢ (au¢c - aﬂ¢0)2 (557)

onde usamos uma notacao simplificada para as derivadas da densidade lagrangeana

ONote que a primeira variacdo da acdo avaliada na solucdo classica nao se anula, em principio,
mesmo sendo a solugao cldssica um minimo da acdo. A confusdo se da pelo fato de estarmos
habituados com variagbes do campo cldssico ao longo de flutuagdes que satisfazem (5.8), com
as condigoes de contorno ja saturadas pelo campo classico. Em uma expansao nas condigoes de
contorno, tomamos variagoes do campo classico satisfazendo condigbes de contorno nao-triviais,
como as da equagao (5.28).
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L. De maneira mais precisa, e usando a expressao que temos para L, obtemos
(2) — 1 4 " 2 12 7 2
608, =5 [ (@), | (utn (@) (9"61(x) ) +m?63 () +U" (60(7)) 63 ()

_ % / (diz), 9, [¢1(x)8“¢1(x)]
45 [ (@), @)D, +m 4 UG 1) (5.58)

O integrando do segundo termo se anula devido a equagao de movimento obedecida
pelo campo ¢(x). Portanto, a variagao da acao clssica até a segunda ordem vem

inteiramente do termo de borda:

1 B8/2
55, = L / @2 drd, 91 (r, @)D, 61(7, @)
—B/2
1

= 5 /d3az [gf)l (7', $)87¢1(7—7 w)]:ii—gg
1
=5 /d3$§($)[ar¢l(77 93)]|ﬁﬁ/2

\)

onde usamos a condic¢ao de contorno obedecida por ¢; (7, ). Reescrevendo a integral

acima no espaco de momentum e usando a eq. (5.32), obtemos!!

3 3 1./
195, =5 [ da / - dk (k) [0, (-, k)| €+

1 >k
=3 /Wg( k)[0r¢1(, kmﬁ[m

=7 %s(—k) [af (s(m,G(T, r’Jc)) ﬁ;/} ﬁ;/
=5 [ e o, (0.6(.70) W;/Q] W;Z

1 A3k
-2 / a7 C(R) ERIEC)

HUPara obter essa férmula usamos a relacao

7'/:4‘5/2 _ 9(7—7 _gy
T'==8/2 Q(

(0. G(1, 7', k?)] (5.59)

Portanto, essa quantidade é igual a 1 em 7 = +3/2.
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onde i)
ck) = |[o.o 6@ k)] T 5.60
( ) |:|: (7— T ):| T/:,@/2:| T=—0/2 ( )
Portanto, a integral funcional gaussiana sobre £ leva ao seguinte resultado:
—5g¢0] A’k
Y exp {—K/—?)ln (ﬂC’(k:))} . (5.61)
[T AC (k) 2. (2m)
k#0

O vinculo k # 0 serve para remover a contribuicao dos modos nulos, i.e., das fungoes
¢ que sao constantes, uma vez que ja foram levadas em conta na quantidade .
Como antes, fatores em 3 foram introduzidos para tornar os argumentos do log e

da raiz quadrada adimensionais.

5.3.2 Calculo de C(k)

A quantidade C(k) definida na eq. (5.60) envolve o célculo de duas derivadas da
funcao de Green avaliadas nas bordas. Em principio terfamos um problema, uma
vez que a derivada de G nao é continua em pontos coincidentes. Entretanto, note
que a eq. (5.60) impoe um ordem bem definida para tomar or limites 7,7 — +3/2.

Essa ordem leva, sem ambiguidades, a seguinte expressao para C'(k) :

Ck) = lim 0,0.G(r,7,k*)+ lim 0.0.G(t,7 Kk
7,7 —+3/2 Tl —=—3/2
<7/ >/
— lim 0.0.G(r,7,k*) — lim 0,0.G(r,7 k%) . (5.62)
oy 14 a7y

Da eq. (5.41), vemos que, dependendo da ordem de 7 e 7/, a derivada segunda do

propagador sera dada por :

0-(B/2, 7, k0. Q(1', — /2, k)
W Q(3/2,-8/2, k%)
0-QB/2, 7 kO, Q(r, — /2, k)
W Q(3/2,-8/2, k%)

0,0.G(1, 7' k) = —

if 7' <7,

if 77 >71.

0,0.G(r, 7' k) = —
(5.63)
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Usando a expressao para Q(7, 7', k?) dada na eq. (5.37), obtemos apés um célculo

simples :
et (Ana<k2> Am<k2>>
Any(k?) Ay (k?
O(k) = ;7"(2) m’(ﬁ )2 , (5.64)
na(gak ) Ua(_gak )
det 5 12 5 12
m(5, k") m(—35,k)
onde
2 _ o 1T=15/2 ) o _ [ o 1T=158/2
Aup(k) = [mas(r K| MR = [s(r k)] (569)

Note que a forma de C'(k) dada na eq. (5.64) evidencia o fato de que C'(k) nao de-
pende da escolha particular das duas solugoes 7, e 1, que sao usadas na construgao,
desde que elas sejam independentes. De fato, os coeficientes C'(k) sdo uma propri-
edade da prépria acao classica e devem ser independentes da escolha particular da

base para o espaco das flutuagoes em torno do campo cléssico.

Se escolhemos duas solugoes 7, e 7, tais que

ﬁa(_ﬁ/z k:Q) =1 ’ ﬁa(_ﬂ/z k2) =0 )
ﬁb(_ﬂ/27 kQ) =0 ’ ﬁb(_ﬂ/z kQ) - 1/5 ) (566)
entao ) (_ (3/2 k:2) 1)
i Na ) -
W= e 00
onde usamos a relagao
BT,(3/2, k%) = 7,(8/2, k%) (5.68)

demonstrada no apéndice ??. Admitiremos que (m? + U”) é postivo'?. Nesse caso,
pode-se ver facilmente a partir de (5.35) que 7, é monotonicamente crescente em
[—3/2, 3/2]. Isso implica que C(k) > 0 e §®S_ > 0, o que significa que as flutuacoes
da condicao de contorno sempre aumentam o valor da acao com relacao a uma
configuragao com condicao de contorno homogénea. Essa constatagao pode ser vista
como uma justificativa a posterior: para a expansao em torno de configuracoes com

fronteira homogénea; de fato, essas configuragoes tem um valor menor para a acao do

2Dito de outra forma, admitiremos que o espectro do propagador semiclassico ndo contemple
estados ligados[125].
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que aquelas com flutuacoes da condicao de contorno, e portanto dao as contribuicoes

dominantes para a funcao de partigao.

5.3.3 Interpretacao diagramatica

A integracao gaussiana de exp(—S, [¢.]) sobre as flutuagoes do campo na fronteira da
variavel temporal também corresponde a alguma correcao a 1-loop. Para comecar,
lembremos que, no caso da inter¢ao quartica, a agao classica Sg[¢.] sé contem termos
que sao quadraticos ou quarticos no campo classico ¢.. Além disso, ja vimos no
final da secao 5.1 que o campo classico ¢. é a soma de todos os diagramas em
arvore com uma pata externa que tem na extremidade um campo na fronteira, ¢
(veja a figura 5.2). Assim, S, [¢.] é uma soma de diagramas em drvore sem patas
externas, com campos de fronteira nas terminagoes da arvore. Um diagrama tipico

estd representado na figura 5.3.

le e

Figura 5.3: Expansao diagraméatica da acdo classica S, [¢.] em termos do valor de borda do
campo (pontos pretos).

Até este ponto, esses diagramas representam a ac¢ao classica para uma configuragao
arbitraria ¢ como condigao de contorno. Quando escrevemos ¢ = @y + £ e fazemos
a aproximagcao gaussiana, obtemos que, para cada diagrama como os mostrados na
figura 5.3, todos os pontos pretos, com excecao de dois deles, passam a representar
o valor uniforme na fronteira ¢y. Os dois pontos restantes representam a flutuagao
£(x) da borda. Entao, integrar sobre ¢ significa unir essas duas extremidades do
diagrama com valor &, formando um lago. A esse lago pode ser conectado um nimero
arbitrario de diagramas em arvore com terminacoes em ¢y: cada uma dessas arvores

é uma contribuicao a ¢g(7), a solucao classica com valor de fronteira igual a .

Assim, concluimos que os termos resultantes da média gaussiana sobre as flu-
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tuagoes do campo de contorno também sao contribuigoes a 1-laco no campo de
fundo composto pelo campo ¢ (7). Esses termos estao portanto em pé de igualdade
com os termos incluidos no determinante det (A*[¢o]). Além disso, essa anélise dos
diagramas contidos em nossa aproximacao confirma a auto-consisténcia dessas apro-
ximagoes: seria inconsistente manter flutuagoes gaussianas da borda em det (A*[¢.]),

porque fazendo isso incluirfamos diagramas em 2-lacos no campo de fundo ¢y.

Como veremos na secao 5.4, outro teste de consisténcia de nossa férmula final esta
baseado na estrutura de suas divergéncias ultravioletas: ela contém exatamente as
divergéncias que se esperariam de uma acao efetiva a 1-lago no campo cléssico de
fundo, ¢o(7), sendo, portanto, simples de ser renormalizada. E importante perceber
que é preciso as duas corregoes a 1-lago, uma oriunda de det (A*[¢y]), e outra da
integracao gaussiana sobre as flutuacoes da condicao de contorno para reproduzir
o padrao conhecido de divergéncias ultravioletas a 1-laco. Se deixassemos de in-
cluir uma delas, teriamos divergéncia esptrias que nao poderiam ser removidas pelo

procedimento usual de renormalizacao.

5.3.4 Formula final para a fungao de particao

Juntando todos os ingredientes, podemos escrever a seguinte férmula (ainda nao

renormalizada) para a fungao de particao:

—+o00
3 Any (k%) Ang (K
7~ /d@o e~ SplP] exp—K/—d k In i 7a( 2) Ma( 2) ’
o 2] @2 | W |An(K*)  Any(K?)

(5.69)

que é valida para escolhas arbitrarias de condicoes iniciais, desde que independentes
de k?. De fato, a razao do determinante e do wronskiano dentro do logaritmo nao
depende da escolha particular de duas solugoes 7, e n,. Na pratica, isso representa
uma vantagem que pode simplificar os cdlculos numéricos. Em particular, para as

condigbes iniciais definidas na (5.66), temos

S
W

Ana(k?) A (k)

Any(k?) Any(k?)| 2(Ma(8/2, k) =1) - (5.70)
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Assim, obtemos uma férmula compacta que leva em conta (na aproximacao gaus-
siana) as flutuagdes em torno da solugao cldssica e as flutuagoes da condigao de
contorno. Neste estagio, o calculo envolve apenas solucoes de equacoes diferenciais
ordinarias, que em principio sao simples de serem obtidas numericamente. Para

cada (g, é preciso determinar as seguintes quantidades:

1. a solugao classica ¢g(7),
2. a agdo cldssica S, [¢do],

3. para cada k?, duas solucoes independentes n,(7, k?) e 1,(7; k*) da equacio de

flutuacoes em torno da solugao classica, ¢o(T7).

No apéndice D, obtemos expressoes para as solugoes 7, e 7, em termos de uma
solugao de uma outra equagao que, no caso do potencial quéartico ou do potencial

de sine-Gordon, admite solugoes polinomiais.

Note que todas as quantidades que dependem de k, de fato dependem de |k|. Isso

significa que a integracao sobre k é, na verdade, uma integral unidimensional.

5.4 Renormalizacao

Nossa expressao final, eq. (5.69), apresenta divergéncias ultravioletas. Essas di-
vergéncias surgem da integragao sobre o momentum k na segunda linha. E facil
convencer-se de que essas divergéncias podem ser tratadas usando a técnica usual
de renormalizagao a 1-lago. Para ver isso, escrevemos as solugoes 7, e 1, como séries
no termo de interacao U”(¢y) com o campo de contorno. De fato, se indicamos por

n((lng o termo em 7, que tem n poténcias de U”(¢y), obtemos as seguintes relagoes :

a

(02 — W)t = U (¢o)n) (5.71)

(97 — widny = 0.,

~ 1 A~ A~ .
Dessas equagoes, podemos ver que nénb+ ) tém uma poténcia extra de 1 /k:2 para

valores de k grandes comparados a n((lnb) . Assim, esperamos que apenas um nuimero
finito de termos nessa expressao carregara divergéncias ultravioletas. Para verificar

isso, vamos calcular explicitamente os primeiros trés termos da expansao do lado



103

direito da eq. (5.70). As solugoes ﬁfff; que obedecem as condigoes de contorno da

eq. (5.66) sdo dadas por :

g

7. (7, k%) = cosh (wk(r + 7)) ,
; 8
_(0) 5 sinh (wk(T + 5))
My (7,k7) = : 5.72
Note que essas solugoes em ordem zero ja saturam as condi¢oes de contorno em
T = —[/2 na eq. (5.66). Assim, os termos de ordem superior na expressao de 7,
devem se anular e ter uma primeira derivada nula em 7 = —/3/2. Para encontrar

esses termos, é 1til construir uma funcao de Green G9(7, 7', k*) do operador 0? — w?

que obedece as seguintes condigoes :

(872- - Wi)@(ﬂ Tl? k2) = 5(7_ - 7—,) )
s s

@(7— = _577_/7 k2) =0 ) 87'@(7— = —577_/, k2) =0. (573)

’

E simples verificar que o propagador que obedece essas condigoes é dado por

CO(r, 7 k?) = (7 — 7/)Sinh(w’zf: —7) (5.74)

que nada mais é que a funcao de Green retardada de 92 — wi. Com essa fungao de

Green, podemos escrever:

+8/2 L
7o) (1, k) = / dr' GO(r, 7', k) U" (¢o(7")) T (' K?) . (5.75)
-B/2

Note que, uma vez que a solucao cléssica ¢o(7) nao depende da coordenada espacial,

a relacao entre ﬁ((ln;’ Ve ﬁflng é local em k.

Com um pouco de trabalho algébrico obtemos a expressao de 7,, até a segunda
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ordem em U":

1 |Ana(k?) A (K?)

W | Any(k*) Ay (k)

= eﬁw’“{l +

/W Ul 1
B

/2 Wk 2

+

/W? o U”(d)o(T’))]

—B/2 2C(Jk

1oz efzwk\rfrl . R ,

+O(e7 ) 4 O((U”)?’)} . (5.76)

Ignoramos os termos dentro das chaves que vao a zero exponencialmente quando
|k| — +o0. De fato, esses termos nao contribuem para as divergéncias ultravioletas
que estamos estudando nesta secao. Nessa expressao, reconhecemos o propagador

em tempo ordenado, dado por

efwk ‘TﬁT,|

GO (1,7, k) = (5.77)

ka
E um fato importante que a eq. (5.70), embora tendo uma expressao natural em
termos do propagador retardado, possa ser rearranjada de modo a ser escrita em
termos do propagador ordenado temporalmente (pelo menos para os termos que

contribuem para as divergéncias ultravioletas).

Os termos que aparecem entre chaves na eq. (5.76) tem interpretacao simples em
termos de diagramas de Feynman. Para uma teoria esclar com acoplamento ¢*, o

primeiro termo nao-trivial pode ser representado por

/ T g U] _ . (5.78)

_Ig/g ka

Note que, nessa expressao, 1/2wy é igual ao valor do propagador em tempo orde-
nado para tempos coincidentes. Similarmente, o termos na terceira linha pode ser

representado por

1 +ﬁ/2 / ! 672wk|7/77”| 1 / 1 7 —
5/, g Vel U = X 6
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O segundo termo na segunda linha da eq. (5.76) poderia ser representado por um
diagrama composto de duas partes do tipo indicado na eq. (5.78) (o fator 1/2 é o
fator de simetria que resulta da possibilidade de permutar essas duas componentes).
De fato, quando tomamos o logaritmo (conforme a eq. 5.69), essas contribuigoes

desconexas simplesmente desaparecem :

1 1 |An. (k%) Ang (k> 1 [+82 v '
—ln[— 77(2) 7(2)]:ﬂwk+_/ dT,U(aﬁo(T))
20 LW Ay (k) Ay (k7) 22 ) pp 2wi
1 +8/2 672wk|7’77"\
—— dr'dr" ———— U"(¢po(7")) U" (do(7")) + - - - 5.80
il g Ul U Gul") (5.50)

Pode-se verificar que esse cancelamento de termos desconexos apés aplicar-se o loga-
ritmo é um fato geral e funciona em todas as ordens. Finalmente, quando integrado
sobre k, o primeiro termo da a energia de ponto zero e os proximos termos dao as
duas primeiras contribuicoes nao triviais a acao efetiva a 1-lago a temperatura zero
(para chegar a isso foi importante escrever as expressoes em termos do propagador
em tempo ordenado). Nés lembramos o fato conhecido de que se uma teoria é re-
normalizavel a T' = 0, entao é também renormalizavel a T # 0 com os contratermos
calculados a T' = 0. Todos esses termos tém divergéncias ultravioletas. Se calcual-
dos com até um valor de corte A de momentum, eles se comportam respectivamente
como A% A% e In(A), se estivermos em dimensao espacial igual a 3. Todos os termos
seguintes na expansao em poténcias de U” sao finitos no limite ultravioleta porque

tém ao menos uma poténcia a menos que 1/k* quando |k| — +oo.

Essa identificacao nos diz que, para renormalizar nossa expressao final, devemos

seguir o seguinte procedimento :

1. subtrair a energia de ponto zero em In(7), i.e., subtrair Swg/2 do integrando

na integracao sobre k,

2. adicionar os contratermos a 1-lago a agao classica S, [¢o], e simultaneamente

regularizar a integragao sobre k.

Note que o esquema de regularizacao empregado para calcular os contratermos deve
ser idéntico aquele usado para calcular a integral em k. Assim, a regularizacao que
introduz um momentum de corte parece ser a mais natural nesse contexto. Uma
vez que esses dois procedimentos tenham sido realizados, teremos uma expressao

dependente de A que produzird um resultado finito quando A — 4o0.



106

Tal expressao de Z ¢ livre de divergéncias ultravioletas. Mas, naturalmente, esta
expressa em termos de acoplamentos e massas que dependerao das condicoes de
renormalizacdo (uma vez que serd preciso escolher um determinado esquema de
renormalizacao') para que sejam definidos de maneira tnica os contratermos que
foram adicionados a acao cldssica. O procedimento padrao é expressar um nimero
suficiente de quantidades fisicas em termos desses parametros que variam com o
esquema escolhido, e eliminar esses ultimos para se obterem relagoes que envolvam

apenas quantidades fisicas.

5.5 O caso livre

Antes de passar ao calculo da funcao de 2 pontos, é instrutivo verificar a consisténcia

da férmula (5.69) no caso da teoria livre. A agao correspondente é:

Sl¢] = / o dxdr Fa PO + 1m2¢>2 (5.81)
)2 27" 2 ’ ‘

levando a seguinte equacao de movimento:
(02 —m?|do=0. (5.82)

A solugao cléssica satisfazendo ¢o(—/3/2) = ¢o(5/2) = o é

(1 — cosh(fBm))
sinh(fm)

do = o [Coshm(T +B/2)) + sinh(m(r + 3/2))] . (5.83)

E simples mostrar que Sg[¢o] = aw?, com o = mV (cosh(8m)—1)/sinh(Fm), onde

V' é o volume. Seguindo nosso resultado principal, precisamos de duas solucoes de
[83 —(m2+ k:Q)]n —0, (5.84)
que obedegam a eq. (5.66). Ja vimos essas solugoes na eq. (5.72). Temos, entdo:

2(M,(8/2,k*) —1) = 2(cosh(Bwy) — 1) (5.85)
= (1 — exp(—PBwy))” exp(Buwy) -

130 esquema de renormalizacao nao deve ser confundido com o esquema de regularizacao.
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Finalmentem, obtemos

+oo

~ —aph &’k oy, Pk
7 ~ /d(po e exp {—V / on)? (ln(l — PRy ¢ 7)] (5.86)

—00

— \/gexp {—v /(kaﬁ (ln(l — ey 4 %)] (5.87)

que é o resultado conhecido, embora ainda nao renormalizado, para o oscilador

harmonico. Vemos que nosso método leva ao resultado exato para a teoria livre. Isso
¢é consequéncia do fato de que, na auséncia de interagoes, a aproximagao gaussiana

representa exatamente as flutuacoes do sistema.

5.6 A funcao de dois pontos

Mostraremos nesta secao como calcular a funcao de correlagao de dois campos na
mesma aproximagcao em que obtivemos a funcao de particao. A partir da funcao de
correlacao podemos extrair informacgoes importantes sobre a teoria, como relagoes
de dispersao e coeficientes de transporte. Seguindo o procedimento usual, vamos
introduzir uma corrente externa j que permite que se obtenha a funcao de n pontos

tomando-se derivadas funcionais de

21j(r k)] = / Dy()] / Dé(r, )] ¢Sl iraeEa-nm) | (588)
d(—B/2,2)=¢(B/2,2)=p(x)

onde S, [¢] é a agao euclideana do campo ¢, dada por (5.2). Note que nao acoplamos
0 campo ¢g a corrente j pois estamos interessados apenas em correlagoes de campos
com dependéncia espacial. Como consequéncia, procedendo como no calculo da
funcao de particao, a equagao classica para o campo com condi¢oes de contorno
homogéneas é novamente dada por (5.21), sem termos de fonte. Obviamente, ¢,
serd também o mesmo de antes e o efeito da fonte fica restrito a equacao (5.35) para

as flutucoes 7, e 7.

Escrevendo ¢ = ¢. + 7, expandindo Sg até termos quadraticos no campo 7, e
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fazendo a integracao funcional sobre esse campo, obtemos:

Z[j(r, k)] = / [Dp(a)] e300 [det (A (g, 5])] 7
1

X eXp§/j(k)Gj(T>T/; k)j(—k) ,

onde G agora € a solugao de

(02 + B —m® = U” (¢0(7)) + (7. k)] Gs(7, 7' k) = 8(r =),
Gj(_ﬂ/2>7_/) = Gj(ﬁ/QaT/) = 0. (589)

Evidentemente, G; (e analogamente o determinante de flutucoes, det A*[¢., j]) terd
uma dependéncia implicita na corrente, 5. Entretanto, no cédlculo da funcao de 2
pontos estamos interessados em derivadas parciais com relacao a j e como ao final
dos céalculos tomaremos j = 0, podemos trabalhar com esse limite da expressao de
G, (e de det A*[¢.,j]). Em outras palavras, podemos substituir G; por (5.41) e
det A*[¢c, j| por (5.52).

O préximo passo em nossa aproximacao € fazer a integracao sobre a flutuacao &
das condicoes de contorno. Agrupando toda a dependéncia em &, obtemos a seguinte

integral no espaco de Fourier [andloga a (5.59)]:

3 3
[ So k) ¢ [ Gt ke G0
Note que, em principio, deveriamos levar em conta a contribuicao de ¢9, a compo-
nente de ¢, que é quadratica em &. Contudo, essa contribuicao estd relacionada ao
valor esperado (¢op2) que se anula uma vez que ¢q é par sob a inversao ¢q < —po,
enquanto que ¢, muda de sinal sob a mesma inversao. Substituindo a expressao
(5.32) para ¢,

61(7, k) = £(k) [0 G (r, 7 k)L =% (5.91)

obtemos para a integral da equagao (5.90):

¢k [ C(k) ,
‘/ (2m)? {? §(k)¢(—k) —j(7. —k>£<k><80<nk>\>} L (5.92)
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onde

T'=+3/2
(0G(t,k)|) ¢ uma notagdo simplificada para 9,.G (7,7, k) ,
T'=—03/2

que j4 foi calculado em (5.59). Fazendo a integral gaussiana, obtemos
Z[j(r, k)] ~ / [Dip()] e 5= 1] [det (A*[])]V/* e [IREET R =R (5 93)

onde
1

C(k)

Essa nova funcao de Green é periddica em 7. Finalmente, obtemos para a funcao

G(r, 7 k) = G(r, 7 k) — (0G(7, k)|) (BG(7', —k)|) . (5.94)

de dois pontos:

“+o00

(67 K) = o) ) = (7)) = [ w554 G, s
V [ dk 1 |An (k) Ang(E?)
X exp—g/(%r)g In W Anb(kQ) Anb(kg)]

5.7 Conclusao

Obtivemos uma aproximacao semiclassica para a funcao de particao de um sistema
de campos escalares na presenca de um potencial de interacao geral com apenas um
minimo. No formalismo de integrais funcionais a funcao de particao é uma integral
sobre configuracoes periédicas em tempo imaginario e é dominada por trajetorias
classicas. A informacao nao-perturbativa contida nessas solucoes cldssicas servem

como ponto de partida para essa aproximacao semicldssica.

Solucoes classicas euclideanas em geral nao sao conhecidas para condigoes de
contorno arbitrarias, ainda que peridédicas. Contudo, considerando-se inicialmente
solugoes classicas que correspondam a condigoes de contorno independentes da coor-
denada espacial (encontrar essas quantidades equivale a resolver equagoes diferenci-
ais ordinérias) pudemos construir de modo sistematico solugdes cléssicas aproxima-
das obedecendo condigoes de contorno arbitrarias. Calculamos correcoes quanticas

das flutuacoes em torno dessas solucoes classicas em um esquema autoconsistente.
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Nossa férmula final para Z admite uma expressao simples em termos de duas solugoes
linearmente independentes da equacao de pequenas flutuagoes em torno da solucao
classica, sendo tratavel por métodos numéricos. Apesar de sua simplicidade, nossa
expressao trata exatamente o valor médio do campo na fronteira, ainda que grande.
Além disso, mostramos que essa expressao é renormalizavel subtraindo-se da acao

classica contratermos usuais e a energia de ponto zero.

A férmula que obtivemos para a funcao de particao é nao-perturbativa. Com isso
queremos dizer que ela leva em consideracao a interacao em todas as ordens para
configuragoes com grande valor médio do campo na borda. Um mode de visualizar
isso é investigar que classes de diagramas da teoria de perturbacao usual estao
incluidos em nossa abrodagem. Esperamos que as propriedades termodinamicas
derivadas desssa expressao semicldssica para Z sejam validas numa regiao maior do
espago de parametros (T, {\}) (onde {\} representa as constantes de acoplamento)

quando comparadas aquelas obtidas na expansao perturbativa usual.

Sistemas de matéria condensada com parametro de ordem escalar, como densi-
dade e magnetizagao, sao candidatos naturais a aplicacao direta dos resultados aqui
encontrados. Possiveis extensoes a potenciais com mais de um minimo e outras

teorias de campos serao analizadas no futuro.



6

Conclusao

Mostramos nesta tese como implementar uma aproximacao semiclassica em dife-
rentes cenarios. O ponto de partida dessa aproximacao é o conhecimento do setor
classico. O método que, no contexto de mecanica quantica e mecanica estatistica
quantica unidimensionais da origem a toda uma série semicléssica pode ser estendido
a teorias de campos, como vimos e ilustramos com aplicagoes. Quando a questao
era saber em que medida o conhecimento do setor cldssico nos possibilitava conhe-
cer a teoria quantica completa, obtivemos, em parte, uma resposta: no contexto
de mecanica quantica e mecanica estatistica quantica todos os termos da série se-
micldssica sao determinados por quantidades cldssicas. Nao estd claro, entretanto,
se a informacao contida nessa série semiclassica em uma formulacao de integrais de
caminho coincide com o que se pode extrair a partir de outras abordagens. Com
relacao a extensao para teorias quanticas de campos, vimos que a natureza mais
intrincada das equacoes impede o estabelecimento de resultados tao fortes quanto
aqueles validos em mecanica quantica, embora nossa técnica se mostre 1util, como
vimos, em diversos casos particulares de interesse. Mais que isso, nas aplicacoes
que apresentamos, encaixamos todos os desenvolvimentos analiticos encontrados na
literatura em uma mesma formulacao, o que permite atacar novos problemas de

maneira unificada e particularmente mais simples.

Certamente ainda falta muito o que discutir com relacao ao que aqui foi apre-
sentado. Um dos pontos mais importantes é o controle que temos sobre a série
semiclassica proposta. Exceto em um paragrafo no final do capitulo 2 e no calculo

explicito de diagramas de Feynman para interfaces, nao foi discutido o compor-
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tamento geral das primeiras correcoes a aproximacao quadratica e menos ainda a
convergéncia da série. Nosso argumento em favor da aproximacao semiclassica sao
seus bons resultados numéricos. Como temos em todos os casos uma expressao fe-
chada e relativamente simples para o propagador, pordemos partir para um calculo
numérico das diversas correcoes que foram apenas indicadas no corpo do texto e

estudar o comportamento da série.

Outra vantagem do método semicléssico é que ele resulta em expressoes consisten-
tes para o cédlculo da termodinamica de campos escalares, ao contrario do método
perturbativo usual. Temos ainda que explorar a fundo nossos resultados, comple-
tando a etapa numérica do calculo da pressao e compara-la com os resultados obtidos
por meio de outros métodos alternativos. Esse cdlculo estd sendo finalizado e sera
publicado nos proximos meses. Além disso, a partir da expressao da funcao de dois
pontos podemos obter quantidades relevantes como a massa térmica, relacao de dis-
persao de quasi-particulas, massa de Debye e coeficientes de transporte. Do ponto
de vista mais técnico, temos que investigar o caso do potencial de sine-Gordon que,
como vimos, admite expressoes simples; outra tarefa é encontrar que outras teorias
— além da teoria livre, dos potenciais quarticos e de sine-Gordon — correspondem
as solugbes polinomiais da equagao (D.5).

As férmulas obtidas para campos escalares poderiam ser uteis a modelos fenome-
nolégicos de matéria condensada. Outras aplicagoes poderiam estar relacionadas a
extensoes daquelas formulas a teorias de campos escalares complexos ou, no melhor

dos cenarios, a teorias de calibre.

Em uma linha puramente matematica, ainda existem muitas questoes em aberto
com respeito ao proprio método semicléssico. Por exemplo, nos calculos de fungoes
de particao do oscilador anarmonico quartico, serd que podemos inferir o que ocorre
com o potencial de poco duplo a partir dos resultados para o pogo simples? Visto de
outra maneira: poderiamos fazer uma continuagao analitica para valores negativos
de m?, passando da situacao de poco simples para poco duplo? Se possivel, como
interpretar na fase de poco simples as causticas e a transicao de fase presentes no

caso de poco duplo?

Deixamos essas e outras questoes para trabalhos futuros. Esperamos que essa tese

sirva como auxiliar e inspiracao a futuras investigacgoes.
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6.1 Nota complementar sobre a trivialidade da

férmula (5.69) no limite termodinamico

Infelizmente, entre o dia da defesa desta tese e a publicacao de sua versao final
concluimos que a férmula (5.69) para a funcao de partigdo de campos escalares
se reduz, no limite termodinamico, a uma expressao trivial, a saber, a mesma de
uma teoria livre. De fato, apesar de todos os desenvolvimentos apresentados no
capitulo 4 desta tese serem corretos, nao tivemos o cuidado de analisar seu limite de
volume infinito. Nesse limite, a acao classica S|[¢o] torna-se arbitrariamente grande
quando comparada a S[0] = 0. Disso decorre que a contribui¢ao das configuragoes
¢ = ¢g + ¢1 para ¢g # 0 sdo completamente suprimidas no limite termodinamico.
Mesmo classicamente, apenas a solucao ¢y = 0 contribui naquele limite. Deve-se
notar que, como fungao de V', a férmula (5.69) tem um contetdo fisico ndo-trivial que
pode ser 1itil na andlise termodinamica em questao (ver, por exemplo, as referéncias
(128,129, 130]). E preciso comparar correcoes a teoria livre devido & interacio com as

correcgoes semicldssicas associadas a um volume finito para estimar sua importancia.



Apeéendice A
O potencial de Morse-Rosen

Chama-se potencial de Morse-Rosen um potencial que pode ser escrito do seguinte

modo:
V(z) = a + Btanh z — ysech®z . (A.1)

No caso particular em que § = 0 esse potencial recebe o nome de potencial de
Poschl-Teller modificado. Tais potenciais sao amplamente utilizados em 6ética, fisica

atomica e molecular, etc para simular uma interacao atrativa com barreira suave.

Estamos interessados numa equacao do tipo Schrodinger para esse potential. E o

que veremos ha se¢ao seguinte.

A.1 Autofuncoes do operador de Schrodinger

A chamada equagao de Morse-Rosen é dada por

92
_(9—Z)+ [+ Btanh z — ysech®z |y = 0 (A.2)
z
Definamos uma fungao auxiliar F através da relacao: 1) = e~*sech’(2)F(z). Usando
que (sechz)’ = —sech(z) tanh(z) e (tanhx)’ = sech®z, obtemos
i

5.~ —arp — btanh(z)y + e “sech’(2) F'(z)

= e ““sech’(z)[ — (a+ btanh 2)F(z) + F']

114
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A segunda derivada de v é
&y _
022

+ e “sech’z [ — (a+ btanh 2) F'(2) — bsech®(2)F(2) + F"(2)]

—(a+btanh z)e *sech®(z) [ — (a + btanh 2) F(z) + F'(2)]+

= e %sech’(z) { [(a+btanh z)? — bsech’z] F(z) — 2(a + btanh z) F'(2) + F”}
Aplicando essas relagoes em (A.2), obtemos
{ [(a +btanh z)? — bsech®z] F(z) — 2(a + btanh z) F'(2) + F"}+
+ (— o — Btanh z + ysech?z) F(z) = 0
O termo que multiplica F(z) é
a® + b* tanh? z + 2abtanh z — bsech®?z — o — Btanh z + ysech?z
Se definirmos a e b tais que 3 = 2ab e a* + b® = «, a equacao acima se reduz a

F"(z) —2(a+ btanh z) F'(z) + [y — b(b + 1)]sech®(z) F(z) = 0.

Essa é equacao ¢é equivalente a uma equacao hipergeométrica para a variavel
u = (e *sechz)/2:

w(l—u)F"(u) +ja+b+1—2(b+ Du]F'(u) + [y — b(b+ 1)]F(u) = 0.

Da teoria das equacoes hipergeométricas aprendemos que a equacao acima tem como

duas solucoes independentes:

¢ =e @ SeChZQF1<b+——\/’Y+1 b+ +\/7+1 14 a+b; Z+ez)
= e **sech’z (ei)a’bx
ef+e *

X2F1<a+%_\/7+14a+ +\/ry+]' 1+a+b +6Z)
= 2t ek o Fi (a3 — Vo hat VA E L Lk b =)
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e
e+ e %

X2F1<—&+%—\/")/+1 —a+ = +\/’7+1 1_a_b % + e~ z)
:2b+“ebzsech_aZ2F1(—a+%—\/V‘i‘l —a+ 7 +V7+1 1 —a—1b

¢y = e sech’z ( y~eb

Z+e Z)

Note que ¢o(a,b) = 4° ¢;(—a, —b) (podemos nos livrar do fator 4° com uma rede-
finigdo de ¢, por exemplo). Como fun¢ao de ¢ = b+ a e d = b — a as solugdes sao

dadas por

d—c+1 d—c+1
o1 = (1 =) xR (T — VA L, S VA A L )

2
e

—d+1 —d+1
¢1:u6/2(1—u)d/2><2F1(%— ”y+1/4,%+ v+ 1/4,1—cu)

Escrever as solugoes dessa maneira manifesta a simetria de (A.2) sob a inversao

Z < —Z.

Para que as fungoes hipergeométricas acima sejam dadas por um polinémio, seus

argumentos devem satisfazer

1 1
a+§—\/”y+1/4:—n < 7+1/4—CL:H+§

ou

1 1
—a+§—\/7+1/4:—m = ’y—|—1/4+a:m+§

onde n,m=20,1,2,....

As seguinte condicoes equivalentes para b sao também suficientes para que a série

hipergeométrica termine:

1 1
brg—Vr+l/d=—n' = y+l/i-b=n'+3
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1 1
—b+§—\/’y+1/4:—m' = \/”y+1/4+b:m'+§

onde n’,m'=0,1,2,....

A.2 Comportamento assintético das autofuncoes

A fungdo hipergeométrica o Fi(p, ¢, 7; u) converge para 1 quando u vai a zero. Para

estudar seu comportamento quando u — 1 precisamos da seguinte propriedade:

I(r)T(r —p—q)
L(r —p)I'(r —q)
L(r)T(p+q—r)

+ 1—w)" " 1F(r—pr—qr—p—q+11—u
I(p)T'(q) = ( )

F(p,q,r;u) = Flp,¢,p+q—r+11—u)+

Aplicando essa relacao para u &~ 1, obtemos:

= O —p—q) T +g—1) . py
Foare) =m0 =t —g ¥ Tor@ Y

No caso em questao,

2—00 _
¢1 e (a+b)z

Z——0 a—b)z F(l +&+b)r(b_a)
B == eleh) (F(b—i—%—i-\/)r(b‘i‘%—\/)—i_
P +a+blla—b) )
F(a+%+\/)F(a+%—\/)
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Z—00
¢2 6(a+b)z

RS b—a)z F'l—a—-0T(a—0)
g2 0 (F(—b+ 5+ I0(=b+ 35— \/)Jr

F(l —a— b)r(b — CL) 62(ab)z)
I(—a+35+ /l(-a+35—/)

A.3 O wronskiano

Sejam p; e py duas solucoes independentes da equacao hipergeométrica, de modo

que ¢; = wp;, onde w = e~%sech’z. Em particular, ' = —(a+btanh z)w. Portanto:

W = (wp1)(wpa) — (wp1)'(wp2) = w? (p1py — p'p2)

A derivada de W é dada por:

W' = 2ww’ (p1py — pip2) +w* (193 — pip2)
= w’p1[ — 2(a+ btanh 2)p) + p5 | — w’pa| — 2(a + btanh 2)p| + pY]

Usando a equacao diferencial verificada por p; e py, obtemos
W' = w?pi [(v = b(b + 1)sech®2)p1| — w?pa[(y — b(b+ 1)sech®2)p] =0
Portanto, W = cte = W(o0). Trabalharemos com solugoes da forma:
¢1 = e Psech®z oFy (a + % — v+ 1/4,a+ % + \/rl/ll,ljta—l—b;%_;z)
= e "sech’z F,

(§]
1 1 -
b2 = sech "z oFy (—at g =V H 1A —at g H VA E AL —a b 17)
e* 4+ e %

= ¢¥sech ™%z F_



119

Portanto,

W =F.F_ (b+atanhz) + F,F" — (F+F(—b — atanh z) + FFJ’F)

=2(a+btanhz) + Fy F' — F_F

Observe que Fy — 1 quando z — oo. Usando a relacao F'(p, q,r,u) = (pq/r)F(p+
1,g+ 1,7+ 1,u), obtemos

(a+3—/N+1/4)(a+L+/A+1/4) d( e+
Fi(oo) x —( ——
1+a+0 dz\e*+e*

_adta—-y -2
 l4a+b (14e2)?

Fl(o0) =

Z=00

=0

Z=00

(analogamente, I’ (00) = 0). Portanto,

W =W(oo) = lim 2(a+btanhz) =2(a+10) .

zZ—00

A.4 A funcao de Green

Agora podemos construir a funcao de Green para um problema de Schrodinger com
um potencial de Morse-Rosen e com condicoes de contorno tais que a funcao de

Green se anula em +o00. Seguindo a receita descrita na segao (2.1.2), escrevemos

_ $1(2)92(2)—¢2(2)$1 () /
G(z,7) = b191(2) + baga(2) —w(Z) y EE

b191(2) + baha(2), 2 >z

com w(z") = 2(b+ a) (o sinal menos vem do laplaciano de (A.2).) Construiremos a
fungao de Green com a condigao de contorno: G(—o0, 2’) = G(o0, 2’) = 0. Quando

z — 00, temos

¢1(2)
2(b+ a)

G(z,2') — (bo — Jpa(z) — 0

se e somente se by = ¢o(2')/[2(b — a)].

In the previous paper we had ¢o(—00) = 0, so that we had to have b; = 0.

We should just impose that condition to check the consequences. Observe that is
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unnecessary to require that ¢,(—oo) = 0. First, the Green’s function would have
the same aspect. For z > 2/
e (==%") sech®z

e F F o o /
¢ 2(Ol+b)sechaz’2 1(a,b,u) 2 Fy (—a, =b,u’)

(for 2/ > z just turn 1 into 2 and vice-versa).

We can rewrite the last expression in a convenient fashion

e~ (@tb)(z=2") / ezgachz \ ¢
- F b Fi(—a,— b). v
“ 2(a+0b) (ez/sechz/) 2Fi(a, a+ b, u) 2 Fy(—a, —(a +b), )
and, finally,
ef(aer)(zfz/)
C= gy F@ath)Floa—(at+h)2),

where

672
e +e

1 1
F(p,q,2) = (e"sechz)? x o F1(p + 5 VIt 1/4,p+ STVt 1/4,1+ ¢ ———)



Apendice B
Apéndice do capitulo 3

Nesse apéndice apresentamos em detalhe o célculo dos diagramas, da renormalizagao

e de passagens utilizadas no capitulo 3.

Comegamos com a expressao (3.39) da funcao de partigao invariante por translagao

em termos do campo cléssico (kink) e uma flutuagao :

2= [ G ew{-sia/n+ [aaiwpwva} « (B.1)
i expf —asa a5+ [ et (1 [ donm) sz,
(B.2)

onde
s = (S [t (B.3)
= (ZN" s [ v, (B.4)
il = [ die | G0m? + 568~ e (B5)
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and

. VA A
§S[@,n) = /ddw [?wf’ + @774 (B.6)

Agrupando as contribuigoes que sao até a ordem quadratica nos campos, obtemos:
, dz (S[p1\"* . o~
2= [F (55) eo{-s@n+ [du@pmvay x

Jons (3 [ doneime)) ew {os.+ [ aaioma | Pio

onde
VA
Plo,n) = 1——A/V/9517 e % B.7
3,1 ( g Ve (B.7)
tem que ser tratado perturbativamente, usando-se:

s D (VA )

n=0

E conveniente dar um nome a parte quadratica das flutuacoes:

21 =[5 (5 [ o) e s+ [ataitoma ] @9

O propagador semicléssico esta associado ao operador de flutuagoes quadréticas sem

o termo de fonte, ou seja,
{—32-2 + M?* — SMQSeChQ(Q(z))} G(x,2') = 04z — ') . (B.10)

Definimos também G’ como sendo a restricio do propagador semicldssico ao su-

bespaco ortogonal ao modo zero. Em termos de

(G = —82 + M — gwsech?(e(z)) | (B.11)
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podemos escrever
. 1 _ .
2451 = [ exo =3 {n(@) = 20} (B.12)

Completando o quadrado e mudando a variavel de integracao, tal como foi feito no

capitulo 3, obtemos, na notagao definida em (3.17):
. , 1, .
Zy|j] = Z5]0] exp 5(1G15) (B.13)
onde
Z0] = det™V3(G") L = (A) V2. (B.14)

Assim, temos:

Z[j]:/@ Slel\ " (A2 esantilp i [p |5 O gaem (g s
L 2 A '35 ' '

Expandindo a expressao entre chaves em (B.15), obtemos

bl (- ) - ol

A 54 1 dy gy LA‘I S(x 53 53
+zw(x1)7[5j(x1)]4] +5/d 1d 2{(3!)2¢7( 1)&( 2)[5j(x1)]3 [6j(xg)]3+
) P S e P N A

Bl Y I P i) 34 5P 5 ()]

A2 5 o 5/2
i (41)? [0 ()" [51'(902)]4] +ou )}'

Definindo:

f =5 0IG) (.16
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obtemos, até a ordem \3/2:

R PR WO T Y, WY N ) NP SN L)
Plog| =-S5 0Eh - SHVIRI - 3G + s @llor
N O )
+ 3157 PV Pl 10 + O(X¥%).

Usando uma notacao compacta, escrevemos:

0
P |}D, E:| f = f {1 — Al/g)\l/Q — Al)\ + O()\3/2)} s

onde
s O 1 A53f
Al/z—SMfW[ | > 3,f< ?l—3) (B.17)
(§]
R /N ) 1 58 f
A = @<W> - 3!5[@]f<‘0| [@]5].53.%\@ (3,)2f<<ﬂ| FoT 3\<ﬂ> (B.18)

Assim, obtemos, a menos de termos de ordem A3/

S5 1/2 R .
Jim Z[j] = (%) (A2 = SRAPHUIRIVA 11— Ay p A2 — AN} . (B.19)

Usando (B.19), obtemos para a energia livre F[j] (novamente incluindo termos

até a ordem \):

Flj) = —log ( lim Z[j])

L—oo
_ Sl _yley 1, SIEl :
= Y log o /\ logA log f
1
+ Ay 4 (A1 + §A§/2) A (B.20)

B.1 Bolhas de vacuo e tensao superficial

As chamadas bolhas de vacuo sao os termos da expansao do funcional gerador Z|[j]

quando j = 0. Note que, ao derivarmos a funcao f um numero impar de vezes
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com relacao a j, nos depararemos com expressoes proporcionais a j, que se anulam,
portanto, quando fazemos j = 0. Desse modo, teremos A,/ = 0. Para o cdlculo de

A;1]0] precisaremos calcular derivadas pares de f. Eo que faremos agora. Usamos

of 1 . 1., - _
5j(r) [§<x|G i)+ 506 |x>] f(@) = f(@)T5(x),
para obter
’f / o
(67 ()2 — f@) {0 + T @)}

A derivada terceira é

& f
[07 ()]

Precisamos ainda da quarta derivada:

= f(2) {3¢/ (2. 0)Cj(x) + T3 (@) } = (@) T(2).

5f
[07 ()]

— f(2) {3@’2(x,x) 66 (z, )T (x) + G—/j4(x)} . (B.21)

Um dos termos que contribuem para A;[0] estd relacionado ao valor dessa quarta

derivada em j = O:

=3f(2)G*(z,7) .

Para simplificar a notagao, definamos

0G"j(x)
67(y)

1 1, _

Usando a regra de Leibnitz para o produto f(z)T'(x) que aparece na derivada ter-

ceira, podemos escrever

56 f e °T o
S P@F - B o O 3 T iy T
13 0T O @)+ T ().

OTTEN AP Bi@P
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Substituindo as expressoes ja obtidas para as derivadas, obtemos:
5o f
[0 (2)]2[07 (1)]
/ —/ —2 —/ ’ —72
+3 {3G (21, 21)G (21, 22) + 3G (21)G (1, 952)} {G (w2, 22) + G'j ($2)} +
+ {36! (@1, 20T (01) + T (@1) } {36 (@2, 22) T (w2) + T (2) } -
(B.22)

5 = f(x) {65,3(1’1, T9) +3 {6G—/j($l)él2(xl’ x2)} Gj(r2)+

Impondo 5 = 0 e agrupando os termos, chegamos a expressao:

56 f
(07 (22) 307 (21)]?

= 6f(2)G" (z1,22) + 9f (2)G (21, 21)C (1, 22)G (22, 72) -

Jj=0
Analogamente, temos:

54f B oT . . . of .
SR () ) T @) @)

— i) {3G—v<x>e/<x1, )T (1) + T ()T (1)

+ 3G (xy, xl)él(a:, x1) + 3G"%) (21) G (1, xl)} (B.23)

Fazendo j = 0, apenas um termo sobrevive:

5L f

G@BIEE|. ¢ )G (@ m).

J=0

Ja temos os ingredientes para calcular A;[0]:

A , A o _ ~
Aq[0] = 3 /ddeQ(x,x) ~ 350 /ddxddaclv [2(2)]G" (21, 21)G (2, 21)P(21)+
A A N
T Ay d ey B(0)G (w1, 22) P(wa) +

A N , — , -
~3 /ddxlddxggo(xl)G (x1,21)G (21, 9) G (29, 22)P(22) .
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Usando essa expressao em (B.19), obtemos

lim Z[0] = S1el " (A2 e=SEAL ] - A d*rG"™(x, 2)+
L—o0 2w\ 8 ’

A dodd "3 / —/ R
+2ﬂ@/@xd%VW@W”%JMGuwnwaw_

>~

+ﬁ ddxldd@@(a?l)@/g(xl,$2)@($2)+

A - , — , -
+ g /ddxldd$2g0(l'1)G (.Tl, [L’l)G (1’1,.(52)G (1'2,.772)(,0(552)} .

De posse de Z[0], calculamos trivialmente a energia livre F'[0] por meio de (B.20):
Slel 1
Floj =2 =
0] =="~3
Sl 1, Sl L, 3
= Clog =t 4 Clog A — A A2
) 5log o -+ 5 log 1[0]A 4+ O(X7)

Sl 1

A tensao superficial é dada por

. ( AF )
o= lim ,
Va1—oo \ Vi1

onde AF ¢é a diferenca entre o valor de F'[0] na presenca da interface e no vacuo ¢,:

AF = F[0] - F,, [0

s (SIBINYE (AN 1 - A0)
= —log [6 - (%A) (A_U) 1 — A [0]
Sle] 1 2mA A/ _ 3/2

1 (S[@] Au) + (A1[0] — A, [0 + O(N7) .

A 2
No limte V;_; — oo diversos termos vao a zero e obtemos para a tensao superficial:

S 1. A
J:JO—i—Jl:XjLAlgrgo (QAIOgA_) ) (B.24)

Formalmente, o logaritmo do determinante na expressao anterior pode ser escrito
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como uma integral sobre momenta:

A dk G
log — = =" log — . B.2
08 Vy / ot (B.25)

E interessante separar a contribuicao do modo com k£ = 0. Faremos isso, reescre-

vendo a razao de determinantes na expressao anterior de uma maneira conveniente:

log GE = log (%) + log gig; + log gglgi + log g((%)) : (B.26)

Para calcular o segundo e o terceiro termos do lado direito da equacao anterior,

escrevamos a decomposicao espectral de G como*

d *
G(k,z,y) = / “ 7%(:6)%(3) , (B.27)
2 N\t k
de forma que
-1 _ dq 2 *
G kayy) = [ o (A + k%) mg(2)ng (y) - (B.28)
Agora, note que
d 1 d 1
— logG 'l =— ——SG'=—=¢G. B.29
dk? G dk? G (B.29)
Assim,
k2
logG~! = G(\/q,z,y)dq . (B.30)
0
Usando a identidade logdet A = Tr log A, escrevemos
A v
log N Tr log % , (B.31)

onde o indice v em uma quantidade indica que ela é avaliada no setor de vacuo

! Admitiremos que G seja a funcdo de Green de um operador do tipo (k:2 + L), onde L é um

operador diferencial sem dependéncia em k, de modo que o espectro de G dependenda trivialmente
de k.
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trivial, +¢,. Portanto,

G(k)
Tr log GO) / / G(/¢q,z,z)dgdx . (B.32)

Relagbes analogas valem para G’ e GG,,. As integrais envolvidas podem ser facilmente

calculadas, produzindo

g 2B AR {b(k)—l

A0) 08 = 0) " 0g b(k)+1} — 2log[b(k) + 2] +1log48 . (B.33)

O dltimo termo do lado direito de (B.26) pode ser obtido em textos de mecanica

quantica. O resultado é:

G'(0)
Gu(0)

log

—log48. (B.34)

Juntando todas as contribuigoes, obtemos a expressao (3.51) do texto.

B.2 A funcao a 1-ponto e o perfil da interface
O perfil da interface é o valor esperado do campo escalar ¢. Podemos expressar essa

quantidade em termos de Z por meio da relacao?:

oF
67 (y)

1 67

1) - _ —
Gc (y) Z(Sj(g) o

(B.35)

J=0

A partir da expressao que temos para [, identificamos as seguinte contribuicoes

nao-nulas para o perfil até a ordem \'/2:

1 9 0A1 )
GOy) = —=—=—=3l2)| +N\= :
W= Aaw? LT Sl
O primeiro termo produz
1 4 2(y)
Jlp ==
VA65i(y )< | >j:0 A

QGgl) é a chamada funcao de 1-ponto conexa.
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O segundo termo nao é tao imediato:

120412 (10 L Of
M (5[95]53‘@){fW[(’O”éj(w))}

1 9 1 53f
o 315i(y) [f(x) @ 6j<x>3>}

)

Analisando cada colchete separadamente, temos

5 Loy ]| L 8L Y
55) {?W P55 ﬁ T Pms Y PISE i Pl
- / V()] T ()

18 & 1 8
T P P E@E T i@ YSm P

=3 / A3 (2)G (z,2)G (z,y) .

Pl )

) { 1 |
55 (w) L (@) 7 5j(a)?

{@@) - ﬁ [ v e @ e+

-2 [ #apw6 @ ) + 000

B.3 A funcao de 2-pontos e correlacoes na inter-

face

A funcao de dois pontos tem uma expressao simples em termos da energia livre F'

quando nos restringimos a célculos a 1-laco:

§?F }

570157 (35) (B.36)

Gg)(yhyz) = _{

j=0
Os quatro primeiros termos em (B.20) ndo contribuem. A primeira contribui¢ao

nao-nula é

= 6/(91, yz) .
=0
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Em seguida temos as contribuicoes envolvendo derivadas A;/ e A;. Inicialmente,

note que

62 A1

2T Y2
07 (y1)05(y2)

:07
J=0

resultado que pode ser verificado facilmente. As contribuicoes em um célculo até a

e

Comecemos desenvolvendo o ultimo termo. Ja obtivemos, na analise da fungao a

ordem A\ sao:

62 A,

GO (y1, 42) = —A——o—
(91.32) 87 (y1)07 (ya)

B {5141/2
=0 5](y1)

':J . (B.37)

1-ponto, a expressao de cada um dos colchetes. Podemos inferir que

oea) o] - (s f oo
-5 [ #eree T e yn) (ﬁ [ eV @) ) +

_% / ddx@(x)c/(x,x)@’(wz)) :

A expressao (B.18) tem trés termos, que jé foram calculados. Usando (B.21), obte-

mos:

P B Y B 52
5132 {f(w) w(x)rl] = 06w ) R ¢ (‘”)'jzo

= 12G,(ZE, x)él(‘I? yl)él(‘x? y2) :

O segundo termo envolve a derivada

52 { 1 ' f
051072 | f (x) 05()[07 (x1)]?

] 3G (g1, 2)C (21, 20)C (21, 15) + (31 = ) -
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onde usamos (B.23). Com (B.22), obtemos a derivada que aparece no terceiro termo
de (B.18):

52 {1 56 f

671652 | f(x) [5j1]3[5j2]3} = 18G (21,11)G (1, 22)C (22,92) + (41 < 1)+

+§,(371ayl)él(iﬂhyz)a/(fﬁb@)G/(%ﬂ?z) + (1’1<—>$2)

+ 96/(951791)@(1’1’xl)G/(@,%)a/(ﬂ?m%) + (1 < y2) -

Juntando todas as contribuigoes com os respectivos pré-fatores, diversos termos se

cancelam e obtemos para a fungao de 2-pontos:

—/ )\ —/ / —/
G£2)(y1792) =G (?/1,3/2) - 5 /ddle (y1>-771)G (951,551)@ (551,3/2)-1—

—/

A — N , ~
+ 5 /ddxlddng (yl,xl)go(xl)GQ(xl, 29)P(x2)G (22, Yy )+
A — - — — ~ —
+ B /ddxlddargG (y1, 21)P(21)G (21, y2) G (21, 22)P(22)G (22, 2)+

- jeen)e "13(20)|G 3/2
- 823 /ddxlv [D(21)]G (21, 91) /ddmv [P(22)]G (22, 2) + O(N?)

B.4 O procedimento de renormalizacao

Neste apéendice apresentamos o procedimento de renormalizagao adotado no texto.

Comecamos com o funcional de acao efetiva a 1-lago

A

Aot = 3T = stot) + 5 vog (250) L qmay

escrito em termos de parametros renormalizados, e a eles adcionamos contratermos

para obtermos uma expressao renormalizada

Ch d 2 2 Cy d 2 22
Anfo@)] = Alo@] - G [din(e - o) - L [diae? - 2) .
Cs, d 2 Cyr d 2 '
—T/da:(ﬁm) -9 [ (o)

Na férmula acima, ¢(z) = (p(z)) é a o valor esperado do campo. As contantes de
renormalizacao C4,Cy, C3;, e Csr estao associadas a massa, acoplamento e renor-

malizacao das fungoes de onda longitudinais e transversais, respectivamente. Elas
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serao fixadas por condigoes de renormalizacao no setor de vacuo.

Da prépria equacao (3.18) que define G, obtém-se
G'=G,'-B, (B.40)

com B(#) = (¢* — ©2)/2 = (3M/2)sech?d, de modo que G,G™' = 1 — G, B e,

portanto,

log AA =Tr log(1—-G,B) (B.41)
=-) Tr (G,B)". (B.42)
n=1

O propagador G, é conhecido, por ter a forma de um propagador livre:

e—\/4+k2|0—0’\
W4+ kK

Da definicao da funcao de vértice, temos:

Go(k,0,0) = (B.43)

Pafiel = 3 o [T, an)loln) = ] o) = ol ',
. (B.44)

de modo que

s
i = i . B.4
= |:5A¢1 . .6A¢n] oo (B.45)

Derivadas funcionais de (B.39) com relagao a ¢(z) levam as fungoes de vértice de n
pontos. Derivadas avaliadas em ¢(z) = @(x) produzem fungoes de vértice no setor
de kink.

Como

B = 9011(90 - 9011) + %(90 - 9011)2 ) (B46)
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vemos diretamente de (B.39) e (B.42) que

MW y_ 05 A 0 B e s
2’0 = 5507 T 250 18 (G + B) Cisai T B~ Cogpiy ™ B
G 0 , Csr 6 )
2 0o(y) Tr (0.9) 2 30(y) Tr (Oro)
05 A 0B oB SB2 }
B TG — O\ Tr — -~ = 2C,T
i)~ O iy 2O |55
5501 A

= 5o0) + §¢>(y)G(y, y) — Crp(y) — 2C20(y)B(y) + C5022¢(y) + Csrd2d(y),

onde usamos na ultima passagem a definicao da derivada da delta. Quando avalia-

1 , . -
mos FS,%) em @,, que ¢ um minimo constante da agao, obtemos

“oey) T2 [T s

I'Y(y) = 0, Gu(y,y) — Crpy (B.47)
Note que, de (B.43),
d?k 1
Goly,y) = / — (B.48)
2T 2\/4 + K

que é uma constante infinita. Nesse ponto é conveniente definir certas quantidades

auxiliares por meio de

L(d,A) = /A S | GG (B.49)

Vé-se facilmente que T (y) = o, I,(d, A) — C1p, .

ddilkT /OO dk;, ~

Para Fg), temos:

528,
L (1, w2) = WSW + 50— 12)Glun, 1) — Tr [gam — ) Gw2) | +
— C10(y1 — y2) — 2C20(y1)(y2)0 (Y1 — y2) — 2C2B(y1)d(y1 — y2)+

+ C31.05,[6(y1 — yo)] + Csr0ir[6(yr — v2)]
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que aplicado em ¢, produz
625,

P(y1)09(y — 2) 0

— (Cy +2C202) 6(yr — y2) — (Cs..0%, + Csrdir) 6(y1 — ya) -

A A
T (g, ) = 5 + 55(3/1 —y2)Gy(y1,11) — §¢35(fc — 1) G(y1,y2)G(y2, y1)+

Em termos da transformada de Fourier,
Fg) (p1,p2) = /dyldyzeiplyleimygrg) (Y1,92) ,

a expressao de Fg) fica

A

I 01.02) = (20)8(01+ o) 45+ 302 + (5Gulh) = 1) = 20062 — Cansy

A
— Cyrpay — 5903 / d?q G, (q)Gy(q + pz)] :

Em particular,

2
Fg)(07 0) = (2m)?6(0) [M2 + %]l(d) - )\;Ov I(d) — Cy — 202<P2] .

A partir da expressao de Fg), obtemos:

0 A, 0
3—2Fg) (p1,p2) = (QW)d(S(O) {1 — Csp, — 5(’038_ /ddq GU(Q)Gv(q +P2) }
PL pi=0 (53 pi=0
e
0 A, O
5 Ln (p)| = (21)%6(0) {1 ~ Cor = 5005 / a'4G.(q)Golq + p2) } .
Pt pi=0 (8 pi=0

Essas quantidades sao utilizadas no texto para fixar as constantes de renorma-
lizacaoo. Para calcular as duas derivadas acima usamos que
1 1 p?—2k-p 4(k - p)?

= — O 3
(k+p)2+ M2 K2+ M2 (l~c2+M2)2+(152+M2)3Jr v
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de modo que

1 Pi—2¢-p2 | Ag-p)?

Gv(Q)Gv(q+p2) = (qg +M2)2 (qQ +M2)3 (qQ +M2)

-+ O(p3) .

Integrando em ¢, obtemos

Qq

d+2

[ #4G0G 0+ ) = ) + 13y |30(0) = LI~ A2r 5 D+ 2)] +

+ 5 {—13(d) + %(QW)QQSZQ I(d+ 2)} +O(p3) .

onde ; é o angulo sélido d-dimensional. Portanto,

A Li(d+2
ai?r W pup)| = (2m)5(0) [1 = Csr = 59, (313(d) — AM?L,(d) — 167r29d4(7+)) }
pT, pi=0 2 Qd+2
(S
9 2 _ d Ao 1672 Iy(d+2)°
oz (Prr2) pi:o_(%) 5(0) |1 = Car = 50 | ~Ia(d) + =75 '

Usando o mesmo tipo de manipulagoes obtém-se:

d
I (p;) = (2m)*(p1 + p2 + p3 + pa) {A - %(/ %Gu(pg + pa + k)G (k)+

+ (13) + (14))+

A2 4o
+ Gyo(ps + ps + k)Gy(ps + k)Gy(k) + (11termos)
2 (2m)d

3l dk

T WGU(])I +p2+ps + k)Go(p1 + p2 + k)G (pr + k) Gy (k) +
+ (Htermos) ) - 602} .

Em particular,

'@ (p; = 0) = (2m)45(0) [/\ — ?12(@ + 62 13(d) — 3Ap2(d) — 6(}2} . (B.50)

As condigbes de renormalizacao (3.53) para o setor de vicuo que foram adotadas
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no texto levam a determinacao das contantes: Cy = A1(d, A)/2, Cy = —AI>(d, A) /4,
C3r, = C3r = 0. Usando esses valores nas expressoes no espaco de Fourier a momenta

zero, as divergéncias ultravioletas sao canceladas quando A — oo.

Como um teste de consisténcia de nosso procedimento, usamos as condigoes de
renormalizacao

W 2 oy
™ ™ 2
0

que foram adotadas na referéncia [68], para calcular corre¢oes a massa do kink. Os
resultados que nds encontramos coincidem com os dessa referéncia, ilustrando que o
calculo do determinante via propagador semiclassico nao é afetado por ambiguidades
de contagem de modos. Isso permite que usemos condi¢oes de regularizagao simples,

mais diretamente relacionadas a fenomenologia de matéria condensada.

B.5 Teorema sobre decomposicao espectral

Terminamos esse apéndice com a demonstracao de uma férmula 1til para se obter,
por meio de uma integral, a decomposicao espectral do propagador semiclassico de
campos na presenca de um campo de fundo com simetria transversal. Essa férmula

é a generalizacao do construcao particular que vimos no capitulo 3.
Seja S o operador do tipo Schrodinger definido por

S=—"1V() . (B.52)

dx?

Por definigao, se A\, € Spec(S) entdo existe n tal que Sp = A\;n. O operador S + k?
tem as mesmas autofungoes que S e seu espectro é da forma {\,+ k?}, onde {\,} =
Spec(S).
Seja G}, a fungao de Green associada a (S + k?):
d? 2 / /
———+k +V(x)} Gr(z,2') = §(x —2') . (B.53)

dz?

Pelo que foi dito no pardgrafo anterior, a decomposicao espectral de GGy é da forma

Gilw, o) = / j—i% (B.54)
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Definamos a quantidade auxiliar

d
T(x,2') = —2 %ﬁ&p(%x’) (B.55)
dpdg  p (@) ()

— 9 [ £
! 22 p? + k2 N, —p?

(B.56)

Podemos calcular a integral em p por residuos. As hipdteses do teorema estao ga-
rantidas pelas propriedades de convergencia das autofungoes. Como 7, nao depende
de p, vemos que, dentro do contorno indicado na Figura B.1, estao os pélos p = ik
e p=r1iy/|\, para A\, < 0. A escolha do contorno é feita para selecionar os estados

ligados do problema.

Portanto, temos

I(ZE,I'/) = Gk(xvx/) - )\q+k2 ) (B57)
Ag<0
ou, de modo mais conveniente,
)k (a!
Gi(x, o) = Z o)1 () + Z(z,2') . (B.58)

Portanto, a quantidade Z corresponde a soma espectral sobre os estados espalha-
dos. Fica demonstrado, assim, que podemos obter a decomposicao espectral de um

operador a partir da funcao de Green associada.

Im z

Figura B.1: Contorno no plano complexo usado para definir a integral em (B.56).



Apéndice C

Apéndice do capitulo 4

C.1 Coordenadas na esfera S°

Denotemos as coordenadas cartesianas de 7 por (z1, xo, 3, 24) € as de 7 por (y1, Y2, Y3, Ya)-

As coordenadas esféricas de 7 sao definidas por

x1 = 7 cos 0 sen 65 sen 63
T9 = 7 sen B sen 0, sen 05
T3 = 7 coS 0y sen 65

T4 =17 cosls .

Temos
Vi 4 a3 + a3
03 = arc sen > = > =
e, portanto,
dbs Ty _ senfs
- 2 2 2 2 — :
Agora,

€3

2 2 2
T+ 25 + a3

0, = arc cos

139
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dbs T1T3 1 cos 6, cos 0,
dry /22 + 22 27+ 23 + 23 rsen 65

e
df3  sent; cos by dfy  senfs
drs  rsenfs drs  rsenfs
Finalmente,
6, = arc cos 2
a3 + a3
d‘gl i) sen 01 dgl COS ‘91
dry 23+ 23  rsenfysenbs dxy rsen 0y sen 0
De
g 00, 0 06, 0 00; 0
Oz,  0r,00, Ox,00, 0x,003’
segue que
Ly = 210y — 200, = —391
e
L3 = 2105 — 290, = —senb;cot by dy, — cosby Oy, .

Analogamente, temos:
Los = 1903 — 230, = cos 0y cot O 0y, — sen 6,0y, .

Finalmente,

sen 0, cos 65 cos 01 cos 0 cos O3

Ly = 2104 — 2401 = Oy, — cos 01 sen 0505,

- 0
sen Oy sen @ ' sen 05



Lys = x405 — 130, = cos by Oy, — sen Oy cot 050y, .

Evidentemente, L3, = 83 . Temos, também

Lgl = (sen 01 cot O3 Oy, + cos b4 092) (sen 01 cot 05 9y, + cos by 092)

= gen? #; cot? B 831 + sen 0 cos 0 cot® By Jp, — sen O cos O csc? o0, +

+ 2sen 6, cos By cot by Oy, Oy, — sen? 6; cot 020y, + cos 0%3922

e
L = <cos 6, cot Oy Oy, — sen «91392) (cos 0, cot O3 Oy, — sen «91392)
= cos? 0, cot? O, 831 — sen ) cos B, cot?® B, O, + sen O cos Oy csc H20, +
— 2sen 0 cos B, cot By Oy, 0p, — cos® O cot By0p, + sen 9%8922 )
Portanto,

L3, + L3y 4 L3 = csc® 620, — cot b5 9y, + 0,

= L 82 + La% ( sen 02 (992)

sen 62 " sen 6,
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que é o operador laplaciano nas varidveis 0; e 0. Suas autofuncoes' sao, portanto,

os harmonicos esféricos Y, (02, 61).

Temos 21 = x1 + 125 € 290 = 13 + 124 € as relagoes inversas:

21+ 2y 21— 27
Ty 2Ty
* *

22 + 29 29 — 2
BT Ty T Ty

IE as de Lqs.
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Teremos, para as derivadas:

81—2—2821—1—2—2@; =0y + 0z

0y = 2—2@1 + g—iaz; =i(0: — 0:;)
9, — S_Za@ 2_23Z5 — 0., + 0.,

Oy = 2—2@2 g—iazg =i(0., — Os) -

Portanto,

OF = 02 + 0% +20.,0.:
03 = —821 — aff +20.,0.+
05 = 02, + 0% +20.,0.;

0 = —02, — 0% + 20.,0.

5
de modo que
O + 05 + 05 + 0f = 4(0.,0.: + 0.,0:;) .

Note que

L12 = [Blag —[L'Qal = i(zlazl —z’{@zf)

e, analogamente, L3y = i<223Z2 — 25 &Z;). Teremos, também

L31 == (ZZ _g 22) (azl + aZi‘) - (Zl —;_ Zl) (azz +825) .
Ly — z'<22 _ 22) (azl . az*) . z’<21 —_ Zl) (aZQ . az*) .
27 1 27 2




L23 = (Zl _. Zl) (azg +az§) - Z(ZQ ks 22) (azl - azf) .
21 2

ta (357 (o) o (25) (02 -02)
1 2

Usando essas expressoes, obtemos:

i 1 * "
Mz = —§(L12 - L34> -3 {(21@1 - ZlaZT> - (22822 - ZQ@'%)]
e
i 1 . .
N3 = —5([112 + L34> = 5 |:(Zlaz1 - Zlazf> + (ZQ@ZQ o ZQ@Z;):|
e
Loz + L Ly + L
My = My+iMy = (2220 (222
21 21
1 .
=3 |:L31 + Ly — i( Loz + L42)}
= Z;azf - 21822 .
Analogamente:
Moo= M i, = (i) Lat Le)
% 21

1 .
=73 |:L31 + Lyo + (Lo + L42)]

*
= 21023 — 290, .
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C.2 Propriedades dos harmonicos esféricos Hy,,,.

Em (4.34) definimos as fungoes:

l

1 l
Hipn = z;‘m_”zf+nzf%_m2F1 (m ——, —n——m-n+1,—|znl*/|xn

2 2
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(quandom:—%,...,%en:—é, ,m), e
n—m %er Y l [ 2 2
Hipn =252 2)2 gFl(n—ﬁ,—m—é,n—m+1,—|z2| /\21\),
(quandon:—é,...,éem:—é,...,n)

Note que, para m > n:

[ Lin—1 .1 lin 1 2oz

_ *m—n _75 *5—m *m—n _3 x5—m / 2%
O Him = (5 +1)23" "2 22 ToFit 2 Tt TR | 5

2 2127

[ Lap—1 1 Lin—9 .1
_ *Mm—n _3 *=—m sm4n+1_3tn *=—m—1 /
= (5 +n)zy" 2 2727 F + 2925 2] 212 oF] |

de forma que
! wmAntl_s4n—1 L ;1 /
Zlalel,m,n - (_ + n)Hl,m,n + 2279 21 z? 2F’1 .

2

Temos, também:

) Lyp L1 L ! Z9Z
o *m—n _3 *5—m—1 sm—n 3TN _xt—m / 2%9
O Hympn = (5 —m)zy" "2f 22 o1+ 27 T2 T 2
2 212]
l l+n l 1 -1 l
o *m—n _3 *s—m—1 sm+n+1_ztn *=—m—2 /
=(z—m)zy"" "z 22 oI + 2925 2] 212 oF] |

de forma que

sm-+n+1 %4‘”—1 xt—m—1 F
247

*
20 Hyn = (5 — M) Hy o + 2225 2] 212

5
e, portanto,
(Zlazl - ZTaZI)Hl,m,n = (m + n)Hl,m,n .

Do mesmo modo,

|

— *
a22 Hl)m’n - ZQ Zl Zl

k

i V4

—m / 2
2F1 - *
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e
1
_ sm—n+1_stn=1 «L_m—_1 v
2904 Hyppn = — 2225 21 272 oF] .
Finalmente,
O H _ xm—n—1 %‘f"”' *%7171 F *m—n %‘i‘” *%fm ' 22
£ L = (M —n) 23 21 A 20’1 + 25 g1 2 20\ — ¥
2121
L l L l
_ sm—n—1_3TN _x<—m sm—n_stn—1 4Ll _m_1 /
=(m—n)z 22T R — 202y T 2 272 o F]
e

250z Hymmp = (m —n) Hy i — zgzgmfnﬂzléﬂ_lzf%*m*l oF]
0 que nos permite escrever:
(ZQaZQ - Z;azé‘)Hl,m,n = (m - n) Hl,m,n
Assim, concluimos:

MSHl,m,n = mHl,m,n € NSHl,m,n - nHl,m,n .

E simples verificar que o mesmo vale quando n > m.

De

azi‘ Hl,m,n = (
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segue que

o Lam— n+1 2+” *——m *m+n+2 2+” 1 *L—m 2 /

941
121

Observe que JyoFi(a,b,c,u) = oFi(a+1,b+1,c+ 1,u). Portanto, nessa notagao,

*m n+1 2+n *L—m 1 /

= 23" "+lzf+nzfi_m L [(1/2 —m)oF + (

*m n+1 +” tom—1
M H) = 2 2272 {—CLQFl(a, b,c,u) +

b
0w Lt et 1,u>]
C

4 ymntl_ 547 sl m—1
= 2 22722 coFi(a,b,c,u) +

— b(1 —u)Fi(a+ 1,0+ 1,c+ 1,u)]

&(b_c> xm—n-+1 2+

:Tzé 21 Zlé_m_IZFl(&—i_lab?C—i_lau)
a(b —c)

- c Hl,m+1,n

AR+ —m(m+1)

- m+ 1—n Ilm+1n >

onde foi usada uma relacao de Gauss entre hipergeométricas contiguas (eq 9.137-8,
pagina 1044 de[47]). Analogamente, de

* _ xm—n—1 2+n *L—m-i- *M—n 2+” 1 *L—m /
210 Hy = (M —n) 23 222 oF1 — 2023 24 PPy 3

*mn2+”1 L

[ ! 2
o *=—m 2 _sxm4n+1 2+n *5—m—1 /
290, Hy o = (5 +n)zozy ™ " 2f 2727 F) 4 2525 2] 272 oF] |
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segue que

*

* *

lim o 1 l >
M Hign = %" 1{(m_”_(§+”)22Z2)2F1+

Na notacao conveniente, temos:
wm—n—1_s+n=2 4l m_1
M_Hj oy = 2 2f 212 (c —-1- bu) o Fi(a,b,c,u) +
- U(l - U)QFll(av b7 ¢, U):|
Lyn— L_n—
:Z;m—n—lszr 24‘5 1 {(c—l—bu) oF1(a, b, c,u) +
ab ,
+ —u(l—u)Fj(a+1,b+1,c+ 1,u)
c
L n— —m—
:Z;mfnflzf-f— 2Z>1ké m—1 |i<c—1—b'LL) 2F1((1,b,0,'d)+
+ (c—a)Fi(a—1,b,c,u)+ (a+bu— c)Fi(a,b,c, u)]

Lin— L
- Z;WL7”71212+ 2z>1ké m [(CL - 1) 2F1(a7 b7 ¢, U) + (C - CL)Fl(CL - ]-7 ba c, u)]

Lip
=(c—1) z;‘m*"*lzfﬁl 22’{%7”%1 Fi(a—1,b,c,u) .

(foram usadas as propriedades 9.137-9 de [47] e 15.2.17, pagina 558 de [49]). Final-

mente,

M—Hl,m,n = (m - 77/) Hl,mfl,n

Normalizagao das fungoes H;,,, na esfera

Inicialmente, observe que para m = n = —I/2 temos H;,,, = 2*. e, consequente-
; q p I,m,n 1+ q
mente, H; . ,Hf,, , = sen? 0y sen? 5. Nesse caso,
1 L[ [ 20+1 20+2 1
— H df) = — sen 0, sen 05 dfsdf; = —— .
2 I,m,n 3 3
272 Js, T Jo Jo [+1
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Note que

I,
<M+Hlmn | M+Hlmn> == <M7M+Hlmn |Hlmn> == |i§(§ + 1) - m(m + 1) HHl,m,n”2 5

ou seja,

[,

||M—|—Hlmn|| = \/5(5 + 1) - m(m + 1) ||HlmnH )

como ja era esperado. De outro modo, temos

m4+n—1
HHl,m—l—LnH = ||HlmnH .
\/é(é +1) —m(m+1)
Por indugao, obtemos que
m4+n—1
HHl,m,nH :

”Hl,erk,nH = "
\/5(54‘1) —m(m—|—1)

Finalmente, ainda nao temos uma demonstragao geral da ortogonalidade das

funcoes Hj . p-

C.3 Detalhes do calculo do propagador do instan-

ton

Para chegarmos a equagao (4.46), primeiro de tudo, note que L;;(7 - 7') = L;;(r -

r')/(rr’). Da definicao (4.25), vemos que

M,7o(r - r/) = _%nauvxuaV(xaxfy)Ta

— 3 /
- §7la;w$,u,$y7—a 9
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onde 7y € 7, sao quantidades totalmente antissimétricas satisfazendo

Napwr = €apv » e,U>V:17273a

Nadv = _5a1/ s
Napa = 6a,u €
Mo = (—1)2170

Para completar a demonstracao precisamos usar a seguinte propriedade dos po-

linémios de Gegenbauer[90]:

dCi (1)
dt

=2C74(t) -

Passos finais

Para obter a expressao (4.48), note que, ap6s somar sobre j, o termo proporcional

a identidade em (4.47) se torna

1 1472 T+72\ 1 =/ .. 2+ 12
—2[< §+ 5)_22 = C’ll(r~7")+ 2 = 2,2
8m L+7r2 L+r2/)rs = \"> \/1+T<\/l—|—7‘>r>

1{ 24712 +1r2 ( 1 i) 2472 ]

82 V1t+ri/1+12 r—r2 12 +\/1+ri\/1+7‘§r§
1 24712 +7r2 1 1
_@{\/1%—7&\/14—7@ r—r2 \/1+Ti\/1+7‘%}

1 I+r-r 1

:H\/l—f-rz\/l—i-’r‘i lr — /|2
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Similarmente, o termo em 7, é dado por

(- )

l
: ) 01271(72‘?/) =

Mpval W l,Ta 1 i [
A (rr') \/1+r2\/l+r2r>l 1

a (1 + (1+ 1)(11 + 72 )) Olj?}

[e.e] 2 l
_ avalpl” VTa s T< < c2 (7.7
42 (rr!) \/1_|_7=3\/1_+_T2 Zl [ l l+2] (r>) 1 (P 7)
 Mwal ,,Ta 1 > F
47T2 7“7" \/1—|—Ti\/1+r2 {

//~
=
Vi

1
Muwa T, < /r\'1
472 (r ') \/1—|—r3\/1+r2 [;(g) l( (7 7) (7 7)
2
+T—<+2(T—<) rr}
rs rs
Muwa T, i
:‘”’O‘“”O‘ (7P + CF rr>+
47T2 TT \/1+7‘%\/1+T2 |:Z( >> ( ) — 3( )
2
—2(7 - #) CF (7 - )+—+2(T<) rr/}

rs rs

- /
Muwau" v Ta 1 1

Arr T2\ T+r2|r =12

O resultado anterior fez uso da relacao[47]:
(I +2)CP () =2(p+ 1+ 1)t CY — 20+ DE (1),

bem como a sequéncia de identidades listadas abaixo:

0 l

r< 20a Al 3 1 < T< 0

— | C7(r - = — — — 1+ 4— (7 ,
Z (T>) l(r T) T<T>‘r_7“/‘4 r> ( r> (7‘ T))
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Finalmente obtemos a expressao desejada para o propagador:

1 1 . v /1/
G(r,v') = 5 +r/12~+m#aq;#r To — .
A2 |r — 1| \/(1+r)(1+7")




Apendice D

Apéndice do capitulo 5

D.1 Solugoes analiticas da equacao de flutuacoes

Vamos reproduzir aqui a equagao (5.35) para as flutuagoes na presenga de um campo

classico de fundo:
[872' - wlg - U”(d)O(T)) ] 77(7—7 k2) =0 ) (Dl)

onde w? = k* + m?. E conveniente reescrever essa equagao em termos da varidvel

(1) = U"(¢o(T))/ex, (D.2)

onde a = U"(¢(0)), de modo que z(0) = 1. Definindo a funcao! ¢(z) através de

= — sen(r)V/aaGn) (03)

é simples mostrar que (D.1) é equivalente a

d*n  q'(z)dn 9
q(z)@%— 5 E—(Vk—i-z)nzo, (D.4)

onde v} = w}/a. Observe que #(0) = a U" (¢0(0))¢o(0) = 0, sendo ¢ = 0 o ponto de
retorno da trajetéria classica. Portanto, ¢(1) = 0.

Se 1, e 12 sao solugoes de (D.4), é simples mostrar? que o wronskiano W do par

IPara os potenciais que vamos discutir, a terceira derivada do potencial tem o mesmo sinal de
T e, portanto, ¢ como estd definido em (D.3) é uma funcao nao-negativa.
2Basta derivar a expressio do wronskiano, como fizemos para obter (4.16).
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é dado por W(z) = —A/y/q(2), onde A é uma constante a ser fixada a posteriori.
Vendo sob outro angulo, se conhecemos 7, quando o wronskiano nao se anula, pode-
mos obter uma solucao 7, independente de n; utilizando o wronskiano. Além disso,
se 11 e 1 sao solugdes de (D.4), entdo, a seguinte expressao:

dBF  3¢(z) &*F  {¢'(z) dF

——4(V£+Z)%—2F(Z) =0 (D.5)

a(2) dz3+ 2 d22+ 2 dz

tem n17s , N} e N3 como trés solugoes independentes, como demonstramos no apéndice.
E simples verificar que, no caso livre, F'(z) = 1/wy. Veremos mais pra frente que para
o potencial de sine-Gordon, F' serd uma funcao linear e para interagoes quarticas,
parabdlica. De posse de uma solugdo F' de (D.5) podemos construir, com a ajuda
do wronskiano, um par de solugdes independentes de (D.4). De fato, suponhamos
que F' seja uma soluc¢do conhecida de (D.5). Usando que

dlogm/m — W(2)

dz - F(z)’ (D-6)

podemos obter por integracao direta a seguinte expressao:

A
12(2) = VF(2) ex — —dZ . D.7
malz) = VFG) p{iQ/EmF(z,) } 0.7

onde Z é uma constante arbitraria. No apéndice verificamos explicitamente que é
solugao de (D.5) quando A? = q(z.)(F'(2.))?. Nessa demonstracao fica clara a
conveniéncia de escolhermos Z maior que a maior raiz de F'(z) = 0. Para simplificar,
escolheremos Z = oo. A presenca de F' no denominador do integrando em (D.1)
poderia ser um problema nos pontos em que F' se anula. Mostramos, entretanto,
que a solucao é bem comportada quando F' tem zeros com multiplicidade 1. O que
ocorre é que, nos pontos em que F' se anula, a raiz quadrada que aparece em (D.1)
multiplicando a exponencial também se anula, havendo um cancelamento exato da
divergéencia no expoente. Para ver isso, denotemos por z, a maior raiz de F' no
dominio de integracao. No apéndice resolvemos a integral em (D.1) por residuos em

torno de z;. Temos:

1
Res = +—. (D.8)

2

Ey
2 Joo \ q(2)F(2)
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Im 2z
I'.
I'y I
S L <
1 z “+ Re 2

Figura D.1: Contorno no plano complexo usado para calcular a integral que aparece em (D.1).
I'c é um semicirculo de raio e.

Um contorno que evita o ponto 2z, ¢ indicado na Figure D.1. Ele tem trés partes:
', T'.,T's. A contribuicao do semicirculo I', é im vezes o residuo do integrando.
Vemos que T'. contribui com =+im/2 para a integral em (D.1), o que dd +i quando
aplicamos a exponencial. Esse fator i aparece quando F'(z) muda de sinal. Quando
esse fator é multiplicado por \/W em (D.1) ele produz® j:\/m . As partes res-
tantes do contorno correspondem ao valor principal de Cauchy da integral. Portanto,

podemos escrever as solugoes 7; e 12 do seguinte modo:

m(z) = VI[F(z)] exp {g 73/Z WCM} (D.9)

a(2) = sen(F(2))V/[F ()] eXp{_é P / (D.10)

fdzl .
o /(2" F(2)
Essas expressoes sao validas até atingirmos a segunda raiz de F'. Entao, em principio,
uma solucgao sobre todo o dominio de integracao pode ser construida por partes. No
caso do potencial simples, F' tem no maximo uma raiz simples no interior do dominio

de integragao.

Quando A = 0, as duas fungoes em (D.1) coincidem. Nesse caso, pode-se mostrar

3 Admitindo-se, sem perda de generalidade, que F(z) > 0 quando z > 2.
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que

z dZ/
@) = VIFG ad me) = VG [ S (D
o Va(2)|F ()|
sao duas solucoes linearmente independentes. Em particular, o limite z — 1 de
n+(z) existe. Na secao 7?7 mostramos que A* é sempre real, de modo que A = |A|
ou A = i|Al|, onde |A| = /q(r)|F'(r)|. No dltimo caso, 712 nao sdo fungoes reais e

nem tem raizes reais no dominio.

Em termos de 7, temos (para 7 < 0):

ne) = VIFE e {7 [ M2t o)

Too

w(e(r) = s PNV e {7 [ 5822} . (0as)

Observe que 1, 2(2(7)) nao sao solugdes em [—(3/2, /2], pois as derivadas 1 2(2(7))
nao sao continuas em 7 = 0. Contudo, podemos construir solugoes no intervalo

inteiro por partes:

1
Wia

1,2(7) 72,1 (2(7))m12(1)O(=7) + m2(2(7)) 121 (1)O(7)] (D.14)
onde Wy é o wronskiano de n;(2(7)) e m2(2(7)) para 7 < 0. Um célculo simples
dd Wio = —A. As fungbes 0y 5 sdo claramente continuas e ¢y 2(0+) — d12(0—) =
—F(2(1))(0)/Wy5 = 0, pois 2(0) = 0. Finalmente, as combinacoes lineares que

precisamos para o calculo da fungao de particao e da funcao de dois pontos sao:

1) = o) = ) (D-15)
Biy(7) = 73;&?; oy (1) — Z;jé? oo(T) . (D.16)

onde z; = 2(8/2).
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D.1.1 Expressao explicita para o propagador semiclassico

Se n(7) é uma solugao da equacao (5.35) para as flutuagoes, entdo n(—7) tmabém
o é devido a invariancia da acao classica sob a transformacao que leva 7 em —7.
Podemos, por simplicidade, usar o par 7,(7) e 7j,(—7) para construir G. Um célculo
simples nos mostra que 1 = —73,(8/2)/8, ©8/2, —B/2) = T (5/2), UB/2, Tmaz) =
T(B/2)7(—Tmaz) € QU Tomin, —5/2) = Ty(Tomin)7,(3/2). Aplicando essas relagdes na
receita para G segue o seguinte resultado:

7 (3/2)7,(— Tomaz )T (Timin)
~Ts(68/2)/8

_ ﬁﬁb(Tmin)ﬁb(_Tma:v>

m,(3/2)

G(Tv T/; k) - -

Substituindo a expressao formal de 7,(7), obtemos:

\/F(Z(T))F(Z(T’)) sinh (6w[Tmin]) sinh (Bw|—Tmaz)) ‘

G(r. 7 k) = sgn(F(z))y/aA sinh (Bw[3/2])

onde w é dado por

' 7\/&4 dr
_8/2 2F (z(m7))

wlr] =

Usando que

2sinh (Bw|Tmin]) sinh (Bw[—Tmaez]) = cosh (c?@ — [J?,n> — cosh (wWTR) ,

onde
/6/2 Tmax \/&A
d = —d71,
i = / 52 2F T W /m 2F (2(mr)) "
e

N /m JaA

- _var g
wTR L 2F(z(mr)
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obtemos, apds algum trabalho algébrico:

, JFEm) )
) = (F ) A

[ <1 + n((;B)) e 4 n(wB)eT +

— csch(wp) (cosh wT, + cosh L:)?R)} : (D.17)

onde n(z) = (exp(x) — 1)~! é a distribui¢ao de Bose-Einstein. Por meio de relagoes

trigonométricas, podemos simplificar a relagao acima, chegando em:

G(r, 7' k) = \/ng(gTZ(TIL)(ZS(;)Z”T/)) [ <1 + n(o?@)) e T 4 n(ﬁ)eﬁ} .

Essa féormula generaliza a relagao conhecida para o propagador livre a temperatura

finita.

D.2 Exemplo 1: a interacao quartica massiva

D.2.1 Solucao classica

A equacao classica de movimento é

(=32 -+ m)oolr) + 564(r) =0,
60(~5/2) = u(B/2) = 4o (D.15)

a mesma equagcao discutida no capitulo 1 no contexto de mecanica quantica. Como

antes, redefinindo a variavel temporal e o campo, por meio de

0=mr,

Bo(0) = %\/g%(ﬂ , (D.19)

obtemos uma equacao normalizada, equivalente a (D.18):
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com a condicao de contorno adaptada:

A
Do(—mB/2) = Bo(mB/2) = L2/ 5 = by (D.21)
Ja vimos também que a solucao dessa equacao é
(1)0(9) = DC(U(@), M) ) (D22)

onde cn é uma das doze funcoes elipticas de Jacob, e

Dy
nc(u(mpB/2),p)
u(ll) =147 0,

2+ @2
= [ 2% D.23
K 2(1 + 97) (D-23)

@tE

Note que @, é determinado apenas implicitamente pelas trés tltimas equacoes. Re-

tornando a definicao original do campo e da variavel temporal, temos:

B nc(u(mr), u)
$o(T) = o nc(u(mB/2), 1) (D.24)

D.2.2 Equacgao para as flutuagoes

A equacao para as flutuacoes é
2 2 o A 2
0; — (m* + k%) — 5%(7’) n(r,k*) =0, (D.25)

ou, na forma normalizada,

[362_M

m2

- 3@3(9)} n(0,k*) =0, (D.26)

Note que (D.26) é independente de A. Portanto, a fungao de particao e as fungoes

de correlacao dependerao da constante de acoplamento apenas via acao cléassica,

Sgldo)-
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Im Z4 P ° V}?: 5

X V]% =T3
@ 1/,? T4

1 “

o ——
® ®
: Re 24
Z_

Figura D.2: Posicio das rafzes 2+ de F(z) no plano complexo como fungio de v? (25 é o valor
de z em (3/2).

Seguindo o método da secao D.1, definimos

2(7) = U"(¢o(7)) /o = nc*(u(m), 1) , (D.27)

onde o = 3m?®?. A fungao ¢(z) é dada por q(z) = (2/3)z(z — 1)(z + (), onde
¢ =1+ 2/®?. Para o potencial qudrtico, F(z) = a + bz + 2? com

bz%((—l)—Ql/,f and a= (b+1)(b—(), (D.28)

onde v = w?/(3m?®?). Encontramos:

A=/ (2ab +120%7)3 (D.29)

=8/ (7 — ) — )} — 1)V} — 1) (R — 1) (D.30)

onde as raizes sao 1 = (( —1)/6 —1/2, ro = (( —1)/6, r3 = 2(¢C —1)/3 +1/2,

ry =((—1)/3+/C%+ ¢+ 1/3. Note que, no dominio relevante (z > 1), r_ < ry <
ry < r3 < ry. Além disso, rp < 2, valendo a igualdade quando k* = 0.

As rafzes de F(2) sdo zp = —b/2 £ \/3(ry —v3) (2 —r_). As posicdes de 2

e z_ como fungdo de v para um valor fixo de @; estdo mostradas na Figura D.2.

Perceba que r_, sendo menor do que 1, nunca é problema.
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D.3 Examplo 2: A interacao quartica sem massa

As expressoes obtidas para o caso massivo nao se aplicam diretamente a teoria
sem massa pois seu desenvolvimento dependeu essencialmente de uma mudanca de

variaveis que aqui ¢ singular. Contudo, podemos adaptar o método 1a utilizado.

D.3.1 Solucao classica

A equacao de movimento agora é

~0260(r) + S0h() =0,
¢o(—5/2) = do(8/2) = o - (D.31)

A solucao dessa equagao é:

Po(T) = \/g% ne (T, 1/\/5) ) (D.32)

onde agora ¢; é dado implicitamente pela equagao

Yo = \/g%t nc(p3/2, 1/\/5) . (D.33)

Observe que nao ha como definir varidveis adimensionais no caso da interacao

quértica massiva. A solucao normalizada* ¢ simplesmente:

Do(7) = \/é do() = e nc(pir, 1/V2) (D.34)

e obedece Oy(—(3/2) = Do(8/2) = P9 = \/A/6¢o. Quando Py < 1, o ponto de
retorno de &, é dado explicitamente por

252
o1 = P (1+58€Z§0) : (D.35)

4Essa normalizacdo nao leva a uma quantidade adimensional como na secdo anterior.
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D.3.2 Equacao para as flutuacoes

A equacao para as flutuagoes é
[83 — k* =3¢ nc? (o7, 1/V/2) ] n(r,k*) =0. (D.36)

Essa equacio é a mesma® que (D.26), se identificarmos 6 com 7 e (k* 4+ m?)/m? com
k*. Definindo z = nc?(¢,7,1/+/2) podemos fazer uso das expressoes de 7, e 7, no
caso massivo, usando : v? = k?/(3¢?), ¢ = 1, q(z) = (2/3)2(z> — 1), b = —2u,
a=b—1,r=—-1/2,r=0,713=1/2, rp = +1//3,

A= su [ (v} = 1/3) (v = 1/4).

ze = Vi £ /1 =30, 2, = A/ (607)= §5/ 7.

D.4 Exemplo 3: o limite de temperatura zero de
Z

Em principio, a tnica solucao de

(=87 +m?)go(1) + U’ (¢o(7)) = 0,
$o(—06/2) = ¢o(8/2) = o (D.37)

aT = 0 com acao finita é a solugao trivial, ¢o(7) = 0. Contudo, é preciso olhar com
cuidado esse limite. Se ¢g é uma solucao classica a temperatura T # 0, entao a agao
Sg[¢o] converge para um valor finito quando [ vai para infinito. Podemos ver isso

explicitamente para o potencial quartico. De fato, consideremos uma aproximagao

|4 . . ~ ~ ~ N .
°Aqui, como no caso massivo, a equagao para as flutuagdes ndo tem dependéncia em .
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Figura D.3: Gréfico da funcdo po(t) no caso sem massa exibindo o comportamento singular a
7 = 0. As diferentes curvas correspondem a diferentes valores de 3: 1,5,10,50 e 100 (curva de
baixo). Os parametros utilizados foram: k = 1,$9 = 1, A = 1. A escala horizontal foi ajustada,
enquadrando todos os graficos em [—50, 50] para comparar as curvas.

para a solucao cldssica, dada por®:

Y0
e—m(B/2-1rl) 4 (1 /1 + g;;%) sinh [m(8/2 — |71)]

po(T) =

ou, quando m = 0,

%o
PO(T) = S 3 .
L+4/13¢%0 (5 =170

Essas fungoes sao singulares apenas em 7 = 0. A acdo Sg[pg] pode ser calculada,

obtendo-se:

8m? V o2\*?
1j — 14 =2 —1
i bl =25 | (14 3) 1]

6Quando dizemos que a funcdo p é uma solucdo aproximada queremos dizer que, sendo ¢ a
solugao exata, entao
lim |¢o(T) — po(T)| =0,¥T € R*.
B—00
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exact
approximate

-40 -20 0 20 40

Figura D.4: Grafico da solucio exata, ¢g, e da solucio aproximada, po(t), para 3 = 100. Para
grandes valores de (3 as curvas diferem substancialmente apenas perto de 7 = 0.

_ 42| P |2V
fim o] = R

para m = 0. Note que os casos m # 0 e m = 0 sao essencialmente diferentes. De

fato, para m = 0 a tinica combinacao adimensional é &} V.

Aplicando o método da secao D.1, podemos resolver exatamente a equacao

Nesse caso,

{&-%?-%%@q}m@kﬁzo. (D.38)

B V2 + 5y /2 :
2(1) = <ﬂ+(ﬂ/2— |TD¢’O) ; (D.39)

F(2) =0+ bz + 27, (D.40)

b——2—k2(1+i¢)2 e vaA=2kb (D.41)
3p2 W2 ' ‘
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As solugoes sao

n = 7]?(2(7)) cos T T
1u(0) =\ iz O EG +8/2)+ AG)] + (D.42)

3v2 &} (302 — k?)

sinh [k(7 + 5/2) + A(7)] )

1 K
m(r) = VE (Z(T;)]i;(z(ﬁ 1) uh [k + 6/2) + A (D.43)
onde
A1) = (2D(8/2) = D(8/2 = 7))O(7) + D(5/2+ 7)0(-7) , (D.44)
T 3kPE (K*(2+ V200 7) — 30%) T
D(r) = tanh {9@3 — 3K2P2(2 + V20 T — T2BY) + 2kA(2 + 228 T + TW%)]

Pode-se verificar explicitamente que (D.42) e (D.43) sao solugoes de (D.38) usando
que D = kb?/F(z(t)) — k. O propagador semicléssico, G, é dado por

CNJ(T, ) = \/F(Z(T))F(Z(T/)) [(1 + n(kB)) e~ 4 n(kﬁ)eﬁ} e~AB/2) (D.45)
onde
wr, = k|t — 7| — A(—7>) — A(7<). (D.46)

Usando que

A(=75) 4+ A(r) ~ 2tanh™ (M) 12 24v2 12 {

21302 | Bk e kT

e expandindo os demais termos em (D.45), concluimos que, para pequenos valores

da temperatura, G(r,7') = G(| — 7'|).
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D.5 Exemplo 4: potencial de sine-Gordon
O potencial de sine-Gordon tem a forma:
V(¢p) =coshop —1. (D.47)
Até o momento nao conhecemos na literatura uma solucao da equagao de movimento:

—2¢0(7) + sinh ¢ = 0,
Po(—B/2) = ¢o(8/2) = o - (D.48)

Entretanto, podemos mostrar que é possivel resolver a equacao correspondente para
as flutuagoes em torno de ¢g usando os métodos descritos no inicio dessa secao. De

fato, teremos

q(z) =2(z - 1) (22 - —) : (D.49)

onde z e a sao dados em termos de ¢g. A equagao (D.5) tem como solucao a seguinte

funcao linear:
F(z)=2z—(1+21}), (D.50)

onde v¢ é dado por w?/«a, como antes. Finalmente,

1
A= 21/k\/(1 +27) — (D.51)

Curiosamente, as trés primeiras solugoes polinomiais de (D.5) correspondem a
trés potenciais escalares relevantes. Nao conhecemos a que teorias correspondem as

solucoes polinomiais com grau maior ou igual a 3.

Evidentemente, em todos os exemplos mostrados neste apéndice ainda resta uma
ultima etapa de célculos numéricos para obtermos explicitamente grandezas termo-

dinamicas como a pressao e o calor especifico.
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