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Resumo

Neste trabalho realizamos uma analise da dinamica do modelo cosmolégico
de Bianchi IX, com um termo de potencial quantico adicionado. Este modelo
de Bianchi IX é um modelo cosmolégico homogéneo e anisotrépico, com dois
fatores de escala, a(t) e b(t), derivado da solugao das equagoes de Einstein
para a Relatividade Geral, e que pode representar a evolugao de um universo
preenchido por poeira. A este modelo adicionamos um termo de potencial
quantico, que pretende representar efeitos de curta distancia devido ao com-
portamento quantico da matéria em pequenas escalas, e que tem o efeito de
uma forca repulsiva. Este potencial faz com que a dinamica do modelo fique
restrita a regiao positiva, (a > 0e b > 0), e altera algumas caracteristicas qua-
litativas e quantitativas do comportamento do modelo. Fizemos uma analise
da dinamica deste modelo, obtendo pontos fixos, érbitas periddicas, varie-
dades invariantes, seccoes de Poincaré, utilizando técnicas de computacao
numérica tais como globalizacao de variedades estaveis e instaveis, conti-
nuacao numérica, dentre outras. Além disso, realizamos uma comparacao
entre os modelos com e sem o termo quantico adicionado, para verificar
as alteracoes produzidas pelo mesmo. Finalmente, pudemos concluir que a
adicao deste termo quantico permite a existéncia de comportamento cadtico
para este sistema.

Palavras chave: Caos, Cosmologia, Modelo de Bianchi IX.



Abstract

In this work, we study the dynamics of the Bianchi IX cosmological model,
with a term of quantum potential added. The Bianchi IX model is an inho-
mogeneous, anisotropic and with a cosmological constant cosmologic model,
with two scale factors, a(t) and b(t), derived from the solution of Einstein’s
equations for General Relativity, and which can represent the evolution of a
dust filled Universe. To this model we add a term of quantum potential that
intends to represent short-range effects due the quantum behavior of matter
in small scales and has the effect of a repulsive force. This potencial restricts
the dynamics of the model to the positive values of a(t) and b(t), and alters
some qualitative and quantitative characteristics of the model. We have stu-
died the phase space of the the model finding critical points, periodic orbits,
stable/unstable manifolds using numerical techniques such as Poincaré sur-
face of section, numerical continuation and globalization of manifolds. We
compared the classical and quantum models and verified that the addition
of this quantum potencial term allows the existence of homoclinic crossing
of the stable and stable manifolds thus establishing chaotic behavior in the
escape to inflation.
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Notacao e Convencoes

(1) Os indices gregos variam de 0 a 3.
(2) Os indices latinos variam de 1 a 3.
(3) A assinatura da métrica vale: (+, —, —, —)

(4) No sistema de unidades utilizado as contantes fundamentais valem: ¢ =
h=8rG =1

(5) A derivada parcial é dada por:

o
ox®

(6) O Simbolo de Christoffel é dado por:

- oc¢: ¢,o¢

)\ 1 Ao
{ po } - 59 (9po.0 + Yaosp = Ypao)

(7) O Tensor de Ricci é dado por:

RMV:—{,)AA}{,fy}+{,?,,}{,ﬁ}—%{fy}miu{,ﬁ}‘
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Introducao

O estudo do universo como um todo, o estudo de sua origem e evolucao
sao assuntos da Cosmologia. Esta area da Fisica remonta aos inicios da
ciéncia, e pode-se afirmar que grande parte da Fisica deriva da tentativa de
compreensao do universo pela humanidade. Desde a Antiguidade os primei-
ros estudiosos ja imaginavam modelos que pudessem descrever o universo que
observavam.

Com a evolucao do conhecimento e da Ciéncia, os modelos para repre-
sentagao do universo também foram alterados, muitas vezes drasticamente.
Um dos marcos desta evolugao foi a proposta da Gravitacao Universal, por
Isaac Newton, pois pela primeira vez foi possivel unir, em uma sé teoria,
fenomenos terrestres, como queda de corpos, com fenomenos astronomicos,
como a 6rbita de planetas ao redor do sol.

A descoberta de outras forcas, como a magnética e a elétrica, por exem-
plo, nao alterou o papel da gravidade na organizacao do universo, pois logo
percebeu-se que, em grandes escalas, a Uinica for¢a que permanece ¢é a gravi-
dade, por estar relacionada com a massa, que é sempre positiva, ao contrario
da carga elétrica, por exemplo, que é praticamente nula em escalas cosmicas.

Com a criacao da Teoria da Relatividade Geral por Einstein, a cosmologia
recebeu uma importante inovagao. Agora, a atracao gravitacional nao era
mais uma forca entre corpos com massa, e sim o resultado da deformacao
do espago-tempo ao redor de corpos com massa. Isto permitiu a solucao de
problemas até entao nao resolvidos pela gravidade newtoniana, como, por
exemplo, o da dérbita de Mercurio. Além disso, a relacao da gravidade com
a geometria do espago-tempo (e portanto, a geometria do universo como um
todo), abriu novas possibilidades para a compreensao da forma e evolugao do
universo. Alguns anos depois da publicacao da Relatividade Geral, Hubble
descobriu que o universo esta atualmente em expansao, ao contrario da idéia
geral de que o universo era estatico. Esta descoberta foi uma das primeiras
evidéncias que levaram a formulacao da teoria do Big-Bang, segundo a qual o
universo evoluiu a partir de um estado com pequeno volume e alta densidade,
e que expandiu-se ao longo de bilhoes de anos, até chegar no estagio atual,
que é o universo que podemos observar.



As equagoes da Relatividade Geral, que sdo as equagoes que governam
a evolucao do universo em escala césmica, admitem diversas solucoes, que
representam diferentes possibilidades para o comportamento do universo. A
solucao que descreve o Big-Bang é apenas uma dentre varias outras possiveis.
Atualmente o universo estd em expansao, porém, nao pode-se afirmar qual
serd seu comportamento futuro. Existe a possibilidade de que este expanda-
se para sempre, bem como a possibilidade de que sua expansao cesse, e este
torne a contrair-se, até voltar a singularidade inicial.

Muitas das solugoes para as equacoes de Einstein representam um modelo
diferente de universo. Neste trabalho, estudamos a dinamica do modelo
Bianchi IX[1]. Este modelo é caracterizado como sendo homogéneo porém
anisotropico. Homogeneidade significa que as propriedades da métrica sao as
mesmas em qualquer ponto do espago, e anisotropia siginifica que as dire¢oes
no espago nao sao todas equivalentes. Grosso modo, pode-se dizer que um
universo anisotropico pareceria ”esticado” em uma ou mais direcoes. Ou, em
outras palavras, para um universo fechado, este poderia ter até trés "raios
de curvatura” diferentes, um para cada diregao.

Além disso, no modelo estudado neste trabalho, supomos que o universo
seja totalmente preenchido com poeira (a pressdao nula), que estd perma-
nentemente em repouso, ou comovel, em relagao ao sistema de referéncia.
Uma caracteristica interessante deste modelo que estudamos é que ele pode
apresentar um comportamento cadtico, significando que, ao contrario de al-
guns outros modelos nos quais o universo apenas se expande, ou se expande
e depois se contrai, este pode expandir-se e contrair-se caoticamente, sem
jamais atingir um regime previsivel. Um dos primeiros estudos deste mo-
delo foi feito por Oliveira, Damiao Soares e Stuchi[2], que mostraram que
este modelo pode apresentar um comportamento bastante rico e variavel,
dependendo da energia total do universo, bem como das suas condigoes ini-
ciais. Para uma determinada energia critica, o universo ¢é estacionario. Para
energias diferentes desta, o universo pode se expandir indefinidamente, ou
recolapsar, de maneira imprevisivel. Em um outro artigo, Damiao Soares
e Stuchi[3] complementam seu estudo anterior, estabelecendo o comporta-
mento cadtico através dos cruzamentos homoclinicos das variedades estavel
e instavel. Porém, o comportamento cadtico s6 esta presente na regiao onde
os fatores de escala do modelo (que estao relacionados com os "raios de cur-
vatura” do universo governado por este modelo) sdo negativos, o que nao
representa uma situacao fisicamente realista, de forma que, apesar do caos
estar presente, ele aparece apenas como uma caracteristica matematica, e



nao fisica, do modelo.

Contudo, estes modelos estudados sao todos classicos, significando que ne-
nhum efeito quantico é levado em consideragao. Isto é extremamente razoavel
para a maioria dos modelos cosmolégicos, uma vez que a escala de fendomenos
cosmoldgicos é muito maior do que a escala de fenomenos quanticos. Mas
para modelos de universo que incluam uma singularidade (como o do Big-
Bang, por exemplo), é necessario levar efeitos quanticos em consideragao,
uma vez que, proximo da singularidade, as escalas sdo pequenas o suficiente
para que estes efeitos sejam relevantes. O estudo destes efeitos é dominio da
Cosmologia Quantica, uma area que tem sido bastante estudada atualmente.

Portanto, para a elaboracao de um modelo mais realista para a evolugao
do universo, buscamos na cosmologia quantical4] algo que pudesse servir
como base para uma formulacao mais adequada do modelo de universo estu-
dado.

Encontramos uma sugestao adequada nos artigos de Lemos e Monerat[5].
Neste artigo, os autores realizam uma quantizacao do modelo de universo de
Friedman-Robertson-Walker. Este modelo representa um universo isotrépico
e homogéneo, preenchido com um fluido perfeito, e com um campo escalar
minimamente acoplado ao campo gravitacional. O modelo foi quantizado
utilizando-se a quantizacao de Wheeler-DeWitt, e um dos resultados obti-
dos foi que a quantizacao deste modelo faz aparecer um termo de poten-
cial quantico, que implica uma forca repulsiva, inversamente proporcional ao
cubo do fator de escala do universo, e que faz com que o modelo evite a
singularidade.

Baseados nestes artigos, decidimos incluir um termo de potencial quantico
analogo no modelo de Bianchi IX, de forma a representar de alguma forma os
efeitos quanticos préximos da singularidade. Como este termo de potencial
quantico refere-se ao modelo de universo FRW, que é isotrépico, enquanto que
o modelo estudado neste trabalho, Bianchi IX, é anisotrépico, foi necessario
o ajuste deste termo de potencial, para que este ficasse consistente com as
condicoes do modelo estudado.

Para isto, escolhemos, por analogia, a forma mais simples para este po-
tencial, que fosse consistente com o termo de potencial quantico obtido por
Lemos e Monerat, e com a caracteristica de anisotropia do nosso modelo.
A deducao da forma exata deste termo esta fora do escopo deste trabalho,
que ¢é basicamente um estudo da dinamica do modelo. Além disso, pude-
mos demonstrar que, mesmo este potencial em sua forma mais simples é
suficiente para permitir que o modelo exiba um comportamento caético fi-



sicamente aceitavel, uma vez que este termo de potencial quantico faz com
que a dinamica do modelo esteja restrita a regiao onde os fatores de escala
sao positivos.

Portanto, este trabalho é uma anélise da dinamica do modelo cosmolégico
de Bianchi IX, com a adi¢ao de um termo de potencial quantico, bem como
uma revisao do modelo sem este termo, para comparacao com os resultados
ja publicados na literatura. No primeiro capitulo, deduzimos as equacoes
de movimento e a hamiltoniana do modelo, a partir das equacoes da Rela-
tividade Geral que descrevem o modelo de Bianchi IX, e também a forma
do potencial quantico adicionado. No segundo capitulo, realizamos a andlise
preliminar do sistema hamiltoniano, encontrando os pontos criticos, o sistema
linearizado, e formas normais quadraticas da hamiltoniana.

No terceiro capitulo encontramos, através de técnicas numéricas, a vari-
edade central do sistema, constituida pelas orbitas periddicas em torno dos
pontos fixos. Estas drbitas podem representar universos nos quais os fato-
res de escala tém comportamento periddico, ou seja, universos ”pulsantes”,
embora instaveis, como veremos.

E, no quarto capitulo encontramos as variedades instavel e estavel, também
com o auxilio de técnicas numéricas. Encontramos também as se¢oes de Poin-
caré das variedades estavel e instavel, determinando a existéncia de cruza-
mentos homoclinicos, que indicam que este modelo apresenta comportamento
caotico. Finalmente, apresentamos as conclusoes e perspectivas para futuros
estudos.



Capitulo 1

O Modelo Cosmolégico

1.1 Introducao

Neste capitulo discutiremos os modelos cosmoldgicos homogéneos e anisotro-
picos do tipo Bianchi IX. Em geral, estes modelos sao formulados com treés
fatores de escala. Porém, neste trabalho consideraremos modelos com sime-
tria axial, ou seja, dois destes fatores sao iguais. Desta forma, considera-
remos apenas dois fatores de escala distintos, para facilitar o entendimento
do espaco de fases. O conteido material do modelo é um fluido perfeito
nao-interagente (poeira). Este caso ja foi bastante estudado em trabalhos
anteriores por H.P.Oliveira, Soares e Stuchi[2], e portanto faremos uma com-
paracao entre o modelo classico e o modelo estudado, que apresenta um termo
quantico "ad hoc”, inspirado no trabalho de Lemos e Monerat[5] para o mo-
delo FRW. Para completude deste texto apresentaremos primeiro a deducao
do modelo de Bianchi IX anisotropico e em seguida apresentaremos a modi-
ficacao que sera objeto deste trabalho.

1.2 O Modelo de Bianchi IX

O modelo de Bianchi IX é um modelo fechado, homogéneo e anisotrépico,
com dois fatores de escala, a(t) e b(t). O fator de escala a(t) esta na diregao
do eixo de simetria do sistema. Em coordenadas esféricas, o seu elemento de
linha é dado por:

ds® = dt* —a*(t)dy* —b*(t)d6? — [a*(t) cos*0+ b2 () sin0]dp* — 24> (t) cosOdipde



Dado o elemento de linha, é possivel encontrar as equagoes para a des-
cricao do modelo, através das Equacoes de Einstein para a Relatividade Ge-
ral, dadas porl[6]:

1
R = 0B = Mgy = T, (1)

onde R, ¢ o tensor de Ricci, R o escalar de curvatura, g,, o tensor métrico,
A a constante cosmolégica e T),, o tensor momento-energia.

A partir do elemento de linha, encontram-se os elementos do tensor
métrico, relacionados por:

ds* = gudatdz”,
com:
dx = [dt,dl, de, di)

como sendo:
—b(t)”
g2z = —(a(t)*cos?0 + b(t)*sin20)

923 = 32 :2—a(t)20039

933 = —a(t)
Para evitar que a notacao torne-se demasiadamente carregada, daqui em

diante as varidveis a(t) e b(t) serao denotadas simplesmente por a e b. O
determinante deste tensor métrico vale:

g = —a’b*sin*0

A partir do tensor métrico, encontram-se os Simbolos de Christoffel, definidos

por:
Al Lo (990 | 09as  Ogpa
{ pa }_ 29 <8xa + OxP  Ox°

Para este modelo, os simbolos de Christoffel nao-nulos sao:

Ln )=

{ 0 } = aacos>0 + bbsin20

22



3 _a

03 a
3 | _ (a* = b*)cos®0 — b?
12 [ 2b2cosh

3 | a’cost

13 [ 2v2sind
Com estes Simbolos de Christoffel, pode-se calcular os componentes do Ten-
sor de Ricci, através da relagao:

R“”:_{ﬂAA}{;V}+{PA'/}{MPA}_(‘;{:V}+(’>‘2”{:A}'



assim, encontra-se que os componentes nao-nulos deste tensor valem:

ib + 2ab

Ry =
00 ab

-1 .. . .
Ry = w(2ab3b — a® + 2ab? + 2ab?b* + 2abb?)
—1 .
Ryy = w[(%ﬂfL + 4ab®b + a*)a*cos*0 +

+(2ab®b — a® + 2ab* + 2ab*b* + 2abb*)b* sin’6]

_ 0 .
Ros = Ray = ‘;(;S (2ab* + 4ab®h + o)
4 3
Rs3 = 2b4(2ab + 4ab®b + a®)
Pode-se também calcular o Escalar de Ricci, definido por:
R= gle,ul/a

como sendo:

R= 8ab®b + 4db* — a® + 4ab® + 4ab*b? + 8abb®)

2a b4(

As equacoes de movimento deste sistema sao obtidas substituindo-se os

componentes do tensor de Ricci na equagao de Einstein (1). O tensor energia-

momento 7}, ¢ dado por:

Tw = (p+p)UU, — 09

sendo p a densidade de energia, p a pressao e U, o vetor quadrivelocidade do
fluido. Neste problema, o fluido é composto de poeira nao interagente (exceto
pela interagao gravitacional, obviamente), cujas particulas estdao todas em
repouso no referencial considerado, o que implica que p = 0, e que o vetor

quadrivelocidade vale:

U, =0,

resultando em:

;u/ _ p5050

8



Apos isto, calcula-se a contragao de g com a equagao de Einstein (1):

v 1 v v v
g“ R;w - 59# guuR - AgM Guv = gﬂ T;w

e lembrando que ¢"*T,,, =T, encontra-se que:
R=—(T+4A).

Substituindo-se na equagao de Einstein (1), chegamos a equagao:

T
RMV = Tl“/ — (5 + A)gNV

e finalmente temos as equagoes de movimento:

i

a P
S L 1.2
a + b 2 (1.2)
2ab%D — a® + 2ab? + 2ab%? + 2abb® = —2ab4(g +A) (1.3)
mw4+4aﬁb+a?=v—mwﬂg-%A) (1.4)

1.3 Formulacao Hamiltoniana do Sistema

Para o estudo numérico realizado neste trabalho, é mais conveniente expres-
sar as equagoes (2)-(4) em formulagdo hamiltoniana. O procedimento para a
obtencao da hamiltoniana de um modelo de relatividade geral é relativamente
padrao. Neste estudo, seguimos o trabalho de Barguine.[7] A hamiltoniana
do sistema pode ser obtida através da agao, conforme mostrado a seguir.

A acao é dada por:

S:/Q/J\/—_ng, (1.5)

sendo df2 o elemento de quadrivolume, g o determinante do tensor métrico e
L a densidade total lagrangiana, dada por:

L=Lg+Lpg+LF,



correspondendo, respectivamente, a densidade lagrangiana de Einstein, a
densidade de energia associada a constante cosmoldgica, que pode ser in-
terpretada como a energia de vacuo e a densidade lagrangiana do fluido per-
feito, representado pela densidade de energia. Estas densidades lagrangianas
valem:

Lo=—LR
Lp=A
EF:/)

Subtituindo-se estas expressoes na eq. (5), temos:

.. 3 . .
S = / [—2abb —ab* + % —a — ab® — 2abb + Aab® + pabQ] dt / sinfdv
sendo dv o elemento de volume tridimensional. Para a dinamica dos modelos,
apenas a parte temporal da integral é relevante. Desta forma, a agao fica:

3
. a . .
S o / [—Qabb — ab* + TR ab® — 2abb + Aab* + pabQ] dt
t
Com isto, encontramos que a lagrangiana deste sistema, multiplicada por um
fator 2, por conveniéncia, é:

.. 3 . .
L = —dabb — 2ab® + - — 2a — 2ab? — 4abb + 2Aab? + 2pab?

2b?
Para se eliminar as derivadas segundas, utilizam-se as seguintes expressoes:
. 2 i
v = L) oqiy
dt
abh = M) i iy,
dt

lembrando que as derivadas totais com relacao ao tempo na lagrangiana sao
irrelevantes, pois estas tornam-se contantes adicionadas a agao. Portanto, a
densidade lagrangiana fica:

. . 3
L = 2ab® + 4abb + % — 20 + 20ab? + 2pab?

Determinada a densidade lagrangiana do sistema, pode-se determinar sua
densidade hamiltoniana, pois estas grandezas estao relacionadas através de:

H= ququ - L
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Os momentos canonicamente conjugados sao dados por:

oL .
Do == =4
“ 0a bb

oL .
Po b ( )
Substituindo estes na relagao:
H = poi + pob — L
encontra-se a densidade hamiltoniana:

a ap? a’
H(a, b, pa, pp) = p4§b — 8];; + 2a — T 2Aab® = E, (1.6)

sendo Fy = 2pab? a energia do conteido material do sistema.

1.4 O termo de potencial quantico

Introduzimos agora na hamiltoniana (6) o termo representando um poten-
cial quantico, inspirado, conforme ja mencionado, nos artigos de Lemos e
Monerat.[5] Este artigos analisam o comportamento das fungdes de onda que
obedecem a equacao de Wheeler-DeWitt para cosmologia quantica. Estas
fungoes de onda estao associadas a trajetorias de particulas, na interpretacao
causal de de Broglie-Bohm da mecanica quantica. Porém, conforme descrito
nestes artigos, para valores muito pequenos para o fator de escala, os efeitos
quanticos tornam-se importantes, sendo que estes equivalem a introducao de
um potencial quantico, que faz aparecer uma forca repulsiva, o que repre-
senta bem o comportamento das trajetorias no limite quantico. Nos artigos
ja mencionados, para o caso de um universo homogéneo e isotrépico, com
apenas um fator de escala a, este potencial tem a forma:

o

Vo =—
Q a2

Porém, neste trabalho analisamos um modelo de universo anisotrépico, com

dois fatores de escala, a e b. Para encontrar a forma de um potencial quantico

para este modelo, escolhemos a aproximacao mais simples, que consiste em

utilizar um "fator de escala médio”, r, dado por:
1
r = (ab?)3,

11



o que resulta em um potencial quantico da forma:

o o

T2 (ap)3

E possivel que o potencial calculado através das fungoes de onda tenha uma
forma mais complicada do que esta. Além disso, um artigo de Alvarenga,
Batista, Fabris e Gongalves[8] mostra que para um modelo de universo ani-
sotrépico, a norma das funcoes de onda encontradas depende do tempo, ou
seja, o modelo torna-se nao unitdrio, significando que hé uma diferenca en-
tre as interpretacoes de Bohm-de Broglie e de muitos mundos (baseada na
interpretagao de Copenhagen).

Acreditamos, porém, que isto deve influenciar apenas o comportamento
quantitativo do sistema, ou seja, este potencial que utilizamos deve repre-
sentar adequadamente o comportamento qualitativo de um sistema com um
potencial quantico. Esta suposicao baseia-se no fato que o termo de poten-
cial quantico s torna-se relevante quando os fatores de escala a(t) e b(t) sao
muito pequenos, e que, fora deste limite, o sistema quantico aproxima-se do
sistema classico, conforme serd ilustrado nos capitulos seguintes. Portanto,
para a maior parte do espaco de fases, onde a influéncia do termo quantico
é pequena, a forma exata do termo quantico deve produzir apenas pequenas
diferencas nas caracteristicas do sistema, como, por exemplo, a localizacao
exata dos pontos fixos do sistema.

A presenca de um potencial deste tipo é suficiente para restringir o mo-
vimento do sistema a regiao positiva (a > 0 e b > 0), 0 que nao ocorre com
o sistema original, estudado por Oliveira, Damiao Soares e Stuchi[2].

Neste trabalho, primeiramente analisamos qual seria a influéncia de um
termo de potencial quantico do tipo:

ou seja, sem o expoente 2/3. Isto foi realizado pois este potencial é mais
tratavel numericamente, e portanto poderia servir de modelo para o estudo
do potencial "real”, com o expoente 2/3, que é mais " problemdtico”, nume-
ricamente falando, conforme sera demonstrado nos capitulos posteriores.

Portanto, analisamos primeiramente os efeitos qualitativos que a adigao
de um termo quantico traria, utilizando o potencial sem o expoente 2/3, e
apos isto, analisamos o sistema com o expoente 2/3.

12



Desta forma, a Hamiltoniana do sistema torna-se:

2 3
__ DPaDb ap, a 9 o

que serd estudada em detalhe nos capitulos seguintes.
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Capitulo 2

Estudo Linear dos Modelos

2.1 Introducao

No estudo de um sistema fisico governado por uma hamiltoniana, procura-se
conhecer o maximo de caracteristicas do sistema através da analise prévia da
hamiltoniana. Esta andlise permite extrair caracteristicas gerais do sistema,
sem necessidade de um estudo aprofundado.

O primeiro passo nesta andlise é a determinacao dos pontos fixos do sis-
tema hamiltoniano. Estes sdo importantes pois definem, entre outras coisas,
caracteristicas especificas do sistema, ja que, de acordo com o chamado Te-
orema da Retificacao [9], caso sejam excluidos os pontos fixos de um fluxo,
este se torna topologicamente equivalente a um fluxo linear.

Conhecidos os pontos fixos, pode-se determinar a classificacao destes pon-
tos. Para tanto, estudaremos o sistema linearizado em torno dos mesmos
escrevendo a hamiltoniana na aproximacao quadréatica em coordenadas espe-
ciais, associadas aos autovalores do sistema linear. Além disso, apresentamos
neste capitulo a discussao de um plano invariante do sistema em estudo, bem
como as curvas de momento zero.

2.2 Pontos fixos

No capitulo anterior, determinamos a hamiltoniana do modelo que estamos
estudando, a qual é dada por:
_ PaPo ap: ’

a ag
b, Doy D) = 2a — — — 2Aab?
F(a, b, pas o) = T = gy +20 = 55 = 20ab 4

— B (2.1
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Através das equacgoes de Hamilton,

. OH
pi = s
e
. OH
qi = Ipi
podemos encontrar as equagoes de movimento correspondentes:
s P ape
4b  4b?
] DPa
b==—
4b
2 2
P, 3¢ e 0
Po= gy — 2 g T2 g
2 3
. Papp ap, a 2vo
Po= e T e AN e
Usaremos, neste trabalho, os valores A = 1/4 e 0 = 0.01. Estes valores

foram escolhidos para permitir a comparagao com os trabalhos existentes na

literatura.

Um dos primeiros passos na analise de um sistema dinamico é a loca-
lizagao de seus pontos criticos. Estes pontos, com coordenadas (a*, b*, p*, p;),

sao definidos pelas relagoes:
@ =b=p,=p=0.
Portanto, encontra-se: '
b=0—p, =0
a=0—p,=0

3&*2 *2 70—
2b*2 + 2Ab + a*'y—i-lb*Z'y

) a*3 . s 2vo
pb:_b*3 + 4Aa*b —FW:O

pa:_2+ =0

Das equagoes (2.2) e (2.3), chega-se nas seguintes equagoes:

4N — T L 20y =0
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b2 — g2
No caso cldssico (sem o termo quantico), ¢ = 0, os pontos criticos sao
facilmente encontrados, sendo:
4 b
2VA
Rigorosamente, existe um outro par de pontos fixos dado por:
a*=0,b" = :I:L
’ VA

a* =b*

que, entretanto, nao sera analisado.

No caso com potencial quantico, com ¢ # 0, a equagao para a* deve ser
resolvida numericamente. Como a e b representam grandezas fisicas, apenas
as solugoes reais tém importancia. E interessante notar que a existencia do
termo de potencial quantico faz aparecer um novo ponto critico, e desloca
ligeiramente o outro.

Estes pontos fixos podem ser observados qualitativamente através do
grafico da energia do sistema em funcao das coordenadas. A figura 1 mostra
a energia em fungao de a (ou b) para p, = p, = 0 e a = b. A curva inferior
refere-se ao caso cldssico (o = 0). Nota-se a existéncia de somente um ponto
fixo, que é um maximo da energia. A curva do meio refere-se ao caso com
potencial quantico com v = 2/3, e a curva superior ao caso com y = 1.

Figura 1 - Energias em funcao de a para p, = p, = 0 e a = b para os trés
Casos.
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Nota-se que em ambos os casos com ¢ # 0 hda um segundo ponto fixo,
no qual a energia é um minimo. Nota-se também que, a medida que a tende
a zero, a energia cresce muito mais rapidamente no caso com v = 1 do que
no caso com v = 2/3. Isto tem implicagdes no comportamento do sistema,
conforme serd visto em outros capitulos.

As figuras 2, 3 e 4 mostram as ”curvas de momento zero”para diversas
energias. Estas curvas representam os pontos do plano (a,b) que correspon-
dem a uma dada energia, para p, = p, = 0. Como a energia cinética nao
é positiva definida, julgou-se interessante incluir estas curvas. Como ficara
claro na analise a seguir, o ponto fixo instavel aparece como é usualmente o
ponto fixo estavel e vice-versa.

Figura 2 - Curvas de momento zero para o caso classico. As energias vao de
E=0 a E=0.99, com incrementos de 0.1. A curva mais externa corresponde
a E=0.
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Figura 3 - Curvas de momento zero para o caso com v = 1. As energias vao
de E=0 a E=1, com incrementos de 0.1. A curva mais externa corresponde
a E=0.

0.5

Figura 4 - Curvas de momento zero para o caso com potencial quantico com
v =2/3. As energias vao de E=0 a E=1, com incrementos de 0.1. A curva
mais externa corresponde a E=0.
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Este sistema, para todos os casos, apresenta também um plano invariante,
definido por a = b e p, = pp/2. Um ponto que inicialmente pertenca a este
plano, permanecera nele com o decorrer da evolugao do sistema. Neste plano,
a hamiltoniana deste sistema, que ja foi estudada em trabalhos de Oliveira,
Damiao Soares e Stuchi[2], torna-se:
3p2  3a s O
8a + 2 — 2ha +a37

Como o sistema no plano invariante tem apenas um grau de liberdade,
podemos utilizar as curvas de nivel da hamiltoniana para desenhar o seu
espaco de fases. As figuras 5, 6 e 7 mostram o espaco de fase dos planos
invariantes para cada um dos trés casos, respectivamente. As curvas deno-
minadas S representam as separatrizes, que sao caracterizadas pela energia
critica E..;4, ¢ que separam as regioes I e II dos planos invariantes. Esta
energia vale E..; = 1 para o caso cldssico (o0 = 0), E..; = 1.01015694 para
o caso com v = 1 e E.; = 1.01006820 para o caso com potencial quantico
com v = 2/3. O ponto critico caracterizado por estas energias estd marcado
como E.

H(a, pa) =

Figura 5 - Espagco de fase para o plano invariante do caso classico (o = 0).
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A inclusao do termo quantico elimina a singularidade de a = 0. Para
o caso classico, na regiao II temos universos finitos que recolapsam, e para
o # 0 temos universos finitos sem recolapso.

Figura 6 - Espaco de fase para o plano invariante do caso com vy = 1.

Figura 7 - Espago de fase para o plano invariante do caso com potencial
quantico com 7y = 2/3.
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Na regiao a esquerda da separatriz, no caso cléssico, temos universos que
saem do ponto de equilibrio E (a = 1) e sofrem colapso na singularidade
a = 0, o mesmo ocorrendo com sua vizinhanca. A regiao a direita leva ao
escape inflacionario, para a regiao denominada de de Sitter. Nos casos com
o # 0 o comportamento do sistema ainda exibe a saida inflacionéria, mas
o recolapso ¢ evitado, indo novamente para a regiao de de Sitter apds uma
excursao em torno do ponto fixo estavel. Passaremos agora a linearizacao do
sistema, para determinar o carater dos pontos fixos.

2.3 Linearizacao

Conhecidos os pontos criticos, deve-se estudar o comportamento do sistema
nas vizinhancas destes pontos. Para isso, utiliza-se o procedimento conhecido
como linearizacao do sistema em torno dos pontos fixos. As equagoes de mo-
vimento sao expandidas em série de Taylor de primeira ordem ao redor destes
pontos. Sendo X = (a, b, pa, pp) um ponto qualquer, e X* = (a*,b*, pk, ;)
um ponto fixo, tem-se:

oy iy g Oa(X) o Ofa(XY)
a_fa(X)_fa(X)+(a a) 8& +(b b) 86 +
+(Pa — 1) 22522 4 (py — py) 22
o e L e OB DS (X)
+(pa — ) 2L+ (p, — py) )
s v - ok afpa(i*) g afpa(i*)
o = () = (X + (0 - a) D) 4y 2D
+(Pa — 1) L5 4 (p, — py) YL
> - Of, (X* Of, (X*
By = Fn(F) = Fp () + (a— ) X)) 2K

Oa ob

w0y Ofpy (X o Ofpy (X*
+(Pa —pa)% + (py — p) ”S,ib )
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Fazendo as substituicoes: A = a —a*, B = b — b* P, = Da — P
Py = py — p§, e lembrando que f,(X*) = fi(X*) = f,.(X*) = f,(X*) =0,

encontramos:

*

s at ~ ~
A=-2 P+ P
w2 AT e
S 1 ~
B= P
a4
< 3a*  oy(y+ 1)\ « 3a*? . 202 -
Py = (sz T gert2pey A+ (= b3 +4Ab" — g2yl B
< 3a*? . 2072 - (3a* . 20727+ 1)\ +
PB = <_ b*3 +4Ab - a*7+1b*27+1> A+ ( b*4 + 4ACL - a*'\/b*ny-i—Q B
que podem ser expressas matricialmente como:
X =MX,
sendo: - -
X = [ A A B B } )
. B &
X=[A Py B Py,
e
a* 1
3a* 2(+1) e 3a*? ’ 2072 e
M = b(*lQ B a*;yﬁéb*z"’ 0 o l:l*3 +4Ab" — a*’Y+fl;Z‘2'y+1 0
0 L 0 0
* o 2 a*‘ % o
ST AN - 2 0 3 b dAer -2

Lembrando sempre que estamos trabalhando com os pontos criticos com
a e b positivos, temos que a* = b*, e a matriz M torna-se:

0 (141) _4i* 0 e 4i*
3 ay Y 3 * oy
M — o T Tamvte (1) —S+4ha" - F 0
3 ) 20y o3 " 209(2v+1) ’
o ov(2y
_a_*+4Aa*_a*3% 0 a_*+4Aa*_W 0

Lembrando-se ainda que, segundo a equagao (2.4):

4Aa* T — @ 4 20y = 0,
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temos que:
270- *2
g 1—4Aa

de forma que a matriz M pode ser simplificada, tornando-se:

0 _ﬁ 0 4}1*

vo | e+l 0 FE 4 dAa(y+1) 0
- 0 i 0 0
—H 4 dhat (v +1) 0 2 L 8AaT (v +1) 0

Esta matriz deve ser diagonalizada, e para isso deve-se encontrar os
seus autovalores e autovetores. Os autovalores sao dados pelas solucoes da
equagao:

det(M — \I) = 0

e valem:
24Na*2(v+1) —2(1+ 3
s Y (v+1) = 2(1+37) 2.5
4a*
(§]
/2
Aga = £0 (2.6)
a

A natureza dos autovalores (reais, imaginarios, complexos) determina a
natureza do ponto fixo, conforme serd visto a seguir.
Os autovetores sao dados pelas solugoes da equacao:

MV =V
E valem:
V2
24/128a*2(v+1)—(1+37)
— 1
Vig=ci12 n /3 (2.7)
24/12Aa72 (7+1)—(1+37)
2
e
-2
- +4/2¢
Va4 =c34 I[ ; (2.8)

F4/2i
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sendo ¢; constantes arbitrarias, que serao determinadas posteriormente de
modo que a matriz de diagonalizacao obedeca a condicao de normalizacao
simplética, conforme serd mostrado mais adiante.

2.4 Breve discussao de sistemas lineares ha-
miltonianos

Da mesma forma que as equagoes de movimento, a Hamiltoniana do sistema
também pode ser expandida em torno do ponto fixo. Chamando de Hy os
termos quadraticos da expansao, Hs3 os termos ciibicos, etc, temos:

H="Ho+Ho+Hs+...

Como estamos na vizinhanga do ponto fixo, H; = 0. Aproximar as equagoes

de movimento por equacoes lineares equivale a aproximar a hamiltoniana por

uma funcao quadratica. Portanto, manteremos apenas a expansao em Hs.
A forma quadratica da hamiltoniana pode ser expressa como:

1

H2:§

{z[ H |z)

sendo H a chamada matriz hessiana, definida por:

0*H
&ric?xj

hij =

Esta matriz esta relacionada com a matriz M, que representa as equagoes
de movimento linearizadas do sistema, através da relacao:

M=JH

Sendo J a matriz simplética, definida como:
0 1

=[]

Como J~! = —J, encontra-se também que:

H=-JM
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Esta relacao ¢é valida também para sistemas com mais graus de liberdade.
Neste caso, a matriz simplética terd dimensao 2n, sendo n o nimero de graus
de liberdade, e serd composta por duas matrizes identidade I, de ordem n,
arranjadas da seguinte forma:

0 I
J(n):[_] 0]}2%

Esta forma da matriz J é valida caso os vetores que representam as variaveis
do sistema estejam ordenados da forma:

—

X = (xayvza"'vpﬂmpya“')

Neste trabalho, preferimos ordenar estes vetores de forma a explicitar cada
par coordenado, ou seja:

—

X = (x7px7yapya o )

De forma que a matriz simplética toma a forma:

0 1 0
-1 0
J(n) = 2n
0 1
0 -1 0

Uma propriedade importante da matriz M acima é que, como ela re-
presenta uma transformagao canonica (ou simplética), ela deve obedecer a
condigao simplética, definida por:

MTIM =J

Esta condigao significa que a matriz M deve preservar a chamada area
simplética, ou acao. Isto implica, também, que:

detM =1,

que é a forma diferencial do Teorema de Liouville sobre a conservacao do
volume do espaco de fases.

Outra informagao importante que pode ser extraida da matriz M refere-
se a estabilidade dos pontos fixos. Um autovalor real positivo significa que
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a direcao dada pelo seu autovetor correspondente é instavel. Um autovalor
real negativo significa que a direcao dada pelo seu autovetor correspondente
¢é estavel. Um autovalor imaginario indica que a direcao dada pelo seu auto-
vetor correspondente é central. Como a matriz M é simétrica, os autovalores
sempre ocorrem em pares, que podem ser reais do tipo £\, imaginarios pu-
ros do tipo +iw, ou ainda em quadruplas do tipo £\ + iw. Portanto, para
um sistema como o que estd sendo estudado neste trabalho, existem trés
possibilidades:

eDois pares de autovalores imagindrios, o que indica que o ponto fixo é
do tipo centro-centro.

eUm par de autovalores reais e um par de autovalores imagindrios, indi-
cando um ponto fixo do tipo centro-sela.

eDois pares de autovalores reais, o que indica que o ponto fixo é do tipo
sela-sela.

e Um quarteto loxodromico (mas, a presenca do plano invariante impede
esta possibilidade).

2.5 Resultados numéricos

Nesta secao, encontramos as matrizes linearizadas, autovalores, autovetores,
e matrizes de transformagao para todos os casos.

2.5.1 Caso classico (o =0)
Para o caso cléssico, com ¢ = 0, as coordenadas do ponto fixo sao:

(a*, 0", p;, ;) = (1,1,0,0)

Estamos utilizando a solucao positiva pois a e b representam fatores de
escala, e portanto solugoes com a < 0 ou b < 0 nao teriam significado fisico.
Com isso, a matriz M torna-se:

0 -1/4 0 1/4
30 -2 0

M=1"9 14 0o o
0

-2 0 4

Calculando-se os seus autovalores, encontra-se:
1

)\172 - :|:§
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A3q = +iV/2

O que implica que este ponto fixo é do tipo centro-sela.
Os seus autovetores sao:

+5

- 1

V1,2—012 i%

2

e

-2
. +4+/21
V3,4 C3.4 I/_

onde ¢; sao constantes que facilitarao a obtengao de uma normalizacao simplética,
pois, conforme foi observado anteriormente, estes autovetores foram encon-
trados com o auxilio do software Maple. Como os autovetores de uma matriz
estao definidos a menos de uma contante multiplicativa, é necessaria a im-
posicao de uma condicao de normalizagao simplética para o cédlculo desta
constante, conforme serd mostrado a seguir.

A matriz que diagonaliza M é construida a partir dos autovetores. Por
conveniéncia, ela serd escrita como produto de duas matrizes, uma contendo
apenas as constantes ¢;:

-1 -2 —2 a 0 0 0

11 4V 42 0 ¢ 0 0

P= I -2 1 1 0 0 ¢ O (29)
2 2 —4V2i 4V2i 0 0 0 ¢

Como este sistema é hamiltoniano, a matriz P que diagonaliza a matriz
M deve obedecer a condicao simplética, dada por:

PP =17 (2.10)

sendo J a matriz simplética. Esta condicao é satisfeita com uma escolha
apropriada das constantes ¢;. Denominando C a matriz com as constantes e
B a matriz com os autovetores, temos:

P = BC (2.11)
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Substituindo (2.11) em (2.10), temos:
(BOY'J(BC) =J
CT'BTJBC =J
e chamando T = BT.JB, temos:
c're = J.

Como C ¢ diagonal, CT = C. Além disso, caso escolhamos ¢; = c; e ¢35 = ¢4,
teremos que CT = T'C'. Assim:

TC? =J

C?=1"1J

Portanto, as constantes tornam-se:

C% = Cg = CH = ng = (Tilj)n = (T71J)22

=0 =Cy3=Cu=(T"T)szs=T"J)u
Calculando T-'J = (BT JB)~'J, temos:

% 0 0 0
. 0+ 0 0
Tlo0 =2 0
V2i
0 0 0 Ty
Portanto, as constantes ¢; tornam-se:
1 1

28



Substituindo estes valores em (2.9), encontramos a matriz P, que diagonaliza
M, e que agora obedece & condicao simplética PTJP = J como sendo:

— s —(1—1i) 2 (142
. T2 (1) /L2
)

% a-ivy

—(L+i) /L2 (1402

L V3 V3
Porém, esta matriz apresenta elementos complexos, o que para os calculos

numeéricos que realizamos nao é conveniente. Isto pode ser resolvido multiplicando-

se a matriz P por uma matriz de rotacao R apropriada. A nova matriz obtida,

que representa uma transformacgao simplética real, sera chamada Q, sendo

@@ = PR. Como R ¢ apenas uma matriz de rotacao em parte do espaco, Q

também obedece QT JQ = J. Assim, temos:

1 0 O 0
R 0100 (2.12)
- 1 7 .
0 0 7 ?
00 5 &
resultando em:
[ S S A T AV I
V12 V12 12 12
1 L 2v2  _ [2v2
|3 A 3 3
=141 T V2 V2 (2.13)
V12 V12 48 48
2 2 _ /22 2v2
L V3 3 3 3

Esta matriz QQ é a transformagao simplética sobre os reais que serd utili-
zada para a diagonalizacao de M. Notamos que a necessidade desta rotacao
extra em parte do espaco é provavelmente oriunda do fato de a parte cinética
da energia nao ser positiva definida, ja que em outros trabalhos, onde a
energia cinética era positiva definida, esta rotacao extra nao era necessaria.

25.2 Casocomo#0ey=1

Para o caso com o # 0, existem dois pontos fixos, tanto para v = 1 quanto
para v = 2/3. Um deles fica bastante préximo do ponto fixo do caso cléssico,
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sendo apenas levemente deslocado pela presenca do termo quantico. Ao
contrario do caso classico, as coordenadas dos pontos fixos somente podem
ser encontradas numericamente, resolvendo-se a Eq.(2.4).

(a*, 0%, pt, pt) = (0.98951437,0.98951437, 0, 0)

A substituicao destes valores na matriz M, resulta em:

0 —0.25264919 0 0.25264919
M= 3.01070786 0 —2.06335823 0
0 0.25264919 0 0
—2.06335823 0 3.95805748 0

Esta matriz possui os seguintes autovalores, dados pelas equagoes (2.5) e
(2.6):

A2 = £0.48923114

Az4 = £1.42919962:

Significando que este ponto fixo é do tipo centro-sela. Os autovetores
desta matriz sdo encontrados com as egs. (2.7) e (2.8), e valem:

+0.51642090

7o 1
12 = A2 1 1 51642090
2
e
—9
. +5.65685425i
‘/5,4 = C34 1

F5.65685425¢

Desta forma, a matriz P, construida com os autovetores de M, e que a
diagonaliza, é:

0.51642090 —0.51642090 -2 -2
p_ 1 1 5.656854257  —5.65685425¢ c
0.51642090 —0.51642090 1 1
2 2 —5.656854257  5.656854251
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onde C ¢é a matriz dos coeficientes ¢;, da mesma forma que no caso ante-
rior. Deve-se novamente encontrar os valores para as constantes c¢;, de tal
forma que esta matriz P satisfaca PTJP = J. Realizando o mesmo proce-

dimento utilizado anteriormente, escreve-se P = BC| e calcula-se a matriz
(BTJB)™'J, que vale:

0.32273416 0 0 0

T 1y 0 0.32273416 0 0

(BYJB)" T = 0 0 —0.02946278: 0
0 0 0 —0.02946278:

Com isto, encontra-se que as constantes ¢; valem:

c1 = cg = Vv 0.32273416 = 0.56809697

c3 = cqg = v —0.02946278i = 0.12137294(1 — )

e desta forma, encontra-se a matriz P:

0.29337714  —0.29337714 0.24274589(—1+14) —0.24274589(—1 + 4)
p_ | 056809697 056809697  0.68658905(1 + )  0.68658905(—1 — i)
~ | 020337714 —0.29337714  0.12137294(1 — i) 0.12137294(1 — i)

113619394 1.13619394  0.68658905(—1 —4)  0.68658905(1 + 1)

Esta matriz também deve ser multiplicada por uma matriz de rotacao R,

dada pela eq.(2.12), de forma que a diagonalizacdo se realize sobre os reais.
Assim, calculando ) = PR, encontra-se:

0.29337714 —0.29337714 —0.34329452 —0.34329452

0= 0.56809697  0.56809697  0.97098354 —0.97098354 (2.14)
0.29337714 —0.29337714 0.17164726  0.17164726 ’
1.13619394  1.13619393 —0.97098354  0.97098354

Uma caracteristica interessante do termo quantico adicionado a este sis-
tema é o surgimento de um novo ponto fixo, inexistente no caso classico. Este

ponto fixo é uma outra solugdo numérica da eq.(2.4). As coordenadas deste
novo ponto fixo sao dadas por:

(a*,b*, pt,pp) = (0.39208512,0.39208512, 0, 0)
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A matriz M, que representa o sistema linearizado em torno deste ponto
fixo, vale:

0 —0.63761665 0 0.63761665
M= 5.49301834 0 —9.41769622 0
0 0.63761665 0 0
—9.41769622 0 1.56834046 0

Seus autovalores sdo:
A = +1.58191023i
A4 = £3.60690447i

Nota-se, que neste caso o ponto fixo é do tipo centro-centro, e é con-
sequéncia da adi¢ao do termo quantico, como ja se podia prever pela analise
dos planos invariantes.

Calculando-se os autovetores de M, encontra-se:

[ 40.40306753; T
. 1
Viz =2 | 10 10306753
i 2 |
€
~ _2 T
. +5.65685425i
V34 =c34 1
| F5.65685425i |

Para encontrar as constantes c;, repete-se o precedimento anterior para
os outros pontos fixos, encontrando-se:

¢1 = ¢y = \0.413495647 = 0.45469530(1 + 7)

e
c3 = ¢4 = V—0.02946278; = 0.12137294(1 — 7)
De forma que a matriz P, que diagonaliza M, torna-se:
0.18327291(1 —4) 0.18327291(—1+1¢) 0.24274589(—1 +1i) 0.24274589(—1 + 1)
p_ 0.45469530(1 4+ ¢)  0.45469530(1 +14)  0.68658905(1 +4) 0.68658905(—1 — 7)

(1+1)
0.18327291(1 — i) 0.18327291(—1+14) 0.12137294(1 —i)  0.12137294(1 — 7
0.90939061(1 +i)  0.90939061(1 +4) 0.68658905(—1 — i) 0.68658905(1 + 7)
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Esta matriz também deve ser multiplicada por uma matriz de rotacao,
que é dada por:

1

vz o V0
-~ —= 0 0
R:ﬁﬁlz‘
00 5 5
R

Assim, utilizando-se esta matriz para calcular ) = PR, encontra-se a ma-
triz Q, que diagonaliza M, obedece QT.J() = J e apresenta apenas elementos
reais, como sendo:

—0.25918704  0.25918704 —0.34329452 —0.34329452
| —0.64303626 —0.64303626 0.97098354 —0.97098354
@= —0.25918704 0.25918704  0.17164726  0.17164726
—1.28607253 —1.28607253 —0.97098354 0.97098354

(2.15)

2.5.3 Caso com potencial quantico com vy =2/3

Para o caso com potencial quantico com 7 = 2/3 e o = 0.01, o procedimento
seguido aqui é 0 mesmo que nas secoes anteriores. Desta forma, encontramos
o valor numérico de seu primeiro ponto fixo, que vale:

(a*,b*, pt, pt) = (0.99317156,0.99317156, 0, 0)

A substituicao destes valores na matriz M, resulta em:

0 —0.25171885 0 0.25171885
M= 3.00920630 0 —2.03659047 0
0 0.25171885 0 0
—2.03659047 0 3.98182214 0

A qual possui os seguintes autovalores:

Ao = £0.494798369

X34 = £1.423936821

significando que este ponto fixo é do tipo centro-sela.
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Os autovetores desta matriz sdo encontrados com as egs. (2.7) e (2.8), e
valem:

£0.50872982

g 1
L2 = CL2 | 4 50872982
9
e
—92
. +5.65685425i
V3,4 = C34 1

F5.65685425¢

Para encontrar as constantes ¢;, repete-se o precedimento realizado ante-
riormente para os outros pontos fixos, encontrando-se:

c1 = co = V0.32761332 = 0.57237516

¢35 = cy = v/—0.02946278 = 0.12137294(1 — i)

De forma que a matriz P, que diagonaliza M, torna-se:

0.29118431 —0.29118431 0.24274589(—1 + i) —0.24274589(—1 + i)
p_ 0.57237516  0.57237516  0.68658905(1 +14)  0.68658905(—1 — %)
| 0.29118431 —0.29118431  0.12137294(1 — i) 0.12137294(1 — 1)
1.14475031  1.14475031 0.68658905(—1 —4)  0.68658905(1 + )

Esta matriz também deve ser multiplicada por uma matriz do rotacao R,

dada pela eq.(2.12), de forma a torné-la real. Assim, calculando @) = PR,
encontra-se:

0.29118431 —0.29118431 —0.34329452 —0.34329452
0.57237516  0.57237516  0.97098354 —0.97098354 (2.16)
0.29118431 —0.29118431 0.17164726  0.17164726 '
1.14475031  1.14475031 —0.97098354  0.97098354

O
I

Assim como para o caso com vy = 1, o termo quantico com expoente v =
2/3 também faz aparecer um outro ponto fixo, inexistente no caso classico.
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Este ponto fixo é uma outra solu¢ao numérica da eq.(2.4), e suas coordenadas
sao dadas por:

(a*, b, pi, pr) = (0.24194223,0.24194223, 0, 0)

A matriz M, que representa o sistema linearizado em torno deste ponto
fixo, vale:

0 —1.03330452 0 1.03330452
M- 9.15692436 0 —14.75189591 0
0 1.03330452 0 0
—14.75189591 0 3.56195282 0

Seus autovalores valem:
A2 = £2.404435367

g4 = £5.84525307i

o que significa que o ponto fixo é do tipo centro-centro.
Calculando-se os autovetores de M, encontra-se:

[ 40.42974934i T
. 1
Vie =2 | 10 19974934
L 2 ]
e
] L ]
. +5.65685425i
V3,4 = C34 1
| F5.65685425i |

Para encontrar as constantes c;, repete-se o precedimento realizado ante-
riormente para os outros pontos fixos, encontrando-se:

c1 = co = Vv —0.38782297i = 0.44035382(1 — 1)

¢35 = cq = /—0.02946278i = 0.12137294(1 — 4)
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De forma que a matriz P, que diagonaliza M, torna-se:

0.18924176(1 +4) 0.18924176(—1 — i) 0.24274589(—1 +1) 0.24274589(—1 + 1)
0.44035381(1 —4)  0.44035381(1 —i)  0.68658905(1 +4) 0.68658905(—1 — i)
0.18924176(1 +4) 0.18924176(—1 — i) 0.12137294(1 — i)  0.12137294(1 — 7)
0.88070763(1 —4)  0.88070763(1 — i) 0.68658905(—1 —14) 0.68658905(1 + 1)

P =

Esta matriz também deve ser multiplicada por uma matriz de rotacao R,
que vale:

=

I
> ogkak
> otk

Sek o o
Shek o o

Assim, utilizando-se esta matriz para calcular ) = PR, encontra-se a ma-
triz Q, que diagonaliza M, obedece QT.J() = J e apresenta apenas elementos
reais, como sendo:

0.26762827 —0.26762827 —0.34329452 —0.34329452
] 0.62275434  0.62275434  0.97098354  —0.97098354
@= 0.26762827 —0.26762827 0.17164726  0.17164726
1.24550868  1.24550868  —0.97098354  0.97098354

(2.17)

2.6 Formas normais quadraticas em torno dos
pontos de equilibrio

Conforme mencionado anteriormente, o comportamento do sistema em torno
do ponto de equilibrio pode ser representado por uma hamiltoniana que apre-
senta apenas termos quadraticos. E, assim como as matrizes M, que repre-
sentam as equacoes de movimento linearizadas do sistema, estas hamiltonia-
nas também podem ser diagonalizadas. Isto significa que pode-se encontrar
variaveis novas que sao combinacoes lineares das antigas, e a hamiltoniana,
quando escrita em termos destas novas varidveis, adquire uma forma simples.
Supondo que a parte quadratica de um sistema seja dada por:

1

Ha =

(x| H |2) (2.18)
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com

2y =|

e H sendo a matriz hessiana avaliada no ponto fixo.
Definindo-se um novo conjunto de variaveis, relacionados com o conjunto
antigo através da matriz Q:

B :‘X>:Q_1 ’JJ>,

tem-se que:
|z) = Q|X) (2.19)

Substituindo-se (2.19) em (2.18), temos:

1
2= 5

Sendo Hp = QTHQ.

Lembramos que a matiz H esta relacionada com a matriz M, que repre-
senta as equacoes de movimento do sistema linearizado em torno do ponto
de equilibrio através de:

Ho = L (X|QTHQ|X) = L (X| Hp|X)

H=J"'M=—-JM,

pode-se utilizar a matriz QQ que diagonaliza a matriz M para calcular Hp, e
obter a forma normal quadratica em torno do ponto de equilibrio.

2.6.1 Caso classico

Calculando a matriz hessiana para o caso classico, encontra-se:

-3 0 2 0
|0 =1 0 3
H=1%9 0o 40
0 1 00



Utilizando a matriz Q calculada para o caso classico, dada pela eq.(2.13),
calcula-se Hp, obtendo-se:

0L 0 0
190 0 0
Hp =Q"HQ = 0 0 -2 0
00 0 —2

De forma que a forma normal quadratica neste conjunto de varidveis

torna-se:
V2
2

e o sistema esta separado até segunda ordem em uma sela para o par de
varidveis (A, P4) e um centro para o par (B, Pg).

1 1
Hy =5 (X| Hp |X) = JAPs ~ (B* + Pp)

2.6.2 Casocomo#0ey=1

Para o primeiro ponto fixo do caso com v = 1, a matriz hessiana é dada por:

—3.01070786 0 2.06335823 0

I— 0 —0.25264919 0 0.25264919
2.06335823 0 —3.95805749 0
0 0.25264919 0 0

Calculando-se Hp = QT HQ, com a matriz Q dada pela eq.(2.14), encontra-

se.
0 0.48923114 0 0
5. | 048923114 0 0 0
b= 0 0 —1.42919962 0
0 0 0 —1.42919962

o que implica na forma normal quadratica:

Hy = 0.48923114AP, — 0.71459981(B? + P2)

que, da mesma forma que no caso classico, representa uma sela para o par
e variaveis 4) € um centro para o par B).
d AP t B, P
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E, calculando-se a matriz hessiana para o segundo ponto fixo deste caso,
encontra-se:

—5.49301834 0 9.41769622 0

I — 0 —0.63761665 0 0.63761665
9.41769622 0 —1.56834046 0
0 0.63761665 0 0

que, apds sua diagonalizacao através da matriz ) dada pela eq.(2.15), torna-
se:

1.58191023 0 0 0

oo 0 1.58191023 0 0

b= 0 0 —3.60690447 0
0 0 0 —3.60690447

resultando na forma normal quadratica:
Ho = 0.79095512( A% + P3) — 1.80345224( B + P3)

que indica um centro para ambos pares de variaveis, (A4, P4) e (B, Pg).

2.6.3 Caso com potencial quantico com vy =2/3

Para o primeiro ponto fixo do caso com potencial quantico, com v = 2/3, a
matriz hessiana é dada por:

—3.00920630 0 2.03659047 0

- 0 —0.25171885 0 0.25171885
2.03659047 0 —3.98182214 0
0 0.25171885 0 0

Calculando-se Hp = QT HQ, com a matriz Q dada pela eq.(2.16), encontra-
se:

0 0.49479868 0 0

5o _ | 049479868 0 0 0

b= 0 0 —1.42393682 0
0 0 0 —1.42393682
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o que implica na forma normal quadratica:
Ho = 0.49479868 AP, — 0.71196841(B? + P3)

que, da mesma forma que no caso classico, representa uma sela para o par
de varidveis (A, P4) e um centro para o par (B, Pg).

E, calculando-se a matriz hessiana para o segundo ponto fixo deste caso,
encontra-se:

—9.15692436 0 14.75189591 0

I— 0 —1.03330452 0 1.03330452
14.75189591 0 —3.56195282 0
0 1.03330452 0 0

que, apds sua diagonalizacao através da matriz ) dada pela eq.(2.17), torna-
se:

2.40443536 0 0 0

0o 0 2.40443536 0 0

b= 0 0 —5.84525306 0
0 0 0 —5.84525306

resultando na forma normal quadratica:
Ho = 1.20221768(A* + P3) — 2.92262653(B* + P3)

indicando um centro para ambos pares de variaveis, (A, P4) e (B, Pp).

2.7 'Topologia do espacgo de fases ao redor dos
pontos fixos
Em todos os casos, classico e quantico, ha um ponto fixo do tipo centro-sela,

cuja topologia sera descrita a seguir. Para todos os casos, as formas normais
quadraticas ao redor dos pontos fixos do tipo centro-sela sao da forma:

Hy = a APy — B(B* + P3).
Caso sejam feitas as substitui¢oes

A=pi+aq

Py=p1—aq
B =q, ’
Pp = py

40



as formas quadraticas tornam-se:
My = a(pi — a7) — Bp3 + ¢3),

ou seja, a hamiltoniana é separavel, o que significa que o movimento pode ser
compreendido como sendo a composicao de um movimento rotacional com
um movimento hiperbédlico. A energia do movimento rotacional sera dada
por E, = B(p3 + ¢3) e a energia do movimento hiperbélico serd dada por
By =a(p — q7)-

Para chegar-se a topologia do espaco de fases definido por esta hamiltoni-
ana, deve-se considerar duas possibilidades: Se F, # 0, E, =0ep; = ¢ =0,
o movimento corresponde a 6rbitas periddicas instaveis no plano (gq, pa), de-
nominadas aqui 7z, e que dependem continuamente da energia F,. Estas
orbitas periddicas sao mostradas na figura 8:

Figura 8 - Orbitas periodicas na vizinhanca linear do centro-sela no plano
(2, p2)

O caso E,. # 0, B, = 0 e p; = +¢; define as variedades unidimensionais
estavel V, e instavel V;. Neste caso, o movimento serd dada pelo produto
direto das orbitas periddicas 7z, com as variedades V. e V;, gerando numa
vizinhanga linear do centro-sela a estrutura dos semi-cilindros estaveis (7g, x
Ve) e instaveis (7g, X V;). Este comportamento estd mostrado na figura 9.

Se E, # 0 e E, = 0, o movimento resultante consiste em 6rbitas hi-
perbdlicas no plano (g, p1), cujas separatrizes sao as variedades unidimensi-
onais estavel e instavel, conforme ilustrado na figura 10.
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WS

Figura 9 - Uma érbita periddica (7) e os semi-cilindros estavel (WW*) e
instavel (W™).

=
2N

Figura 10 - Variedades unidimensionais estavel e instavel e érbitas
hiperbdlicas na vizinhanga linear do centro-sela, no plano (g, p1)-

No caso mais geral, E,. # 0 e E}, # 0, as érbitas estarao sobre cilindros
infinitos, resultantes do produto direto das hipérboles do plano (g, p;) com
as Orbitas periédicas instaveis do plano (ga, p2).

No préximo capitulo, vamos determinar as orbitas periddicas em torno
dos pontos fixos do tipo centro-centro e centro-sela usando as aproximacgoes
lineares dadas pela solucao das equagoes de hamilton derivadas das formas
quadraticas encontradas aqui, e que serao continuadas numericamente para
as Orbitas periédicas do sistema completo.
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Capitulo 3

Determinacao de orbitas
periddicas

3.1 Introducao

Neste capitulo serao calculadas as dérbitas periédicas ao redor dos pontos
de equilibrio para os trés casos do modelo de Bianchi IX cuja linearizacao
discutimos no capitulo anterior. Primeiramente apresentamos o teorema de
Poincaré que afirma que, em sistemas hamiltonianos, uma orbita periddica
nao aparece isolada como nos sistemas gerais, mas sim em familias que po-
dem ser parametrizadas pelo valor da hamiltoniana ou por qualquer outro
parametro do problema. A seguir apresentamos o método de continuacao
numérica de solucoes periddicas. O teorema de Poincaré nos garante que a
partir das orbitas lineares determinadas no capitulo 2 podem ser continua-
das para orbitas do sistema completo. As dérbitas periddicas que mais nos
interessam aqui sao as que estao ao redor dos pontos de equilibrio centro-
sela e que constituem a variedade invariante denominada variedade central
(ver apéndice). Elas serao usadas no Capitulo 4, onde estudaremos sistema-
ticamente as variedades invariantes estaveis e instaveis que se interceptam
perpendicularmente na variedade central. As orbitas periddicas, como ve-
remos, representam universos que oscilam em torno do ponto de Einstein e
sao instaveis. A existéncia ou nao de caos nos modelos estd intrinsicamente
ligada a como se comportam estas variedades, isto €, se ha cruzamentos entre
as variedades estaveis e instaveis.
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3.2 O método de continuacao analitica

O método de continuacao analitica, devido a Poincaré, consiste em se de-
terminar solucoes a partir de uma solucao peridédica conhecida, através de
pequenas modificagoes nas condigoes iniciais e no parametro de cada solucao.
O objetivo deste método, como veremos, é expressar a érbita peridédica em
série para as coordenadas da orbita periodica e de seu periodo em termos
de poténcias do parametro ao longo do qual se deseja continuar a orbita.
Seguiremos aqui a apresentacao de Puccacio e Bocaleti [10].
Seja o seguinte sistema de equagoes diferenciais de ordem n:

X =9(X,e¢) (3.1)

onde € é um parametro escalar. A solucao que satisfaz uma dada condicao
inicial Xy em t = 0 é escrita como

X = X(t, X(), 6)
que s6 sera periddica se satisfizer a condicao de periodicidade,
X(t, X5, €)=X({t+T", X5, €)

onde 7™ é o periodo da érbita, X e € sao as condigoes iniciais da solucao
periddica, ou de maneira analoga,

X(0,X5,€) = X(T",X§,€¢") = X (3.2)
Para que uma solugao vizinha a esta seja periodica,
f(Xo,€) = X(T", Xop,¢) — Xo =0 (3.3)

tem que ser satisfeita para todas as variaveis do sistema. Este sistema é
satisfeito para Xy = X e € = €, visto que a solucao de partida é periddica
(3.2). Se o jacobiano do sistema (3.3) for diferente de zero para X, = X,
e = €, e as f(X,¢) forem analiticas numa vizinhanca de (X{,€*), entdo o
teorema da funcao implicita para fungdes analiticas (ver apéndice) garante
que pode-se encontrar uma série de poténcia em € — €*, ou seja:
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onde os coeficientes Ay, By, ... sdo constantes.

Deseja-se entao determinar uma solucao periddica do sistema de equacoes
diferenciais (3.1), tal que a solucao seja préxima da solugao periédica conhe-
cida

X = X(t, X5, €)

A solucao da orbita periédica desejada deverd ter o seu parametro, seu
periodo e suas condigoes iniciais proximos dos valores da drbita periddica
conhecida, porém diferentes dos mesmos, ou seja:

€ # €
Xo # X§
T#T*

Pela definicao de érbita periddica, a solucao X* deve satisfazer:
X(T*7 576*) - g =
e a equacao para a orbita gerada fica:
f<T7X076) = X(T7X076) - XO =0

sendo que existem n + 1 grandezas a serem determinadas para cada valor de
€: n componentes do vetor  mais o periodo T'. Porém, pode-se considerar
um novo vetor de condigoes iniciais que nao resulte em uma nova solugao
periddica, se Xy # X; mas X, representa um outro ponto da solugao conhe-
cida; isto é, Xy pode ser o vetor X em um outro instante. A fim de eliminar
tal possibilidade, fixa-se uma componente do vetor X em Xé") e mudam-se
as demais:
Xé”) — XE)“(”)

X' # X5

Este procedimento também ¢é adotado quando um certo X* considerado gera
uma matriz jacobiana de determinante nulo D = 0. O sistema

f(T, Xo,€) =0

tem sua solucao em € = €*, Xo = Xj e T' = T". Mas, para buscar outra
solucao periddica, é necesario determinar a solugao do sistema acima na
vizinhanga de €*, apds verificar se a solugao desejada realmente existe; isto
é,se D #0.
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Entao seja o sistema de n + 1 equagoes:

k n
ATV xP L xP L xM e =0
(T, X, X, xP L xM e =0

£, x80, x2 L xP xM e =0

£l XV, XXX e =0

O determinante funcional deste sistema é dado por:

—6{5 —a{1> e ?fl ) o4
oz’ ozl o oo
o ok . O op
D — det amél) 8(282) 89c(()"_1) aTO
Ofn  Ofn .. _Ofn  Ofa
ox{”  oax{ ox{"H  oT°

ue deve ser avaliadoem 7T = T* Ty = zi e e = €. O vetor da dltima coluna
) 0
¢é dado por:

of .
o0 = X(T.Xo,€) = X[X(T, Xo,€).

e pode ser reescrito para 1" =T", Xy = X e € = €, na seguinte forma:

of -
8—T = (XO ) € )
desde que as condigoes iniciais nao dependam explicitamente do tempo.

Diferenciando as equagoes de movimento em relagao as condicoes iniciais,
obtém-se:

oxXk  0X;0X§
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Se as condigoes iniciais nao dependerem explicitamente do tempo, a relagao
acima pode ser reescrita na formas:
dtoXt — 0X;0Xk

que sao as equagoes variacionais de X = x(X €), onde

an = }/ij[X(t7X0’€ )76 ]
é avaliada ao longo da solugao gerada pela condicao inicial. Se D # 0, pode-se
resolver o sistema de n equacoes com n variaveis desconhecidas. As solugoes
Sa0:
X()Z' — XSZ = Az(G - E*) + BZ(E — 6*)2 + ...
parai=1,...n—1e
X -x3"M =0

T —T" = Ai(e — )+ Bile — €")* + ...

Como ja mencionado na introducao deste capitulo, baseado neste método
podemos usar o método de continuacao numérica de solucoes que apresenta-
remos a seguir.

3.3 Determinacao numérica de 6rbitas periédicas

Dada a variedade central linear ao redor dos pontos fixos, ou qualquer outra
solucao proxima, ¢ possivel refinar esta érbita para obter a orbita desejada.
Feito isto podemos continuar a orbita encontrada em direcao a uma outra
orbita da mesma familia empregando o parametro de arco no espaco de fase.
Esta técnica[ll] permite percorrer toda a familia de solugoes periédicas do
problema sistematicamente de maneira eficiente, inclusive com a vantagem
de poder cruzar bifurcacoes da familia de érbitas em outras familias. Caso
continuassemos a familia seguindo apenas uma de suas varidveis teriamos
problemas também ao encontrar outras singularidades tais como possiveis
dobras da curva caracteristica com relacao a esta variavel, sendo que deno-
minamos aqui curva caracteristica uma curva descrita por uma das varidveis
do problema com a variacao da energia ou do periodo.

Consideremos um sistema auténomo X = f (X) para o qual queremos
computar uma oOrbita peridédica de periodo T. A maneira mais facil de se
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proceder é encontrar as condigoes iniciais Xy tais que G(Xy) = ®(T, Xo) —
Xo = 0. Contudo, todos os pontos ®(7', Xy) sao solugdes desta equagao pois
pertencem a orbita. Isto equivale a dizer que

DG(Xo) = DO(T, Xo) — I (3.4)

é uma matriz singular com autovalor 1 e com f(Xy) como autovetor. A
maneira que escolhemos aqui para contornar este problema é determinar a
orbita periddica determinando seu ponto fixo em uma seccao de Poincaré S
convenientemente escolhida. Se ¥ é uma seccao transversal ao fluxo gerado
pela solucao das equacoes diferenciais, entao a solucao que se busca é:

f(Xo) = (X(t, Xo) N X) — Xo = §(Xo) — Xo = 0. (3.5)

Desta forma, reduzimos o problema a busca de pontos fixos do mapa de Poin-
caré S. Neste caso, o zero de f(X) pode ser obtido com o método de Newton
usando-se a linearizagao de S, dada por G(Xy,T'), que é obtida das solugoes
das equacgoes variacionais em t = T'. Isto sera detalhado na implementacao
do método, explicada mais adiante. A equagao (3.4) pode ser transformada
em um problema de continuacgao descrito pela equacao:

R(X, 1) = G(X)p+ LX)(1 = p)

onde pu € [0,1) e L(X) é a solugao periddica conhecida. Enquanto u varia
de 0 a 1, R(X,u) varia de L(X) a G(X), com isto sao obtidos os zeros da
funcao f(X) se a matriz DR(X)AX for regular ao longo da solucao.

3.4 Continuacao numérica de solucoes

A fim de se obter a familia de drbitas periddicas, foi utilizado o método de
continuagao de solugoes. A idéia do método é integrar uma curva carac-
teristica do sistema de equacoes diferenciais ao longo de um parametro de
arco € = s. Este parametro pode ser considerado como uma coordenada adi-
cional, entdo X, ;1 = €. De F(X) = 0, tem-se que a matriz AF(X)AX =0,
onde AF(X) é a matriz do mapa linear de R"™ — R". Seja A; o deter-
minante da matriz AF(X) obtida para a drbita periddica, eliminando-se a
i-6sima coluna e multiplicando a matriz obtida por (—1)"*!. Entao tem-se as
relagoes, provenientes da teoria de equagoes homogéneas:

AJIO . Al’l . AI‘Q . A«rn

Ay Ay A, T A,
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Pode-se definir o tamanho do comprimento de arco em R""!como:

. 1/2
As = Ay = (Z(AwZ)Q)

i+1

desta forma, é obtido o conjunto de equagoes diferenciais que sera integrado
numericamente ao longo do comprimento de arco s:

da A1
ds Ay (3.6)
db A,
& A (3.7)
dpa o A3
o A (38)

onde,
Av= (Rl = ot Ae=(fafp = Fo. 1) As=(fafd = 1 12)-

Os fndices subscritos de f representam as derivadas parciais de f'®? em
relacao as respectivas coordenadas. Este método permite passar por pontos
de retorno da curva caracteristica, pois avancar ao longo da mesma nao
privilegia nenhuma das varidaveis, com isto, pode-se atravessar o ponto de
bifurcacao de uma familia de érbitas periddicas sem problemas.

O conjunto de equagoes diferenciais acima pode ser integrado por qualquer
método numérico de solugao de equagoes diferenciais ordinarias. Foi imple-
mentado um método do tipo preditor-corretor, sendo o preditor o método de
Euler e para o corretor foi utilizado o método de Newton modificado, que
segue abaixo.

Suponha que:

Xk = X1 AXHE (3.9)

sendo que a grandeza AX*~! deve obedecer & seguinte relacao:
G(AXF Y = —F(X* ). (3.10)

o lado direito representa a quantidade que falta para se atingir a curva ca-
racteristica mais refinada. A norma é definida por:

AXTAX (3.11)
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e minimizada por:
AXF = _GT(GGTY T F(XMY (3.12)

Com este método, apds poucos passos, chega-se a seccao da dérbita periddica
com a precisao requerida.

3.5 Implementacao do método

Seja o conjunto de condigoes iniciais da orbita periddica num ponto P, da
seccao de Poincaré em p, = 0 com p,, > 0, tal que:

PO = (CLOabOapaOapbO = O) = <a7 bapaapb)o

e seja o ponto Py a primeira interseccao da mesma drbita com a secgao
Py = Oapb > 07

Pf = (af7bfapafapbf = 0) = ((I, bapaapb)f
Com as relagoes abaixo podemos determinar a érbita:

fl = (a,b,pa)():af—ao:()
f2 = (a’7bupa)0 :paf — Pag = 0

isto é, busca-se solucoes que interceptem p, = 0 no mesmo ponto que a
condigao inicial. E necessiria a determinacao de apenas duas grandezas,
pois o sistema tem quatro varidveis e dois vinculos: cada oérbita tem uma
energia definida, e p, = 0. Este método é um método de tiro simples, pois
busca-se um ajuste nas condigoes iniciais da érbita aproximada na seccao de
Poincaré, para que a mesma se feche, ao contrario de métodos que utilizam
varios pontos na orbita periddica[12].

Em resumo, definindo os conjuntos X = (a,b,p,) e F = (f', f?), busca-
se um Xo = (ag, b, pag) que seja solugao do sistema nao linear, dado pela
equacao:

F(Xo) =0

onde X representa a solucao da orbita periddica desejada na seccao p, = 0.
Supondo que o posto da matriz jacobiana de F',

G:DxF

50



seja dois, entao F(Xy) = 0 descreve uma curva caracteristica no espago
(a,b,pq)o. O préximo valor de X = Xy + dX representard as coordenadas
iniciais de uma orbita periddica vizinha, onde dX é o incremento que se
deseja determinar.

Dadas as condigoes iniciais (ag, by, Pag, 0) para o ponto Py na seccao de
Poincaré com p, = 0 e pp > 0, o préximo ponto P; na seccao com p, = 0 e
pp > 0 é determinado apds o periodo T, onde a matriz solucao das equacoes
variacionais, A = A(T), também é calculada. A matriz A é uma matriz
4x4,pois a matriz inicial é uma matriz identidade 4x4; ou seja, para cada
integracao, toma-se o valor unitario de cada uma das variagoes e zera-se as
outras da mesma coluna. Isto significa que necessita-se integrar simultanea-
mente 20 equacoes: 4 equagoes de movimento e 4 conjuntos com 4 condigoes
iniciais para as variagoes, definidas por A(t = 0) = I. A matriz G é obtida a
partir dos elementos de A(7'), sendo:

a- [ m +Bian —1 ap+ frase a3+ Frags
asi + B3aa asze + PBsase — 1 ass + F3aq3

onde 51 = —vy /vy e B3 = —wv3/vy; v1,v3 € vy Tepresentam o campo vetorial
no ponto Py da érbita. As parcelas que envolvem [3; e (33 representam as
correcoes para a diferenca de tempo para se atingir a secgao, entre a érbita
nominal e suas variacoes.

Com isto, calcula-se os Als e os incrementos que faltam (dX = (da, db, dp,))
para atingir o ponto desejado de uma érbita periddica vizinha, da seguinte
forma:

A = 912923 — J13922
As = —g11923 + G13921
As = 11922 — G12921

AOI \/A%‘FA%"‘A%

visto que,
da = j—;d
db = ﬁ—zds
dp, = ﬁ—ids



O passo ds ¢ fornecido ao programa; o preditor fornece os valores aproxi-
mados de dX = (da,db,dp,) através da integragao das equagoes (3.6)-(3.8);
em seguida, os valores das condigoes iniciais da orbita periddica obtida sao
refinados com o método de Newton modificado descrito pelas equagoes (3.9)-
(3.12).

Deve-se notar que, no caso das orbitas periddicas ao redor de um ponto
fixo do tipo centro-sela, a primeira condigao inicial para a érbita, que sera
posteriormente refinada, deve estar na diregao do centro (estavel).

Durante o estudo da hamiltoniana linearizada, representada pelas ma-
trizes encontradas no capitulo anterior, percebe-se que o centro estd nas
variaveis (B, Pg), e a sela em (A, P4). Portanto, para escolher as condigoes
iniciais que estejam apenas na direcao do centro, deve-se ter A = P4, = 0.
Porém, as equagoes de movimento estao em termos de a, p,, b € pp. Lem-
brando que:

A=a—a*
B=b-b*
P~A = Pa — 292
Pg =py — pj
E que, pela eq.(2.19):
A A
Py | Py
B - Q B 3
ﬁB PB
temos:
a—a’ Q1 Q12 Q13 Gua 0
Pa=Py | _ | G20 G22 Q23 Qoa 0
b—0b* ¢31 Q32 433 Q34 B
Po— Dy a1 442 q43 Qa4 Pp
Conforme determinado anteriormente, p; = p; = 0. Além disso, as

orbitas periddicas serao calculadas na seccao de Poincaré p, = 0. Além
disso, impoe-se também que p, = 0, obtendo-se:

a=a*+ qi3B + quuPs
b="0b"+q33B + gsaPp
0 = q23B + q24Pp = qu3B + qua Pp
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Como, para todas a matrizes Q encontradas no capitulo 2, g3 = —qo4 €
(43 = —(Qu4, & Ultima condicao se reduz a:

B = Pgp

0 que resulta em:
a=a"+ (q3+ qu)B
b="b"+ (g3 + q34) B

Desta forma, definindo-se um valor para B (ou Pg), define-se as condigoes
iniciais, que definem um ponto Py(ag, by, pao) na secgao de Poincaré p, = 0.

3.6 Resultados

Nesta secao mostramos as orbitas periddicas obtidas ao redor dos diversos
pontos fixos, para todos os casos. Cada familia de o6rbitas forma uma hiper-
superficie de duas dimensoes imersa no espaco de fases de quatro dimensoes.
Este espaco, no caso das érbitas instaveis ao redor do centro-sela é a chamada
variedade central. Cada orbita correspondente a um valor da hamiltoniana
habita apenas o subespaco tridimensional definido pelo valor da hamiltoni-
ana. Por esta razao, mostraremos as varias projecoes, para que seja possivel a
sua visualizacao, e uma melhor discussao do seu significado para o problema
fisico em questao.
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3.6.1 Caso classico

As figuras a seguir ilustram as diversas projecoes da familia de 6rbitas periddicas
ao redor do ponto fixo (a = 1,b = 1,p, = 0,p, = 0), para o caso cléssico
(0 =0). Lembramos que tomamos o valor A = 1/4, e que o valor da hamil-
toniana no ponto fixo centro-sela é £ = 1, sendo que este ponto representa

o chamado Universo de Einstein, por ser uma solucao estatica, na qual os
fatores de escala a(t) e b(t) sdo contantes no tempo.

Na figura 1 mostramos a projecao em (a,p,) destas érbitas e notamos
que, a medida que a energia diminui, as érbitas aproximam-se de a = 0, que
¢ uma Orbita que colapsa.

Na figura 2, mostramos a projecao em (b, p;). Nota-se que ao contrario
do fator de escala a, o fator de escala b evita o colapso, tendendo ao valor
b = 2. Lembramos que estas orbitas representam universos ”pulsantes”, ou
seja, universos nos quais os fatores de escala a(t) e b(t) sdo periddicos, ainda
que instaveis. Na figura 3, mostramos a projegao das érbitas em (a,b).

Figura 1 - Projegao das 6rbitas periédicas em (a, p,).
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a.g

Figura 3 - Projecao das érbitas periddicas em (a, b).

A figura 4 mostra como os fatores de escala das érbitas periddicas, na
secgao p, = 0, em fungao da energia, isto é, (F,a) e (E,b).
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Figura 4 - Valores de a e b em fungao da energia, (F,a) e (E,b).

E a figura 5 mostra a projecao em (a,b) das dérbitas periédicas sobre as
curvas de momento zero. Nota-se que as érbitas iniciam no ponto fixo, que
aparece como um maximo da energia no grafico, e decrescem em energia a
medida que tornam-se maiores, até a iltima érbita periddica, que tem E = 0,
e que termina no ponto (a = 0,b = 2).

Figura 5 - Projegao das 6rbitas periédicas em (a,b), sobrepostas as curvas
de momento zero.
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3.6.2 Casocomo#0ey=1

Para o caso com potencial quantico com v = 1, como a constante (o) que
determina a intensidade do termo quantico é pequena (0.01), a pequena va-
riagao que vimos nos pontos fixos também se reflete nas érbitas da variedade
central. As dérbitas para o caso com potencial quantico foram calculadas em
torno do ponto fixo com as mesmas caracteristicas dinamicas do anterior
(centro-sela), com apenas uma pequena diferenga na sua posi¢ao, causada
pela introducao do termo quantico. (a = 0.98951437,b = 0.98951437,p, =
0, Py = O)

As figuras 6, 7 e 8 ilustram as projecoes das Orbitas periédicas para este
caso.

Da mesma forma que no caso anterior, estas orbitas periddicas também
representam universos nos quais os fatores de escala a(t) e b(t) variam pe-
riodicamente. Nota-se, porém, que neste caso as orbitas nao terminam no
ponto (a = 0,b = 2), e sim antes.

Figura 6 - Projecao das 6rbitas periddicas em (a, pq).
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Figura 8 - Projegao das 6rbitas periédicas em (a,b).

A figura 9, que mostra a projegao em (a, b) das érbitas periédicas sobre as
curvas de momento zero, ilustra este comportamento. Este caso merece um
estudo mais detalhado, para determinar com seguranca a razao de as orbitas
terminarem ai.
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Figura 9 - Projecao das érbitas periddicas em (a, b), sobrepostas as curvas
de momento zero.

A figura 10 mostra os fatores de escala a e b das orbitas periddicas, na
seccao p, = 0, em funcao da energia. Da mesma forma que no caso anterior,
quanto maior a energia, menores as Orbitas, e mais préximas elas estao do
ponto fixo.

1.4 |
1.2

6.8 [

6.6 [

Figura 10 - Valores de a e b em fungao da energia, (F,a) e (E,b).
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Como vimos no capitulo 2, neste caso ha um outro ponto fixo, do tipo
centro-centro, localizado em (a = 0.39208512,b = 0.39208512,p, = 0,p, =
0). Ao redor deste ponto, também existem Orbitas periddicas, que, neste
caso, sao estaveis (ao contrério das mostradas anteriormente), pois o ponto
fixo, conforme mencionado, é do tipo centro-centro. Estas orbitas apresen-
tam um comportamento bastante diferente das orbitas periddicas mostradas
anteriormente, pois estas exibem uma dobra acentuada seguida do apareci-
mento de um laco, tornando as 6rbitas um pouco mais complexas, conforme
pode ser visto nas figuras, principalmente na figura 13.

A figura 11 mostra a projecao destas 6rbitas em (a, p,), a figura 12 mostra
a projecao em (b, py), e a figura 13 mostra a projecao em (a, b).

Na figura 14, podemos ver a projegao em (a, b) destas orbitas sobre as cur-
vas de momento zero. Pode-se notar que elas iniciam no ponto fixo estavel,
que aparece como uma sela nas curvas de momento zero, e estendem-se ao
redor dele.

8.8 T T T T T

8.6

8.4 ~

8.2

—A.2 -

-8.4 |

el

—@8.5 L L L L L I I il
a 8.1 a.2 a.3 8.4 8.5 8.6 8.7 a.8 a.39

Figura 11 - Projecao das drbitas periédicas em (a, p,).
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Figura 12 - Projecao das drbitas periédicas em (b, py).

Figura 13 - Projecao das 6rbitas peridédicas em (a, b).
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Figura 14 - Projegao das 6rbitas periédicas em (a,b), sobrepostas as curvas
de momento zero.

Embora esteja fora dos nossos objetivos um estudo detalhado da esta-
bilidade destas familias de orbitas para além da vizinhanca do ponto fixo,
mostramos as secgoes de Poincaré desta regiao para que se tenha uma idéia
de como evoluem. As figuras a seguir mostram as seccoes de Poincaré para
diversas energias, em torno deste ponto fixo centro-centro.

Figura 15 - Secgoes de Poincaré para E=0.57 e E=0.58.
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Figura 16 - Seccoes de Poincaré para E=0.60, E=0.62, E=0.64 e E=0.65.

Nota-se que, entre E=0.65 ¢ E=0.66 a érbita estavel se bifurca passando
a instavel, e duas dérbitas estaveis sao produzidas.

Figura 17 - Secgoes de Poincaré para E=0.66 e E=0.67.
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Para uma energia um pouco maior que E=0.67, ocorre uma outra bi-
furcacao e a 6rbita instavel volta a ser estavel, produzindo outras duas orbitas
instaveis. Porém, o estudo detalhado destas bifurcagoes esta fora do escopo
deste trabalho.

Figura 18 - Secgoes de Poincaré para E=0.68, E=0.69, E=0.70, E=0.71,
E=0.72 ¢ E=0.73
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3.6.3 Caso com potencial quantico com vy =2/3

As érbitas periddicas também foram encontradas para o caso com potencial
quantico propriamente dito, com v = 2/3. Estas sao bastante semelhan-
tes aquelas encontradas para o caso anterior, com v = 1. As figuras a seguir
referem-se ao ponto fixo localizado em (a = 0.99317156, b = 0.99317156, p, =
0,p, = 0), que é do tipo centro-sela, implicando que estas 6rbitas periédicas
sao instaveis, exatamente como as anteriores. As figuras 19, 20 e 21 mostram
as diversas projegoes destas érbitas.

Figura 19 - Projecao das 6rbitas periédicas em (a, p,).
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Figura 21 - Projecao das 6rbitas peridédicas em (a, b).
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A figura 22 mostra a projegao em (a, b) destas érbitas sobre as curvas de
momento zero.

Figura 22 - Projegao das 6rbitas periédicas em (a,b), sobrepostas as curvas
de momento zero.

A figura 23 mostra os valores dos fatores de escala a(t) e b(t) na secgao
py = 0 em funcao da energia.

2

1.8
1.6 b
1.4 |
1.2

s
8.6 [

8.6 [

Figura 23 - Valores de a e b em fungao da energia, (F,a) e (E,b).
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Neste caso também ha um ponto fixo do tipo centro-centro, localizado
em (a = 0.24194223,b = 0.24194223, p, = 0,p, = 0). Ao redor deste ponto,
também existem Orbitas periddicas, que também sao estaveis, pelo menos
inicialmente. Estas orbitas, como aquelas do caso com v = 1, também
”dobram-se”, conforme pode ser visto nas figuras. As figuras 24, 25 e 26
mostram as diversas projecoes destas orbitas periddicas.

Figura 25 - Projecao das drbitas periédicas em (b, py).
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Figura 26 - Projecao das 6rbitas periédicas em (a,b).

E a figura 27 mostra a projegao em (a,b) destas 6rbitas sobre as curvas
de momento zero.

Figura 27 - Projecao das 6rbitas peridédicas em (a, b), sobrepostas as curvas
de momento zero.

As secoes de Poincaré para este caso serao semelhantes as obtidas para o
caso com ¥ = 1, e por isto nao foram calculadas, visto que o estudo detalhado
das mesmas nao ¢, conforme mencionado, o principal foco de interesse deste
trabalho. No proximo capitulo, nos dedicaremos ao ponto principal que é a
comparacao dos trés modelos quanto a existéncia ou nao de caos homoclinico.

69



Capitulo 4

As Variedades Invariantes

4.1 Introducao

As familias de orbitas peridédicas em torno dos pontos de equilibrio encon-
tradas no capitulo anterior definem a chamada variedade central do sistema.
Desta variedade emanam as variedades estavel e instavel, que devem ser de-
terminadas para uma compreensao mais completa da dinamica do sistema
estudado, no que tange a saida para a inflacdo ser de maneira regular ou
cadtica. Como veremos mais adiante, este fato estd condicionado ao cruza-
mento homoclinico destas variedades.

Neste capitulo sera feita a globalizacao numérica das variedades estaveis e
instaveis, correspondentes as Orbitas periédicas parametrizadas pela energia
que constituem a variedade central. A compreensao do comportamento des-
tas variedades é crucial para o entendimento da dinamica global dos modelos
e para a verificagao da existéncia ou nao de caos no modelo.

4.2 As variedades invariantes

Segundo o Teorema da Variedade Estdvel para érbitas periddicas (ver apéndice)[13],
as variedades estavel e instavel de uma orbita periddica interceptam-se trans-
versalmente nesta érbita periddica e sao tangentes as variedades estavel e
instavel lineares, conforme ilustrado na figura 1:
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Figura 1 : Interseccao entre as variedades estavel e instavel lineares

Portanto, pode-se utilizar as dérbitas periddicas determinadas anterior-
mente para encontrar estas variedades numericamente, a partir do estudo
linear na vizinhanca destas érbitas periddicas.

4.3 Linearizagao em torno de uma 6rbita periédica

Para utilizar as orbitas periédicas como ponto de partida para a determinacao
das variedades estavel e instavel, deve-se estudar o comportamento do sis-
tema nas vizinhancas destas orbitas. Neste caso, o primeiro passo é realizar
a linearizacao do fluxo na vizinhanca das orbitas periddicas. O procedimento
de linearizacao do fluxo é similar ao utilizado anteriormente, quando foi re-
alizada a analise de estabilidade dos pontos criticos. Porém, agora, deve-se
realizar a linearizacao em torno de cada érbita periddica. Isto é conseguido
lembrando-se que uma 6rbita é simplesmente um conjunto de pontos. Su-
pondo que o sistema seja governado por:

i~ fla)
com
a
. b
a =
Pa
Py
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lembrando que a linearizacao do sistema em torno de um ponto fixo P, com
coordenadas (a*,b*, pk, p;) pode ser escrita como:

7= Ap¥
com
a—a*
R b—b*
T = .
pa_pa,
Py — D

sendo Ap a matriz que representa o sistema linearizado ao redor do ponto
P, a qual é definida por:

g o) o) o)
%Blp Gelp Help o
| g 2l gl el
e gele grle Gl
8fpb 8fpb 8;01; aﬁb

da |P ob |P Opa P Opy P

Como as derivadas sao calculadas no ponto P, nota-se facilmente que a
matriz A serd dependende do ponto ao redor do qual estd sendo calculada
a linearizacao. No caso da linearizacao em torno de uma Orbita periddica,
o ponto P nao é mais fixo, porém varia no tempo, seguindo a trajetoria da
orbita, ou seja:

P(t) = (a” (), 0" (1), pa(t), py (1)),
de forma que a matriz Ap passa a ser dependente do tempo, e o sistema

linearizado fica sendo: .
= A(t)Z. (4.1)

Como as coordenadas do ponto P sao as coordenadas de uma érbita periddica,
elas devem repetir-se apds o periodo T da érbita, o que implica que a matriz
A(t) é continua e também terd um periodo T. Definimos agora a chamada
Matriz Fundamental ®(t), que deve satisfazer a equagao matricial:

d=A(t)d (4.2)

72



para todo t. As colunas desta matriz ®(t) sdo n solugdes linearmente inde-
pendentes de (4.1), dada pelas equagdes variacionais ja utilizadas no capitulo
3. A solugao de (4.1) que satisfaz a condigao inicial Z(0) = Z, é dada por:

Z(t) = ®(t)d 1 (0)Z, (4.3)

Com isto pode-se utilizar o Teorema de Floquet[13] que afirma que se A(t)
é uma matriz continua de periodo T, entao para todo t qualquer matriz
fundamental que seja solugao de (4.1) pode ser escrita na forma:

onde Q(t) é uma matriz nao-singular, diferencidvel e de periodo T, e B uma
matriz constante. Além disso, se ®(0) = I, entao Q(0) = I. O corolério
deste teorema é muito util para reduzir o estudo do sistema anterior(4.1) a
um sistema autonomo:

Sob as hipdteses do teorema de Floquet, através da transformacao linear
de coordenadas:

J=Q7' ()7,

o sistema linear nao auténomo (4.1) se reduz ao sistema linear auténomo:

— By (4.4)

< -

A demonstracao deste coroldrio é simples, e sera feita a seguir. De acordo
com o teorema de Floquet, Q(t) = ®(t)e~5!. Portanto:

Q(t) = d(t)e Pt — d(t)e BB

pois e P! ¢ B comutam. Como Z(t) = Q(t)y(t), entao:

(1) = QML) — Q) BI(L) + Q1)
E(t) = A(Z(t) + QD[ (1) — By(t)]
Assim, como Q)(t) é ndo-singular, Z(¢) é uma solugao de (4.1) se e somente

se y(t) for uma solugao de (4.4).
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Considerando que ®(0) = I, pode-se reescrever a eq.(4.3) como sendo:
Z(t) = ®(1)(0)

pois @ 1(0)=1""1=1T
Além disso, como ® e QQ tém periodo T, pode-se escrever:

O(T) = Q(T)e"" = Q(0)e"" = [ePT = &1
Os autovalores da matriz e sao chamados mulplicadores caracteristicos
da orbita periodica, e os autovalores da matriz B sao os chamados expoentes
caracteristicos da orbita periddica. Sao estes os expoentes que determinam
se o comportamento do sistema nas vizinhancas desta orbita periddica é
estavel ou instavel, e conforme a equagao acima, encontrando-se ®(7"), pode-
se facilmente encontrar os expoentes caracteristicos, dados pelos autovalores
de B.

Normalmente, é muito dificil encontrar-se analiticamente a matriz ®(7T),
que satisfaz (4.2). Porém, é possivel determina-la numericamente, integrando-
se um conjunto de quatro equacoes variacionais por um periodo, conforme
descrito no capitulo 3. Esta matriz também é chamada matriz de monodro-
mia. Convém notar que devido ao carater hamiltoniano deste sistema, esta
matriz de monodromia apresenta algumas propriedades importantes, que sao:

(i) det |2(T)| =1
(ii) se A é autovalor de ®(T), entao A~! também é.
(iii) Tr(®(T)) =2+ s A

A primeira propriedade corresponde ao teorema de Liouville que é a con-
servacao de volume no espago de fase do sistema.

A segunda propriedade, como consequéncia de uma caracteristica de ma-
trizes simpléticas, afirma que os autovalores aparecem em pares reciprocos,
ou seja, para todo autovalor \ existe um autovalor A7

A parcela 2 na terceira propriedade corresponde a soma de um autovalor
duplo, A = 1, que sao os autovalores correspondentes as solugoes periddicas.
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4.4 Técnica de globalizacao numérica da va-
riedade instavel

O conjunto de autovetores cujo expoente caracteristico correspondente (au-
tovalor da matriz B) tem parte real positiva define um espaco tangente a
variedade instavel da orbita periddica. Da mesma forma, o conjunto de au-
tovetores cujo expoente caracteristico correspondente tem parte real negativa
define um espaco tangente a variedade estdavel da érbita periddica. E, final-
mente, o conjunto de autovetores cujo expoente caracteristico correspondente
(autovalor da matriz B) tem parte real nula define um espago tangente a va-
riedade central na orbita periédica em estudo. Portanto, para encontrar-se
um ponto pertencente a variedade instavel, encontra-se o autovetor da ma-
triz ®(T") correspondente ao maior autovalor de B. Este vetor, denominado
aqui U, define uma direcao instavel. Portanto, pontos da érbita periddica que
sofrerem um pequeno deslocamento nesta direcao pertencerao a uma apro-
ximagao linear da variedade instavel. Para encontrar-se numericamente a
variedade instavel, seleciona-se um determinado nimero de pontos perten-
centes a orbita periddica, denominados P;. Em seguida, desloca-se cada um
destes pontos na direcao instavel dada por v, obtendo-se novos pontos, @);,
ou seja:
Qi = P + ev,

Sendo que € é o tamanho deste deslocamento, que deve ser pequeno o su-
ficiente para manter a aproximagao linear do sistema. Feito isto, realiza-se
a integragao numérica das equacgoes de movimento do sistema, tendo como
condicao inicial cada um destes pontos ;. A trajetoria no espaco de fases
de cada um destes pontos pertence a variedade instavel. Escolhendo-se um
nimero razoavel destes pontos, obtém-se um conjunto de trajetérias, todas
pertencentes a variedade instavel, e que permitem a globalizacao da varie-
dade instavel[14,15], e consequentemente qualquer informagao que necessi-
temos, inclusive a visualizagao da mesma. Inicialmente a variedade instavel
tem a forma de um tubo, conforme seria esperado para um sistema linear,
porém este tubo deforma-se ao longo do tempo, devido a nao-linearidade
do sistema. Este tubo vive em um subespaco tridimensional definido por
H(a,b,p,,pp) = F, sendo E o valor da Hamiltoniana na érbita periddica em
estudo. A informacao dada por estas variedades pode ser melhor analisada
em uma sec¢ao de Poincaré conveniente. Tais informagoes sao, por exemplo,
a existéncia ou ndo de érbitas homoclinicas e/ou heteroclinicas.
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4.4.1 Variedade Instavel do Caso Classico

Inicialmente foi determinada a variedade instével para o caso classico (o = 0),
como ja realizado por Damiao Soares e Stuchi. O principal propdsito da
determinacao da variedade instavel para este caso foi o teste dos algoritmos
numéricos utilizados, e que foram posteriormente modificados para a inclusao
do termo de potencial quantico. Neste caso, especificamente, foi necessaria
a utilizagao de uma técnica denominada regularizagao, pois no caso classico
a dinamica do sistema pode, em algum momento, levar as variaveis a ou b a
serem nulas. Como na hamiltoniana aparecem termos com b no denominador,
isto gera problemas numéricos quando b torna-se préximo de zero. Para
superar esta dificuldade, introduz-se a transformacao canonica:

b=Vb py=2Vbp, T=1%

Desta forma, a hamiltoniana para cada valor numérico de E, torna-se:

S _bhapy apd o A e
H="""_ =91 92ah? — — — 2Aab* — Eyb? = 0,
4 8 2
Com isto, consegue-se uma hamiltoniana livre de singularidades, e a inte-
) )

gracgao é realizada sem problemas. Apds a integracao, pode-se voltar as
variaveis originais utilizando-se a transformacao inversa. Utilizando esta ha-
miltoniana, foi encontrada a variedade instavel para o caso classico, conforme
as figuras 2, 3 e 4.

1.5

8.5 -

Figura 2: Projecao em (a,p,) do tubo instavel. E=0.97106090
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3 T

Figura 4: Projecao em (a,p,) do tubo instavel. E=0.56639600
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Nota-se que em todos os casos a variedade instavel cruza a = 0, retorna
préoximo a orbita periddica, onde uma parte das dérbitas retornam para o
recolapso e outra parte escapa para a regiao de de Sitter. Lembramos que
no caso integravel da reducao ao plano invariante a separatriz ia assintoti-
camente ao ponto de equilibrio. A inclusao de mais um grau de liberdade
permite a riqueza de comportamento ilustrado nas figuras.

Como ja mencionado anteriormente, informacoes importantes sobre o sis-
tema podem ser obtidas encontrando-se a seccao de Poincaré das variedades
estavel e instavel. A seccao de Poincaré da variedade instavel pode ser ob-
tida facilmente determinando-se a interseccao de cada uma das trajetérias
oriundas de cada um dos pontos iniciais com uma superficie determinada.
Neste trabalho, a superficie escolhida foi p, = 0 e p, > 0, a mesma que foi
usada na determinagao das orbitas periédicas no capitulo 3. A figura a seguir
mostra a primeira seccao de Poincaré do tubo instavel, ou seja, o conjunto de
pontos que representam a primeira vez que as trajetorias interceptam o plano
pp = 0, com p, > 0, calculada para diversas energias. Nesta figura podem
ser encontradas as primeiras seccoes de Poincaré dos tubos mostrados nas
figuras anteriores. As energias utilizadas foram: E=0.97106090, 0.90620828,
0.83261990, 0.70789778 e 0.56639600, sendo que a seccao mais interna cor-
responde a maior energia.

1.5

...........

8.5 o

=025 = \

-z L L 1 1 L L I 1 1
-B.9 -B.2 L -B.& -8.5 —8.4 -8.3 -B.2 -8.1 8 @.1

Figura 5: Primeiras seccoes de Poincaré do tubo instavel para as energias
E=0.97106090, 0.90620828, 0.83261990, 0.70789778 e 0.56639600.
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Analisando-se a hamiltoniana do sistema, percebe-se que caso p, = 0, esta
é invariante sob a troca p, — —p,. Como esta troca implica em uma troca do
sentido do tempo, t — —t, a variedade estavel torna-se instavel e vice-versa.
Portanto, partindo-se da seccao da variedade instavel am p, = 0, pode-
se encontrar a seccao da variedade estavel simplesmente trocando-se p, —
—paq. Portanto, utilizando este procedimento, encontramos os cruzamentos
homoclinicos entre as seccoes de Poincaré das variedades estavel e instavel,
ilustrados na figura 6. Porém, estes cruzamentos estao na regiao a < 0, que
é uma regiao nao-fisica para este sistema, ja que a representa um dos fatores
de escala. O fator de escala b, conforme observado por Damiao Soares e
Stuchi [3], nunca se anula mas, quando os fatores de escala a e b ficam muito
pequenos temos problema com a integracao numeérica. Isto é contornado pela
regularizacao do problema. No entanto caberia uma investigacao ainda mais
refinada do ponto homoclinico que esta mais préximo de a = 0, confirmando
sua localizacao na regiao a < 0.

Figura 6: Cruzamentos homoclinicos nas primeiras seccoes de Poincaré do
tubo instavel para as energias E=0.97106090, 0.90620828, 0.83261990,
0.70789778 e 0.56639600. A secgao mais interna corresponde a maior

energia.
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4.4.2 Variedade instavel do caso com 7 =1

A adigao do termo o/(ab?) restringe a dinamica do sistema & regiao de a e b
positivos, pois este termo impede que o sistema cruze o eixo a =0 ou b = 0.
No entanto, a e b podem ser muito pequenos, trazendo problemas numeéricos,
como no caso classico. No entanto, para uma regiao de energia em torno da
energia do ponto critico, as variedades podem ser calculadas sem problemas.

As figuras 7, 8 e 9 mostram as projecoes do tubo instavel para o caso com
v=1.

Para energias altas, proximas de E=1, o tubo instavel para o caso com
~v = 1 é semelhante ao do caso classico, conforme pode ser notado observando-
se as figuras anteriores. Porém, a medida que a energia diminui, algumas
trajetérias divergem (a — 0 e p, — o0), conforme mostrado nas figuras 10 e
11.

1.29

Figura 7: Projecao em (a,b,p,) do tubo instavel. E=0.99470278
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Figura 9: Projecao em (a,p,) do tubo instavel. E=0.99470278
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Figura 10: Projecao em (a,p,) do tubo instavel. Notar a divergéncia de

algumas trajetérias. £E=0.96164449

Figura 11: Projecao em (a,p,) do tubo instavel. Grande parte das
trajetorias diverge. E=0.91301337
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A largura da regiao onde as trajetdrias tém um comportamento mais
suave pode ser melhor estudada com a mesma seccao de Poincaré usada
no caso classico. A figura 12 ilustra este comportamento. Nota-se que, a
medida que a energia decresce, forma-se uma ”ponta”na se¢ao, que mostra

o mecanismo do crescimento de p, com a diminuicao da energia.

Figura 12: Primeiras secgoes de Poincaré do tubo instavel para as energias
E=1.00283874, 0.99696824, 0.98975175, 0.98136704, 0.97195880 e
0.96164449. A seccao mais interna corresponde a maior energia.

Esta divergéncia é muito mais pronunciada no caso com potencial quantico
com vy = 2/3, conforme serd mostrado mais adiante. Como observamos que
o "potencial” crescia mais rapidamente para v = 1, fizemos este estudo pre-
liminar, para facilitar a andlise do caso de interesse fisico v = 2/3.

Como para altas energias nao hé esta divergéncia, a andlise do sistema
foi restringida a este caso. Ja os casos com energias mais baixas requerem
uma andlise mais cuidadosa, e possivelmente uma regularizacao adequada.

Na figura 13 mostramos a parte do fluxo instavel que volta uma segunda
vez apos passar proximo ao centro-sela. Nota-se que o tubo ja nao se parece
com um cilindro usual. Além disso, parte das érbitas tornam a escapar para

o infinito, sendo isto um comportamento tipico de caos homoclinico.
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Figura 13: Projecao em (a,p,) das trajetérias no tubo instével que
retornam para dentro do mesmo. E=0.99470278

Pode-se encontrar a seccao de Poincaré destas trajetérias, denominada
aqui de segunda seccao de Poincaré, pois esta é encontrada determinando-se
a segunda vez que as trajetorias interceptam a superficie p, = 0 com py, > 0.

A figura 14 mostra a primeira e a segunda secoes. A primeira secgao
é a curva externa, bastante semelhante aquelas presentes na fig.12. A se-
gunda seccao ¢ a curva interna, cuja parte interior foi colorida para mostrar
o enrolamento que o tubo realiza sobre si mesmo, ao longo de sua evolucao.
Este processo que o tubo sofre é o que gera os sucessivos cruzamentos ho-
moclinicos. Nota-se também que este tubo enrolado (segunda segao) tem
como limite exterior a primeira secao. Este comportamento, de a segunda
secao ter como limite a primeira se¢ao, é geral e um exemplo para o problema
gravitacional de trés corpos pode ser encontrado em Gidea e Masdemont [16].
Um aprofundamento deste comportamento para o caso cosmoldgico sera feito
futuramente.

A figura 15 mostra também a terceira seccao de Poincaré do tubo instavel,
a qual tem como limite exterior a segunda sec¢ao.
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Figura 14: Primeira e segunda secgoes de Poincaré do tubo instavel.
E=0.99470278
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Figura 15: Primeira, segunda e terceira seccoes de Poincaré do tubo
instavel. E=0.99470278
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A figura 16 mostra, alem das trés secoes, a estrutura de toros KAM que
coexistem, e no seu limite ha caos que se soma ao gerado pela estrutura das
varias ordens de pontos homoclinicos, ilustrados nas figuras 17 e 18.

Nota-se que ha uma estreita relacao entre as variedades estaveis e instaveis
e a regiao KAM, que neste caso nao é bastante complexa, se comparada com
a evolugao da regiao KAM mostrada no capitulo 3.

-8.2 -

Figura 16: Trés secgoes de Poincaré do tubo instavel e o toro.

E=0.99470278

Para determinar-se a seccao da variedade estavel, utiliza-se o mesmo pro-
cedimento realizado no caso anterior, trocando-se p, — —p,. Com isto,
encontra-se as secgoes para as duas variedades, e determina-se se ha ou nao
um cruzamento homoclinico. As figuras 17 e 18 mostram a intersec¢ao en-
tre as variedades estavel e instavel, na primeira e segunda secgoes de Poin-
caré. Existem dois pontos homoclinicos na primeira seccao e intimeros na
segunda, o que implica, portanto, na existéncia de comportamento cadtico
para este sistema. Sucessivas secgdes geram o emaranhamento homoclinico
caracteristico dos sistemas cadticos.
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Figura 17: Interseccao entre as variedades estavel e instavel na primeira
seccao de Poincaré. E=0.99470278

—6.4

Figura 18: Interseccao entre as variedades estavel e instavel na segunda
seccao de Poincaré. E=0.99470278
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4.4.3 Variedade instavel do caso com potencial quantico
com v =2/3

Para o caso com potencial quantico com v = 2/3, as trajetérias no tubo
instavel tendem a ” fugir’para o infinito com muito mais facilidade do que no
caso com v = 1. Portanto, para obter-se um tubo instavel no qual as tra-
jetorias nao ”fujam”, é necessario que a energia seja alta, muito proxima de
E=1. Lembramos que o ponto centro-sela esta localizado em (a = 0.99317156,b =
0.99317156, p, = 0,p, = 0), e tem energia F = 1.01006820. As figuras 19, 20

e 21 mostram as projegoes do tubo instavel para este caso.

Figura 19: Projegao em (a, b, p,) do tubo instavel. E=1.00706088
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Figura 20: Projecao em (a,b,py) do tubo instdvel. E=1.00706088

Figura 21: Projecao em (a,p,) do tubo instavel. E=1.00706088
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A medida que a energia diminui, algumas trajetorias ”fogem”para o in-
finito, ou seja, o valor de p, aumenta ilimitadamente, desta vez muito mais
rapidamente que no caso com v = 1. Ao mesmo tempo, nota-se que a — 0.
Este comportamento significa, para o modelo fisico estudado, que a dimensao
representada pelo fator de escala a colapsa. Porém, como o outro fator de
escala b permanece finito, este colapso nao gera uma singularidade pontual,
e sim um plano, ou seja, o universo torna-se espacialmente bidimensional.

Figura 22: Projecao em (a,p,) do tubo instédvel. Notar a ”fuga”das
trajetorias, mesmo sendo E=1.00274454
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Figura 23: Projecao em (a,p,) do tubo instavel. Grande parte das
trajetorias " foge”. E=0.99685469

A primeira sec¢ao de Poincaré do tubo instavel, para diversas energias,
mesmo altas, mostra a fuga das trajetoérias, com p, — oco. Na figura 24
mostramos esta primeira seccao de Poincaré para diversos valores da energia.
Nota-se que apenas as sec¢oes com energias altas, proximas portanto do ponto
fixo, apresentam seccoes de Poincaré limitadas.

&

Figura 24: Primeiras seccoes de Poincaré do tubo instavel para as energias
E=1.00955581, 1.00706088, 1.00274454 e 0.99685469. A seccao mais interna
corresponde a maior energia.

91



Da mesma forma que no caso com v = 1, a analise do sistema foi restrita
a uma energia tal que evitasse a "fuga’das trajetérias (p, — 00). Assim,
encontou-se também a segunda e a terceira seccoes de Poincaré do tubo
instavel, mostradas nas figuras 25 e 26. Nota-se, na figura 26, que a terceira
seccao da variedade instavel é mais convoluida do que no caso v = 1.

-@.85

-a.1

Figura 25: Primeira e segunda sec¢oes de Poincaré do tubo instavel.
E=1.00706088

-@.85

-a.1

Figura 26: Primeira, segunda e terceira seccoes de Poincaré do tubo
instavel. E=1.00706088
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As figuras 27 e 28 mostram a intersecgao entre as variedades estavel e
instavel, na primeira e segunda seccoes de Poincaré, respectivamente. Exis-
tem dois pontos homoclinicos na primeira seccao e inumeros de ordem supe-
rior na segunda seccao, confirmando a existéncia de comportamento cadtico
para este sistema, apesar da inesperada divergéncia em p,, que merece uma
investigacao mais acurada.

a.2 T
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Figura 27: Cruzamentos homoclinicos na primeira seccao de Poincaré.
E=1.00706088

-8.85
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Figura 28: Cruzamentos homoclinicos na segunda seccao de Poincaré.
E=1.00706088
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Conclusao

No decorrer deste trabalho, estudamos a dinamica do modelo cosmolégico
homogéneo e anisotrépico de Bianchi X, com um termo de potencial quantico
adicionado, e comparamos os resultados obtidos com aqueles do modelo
sem este termo. A dinamica do modelo, originalmente descrita através das
equacoes de Einstein, foi convertida em um sistema hamiltoniano com dois
graus de liberdade, correspondentes aos dois fatores de escala, a(t) e b(t), do
modelo estudado. Pudemos determinar que a adi¢ao do termo de potencial
quantico restringe a dinamica do sistema a regiao onde os fatores de escala
a(t) e b(t) sdo positivos, ao contrario do caso cldssico. Isto é razodvel, uma vez
que este potencial quantico representa uma forca repulsiva, tanto mais forte
quanto mais préximo da origem o sistema estiver. Foi realizada entao uma
analise da hamiltoniana, que permitiu determinar que o sistema apresenta
dois pontos criticos. Estes pontos fixos representam universos estaticos, onde
os fatores de escala sao constantes ao longo do tempo. Através da linearizacao
do sistema ao redor destes pontos, foi possivel determinar que um deles é do
do tipo centro-centro, portanto, estavel, e um do tipo centro-sela, ou seja,
instavel. Pudemos determinar, através da técnica de continuagao numérica,
as Orbitas periodicas ao redor destes pontos fixos, cuja existéncia é estabe-
lecida pelo teorema de Poincaré. Nestas drbitas, os fatores de escala a(t)
e b(t) apresentam comportamento periddico, significando que podem exis-
tir universos ”pulsantes”, ou seja, universos que contraem-se e expandem-se
periodicamente. Como um dos pontos fixos é do tipo centro-sela, pudemos
determinar também as variedades estavel e instavel, que emanam das érbitas
peridédicas ao redor deste ponto fixo. No caso quantico, através da analise
destas variedades, determinamos que parte das trajetérias escapa para a
regiao de de Sitter, que representa universos que se expandem indefinida-
mente, e outra parte sofre uma contragao no fator de escala a, o qual tende a
zero, representando universos que colapsam em uma dimensao, tornando-se
espacialmente bidimensionais.

A seccao de Poincaré das variedades estavel e instdavel exibe o cruzamento
das mesmas, o que implica na existéncia de orbitas biassintoticas a variedade
central, ou seja, érbitas homoclinicas. A existéncia destas orbitas estabelece
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que a saida para de Sitter e a tendéncia ao colapso sao regidas por um
mecanismo do tipo da ferradura de Smale.

Existem algumas questoes que nao estao bem esclarecidas, e devem ser
analisadas em futuros trabalhos. Uma delas é o por qué de as orbitas
periddicas ao redor do centro-sela para o caso com potencial quantico ter-
minarem. No caso classico, estas terminam por alcangarem um ponto fixo
(a = 0,b=2). Porém, on caso com potencial quantico nao existe, ¢ mesmo
assim nao ¢ possivel encontrar 6rbitas peridédicas com uma energia menor do
que um determinado valor, provavelmente devido a divergéncia dos momen-
tos.
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Apeéndice

A.1 Definicao

Uma variedade topoldgica n-dimensional M é um espacgo topolégico du-
plamente enumeravel de Hausdorff que é localmente homeomorfo a conjuntos
abertos de R".

Uma variedade diferenciavel é uma variedade topolégica com alguma in-
formagao adicional sobre sua estrutura .

Uma carta, também conhecida como sistema local de coordenadas, é um
mapeamento « : U — R", tal que o dominio U C M é um conjunto aberto, e
tal que U é homeomorfo a imagem o(U). Sejam a: U, — R™, e B : Ug — R
duas cartas com dominios sobrepostos. A injecao continua

Boal:a(U,NUs) — R"

¢ chamada uma funcao transicao, e também chamada uma mudanca de co-
ordenadas.
Um atlas A é uma colecao de cartas o : U, — R" cujos dominios cobrem
M, isto é:
M = U U,.
(e

Mais geralmente, para k = 1,2, ...,00,w, o atlas A define uma estrutura di-
ferencial C*, e M ¢ dita ser de classe C*, se todas as funcoes de transicao
sao k vezes continuamente diferenciaveis, ou analiticas no caso de C¥. Duas
estruturas diferenciais de classe C* em M sdo ditas serem isomorfas se a
unido dos atlas correspondentes é também um atlas C*, isto é, se todas as
novas funcgoes de transicao origindrias da uniao dois dois atlas permanecem
de classe C*. Mais geralmente, duas variedades M e N sao ditas difeomorfas,
isto é, tém estruturas diferenciais equivalentes, se existe um homeomorfismo
¢: M — N tal que o atlas de M é equivalente ao atlas obtido do recuo de ¢
das cartas em V.

A.2 Teorema da variedade central

Seja f € C"(E) com r > 1 em que £ é um conjunto aberto de R" que
contém a érbita periddica I' : z = 7(t) do sistema & = f(x) cujo periodo
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¢ T. Sejam ¢ o fluxo de & = f(z) e y(t) = ¢i(x0). Se k expoentes carac-
teristicos possuirem a parte real negativa, j possuirem a parte real positiva
e m = n — k — j possuirem a parte real nula, entao existe uma variedade
central de I';, W¢(T"), de classe C" que é invariante sob o fluxo ¢;. Além
disso, W*(I'), W*(T") e W¢(I') se interceptam transversalmente em I, e, se
a origem for transladada para o ponto de equilibrio zg, entdao I'(t) = ¢;(0).
Portanto W¢(I") é tangente ao subespago central de I';, £¢(I") no ponto 0 € T

A.3 Teorema da variedade estavel/instavel

Seja f € C"(E) com r > 1 em que £ é um conjunto aberto de R" que
contém a 6rbita periddica I' : © = (t) do sistema & = f(x) cujo periodo é T'.
Sejam ¢, o fluxo de & = f(x) e y(t) = ¢i(xp). Se k expoentes dos expoentes
caracteristicos de I'(t) possuirem parte real onde 0 < k<n—1len—k—1
expoentes possuirem a parte real positiva, entao existe um 6 > 0 tal que a
variedade estavel de I,

S(T") = {x € Ns(zo)|d(¢¢(x),T) — 0 com t — oo},

é uma variedade (k 4 1)-dimensional diferencidvel e positivamente invari-
ante sob o fluxo ¢y, sendo d(¢(x),I") a distancia entre um ponto de uma
trajetéria sobre as variedades e a orbita I'. Analogamente, a variedade inva-
riante instavel de I,

U(T) = {z € Ns(xo)|d(¢¢(2),T) — 0 com t — oo},

é uma variedade (n — k)-dimensional diferencidvel e negativamente invari-
ante sob o fluxo ¢;. Além disso, as variedades estaveis e instaveis de I" se
interceptam transversalmente em I'.

A.4 Teorema da funcao implicita para funcoes analiticas

Suponha que a fungao F : R™ — R™ seja real e analitica numa vizi-

nhanga de (xo, %), o € R™ e yo € R". Se F(zo,y0) = 0 e a matriz n x n
g—?(mo,yo) for nao singular, entao existe uma funcao f : R™ — R", real e
J

analitica na vizinhanga de xo, tal que F'(z, f(z)) = 0 numa vizinhanca de z.
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Baixar livros de Literatura

Baixar livros de Literatura de Cordel
Baixar livros de Literatura Infantil
Baixar livros de Matematica

Baixar livros de Medicina

Baixar livros de Medicina Veterinaria
Baixar livros de Meio Ambiente
Baixar livros de Meteorologia
Baixar Monografias e TCC

Baixar livros Multidisciplinar

Baixar livros de Musica

Baixar livros de Psicologia

Baixar livros de Quimica

Baixar livros de Saude Coletiva
Baixar livros de Servico Social
Baixar livros de Sociologia

Baixar livros de Teologia

Baixar livros de Trabalho

Baixar livros de Turismo
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