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Resumo

Neste trabalho, introduzimos um método para estudar a dinamica de crescimento de
interfaces rugosas geradas a partir de regras probabilisticas de automatos celulares,
onde o processo de deposicao depende das diferencas de alturas entre sitios vizinhos.
Essas regras associam a cada sitio uma probabilidade p;(¢) de receber uma particula,
onde p;(t) = p exp[kl;(t)]. Aqui, p e k sdo dois parametros e [';(t) é um kernel
que depende da altura h;(t) do sitio i e de seus vizinhos. Esse kernel corresponde a
uma discretizacao da parte deterministica da equagao associada a um dado processo
de crescimento. Assim, por exemplo, para processos onde a relaxagao superficial é
preponderante, o termo V?h domina - equacao de Edwards-Wilkinson - e T;(t) =
hiv1(t) + hi—1(t) — 2h;(t). Além dessa equagdo, analisamos dindmicas cujas regras
dependem de V*h - equacao de crescimento com difusao. Através de simulacoes e de
estudos estatisticos da distribuicao de alturas dos perfis gerados, obtemos o expoente
de crescimento 3, o de rugosidade a e o dinamico z, que comprovam que o método

proposto simula o processo descrito pela equagao diferencial considerada.
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Abstract

In this work we apply the methodology of CA modeling to study interface growth
processes which depend on height differences between neighbours. The rules associate
a probability p;(t) for site i to receive a particle at time ¢, where p;(t) = p exp[rI';(t)].
Here, p and k are two parameters and I';(¢) is a kernel that depends on the height
hi(t) of the site ¢ and on the heights of its neighbours, at time ¢. We specify the
functional form of this kernel by the discretization of the deterministic part of the
equation associated to a given growth process. For example, in processes where surface
relaxation plays a major role, we have a Laplacian as the main term in the growth
equation (Edwards-Wilkinson equation) and, in this case, I';(t) = h;1(t) + hi—1(t) —
2h;(t), which follows from the discretization of V2h. Furthermore, we study dynamics
with rules depending on V*h term (equation of growth with diffusion). By means of
simulations and statistical analysis of the height distributions of the generated profiles,
we obtain the growth, roughness and dynamic exponents, 3, a and z, whose values
confirm that the defined processes are indeed in the universality class of the original

growth equation.



Capitulo 1

Introducao

Na natureza, bem como em laboratorios de Fisica experimental e em diversas apli-
cagoes industriais, encontramos os mais variados tipos de superficies e interfaces ru-
gosas e o interesse pelo estudo dessas estruturas tem aumentado substancialmente
nas ultimas décadas [1, 2, 3]. Com o crescente desenvolvimento da tecnologia na area
da informéatica, computadores tém se mostrado ferramentas nao somente tteis, mas
imprescindiveis no estabelecimento de modelos e métodos para investigar a dinamica

de formagao dessas superficies rugosas.

No estudo do crescimento de interfaces, uma das grandezas de maior interesse é a
rugosidade, que fornece uma medida da dispersao de alturas do perfil em torno da
altura média. A partir do comportamento temporal dessa grandeza, podemos obter
diversas informagoes acerca dos detalhes da dindmica de crescimento. Em particu-
lar, para superficies cujas flutuagoes nas alturas sao invariantes por escala (superficies
auto-afins), observamos que, a medida que essas superficies vao se formando, a rugosi-
dade cresce com o tempo segundo uma lei de poténcia, com um expoente denominado
expoente de crescimento. Para a maioria desses casos, a rugosidade nao cresce in-
definidamente com o tempo; eventualmente a interface atinge um regime estacionério
e a rugosidade satura em um valor que depende do tamanho do sistema, segundo uma
lei de poténcia, para a qual definimos o ezpoente da rugosidade. Nesses casos, o tempo
que o sistema leva para atingir o regime estacionario, ou o tempo de saturacao, tam-
bém depende do tamanho do sistema segundo uma lei de poténcia, com o chamado

expoente dindmico.

Um conjunto de valores para os trés expoentes definidos acima, chamados de ex-
poentes de enrugamento (roughening exponents), define uma classe de universalidade.

Assim, se dois ou mais processos de crescimento possuem o mesmo conjunto de val-



ores para os expoentes de enrugamento, dizemos que esses processos pertencem a
uma mesma classe de universalidade. Isso significa que as dinamicas subjacentes a

eles obedecem as mesmas simetrias e leis de conservacao.

Atualmente, diversos resultados analiticos rigorosos, obtidos através de modelos ma-
tematicos que visam descrever as dindmicas de crescimento de interfaces rugosas, po-
dem ser encontrados em intimeros textos cientificos. Nao obstante, a importancia dos
resultados obtidos através de simulagoes computacionais tem aumentado significativa-
mente. Assim, as simulagoes, juntamente com os experimentos e a teoria, constituem
as atuais ferramentas disponiveis para os cientistas, em particular os fisicos, em sua

tarefa de investigar a natureza.

Dentro da perspectiva computacional, podemos destacar uma classe de modelos que,
mesmo quando muito simples, podem exibir propriedades complexas: sao os chama-
dos automatos celulares, ou ACs. Esses modelos tém sido amplamente estudados nas
tltimas décadas [4] e tém mostrado grande utilidade quando aplicados em diversas

areas da ciéncia.

Neste trabalho, introduzimos um método para estudar equacoes diferenciais estocés-
ticas associadas a processos de crescimento de interfaces rugosas, utilizando uma
dindmica tipo automatos celulares. Esta dissertacao possui quatro capitulos (além
desta introdugdo) e um apéndice. No capitulo 2, fazemos uma revisao da teoria do
crescimento de interfaces rugosas. Apresentamos alguns modelos discretos de cresci-
mento (em rede) e equagoes estocasticas, que permitem uma abordagem analitica,;
destacamos as principais grandezas e ferramentas utilizadas no estudo do crescimento
de superficies rugosas. No capitulo 3, discutimos as defini¢oes, principais caracteris-

ticas e algumas aplicacoes dos automatos celulares.

No capitulo 4, apresentamos um método para estudar equagoes de crescimento, uti-
lizando uma dindmica de autdématos celulares. Em seguida aplicamos esse método
ao estudo de duas equagoes lineares e apresentamos os resultados obtidos para os ex-
poentes de enrugamento. Também discutimos resultados obtidos para a distribuicao
de alturas dos perfis gerados, tais como sua simetria e decaimento, e fazemos ainda

um estudo da velocidade de crescimento das interfaces.

No capitulo 5, apresentamos as conclusoes deste trabalho e sinalizamos algumas pers-

pectivas de continuidade do mesmo. Finalmente, no apéndice, discutimos a rotina



geradora de numeros aleatérios que utilizamos nas implementagoes computacionais

desta dissertagao.



Capitulo 2
Crescimento de Interfaces Rugosas

H& muitos séculos que as formas geométricas da natureza tém despertado o interesse
dos estudiosos e diversas formulagoes tedricas para explica-las tém sido elaboradas
desde a antiguidade. O mais recente avanco na busca pelo entendimento da natureza
em termos de sua morfologia veio através do surgimento de um novo paradigma, com
a introdugao da Geometria Fractal. O trabalho interdisciplinar pioneiro de Benoit B.
Mandelbrot [5] mostrou que certos conceitos mateméaticos, antes considerados irrele-
vantes para descrever o mundo real, podem (e devem!) ser utilizados como ferramentas
para estudar uma enorme gama de fendmenos e estruturas encontradas na natureza,

e que nao podiam ser explicados pelos métodos desenvolvidos até entao.

Neste capitulo apresentaremos alguns métodos desenvolvidos para caracterizar quan-
titativamente objetos cujas morfologias nao dependem da escala de observagao. Em
particular, estamos interessados principalmente no estudo de interfaces rugosas auto-
afins, geradas por processos de deposicao de particulas idénticas sobre um substrato
inicialmente liso. Definiremos primeiramente alguns modelos discretos de deposigao
que, do ponto de vista simulacional, permitirao a exposicao das principais ferramentas
para a anéalise do crescimento de interfaces rugosas. Em seguida, a partir de princi-
pios de simetria, equagoes estocésticas de crescimento (continuas) serao associadas a
esses processos. Em alguns casos, um tratamento analitico é possivel. Finalmente,

discutiremos a idéia de classes de universalidade para esses modelos.

2.1 Modelos Discretos

Os modelos discretos de crescimento de interfaces rugosas que consideraremos neste
capitulo sao definidos e simulados em redes unidimensionais com L sitios, onde condi¢oes

periodicas de fronteira sdo aplicadas (rede em forma de anel). Os processos de de-



posicao ocorrem em passos discretos de tempo, onde assumimos como unidade tem-

poral a deposicao de L particulas idénticas.

2.1.1 Deposicao Aleatoéria

Consideremos primeiramente o mais simples dos modelos de crescimento, a Deposicao
Aleatoria (DA) sobre uma rede com L sitios indexados por i = 1,2, ..., L. Escolhemos
aleatoriamente uma posicao na rede e ali depositamos uma particula, que cai verti-
calmente até atingir o topo da coluna associada ao sitio sorteado. Este processo é
completamente descorrelacionado, ja que cada sitio é escolhido aleatoriamente e as

alturas crescem de maneira independente.
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Figura 2.1: Amostra de perfil gerado pela simulagao do processo de DA sobre uma rede de
comprimento L = 500. Definimos um passo de tempo como sendo a deposicao de L particulas
e mostramos a evolugdo do perfil até t = 150, sendo que a cada 25 passos de tempo trocamos
a cor das particulas.

Do ponto de vista computacional é imprescindivel a utilizacao de um bom gerador de
numeros aleatorios para garantir que o processo seja efetivamente descorrelacionado.
No Apéndice desta dissertacao apresentamos uma breve descricao do algoritmo uti-

lizado para sortear um sitio.

A medida que as particulas sdo depositadas no substrato, uma superficie rugosa vai se
formando, como pode ser visto na figura 2.1. No instante ¢, a interface é definida pelo
conjunto das alturas {h;(t)}i=1. 1, onde h;(t) corresponde ao nimero de particulas
depositadas no sitio ¢ até o instante . O nosso objetivo é estudar o comportamento

desta interface durante o processo de deposicao.



As principais grandezas utilizadas para se analisar a dindmica de crescimento de uma

interface sao a altura média,

— 1
h(L,t) = zzm(t), (2.1)
e a rugosidade w(L,t), dada pela expressao

L
1 - 2

HL,t) = — hi(t) — h(L,t 2.2

L) = 7 3 [l ~BiLo)]” (22)

que é o desvio quadratico médio da distribuicao de alturas. O momento de ordem n

de uma distribuicao estatistica é dado pela relagao

pn(Lt) = 737 [malt) (o] (2.3

i=1
Com base nessa expressao, vamos introduzir outras duas grandezas tteis para carac-

terizar quantitativamente a evolucao de uma superficie: o coeficiente de assimetria

(skewness),
pus(L,t
S(Lt) = Lstbet) (2.4)
) (Lvt)
e a curtose (kurtosis excess),
M4(L7t)
K(Lt) ==Y 3 2.5
= 3z 29

O coeficiente de assimetria S(L,t) ¢ nulo para distribui¢des centrais (simétricas em
relagdo & média). Se o valor mais provéavel da distribuigao for menor que a mediana,
temos S < 0 e o “rabo” da distribui¢ao é mais pronunciado a direita do valor mais
provavel. Para o caso contréario, onde o valor mais provavel da distribui¢ao é maior
que a mediana, indicando que o “rabo” da distribui¢ao é mais pronunciado & esquerda
do valor mais provavel, temos S > 0. Um exemplo de distribuicao com skewness nulo

é a gaussiana, que é perfeitamente simétrica em torno da média.

A curtose é uma medida do “achatamento” (flatness) da distribuicdo e ¢ definida de
maneira que a gaussiana possua K = 0. Distribuicoes que possuem K = 0 sao ditas
mesocurticas (mesokurtics). Para as distribuigdes que possuem K > 0, chamadas
leptocurticas (leptokurtics), é possivel distinguir claramente um pico em torno do

valor médio e um decaimento mais rapido que o da gaussiana. Distribui¢oes com uma



forma mais achatada, onde nao é possivel distinguir claramente um pico em torno do
valor médio, decaem mais lentamente que a gaussiana, possuem K < 0 e sao chamadas

platocurticas (platykurtic) [6].

Voltando a considerar o problema da DA, é esperado que a rugosidade da interface
gerada por este processo cresca indefinidamente com o tempo e que sua distribuicao
de alturas seja central (S = K = 0), j& que ndo ha mecanismos capazes de gerar cor-
relagoes no sistema (as colunas crescem independentemente). Resultados analiticos

mostram [2]| que o comportamento temporal da rugosidade ¢ do tipo lei de poténcia,

w o~ P, (2.6)

onde [ é o expoente de crescimento que, neste modelo, vale § = 1/2. Na figura 2.2,
mostramos o comportamento temporal da rugosidade e, no detalhe, do skewness e

kurtosis. Essas duas tltimas tendem a zero, a medida que L — oc.
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Figura 2.2: Grdfico, em escala logaritmica, mostrando o comportamento temporal da rugosi-
dade para a DA. Cada ponto corresponde a média de 10 amostras simuladas sobre uma rede
de tamanho L = 500, onde cada passo de tempo corresponde & deposicao de L particulas.
Também mostramos a regressao realizada sobre esses dados (linha continua), onde obtivemos
B =0.500322(4). No detalhe mostramos o comportamento do coeficiente de assimetria (curva
superior) e da curtose (curva inferior) obtidos nessa simula¢ao, onde podemos observar que
seus valores sdo bem proximos de zero.



2.1.2 Modelos Com Correlagoes
Deposicao Aleatéria com Relaxacao Superficial

Conforme vimos na se¢ao anterior, a DA é um processo completamente descorrela-
cionado, ou seja, a particula é depositada no sitio sorteado, independentemente das
alturas dos sitios vizinhos. Uma maneira de introduzir correlagoes no sistema ¢é per-
mitir a relaxacao superficial, processo semelhante a uma sedimentagao: sorteamos um
sitio ¢, depositamos a particula e permitimos que ela relaxe, procurando a posi¢ao
de menor altura, dentre os primeiros vizinhos do sitio sorteado (i +1 e i — 1). Se
o sitio sorteado for um minimo local, ou se h; = h;_1 = h;y1, a particula é fixada

imediatamente apds a deposicao.

Esse modelo é conhecido como Deposigao Aleatoria com Relaxagao Superficial (DARS)
e sua dinamica faz com que o perfil gerado seja mais suave ao longo do processo, como
podemos ver na figura 2.3, ja que pontos de minimo sao favorecidos em detrimento
de pontos de maximo. O modelo em rede da DARS foi introduzido por Family em
1986 como uma representacao simplificada de processos de deposicao de vapor em

substratos com baixas temperaturas |7].
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Figura 2.3: Amostra de perfil gerado pela simulag¢ao do processo de DARS sobre uma rede
de comprimento L = 500. Mostramos a evolugdo do perfil até t = 150 e a cada 25 passos
de tempo trocamos a cor das particulas. Comparando este resultado com a figura (2.1),

observamos nitidamente que o perfil gerado pela DARS é bem mais suave que aquele gerado
pela DA.

Como podemos ver na figura 2.4, o comportamento da rugosidade para este modelo
apresenta dois regimes distintos. Inicialmente, w cresce segundo a lei de poténcia

(2.6), até atingir um valor de saturagao, w(L,00) = wse(L). Definimos como tempo

8



de saturagdo, (L), o tempo que o sistema leva para atingir este regime.

Variando o tamanho da rede e levantando os graficos de w,, € t, como fungoes de L,

constatamos que

Wgat ™~ Le (27)

te~ L7, (2.8)

onde « é chamado expoente da rugosidade e z expoente dinamico. Para este modelo,

em d = 1, resultados simulacionais |7| fornecem valores muito proximos de

| a=0.497(2)

Figura 2.4: DARS: A esquerda mostramos o grdfico em escala logaritmica exibindo o com-
portamento temporal da rugosidade obtido a partir de simula¢des com L=100, 200, 400, 600
e 800. A medida que aumentamos o tamanho da rede, observamos que a rugosidade esta-
biliza em valores cada vez mais altos, demorando mais para atingir o regime de saturacgao.
De fato, observamos o comportamento do tipo lei de poténcia para wset € tx, expresso pelas
relagoes (2.7) e (2.8) respectivamente - grdficos a direita. Os expoentes obtidos estao muito
prozimos dos valores encontrados em outros trabalhos |2, 7|.

O processo de deposicao é de nao-equilibrio, pois o sistema recebe novas particulas
a todo momento. Contudo, se descrevermos a superficie gerada em termos de um

referencial que se move com a velocidade da altura média, veremos que a interface



esta em equilibrio®.

Podemos ainda introduzir dois parametros neste modelo: o niimero s de passos per-
mitidos no processo de relaxagao da particula e uma tolerancia m para a diferenca de
altura entre primeiros vizinhos antes que ocorra a relaxagao. Estudamos a influéncia
desses dois parametros no modelo. Nossos resultados mostraram que a variacao de s
parece nao alterar a dindmica. Esse fato também foi observado por Family em seu

trabalho original [7].
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Figura 2.5: DARS: Comportamento observado ao variar o parametro m. Cada curva do
grdfico a esquerda € a média de 25 amostras, simuladas sobre uma rede de tamanho L=500.
Observamos que o tempo de crossover, t., a rugosidade de saturagio, wsqt, € 0 tempo de
saturagao, tyx, dependem de m segundo leis de poténcia, com expoentes iguais a 1.83(4),
0.74(1) e 1.26(8), respectivamente.

Ja a introducao do parametro m na dindmica implica, em uma dimensao, que se
h; — h;+1 < m, a particula serd fixada imediatamente apds sua deposicao, fazendo
hi(t+1) = h;(t)+ 1. Assim, o processo de deposi¢ao seré aleatorio - 5 = 1/2 - até que
as diferencas de altura na interface sejam da ordem de m. A partir dai, a relaxacao
superficial comega a ocorrer - § = 1/4 - | indicando o surgimento de correlagoes no

sistema. Aqui definimos t. como sendo o tempo de crossover entre os regimes de DA

I Dizemos que uma interface estd em equilibrio quando néo hd um campo externo agindo sobre ela.
Assim, uma interface em equilibrio separa dois meios - ou dominios - que estejam também equilibrio,
ou seja, quando um deles nao estiver crescendo as custas do outro. No caso de modelos discretos de
deposicao, o equilibrio de uma interface é observado quando a taxa de deposi¢ao € igual & velocidade
de crescimento. [2].

10



e DARS; é claro que t. deve crescer monotonicamente com m ja que, quanto maior
m, maior serd a rugosidade a partir da qual a relaxagao comecgara a ocorrer. De fato
observamos que t., wsq € ty dependem de m segundo leis de poténcia, com expoentes
iguais a 1.83(4), 0.74(1) e 1.26(8), respectivamente. Esses resultados estao mostrados
na figura 2.5.

Deposicao Aleatéria com Recusa

Outra maneira de introduzir correlacoes é evaporar imediatamente a particula que
for depositada num sitio correspondente a um maximo local. Este modelo, conhecido
como Deposi¢ao Aleatoria com Recusa (DAR), foi introduzido por Kim e Koster-
litz [8] em 1989 e gera perfis como o mostrado na figura 2.6. A rugosidade da interface
comporta-se de maneira similar & gerada pela DARS: inicialmente temos o comporta-
mento do tipo lei de poténcia - equagao (2.6) - até que o tempo de saturagao é atingido
e a rugosidade estabiliza. Aqui observamos também as mesmas leis de poténcia (2.7)
e (2.8). No entanto, os valores simulacionais [8] para os expoentes neste modelo, em

d =1, sao bem proximos de

80
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Figura 2.6: Amostra de perfil gerado pela simulagao do processo de DAR sobre uma rede de
comprimento L = 500, para uma tunica amostra. Mostramos a evolugdo do perfil até t = 150
e a cada 25 passos de tempo trocamos a cor das particulas.

E importante destacar também que a altura média da interface cresce com uma ve-

locidade inferior & taxa de deposicao, devido ao fato de que particulas podem evaporar

11



ao serem depositadas?.

Deposicao Balistica

Outro modelo com correlagdes que iremos considerar é a Deposicao Balistica (DB) [9].
Aqui, realizamos o sorteio de um sitio na rede e soltamos uma particula, que cai ver-
ticalmente e se fixa imediatamente ao alcancar o agregado. Assim, se o sitio i for
sorteado no instante ¢, teremos h;(t + 1) = max[h;_1(t), h;(t) + 1, hip1(2)].

Neste modelo, a rugosidade possui o mesmo comportamento observado na DAR, com
os mesmos valores para os expoentes de enrugamento. Porém a estrutura produzida
por esta dinamica nao é compacta, ocorrendo a formacao de reentrancias nos padroes
gerados, como mostrado na figura 2.7, e com isso a velocidade de crescimento supera a
taxa de deposicao de particulas. Definimos o perfil da estrutura como sendo composto

pelas particulas mais altas de cada sitio.

Figura 2.7: Perfil gerado pela deposicao de 35000 particulas sobre um substrato de tamanho
L =200, utilizando a dindmica da DB. A cada 2500 particulas depositadas, sua cor € trocada.
Podemos observar que a estrutura produzida nao é compacta. Retirado de [2], pag. 21.

2 Definimos taxa de deposicido como sendo o nimero de particulas por unidade de comprimento
que incidem sobre o agregado por unidade de tempo. Na DAR, quando uma particula € recusada,

consideramos sua incidéncia e, apesar da recusa, ela é computada na determinacao da taxa de
deposicao.
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Figura 2.8: Perfil tipico produzido pelo processo de DAD num substrato de tamanho L = 120.

Podemos observar que esta dindmica gera grandes desniveis nos perfis produzidos. Retirado

de [10].

Deposicao Aleatéria com Difusao

O quarto e ultimo modelo com correlagoes que iremos considerar nesta segao é a
Deposicao Aleatoria com Difusdo (DAD). Neste modelo, a particula é depositada
aleatoriamente numa posicao ¢ e procura, dentre os sitios 7, i+ 1 e ¢ — 1, a posi¢ao que
maximize o seu niimero de ligagoes®, desde que a altura do sitio final seja menor

ou igual & altura do sitio 7.

Esse modelo, que gera perfis como o mostrado na figura 2.8, foi proposto por Wolf
e Villain [10] em 1990, com o objetivo de descrever processos de deposi¢ao de va-
por nos quais as forcas de ligacao na superficie sao preponderantes. Das Sarma e
Tamborenea [11] independentemente propuseram em 1991 um modelo similar ao de

Wolf-Villain, no qual a particula procura apenas aumentar o seu ntimero de ligagoes.

Do ponto de vista experimental, esse modelo de deposicao tenta descrever diversos
aspectos fissicos observados em Epitaxia de Feixe Molecular (Molecular Beam Epi-
tazy - MBE) [2]. Em d = 1, resultados simulacionais [10] mostram que os valores dos

expoentes de enrugamento sao bastante proximos de

3 3
o 27/6 872

30 numero de ligacdes de uma particula corresponde ao nimero de particulas em contato com a
mesma e é sempre um numero entre 1 e 4 em d = 1.
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2.1.3 Lei de Escala de Family-Vicsek

Vimos na sec¢ao anterior que, para os modelos discretos nos quais existem correlagoes
espaciais, a rugosidade da interface gerada apresenta dois comportamentos distintos,
separados pelo tempo de saturagao. Vimos que para os modelos DARS, DAR, DB e
DAD sao validas as leis de poténcia (2.6), (2.7) e (2.8).

Tomando o grafico w x t, é possivel colapsar as vérias curvas obtidas para diferen-
tes valores de L, em uma unica func¢do f(u), chamada funcdo de escala. O método
desenvolvido para isso foi proposto por Family e Vicsek [12] em 1985 e consiste, ba-
sicamente, no fato de que a rugosidade dividida pela rugosidade de saturagao é uma

funcao do tempo dividido pelo tempo de crossover:

() 20

Substituindo as expressoes (2.7) e (2.8) em (2.9), obtemos a relacdo de escala de

tamanho finito de Family-Vicsek,

W(L,t) ~ LOf (L—) . (2.10)

m/L”Z:

Wvid v vvod v vl vl o]
10° 10' 10° 10° 10° 10° 10°
vl v vl il

100 10° 10* 10° 10?2 10t 10

t/L?

Figura 2.9: Aplicacao da lei de escala de Family-Vicsek para a DARS. Aqui temos m=0 e
variamos o tamanho L da rede. Dividindo as coordenadas horizontais por L? e as coorde-
nadas verticais por LY/2, obtivemos o colapso das diversas curvas em wma unica fungio e
constatamos a validade da expressao (2.9). No detalhe, mostramos os grdficos originais nao
colapsados.

A fungao f(u) apresenta dois regimes distintos, dependendo da escala de observagao:

f(u) ~ u” para u < 1, e f(u) = constante para v > 1. E importante notar que
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os dois regimes devem ser coerentes no limite u — 1 (t — t4), o que implica que os
expoentes de enrugamento nao sao completamente independentes. Fazendo ¢t = ¢, em
(2.6) e substituindo em (2.7), temos que t? ~ L%; tendo em vista (2.8) concluimos
que

Q@

=3 (2.11)

Na figura 2.9 ilustramos este método mostrando o colapso obtido para a DARS em

d =1, com m = 0 e alguns valores de L.

2.2 Equacgoes Estocasticas de Crescimento

Uma maneira natural de estudar os modelos de deposicao descritos na secao anterior
¢ implementar um algoritmo computacional que simule suas principais caracteristi-
cas. Contudo, uma outra abordagem também é possivel: podemos associar equagoes
continuas aos processos de crescimento e, através de um tratamento analitico, derivar
os resultados relevantes para caracterizar esses processos, tais como os valores dos
expoentes de enrugamento. Vamos utilizar o caso simples da DA para introduzir o
método que, em seguida, serd generalizado para os outros modelos, a partir de princi-

pios de simetria.

Inicialmente, introduzimos uma equacao diferencial com o objetivo de determinar

a variacao temporal da altura da interface:
Oh(x,t)
ot

onde ®(x,t) é o valor instantaneo do numero de particulas depositadas na posicao

= O(x,1) (2.12)

x da superficie, por unidade de tempo. Devido ao carater aleatério do processo, o
fluxo de particulas nao é uniforme, de maneira que podemos decompor ®(x,t) em

dois termos, reescrevendo (2.12) como
Oh(x,1)
ot

O primeiro termo, F', é uma constante e representa o nimero médio de particulas

= F 4 n(x,t) . (2.13)

incidentes na posi¢ao x, por unidade de tempo. O segundo termo é um ruido que,
para descrever bem as flutuagoes do processo, deve satisfazer as condigoes de um ruido

branco, ou seja, média nula e auséncia de correlacoes espago-temporais:

(n(x,t)=0; (2.14)
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(n(x,t)n(x,t")) =2D* (x —x)§ (t —t') . (2.15)

Se essas condigoes forem satisfeitas, temos que 7(x,t) segue uma distribuigdo gaus-
siana. E util reescrever a equagao (2.13) de maneira que a interface seja descrita a
partir de um referencial que se move com a mesma velocidade da sua altura média.

Para isso, escrevemos

onex,t) 9P o Okt — FY

ot ot ot
onde o termo F't é devido a velocidade de deslocamento da altura média. Porém, por

=n(x,t) .

simplicidade de notacao, iremos escrever

h(x,t) — F't = h(x,t) ,

onde fica subentendido que estamos lidando com a interface num referencial que se
move com a velocidade da sua altura média. Assim, temos

w =n(x,t) . (2.16)
As propriedades estatisticas da interface descrita pela equagao (2.13) sdo exatamente
as mesmas daquela gerada pela DA. Contudo, é importante ressaltar que, rigorosa-
mente falando, o modelo discreto de crescimento nao pode ser mapeado diretamente
na equagao diferencial. Isto ocorre porque a interface gerada nao é continua, mas
apresenta saltos e portanto nao é diferencidvel. Assim, a correspondéncia correta en-
tre (2.13) e o modelo discreto somente ocorre num regime onde as escalas espaciais

sejam muito maiores que o espagamento entre os sitios da rede (coarse-graining).

2.2.1 Principios de Simetria

Devido a simplicidade da DA, argumentos fisicos triviais sao suficientes para escrever-
mos uma equagao estocéastica de crescimento para este processo. Contudo, é necessario
introduzir um método mais abrangente para associar equacgoes estocasticas continuas

a modelos discretos um pouco mais elaborados, como por exemplo a DARS.

O método consiste em escrever uma equacao de movimento para a interface que
seja a mais simples possivel e que preserve as simetrias envolvidas no processo de
deposicao [2]. Nesta modelagem, a interface é descrita pela funcdo h(x,t), que assumi-
mos ser univoca e continua (diferenciavel). Inicialmente, reescrevemos a equagao (2.13)

de uma forma mais geral
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Oh(x, t)
ot

onde G(h,x,t) ¢ uma fun¢ao deterministica e n(x,t) é um ruido. No caso particular

=G(h,x,t) +n(x,t), (2.17)

em que G(h,x,t) é uma constante, digamos F', recuperamos a equagao (2.13).

Para determinar a forma da funcao G(h,x,t) para um modelo especifico, devemos
elucidar as simetrias envolvidas em sua defini¢ao. Para a DARS por exemplo, as

seguintes simetrias devem ser preservadas [2]:

i) Invariancia por translagao no tempo. Neste caso, a equagao deve permanecer
inalterada pela transformacao t — ¢ + J;, o que impoe uma independéncia em

relagao a escolha da origem temporal;

ii) Invariancia por translagao na diregao de crescimento. A equagao deve per-
manecer inalterada pela translacao h — h + d,, o que significa independéncia

em relagao a onde definimos h = 0;

iii) Invariancia por translagao na direcao perpendicular a de crescimento.
A equagao deve apresentar a simetria x — x+ 4., o que implica que G nao pode

depender explicitamente de x.

iv) Inversao e rotagao em torno da diregao de crescimento. Restringe a pre-

senca de derivadas espaciais de ordem ifmpar e exclui derivadas vetoriais.

v) Simetria Up/Down para h. As flutuagoes da interface devem ser estatistica-
mente equivalentes nas regioes acima e abaixo da altura média , o que significa
que a equacao deve permanecer inalterada pela transformacao h — —h. Esta

condicao de simetria é satisfeita apenas por interfaces em equilibrio.

Uma vez estabelecidas as simetrias envolvidas no modelo a ser estudado, podemos
definir quais termos serao utilizados na construgao da equagao estocéstica de cresci-
mento. Por exemplo, se desejamos estudar um modelo que preserve todas as sime-
trias descritas acima, devemos excluir da fun¢ao G o termo nao-linear (Vh)?, que

permanece invariante sob todas as transformacoes, exceto pela tltima.

2.2.2 Equacoes Lineares
Relaxagao Superficial

No modelo da DARS temos uma dindmica em que o fluxo de particulas é maior para

posicoes de minimo local que, na formulagao continua, correspondem a pontos onde
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a segunda derivada é positiva. Assim, a taxa de crescimento neste processo deve ter

um termo proporcional ao Laplaciano de h(x,t)
Oh(x,t)

ot
onde v é chamado de coeficiente linear. Para v > 0, regides correspondentes a “vales”

= vV?h(x,t) +n(x,t) , (2.18)

(V2h > 0) crescem a uma taxa maior que aquelas correspondentes a “picos” (VZh < 0).
Nesse caso, v pode ser associado a uma tensao superficial que tende a suavizar o perfil.

A figura 2.10 ilustra esse efeito.

1)

(b)

(©

Figura 2.10: Efeito da tensao superficial sobre a morfologia da interface. Em (a) aproz-
mmamos um pico em uma regido qualquer da interface por um “bump”, descrito por
uma gaussiana h(x,t). Em (b) mostramos a segunda derwada de h(x,t) que, como es-
perado € minima quando h(x,t) € mdzima. Finalmente, em (c) mostramos h(z,t +
§t) = h(x,t) + 6t V2h(x,t) - curva continua. Podemos ver nitidamente a suavizagdo
da interface comparando com h(x,t) - curva tracejada.

A equagao (2.18), conhecida como equagao EW, foi proposta por Edwards e Wilkin-
son [13] em 1982, com o objetivo de modelar a evolugao de interfaces rugosas onde,
além do processo de deposigao, ocorrem processos de sedimentacao. Esta foi a primeira
tentativa de se formular um escalonamento dindmico (dynamic scaling) para super-
ficies rugosas utilizando uma equagao continua [1|. Esta equagao é uma equagao de
Langevin linear [14] e pode ser resolvida por métodos de Fourier [13]| ou por argumen-

tos de escala [2]. Os resultado obtidos para os expoentes sao [13]
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em que d é a dimensao do substrato sobre o qual é realizado o processo de deposicao.

Nossos resultados, obtidos através de simulagoes em d = 1, corroboram estes valores.

Difusao

Na difusao superficial as particulas podem se movimentar em direcoes paralelas ao
substrato, gerando uma corrente j(x, t), também paralela a superficie. Tendo em vista
que o nimero de particulas nao se altera durante o processo difusivo, essa corrente

deve obedecer & equacao de continuidade
Oh(x,t)
ot

Como as particulas buscam maximizar o numero de ligagoes, devemos ter j(x,t) o

— VYV j(x, 1) . (2.19)

—Vu(x,t), onde u(x,t) é o potencial de ligagao ou potencial quimico. Porém, regioes
com curvatura positiva sao mais favoraveis ao aumento do ntmero de ligagoes do
que regides com curvatura negativa. Assim é razoavel escrever u(x,t) o< —V?2h(x,t),

donde

Oh(x,t)

ot
Esta é a equacao que descreve a DAD e foi introduzida independentemente por Wolf
¢ Villain [10] em 1990, ¢ Das Sarma ¢ Tamborenea [11] em 1991. Na figura 2.11

mostramos o efeito do termo —V*h(x, t) sobre a dinAmica de crescimento da superficie.

= —KV*'h(x,t) +n(x,t) . (2.20)

A equagao de difusao também ¢ linear e pode ser resolvida [2] para se obter

2.2.3 Equagoes Nao-Lineares

Consideremos agora o problema de escrever uma equagao de crescimento para a DB.
Neste caso, a teoria linear nao é suficiente e devemos introduzir um termo nao-linear
na equagao, devido a existéncia de um crescimento lateral na dindmica definida por

esse modelo, como podemos ver na figura 2.12.

Como vimos na subsecao 2.1.2, neste modelo de deposi¢ao a particula cai vertical-

mente e se fixa numa altura correspondente a um méaximo local. A interface gerada
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Figura 2.11: Efeito do termo —V*h(z,t) sobre a morfologia da interface. Novamente, em
(a) temos uma gaussiana h(z,t), em (b) a fun¢io —V*h(x,t) e em (c) mostramos h(x,t +
§t) = h(x,t) — 6t VAh(x,t) - curva continua - e também, para comparacio, h(z,t) - curva
tracejada.

por este processo é de nao-equilibrio pois a velocidade de crescimento excede a taxa
de deposi¢ao. Dizemos que existe uma for¢a motriz (driving force) perpendicular a
interface que estabelece uma direcao preferencial de crescimento e leva & quebra da
simetria up/down, o que conduz & necessidade de se acrescentar o termo nao-linear
(Vh(x,t))? [2]. Acrescentando este termo a equagao EW obtemos

W = vV2h(x,t) + A (V) + n(x, 1) , (2.21)
conhecida como equacgao Kardar-Parisi-Zhang, ou equacao KPZ, estudada por esses
autores em 1986 [15]. O coeficiente A é chamado de coeficiente nao-linear e estéa
relacionado a velocidade de propagacao da interface. Na figura 2.13 mostramos o
efeito do termo nao-linear sobre a morfologia da superficie, em analogia as figuras
2.10 e 2.11.

O modelo da DAR também é descrito pela equagao KPZ, cuja nao-lineridade nao per-
mitiu a obtencao de uma solugao exata para os valores dos expoentes de enrugamento
em qualquer dimensao. Entretanto, utilizando técnicas de grupo de renormaliza-

¢ao |15] pode-se obter, para d = 1,
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Figura 2.12: Indicagao da existéncia de crescimento lateral na DB. A condi¢ao inicial é um
substrato liso exceto por uma coluna localizada no centro da rede (em cinza claro). A medida
que particulas vao chegando ao sistema, uma estrutura em forma de drvore vai se formando
ao redor dessa coluna, indicando que a velocidade de crescimento € localmente perpendicular
a interface. Retirado de |2|, pdg.27.

—_

1
Oé—é ﬁ—g,Z——.

Utilizando argumentos de escala, é possivel demonstrar que a relacao a + z = 2 é

valida para qualquer dimensao [16].

Para esses modelos discretos descritos pela teoria nao-linear exposta nessa secao, €
importante observar que, devido & natureza nao-conservativa da dinamica, a veloci-
dade de crescimento é diferente da taxa de deposicao. No caso da DB, a velocidade
supera a taxa de deposigao (devido & formacao de um dep6sito poroso) e o inverso

ocorre na DAR (ja que particulas podem ser recusadas).

2.2.4 Classes de Universalidade

Classes de universalidade para processos de crescimento sao completamente determi-
nadas pelas propriedades de simetria e leis de conservagao subjacentes a esses proces-
sos. Considerando a expressao geral de uma equagao de crescimento, dada por (2.17),
ja foi discutido que a forma explicita da parte deterministica, G(x,h,t), depende
dessas simetrias e leis de conservagao atuantes no processo de crescimento. Baseado
nisso, podemos distinguir as dinamicas de crescimento entre conservativas,/nao-conser-
vativas e lineares/nao-lineares. A identificagdo de uma dinamica linear ou nao-linear
pode ser feita a partir da equagao que a descreve: obviamente, se houver apenas ter-
mos lineares na equagao de crescimento, a dindmica é linear - e.g. equagao EW ; claro,
se houver algum termo nao-linear na equagao, a dindmica também sera nao-linear -

e.g. equacgao KPZ.
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Figura 2.13: Efeito do termo nao-linear (Vh(z,t))? sobre a morfologia da interface. Nova-
mente, em (a) temos uma gaussiana h(x,t), em (b) a func¢io (Vh(z,t))? e em (c) mostramos
h(z,t +0t) = h(z,t) + 6t (Vh(z,t))? - curva continua - e também, para comparagao,
h(z,t) - curva tracejada. Podemos constatar claramente o crescimento mais acentuado nas
laterais do “bump”.

Dizemos que um processo de relaxacao é conservativo se ele conserva o nimero de
particulas incidentes sobre o sistema [2|. Na correspondéncia com as equagoes con-
tinuas, essa afirmacao se traduz no fato de que, se integrarmos os termos existentes na
equacao sobre todo o sistema, devemos encontrar um resultado identicamente nulo.
Como exemplo de termos conservativos temos V2h, V4h e V2(Vh)>. Termos que
nao possuem essa propriedade sao nao-conservativos e um exemplo seria o termo nao-
linear da equagao KPZ, (Vh)Q. E importante frisar que um termo néo-linear nao é

. . . , 2
necessariamente nao-conservativo, como ¢ o caso, por exemplo, do termo V? (Vh)*.

Quantitativamente, o conjunto dos valores dos expoentes de enrugamento para o pro-
cesso, define a classe a que ele pertence. Sob esse prisma, se dois sistemas possuem
os mesmos valores para os expoentes de enrugamento, dizemos que eles pertencem a
uma mesma classe de universalidade e obedecem a mesma equacao de crescimento.
Consideremos por exemplo a DB e a DAR em d = 1. Vimos anteriormente que esses
modelos possuem os mesmos valores para os expoentes de enrugamento (o = 1/2,
8 =1/3 e z = 3/2), o que implica que ambos sdo descritos pela mesma equagao,

em particular a equagdo KPZ (2.21), e dizemos que esses modelos estao na classe de
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universalidade KPZ. De maneira analoga, a DARS em d = 1 esta na classe de uni-
versalidade EW| caracterizada pelos expoentes a = 1/2, f = 1/4 e z = 2, derivados
da equac@o(2.18). Para a classe da DAD em d = 1 temos o = 3/2, f =3/8 ¢ z = 4.
Finalmente, a DA define uma quarta classe de universalidade, com 3 = 1/2. Neste
caso particular, os expoentes « e z nao estao definidos, ja que nao existe saturagao

nesta dinamica®.

4Se definirmos o expoente de rugosidade a partir da equacio(2.7), podemos dizer que oo — 0o, jd
que Wgsqr — 00, para qualquer tamanho do sistema.
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Capitulo 3
Automatos Celulares

De acordo com a segunda lei da termodinamica, quando removemos um ou mais vin-
culos internos de um sistema fechado, este atinge um estado de equilibrio no qual a
entropia é maxima (estado desordenado), se o processo for irreversivel [17|. Entre-
tanto, sistemas dissipativos, que interagem com um meio, podem evoluir de estados
desordenados para estados ordenados!, nos quais se observa a formacao de estruturas
complexas. A morfologia de flocos de neve e padroes de escoamento em fluidos tur-
bulentos sao alguns exemplos fisicos desse tipo de comportamento e intimeros outros
exemplos podem ainda ser retirados de diversas areas, tais como biologia, quimica,

computacao e ciéncias sociais.

Autoématos celulares (ACs) sdo modelos matematicos empregados na investigacao de
auto-organizacao e caos em sistemas dinamicos. Esses modelos sao assaz simples para
permitir analises matemaéticas detalhadas, nao obstante complexos o suficiente para
exibir uma enorme gama de comportamentos nao-triviais. Apesar do enfoque fisico
que daremos para os ACs neste trabalho, é notavel a interdisciplinaridade intrinseca
apresentada por esses modelos [4], que também s@o utilizados para estudar diversos
sistemas biologicos, problemas em teoria dos niimeros, processamento de imagens e

reconhecimento de padroes visuais, para citar alguns exemplos.

Autdomatos celulares podem ser deterministicos (ACDs) ou probabilisticos (ACPs),
de acordo com critérios que serao expostos adiante. Neste capitulo inicialmente intro-
duziremos os aspectos gerais que definem um AC. Em seguida, abordaremos alguns

exemplos de ACDs e ACPs, apresentando suas caracteristicas fundamentais e algumas

I Note que aqui ndo hd violagdo da sequnda lei da termodindmica pois, & medida que a entropia
do sistema diminui, a do meio que o contém aumenta, de maneira que no balanco final AS > 0,
onde S é a entropia total (sistema mais o meio)

24



das ferramentas que podem ser utilizadas para a obtencao de resultados importantes.
Finalmente, faremos uma ligacao dessa abordagem com o método que apresentaremos

nos capitulos seguites.

3.1 Definicoes

ACs foram originalmente introduzidos por von Neumann [18] ¢ Ulam [19] com o ob-

jetivo de modelar auto-reprodugao em sistemas bioldgicos. Outros nomes para esses

YARIN14

modelos podem se encontrados na literatura, tais como “estruturas celulares”, “auto-

matos tesselarios”, “estruturas homogéneas” e “arranjos iterativos” [4].

Segundo Wolfram [4], por definigdo, um AC possui as seguintes caracteristicas:

1. Espaco discreto: Um AC consiste num arranjo espacial discreto d-dimensional,

constituido de um numero finito de células ou sitios;

2. Tempo discreto: A dindmica de atualizagdo dessas células ocorre em passos

discretos de tempo;

3. Estados discretos: O estado de uma célula é definido por uma variavel dis-

creta;

4. Homogeneidade: Todas as células sao idénticas e dispostas em um arranjo

regular;

5. Atualizagao sincrona: Todas as células sao atualizadas simultaneamente em

cada passo de tempo;

6. Regras de atualizagao:

e Sao fixas durante todo o processo de evolucao do sistema;

e Dependem apenas dos estados da vizinhanga proxima da célula (regras

espacialmente locais);

e Dependem de estados em um ntmero finito de passos de tempo precedentes

(regras temporalmente locais);

e Podem ser deterministicas (ACDs) ou probabilisticas (ACPs).

Em suma, segundo Wolfram, um AC consiste numa rede regular e uniforme, geral-

mente finita em extensao, onde uma varidvel discreta é associada a cada sitio. Em
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passos discretos de tempo, o sistema evolui segundo regras fixas locais que associam o
estado de um sitio no instante ¢ com seu proprio estado e os estados de seus r primeiros
vizinhos nos 7 instantes de tempo anteriores. Em um dado instante, o estado de um
AC é completamente especificado pelo conjunto dos estados de todos os sitios que o
compoem. Dizemos que esses modelos sao triplamente discretizados: no espaco, no

tempo e nos valores que as quantidades fisicas podem assumir.

Considerando-se as caracteristicas enumeradas acima, fica claro que simulagoes com-
putacionais sao ferramentas cruciais na investigacao de ACs, que podem ser vistos nao
s6 como modelos matematicos para sistemas fisicos (e outros sistemas), mas como
modelos essencialmente computacionais. Normalmente, dadas as regras basicas de
evolucao de um AC, nao podemos inferir diretamente suas propriedades gerais, mas
seu comportamento sempre pode ser determinado a partir de simulagoes explicitas
em um computador. E, baseando-se em tais “experimentos computacionais”’, dados

empiricos podem ser obtidos e resultados teoricos podem ser inferidos.

Apos estabelecer as defini¢oes fundamentais, vamos considerar alguns exemplos de
ACs nas proximas segdes. Primeiramente iremos analisar o caso dos ACDs, através
dos autdmatos celulares elementares (ou automatos celulares de Wolfram) que, apesar
da enorme simplicidade de sua construgao, sao capazes de exibir comportamentos de-
veras complicados. Em seguida, definiremos o método de acumulacao introduzido por
Sales et al. [20], a partir do qual é possivel empregar toda a metodologia de estudo
de crescimento de interfaces rugosas e mostraremos também os resultados obtidos
pela aplicacao desta técnica aos ACs elementares. Finalmente, iremos apresentar
as principais caracteristicas de um exemplo cléssico de ACP, o automato celular de

Domany-Kinzel, que tem sido amplamente estudado nas dltimas décadas.

3.2 Automatos Celulares Deterministicos

Vamos considerar inicialmente os chamados automatos celulares elementares [4], ou
automatos celulares de Wolfram, que sao definidos em uma rede unidimensional com
L sitios, onde aplicamos condigoes periodicas de fronteira (o sitio 1 é vizinho do sitio
L). A cada sitio i associamos uma variavel binaria o;(t) € {0,1} e dizemos que o sitio
i esta ocupado ou ativo (desocupado ou inativo) no instante ¢t quando o;(t) = 1 (0).
Dessa maneira, o estado do AC no instante ¢ é especificado pelo conjunto {o;(¢) }iz1,.. -
Definimos a vizinhanca do sitio ¢ no instante ¢ como sendo o préprio sitio mais suas

adjacéncias, os sitios 7 + 1 e ¢ — 1, nesse mesmo instante de tempo. Assim, o estado
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de um sitio no passo de tempo seguinte, o;(t + 1), depende deterministicamente dos
estados o;_1(t), 0;(t) e o;41(1):

oi(t +1) = [ (05-1(t), 0i(t), 0is1 (1)) (3.1)

Ora, se temos 22 = 8 combinacoes possiveis para uma vizinhanca de trés sitios de
estados binarios, é claro que a regra que determinara a dinamica evolutiva do AC sera
dada a partir da especificacao de um resultado para cada uma dessas combinagoes.
Na figura 3.1 mostramos uma possivel regra para um AC elementar e, na figura 3.2,

exibimos alguns passos da sua evolugao.

111 110 101 100 011 010 001 000

IR

60 1 o 1 1 0 1 O

Figura 3.1: Possivel regra local de evolug¢ao para um AC elementar. Na primeira linha
mostramos cada uma das 23 = 8 combinacdes possiveis para wma vizinhanca de trés sitios de
estados bindrios e, na linha de baizo, o valor do sitio central no passo de tempo subsequente.
Essa regra pode ser vista como um numero bindrio de oito digitos, 01011010, cujo valor na
representacao decimal € 90.

010110110101011100010
100110110000010110101
t 111110111000100110001
000010101101011111010
000100001100010001000

Figura 3.2: Evolugao de um AC elementar. Todos os sitios sao atualizados simultaneamente
a partir da aplicagdo da regra 90, especificada na figura 3.1.

Dessa maneira, existem 2% = 256 regras distintas que podemos associar a um AC
elementar, ja que essas sao determinadas por qualquer nimero binario de oito digitos.
Por razoes de simplicidade, iremos nos referir a uma regra através do ntmero decimal
corresponde & sua representacao binaria. Na figura 3.3 mostramos os padroes gerados
pelas regras 90 e 22, a partir de um estado inicial no qual apenas o sitio central esta

ocupado.

Em um belo trabalho [4], Wolfram estudou profundamente os ACs elementares, dando
maior enfoque as regras que ele definiu como legais. Primeiramente, uma regra ¢ ile-

gal a menos que um estado inicial nulo, ¢;(0) = 0 Vi, permaneca nulo. Esse critério,
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chamado condigao de quiescéncia, exclui as regras impares (que terminem em 1
na representacao binaria). Em segundo lugar, regras legais devem possuir simetria
de reflexao, o que significa que as vizinhancas 100 e 001 devem fornecer resul-
tados iguais, o mesmo ocorrendo para 110 e 011. Dessa maneira, dentre as 256
regras possiveis, Wolfram estudou detalhadamente neste trabalho as 32 regras do tipo

Q1 Qi Qi3 Qg Qlo Crs 0y 0.

Regra 9() :‘. .“‘ Regra 22 “:. .:“

Figura 3.3: Padroes espago-temporais produzidos pelas regras 90 e 22 a partir de um estado
wmacial no qual apenas o sitio central estd ocupado. Para melhor visualizacao desses padroes,
um sitio ocupado € representado por wm asterisco, enquanto um espaco em branco indica um
sitio vazio.

Na maioria dos casos, ACs elementares evoluem irreversivelmente e, nessas situagoes,
suas trajetorias no espaco de configuragoes sempre conduzem para regioes atratoras,
que contém tipicamente uma fracao muito pequena de todos os estados acessiveis ao
sistema. Alguns desses sistemas possuem um comportamento de auto-organizacao, a
partir do qual observa-se a formagao de estruturas caracteristicas, mesmo partindo de
configuragoes iniciais desordenadas. A natureza desses atratores determina a forma
e a extensao dessas estruturas, que foram divididas por Wolfram em quatro classes
distintas [4]:

I - Pontos fixos homogéneos: ap6s um numero finito de passos de
tempo, o sistema atinge um estado homogéneo, no qual todos os sitios
possuem o mesmo valor (e.g. regras 0, 16 e 136). Partindo porém de
certas configuracoes iniciais excepcionais, o sistema pode nao evoluir
para esse estado, ingressando em ciclos nao-triviais. Todavia, a fracao
dessas configuragoes excepcionais decai rapidamente a medida que o

tamanho do sistema aumenta.
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IT - Periodicos: os padroes gerados sao constituidos por estruturas es-
taveis persistentes (e.g. regras 8, 24, 40 e 56) ou estruturas periodicas

persistentes, com periodos tipicamente curtos (e.g. regra 108).

IIT - Cadticos: padroes aperiddicos sao produzidos. As regras perten-
centes a essa classe possuem forte dependéncia das condigoes iniciais,
apresentando uma grande instabilidade com relagao a pequenas vari-
agoes nos estados iniciais (e.g. regras 18, 45 e 146). Esse comporta-
mento cadtico pode ser identificado observando-se a evolugao de um
AC definido pela diferenca entre um AC e uma copia sua, sobre a
qual se aplica um dano, que pode ser por exemplo a alteracao dos

estados de alguns sitios.

IV - Complexos: estruturas complexas localizadas sdo produzidas (e.g.
regra 110). O autor considera a possibilidade de que as regras per-
tencentes a essa classe possam apresentar a propriedade da univer-
salidade computacional: configuracoes iniciais adequadas podem es-
pecificar procedimentos algoritmicos arbitrarios, fazendo com que o
sistema funcione como um computador para aplicagdes gerais - gen-

eral purpose computer - capaz de avaliar qualquer funcao computéavel.

Na figura 3.4 mostramos alguns exemplos de padroes produzidos, para cada uma das

quatro classes de Wolfram.

Os ACs de uma mesma classe apresentam comportamentos qualitativos muito simi-
lares e a existéncia de tao poucas classes implica uma universalidade consideravel
no comportamento desses ACs elementares. Isso significa que muitos dos detalhes
da construcao de um AC sao irrelevantes na determinagao de seu comportamento
qualitativo.

3.3 Meétodo de Acumulacao

A metodologia para anélise de crescimento de interfaces rugosas também pode ser
empregada no estudo de ACs. Para isso mapeamos a dinamica de uma regra num
processo de crescimento, a partir de um método de acumulacdo [20]| definido através

da relacao
t

hi(t) = oi(r) (3.2)

T=1
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CLASSE 1 CLASSE I

Regra 136 Regra 24
CLASSE 1II
Regra 45 Regra 108

CLASSE IV
Regra 110

Figura 3.4: Ezemplos de padroes produzidos por regras em cada uma das quatro classes
de Wolfram. Aqui utilizamos uma configuracdo inicial aleatoria, com a metade dos sitios

-

ocupada. Novamente empregamos o esquema de visualiza¢cdo no qual um sitio ocupado €
representado por um asterisco, enquanto um sitio vazio € representado por um espaco em
branco.

onde h;(t) é a altura do sitio ¢ no instante t.

Dessa forma, é possivel enquadrar regras de ACs elementares em classes de universal-
idade, de acordo com o valor do expoente de crescimento 3, bem como o comporta-
mento do coeficiente de assimetria e da curtose da distribuicao de alturas da interface

gerada pelo processo de acumulagao.

Efetuamos uma analise detalhada dos ACs elementares das classes III e IV de Wol-
fram utilizando esta abordagem [21]. Algumas regras ilegais, cujos comportamentos
sao similares aos observados para essas classes, também foram estudadas. Realizamos
simulacoes em redes de tamanho L = 10% com condicoes periddicas de fronteira,

deixando o sistema evoluir até t = 10° e tomando a média de 100 amostras. Para
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algumas regras fizemos uma analise de tamanho finito para obter maior precisao nos
valores dos expoentes, enquanto que para outras fizemos um estudo assintotico com
L = 10? e deixando o sistema evoluir até ¢t = 107. Utilizamos como condicao inicial
uma distribuicao aleatoria de ocupagao para os sitios da rede. De acordo com os

valores encontrados para o expoente (3, observamos quatro comportamentos distintos:

e 7 =1 = correspondente a classe da Percola¢ao Direcionada Compacta
(CDP). O comportamento temporal linear da rugosidade ocorre de-
vido & formagao de blocos de 0s e 1s nos padroes gerados. Neste
caso, as alturas associadas aos blocos constituidos por 1s crescem
uma unidade a cada passo de tempo, enquanto as alturas associadas
aos blocos formados por Os nao crescem. Assim, a rugosidade da in-
terface cresce uma unidade a cada passo de tempo e a distribuicao de
alturas obviamente ndo é simétrica (encontramos valores nao-nulos
para o skewness e a curtose - dados pelas equagoes (2.4) e (2.5) res-

pectivamente). Apenas duas regras compoem esta classe: 73 e 109.

e #=0.83 £0.01 = valor préximo do correspondente a classe da Per-
colagao Direcionada (DP). Este valor também foi obtido para a tran-
sicao entre as fases congelada e ativa no ACP de Domany-Kinzel (a
ser discutido na préxima se¢do), quando um esquema simétrico de
atualizacdo ¢é aplicado [22, 23]. Nesta classe estao as regras 110, 124,
137 e 193 e para elas encontramos S = 0 (t > 10%) e K < 0 ( V¢ ).

e 7=0.66 + 0.01 — valor préximo do obtido na transicao entre as fases
congelada e ativa no ACP de Domany-Kinzel [22, 23|, porém quando
um esquema assimétrico de atualizacao é aplicado. Para esta classe,
constituida pelas regras 54 e 147, obtivemos S # 0 e K > 0. Obser-
vamos ainda a existéncia de um crossover independente do tamanho
do sistema, a partir do qual 5 =0.53+0.01e .S = K = 0.

e 7 =0.504+0.01 = valor correspondente & DA. Esta classe pode ser
dividida em quatro subclasses, de acordo com os comportamentos

observados para S e K:

m Para a primeira subclasse, constituida pelas regras 30, 45, 60, 75,
86, 89, 90, 101, 120, 105, 106, 120, 135, 149, 150, 153, 165, 169,
195, 225, encontramos S = 0 Vt e K — 0 muito rapidamente
(K = 0 para t > 10?). As regras pertencentes a essa subclasse

estao efetivamente na classe de universalidade da DA para todos
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os tempos e a equagao que descreve a evolucao desses sistemas é
(2.13).

m As regras pertencentes as outras trés subclasses possuem com-
portamentos diferenciados de S e K no inicio do processo, mas
vao assintoticamente para a classe de universalidade da DA. Na
segunda subclasse temos apenas as regras 18 e 183, para as quais
observamos oscilagdoes no comportamento inicial de S e K, que

atingem um valor nulo para t > 10% e t > 103, respectivamente.

m Na terceira subclasse, formada pelas regras 22, 146, 151 e 182,
S e K nao oscilam no inicio do processo, mas levam um tempo

maior para chegar a zero, da ordem de 10 e 103, respectivamente.

m Para a quarta e tltima subclasse, constituida pelas regras 122,
126, 129 e 161, temos que .S e K nao oscilam e muito rapidamente

atingem um valor nulo (¢ = 50).

Assim, podemos concluir que este método de acumulagao constitui uma boa ferra-
menta no estudo de automatos celulares deterministicos. Conforme veremos na secao

seguinte, os ACPs também podem ser estudados utilizando esta metodologia.

3.4 Automatos Celulares Probabilisticos

Os ACPs possuem exatamente as mesmas caracteristicas dos ACDs (vide pag. 25), ex-
ceto é claro pelas regras de atualizacao que agora sao probabilisticas. Dessa maneira,
o estado de um sitio em um dado instante de tempo dependerd probabilisticamente

dos estados de seus vizinhos no passo de tempo imediatamente anterior.

O autoémato celular de Domany-Kinzel (ACDK), introduzido em 1984, ¢ um exemplo
classico dentre os ACPs [24]. O ACDK é definido em uma rede unidimensional (com
condigoes periddicas de fronteira) de estados binarios (o;(t) € {0,1}) e vizinhanga de
dois sitios (i 4+ 1 e i — 1). Para as regras de atualizac¢ao, os autores definiram taxas de
transicao probabilisticas, segundo as quais p; é a probabilidade de o;(t+1) = 1, onde
J = 0i11(t) + 0i-1(t). Obviamente, a probabilidade de o;(t +1) = 0 é 1 — p;. Essas
regras sao do tipo totalisticas, pois dependem da soma dos valores correspondentes
aos estados dos sitios considerados. Ora, como o;(t) é uma variavel binaria, temos
que j € {0,1,2} e, atribuindo valores a pg, p; € pa, especificamos completamente uma
regra de evolugao para o ACDK.
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Fazendo py = 0, critério similar & condicao de quiescéncia discutida para os ACDs,
restam dois parametros de controle, p; e po. O ACDK apresenta dois regimes esta-
cionarios distintos, dependendo dos valores desses dois parametros: o sistema pode
atingir o estado absorvente no qual todos os sitios sao inativos, ou permanecer in-
definidamente com uma certa densidade de sitios ativos. Denominamos o primeiro
e o segundo regimes estacionarios respectivamente como fases congelada e ativa® e,
mesmo sendo unidimensional, o ACDK apresenta uma transi¢ao continua entre essas

fases.

Com base no método de acumulagao (3.2), Atman e Moreira construiram o diagrama
de fases para o ACDK, empregando o método do expoente de crescimento, introduzido
por esses autores [26]. Esse método consiste em estudar a interface gerada pelo pro-

cesso de acumulacao em termos da flutuacao da rugosidade, definida como

Sw(L,t) = /w?(L,t) — w?(L,0) . (3.3)

onde w?(L,0) é a rugosidade inicial (estado inicial do sistema). Na fase congelada
temos, no inicio da dindmica, éw(L,t) ~ t°. Mas com o tempo todos os sitios as-
sumem o valor nulo e a rugosidade satura. Fixando ps e variando p;, partindo da fase
congelada, podemos observar que a rugosidade satura em valores cada vez mais altos,
a medida que p; vai se aproximando da linha de transicao. Além disso, o valor do
expoente de crescimento  também vai aumentando. Na transicao a rugosidade nao
satura, crescendo indefinidamente com tempo num regime onde (3 possui um valor

mAaximo.

Na fase ativa temos § = 1/2 e, em regioes distantes da criticalidade, a dinamica
de evolugao do sistema ¢ descrita pela equagao (2.13). Porém, aqui o ruido n(x,t)
nao é branco, mas possui correlagoes espaciais e temporais de curto alcance. A auto-

correlagao do ruido decai exponencialmente e é descrita por |2, 23|

(n(x,t)n (%', 1)) ~ e PXV/E It/ (3.4)

onde £ é o comprimento de correlagao e 7 o tempo de correlagao, ambos finitos nesse
regime. Contudo, & medida que nos aproximamos da criticalidade, £ e 7 crescem e,
quando atingimos a transi¢ao, seus valores divergem e as correlacoes passam a ser de
longo alcance. Assim, a autocorrelacao do ruido passa a decair segundo uma lei de
poténcia |2, 23]

2 Na verdade, a fase ativa é constituida de duas fases, uma cadtica e outra ndo-cadtica [25].
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onde 3,, v, e v sao os expoentes criticos do parametro de ordem, do comprimento

de correlagao e do tempo de correlagao, respectivamente.

Os autores identificaram uma dependéncia do valor de  na transi¢ao, com relagao ao
esquema de atualizacao empregado, que pode ser simétrico ou assimétrico. Em am-
bos os esquemas de atualizagao as taxas de transicao probabilisticas sao especificadas
pelos parametros p;, a distingao residindo [23, 26] no célculo do indice j: no primeiro
caso j = 0;41(t) + 0;-1(t) e no segundo j = 0,_1(t) + 0;(t). Para o caso simétrico

[ ~ 0.83 e para o caso nao-simétrico 3 ~ 0.61 na transicao.
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Capitulo 4

Equacoes de crescimento: uma nova

abordagem

Nesse ponto iniciaremos a apresentacao das principais contribui¢oes originais deste
trabalho, como aplicagoes dos conceitos discutidos nos capitulos precedentes. Iremos
introduzir um método[27| para estudar equagoes estocésticas de crescimento, como as
apresentadas no capitulo 2. Como sera visto, esse método consiste no estabelecimeto
de um processo de crescimento de interfaces rugosas, para o qual atribuimos, em cada
instante de tempo, uma probabilidade de deposicao de uma particula para cada sitio
de uma rede unidimensional. Essa probabilidade depende das diferencas de alturas
entre sitios vizinhos, de uma maneira relacionada & parte deterministica da equagao

a ser estudada, e possui ainda dois parametros de controle, k e p.

Neste capitulo iremos discutir os resultados obtidos a partir da aplicagao desse método
ao estudo da equagao EW - (2.18) - e a equagao de crescimento com difusao - (2.20) -,
ambas em d = 1. Nosso principal interesse residiu no comportamento temporal da
rugosidade, a partir do qual obtivemos os expoentes correspondentes as classes de uni-
versalidade das equacoes estudadas. Além disso, variando o parametro x, observamos
um crossover entre o regime de DA e o regime descrito por cada equacao. Também
encontramos leis de poténcia para a rugosidade e o tempo de saturacao, em termos

desse parametro.

Estudamos ainda o comportamento do coeficiente de assimetria e da curtose, de acordo
com os valores dos parametros x e p, para cada uma das duas classes de universal-
idade. Finalmente, detalhamos o comportamento da velocidade de crescimento com

os valores desses parametros.
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4.1 O método

Considere uma rede unidimensional de tamanho L com condigoes periddicas de fron-
teira e inicialmente lisa. Em cada passo de tempo, todos os sitios dessa rede sao
visitados simultaneamente, de maneira que o sitio ¢ recebera uma particula no instan-

te ¢ com probabilidade p;(t), dada por

pi(t) = p e (4.1)

Aqui, 0 < p < 1 ek > 0 sao dois parametros de controle, fixos durante a dinamica,
e I';(t) € um kernel que depende das alturas do sitio ¢ e de seus vizinhos. A forma
funcional de I';(t) sera dada pela discretizacdo da parte deterministica da equagao de
crescimento que desejamos estudar que, no caso da equagao EW, é o laplaciano V2h(x)

e, para a equagao de crescimento com difusdo, é a derivada de quarta ordem —V*h(z).

Lembremos que a derivada de uma funcao h(z) é definida pelo limite

dh .. h(zx+ Az) — h(z)
dr — Al;lcrilo Ax '

(4.2)

Para o caso onde o espaco ¢é discreto, substituimos a variavel continua x pela variavel
discreta ¢ e ainda temos que a menor separacao espacial possivel é de uma unidade

de rede, ou seja, Az = 1. Assim, tendo em vista o caso discreto, obtemos

dh

No caso da equagao EW, cuja parte deterministica é proporcional a V2h(x,t), temos

Porém, aplicamos a translagdo i — i — 1 no lado direito da equagao (4.4) para obter

uma forma mais simétrica,

Li(t) = hipa(t) — 2hi(t) + hia(2) - (4.5)

Da mesma maneira, para a equacao de crescimento com difusao, na qual a parte

deterministica é proporcional & derivada de quarta ordem —V*h(x,t), temos

Di(t) = =hiya(t) = hia(t) + 4[hia () + hia (D)] = 6hi(2) - (4.6)

A parte estocastica das equagoes EW e de crescimento com difusao, representadas

por um ruido branco 7(x,t) - propriedades (2.14) e (2.15) -, é incorporada ao método
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quando impomos uma natureza probabilistica a ele, determinando que o sitio ¢ receba
uma particula no instante ¢ com probabilidade p;(t). A priori, ndo podemos afirmar
que a aleatoriedade presente no nosso método pode ser representada por um ruido

branco; esse fato serda mostrado a partir dos resultados simulacionais obtidos.

Podemos associar ao sitio ¢ no instante ¢ uma variavel de estado o;(t) = Vh;(t) =
hiy1 — h;. Dessa forma, podemos reescrever as equagoes (4.5) e (4.6) em termos dessa

variavel de estado, para obter expressoes mais compactas,

Vhi — Ty(t) = o5(t) — 051 (1), (4.7)

VA — Ty(t) = —0in () + 3[0s(t) — 011 ()] + 0ia(t) - (4.8)

Assim, podemos descrever a interface em termos dessa variavel de estado, sem perder
nenhuma informacao relevante para o desenvolvimento do processo de crescimento.
Posto que todos os sitios sao visitados em cada instante de tempo, com atualizagao
simultanea, podemos afirmar que o nosso método segue uma dinamica de ACs, ja que
aqui temos espaco, tempo e estados discretos, representados respectivamente pelas

variaveis discretas 7, t e o;(t).

Da maneira como definimos o método, através da equagao (4.1), eventualmente tere-

mos p;(t) > 1. Para este caso, impomos a condigao
pi(t) >1 = pi(t)=1 = h(t+1)=hi(t)+1.

Assim, para k e p fixos, existe um valor I',,..(p, k) tal que

Fi > I‘max - D = 1. (49)

Fazendo p; = 1 em (4.1), obtemos

1
Loz (p, k) = int (— — In p> , (4.10)
K

onde int(z) significa tomar a parte inteiral do niimero .

Com o intuito de simplificar a implementacao computacional do método, definimos

1T € um inteiro por definicao, por ser o resultado de somas e/ou subtragoes de alturas, que sio
varidveis inteiras.
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também um valor minimo para o kernel, abaixo do qual p; = 0. Esse valor, que

denominaremos I',,;,,, ¢ obtido a partir de (4.1), fazendo p; = 1071°. Assim, temos

1
Conin(p, k) = int {—E (Inp+10 In 10)}

10
= Thin(p, k) = Dpae — int <— In 10) ) (4.11)
K

O algoritmo de aplicagao do método pode ser representado esquematicamente através

do seguinte diagrama:

1. Calcule I'},4 € T'ynin para o par de valores k e p ;
2. Paral' =T, ..., Tinae , calcule p(T) ;
3. Parat=1, ... ,L:
(a) Calcule Iy ;
(b) Verifique se a condic¢ao I'; > T, € verdadeira ;
— Caso negativo, atribua a variavel auxiliar auz(i) o valor 0 ;
= Caso positivo, verifique se a condi¢ao I'; > I',,., é verdadeira :
— Caso positivo, faga aux(i) =1 ;

— Caso negativo, sorteie um ntmero x no intervalo 0 < x < 1. Se

x < pi(Ty), faca auz(i) = 1. Caso contrario, faca auz(i) = 0 ;
4. Parai=1,...,L, faga h; = h; + aux(i)

5. Faga t =t + 1 e volte para o item 3, até atingir o tempo maximo desejado para

0 processo de crescimento.

Como podemos observar no diagrama, a primeira condi¢ao a ser verificada pelo al-
goritmo é se I'; > I',,;,. Em seguida, observa-se a condi¢ao I'; > I'),.., para so
entao realizar o calculo de p;. Dessa maneira, devemos estabelecer uma importante
restricao sobre I',,,., para que nao haja uma incoeréncia com a definicao do método.

Pela equagao (4.1), temos que
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Assim, devemos impor a condicao

Fmax Z 1 Y

ja que I',,4. = 0 significaria, de acordo com o algoritmo, que
Fz‘ =0 = pi = 1

e, dependendo dos valores de k e p, a interface nunca deixaria de ser lisa pois, desde

o primeiro passo de tempo, cada sitio receberia um particula com probabilidade 1.

Dessa maneira, obtemos também uma restricao sobre os valores de k a serem es-
tudados:

— k<l <1> | (4.12)

Assim, restringiremos a aplicagdo do nosso método para valores de k que satisfacam
a condigao (4.12).
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4.2 Aplicacao a equacao EW

4.2.1 Expoentes de enrugamento

Inicialmente observamos a evolugao da interface para k = 0.1, p = 0.5 e L = 500,
como pode ser visto na figura 4.1 a esquerda, onde mostramos um perfil tipico para
esse conjunto de valores dos parametros. Em seguida, estudamos o comportamento da
rugosidade da interface gerada com p = 0.5, Kk = 0.1 e L = 200. Como pode ser visto
na figura 4.1 a direita, constatamos que a rugosidade de fato se comporta inicialmente
segundo a lei de poténcia (2.6), com [ proximo de 1/4 (apdés um curto transiente), até
atingir a saturacao. Para confirmar o valor do expoente de crescimento, mostramos
no detalhe a rugosidade dividida por ¢t/ em funcéo de ¢ para os mesmos valores de
k e p, porém aumentando o tamanho do sistema, fazendo L = 10%, 103 e 10?, até
t = 10° Nesse caso, uma curva horizontal implica 3 = 1/4 e, como podemos ver,
quanto maior o tamanho do sistema, mais proximo de 1/4 é o valor do expoente de

crescimento e mais tempo o sistema permanece neste regime.

400

300

100

10° 10" 10° 1?3 10" 10° 10° |

Ll vl il vl
0 100 200 i 300 400 500 100 101 102 103 104 105 106

t

Figura 4.1: A esquerda mostramos a evolu¢io de um perfil tipico para k = 0.1, p = 0.5
e L = 500, onde trocamos a cor das particulas a cada 50 passos de tempo e deixamos o
sistema evoluir até t = 750. A direita mostramos o grdfico da rugosidade w em funcio do
tempo t, para k = 0.1, p = 0.5, L = 200 e 20 amostras. A curva tracejada corresponde a

1/4

funcdo y = x*/*. Para confirmar o valor do expoente de crescimento mostramos no detalhe

a mesma curva para L = 10*, 103 e 102, na qual dividimos w por t1/4. Nesse caso, uma
curva horizontal indica 5 = 1/4.

Para obter os valores dos expoentes dinamico e da rugosidade, z e «, deixamos o
sistema atingir o regime de saturagao para alguns tamanhos de rede entre L = 25 e

L = 400, ainda mantendo fixos os parametros p = 0.5 e kK = 0.1. Conforme podemos
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ver no detalhe da figura 4.2, as curvas apresentaram um bom colapso para o = 1/2
e z = 2, confirmando a hipotese de que o nosso método, com o kernel definido por
(4.5), esta na classe EW em d = 1.

Figura 4.2: Fizamos p = 0.5 e & = 0.1 e variamos o tamanho do sistema, levantando os
grdficos da rugosidade w em func¢do do tempo t, para L = 25,50,100,200,300 e 400 - de
baizo para cima. No detalhe mostramos o bom colapso das curvas para os expoentes o = 1/2
ez =2.

Em seguida, fixamos L = 100 e p = 0.5 e estudamos os efeitos da variacao do
parametro k. Como pode ser visto na figura 4.3 a esquerda, identificamos um crossover
entre os regimes de DA e DARS dependente de k: a primeira inclina¢ao é 1/2, indo
para 1/4 em seguida. Denominando o tempo de crossover por t., observamos que
quanto menor o valor de s, maior o valor de t.. A direita na figura 4.3, na qual temos
L =250 e p = 0.5, mostramos o tempo de crossover t. como funcao do parametro .

Como podemos ver, foi possivel identificar uma lei de poténcia,

te ~ K> | (4.13)
com 2/, = —1.02(2).
Assim, para valores baixos de k, o sistema ficard mais tempo num regime de DA
com taxa p. De fato, quanto menor o valor de k, maior deve ser o valor de I';(¢) para

que p;(t) # p, ou seja, maior deve ser a rugosidade da interface para constatarmos a

existéncia de correlacoes espaciais no sistema.
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Figura 4.3: A esquerda, mantivemos L = 250 e p = 0.5 e levantamos os grificos da rugosi-
dade w em fungdo do tempo t para k =1072,1072 ¢ 10~! e apresentamos a média realizada
sobre 50 amostras independentes. Inicialmente temos 3 = 1/2 e em sequida 3 = 1/4, como
podemos constatar a partir da comparagio com as linhas tracejada e pontilhada, respecti-
vamente. A direita, mostramos o tempo de crossover t. em funcdo de K, para L = 250 e
p=0.5. Para k > 0.0075, os valores de t. sao bastante imprecisos.

Aqui percebemos que o parametro x do nosso método desempenha um papel seme-
lhante ao do parametro m, discutido na se¢ao 2.1.2: quanto menor (maior) o valor de
k (m), mais tempo o sistema fica no regime de DA. Contudo, existe uma distin¢ao
natural entre eles. O parametro m impoe uma tolerancia para a diferenca de altura
entre primeiros vizinhos (correspondendo a uma restrigdo na primeira derivada), antes
que correlacoes manifestem-se no sistema. Ja o parmetro x impoe uma tolerancia
para a curvatura local do perfil (restri¢ao na segunda derivada), antes que correlagoes

possam ser identificadas.

Ainda estudamos a dependéncia da rugosidade de saturacao e do tempo de saturagao,

Wsat € Ty, cOmM o parametro x e constatamos que

by ~ K™, (4.14)

Weat ~ K™, (4.15)

com «, = —0.511(5) e z, = —1.03(5), como pode ser visto na figura 4.4.
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Figura 4.4: Grdficos da rugosidade de saturag¢io e tempo de saturagdo, wsq € tx, como
funcées do pardmetro k, em escala logaritmica. Aqui temos L = 250, p = 0.5 e a média
realizada sobre 25 amostras. A curvas continuas representam os ajustes realizados sobre os
pontos obtidos por simulagoes.

4.2.2 Outros resultados

Nesta subsecao vamos apresentar os resultados obtidos para o comportamento do co-
eficiente de assimetria S e para a curtose K, definidos respectivamente em (2.4) e
(2.5), de acordo com os valores de k e p. Fixamos L = 10° e tomamos a média de
25 amostras independentes, nas quais deixamos o sistema evoluir até ¢ = 10*. Como
podemos ver na figura 4.5, analisamos trés casos separadamente: p = 0.1, 0.5 e 0.9.
Para cada valor de p fizemos x = 1073, 1072 e 107!, Nos trés casos, observamos que

S — 0 e K — 0 de maneiras distintas, dependendo do valor de k.

Para p = 0.1 e p = 0.9 observamos que S vai a zero tanto mais rapido quanto maior
for o valor de k. Também constatamos que, no primeiro caso, S decresce monotoni-
camente, enquanto que no segundo caso esta grandeza cresce monotonicamente com
o tempo. Para p = 0.5 observamos que S cresce até atingir um valor maximo, indo a
zero em seguida. Esse méaximo é tanto maior e ocorre tanto antes, quanto maior for
o valor de k. Os valores estacionarios de S oscilam quando p = 0.5, mas numa escala

muito pequena, de maneira que podemos esperar que S — 0 no limite em que L — oc.

Para o comportamento da curtose, constatamos que sempre temos K — 0, o que

ocorre mais rapido para valores maiores do parametro x. Para p = 0.1, esta grandeza
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decresce monotonicamente; para p = 0.5, K cresce monotonicamente com o tempo.
Ja para p = 0.9, observamos que K decresce monotonicamente com o tempo, exceto
para x = 0.1, quando observamos que essa grandeza assume valores negativos, para
em seguida ir a zero. Esse comportamento diferenciado dos demais é devido ao fato
de que, para p = 0.9, kK = 0.1 é um valor muito préoximo do limite definido através da

equagao (4.12), no final da segao 4.1.

25¢ ERS 0001 ] °

E J |\ — K=0U. |
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Figura 4.5: Coeficiente de assimetria S e curtose K como fungoes do tempo t, com p = 0.1,
0.5 € 0.9. Para cada caso fizemos k = 1073, 1072 e 107, e as simulagoes foram realizadas
sobre uma rede de tamanho L = 10°. Apresentamos a média de 25 amostras independentes.

Desses resultados podemos afirmar que a distribuicao de alturas dos perfis gerados
pelo nosso método, quando aplicado ao estudo da equacao EW, tende a ser simétrica

e decair como uma gaussiana, a medida que t — oo.

Também identificamos uma simetria no comportamento do skewness para p = 0.1
e p = 0.9, quando k é pequeno, conforme pode ser observado na figura 4.6. Quando
p = 0.1, temos que S — 0 partindo de valores positivos, o contrario ocorrendo para
p = 0.9. Essa observacao confirma a idéia de que para p = 0.1 temos uma taxa de

deposigao de particulas (sobre regides localmente lisas) igual & taxa de ocorréncias de
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“buracos” no caso em que p = 0.9, ou seja, sitios onde nenhuma particula é depositada.

2 p=0.1 k=10.01

1
=)
T

Figura 4.6: Simetria observada para S quando p = 0.1 e p=0.9. Mostramos esse resultado
apenas para k = 0.01, mas ele também € vdlido para valores menores desse pardmetro.

Nesse ponto, ja podemos afirmar sobre a natureza do ruido no processo de crescimento
gerado pelo nosso método. Os valores estacionarios nulos obtidos para S e K indicam
que o ruido presente na dinamica de crescimento estabelecida pelo método deve ser

um ruido branco, ou seja, deve possuir as propriedades (2.14) e (2.15).

A identificacao de um crossover entre os regimes de DA e DARS corroboram essa
inferéncia acerca da natureza do ruido no processo de crescimento. Pelo resultado

obtido para t. como funcao de k, temos que

limt, = oo, (4.16)

Kk—0
ou seja, quando Kk — 0 temos puramente um regime de DA, com a rugosidade
crescendo indefinidamente com o tempo, com 3 = 1/2, e para este regime ja sabemos
que o ruido é branco. Fora do regime de DA, sob o regime da DARS, o que nos garante
que o ruido é branco é o fato de termos encontrado os mesmos expoentes da classe de

universalidade EW, dentro da qual sabemos que o ruido possui essa natureza [2].
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4.3 Aplicacao a equacgao de difusao

4.3.1 Expoentes de enrugamento

Aplicamos a mesma metodologia, apresentada na secao 4.2, ao estudo da equacao de
crescimento com difusdo em d = 1, dada pela expressao (2.20). A parte determinis-
tica desta equacao ¢ proporcional & derivada de quarta ordem —V*h(x,t) e o kernel

¢ dado pela equagao (4.6).

Também para esta classe de universalidade obtivemos o comportamento esperado
para a interface. Inicialmente, observamos o comportamento da superficie gerada
com p = 0.5, Kk = 0.01 e L = 500, como pode ser visto na figura 4.7 & esquerda,
na qual mostramos um perfil tipico para esses valores dos parametros. A direita na
figura 4.7, mostramos a lei de poténcia (2.6), com [ proximo de 3/8, obtida como
regime inicial para a rugosidade, que vai em seguida para o regime de saturacao. Para
confirmar o valor do expoente de crescimento, realizamos simulagoes para sistemas
maiores, com L = 10?2, L = 10% e L = 10%, até t = 10%, como mostrado no detalhe
da figura 4.7. Nesse gréafico temos a rugosidade dividida por ¢*/® no eixo vertical, de
maneira que uma reta horizontal indica 5 = 3/8; como podemos ver, quanto maior o

tamanho do sistema, mais tempo este permanece no regime em que 3 = 3/8.

10°F
400
300
10'F
h 200 W
100
10°F 7 vl el ol ol ol ]
10° 10" 10° 1?3 10" 10° 10°]
0% 100 200 300 400 500 0 T 2 3 2 5 6 3

10° 10" 10
Figura 4.7: A esquerda mostramos a evolugdo de um perfil tipico para k = 0.01, p = 0.5 e
L =500, onde trocamos a cor das particulas a cada 50 passos de tempo e deixamos o sistema
evoluir até t = 750. A direita apresentamos o grifico da rugosidade w em funcio do tempo
t, para £ = 0.01, p = 0.5, L = 50 e 20 amostras. A curva tracejada corresponde & func¢ao
y = x3/%. Para confirmar o valor do expoente de crescimento mostramos no detalhe inferior
a mesma curva para L = 10%, 10° e 102, na qual dividimos w por t3/8. Nesse caso, uma
curva horizontal indica 3 = 3/8.
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Em seguida, ainda com « = 0.01 e p = 0.5, deixamos a rugosidade saturar para
sistemas com diferentes tamanhos, entre L = 20 e L = 60, para determinar os val-
ores dos expoentes dinamico e de rugosidade, z e a. Devido ao fato de o expoente
dindmico possuir um valor alto nesta classe de universalidade (z = 4) e lembrando
que o tempo de saturagao cresce com L? equagao (2.8), o custo computacional para
que o sistema atinja a saturacao é consideravelmente elevado. Por esse motivo, faz-se
necessario trabalhar com sistemas menores, quando se trata da classe do crescimento

com difusdo.

Como mostrado na figura 4.8, as curvas apresentaram um bom colapso para o = 3/2
e z = 4, confirmando os valores esperados para os expoentes de enrugamento na classe

do crescimento com difusao em d = 1.

10°F q
1, -
10t 1
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10t 4 ]
, t/L 1
| T wl | | T B RN TT R
10° 100 100 10° 10" 10° 10° 100 10°

Figura 4.8: Fizamos p = 0.5 e k = 0.01 e variamos o tamanho do sistema, levantando os
grdficos da rugosidade w em fungao do tempo t, para L = 20,25,30,40,50 e 60 - de baizo
para cima. No detalhe mostramos o bom colapso das curvas para os expoentes o = 3/2 e
z =4.

Para estudar os efeitos da variagao do parametro x nesta aplicacao do método, fixamos
L =50 e p = 0.5 e levantamos o comportamento temporal da rugosidade. Como
podemos ver na figura 4.9 a esquerda, obtivemos o comportamento esperado para a
interface gerada: a medida que diminuimos o valor de k, a rugosidade e o tempo de
saturagao crescem. Também identificamos um crossover entre o regime de DA, com
B = 1/2, e o descrito pela equagao de difusdo, f = 3/8. Assim como na aplicagao

do método a classe EW, notamos que o tempo de crossover t. cresce a medida que
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diminuimos o valor de x, como pode ser visto na figura 4.9 a direita.
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Figura 4.9: A esquerda temos as curvas da rugosidade w como fungdo do tempo t, com
L =50ep=0.5, para k = 0.01,0.02,0.03,0.05,0.1 € 0.2, de cima para baixo. Apresentamos
a média realizada sobre 100 amostras independentes. No detalhe temos k = 1076,1075,1074
e 1073, também de cima para baivo: a primeira inclinagio ¢ 1/2 e a sequnda 3/8, como
podemos constatar a partir da comparacdo com as linhas tracejada e pontilhada respectiva-
mente. A direita mostramos, para um sistema de tamanho L = 500, o tempo de crossover t.
como fungao do pardmetro k (pontos) e o ajuste obtido (linha continua,).

De fato constatamos as leis de poténcia (4.13), (4.14) e (4.15) para o tempo de
crossover, t., e para a rugosidade de saturacao e tempo de saturacao, wse € ty ,

respectivamente. Para os expoentes encontramos os valores

2, =—099(3) , ap=—0528(5), 2z =—111(6) ,

como pode ser observado nas figuras 4.9 (& direita) e 4.10.

- 0.528(5
— ®)

IR IO

1
10 2 -1 -2

Figura 4.10: Rugosidade e tempo de satura¢ao como fungoes do pardmetro k, para p = 0.5,
L =50 e 100 amostras (em escala logaritmica). Encontramos leis de poténcia com expoentes
x = —0.528(5) e z, = —1.11(6).
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Comparando os resultados obtidos para os expoentes 2., o, € 2z, observamos que 0s
valores encontrados sao bastante proximos nas duas aplicagoes do método discutidas
aqui, considerando a faixa de erro intrinseca a determinagao desses valores. Dessa
maneira, nao podemos utilizar esses expoentes para caracterizar uma classe de uni-
versalidade, dado que nao obtivemos valores significativamente distintos para as duas

classes estudadas.

4.3.2 Outros resultados

Agora vamos apresentar os resultados obtidos para o coeficiente de assimetria S e para
a curtose K, a partir da aplicacao do método a equacao de crescimento com difusao.
Assim como a rugosidade, S e K levam mais tempo para entrar no regime esta-
cionario, quando estamos trabalhando nesta classe de universalidade. Dessa maneira,

realizamos simulacoes para sistemas de tamanho L = 80.

Assim como fizemos na aplicagdo do método a classe EW, estudamos o comporta-
mento de S e K para p = 0.1, 0.5 ¢ 0.9 e, para cada um, fizemos x = 1073, 1072
e 107!, Deixamos o sistema evoluir até ¢t = 10° e, em todos os casos, constatamos
que S e K tendem a valores nao-nulos, mas muito proximos de zero. E esperado
que simulagoes em larga escala, com sistemas maiores, fornecam valores estacionarios
nulos para essas grandezas. Entretanto, o elevado custo computacional para obter

essa confirmacao impede a obtencao de resultados mais rigorosos.

Como pode ser visto na figura 4.11, observamos que para p = 0.1, o coeficiente de
assimetria parte de valores positivos, decresce até atingir um valor minimo negativo e
cresce em seguida, indo para um valor estacionario proximo de zero. Quanto maior o
valor de x, mais rapidamente ocorre a estabilizagao de S e mais elevado ¢é o valor min-
imo atingido por esta grandeza. O comportamento de S para os outros valores de p é
bastante similar ao observado para p = 0.1. Todavia, as curvas obtidas para S, nesses
casos, comega crescendo a partir de valores negativos, para decrescer em seguida até
um valor minimo, a partir do qual cresce novamente até atingir um valor estacionario
proximo de zero. Nessa aplicacao do método, nao identificamos uma simetria entre

os comportamentos de S para p = 0.1 e 0.9, como aquela observada na classe EW.

Ainda podemos fazer a seguinte anélise dos resultados obtidos para o coeficiente de
assimetria. Notamos que os valores obtidos sao proximos de zero em dois intervalos
de tempo: parat < t. et > t,. Esse fato, mais evidente para valores menores de

e p, significa que o ruido presente no processo de crescimento é gaussiano nesses dois
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trechos.

J& o comportamento da curtose é bastante similar nos trés casos, p = 0.1, 0.5 e

0.9. Inicialmente K cresce, até atingir um valor maximo e, em seguida, decai para um

valor estacionério negativo, préoximo de zero. O valor méximo é tanto maior e ocorre

em tempos maiores, quanto menor for o valor do parametro .
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Figura 4.11: Coeficiente de assimetria S e curtose K como fung¢oes do tempo t, com p = 0.1,

0.5 € 0.9. Para cada caso fizemos k = 1073, 1072 ¢ 107!, e as simulagées foram realizadas

sobre uma rede de tamanho L = 80. Cada curva corresponde a simulacdo de apenas uma

amostra.
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4.4 Velocidade de crescimento

Definimos a velocidade de crescimento de uma interface como sendo a taxa de deslo-

camento de sua altura média, ou seja,

dh(t)
— 4.1

onde h(t) esta definido em (2.1). Estudamos a dependéncia da velocidade de cresci-

(%

mento com os parametros k e p nas duas aplicagoes do método discutidas neste tra-
balho.

Em primeiro lugar, constatamos que a velocidade de crescimento das interfaces gera-
das pelas duas aplicagoes é constante durante todo o processo, como se pode observar
na figura 4.12. No detalhe dessa figura, onde temos L = 25,50, 100,500 e 1000, ve-
mos que v nao depende do tamanho L do sistema, ja que os resultados nao podem
ser distinguidos. A independéncia da velocidade com o tamanho do sistema ji era
um resultado esperado, tendo em vista que todos os sitios sao visitados e atualizados
simultaneamente, em cada instante de tempo. Variando p, identificamos uma forte
dependéncia da velocidade com esse parametro.

8x10°
7x10°
6x10°

5x10°

-y
o

3x10° 6x10° 9x10°

med 4x10°
3x10°
2x10°

0.1

1x10°

R lovvv vy L
2x10°  4x10°  6x10°  8x10°

Figura 4.12: Altura média como fungao do tempo para k = 0.01, na aplica¢ao & equagao
de crescimento com difusao. Os pontos representam os resultados simulacionais obtidos e as
linhas que os conectam sao meramente ilustrativas. Como podemos ver no detalhe, firamos
p = 0.5 e fizemos L = 25,50,100,500 e 1000: os resultados nao podem ser distinguidos.

Em seguida, fixamos p = 0.5 ¢ L = 100 e, variando o parametro x, deixamos o sistema

evoluir até ¢t = 103. Conforme podemos observar na figura 4.13 a esquerda, essa curva
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apresenta uma série de descontinuidades. A direita, mostramos o grafico I',,,, como
funcao de k para p = 0.5, o qual interpolamos para valores nao-inteiros de I'j,,..
Como pode ser visto, as descontinuidades identificadas ao variarmos x, correspondem

a valores desse parametro que, dado um valor fixo para p, fornecem I',,, igual a um

inteiro.
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Figura 4.13: A esquerda mostramos o grifico da velocidade como fungio do pardmetro r,
para p = 0.5 e L = 100, na aplicagao do método a equagao de crescimento com difusdo. Essa
curva € o resultado da média de 100 amostras independentes, nas quais deizamos a interface
evoluir até t = 103. No detalhe destacamos algumas das descontinuidades observadas para
essa curva. A direita temos Tyae em funcio de k para p = 0.5. Essa curva foi interpo-
lada para valores nao-inteiros de I'ypar. As linhas pontilhadas horizontais correspondem a
valores inteiros de I'yqe € as verticais indicam os valores correspondentes de k. No detalhe
mostramos a velocidade de crescimento como funcao desse pardmetro, com as mesmas linhas
verticais pontilhadas.

Logo depois, levantamos as curvas da velocidade em funcao de «, para outros valores
de p, nas duas aplicagdes do método, como podemos observar na figura 4.14. Anali-

samos esses resultados em dois regimes distintos, k < 1 e Kk > 1.

No primeiro caso, k < 1, temos que v(k) = p nas duas aplicagdes. Isso pode ser
facilmente entendido se pensarmos que

T;(t)

k—0 = "Y1 = pt)—p . (4.18)

Dessa maneira, como jé foi discutido anteriormente, nesse regime teremos uma DA
com taxa p e a velocidade de crescimento serda dada pelo valor desse parametro. Na
figura 4.15 mostramos um perfil produzido nos 20 primeiros passos de tempo, a partir

da aplicacao do método a equacao EW, com x = 0.01 e p = 0.5 ¢ 0.99.
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Figura 4.14: Velocidade de crescimento como funcio de k, para diversos valores de p. A

esquerda temos os resultados obtidos para a classe do crescimento com difusao e a direita,

os resultados obtidos para a classe EW.

Observamos um nitido aumento na velocidade de crescimento a medida que p aumenta.

Para p = 0.99, o perfil chega até uma altura de 20 unidades de rede em t = 20,

enquanto que, para p = 0.5, o perfil chega até uma altura de 14 unidades de rede

nesse mesmo tempo. Neste tltimo caso vemos um perfil bastante similar ao gerado

pela DA, mostrado na figura 2.1. Para o caso p = 0.99, é necessario deixar o sistema

evoluir por mais tempo para que o perfil apresente os mesmos aspectos qualitativos

daquele gerado pela DA.
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Figura 4.15: Perfis para o caso k < 1. Trocamos a cor das particulas a cada passo de tempo

e imprimimos hi(t) +t em vez de h;i(t) para que a visualizagao fique mais clara.

Consideremos agora o segundo caso, no qual x > 1. Para esse regime do parametro
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k, observamos que a velocidade tende para um valor estacionario independente de
K, ou seja v(k,p) — Vest(p). Estudamos a dependéncia de v,y com p, nas duas
aplicacoes do método, e obtivemos o resultado mostrado na figura 4.16. Como pode
ser visto, em ambas as aplicagoes observamos uma simetria de reflexao centrada no
ponto vee; = p = 0.5, como pode ser visto pela divisao ilustrativa fornecida pelas

linhas pontilhadas na figura 4.16.
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Figura 4.16: Grdfico mostrando a dependéncia de ves; com p. A esquerda apresentamos os
resultados obtidos na aplicagdo do método a equacdo EW e a direita na aplicacdo a equacdo
de crescimento com difusao.

Para entender o comportamento da interface nesse regime de x grande, formulamos
o seguinte raciocinio. Imediatamente antes do primeiro passo de tempo, o substrato
esta completamente liso, o que significa que [';(t = 1) =0e p;(t =1) = p, Vi. Assim,
apos o primeiro passo de tempo, teremos em média pL sitios escolhidos ao acaso para
receber uma particula. Nesse regime de x grande, existe um crescimento lateral, que
promove a formacao de platés e um subseqiiente crescimento de monocamadas. Isso

pode ser entendido observando-se o esquema mostrado na figura 4.17.

Os perfis para Kk = 10 e p = 0.01 e 0.99 até t = 20, mostrados na figura 4.18,
corroboram a idéia da existéncia desse crescimento lateral quando x > 1. Quando
p € muito baixo (= 0.01), a taxa de deposigao sobre regioes lisas também é muito
baixa, o inverso ocorrendo para p muito alto (= 0.99). Podemos perceber claramente
a simetria entre esses dois casos. A densidade de particulas depositadas sobre as
regioes lisas quando p = 0.01 é igual & densidade de “buracos”, ou seja, locais onde

nao é depositada particula alguma, quando p = 0.99.

o4



Figura 4.17: Esquema mostrando a existéncia de crescimento lateral quando k > 1. Nessa
situagao temos que T'j(t = 2) > Tpar para os sitios vizinhos aquele que recebeu uma particula
no instante t = 1, de maneira que p;(t = 2) = 1 para esses dois sitios, ao passo que
pi(t = 2) ~ 0 para a posicao que recebeu a particula em t = 1. Nos passos sequintes,
continuamos tendo p; = 1 para os sitios no extremo da camada que vai se formando.

A medida que aumentamos o valor de p, observamos um nitido aumento na velocidade
de crescimento da interface. Para p = 0.01, o perfil chega até uma altura de apenas
3 unidades de rede em t = 20, enquanto que para p = 0.99 o perfil chega até uma

altura de 19 unidades de rede nesse mesmo intervalo de tempo.
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Figura 4.18: Perfis para o caso k > 1. Novamente trocamos a cor das particulas a cada
passo de tempo e imprimimos h;(t) +t em vez de hi(t), para facilitar a visualizagao.
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Capitulo 5

Conclusoes e perspectivas

Estabelecemos um novo método para estudar equagoes de crescimento e o aplicamos
as equacoes EW e de crescimento com difusao, ambas em d = 1. Através de simu-
lacoes computacionais, o método, que possui uma dinamica do tipo autéomato celular,
forneceu os resultados esperados para os valores dos expoentes de enrugamento em
cada uma das duas classes de universalidade estudadas. Para a classe EW obtivemos

% 9 ﬂ g i 9 z g 2 J

enquanto que para a classe do crescimento com difusao encontramos

12

(67

Além disso, identificamos um crossover dependente de k entre dois regimes, o de DA
e o descrito pela equagao estudada. Constatamos que o tempo de crossover t., bem

como o tempo de saturagao e a rugosidade de saturacao, ty e wsy, dependem de &

!/
K?

segundo leis de poténcia, com expoentes que definimos como 2/, z. e «,, respectiva-

mente. Para a classe EW, obtivemos

a, = —0511(5) , 2z, =—1.03(5) , 2. =—1.02(2).

Para a difusao, encontramos

a, = —0.528(5) , 2. =-1.11(6) , 2. =—0.99(3) .

Dentro da margem de erro dos resultados obtidos para esses expoentes, podemos dizer
que seus valores sao os mesmos para as duas classes de universalidade consideradas.
Dessa maneira, esses expoentes nao podem ser utilizados para se caracterizar uma

classe de universalidade, haja visto que os mesmos valores foram obtidos para duas
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classes distintas.

Estudamos também o comportamento do coeficiente de assimetria S e da curtose K
da distribuicao de alturas das interfaces produzidas. Constatamos que essas grandezas
tendem a zero & medida que aumentamos o tamanho da rede, correspondendo & nossa
expectativa, ji que para as classes de universalidade estudadas temos S = K = 0 no

limite L — oo.

Finalmente, estudamos a velocidade de crescimento das interfaces geradas pelo nosso
método e identificamos uma dependéncia desta grandeza com os parametros x e p.
Observamos que, fixando um valor para p, o grafico da velocidade em funcao de k
apresenta descontinuidades para valores desse parametro que fornecem I',,,., = n,
onde n é um inteiro. Também notamos que, dado um valor fixo de k, a velocidade de
crescimento é tanto maior quanto maior for o valor de p, donde concluimos que este

parametro esté ligado a taxa de deposicao de particulas.

Em suma, foi possivel aplicar nosso método com sucesso ao estudo das classes de
universalidade EW e da difusao em d = 1, ja que obtivemos os resultados espera-
dos para cada uma delas. Além disso, novos aspectos surgiram quando variamos os

parametros que definem o método.

Como perspectivas, apresentamos a possibilidade de aplicacao do nosso método a
outras classes de universalidade, como por exemplo a classe correspondente & equacao
KPZ, que possui um termo nao-linear do tipo (Vh)?. Também acreditamos ser pos-

sivel aplicar o método com sucesso as classes estudadas (e outras!) em d = 2.
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Apéndice

Ntimeros Aleatorios

Neste apéndice descreveremos sucintamente o algoritmo que utilizamos para gerar
numeros aleatorios em nossas simulagoes. Consideremos por exemplo a simulacao do
processo de Deposigao Aleatoria (DA), no qual um sitio é escolhido aleatoriamente
em cada instante de tempo para deposi¢ao de uma particula. Para implementar esse

modelo, utilizamos o algoritmo mostrado no diagrama a seguir.

(i) Escolher um inteiro aleatério X no intervalo —M < X© < M, sendo M = 23!

(o maior inteiro de 32 bits ¢ igual a M — 1) ;

(ii) Tomar o moédulo para obter X1 = ‘X(O) ctal que 0 < XM <M

L-1
(iii) Multiplicar por £ para obter X® = TX(”, talque 0 < X® < L ;
(iv) Somar 1 para obter X® = X® + 1 tal que 1< X® < L;

(v) Depositar a particula no sitio i = X () acrescentando uma unidade na variavel
correspondente a sua altura.

Porém, para realizarmos o passo (i), precisamos de uma rotina que seja capaz de gerar
nimeros aleatorios dentro do intervalo indicado. E desejavel que essa rotina possua um
baixo custo computacional e produza uma seqiiéncia de ntimeros aleatérios com um
razoavel limite de confiabilidade ou seja, um periodo longo dentro do qual a seqiiéncia
seja efetivamente aleatoria. Existem diversas rotinas para realizar essa tarefa [28] e
neste trabalho optamos por utilizar um gerador congruencial, definido pela férmula

recursiva

Xpi1 = AX, + B, (1)
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sendo X,, um ntmero inteiro, X, ;1 o préximo nimero da seqiiéncia e A = 843314861 e
B = 453816693 sao chamados de nimeros mdgicos [29]. A aleatoriedade da seqiiéncia
independe da escolha da semente, X;. Nos computadores em que realizamos nossas
simulagoes, as variaveis inteiras dispoem de 32 bits de memoria, de maneira que
podemos escrever 232 ntimeros inteiros distintos. Com esses valores para o par de
ntimeros magicos A e B, a rotina (1) sorteia cada um desses 232 inteiros exatamente
uma vez, antes que a seqiiéncia se repita. Esta rotina claramente apresenta um baixo
custo computacional, ja que é composta por apenas duas operagoes basicas, uma

multiplicagao e uma adicao.

- smulacao LT\
102k = ajuste lei de potencia -> 3=0.4996(2 o oL
% 9 9 10 102
£ 2x10° 8x10° 1x10 2x10" 7
w i 40T T T
10°F 300 7

200

100

ok

224 e Ty AR VITY R RTITN R ENETTITY MW ETITN M ENRETITY SRR ETITE MU RETITY SRR RETITE R AT R

10
10° 10" 10* 10° 10" 105t 10° 10" 10° 10° 10™

Figura 1: Rugosidade w em fungao do tempo t, em escala logaritmica para a DA, utilizando
o gerador congruencial definido na equagao (1) deste apéndice. Aqui temos L = 1000 e defin-
1mos a deposicao de uma particula como sendo uma unidade de tempo. Como podemos ver
a partir do ajuste representado pela linha continua, temos = 1/2 para t < 108, indicando
que esse € o limite de confiabilidade do gerador empregado. No detalhe mostramos o mesmo
grdafico em escala linear, onde identificamos que o periodo de repeticao de fato corresponde a
232 > 4.3 x 10°, ou seja, todos os inteiros de 32 bits sio visitados antes que a seqiiéncia se
repita.

Para avaliar o limite de confiabilidade desse gerador, voltemos a considerar a DA.
Como sabemos, a rugosidade da interface (equagao (2.2)) produzida por este modelo
cresce com t'/2, indicando a inexisténcia de correlacdes no processo de crescimento.
Assim, a DA representa um bom teste para geradores de ntmeros aleatorios pois,
para obtermos o comportamento esperado, precisamos de uma seqiiéncia de niimeros

efetivamente aleatoérios.

Aplicando o gerador congruencial, definido na equacao (1) deste apéndice, na DA

obtemos o grafico mostrado na figura 1. Como podemos ver, a rugosidade cresce com
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B ~ 1/2 até t = 108, quando vai a zero e volta a crescer, oscilando entre esses dois
regimes. Dai podemos concluir que o limite de confiabilidade do gerador utilizado é

de aproximadamente 10® ntimeros.

Entretanto, este limite é ainda muito baixo para a maioria das aplicagoes e existe
uma maneira de aumentar significativamente o limite de confiabilidade desse gerador.
A solugao para contornar essa limitacao consiste em trocar periodicamente a semente,
fazendo com que a seqiiéncia reinicie em outro ponto. Assim, aproximadamente a cada
107 passos na geragao dos ntimeros aleatorios, substituimos X,, por X!, que ¢ obtido

a partir da expressao

Xv,z+1 = OX;L ) (2)

sendo C' = 65539 outro niimero mdgico. A seqiiéncia X/, se repete a cada 23°

passos, ou
seja, possui um quarto do limite de confiabilidade da seqiiéncia gerada pela expressao
(1). Porém, a rotina mista aumenta substancialmente o limite de confiabilidade do
gerador, possuindo um periodo maior que 10'*, como pode ser visto na figura 2. Esse

limite atendeu as necessidades de todas as simulagoes realizadas para esta dissertacao.

=S IRIALL IR B BRI IR B AL IR I AL IR B B ‘§
[ [+ simulacao E
0 ajuste lei de potencia =0.4998(4
102; i
w
100; i
-2: T cod v cvd e vl o el cid e cd ol vl u:
10100

10' 1% 10° 10' 10° 1° %07 1¢® 10° 10'° 10" 10 10"

Figura 2: Rugosidade w em fung¢ao do tempo t, utilizando o gerador congruencial definido
com uma rotina mista. Novamente temos L = 1000 e definimos a deposicdo de uma particula
como sendo uma unidade de tempo. Como podemos ver, o periodo de repeticao deste gerador
¢ maior que 10'3,
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