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RESUMO:

Nessa contribuicao, estudamos os chamados éxcitons indiretos em sistemas de dois
pocos quanticos, chamados sistemas bicamada. A primeira parte é dedicada ao estudo da
formacao dos éxcitons de forma esquematica. Para tanto, modelamos o a criacao de bdsons
a partir da aniquilacao de pares de férmions. Esse modelo apresenta uma transicao de fase
que argumentamos repesentar uma transicao entre estados com tunelamento de elétrons
entre as camadas e o estado de muitos corpos onde nao hé tunelamento. Esse estado
de muitos corpos é justamente o estado em que é possivel a formacao de condensado no
sistema bicamada e é comumente chamado de estado incompressivel. Dada a simplicidade
e integrabilidade do modelo é possivel estabelecer uma correspondéncia um a um por
exemplo entre as érbitas periddicas classicas e o espectro quantico. Além disso a transicao
de fase no limite classico esta ligada ao aparecimento de uma “separatriz”, que divide o
espaco de fase de forma que ele, a partir dali, conterd dois tipos de érbitas, nao apenas
orbitas fechadas.

Na segunda parte estudamos as condi¢oes microscopicas para uma possivel con-
densagao de Bose-Einstein dos éxcitons indiretos através de um estado de muitos corpos
que propomos para o sistema. A condicao ideal para a formacao de condensado se d&
quando o fator de forma da interacao Coulombiana é aproximado por uma funcgao delta,
pois assim os elementos fora da diagonal de longo alcance (off-diagonal long range order
- ODLRO) da funcao de correlagao exciton-exciton tende para uma constante no limite
termodinamico. Porém, como a interacao de Coulomb é de longo alcance, a transferéncia
de momento nao pode ser considerada nula, isso nos obriga a considerar que cada elétron
interage, nao s6 com o buraco localizado logo abaixo dele no poco adjacente, mas também
com os buracos vizinhos. Com isso, vemos que o mesmo critério leva a funcao ODLRO a
zero inviabilizando a foramacao do condensado, mesmo se condideramos a largura desses
éxcitons muito pequena.
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ABSTRACT:

In the present contribution, we have studied the so called indirect excitons in bilayer
systems. We separate this work into two parts, in the first we propose a schematic model
to study the formation of excitons from electron - hole pairs and in the second we study
microscopic conditions for the formation of a Bose Einstein condensate from excitons.

The proposed schematic model exhibits a phase transition which is signalized both
in the quantum and classical versions of the model. In this work we show that not only the
quantum ground state but also higher energy states, up to the energy of the corresponding
classical separatrix orbit, “sense” the transition. We also show two types of one-to-one
correspondences in this system: On the one hand, between the changes in the degree of
entanglement for these low-lying quantum states and the changes in the density of energy
levels; on the other hand, between the variation in the expected number of excitons for a
given quantum state and the behavior of the corresponding classical orbit.

In the second part, we have studied microscopic conditions for the occurrence of
the condensation. We use the coulomb interaction and an educated guess for the ground
state for excitons in the bilayer. The interaction induces the formation of excitons as
electron-hole pairs. We show that the ideal condition to condensate formation occurs
when the momentum difference in the electron and hole which form the exciton is zero.
In this situation, the off-diagonal long-range order (ODLRO) terms of the exciton-exciton
correlation function goes to a constant in the thermodynamic limit. If the momentum
difference is not zero, so the ODLRO terms go to zero and we have, according to this
criterium, no exciton condensation.
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CapriTULO 1

Introducao

Um éxciton é um estado ligado entre um elétron e um buraco em sistemas semi-
condutores, e isso se dé através da interacao de Coulomb. Os buracos, por sua vez,
sao estados elétronicos desocupados simulados por particulas de carga positiva de mesma
magnitude da carga eletronica. Existem vérios sistemas interessantes onde esse comporta-
mento esta presente [1-6]. Como elétrons e buracos possuem cada um spin 1/2, esperamos
que os éxcitons apresentem comportamento de bdsons, e existem indicagoes experimen-
tais para este comportamento. Sendo bdsons, é natural pensar que em algum sistema
serd possivel encontrar condensados de Bose-Einstem (BEC) de éxcitons. A condensagao
de éxcitons foi proposta pela primeira vez em 1962 [2,7], mas sofreu criticas ferrenhas de
céticos que nao acreditavam ser possivel ocorrer de fato uma condensacao em sistemas
excitonicos. Porém, existem hoje muitos experimentos mostrando evidéncias de sua con-
densacao [8,9]. Até 1967, todos os estudos eram propostos considerando os éxitons como
bésons verdadeiros, mas eles nao obedecem exatamente a estatistica de Bose. Quem pri-
meiro propds estudé-los através de seus componentes (elétrons e buracos) foram Keldysh
e Kozlov [10]. Um dos grandes desafios de estudar BEC dos éxcitons é escrever sua funcao
de onda em termos de componentes fermionicas, mas que, ainda assim, reconhecidamente
descreva o comportamento bosonico. A funcao de onda precisa, entao, conter coeréncia
de fase macroscopica, pois isso é uma conseqiiéncia importante das interacoes entre os
boésons.

Sistemas muito interessantes e extremamente ricos de efeitos fisicos, dentre os quais
podemos estudar éxcitons, sao aqueles formados por dois pogos quanticos submetidos
a fortes campos magnéticos. Esses sistemas tém sido estudados desde 1981 e sao um
pouco melhores para o estudo dos éxcitons do que as microcavidades. Isso se da porque
um éxciton em um semicondutor consiste em um elétron ligado a um buraco onde, na
maior parte dos casos, o elétron estd na banda de condugao e o buraco na banda de
valéncia. Nesse caso, os éxcitons sao opticamente gerados, criando elétrons e buracos em
numeros iguais que decaem rapidamente via emissao de luz. O curto tempo de vida deles
é um grande empecilho para o estudo de BEC em semicondutores. Por outro lado, em
sistemas bicamada, a grande separacao entre elétrons e buracos reduz a taxa na qual eles
se recombinam com fétons [11,12].



Capitulo 1. Introducao 2

Neste trabalho pretendemos contribuir para a questao, ainda em aberto, referente
a formacao de condensados de éxcitons indiretos que sao formados em sistema bicamada.
Em particular, nos chamou a atengao um trabalho [11] publicado na Nature em 2004 no
qual os autores, Eisenstein e MacDonald, descrevem um sistema de dois pogos quanticos.
O sistema estudado por eles apresenta evidéncias experimentais de condensacao de éxci-
tons. Com base nesse trabalho, nés nos propomos estudar como este comportamento se
manifesta nestes sistemas.

Primeiramente, com o intuito de investigar a transicao de fase elétron-buraco para
éxcitons de forma simples, mas sem deixar de ser realista, propusemos um modelo es-
quematico no qual a aniquilacdo de um par particula-buraco produz um bdson, onde o
parametro responsavel por essa interacao sera igualmente responsavel pela transicao de
fase. Estudamos o espectro do modelo e pudemos determinar a mudanga qualitativa no
comportamento de correlagoes do estado fundamental como fungao do parametro de aco-
plamento. Para isso utilizamos uma ferramenta que quantifica o emaranhamento dos dois
subsistemas (bdsons e férmions), e que tem sido muito utilizada também em informagao
quantica: a entropia linear. A entropia de von-Neuman (ou qualquer outra fungao con-
vexa) também poderia ser usada, mas a entropia linear é simples de calcular e por isso sera
utilizada neste trabalho. Além da mudanca radical nas correlagoes do estado fundamental
como funcao do acoplamento, observamos que todo o espectro parece sinalizar a transicao
de fase. Isso foi feito de vérias formas como sera mostrado em detalhes no capitulo 4. Es-
sas alteragoes espectrais tém o seu andlogo classico direto, e ao estabelece-lo, observamos
que existem dois tipos de orbitas no espaco de fase e em particular uma separatriz que as
divide. Esse comportamento é gerado variando o parametro de acoplamento que provoca
a transicao entre bdsons e férmions. A energia da separatriz corresponde quanticamente a
um estado de energia nula e hd um acimulo de niveis notavel em sua proximidade. Esta
parte do trabalho, que consiste da modelagem do experimento de tunelamento realizado
na referéncia [11], bem como a possivel formacao de bdsons encontra-se no capitulo 4.

A seguir, passamos a explorar os aspectos de muitos corpos mais realisticos do pro-
blema. A partir da interacao coulombiana e um “Ansatz” para o estado fundamental da
fungao de onda de muitos corpos, estudamos se as condigoes ODLRO se aplicam (ODLRO
que do inglés significa off-diagonal long-rang order é a condi¢ao para existéncia de conden-
sado mais aceita atualmente, mais detalhes na segao 3.2.2). Encontramos condigoes ideais
para a formacao de um condensado, i. e., a transferéncia de momento, proporcionada pela
interacao coulombiana, seja o mais proéximo possivel de uma funcao delta centrada no
zero. No entanto, mostramos que a conhecida natureza de longo alcance dessa interagao
pode prejudicar a formacao do condensado. Estudamos quao sérios sao os prejuizos para
a formacao do condensado, introduzidos pela largura em momento transferido associada
a interacao de Coulomb, mediante o critério ODLRO no capitulo 5.



CAPITULO 2

O Sistema bicamada

Nesse capitulo fazemos uma revisao a respeito do sistema bicamada. Para tanto,
na secao 2.1 vamos fazer uma revisao sobre os niveis de Landau, na se¢ao 2.2 fazemos uma
breve descrigao do sistema e dos éxcitons indiretos. Na secao seguinte, 2.3, fazemos uma
analogia de pseudo-spin para o sistema. Na seqiiéncia discutimos como conseguir que o
sistema possua meio preenchimento dos niveis de Landau em cada camada, resultando
no fator de preenchimento 14, = 1. E por fim mostramos evidéncias experimentais para
a coerencia entre as camadas, a presenca do estado coletivo e formagao dos éxcitons
indiretos.

2.1 Niveis de Landau

Para conseguir o estado no qual é possivel haver condensagao de éxcitons no sis-
tema bicamada, é necessaria a aplicacdo de campos magnéticos muito fortes. Por isso,
precisamos, inicialmente, entender como este campo afeta o sistema, e para este propé-
sito, comecaremos estudando os niveis de Landau, que sao formados devido ao campo
aplicado. Assim, o hamiltoniano de uma particula movendo-se em um campo magnético,
B , homogéneo e constante aplicado na dire¢ao de z como

~ N\ 2 5
H:i(*— fA) — i B (2.1)

onde p’'é o momento da particula, Ao potencial vetor e § o operador de spin. As constantes
m, €, ¢ e j1 Sa0, respectivamente, a massa e a carga da particula, a velocidade da luz e o
momento magnético. No calibre de Landau o potencial vetor é escrito como A= —Byyi
e reescrevendo a hamiltoniana, (2.1), temos:

. 1 /. e 2 p? p?
H:_< .+ B > v 4 Pe 2.2
2m P +c oY 2m  2m ( )

—

onde foi utilizado o fato de que V - A=0 e, portanto, p comuta com A.



2.1 Niveis de Landau 4

Nota-se que s, comuta com H e seu coeficiente em (2.2) é uma constante (inde-
pendente das coordenadas). Com isso sabemos que, como s, é conservado, a fungao de
onda é separavel em um produto de duas funcoes, uma de coordenadas e outra de spin.
Mas a funcao de spin é dada simplesmente pelos valores de §,, que sao 0 = —s, ..., s.
Podemos notar ainda que as coordenadas x e z ndo aparecem explicitamente em (2.2) e,
portanto, os operadores p, e p, também comutam com H (P € P, sao conservados). Com
isso podemos escrever a fungao de onda das coordenadas, (, apenas como:

o(7,y,2) = W/MErtP2)y (1), (2.3)

Calculando a equagao de Schrédinger, 13190 = Fp, e isolando a parte em x(y) temos:

m , h 0 p?
- ) —— + 2 B =F 2.4
5 Wely = 40) 2m8y2+2m psBoo | x(y) = Ex(y) (2.4)

onde

Yo = _Zka (25)

B
we = 20 (2.6)

mc

é a freqiiéncia cyclotron,

- -

é o comprimento magnético e k = p,/h. A equacao (2.4) é formalmente idéntica & equagao
de Schrodinger para um oscilador harmonico linear com freqiiéncia w, em torno do ponto
—[?k. Com isso, pode-se concluir que a constante F — % + uByo assume os valores
(n + %) hw., onde n é um numero inteiro. Assim, obtemos a seguinte expressao para os
valores de energia de uma particula em um campo magnético uniforme na direcao de z:

E Y b, — B 1 (2.8)
=(n+= . — o+ —=. )
2 KB T o

E as funcgoes de onda correspondentes, a menos da constante de normalizacao, N, sao
dadas por:



2.1 Niveis de Landau 5

—(y—yp)?

i, y,2) = Ve ePZe ™52 h, [(y — yo)/1] (2.9)

onde h,, s@o os polinomios de Hermite. Cada conjunto dos ¢, x(z,y, z) para um determi-
nado n é chamado de nivel degenerado de Landau [13]. No plano x — y, temos a energia
dada pelos dois primeiros termos de (2.8) e as fungoes de onda correspondentes sao dadas
pela equagao (2.9) a menos, ¢ claro, de e?=*. Considerando que o comprimento do sistema
na direcao x é L,, o nivel de Landau normalizado correspondente a energia mais baixa
(n = 0) pode ser escrito como

1 . —(y—y)?
Cor(,y) = oz, y) = ————e*e 2 (2.10)

(ILo/7)?

Uma vez que a energia nao depende de k (ou seja, de p,), o qual assume uma
seqiiéncia continua de valores, os niveis de energia sao continuamente degenerados. No
entanto, o grau de degenerescéncia torna-se finito se o movimento no plano x —y é restrito
a uma &rea finita S = L,L,, ainda que ela seja muito grande. Os valores possiveis de p,
tornam-se discretos mas, ainda assim, para cada nivel de Landau conseguimos um vasto
numero de orbitais degenerados. O nimero de valores possiveis de p, em um intervalo
Ap, seréd (L,/h)Ap,. Todos os valores de p, acessiveis sao tais que o centro da 6rbita que
o elétron descreve esta dentro de S, negligenciando o raio do circulo em comparagao com
o tamanho de L, e Ap, = eByL,/c. Assim o numero total de estados acessiveis ¢ dado
por eByS/he.

Um poco quantico pode confinar elétrons em planos de duas dimensoes e, aplicando
um campo magnético, podemos utilizar os resultados acima para estuda-los. Nessa situ-
acao, um parametro importante para o estudo de elétrons nos niveis de Landau é o fator
de preenchimento, v, que é definido como a razao entre o nimero de estados ocupados e
o numero total de estados existentes. Alternativamente, podemos definir uma densidade
de estados como 1 = (ndmero de estados)/S e redefinindo o fator de preenchimento em
termos dessas densidades temos que v = n/nry. E, pela discugao anterior, conhecemos a
densidade total de estados que é dada por nr. = eBy/he, entdao podemos escrever o fator
de preenchimento como

_h
_€BOI

Um fato curioso é que v nao pode assumir quaisquer valores indistintamente, seus valores

v

possiveis sao governados pelo efeito Hall quantico (Apéndice A). Além de v possuir
uma dependéncia explicita com do campo aplicado, também dependerd de qual sistema
estamos estudando, se é um sistema mono-camada, ou um bicamada, ou se possui mais
pocos quanticos no sistema.
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2.2 Excitons indiretos em sistemas bicamada

Um sistema bicamada, SBC, é aquele composto por dois pogos quanticos paralelos,
contendo, em cada camada, um gas de elétrons bidimensional, como esta esquematizado
na figura 2.1a. Ao ser aplicado um campo magnético forte (B ~ 5 T'), perpendicularmente
ao plano dos pocos na amostra, os elétrons passam a ocupar os niveis de Landau, como dito
anteriormente. Desse modo, cada nivel contém um grande niimero de orbitais degenera-
dos representados na figura 2.1b por quadradinhos. No esquema, os quadrinhos coloridos
representam orbitais ocupados e os brancos, desocupados. Nessa situacao, podemos estu-
dar o sistema através dos pares de Cooper, mas existe um artificio matemético que nos
permite ver as coisas de outra forma. Suponha que tenhamos um estado de n. elétrons
representado por |n.), suponha também que tenhamos os operadores usuais de criacao,
aL, e aniquilagao, ay, de elétrons em um estado k, de modo que ), azak|ne> = Ne|ne).
Por outro lado, é pssivel definir operadores para os estados desocupados da seguinte forma

—t - % .
a, = ay e a; = a; de tal maneira que

Z@Ldkme) = Z(l - alak)\nﬁ = (2 = ne)ne)

onde €2 é o nimero total de estados no sistema e {2—n, é o nimero de estados desocupados,
que chamamos de n,. Desse modo, os estados desocupados podem ser tratados como
particulas de carga positiva denominadas buracos. Esse procedimento é matematicamente
exato [14] e recebe 0 nome de transformagao particula-buraco. Fazer essa transformagao
em um dos pogos no SBC facilita o entendimento do estudo de BEC, isso porque os bdsons
formados por particula-buraco sao mais faceis de entender e trabalhar do que os pares de
Cooper. Esta transformagao esta esquematizada na figura 2.1c. Note que a transformagao
foi feita na camada de baixo (em 2.1c) e, por isso, os quadradinhos que eram brancos na
parte b da figura 2.1 tornaram-se verdes na parte c, representando os buracos, e os orbitais
eletronicos ocupados (quadrinhos azuis em b) passam a representar orbitais de buraco
desocupados (quadrinhos brancos da camada de baixo em c). A interacao dos elétrons
(em niveis nao transformados) com os buracos é entao atrativa. Assim, os elétrons de
um pocgo tendem a se ligar aos buracos do poco adjacente e a este estado ligado damos o
nome de éxciton indireto [11].

Quando o poco sofre uma transformagao particula-buraco, seu fator de preenchi-
mento muda de v para 1 — v. E no caso em que o sistema possui mais de uma camada,
definimos entao o fator de preenchimento total como v, = >, 1; onde i é o indice que
rotula cada uma das camadas, transformadas ou nao. Nesse trabalho vamos nos restringir
apenas a sistemas com vr,; = 1. A obtencao deste estado nao é trivial e sera discutida
em mais detalhes na segao 2.4.

Em sistemas com um tnico poco, os valores inteiros de v representam estados
onde a interacao entre as particulas nao é muito importante e podemos considera-las nao-
interagentes. Mas em SBC tanto efeitos de uma particula quanto o regime de muitos
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Figura 2.1: Em a temos uma representacio esquemdtica dos dois gases de elétrons bidimensionais,
um em cada po¢o. Em b é aplicado um campo magnético forte B perpendicular ao plano dos pogos. Os
quadradinhos representam os orbitais de algum nivel de Landau, onde os quadrinhos coloridos representam
orbitais ocupados e o brancos desocupados. A parte c esquematiza a transformacao particula-buraco
onde 0s quadrinhos vemelhos e verde sao elétrons e buracos, respectivamente, e os brancos sao orbitais
desocupados de elétrons no pogo ou de buracos [11].

corpos podem ser estudados com v, inteiro, ou seja, v; semi-inteiro em cada camada.
No sistema mono-camada, estados com fator de preenchimento que possuem denomina-
dor par sao muito dificeis de serem observados e, mais ainda, de serem explicados; ja em
sistemas de dois pocos eles sao experimentalmente robustos e teoricamente bem entendi-
dos. Com um poco apenas, a repulsao de Coulomb entre cada par de elétrons s6 depende
da distancia entres eles no plano 2D. Para sistemas de dois pocos isto obviamente nao
é verdade; a separacao fisica das camadas faz com que as interagoes entreparticulas em
pocos diferentes sejam mais fracas que as interacoes entre particulas dentro do mesmo
poco. Essa assimetria é a principal razao para estados de v; = 1/2 serem encontrados
em sistemas com dupla camada (mais detalhes na secao 2.4). A segunda diferencga critica
entre os dois sistema é a existéncia de tunelamento entre os pogos no SBC. Porém, em
amostras onde a barreira é estreita mas muito alta, o tunelamento pode nao ser impor-
tante, enquanto que os efeitos da interacao de Coulomb entre as particulas em diferentes
camadas sao essenciais [15-17].

2.3 Sistema bicamada no formalismo de pseudo-spin

Considerando que os pocos sao idénticos, e que os elétrons do sistema estejam
ocupando apenas o mais baixo dos niveis de Landau, podemos utilizar o formalismo de
pseudo-spin, PS, para descrever o sistema. A idéia é que cada elétron pode estar em um
dos pocos, o de cima ou o de baixo, e nos referimos a estes dois estados como PS para
cima, g, ou para baixo, g|, respectivamente. A componente z da densidade de PS

(6} (Mer(7) — o] (Mo () (2.11)

DN | —

5*(7) =

representa a diferenca na densidade de carga local entre os pogos. As componentes x e y
do PS podem ser combinadas para formar operadores de tunelamento
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S = 15! = 50l (s (212

As forcas de Coulomb sao explicitamente dependentes do PS, ja que as interagoes
entre elétrons dentro de cada pogo e em os pogos diferentes nao sao iguais. Seja V! a
transformada de Fourier com respeito as coordenadas planares, (z,y), do potencial de
interagao entre um par de elétrons no mesmo pogo e seja V.2 a transformada de Fourier
para um par de elétrons em pocos diferentes. Se desprezarmos a espessura finita de cada
poco, temos que

Vi=2re?/eq e VZ =y} (2.13)

onde d é a separacao entre as camadas [18]. A parte da Hamiltoniana de interagao que
depende do PS pode ser escrita como

V=2) ViSist,. (2.14)

onde K representa o vetor de onda, S, a transformada de Fourier da densidade de spin e
Vi =3V —=V2). Como V! > V2 entao V7 ¢ sempre positivo. Se a orientacao do spin
move para fora deste plano tal que (S*) # 0, a energia aumenta, logo a equacao 2.14 V faz
com que o sistema mantenha os spins no plano xy [19]. Por causa disso, a simetria de PS
na Hamiltoniana é reduzida de SU(2) para U(1). Além disso, ela aumenta as flutuagoes
quanticas no sistema. Entao o spin total nao é mais um bom nimero quantico. Entretanto,
para pequenas separacoes entre os pocos, esperamos que as flutuagoes quanticas sejam
pequenas. Com uma separacao muito grande, podemos esperar que as flutuagdes sejam

dominantes e desacoplem os dois pogos.

Na auséncia do termo de quebra de simetria (d = 0), o estado fundamental exato
para v = 1 é bem conhecido, ja que ele é simplesmente um nivel de Landau de pseudo-spin
completamente ocupado. Como uma primeira aproximacao para d finito, podemos assumir
que os autoestados permanecem exatamente os mesmos, mas uma mudanca na energia
levanta a degenerescéncia entre os estados do nivel de Landau, favorecendo aqueles com
S* ~ 0. Isto é, podemos assumir que o vetor de PS seja ainda completamente polarizado
e sem flutuagoes, mas agora se localiza no plano zy. Considere um exemplo especifico do
estado que tem seus pseudospins orientados na diregao de z, tal que ele seja um autoestado
de S” total

—_

=15k +af)l0), (2.15)
k

[\3

onde £ ¢ o indice dos orbitais no nivel de Landau mais baixo, aLT (aL |) cria um elétron na
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camada de cima (baixo) e |0) é o vacuo eletronico. Construido dessa forma, este estado
tem todos os orbitais preenchidos e por isto v, = 1. Na presenca de tunelamento, este é
o estado fundamental exato do sistema nao-interagente [12]. Isso porque, nessa situagao o
numero de elétrons em cada poco é incerto, e este ¢ um estado coerente com incerteza em
S?, ja que cada elétron esta em uma combinagao linear de PS para cima e para baixo. Mas
0 que queremos argumentar é que ele também deve ser uma boa aproximagao para o estado
fundamental do sistema na auséncia de tunelamento, isso porque ele tem uma energia
de Coulomb favoravel [12]. Entao, estamos assumindo que o sistema espontaneamente
quebra a simetria U(1) associada com a conservagao da diferenga de carga dos pogos. Isso
ocorre espontaneamente devido a efeitos de interacao pois, assim, nao existe a necessidade
de tunelamento entre elétrons nos pocos. A energia do elétron, porém, nao pode ser
sensivel a fase relativa entre os dois pocos, entao, terd energia igualmente boa, qualquer
estado coerente da forma

(ck; +e™cf))]0). (2.16)

DO | —

) =1]

Esse é o estado de superposic¢ao corresponde ao PS localizado no plano zy, inclinado por
um angulo v com o eixo x.

No estado fundamental do sistema com pequena separagao entre os pocos, a fase
é arbitraria, mas é a mesma para todos os elétrons [3]. O sistema é entdao completamente
pseudo-spin polarizado. Existe uma completa incerteza em identificar em qual pogo o
elétron se encontra. Para ver isso, imagine que duas particulas se aproximam uma da
outra, na auséncia de tunelamento. Elas estao em uma superposicao linear dos estados
de cada poco. Se essa superposicao é caracterizada pela mesma fase, a funcao de onda é
simétrica sob troca do PS. Entao a funcao de onda espacial é antisimétrica e deve anular-
se com a aproximacao das duas particulas. Isto minimiza a energia de Coulomb e faz
com que cada elétron evite ao maximo seus vizinhos em ambos os pogos, caindo em um
estado incompressivel. Nestas condi¢oes, podemos imaginar que, se as camadas estao
no estado de meio preenchimento, a configuragdo mostrada na figura 2.1b apresentara
quadrinhos brancos e coloridos alternados como em um tabuleiro de xadrez, de modo
que os quadrinhos vermelhos a camada de cima estejam localizados sobre dos quadrinhos
brancos da camada de baixo.

2.4 Estados com vy, =1

O estado em que estamos interessados neste trabalho é aquele que possui vy, = 1,
devido ao meio preenchimento em cada pogo. Contudo, existe outra forma de se obter este
estado além do meio preenchimento. Isto se da quando o tunelamento torna-se relevante,
mas os efeitos da interacao de Coulomb entre os pogos tornam-se pouco importantes.
Nesse caso, os estados do sistema tornam-se uma combinacao simétrica ou antisimétrica
(equagao (2.16)) com uma energia de gap, Agas, entre eles. Esta energia depende da
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altura e da largura da barreira de separacao. A existéncia dessa nova energia de gap
afeta profundamente o espectro dos estados quanticos observados. Na situacao de campo
magnético forte a separagao dos niveis de Landau é maior que Agag, entao o nivel mais
baixo do sistema fica sendo composto por apenas estados simétricos [12]. Nesse caso, o
estado com vr,; = 1 é aquele no qual todos os estados simétricos estao ocupados.

Se, por outro lado, a barreira é muito fina mas muito alta, o tunelamento pode ser
pouco importante, enquanto os efeitos de Coulomb sao essenciais, criando as condi¢oes
necessarias para a ocorréncia do meio preenchimento em cada pogo. Mas este estado
depende criticamente de um delicado balango entre as interacoes eletronicas na mesma
camada e as interagoes de camadas diferentes. Esse balanco é convenientemente parame-
trizado pela razao d/l, onde d é a distancia de separagao das camadas e [ o comprimento
magnético (equacao (2.7)). Dado que, para um certo valor de B, [ é proporcional a se-
paragao média entre os elétrons da mesma camada, d/l é proporcional a razao entre as
energias de interacao de Coulomb dos elétrons, no mesmo poco e em pocos diferentes.
Essa razao precisa ser da ordem de 1 para que o estado de nosso interesse seja estavel [12].
Nessas condigoes, os elétrons sao forcados a evitar seus vizinhos em ambas as camadas.
Esse fato é que induz a um estado com meio preenchimento em cada poco, fazendo com
que vro = 1. A delicadeza deste estado se encontra exemplificada na figura 2.2, que ilus-
tra os dados da resistividade de duas amostras com duplo pogo quantico diferindo apenas
na concentracao de cargas e na largura da barreira. Ambas mostram claramente estados
com vy = 2;2/3 e evidéncia do estado v, = 4/5. Entretanto, para vr, = 1 as duas
curvas diferem drasticamente; a amostra com densidade mais baixa e barreira mais fina
(linha continua da figura) exibe claramente a presenga do estado com v, = 1, enquanto
a outra (linha pontilhada) nao apresenta este estado. Mas como a barreira afeta tanto a
probabilidade de tunelamento quanto as correlacoes da interacao de Coulomb, e a con-
centracao de cargas controla apenas a dinamica em cada pogo, nao é ébvio, a principio,
que o estado v, = 1 esteja presente em uma amostra e nao esteja na outra.

Para determinar como se da essa diferenca tao pronunciada entre as amostras apre-
sentadas, e realmente esclarecer a diferenca entre os regimes de tunelamento e de efeitos
de muitos corpos em estados com v, = 1, consideremos o diagrama de fase [12, 20]
mostrado na figura 2.3. O eixo horizontal reflete a forca do tunelamento que é proporci-
onal a Agss e inversamente proporcional a energia de Coulomb, e?/el. No eixo vertical
temos a separacao entre o centros dos pocos, normalizada pelo comprimento magnético.
Nota-se que o efeito Hall Quantico (QHE na figura) é destruido com o crescimento da
separacao entre os pocos quando o tunelamento é mantido constante, ou seja, medidas da
resistividade longitudinal nao mais apresentam o comportamento caracteristico mostrado
na figura 2.2. A linha tracejada no diagrama de fase da figura 2.3 mostra a localizagao
estimada da fronteira entre a existéncia do regime Hall e a nao existéncia deste regime.
Se d/l é grande o suficiente, o gap de tunelamento é destruido e com isto o efeito Hall
quantico. Mas, este fato ¢ insuficiente para explicar o motivo da fronteira entre as fases

10
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Figura 2.2: Resistividade longitudinal, pr., a 0,3 K de temperatura versus B (normalizado
pelo campo necessdrio para produzir o estado com v = 1) para duas amostras iguais exceto
pela largura da barreira e densidade de carga. A curva pontilhada corresponde a amostra com
d=40 A° en=1,45 x 10" em™2 e a curva continua d = 30 A° en = 1,26 x 10tem=2 [20].

interceptar o eixo vertical em um valor nao nulo de d/I. Por outro lado, isto é uma evidén-
cia convincente de que o estado com v, = 1 existe no limite de tunelamento zero, como
previsto teoricamente na referéncia [15]. Nesse caso, a ocorréncia da transi¢ao de fase com
o crescimento de d/l é inteiramente devido a efeitos da interagdo de Coulomb [16,18,21].
Mas, conforme sugere a distribuicao dos pontos na figura, a mudanca entre os regimes
deve ocorrer continuamente, nao existindo um fronteira clara entre estes comportamentos.

2.5 Evidéncias experimentais
2.5.1 Coeréncia entre as camadas

Ainda na figura 2.3, podemos argumentar, sob algumas indicagoes experimentais,
que o poco duplo com vr,; = 1 pode mostrar ordem de fase de pseudo-spin coerente
sobre grandes comprimentos de escala, e exibir excitagoes que sao de natureza altamente
coletivas. Considere primeiramente o limite de forte tunelamento e o espacamento entre
as camadas extremamente pequeno. Nesse caso, cada elétron estda em um estado simétrico
do SBC. O sistema é completamente PS-polarizado ao longo da dire¢ao Z (equagao 2.15),
e o gap de excitacao é justamente Agag, se ignoramos as interagoes entre os elétrons [3].
Podemos esperar um aumento no gap pela adicao do termo de interacao de Coulomb. Se
o tunelamento é removido, o estado Hall quantico sobrevive simplesmente por causa da

11
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Figura 2.3: Diagrama de fase em condicdes de campo para ocorréncia do estado com vpy = 1.
Os simbolos sélidos representam amostras em regime Hall quantico e os abertos, amostras fora
deste regime. As estrelinhas representam as amostras utilizddas na figura 2.2 [20].

energia de troca manter paralelos os PS de elétrons adjacentes. O estado fundamental
com v, = 1 permanece completamente pseudo-spin polarizado, e o gap de ativacao é
a energia de troca. O ponto crucial aqui é que a rede de polarizacao pode apontar em
qualquer direcao no espago 3D de PS. Nesse limite, é indiferente para o sistema se todos
os elétrons estao no estado simétrico ou se estao em um estado do tipo da equacao (2.16),
pois o estado fundamental é altamente degenerado. O tunelamento quebra a simetria
e forca todos os PS a se alinharem ao longo de Z, e aumenta a energia de gap. Isto é
completamente consistente com a observacao experimental de que o estado com vr,; = 1
evolui continuamente de estados puramente coletivos para estados de uma particula [15].

Outra indicacao a respeito da natureza do ordenamento coerente é o fato de que
o estado Hall quantico com vr,; = 1 pode sobreviver a um desbalanco finito na densi-
dade de carga dos pogos [22]. Cargas desbalanceadas podem ser controladas aplicando-se
uma barreira de voltagem, a qual transfere cargas de um poco para outro, mantendo a
densidade de cargas no sistema constante. Em muitos casos, o desbalanceamento nos
pocos destréi imediatamente o estado Hall quantico. Para vr,; = 1 isto nao acontece e
demonstra a robustez da coérencia de fase entre os pocos.

2.5.2 Estado coletivo com vy, =1

Evidéncias da formacao do estado coletivo no sistema bicamada com v, = 1,
podem ser vistas em medidas de tunelamento, como as mostradas na figura 2.3. No caso
dessa figura, as amostras diferem entre si penas pela densidade de cargas e pela separacao
entre as camadas. Mas, ¢ interessante saber se a supressao do tunelamento esta presente
quando a densidade de cargas é a mesma e as amostras sao idénticas, exceto pela separacao
d. Na referéncia [11], estas medidas s@o feitas para duas amostras nestas condigoes. A

12
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figura 2.4 mostra o grafico da referéncia citada. O trago em vermelho dessa figura mostra
uma grande taxa de tunelamento que ocorre quando a barreira de separacao é pequena, e
o traco azul mostra que o tunelamento cai a zero quando as camadas estao devidamente
separadas por uma distancia critica discutida na secao 2.4. O forte pico de tunelamento
sugere que os elétrons estao fortemente correlacionados com seus vizinhos em ambos os

POCos.

Tunnelling rab

Interlayer voltage

Figura 2.4: Condutincia de tunelamento dI/dV x woltagem entre as camadas V em T = 10mK em
um sistema bicamada. O traco vermelho se refere a uma separa¢ao pequena entre as camadas e o trago
azul a uma separa¢do um pouco maior [11].

Os autores da referéncia [11] concluem que os elétrons se encontram em um estado
coletivo no qual elétrons em uma camada estao sempre posicionados sobre os buracos da
outra camada, ou seja, eles estao no estado incompressivel. Esse estado é extremamente
sensivel a mudancas na temperatura e no campo, de modo que pequenas auteracoes des-
troem o pico. A supressao do tunelamento também pode ser explicada em termos das
correlagoes, pois cada elétron tenta evitar ao maximo seus vizinhos em ambas as cama-
das, e com isso quando um elétron tenta mudar de camada, ele é fortemente reprimido.
Isso porque, uma entrada maciga de elétrons em uma das camadas produziria um estado
altamente excitado, o que nao é possivel em baixas voltagens (energias). Com a grande
repulsao entre os elétrons vizinhos, o estado de menor energia deve ser o estado incom-
pressivel. Os autores entendem essa mudanca drastica de comportamento neste estado
como uma transicao de fase, em termos da distancia entre as camadas, entre o estado de
tunelamento e o estado coletivo. Isso porque, o estado incompressivel favorece tanto o

13
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tunelamento quanto a formacao dos éxcitons indiretos. Na referéncia [11], existe ainda o
argumento de que o estado coletivo deve apresentar condensacao de Bose-Einstein, pois
possuem todos os ingredientes necessarios para isso, tais como a coeréncia, as correlagoes,
além do fato ébvio dos écxitons serem bodsons.

2.5.3 Formacao dos éxcitons indiretos

Se faz necessario encontrar evidéncias experimentais da formagao dos éxcitons antes
de podemos pensar em sua condensacao. Mas se os éxcitons sao formados de pares elétron-
buraco, entao eles possuem carga nula; essa seria a grande dificuldade de medir correntes
formadas por eles. Porém, se essa corrente existe entao temos elétrons na camada de cima
e buracos na camada de baixo fluindo na mesma direcao. Mas uma corrente de buracos
é exatamente igual a uma corrente de elétrons fluindo na dire¢cao oposta! Nesta situagao,
ocorera a formacgao de éxcitons somente se a resistividade Hall cair a zero juntamente com
a resistividade longitudinal, e é exatamente isso que foi medido nas referéncias [4, 5].

Para saber se a resisténcia Hall também desparece quando a corrente esta contra-
fluindo nos pocos, foram realizadas medidas de magnetotransporte em um sistema bica-
mada de GaAs. As camadas sdo independentemente conectadas em varias geometrias
diferentes para a injegao de corrente e detec¢ao de voltagem [4,5], como mostra a figura
2.5(a). A parte (c) da figura mostra medidas da resistividade longitudinal, p,., e Hall,
Pay, €em contra-fluxo de corrente. Os dados mostram que para estados com vp, = 1 nessa
condicao, ambas as resistividades realmente desaparecem. Esse desaparecimento de p, ¢
particularmente notavel, desde que isto prova diretamente que a corrente é transportada
por cargas neutras, isto é, pares de elétrons e buracos em pogos opostos. Um par elétron-
buraco movendo-se em alguma direcao cria correntes iguais em sentidos opostos uma em
cada poco. Assim podemos concluir que o sistema com v, = 1 com coeréncia de fase
possui éxcitons indiretos, formados pelo par elétron-buraco.

14
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Figura 2.5: Esboco da amostra utilizada na ref [5] em (a). Medidas da resistividade longitudinal, py,
e Hall, pyy, em funcao do campo magnetico perpendicular no sistema bicamada com correntes no mesmo

sentido, (b), e em contrafluzo, (c) [5].
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CapriTUuLO 3

Ferramentas uteis a este projeto

Este capitulo é dedicado a uma revisao da mecanica quantica de sistemas de mui-
tos corpos necessaria para o estudo de condensados, além de algumas ferramentas para
identificacao de transicao de fase. Na primeira secao discutimos rapidamente sobre a se-
gunda quantizacao, suas implicacoes e também fazemos uma revisao sobre gas de elétrons
degenerados. Na secao 3.2 é feita uma revisao da condensagao de Bose-Einstein, que foi
baseada nas notas de aula do professor A. F. R. de Toledo Piza apresentados no curso de
verao do Instituo de Fisca da USP em 2002. Essas notas estao disponiveis no endereco
http://fma.if.usp.br/piza/notas_de_aula/BEC02.pdf em sua home page. Na subsecao
?? incluimos um exemplo de aplicacao para um sistema de microcavidades onde os pa-
rametros utilizados foram obtidos experimentalmente. Na secao 3.3, falamos sobre como
identificar uma transicao de fase através do espectro de energia do sistema. E finalmente
na ultima segao, apresentamos a relacao entre entropia linear e emaranhamento, que sera
usada no capitulo 4 para o estudo da criacao de bdsons a partir de férmions.

3.1 Segunda quantizacao e mecanica quantica de mui-
tos corpos

3.1.1 Operadores de campo

Problemas de muitos corpos sao sempre complicados ao entendimento. Por isso,
muitas vezes, é interessante fazer uma descricao do sistema em termos do produto dos
espacos de cada particula individual. Para isso, podemos descrever o sistema utilizando
o espaco de Hilbert, no qual podemos definir operadores de campos quantizados. Esses
operadores sao definidos da seguinte forma [23]

GEDINGI (3.1)
Vi) =) ei(Paj (3.2)
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3.1 Sequnda quantizagao e mecanica quantica de muitos corpos 17

onde aL (ax) sdo os operadores usuais de criagao (aniquila¢do) de particulas, bésons ou
férmions, no espago de Fock. {r(7)} é um conjunto ortogonal e completo de fungdes de
onda de uma particula e a soma se da sobre todos os niimeros quanticos de cada uma,
obedecendo as relagoes

/ PP = 8y (3.3)

> eh(Pen(s) = 8(7 = 3). (3.4)

Os operadores de campo seguem relacoes de comutagao ou anticomutagao dependendo se
sao referentes a bdsons ou a férmionss, ou seja,

[ (7), 0 ()] = Oy p8(7 — )

3.5
o (), ()] = [01,(7), 0 (B = 0 (3:5)

onde os sinal positivo se refere a relagao de anticomutacao para férmionss e o sinal negativo
a relacao de comutacgao para bésons. Com isso podemos construir os operadores de niimero
que tomam a seguinte forma

N = ZNm onde N, = /wL(F)wm(F)dgr ou N, = Zafnkamk. (3.6)
m k

3.1.2 Equagao de Schrédinger na segunda quantizacgao

Com os operadores criacao e aniquilacao de particulas, podemos reescrever a equa-
¢ao de Schrodinger na segunda quantizagao [24]. Para isso considere o Hamiltoniano para
um caso geral de n particulas

n . 1 n B B
H=Y"T(R;)+ 3 > V(R R)) (3.7)
i=1 i#j=1

sendo 1" a energia cinética, V' a energia potencial de interacao entre cada duas particulas

e R; contém o vetor coordenada da particula ¢, 75, e também varidveis discretas tais como

a componente z do spin da particula. O fator % no termo do potencial é devido ao fato

de que a somatoria leva em conta termos do tipo R;R; e R;R; que na verdade sao iguais.

17



3.1 Sequnda quantizagao e mecanica quantica de muitos corpos 18

Seja @(ﬁl, ﬁg, e ﬁn, t) a fungao de onda do conjunto das n particulas. No espago
de Hilbert, podemos escrever essa funcao como uma expansao dependente do tempo em
um conjunto completo de funcoes de onda de uma tnica particula de modo que

O(Ry, Ry, ... Rpyt) = > e(By. B} t)op (Bh). o, (Ry), (3.8)

E|..E,

—

onde E} representa um conjunto completo de niimeros quanticos da particula i, g/ (R;) a
fungao de onda da particula e os coeficientes ¢(Ej...E! , t) concentram toda a parte tempo-
ral da fungao de onda. Se inserimos (3.8) na equagao de Schrodinger, ih%@ = H®, multi-
plicamos por 90;;1 (ﬁﬁ(p%n (R,,), com {E;...E,} sendo um conjunto de ntiimeros quanticos
fixo para todas as particulas, e integramos sobre todas as coordenadas apropriadas (in-
clusive somando sobre as varidveis discretas), temos que

o . . L
ihoec(Br.. oy, ) = Z/c(El...Ei_lEaEHl...En,t)gogi(Ri)T(Ri)goEs(Ri)dRiJr
] E

Z/ By By \E.Eys1o By 1 Ea By Enyt)x 39)

i£j=1 BB

A
Pl (Rl (R)V (R, By)or. (Ri)pp, (R;)dRidR;.
O operador energia cinética, T (]?21), pode mudar somente os nimeros quanticos da i-
ésima particula, pois todas as fungoes de onda sao ortogonais. O conjunto € permite
que os numeros quanticos da particula ¢ variem sobre todos os valores possiveis. Com a
energia potencial de interacao temos uma situacao semelhante, mas agora duas particulas
que podem ter seus numeros quanticos alterados, ja que o potencial age nas particulas
duas a duas. Se existe um nimero infinito de conjuntos de nimeros quanticos, €, entao
existe também um ndmero infinito de equagoes diferenciais acopladas em (3.9).

A estatistica obedecida pelas particulas pode ser incluida nos coeficientes, através
da troca dos niimeros quanticos de duas particulas, ou seja,

U(..Rpy ooy Rony ) = £U(; Ry ooy Rpy ) — (oo By oo By t) = £¢(oo, By, oo By 1)

onde o sinal de menos se refere a férmionss e o sinal de mais a bdsons. Queremos utilizar
esse resultado para estudar singularidades na energia potencial de interacao em um gas de
elétrons degenerados (proxima segao) e utilizar o resultado no capitulo 5, e por isso vamos
nos limitar aqui ao caso de nosso interesse, os férmions, mas essa discussao detalhada
pode ser encontrada na referéncia [24] também para o caso dos bdsons. A anti-simetria
dos férmionss é imposta pelo principio de exclusao de Pauli, que nos diz que o niimero de
ocupacao de cada estado deve ser 0 ou 1. Entao, podemos definir um novo coeficiente, ¢,
em termos destes numeros de ocupagao n; de modo que

18



3.1 Sequnda quantizagao e mecanica quantica de muitos corpos 19

c(ni,na, .oy Moo, t) = (. By < B < By t), (3.10)

com os numeros quanticos ordenados de forma crescente. A condi¢ao de normalizacao das
funcoes de onda implica que

S lelBr By )P = Y nlle(ng,ng, oo 1)) =1, (3.11)

FE...Ey n1,n2,...,Nc0

onde o termo n! se refere a todas as maneiras possiveis de ocupar i estados com n;
particulas (vide apéndice B), obedecendo a condi¢ao de que n; = 0oulequen =3 2, n;.
Podemos escrever isso de uma maneira mais elegante definindo um outro coeficiente tal
que

D=

f(n1,na, ..., noe, t) = (—=1)7(n))2E(n1, N, ..., Do, 1), (3.12)

sendo (—1)? um fator de fase e a condicao de normalizacao dada por

Z |f(n1,ng, ooy Noo, 1) = 1. (3.13)

n1,12,...,Noo

Com isso, podemos definir a funcao de onda em termos dos estados de niimero de ocupacao
como

W)= D (oo, B[00, s M), (3.14)

n1,n2,...,Noo

onde o estado de niimero de ocupacao é definido como |ny, ..., nso) = (al)™ (a)™2...(al_ )" |0),
T

sabendo que os operadores a; e a; obedecem as relacoes de anticomutagao

{ai,a;} =0, e {az,a}} = {ai,a;} = 0. (3.15)

Podemos, agora, calcular o fator de fase através da atuacao de a, e al, no estado
de nimero. E assim, obtemos

aslng, .o og) = (=1)% (@)™ . ag(al)™ ... (al )"0, (3.16)

s

onde
Bs =n;+ng+ ..+ Nsg—1,
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3.1 Sequnda quantizagao e mecanica quantica de muitos corpos 20

pois as pode se mover livremente entre os operadores aj apenas acumulando fase. A partir
daqui temos duas situacoes distintas: ng = 0 ou ng = 1. Se ny, = 0 entao a, pode chegar
até |0) apenas acumulando fase e o resultado se anula (pois as|0) = 0). Considerando que
ng = 1, teremos

asng, cong =1, .. n0e) =(=1)%|ng, ...,ng = 0, ..., n00) — (=1)%(a))™ ... (a})as...(al, )= |0)

o0

(3.17)

T

A atuagao do operador a; nos fornece uma expressao semelhante. Entao, generalizando,

temos que

sy Mgy o) = (=1)%(ne)"?..ins = 0,...) seny =1
Sleeey Sy eee) — O co ns:o
al]...,ns, L) = (=1)%(ng+ D)2 ,ng=1,...) sen,=0 (3.18)
0 seng =1

alag)...,ng, ...) = ngl...,ng,...) sen,=0,1.

Com isso, podemos voltar a equacdo (3.9), escrevé-la em termos dos estados de
numero e dos operadores criacao e aniquilacao, além de verificar o efeito da fase. Para
isso, considere inicialmente o termo da energia cinética de (3.9) dado por

> e(BE\..Ei\E.Eip .. E, t){E|T(R)|E.)

i=1 E.

onde @E(E) = (E| ¢ pp.(R) = |E.). Para escrever esse resultado em termos dos
coeficientes f (da equagao (3.12)), precisamos ordenar cada conjunto de nimeros quanticos
E; simultaneamente em ambos os lados da equagao (3.9). O fator de fase se cancela
até quando chegamos no conjunto E., pois ele aparece do lado direito mas nao do lado
esquerdo. Entao, se estamos movendo o conjunto E. para seu lugar na forma ordenada,
temos que levar em conta o fator de fase a partir deste ponto. Supondo que o lugar de E.
seja o k-ésimo da lista, temos

(—1)"Per TMEep2 T dMBy g0 B < [

3.19
(—1>nEk+1+”Ek+2+“'+nEE*1 se B, > Ey. ( )

Escrevendo entdo a energia cinética da equagao (3.9) em termos do nimero de particulas
n;, encontramos que
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3.1 Sequnda quantizagao e mecanica quantica de muitos corpos 21

m—mu Z S TGITINF oty ooy Wy o 8 (0] + 1)E (1) 26, 00, 1 %
1<J (320)

(_1)”¢+1+ni+2+“'+n;’*1 |, n;_H, e n;-_l...> —+ ...

/
ny,..nhy

Note que, aqui o fator de fase pode ser escrito na forma (—1)@'*@*"2, mas este termo so
existe se nj = 0 e nj = 1, entdo este fator serd apenas (—1)%~%. Ainda podemos ver que

.i.

¢ possivel escrever essa equacao em termos dos operadores a; e a; da seguinte forma

(M4 1)2 (1)) 26, 00, 1 (— 1) et ol

L) = alagng, . ng). (3.21)

E possivel fazer um tratamento andlogo para o potencial de interagao levando-se em conta
dois conjuntos de nimeros quanticos como E. e E... Com isso, a equagao de Schodinger
na segunda quantizacao serda dada por

m—|\p Za i|T)j)a; + = Za (i |V kD aay, | | (2)). (3.22)

4,5,k

Essa descricao é completamente andloga a formulacao na primeira quantizagao, mas aqui

a estatistica das particulas ja esta sendo levada em conta através dos operadores a;r e a;.

3.1.3 Gas de elétrons degenerados

Considere um gés de elétrons interagentes localizado em um meio positivo de modo
que o sitema como um todo seja neutro. Em sistemas reais, como metais ou plasmas, as
cargas positivas estao localizadas em “carocos” id6nicos, cujo movimento dinamico deve ser
incluido nos cédlculos. Porém, os ions positivos sao muito mais pesados que os elétrons, e
por isso ¢ uma boa aproximacao negligenciar seu movimento. Em comparacao, assumir
que o meio é uniforme é mais grave, e por essa razao, esse modelo promove apenas expli-
cagoes qualitativas a respeito de metais reais. Se estamos interessados nas propriedades
do meio em trés dimensoes, entao é conveniente colocar o sistema em uma caixa cibica
de lado L e tomar o limite L — oo no final dos célculos. Em um meio infinito e uniforme,
todas as propriedades fisicas devem ser invariantes sob translacao espacial. Isso sugere
o uso de condigoes peridédicas de contorno na funcao de onda da particula, a qual serd
estados de ondas planas

%,A(f) =72,
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3.1 Sequnda quantizagao e mecanica quantica de muitos corpos 22

Aqui v = L3 é o volume da caixa e 7, sao as duas funcoes de spin ao longo do eixo z,
onde T (]) representam spin para cima (baixo) tal que

(1]« ae[3]

As condigoes periddicas de contorno determinam os seguintes nimeros de onda permitidos

21 i
L )

ki =  =x,y,2, J;=0,x£1,£2 ..

A hamiltoniana total pode ser escrita como a soma de trés termos como

H=H,+H,+Hym (3.23)
onde

n P2 1, e~ HITi—=Tj]
H, = — 3.24
l om 2% 25 — 7| (3:24)

=1 J J

7\ o~ HIZ—T|

= —e //d3xd3 (H)n(&) e (3.25)

|7 — 7|

n T
Hel+m = —¢€ Z/d3 |x — FZ| (326)

sao, respectivamente, as hamiltonianas para os elétrons, para o meio e para a interacao
entre elétrons e o meio. n(Z) é a densidade de particulas no meio e termo de convergencia
e #7=7| foi introduzido para tornar a integracao finita e posteriormente serd tomado o
limite de p — 0. Por causa da conhecida natureza de longo alcance da interacao de
Coulomb, os trés termos de H devergem no limite termodinamico, com n — oo e v — 00,
mantendo n = n/v constante. A presenca do fator de convergéncia assegura que as
expressoes sejam matematicamente bem definidas em cada passo do cédlculo e permite
fazer um cancelamento explicito. Como estamos interessados nas propriedades de volume
do meio neutro, entao esse precedimento nos permite tomar primeiro o limite L — oo e
posteriormente y — 0. Equivalentemente, podemos assumir que p~2 < L em cada passo
do calculo. Isso nos permite deslocar a origem de integracao apoés correcoes de superficie
as quais serao negligenciadas nesse limite.

Na equagao (3.23), as unicas varidveis dindmicas sao aquelas referentes aos elétrons,
porque o meio positivo é inerte. Entao, para uma densidade uniforme, n(Z¥) = n/v, a
equagao (3.25) pode ser escrita como
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3.1 Sequnda quantizagao e mecanica quantica de muitos corpos 23

= 162 n)2//d3 BaE T
Hrn 27 \w el
_ 162 ”)2/d3 /d3 e (3.27)
2 v
1 2n247r
2%

onde foi usada a invariancia translacional para mudar os limite de integracao na segunda
linha. A quantidade H,,/n diverge no limite de y — 0, por causa do longo alcance
da interacao, permitindo a cada elemento de carga interagir com todos os demais. A
principio, Hep € um operador de uma particula pois atua em cada elétron por vez, e
utilizando o mesmo raciocinio anterior, podemos escrever a equagao (3.26) como

n e HIT=Ti
He m = 2 E - d3 0= o
o © Ly / ! |7 — 7]
2 n 5 €
- E =~ |4 (3.28)
c - [ / - z

H=--"—— +H,. (3.29)
1

Por outro lado, reescrevendo a equagao (3.24) na segunda quantizacao, o termo da
energia cinética requer o elemento de matriz

(Fi\ [Tk Az) = (2mw) / Pae ™yl (~h2V?) ey,

thg
C 2mw
h2k2

5
2m T Ok Ey

Srire / By 'R (3.30)

No tltimo passo foi utilizada a definicao usual do delta de Kronecker
kiko"

/dgx ¢ F)T — s
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3.1 Sequnda quantizagao e mecanica quantica de muitos corpos 24

Com isso, podemos escrever o operador energia cinética como sendo uma somatdéria sobre
cada modo do operador nimero multiplicado pelo valor da energia correspondente, ou

seja,
A h2k32
T = Q—mzaja@,z)\. (3.31)
kX

A energia potencial nao é tao simples assim, os elementos de matriz sao dados por

. R . o 62 L s
(k1A1, ko do|V |ksAs, kady) = ) / /dgxld?’xg e kT 77;1(1) o k2 T2 77;2 (2)

e HE—El o (3.32)
x mez T (1) €72y, (2)
substituindo ¥ = 75 e § = ¥} — T em (3.32) temos
= = e d — 62 e = = - N L - _ eflu'y
kida, kado|V]ksAs, kads) = — [ dPxe i Rithe—ks=ha)@ [ g3, gilka—k1)-g LISV VR
02 12293
e? A
= —0 007 7 7 S )
’U2 A1 A20A3 g k1+k2,k‘3+k‘4 (kg . k1>2 + /j,2
(3.33)

Com isso podemos escrever o operador energia potencial na forma

1% ¢ Oxing Orn, 0 am [ 3.34
v ZZZZ A1A2OA3A4 Ok B, K3+ T — F1)2 2 T PTang Tara M s (3.34)
et = L~ £ (ks —k1)?2+ p
Fii Kade kshs kada

Utilizando os resultados para os operadores energia cinética, (3.31), e para energia poten-
cial, (3.34), a equagao (3.29) pode entao ser reescrita como

o e 47 n? R2k3S e? S 5§
== 2 Gttt 22 2 2 D et
kX ki1 ka2 kgi\:g kada (335)
S E—, (N RO
(k3 _ kl)Q +:U’2 ki1 kodg Kada Tk3As

X
O termo 0z , . 7., 7, representa a conservagao de momento em um sistema uniforme. Como
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3.1 Sequnda quantizagao e mecanica quantica de muitos corpos 25

o problema é eletricamente neutro, é possivel eliminar x4 do hamiltoniano. A conservagao
de momento limita a somatéria sobre {k;} par trés varidveis independentes ao invés de
quatro. Fazendo a seguinte mudancga de variaveis

];1 - E —|— (j Eg - ];
ko=p—q  ki=p
garantimos que /;1 + /;2 = 123 + 154, e ainda identificamos o momento transferido como

hq = h(/% — Eg) na interacao de duas particulas. Com essa mudanca e resolvendo os
deltas em \;, o dltimo termo da equagao (3.35) torna-se

Yy

kpg MA2

T
A -\ Ay, A7y .
Ag 'PyA2
q ,U/Z k:—i—q,)q P—q,A2 kA

E conveniente separar esse termo em dois, para ¢ = 0 e para ¢ # 0 respectivamente, como

4
T T T
ZZ i pAz Apr2 AR\ QUZZ 7 +M2 Qs g G2 MDA O 5, - (3.36)

)\1 /\2 “ )\1 )\2
qsﬁO

Podemos utilizar as relagoes de anticomutacao (3.15) e a definigdo do operador nimero
(3.6) para escrever o termo em ¢ = 0 como

A1 e? A1 e?
§j — 5 = —_—(N?-N).
2 2?] ak )\1&16 /\1 p )\gap,)\z 5kﬁ6)\1)\2) MQ 2U( )
kp A2

Mas como os estados do sistema possuem o niimero de particulas fixo, podemos substituir
o operador N por seu valor n e assim essa contribui¢cao se torna um nimero

eamnT e smn (3.37)

Note que substituindo o expressao acima, (3.37), na equagao (3.35) temos o cancelamento

de seu primeiro termo. E a energia por particula, 7;7 L vai a zero no limite de L — oo

e u — 0, (sempre mantendo 1/ < L). Com isso, a divergéncia se cancela refletindo a
neutralidade do sistema e, nao esquecendo o termo em (3.31), o operador hamiltoniano,

(3.35), pode ser finalmente escrito como

47 ot o
k)‘ Ut 2 ZZ IE Qg Y- re W22 O Ny - (3.38)
k5 )\1)\2
q#0

25



3.2 Condensado de Bose-Einstein 26

Dessa forma, podemos retirar as divergéncias dos calculos simplesmente utilizando g # 0
no potencial de Coulomb, ja que o termo em ¢ = 0 se cancela.

3.2 Condensado de Bose-Einstein
3.2.1 Condensado atomico

Como vimos anteriormente, o Hamiltoniano que descreve um sistema de n par-
ticulas interagentes pode ser escrito como a soma da energia cinética das particulas e a
energia potencial. A energia potencial, por sua vez, pode ser escrita em termos da soma da
energia de interacao entre as particulas e a energia de um potencial externo. Se estamos
interessados em estudar condensados de Bose-Einstein, esse potencial externo deve ser
tal que confine as particulas, e para isso, normalmente, é usado o potencial de oscilador
harmonico. Ja as interagoes entre as particulas requerem uma atengao especial.

Podemos considerar que as paticulas em um condensado interagem de forma elds-
tica, pois o sistema tem que ser submetido a temperaturas extremamente baixas. Além
disso, o sistema dever ser diluido a tal ponto que podemos garantir que a probabilidade
de trés bosons interagirem seja minima. O fato de apenas duas particulas interagirem de
forma elastica fornece estabilidade ao condensado. O processo de colisao fica insensivel as
particularidades da interacao entre os bosons quando a energia cinética ¢ muito pequena.
Se, além disso, a energia da interacao é suficientemente pequena a ponto do comprimento
de onda de De Broglie ser muito maior que o alcance das interagoes, entao, a secao de
choque se torna independente do angulo de espalhamento e podemos escreve-la em ter-
mos de um tnico parametro do/dS) = a?. Integrando sobre todos os angulos, a segao de
choque total serd dada por ¢ = 4wa?. Com isso, se a interacao for modificada de modo
que o valor de a seja preservado essa modificacao se torna irrelevante. Esse parametro
dependera apenas da energia disponivel para as colisoes, e sera chamado de comprimento
de espalhamento no limite em que a energia disponivel se anula. Note que existe uma
ambiguidade no sinal do comprimento de espalhamento, pois +a fornecem a mesma secao
de choque. O sinal estd relacionado com o fato do potencial de interacao entre os bdsons
ser atrativo ou repulsivo. Para simplificar, podemos dizer que se a < 0 a interagao é
atrativa, e repulsiva se a > 0.

Considerando tudo isso, o potencial de interacao poderia ser dado por uma equacao
do tipo

(3.39)

U(Fl, FQ) =

Arh?a [ 1 _%y]

e
m T3/233

onde m é a massa da particula, a é o comprimento de espalhamento e 8 é a largura da
gaussiana entre colchetes. Essa funcao pode ser escolhida arbitrariamente desde que seja
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3.2 Condensado de Bose-Einstein 27

normalizada e obedega a condi¢ao de que seu alcance (neste caso ) seja muito menor
que o comprimento de onda de De Broglie envolvido. Essa condicao pode ser garantida
fazendo # — 0 mantendo a condicao de normalizacao. Isso obriga os bdsons a interajam
entre si somente quando estiverem no mesmo ponto. Desse modo, podemos representar o
potencial de interagao com uma funcao delta de Dirac no lugar da gaussiana

Atha
m

Sy — i) (3.40)

U(Fl,’f_”g) =

mantendo o requisito que a negativo fornece um potencial atrativo e se a positivo ele é
repulsivo. Mas a interagao introduz correlagoes entre as particulas, e isso traz complicagoes
consideraveis ao problema que se torna intratdvel mesmo diante de aproximagoes.

3.2.2 Aproximagao de campo médio gaussiana

Existe, porém, um tipo de aproximacao que ignora os efeitos das correlagoes sem,
contudo, ignorar as interacoes em si. Esse artificio é conhecido como aproximacao de
campo médio e consiste em considerar apenas o efeito médio das interacoes entre as
particulas. Para isto, é usual utilizar um potencial adicional ao qual todos os bdsons
estao sujeitos. Mas esse potencial se torna auto-consistente a medida em que ele depende
do estado das particulas, que por sua vez depende dele. Essa aproximacao é boa no sentido
de que, no caso de condensados atomicos rarefeitos, a temperatura de transicao para o
estado condensado calculada tém uma grande concordancia com a medida experimental.

Como foi dito inicialmente, a energia do sistema de particulas podera ser dada
pela soma das energias cinética dos bosons, potencial da armadilha e potencial média de
interagao. Como todos os n bdsons no estado de menor energia podem ser descritos pela
mesma funcao de onda, ¢(7), temos

+5 [ =) [ @ meer | o

onde IV /i é o momento de um béson e Vy(7) é o potencial da armadilha. O fator entre
colchetes do ultimo termo é uma média do potencial de interagao, v(7, 7 ) (dado na equagao
(3.40)), entre todos os outros n — 1 bésons para todo 7. O fator 1/2 neste termo garante
que os pares de particulas nao serao contados duas vezes. Multiplicar por n cada um
dos termos garante que cada bdson contribua com o mesmo peso para a energia total
do sistema. O problema agora fica restrito a encontrar qual fungao de onda, ¢(7), que
minimiza a energia. Como a linearidade das equagoes foi perdida neste tratamento, entao
o problema de encontrar ¢(7) se torna o de resolver equagoes diferenciais nao lineares.
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3.2 Condensado de Bose-Einstein 28

Uma boa aproximagao para o problema variacional é utilizar uma gaussiana de
largura 8 como sendo a fungao de onda do sistema

2
o(7) = (=) .
V7
Assim, podemos transformar o problema de encontrar uma funcao que minimiza E para
simplesmente encontrar um parametro, 3, que minimiza E. Representando o potencial
da armadilha pelo do o oscilador harmoénico de freqiiéncia w, V() — mw?r?/2, obtemos
o seguinte valor para a energia

E(B) = nhw E (2_22 + f—j) + (71/_2_—73?2—2} : (3.42)

onde b = \/h/mw. Podemos definir

xz%, 75(71/—2_—72@ e Ezi(—hw)’ (3.43)

a fim de fazermos com que a equagao (3.42) fique em termos adimensionais, e com isso
obtemos

3/1 1
e(r) = 1 (? + a:?) - (3.44)

Agora, podemos tomar a derivada com respeito a x e igualar a zero para obtermos a
expressao

1 ¥ T
T S 3.45
223 + xt 2 ( )
ou, simplesmente,
T+ 2y = 1°, (3.46)

com a condigao de que = # 0. A solucao grafica dessa equagao pode ser visualizada na
figura 3.1. As retas sdo as solugbes da parte esquerda da equagao (3.46) e a curva é
uma parabola de quinto grau, que é a solugao do lado direito. Note da definicao de ~,
na equacao (3.43), que quando o comprimento de espalhamento é positivo entao v > 0,
e vice-versa. A solugdo com v = 0 (gés ideal) intercepta a parabola em x = 0 e em
x =1 (lembrando que a solugao para x = 0 nao é legitima). Com ~ > 0, teremos sempre
uma solucdo real em = > 1. Esta solugdo corresponde a um minimo de €(x), porque
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3.2 Condensado de Bose-Einstein 29

e(x > 0) > 0 sempre, e quando = — 0o €(x) — oo mas quando x — 0, da equagao (3.45)
sabemos que €(x) — oo também. O significado de z > 1 é que § > b, isto é, a fungao
gaussiana que minimiza a energia é mais larga que a do estado fundamental da armadilha.
Ja para v < 0, existem duas solugoes reais se v = —0,15 e para v = —0,5 nao existe
mais solucao alguma. No caso em que existe solucao para v < 0 teremos duas raizes com
0 <z < 1. Veja o grafico de ¢(x), nessa situagao na figura 3.2. No primeiro ponto onde
a reta corta a parabola corresponderd a um maximo, e o segundo a um minimo quando
v = —0,15. O maximo e o minimo vao se aproximando até desaparecerem completamente

e €(r) passa a crescer monotonicamente.

14
12 |
10 |
8L v=5. I,u'll
........... v=0.
6L ---y=—15 |
—— v==2>5
4 /
o [ / .
0 powsm==T 7T

Figura 3.1: Solugio grdfica da equagio 3.46

Com essa analise, podemos concluir que condensados formados por bdsons intera-
gentes sao mais estavéis quando essa interacao € repulsiva, e adquirem dimensoes maiores
que a do estado fundamental da armadilha. Quando a interacao é atrativa a energia di-
minui a medida que o condensado se torna mais denso, pois €¢(z) — —oo quando z — 0.
O sistema pode vir a sofrer um colapso atrativo quando se torna demasiadamente denso.

Porém, para valores de 4 nao muito negativos, €(x) tem um minimo em = < 1 e um
maximo proximo de x = 0 onde o condensado possui uma metaestabilidade. Se v ficar

muito negativo a barreira desaparece e o condensado sofre o colapso atrativo.

Assim, para que um sistema de bdsons condense, é necessario que a largura da
funcao de onda de cada particula seja maior que a largura do estado fundamental da
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3.8 Transicao de fase 30
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Figura 3.2: Solugdio grifica da equagdo 3.42com v < 0

armadilha. Entao, para saber se um determinado sistema apresenta condensado de Bose-
Einstein, devemos calcular os termos de longo alcance fora da diagonal [25] (off-diagonal
long-range order - ODLRO) da matrix densidade de um corpo (¢f(7)y(r7)) tomando o
limite de grandes separaces |7 — /|. Se (! (7)e(r")) = 0, entdo podemos concluir que
as particulas estao localizadas, e sao descritas por uma funcao de onda concentrada em
7 , 0 que entra em desacordo com a condicao da largura da funcao de onda da particula
ser maior do que a largura do estado fundamental da armadilha. Por outro lado, se
(T (7)) (7)) possui um resultado finito no limite de grandes separacoes, entdao podemos
concluir que estamos na condicao desejada para a formacao de condensado.

3.3 Transicao de fase

Talvez, ao ouvirmos falar em transicao de fase, a primeira coisa que venha em
mente sejam mesmo as mudancas de estados fisicos da matéria, provavelmente por estarem
presentes em nosso dia-a-dia. Quando a agua se transforma em gelo, por exemplo, temos
uma transicao de fase térmica, que classicamente podemos explicar através de um arranjo
cristalino que minimiza a energia de interagao intermolecular. No zero absoluto todas as
moléculas de agua estao ocupando os sitios da rede em pleno repouso. Porém, essa visao é
incompativel com a mecanica quantica, pois viola o principio de incerteza de Heisenberg.
Isso porque, se conhecemos a posi¢ao exata das moléculas na rede cristalina, entao os
momentos sao completamente desconhecidos, logo nao poderiam estar em repouso. Deste
modo, nao podemos considerar esse estado como sendo o fundamental, pois a incerteza
na energia cinética das moléculas adicionaria ao sistema um grande valor energético.

Para descobrir qual é o estado quantico fundamental do sistema, precisamos oti-
mizar o delicado balanco entre as energias potencial e cinética, sem esquecer o principio
de incerteza. Esse balango implica que a 0°/K mais de uma fase é possivel, pelo menos
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3.8 Transicao de fase 31

a principio, e cada qual estaria separada uma da outra por uma transicao de fase quan-
tica [27]. A grande diferenga entre os formalismos classico e quantico esta no fato de que
as flutuacoes classicas aparecem da maximizacao da entropia em temperaturas maiores
que o zero absoluto, enquanto as quanticas sao governadas pelo principio de incerteza.
Entao, podemos dizer que as transicoes de fase classicas ocorrem quando o sistema passa
a ocupar um estado abaixo da temperatura critica caracterizado por uma ordem macros-
copica. Transicoes quanticas ocorrem no zero absoluto, e sao introduzidas pela mudanca
de um parametro externo ou constante de acoplamento e sao dadas por flutuagoes quan-
ticas [28]. Em sistemas com quebra espontanca de alguma simetria no estado ordenado
(como no caso do sistema bicamada que vimos no segao 2.3) este parametro nos mostra
o acontecimento com uma mudanca de valor [29].

Uma maneira factivel de verificar a existéncia de transicao de fase é fazer um
mapeamento do espectro de energia, a temperatura nula, em funcao de um parametro
de acoplamento de interesse, k [27]. E possivel identificar com isso, nao sé a existéncia
de transigoes de fase, mas também a qual tipo pertence. Como mostra a figura 3.3,
préximo a um comportamento critico temos duas possibilidades para haver transicao de
fase, em (a) existe um cruzamento entre o nivel fundamental e o primeiro excitado, ja em
(b) acontece apenas uma aproximacao desses niveis. Quando existe cruzamento entre os
niveis de energia, entao existe uma transicao de fase de primeira ordem, pois, existe uma
descontinuidade na derivada ‘Z—f. A aproximacao dos niveis, sem um cruzamento efetivo,

OE

indica uma transicao de fase continua, ou de segunda ordem, ji que %; nao apresenta

nenhuma descontinuidade.

(a)

Energia

Energia

Figura 3.3: Estados fundamental e primeiro excitado da energia como funcao da constante de acopla-
mento, k, prézimo a um comportamento critico para os casos de: (a) cruzamento entre os niveis e (b)
aproximagao entre os niveis [27].
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3.4 Emaranhamento e entropia linear 32

O cruzamento entre os niveis acontece caso o hamiltoniano possa ser escrito na
forma

H(k) = Ho + kH,

onde Hy e Hy sao independentes de k e [Hy, H;] = 0. Nesse caso, como Hy e H; podem
ser diagonalizados separadamente, entao as autofungoes de H (k) serao independentes de
k, mas os autovalores nao. E isso que promove a existéncia do cruzamento entre os niveis,
criando um ponto de nao-analiticidade na derivada da energia. O quase cruzamento dos
niveis indica um aumento mais suave na densidade de niveis em torno dessa regiao, o
que pode ser entendido como uma transi¢ao continua. Note que, nesse procedimento nao
necessariamente é tomado o limite termodinamico para conseguir uma transicao de fase. A
nao-analiticidade neste caso ocorre nao porque o nimero de particulas vai para o infinito,
mas porque ﬁ — 00, ja que as transicoes de fase quanticas ocorrem somente em zero
de temperatura [27]. Como todos os experimentos sdo necessariamente realizados a uma
temperatura nao nula, ainda que muito pequena, a tarefa central da teoria de transicoes
de fase é descrever em T > 0 as conseqiiéncias das singularidades de propriedades fisicas
em T = 0.

3.4 Emaranhamento e entropia linear

Em um sistema de muitos corpos, a existéncia de uma transicao de fase quantica
influencia fortemente o comportamento do sistema proximo ao ponto critico, através do
desenvolvimento de correlagoes de longo alcance [30]. A propriedade responsavel pelas
correlagoes de longo alcance é o emaranhamento, e os estados do sistema sao fortemente
emaranhados no ponto critico. O emaranhamento pode ser considerado uma propriedade
de sistemas quanticos compostos, ou seja, possui mais de um subsistema. Mas isso nao
quer dizer que um nico atomo nao possa estar emaranhado consigo mesmo, pois o ema-
ranhamento pode se dar entre seus graus de liberdade, como por exemplo, entre seus
momento e spin, através de interacoes com um campo magnético.

Seja o operador densidade, p, que descreve um sistema de interesse. Podemos,
entao, considerar este sistema como sendo composto por duas partes 1 e 2, tal que,
pt = Trip serd o operador densidade reduzida! para cada uma de suas partes, onde
i,j = 1,2 e Tr’ significa trago parcial com respeito a componente j [31]. Se o operador
densidade do sistema pode ser escrito na forma p = p'®p? entao dizemos que p é separavel.
Se isso nao for possivel entdao dizemos que p é emaranhado. Existem muitos critérios
para saber se um estado é ou nao emaranhado e muitos deles podem ser encontrado na
referéncia [32].

Uma das maneiras do emaranhamento se manifestar em um sistema puro é em
termos da perda de pureza de suas partes. Mas, como essa perda de pureza é comumente

!Esta representacio é obtida considerando p puro, mas pela linearidade do traco podemos generalizar
para estados nao puros.
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3.4 Emaranhamento e entropia linear 33

associada a entropia, podemos nos valer disso para quantificar o emaranhamento do sis-
tema [33]. E comum encontrarmos na literatura a entropia de von Neumann [32] como
o quantificador mais usado. Nesse trabalho, entretanto, escolhemos utilizar a entropia
linear [34]

A =1—"Tr;[p5(0)] (3.47)

onde 7 = 1,2 rotula as partes do sistema. Para o caso do modelo que propomos no
capitulo 4, a entropia linear serda muito facil de ser calculada e esse foi o principal motivo
da escolha.
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CapriTUuLO 4

Modelo esquematico para formacao
de bdésons no sistema bicamada

Esse capitulo ¢é dedicado ao estudo do modelo que propomos para a formacao dos
éxcitons indiretos. Na primeira secao apresentamos o modelo e encontramos seu analogo
classico. Na secao 4.2, apresentamos nossos resultados e na secao seguinte as conclusoes
dessa parte de nosso trabalho.

4.1 Modelo para criacao de bésons a partir de pares

de férmions
4.1.1 Hamiltoniano quantico

Considere um sistema bicamada sob acao de um campo magnético forte, de modo
que o sistema esteja na condicao de meio preenchimento do nivel de Landau mais baixo,
como descrito no Capitulo 2. O Hamiltoniano que descreve a formacao de béson as custas
de pares de férmions nessa situagao pode ser escrito como

H = (,uf Z a}kaik + wbbTb + g Z (G/J{ka;kb + bT(lgkalk) (41)
i,k k

sendo a (b') o operador criacio de férmions (bésons), a (b) o operador aniquilacao de
férmions (bdsons), g o parametro de acoplamento, w; a energia de um par de férmions
e wp de um béson. k é o indice que rotula os estados degenerados do nivel de Landau,
Zi,k ajkajk conta o nimero de férmions nao ligados em ambas as camadas, i = 1,2, e b'b
conta o nimero total de bésons. O termo bfagiaqy, descreve a formacao de um béson com
a destruicao de um par de férmions e seu adjunto descreve a situacao inversa, a soma
desses termos sobre todos os estados ocupados fornece a mudanga total na energia devido
a formagao (e/ou destruigao ) de pares de férmions. O operador nimero total de férmions
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4.1 Modelo para cria¢ao de bésons a partir de pares de férmions 35

do sistema pode ser escrito como

N = Z azka;rk + 2b'h.
ik

Definido deste modo, N é uma constante, e podemos utiliza-la para simplificar a equacao
(4.1). Substituindo o operador nimero de férmions por N — 2b'b, redefinindo o zero de
energia de modo que a constante wyN desapareca e definindo wy — 2wy = J, obtemos

H=00'b+g>" (alyab+ blagan) (4.2)
k

Podemos escrever uma base para H, tal que [ny) ® |ny) = |ng, (n — ny)/2), com
|ny) sendo os autoestados do operador nimero de bésons definidos por

bTbiny) = ny|ny); (np|ny) = Oy, (4.3)

onde ny, é o nimero de bdsons presentes no sistema. |ny) é o estado com ny férmions, que
pode ser escrito como

nf

) 0): (gl) = 6y (4.4)

sendo n o nimero total de férmions (auto-valor do operador N). O fator de normalizagao
de |ny) foi obtido por argumentos combinatérios (vide apéndice B). Através de uma
algebra simples, podemos encontrar como o operador ), aikagk atua em |ny), obtendo

> dheddny) = \/ (“52) (5™ ins 42 (15)

Diagonalizamos o Hamiltoniano para um total de 1600 férmions, mas para ser
possivel uma comparagao com o limite classico que serd feito na secao 4.2, H foi escalado
por um fator de n = gn'%' No espectro de H mostrado na figura 4.1, podemos notar a
existéncia de um ponto de inflexdo para certos valores de /g, que desaparece exatamente
em \/%/2, no caso n = 1600 e com isso §/g ~ 56,6. Adiante veremos como relacionar
este ponto a uma transicao de fase.

Os sinais de g e de 6 em H se referem a natureza dos bdsons criados. Se estamos
considerando que no sistema existem elétrons e buracos, entao o potencial entre eles é
atrativo, tornando g < 0, e a energia de ligacao é negativa, resultado em § < 0. Por outro
lado, se existem apenas elétrons, ocorre a situagao inversa e entdo g > 0 e § > 0 (como
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Figura 4.1: FEspectro de energia para o Hamiltoniano que modela a formacgdo de bdésons a partir de

pares de férmions, utilizando um total de 1600 férmions. k é o indice que rotula os autoestados, n = el

é um fator de escala. Os valores de 6 /g variam de 0 a 100 de 10 em 10 como indicado. Detalhe mostra
o ponto que inflexdo ainda existente para 6/g = 50 e sua auséncia para §/g = 60

no caso dos pares de Cooper). Como os dois sistemas sdo completamente equivalentes, a
escolha do sinal nao pode trazer mudancas fisicas ao estudo. De fato, ir de g para —¢g nao
altera em nada a energia do sistema. Por outro lado, o sinal de ¢ inverte o espectro da
energia. Para ver isso, considere o Hamiltoniano

o
H = —ngb +y° (aikagkb - bTa2ka1k> :
k

O espectro de H' estd mostrado na figura 4.2, e comparando com a figura 4.1, podemos
ver que o comportamento do ultimo estado excitado de H' é exatamente o mesmo do
estado fundamental de H. Isso se da porque estes estados sao exatamente os mesmos.
Esta equivaléncia vale para todo o espectro de H e de H' mantendo-se a regra: o primeiro
estado excitado de H serd igual ao pentltimo de H', e assim por diante. Logo, os estados
sao todos correspondentes e isto mais uma vez nao traz nada de novo. Entao, podemos
pensar que o modelo representa bem o sistema, no sentido de que e apresenta a equivaléncia
entre os sistemas elétron-elétron e elétron-buraco, como mencionado na secao 2.2.
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Figura 4.2: Espectro de energia para H' utilizando n = 1600 e n = 9%/2' Os wvalores de 6/g variam de

0 a 100 de 10 em 10 como indicado. Detalhe mostra o ponto que inflexao ainda existente para §/g = 50
e sua auséncia para 0/g = 60

4.1.2 Limite semiclassico

Para tomarmos o limite classico do Hamiltoniano dado na equacdo (4.2), consi-

deremos os valores de n, = 0,1, 2.. edeny =n,n—2,..,4,2,0. Note que existem

n
.
5 + 1 estados possiveis para ny; portanto, podemos escrevé-lo na forma 2j +1 onde j = 7.

Entao, se definimos j, = -7, -5 +1,...,7 -1, %

, 7, também teremos 7 + 1 estados possiveis.
Com isso, podemos escrever a base de H, definida anteriormente, como

n—ngy . n . n
g,y = 9 H‘]:_ajz:nb__>‘

4 4

Agora podemos definir os operadores

1
J=-N
4
1
J.=bb—-N
4
de tal modo que
J=" e,y =g =
J 4>]z F7 7 =717 4,]z P
.oono. ny_ .._n. . n
Jz|] - Za]z_nf_z> :jz’] - 47jz ny 4>

Assim, a partir da defini¢do J1|j, j.) = +/3(j + 1) — 4.(j. £ 1)|J, j.), podemos calcular os
operadores J; e J_ e encontramos

1 1
+ i Ek a1k a2k e E 1o _/_bTb

k
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Esses operadores seguem as relagoes de comutacao de momento angular e, por isso, essa é
uma base quase-spin. Substituindo os operadores J, e J1+ na equagao (4.2), encontramos
o seguinte Hamiltoniano

H=yg <J_\/Jz i+ /7. +j.]+> +8(3. + ) (4.6)

onde foi usado o valor do operador J em seu lugar, ja que os auto-estados do Hamiltoniano
conservam o numero de particulas.

Para obter a Hamiltoniana classica, existe um procedimento que, basicamente,
consiste em definir novos operadores quanticos da forma

J. J
o=t e Jy= e (4.7)

Yan + — ’

3G +1) Vil +1)
e posteriormente escrever o Hamiltoniano quantico em termos deles. Assim, a equacao
(4.6) pode ser escrita como

H=g[ViGT 0] (I T+ VT L) + 5 iG D) (4

O limite cldssico [39] dos operadores da equacao (4.7) serd obtido fazendo j — oo, pois
as relagoes de comutacao passam a ser equivalentes aos colchetes de Poisson, ou seja

I 4
[y, J)) = ieMm — =0 se j — oo,

j+1)
logo
jllﬂrgo [Jk, Jl] = {Jk, Jl} .

Com isso podemos considerar J;, como variaveis classicas. Note que tomar o limite j — oo
¢ exatamente equivalente a tomar o limite de n — oo ja que n = 4j5. Entao no limite
termodinamico, devemos fazer tanto n — oo como V' — oo de tal maneira que a densidade,
n = n/V, permaneca constante. Nesse limite podemos definir os seguintes parametros

classicos: \
3 2
— 2 3 nz  gVy/n
J=g|Vii+D| =g = g5 = S\/_n
) oV
8 =6i(j+1) =6 = Z” ==
Lembrando que Jy = J, +iJ, e substituindo ¢ e ¢’ na equagao (4.8), temos que a

hamiltoniana cldssica, h = H/n, pode ser escrita na forma
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h=g2J,\/J. + 1+ 6(J. +1). (4.9)

Aqui foi usado que /J, +1J, = J.v/J, + 1, pois agora temos uma funcao cléssica.
Considerando que J = (Jz, Jy, J.) é um vetor unitdrio, em coordenadas esféricas, temos
que

Jp = senbcosyp, J, = senflseny, J, = cosb.

Assim, senf) = /1 — cos?0 = \/1 — J2, e com isso temos que j, = /1 — J2cosp. Substi-

tuindo em (4.9), encontramos

h=2¢'\/1—J.,(1+ J.)cosp+ 1+ J,) (4.10)

sendo que ¢ é a variavel conjugada a J,.

Calculando as equacdes de movimento —J, = dh/dp e ¢ = Oh/.J., obtivemos-se:

—J. =2¢'\/1— J,(1+ J.)seny (4.11)

1 -3/ ] — 4. (4.12)

= —g'cosp | —=
e

E encontramos trés pontos criticos fazendo J, = ¢ = 0; através do discriminante podemos
identifica-los como

1-) Ponto de sela

(0, J.) = (arccos (\%%) ,—1) (4.13)

2-) Ponto de méximo

1 I\ 2 / 4 / 2
(¢, J.) = | 2mm, =10 (%) + \/<%) +24 <%) (4.14)

3-) Ponto de minimo

= (ememn ko= (B) - J(2) v (2)])
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4.2 Resultados 40

Esse tltimo ponto critico, equacao (4.15), é de minimo somente enquanto &' /g’ < v/8; se
passamos deste valor esse ponto se funde ao ponto de sela. Podemos ver a localizagao
estimada destes pontos nos graficos da superficie de H, mostrada na figura 4.3.

9T B —
6 ﬁ
©
= 3
0
1,0
0,5 51 0
0,0 1 3
v -0,5 5 I\
e 1,0 6

Figura 4.3: Superficies da Hamiltoniana cldssica h = 2¢'\/1 — J,(1+ J,)cosp + 6’ (1 + J.). Temos em
(a)d'/g" =0, em (b) 6'/g =1,0,em (c) &' /g’ =2,5 e em(d) §'/g' = 3,0

4.2 Resultados

No espaco de fase classico, mostrado na figura 4.4, estao destacadas em vermelho
as Orbitas correspondentes a energia zero; essas érbitas sao especiais porque elas separam
dois regimes distintos de comportamento no espaco de fase, justamente por isso recebem
o nome de Orbitas separatrizes. Esta mudanca nas érbitas é a marca da transicao de
fase no espaco classico. No modelo quantico, a energia na qual o ponto de inflexao
ocorre é sempre zero, e este ponto pode ser relacionado com a orbita separatriz ja que ela
também possui energia nula. Compare a figura 4.5 com a do espaco de fase da 4.4. Na
figura 4.5(b), podemos ver que para /g ~ 56 existe um ponto de inflexdo exatamente
no zero de energia do estado fundamental. Quando vamos diminuindo o valor de d/g, o
estado que apresenta este ponto de inflexao vai mudando, mas sempre ocorrendo energia
nula. Quando chegamos em §/g = 0 temos o estado k = 400 apresentando o ponto de
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inflexdo, mas se /g > 56 na parte (a) ou se k > 400 na parte (b) dessa mesma figura,
nao mais existe nenhum ponto de inflexao. Esse comportamento esta refletido no espaco
de fase classico dos graficos na figura 4.4, pois a separatriz também desaparece quando
5/g > V8. Assim, podemos relacionar cada separatriz com um determinado estado
quantico para cada valor de §/g.

6
I

(c) (d)

6 N
5
4
< 3
2
0 )

40 -05 00 05 1,0 10 -05 00 05 1,0
J J

z z

RN

Figura 4.4: Espaco de fase cldssico correspondente as superficies da figura 4.3. As drbitas destacadas
em vermelho sdo as separatrizes para cada valor de 6’ /g’

(a) (b)

12 - k=800
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Figura 4.5: (a) Espectro de energia da figura 4.1. (b) Energia em fun¢do de §/g para estados entre
k=0 ek = 800 variando de 100 em 100 como indicado na figura. Note que a energia para o estado
k =0 se anula apds a transicao

41



4.2 Resultados 42

Como visto na segao 3.3, os niveis de energia devem se aproximar um do outro no
ponto onde ocorre a transicao de fase. No nosso caso, o Hamiltoniano pode ser escrito
na forma H(d/g) = Hy + 0/gH,, mas [Hy, Hi] = Ea(aiaagab — bTagaa1a), logo Hy e H,
nao podem ser diagonalizados separadamente, e por isso nao ocorrerda um cruzamento
efetivo dos niveis de energia, e assim a transicao de fase serd de segunda ordem. Com
isso, esperamos que a densidade de niveis seja méaxima no ponto de inflexao, e ainda que
a entropia linear tenha uma queda continua ao passar pela transi¢ao, (se¢ao 3.4). Dentro
do nosso modelo, a entropia linear pode ser calculada da seguinte maneira [34]

Azl—Trp?c

onde py = Trp|0%) (I%| é o operador densidade de férmions e |);) representa um auto-
estado do Hamiltoniano da equacao 4.2 e T'r, é o traco parcial sobre as varidveis dos
bosons. Entao quando A = 1 o sistema esta completamente emaranhado. Tomando o
estado fundamental, |Jy), e variando §/g obtivemos a figura 4.6(a) (quadradinhos pretos).
Note que, quando /g > 56,6 a entropia linear cai rapidamente mas de forma continua,
0 que marca uma transicao de fase de segunda ordem, como haviamos previsto anteri-
ormente, pois nao ha o cruzamento entre os niveis de energia. Definimos a diferenca na
energia entre os estados adjacentes como

AFEy = Epy1 — Ey

e confrontamos essa quantidade com a entropia linear na figura 4.6(a) (bolinhas verme-
lhas). Veja que a separac@o entre os niveis diminui e, exatamente quando a entropia cai,
a separacao exibe seu menor valor, indicando uma correlacao entre a separacao e a queda
no emaranhamento. Na parte (b) dessa mesma figura, colocamos o gréifico do nimero
médio de bdsons, que também apresenta uma correlacao com a queda na entropia. Para
d/g > 56 praticamente nao mais existem bésons, enquanto que para /g < 56 o nimero
de bésons é muito grande.

a 600+
@ ., (b)
1!0’ I ———— 500'
11,0
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5 0.8 108
[0) "\ A
£ « 2300+
S 064 {06 2 e
g = £200
£ 041 104 4
5 100+
10,2
0,2 04
. 0,0

0 20 40 60 80 100
8/g

oA
N
o

Figura 4.6: (a) Entropia linear, A =1 — Tr'p?c, representada pelos quadrinhos pretos e diferenca na
energia, AEy, = Eixy1 — E), bolinhas vermelhas. (b) Nimero médio de bdsons no sistema. Todas as
curvas se referem ao estado fundamental do sistema
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Na comparacao entre o espaco de fase classico e o espectro quantico, nos relaci-
onamos a Orbita separatriz com os estados quanticos, fundamental e excitados. Mas, se
essa correspondéncia é verdadeira entao os estados quanticos excitados devem mostrar o
mesmo comportamento qualitativo para a entropia linear e a separagao entre os niveis.
Veja entao como isso se mostra na figura 4.7 para valores pequenos de k. Podemos no-
tar que o primeiro estado excitado, na parte (a) da figura, tem o mesmo comportamento
qualitativo do estado fundamental. Os outros estados apresentam um comportamento um
pouco diferente, mas ainda marcam bem o ponto em que ocorre a transicao de fase. Em to-
dos os casos, conseguimos reproduzir o comportamento de AFE, indicando a permanéncia
da correlacao .
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Figura 4.7: Entropia linear, A = 17T7’p§c, representada pelos quadrinhos pretos e diferenca na energia,
AEy = Eyy1 — Ey, bolinhas vermelhas, para (a) k=01, (b) k=04, (¢) k=09 e (d) k = 18

Entretanto, na comparacao classico-quantico vimos que a transicao deve ter indicios
em todos os estados até o de k = 400. Para ver isso fizemos os mesmos graficos de A,
AFE e (ny) para os estados com k = 300,400, 500, 600 na figura 4.8. Note que os estados
k = 300 e k = 400 mostram indicios da transi¢cao como inferimos anteriormente, e o estado
k = 400 mostra uma diferenca ainda mais acentuada que os outros estados no valor da
entropia linear quando 0/g = 0. Isso se d4 justamente da mesma forma que argumentamos
anteriormente para relacionar este estado a separatriz para este valor do parametro §/g.
Os estados & = 500 e k£ = 600 nao mostram uma diferenca significativa na entropia, e a
separagao na energia aumenta sempre. Ainda nessa figura, podemos ver o comportamento
do nimero médio de bdsons para cada um dos estados mencionados. Para k = 300, a
medida que aumentamos o valor de 0/g, (n,) diminui se estamos antes da transigao, e
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aumenta apds passarmos por ela. Podemos notar destas figuras que o emaranhamento
estd intimamente ligado ao niimero de bdsons que estd presente no sistema, pois para
estados com k£ > 400 temos A ~ 1, e apresentam um numero relativamente grande de
bésons para todos os valores de d/g.
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Figura 4.8: Entropia linear, A =1 —Trp?c, representada pelos quadrinhos pretos, diferenca na energia,
AE), = Ex41 — Eg, bolinha vermelhas e niumero médio de bosons representado pelas estrelinhas verdes.
Em (a) e (b) k=300, em (c) e (d) k =400, em (e) e (f) k =500 e finalmente em (g) e (h) k = 600.
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Até aqui estamos considerando apenas o sistema com bdsons nao-interagentes.
Como a interagao entre eles poderia alterar tudo que mostramos até agora? Para descobrir,
considere o Hamiltoniano

Hi=gY (aha;kb + b*a%alk) + 86T + a(bib)?. (4.16)
k

onde « é parametro de interacao entre os bésons. Na figura 4.9, para alguns valores de
a/g, podemos ver como a forga da interagao afeta a transicao de fase. Quando «/g é
muito pequeno, obviamente nao hd uma mudanga visivel no comportamento do sistema,
mas para a/g = 1, podemos ver que ndo mais existe a transigdo de fase. Observe que
o ultimo estado a apresentar os indicios de transicao deixa de ser k = 400 e passa a ser
k = 300 para a/g = 0,01 e k = 100 para a/g = 0,1. A natureza da transi¢do continua
sendo a mesma, pois o comportamento qualitativo do niimero médio de bésons permanece
semelhante ao caso sem interacao .
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Figura 4.9: Energia em fungdo de §/g considerando bésons interagentes, H*, e utilizando a/g igual a
0,001 em (a), 0,01 em (b), 0,1 em (c) e 1 em (d). (n=1600)
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4.3 Conclusao

No capitulo 2, vimos que o estado de meio preenchimento em sistemas bicamada
pode existir em duas situagoes distintas: i) quando houver tunelamento entre as camadas
e ii) quando os efeitos de muitos corpos predominam na auséncia de tunelamento. Isso
pode ocorrer em sistemas cuja unica diferenca entre eles é a separagao d entre as camadas,
sendo que o tunelamento ocorre quando as camadas sao aproximadas a partir de um valor
critico estimado de d/l ~ 2 [12]. No estado que apresenta efeitos de muitos corpos,
esperamos um numero considerdavel de bosons; ja no estado de tunelamento nao devem
existir bésons, ainda que o nimero de elétrons e buracos continuem iguais.

Observando os resultados apresentados nas figuras 4.6 e 4.8, podemos ver que existe
uma associacao na queda da entropia linear com a diminuicao no niimero médio de bésons
no sistema. Com isso, podemos concluir que a transicao de fase apresentada por nosso
modelo esta intimamente relacionada com a diminui¢ao do niimero de bdsons.

Ainda no capitulo 2, vimos que o estado que minimiza a energia, tanto no caso
de tunelamento quanto no caso de muitos corpos, é aquele onde os elétrons na camada
de cima estao imediatamente acima dos buracos na camada de baixo, ou seja, o estado
incompressivel. E este estado pode favorecer tanto o tunelamento quanto o estado coletivo.
Além disso, para manter o sistema no estado de v, = 1, é necessario um campo magnético
e temperatura muito especificos, pois qualquer alteracao, por pequena que seja, tira o
sistema da condi¢ao de meio preenchimento.

Com isso, podemos argumentar sobre alguns aspectos fisicos do nosso modelo: Veja
que a constante de acoplamento, g, nao deve depender nem do campo nem da temperatura,
pois nosso modelo nao permite ao sistema sair da condicao de meio preenchimento. Entao,
g deve depender, essencialmente, apenas da separacao entre as camadas. Por outro lado,
0 também depende da separacao entre as camadas e por isso vamos andlizar a relacao
entre a razao d/g e a separagao entre as camadas.

Para tanto, vamos nos restringir a andlise do estado fundamental. Na figura 4.6
podemos ver que quando §/g — oo o numero de bdsons se anula, mas se o valor de §/g
vai diminuindo, a partir de um ponto especifico (§/g = 56,6), o nimero de bdsons no
sistema comeca a crescer rapidamente. Como o nimero de bosons pode ser relacionado
ao tunelamento, entao temos que para ¢/g grande estamos no regime de tunelamento e
para 0 /g pequeno estamos em um regime sem tunelamento. Isso corresponde exatamente
ao experimento citado na subsecao 2.5.2, pois o sistema apresenta tunelamento para d
pequeno, mas com o aumento da separacdo, a partir de um certo valor (d/l ~ 2), o
tunelamento desaparece. Assim, podemos ver que §/g varia com o inverso da separagao.
Considerando ainda que, se d é pequeno, existe um favorecimento da formacao de pares de
férmions nao ligados e se d é grande a formacao de bdsons é que sera favorecida, podemos
concluir que a transicao de fase apresentada por nosso modelo representa a transicao entre
os estados de tunelamento e o coletivo.
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Outro ponto a favor dessa analogia é a previsao experimental de que a transicao
entre os estados de tunelamento e o coletivo deve ser feita de maneira continua. De fato,
temos uma transicao de segunda ordem que justamente é caracterizada por sua continui-
dade. Apesar de tudo isso, também podemos identificar imediatamente uma limitacao
para o modelo, comparando o limite que /g — 0 e o limite experimental de d — oc.
Nessa situagao, nosso modelo apresenta um grande nimero de bdsons, mas experimen-
talmente os éxcitons indiretos nao deveriam existir j4 que a enorme separagao entre as
camadas impedira que elétrons e buracos, de camadas distintas, interajam entre si. Ainda
assim, é justa a associagao entre o modelo e o experimento da referéncia [11].
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CAPIiTULO 5

Condensacao de Bose-Einstein dos
éxcitons indiretos

No capitulo anterior estudamos a transicao de fase que marca a formagao dos éxci-
tons indiretos em SBC, agora pretendemos fazer o estudo da transicao de fase que marca a
condensacao Bose-Einstein desses éxcitons. Assim, vamos rechear esta parte do trabalho
com ingredientes microscépicos através do estudo dos efeitos causados pela interacao de
Coulomb. Na primeira secao, calculamos os elementos de matriz coulombianos para veri-
ficar o comportamento da interagao entre elétrons e buracos. Na se¢ao seguinte propomos
um estado fundamental para o sistema e fazemos o céalculo, utilizando o estado proposto,
dos elementos de ordem de longo alcance fora da diagonal (off-diagonal long-range order
- ODLRO) que é a tinica maneira de demonstrar rigorosamente se existe a condensagao
ou nao. E, finalmente, na iltima secao apresentamos a conclusao a respeito desta parte
do trabalho. Devemos salientar que muitos conceitos e resultados importantes obtidos no
capitulo 2 serao utilizados aqui.

5.1 Elemento de matriz coulombiano

Como visto no capitulo 2, o sistema bicamada contém os ingredientes necessarios
para ocorrer a condensacao de Bose-Einstein de éxcitons indiretos, tais como quebra es-
pontanea de simetria e coeréncia de fase macroscopica. Mas, uma condigao essencial que
possibilita ocorrer a condensacao é o fato de as particulas nao ficarem restritas em um
ponto especifico no condensado, ao contrario, cada uma delas deve se encontrar sobre
toda a extensao do condensado, em um estado de superposicao coerente. Contudo, para
verificar essa propriedade precisamos determinar o estado fundamental exato do sistema.
O maior problema em se estudar BEC de éxcitons é justamente a construgao dessa funcao
de onda, isso porque ela deve ser construida a partir de pares de férmions e ainda assim,
macroscopicamente, deve apresentar um comportamento bosonico. Podemos realizar cal-
culos numéricos, é verdade, mas nesse caso ficamos limitados a um nimero pequeno de
particulas. Para fugir dessa restricao incomoda, faz-se necessério utilizar aproximacoes
na forma de proposi¢ao para um estado modelo. Entao, a idéia dessa parte do trabalho é
justamente propor um estado fundamental aproximado para o BEC de éxcitons e verificar
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5.1 Elemento de matriz coulombiano 49

se o termo ODLRO se anula no limite de grandes distancias entre as particulas nesse es-
tado. Além disso, verificamos ainda a qualidade dessa aproximacao através de um calculo
exato para poucas particulas.

A condensacao no sistema bicamada sé sera possivel quando estamos na situacao de
meio preenchimento com auséncia de tunelamento (capitulo 2). Nessa parte do trabalho
estamos considerando o sistema sempre nestas condigoes e por tanto o tunelamento sera
desprezado neste capitulo. Como estamos querendo propor um estado fundamental para
um eventual condensado, precisamos saber como se comporta a interacao entre as parti-
culas, ou seja, como se da a troca de momento entre elétrons e buracos. Considerando que
a natureza da interacao entre um elétron e um buraco é puramente Coulombiana, vamos
calcular os elementos de matriz dessa interacao levando em conta que cada elétron esta
ocupando um estado do nivel de Landal mais baixo dado na equagao (2.10).

Para tanto, vamos utilizar o formalismo da segunda quantizagao, descrito na segao
3.1, para escrever os operadores densidade (de elétrons e de buracos) utilizando como base
os estados do nivel de Landau mais baixo, ¢k (7). Assim, podemos escrever os operadores
de campo para elétrons na forma

() =Y erPar e PR = wi(Pal, (5.1)
k

k

onde al (a) sdo os operadores de criacdo (aniquilagio) de elétrons. Para obtermos os
operadores equivalentes para os buracos, basta lembrar que o ato de destruir um elétron
é exatamente o mesmo de criar um buraco (capitulo 2). Considerando que os operadores
Y e ¢f sdo os operadores para buracos, temos

D7) = (7)) = ngk(F)cL, onde ¢ = ay. (5.2)

Os operadores sempre criam (ou aniquilam) os elétrons na camada de cima e os buracos
na camada de baixo do SBC e por isso nao se faz necessario indexar as camadas. Como
estamos interessados na troca de momento, calculamos os operadores densidade para
elétrons, p(q), e para buracos, p(g), no espago de momentos através da transformada de
Fourier da densidade no espaco de coordenadas, e encontramos os seguintes operadores
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A interacao entre as particulas no sistema bicamada é dada por

/d27“1d27“2‘1ﬁ(771)‘1ﬁ(772)v(7“2 — ) V()W (), (5.5)

onde V(7)) = ¢1(7) + 19(7), sendo que os indices 1 e 2 se referem a camada de cima e
a camada de baixo respectivamente. Utilizando a notacao de buracos podemos fazer a
seguinte substituicao 1 () = () e 1o (F) = () e com isso temos que

U)W () (7)) U () = [T (7) + (7)1 (R2) + (7)) [ (72) + T (7
) .

(5.6)

Na segunda igualdade temos que o primeiro termo representa a interacao entre elétrons,
o segundo a interacao entre buracos, o terceiro e quarto a interacao entre elétrons e
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buracos, todos os outros termos representam os termos de tunelamento. Desprezando o
tunelamento e colocando os operadores segundo conforme o ordenamento normal, temos

W) UT (o) W () W (71) = 9T (7)Y (7) v (7) v (1) + o (7 DY) () (7))

+

ST o (5.7)
=PI P (F) (P (71) — D (F) et (7)o (7) 0 (71)
Com isso, a interacao de Coulomb toma a seguinte forma
/ Py Py U ()0 )V (ry — 1) U(7) W () —
+ [ PridPropt(F)WT(R)V (re — 1) (7)Y (71)
(5.8)

+ [ PridPro (7)Y () V (e — r1)Y (7)Y (7)

EPridPropt (F) YT (7)) V (re — m) (7)Y (7))

|
—— —

onde os dois primeiros termos representam a repulsao entre particulas na mesma camada
e o terceiro a atracao entre particulas de camadas diferentes. E esse termo que vai ditar
a dinamica para a formacao dos éxcitons que nos interessa aqui. Podemos calcular a
transformada de Fourier do potencial de Coulomb em 2D [12,25] considerando a separagao
entre as camadas na direcao de z igual a d, que é dado por

4 e? e~ 4d
oy )

V(g) =

Como vimos na subse¢ao 3.1.3 para um gas de elétrons degenerado devemos considerar
apenas o caso de para ¢ # 0. Entao, tomando a transformada de Fourier do termos de
interagao elétron-buraco da equagao (5.8), encontramos

—2/d2T1d2T2¢T(F1)QZT(F2)V(T2 - 7’1)@5(772)1/)(771) = _QL Z (@QV(9)p(—7)
7 (5.10)

= E Ckfck’+pak+p

k.k'.p

onde
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4e

F,= —
Largo

p

—qd
/ dg, cos(I*q,q.) e P2 . (5.11)

q qz=p

Afim de visualizarmos o comportamento da interacao de Coulomb, fizemos um
grafico para o fator F, da equagao (5.11) para alguns valores de d/l mostrado na figura
5.1. Podemos verificar que o comportamento qualitativo de F,, ¢ um pico centrado no
zero, com uma largura tipica da ordem de 0,01 em unidades de Ip. Isso significa que em
nosso modelo devemos considerar que cada elétron interage, nao apenas com o buraco de
mesmo momento, mas também com outros com uma diferenga de de momento dentro do
intervalo.

1,0

0,9 — _— 0,1

0,8 — 1
0,7 —
0,6
0,5

0,4 —

PSfrag replacements 05
p

F /FO T T T T T T T T T
p 0,0 0,01 0,02 0,03 0,04 0,05

dfl |

Figura 5.1: Grdfico de F, normalizado em fungdo de lp para diferentes valores de d/l. Note que a
largura a meia altura é da ordem 0,01.

5.2 Estado fundamental e funcao de correlacao entre

éxcitons

Usando o formalismo da sugunda quantizac¢ao, representamos o estado de um éx-
citon pela acao de um operador de criacao de elétrons az e um de criagao de buraco c,t,
sobre o estado de vécuo |0). Dizemos assim que o éxciton formado tem um momento
intermo p = k' — k. Dados os Q estados possiveis para os elétrons e buracos, uma forma

possivel para o estado de um éxciton com momento p é
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Q
1
Lp)=—=> alcl,[0). (5.12)
VO &

Aqui |0) é o vacuo de férmions, de modo que ndo existem elétrons no pogo de cima nem
buracos no de baixo. Podemos generalizar esse estado para um de n éxcitons de momento
p simplesmente escrevendo

k

In,p) =N (Z aLc,Lrp) 0). (5.13)

Sendo que esses estados obedecem a condicao de ortogonalidade dada por

<m7 Q|n7p> = 5’”«777746171‘1'

Com base no gréfico de F, (figura 5.1) e também através da diagonalizagdo numé-
rica exata do Hamiltoniano do sistema para poucos estados, concluimos que os estados de
éxcitons com momento p = 0 sdo os mais provaveis. Porém, devido ao fato da interacao
Coulombiana ser de longo alcance, também aparecem no estado fundamental, éxcitons
com outros valores de momento interno. Neste ponto, propomos o seguinte Ansatz para
o estado fundamental do SBC

Q
[To) = foln,p) onde > |f[P=1, (5.14)
p=0 p

e {2 é o numero total de orbitais degenerados no nivel de Landau mais baixo. Desde que
fp obedeca a condi¢ao de normalizagao acima, podemos assumir para ele, por exemplo,
uma forma Gaussiana

2

_p2/902
me P°/2 . (515)

fp:

Agora podemos calcular o termo ODLRO para este estado e verificar se ele apre-
senta formagao de BEC de éxcitons. Para tanto vamos inicialmente considerar o caso em
que o = 0, o que equivale a ter f, = d,0. Assim, a equagdo (5.14) pode ser escrita como

W) = |n,0) = N (Z a,Lc,1> 10). (5.16)

Como €2 é igual ao numero total de estados possiveis de serem ocupados pelos pares
elétron-buraco tal que 2 > n, e na condicao de meio preenchimento 2 = 2n. Entao
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n
podemos escrever <Zk a};cL) = (aIcJ{ + agcg +.t agcg)". Note que isto nos da todas as

maneiras possiveis de ocupar €2 estados com n pares de férmions. Como nao é permitido
ter mais de um par em cada estado, isso se torna um problema combinatorio no qual o
nimero total de estados distintos é dado por Q!/[n!(€Q2 — n)!] com um fator de ocupagao
igual a n! (veja apéndice B).Assim, podemos concluir que

(@2 —n)!
=V
Por simplicidade, definimos |n) = |n,0), e com isso o termo ODLRO pode ser escrito

Cco1mo

(|} (P01 (b)) ) =

= Z <"’90k1 fjalq@kg( )CkQSOk'( )Ck/@k'( )ak/ >
ey ko Ky e, (5.17)

= D O ow (7w () (nlal, cf ey an ).
k1, ko, kb k)

Note que aqui temos uma densidade de dois corpos diferentemente da secao 3.2.2, ja que o
éxciton é formado por um par de particulas. Apds um longo e tedioso cédlculo, encontramos
que

T 2
! Q!

p ot _ e :
(nlag, cr,Cryar; [n) = Ok, Ok ; {(n ~ 22‘)[] (Q—n+ 2@')!Jr

5 5 A n! 2 Ql
+ Ok k2klz[(n—2i+1)!] (Q—”+2i_1)!+

i=0
n! 2 Q!
 2honion 3520 [
lem m—j—-D!' (Q=—n+j+1)!
n! 2 Q!
RETHTNS 3 Do ~
pr e m—j7j—=2)! (Q=—n+j+2)!

= Ok ky Okyky 251 + Okt k! Okgky 202 + 2081 &y Oy 233 + 2081 11 Okiyky 214
= Okt ky Ok (Z1 + 2303) + Opgs Oroy (B2 + 22)
(5.18)

onde temos as seguintes defini¢oes:

F:{ (n+1)/2 sen éimpar A

(n—1)/2 sen é{mpar
n/2 sen é par

n/2 sen é par
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@_{(n—l)/Q se n é fmpar 9_{71—1 se n é fmpar

n/2—1 sen épar n—2 sen épar

—_
—
—

(n—3)/2 sen éimpar n—3 sen éimpar
. §= ,
n/2—1 sen épar n—2 sen épar

Cada uma dessas somatoérias pode ser tratada em termos da funcao hipergeométrica ge-
neralizada fazendo apenas uma simples mudanca de variaveis. Dados n e €2, tudo isso se

reduz a numeros que podem ser escrito na forma

~ n(Q2—n) _n(n—1)
Substituindo estes resultados na equagao (5.17) obtemos

(n ]wm@;(%(ﬁ)wﬁ) n) =

- n(§2 n(n —1
A G A G ) |:(Sk’1k15k’2k2ﬁ + Oy %klﬁ
k1 ko K K/
— BT 2 ¢k TR ek () + i S Rk (e (han)
k:1 ko ke k!
(5.20)

Usando a fungao de onda do nivel de Landau mais baixo dada na equagao (2.10) para
o elétron, e lembrando que a fungdo de onda do buraco serd @r(7) = ¢k (), podemos

escrever
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" aw W 1 n(Q — n) (12 2 /712 (12 N2 /72
n[ ! (P! (7)) () n) = : e~ (ki) /1§ (= hay/ 2/
(o ") =) >

2

+ 1 n(n — 1 ‘Zezlﬂ z—x') —[(y +12k1)% 4+ (y+1%k1)? ]/212

(ILqy/m)” U~

== dk
2wPQG)—1)<£ ¢ *
1 n(n - 1) (9—92/)2 /‘OO —ik ( _ /) _l2<k+%y/)2 2
R1(x—x ] dk
Eoo-n°S "), ¢ ¢

(5.21)

Na tltima passagem fizemos a substitui¢ao Y., — (L,/27) [;* dk, e resolvendo a tltima
integral, encontramos que

72
n [r—r"]

<n|¢T<f‘)'§ET(F)&(ﬁ)w(ﬁ>‘n> = (27Tl2)QQ(Q _ 1) (Q - n) + (n - 1) e 2 : (522>

Tomando o limite em que |r—r'| — o0 e 2, n — oo tal que v = n/Q) permanega constante,
encontramos que

v(l-v)

TR (5.23)

(| (@ (b)) [n) —

Esse resultado nos mostra que no limite termodinamico o termo ODRLO néao se anula,
ou seja, o estado da equacao (5.16) pode representar um estado de BEC.

Vamos agora considerar o caso em que a # 0, e para isso seguiremos 0s mesmos
passos anteriores. Inicialmente, vamos apresentar o célculo utilizando a equagao (5.13),
que sera utilizado no passo seguinte. Para |n, p), obtivemos

{n, |y (RO F)O )7 |n, q) =

=i a=s? 5.24)
n _ ip(a’'—z) —1?p*/2 _ {( 212) ( 212) ] (
(2m2)2Q(Q — 1) {(Q nje ¢ Hn—1)e Op.q-

Os termos nao diagonais em p e ¢ produzem uma contrubuigao da ordem de 1/, o que vai
a zero no limite termodinanico. O mesmo ocorre com o ltimo termo da equagao acima.
Podemos entao considerar somente a seguinte equagao
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(2|6 P P Nnp) = Gz e 62)

Utilizando as equagoes (5.14) e (5.25) encontramos para o termo ODLRO com « # 0 o
seguinte

nQ—n) o 287p2/a2 2.2/ 2
el ) P /a
)

I (

(Lol (M ()b () (r7) [ To) = aym 1’
) p Vil (5.26)
(
)

n(2 —n) 2 _%
oo -nVaer 2t

No limite termodinamico essa equacao se anula

-
!/

(Wl (PP ()b () () [Wo) — 0. (5.27)
Fazendo a = 0 na equagao (5.26) recuperamos o resultado dado pela equagao (5.23)

5.3 Conclusao

Com os resultados das equagoes (5.23) e (5.27) em mente podemos verificar que
o fato da interacao de Coulomb ser de longo alcance atrapalha a formacao do estado
de BEC. A formacao de um condensado depende fortemente das correlagoes entre as
particulas (elétrons e buracos) nas diferentes camadas. O estado de condensado ¢ aquele
em que os éxcitons formados tém apenas o momento interno nulo. Em outras palavras,
devemos esperar que os elétrons de uma camada estejam verticalmente alinhados com
os buracos da outra camada. Esta é, de fato, a imagem feita na anélise do esperimento
relatado na referéncia [11]. No entanto, vimos a partir de um célculo exato com poucas
particulas que o fato da interacao de Coulomb ser de longo alcance faz com que o estado
de menor energia do sistema seja uma superposicao de éxcitons com diferentes momentos
internos, embora os coeficientes dos éxcitons de momento nulo sejam maiores. Como
mostramos, tal superposicao destroi as correlagoes de longo alcance do sistema, e portanto
nao podemos esperar que o estado formado seja um estado tipo BEC, caso apenas a
interacao de Coulomb seja responsavel pela formacao dos éxcitons. Entendemos que os
resultados obtidos na ref. [11] ndo sao conclusivos neste ponto, e que um estado coletivo do
tipo BCS seria mais provavel. No entanto, se houver algum outro tipo de interacao entre
as particulas que seja mais confinante no sentido de levar o sistema para um estado do
tipo o estado incompressivel, entao poderiamos atestar pela formacao de um condensado
de Bose-Einstein de éxcitons indiretos no sistema bicamada.
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APENDICE A

Efeito Hall Quantico

Edwin H. Hall, em 1879, descobriu que quando um campo magné tico é aplicado
perpendicularmente a direcao de uma corrente fluindo atravé s de um metal, uma dife-
renga de potencial é desenvolvida perpendicularmente ao campo e & corrente [44], veja a
figura A.1). O equilibrio é alcancado quando a for¢a magné tica é balanceada pela forca
eletrostatica, criada pelo acimulo de cargas nas bordas da amostra. O coeficiente Hall é
definido como Ry = E,/B.i,. A densidade de corrente é dada por i,, = v,Ng, onde v, é
a velocidade do portador de carga, N é densidade de cargas no material e ¢ é o valor da
carga do portador. Com isso o coeficiente Hall pode ser escrito como Ry = 1/Nq (para
um 1 nico tipo de portador).

Figura A.1: Placa condutora sob a¢do de um campo magné tico, B, e densidade de corrente,
1., perpendiculares entre si, dando origem a um campo elétrico, E,. A diferenca de potencial
entre as bordas, carregadas positiva e negativamente, € chamada voltagem Hall.

Cem anos mais tarde, foi descoberto por Klaus von Klitzing [45,46] o efeito Hall
quantico (EHQ) que acontece em sistemas eletronicos bi-dimensionais sujeitos a baixa,
temperatura [12]. O que difere o efeito Hall quantico do convencional é o fato de a condu-
tancia Hall (ou a resistividade) possuir valores discretos. Para mostrar isto, devemos levar
em conta também o campo elétrico paralelo, Ey, gerado pelo movimento das partéulas no
interior da amostra, figura A.1. Incluindo o termo de campo elétrico na hamiltoniana da
equagao (2.2) obtemos:

N 1 /. e 2 }35 P2 .
H=_— (px + —Boy> + — + = — gusBys, + eEyy. (A1)
m c 2m  2m
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E possivel fazer uma mudanca de varidveis de tal forma que as solugoes da equacao de
Schrodinger para essa hamiltoniana ainda sejam dadas pelas fun¢oes de onda da equagao
(2.9), a unica diferenca sendo que yo nao serd mais dado por (2.5) e sim por:

yo = — <% - §> . (A.2)

we \'m B

E interessante notar que as fungoes de onda, dadas por (2.9), se referem ao movi-
mento de cada particula separadamente, o que implica que estamos considerando elétrons
nao interagentes. Com os resultados anteriores, podemos calcular a densidade de corrente,
7, dada por [31]

- —ih
= — (vive — wvuf A3
"T om ( ) (A.3)
e obtemos que i, =0 e
hk 22
S —(y=y0)*/1? A4
e 2mle\/7_T€ (A.4)

A integracao dessa equacao nos fornece uma corrente parcial, que refere-se a cada estado
do nivel de Landau ocupado [47], que é eEy/ByL,. Entao, para encontrar a corrente
total, basta multiplicar o resultado da integragao pelo nimero de estados em cada nivel
de Landau, equagao (?7), e pelo fator de preenchimento, v, resultando em

1/62

1==2V (A.5)

onde V ¢ a diferenca de potencial entre as bordas do condutor medida na diregao de y. E
a condutividade Hall sera dada por

Na presenca de campo magné tico constante, a condutividade torna-se um tensor
N "
Uy:v Uyy _ny Ozx
Mas a condutividade diagonal, 0., serd nula, pois i, = 0.
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Na figura A.2, temos as medidas das componentes da resisténcia, R,y e Ry, feitas
em uma amostra mantida a 0,3K de temperatura. Para entender o que ocorre na regiao

de picos em R,, e entre as partes planas de R,,, vamos considerar a figura A.3. Na

TY )
parte (a) dessa figura temos a representagao dos niveis de Landau como fungoes J em
pontos separados pelo fator 1/2 Aiw.. O campo elétrico afeta drasticamente a localizagao
dos elétrons, fazendo com que os niveis se alarguem em bandas [48], dando origem a
estados estendidos que sdo quase degenerados, figura A.3 (b). A separagao entre os estados
estendidos é chamada por Laughlin na referéncia [49] de gap de mobilidade. Isso porque,
se o nivel de Fermi estiver localizado em algum lugar dentro deste gap, os elétrons nao
podem se mover para niveis de Landau que estejam acima do nivel de Fermi, figura A.3
(b). Nesse caso, o transporte é feito sem dissipacdo e temos a situagao discutida acima,
em que R, se anula e I?;, apresenta os valores quantizados. Por outro lado, se o nivel de
Fermi possui uma energia tal que seja a mesma de uma banda de estados estendidos, figura
A.3 (c), os elétrons conseguem se mover para todos os estados da banda, mesmo que eles
possuam uma energia um pouquinho acima da energia de Fermi. Porém, haverd dissipagao
no movimento deles, a resisténcia aumentara provocando transferéncia de energia. Esta
situacao se dd justamente nas regioes de pico em R,, e de aumento em R,,.

— 2000
15[ ]
{1600
]
o~ 11200 —~
¢ : S
9 1800 o
1400
lo
12

S
B, (tesla)

Figura A.2: Componentes da resistividade, Ry, e Ry, medidas em uma heterojuncao de GaAs-
GaAlAs mantida a 0.3K de temperatura e densidade eletronica n = 4,2 x 101tem=2 [53].

Em amostras com mobilidade de portadores muito grande, aparecem outros valores
de v entre os valores inteiros, veja a figura A.4 para medidas de resistividade diagonal py,,.
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(

a) °F (h) BF (©)

Energia Energia Energia

Figura A.3: Representacao dos niveis de Landau para os casos: (a) niveis localizados, repre-
sentados por fungoes 0 e eratamente separados pelo fator de 1/2 hw.; (b) banda de estados
estendidos quase degenerados, com a energia de Fermi entre a primeira e a sequnda banda; (c)
bandas de estados estendidos, com nivel de Fermi localizado em cima da sequnda banda. [49]

A condutividade ainda é dada pela equacao (A.6), mas agora v é um numero fraciondrio.
Esse é o efeito Hall quantico fracionario (EHQF) e foi descoberto por Tsui, Stormer e
Grossard [50] em 1982. Ele ¢ uma manifestacao do comportamento coletivo em sistemas
bi-dimensionais com elé trons fortemente interagentes [51]. Alids, essa é exatamente a
grande difernca entre EHQF e o EHQ com v inteiro: a origem dos gaps na energia.
Antes, eram devidos & quantizagdo do movimento de cada particula separadamente [49],
agora, no EHQF, resultam do movimento coletivo de todos os elé trons do sistema [52].
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Figura A.4: Resistividade diagonal, pg,, medida em uma amostra mantida a 0,4K de tempe-
ratura e densidade eletronica n = 1,12 x 10Mem™2. Para campos maiores que 14T, os dados

foram divididos por um fator de 2,5. [54]
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APENDICE B

Principio fundamental da contagem

Considere um conjunto de N elementos do qual podemos retirar m amostras com
n,, elementos em cada uma delas. Podemos fazer isso de varias maneiras diferentes,
considerando se pode, ou nao, haver repeticoes e se estes elementos possuem, ou nao,
um ordenamento. A idéia do principio fundamental da contagem [55] é saber de quantas
maneiras isso pode ser feito em cada caso citado acima. Para isso, primeiro devemos saber
se cada etapa de dividir o conjunto ¢é independente das demais, ou nao. Vamos, entao,
dividir um conjunto m vezes com p; maneiras de efetuar cada divisao ¢. Entao, o ntimero
de maneiras possiveis de efetuar todas as m etapas serd dada pelo produto [[7", w;, caso
as amostras do conjunto sejam independentes, ¢ pela soma > 0" fi;, caso as amostras
sejam dependentes uma da outra. Para os casos de nosso interesse podemos nos restringir
a amostras independentes. Comecaremos, entao, com o caso mais simples no qual temos
um conjunto de N elementos ordenados e queremos saber de quantas maneiras podemos
mudar a ordem destes elementos.

Lema 1 O nudmero de permutacoes dos N elementos de um dado conjunto, denotado por
Py, € dado por
Py = NV

Prova do Lema 1 Temos N elementos a serem permutados sem repeticao, por tanto
para o primeiro elemento temos N possibilidades de escolha, para o sequndo N — 1 e
assim por diante até o ultimo elemento restante. O miumero de maneiras possiveis de
fazer estas permutagoes serd entio N(N —1)(N —2)..3-2-1= NL

Consideremos agora um conjunto de N elementos dos quais queremos retirar amos-
tras com n elementos ordenados. Os elementos retirados nao podem ser recolocados no
conjunto para serem usados novamente. Entao queremos saber quantas amostras de n
elementos podem ser retiradas do conjunto N.

Lema 2 O nudmero de amostras ordenadas, sem reposicao e com n elementos que podem
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ser retiradas de um conjunto com N elementos, (N),, serd dado por

(N = N(N = (N = 2).. (N = 1) = (s

Prova do Lema 2 De maneira andloga a prova do Lema 1, podemos pensar que o pri-
meiro elemento da amostra pode ser retirado de N maneiras diferentes o sequndo de
N — 1 maneiras, mas agora nao vamos retirar todos os elementos. Queremos parar no
n-ésino elemento que tem N — (n— 1) maneiras de ser retirado. Assim temos que existem
N(N —1)(N —2)...(N —n+ 1) amostras diferentes que podem ser retiradas do conjunto.

Se, por outro lado, os elementos puderem retornar ao conjunto antes da préxima
retirada, entao quantas amostras com n elementos podemos obter?

Lema 3 O nidmero de amostras ordenadas, com reposicao e contendo n elementos que
podem ser retiradas de um conjunto com N elementos, serd dado por

N™.

Prova do Lema 3 Ao recolocarmos os elementos de volta no conjunto o nimero de ma-
neira possiveis de tirar cada um dos elementos serd N. Se queremos retirar n elementos
teremos N-N-...-N-N=N",

Agora vamos considerar que as amostras sejam nao ordenadas. Queremos saber,
entao, quantas amostras deste tipo podemos conseguir do conjunto de N elementos, con-
siderando que nao havra reposicao .

Lema 4 O niumero de amostras nao ordenadas sem reposicao com n elementos retiradas
de um conjunto com N elementos, Cy ., € dado por

Prova do Lema 4 O numero de amostras ordenadas que podem ser retiradas de um
conjunto de N elementos é dada no Lema 2 por (N), = N!/(N —n)!. No caso em
questao as amostras sao nao ordenadas, ou seja, em uma dada amostra, a troca de dois
elementos nao nos conduz a uma amostra diferente. Por tanto das (N), amostras temos
que descartar todas as trocas dos n elementos. Isso pode ser feito dividindo pelo nimero

de permutagoes dos n elementos, P, = n!, dada no Lema 1. Por tanto, temos que
_ (N)n N!
CN,” — P, T nl(N-n)!"
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O Lema 2 nos fornece o nimero de amostras, cada uma com n elementos, que
podem ser retirados de um conjunto com N elementos. Um problema ainda mais interes-
sante é saber de quantas maneiras distintas um dado conjunto de N elementos pode ser
dividido em m amostras nao ordenadas com n; elementos em cada uma. Sendo que isso
deve ser feito considerando a condicao de que Y ", n; = N.

Lema 5 O numero de maneiras possiveis de dividir um conjunto de N elementos em m
amostras nao ordenadas com n; elementos em cada wma, de modo que > ;" n; = N, é

dado por
N!

nilng!..ny,

Prova do Lema 5 Do conjunto de N elementos devemos retirar inicialmente ny deles,
e isso pode ser feito de Cy,, maneiras distintas, de acordo com o Lema 4. Com isso
nos restam N — ny elementos no conjunto. Deste conjunto restante devemos retirar ns
elementos, que poderd ser feito de Cn_p, n, maneiras diferentes, e assim por diante. Na
ultima retirada temos apenas npy,—1+mn., = N —(n1+ng+...4+n,_2) elementos e entdo essa
retirada poderd ser feita de CN_(n,+not..tnm_omm—1)mm_o Maneiras. Com isso temos que
o numero de maneira de dividir um conjunto em amostras com quantidades de elementos
diferentes em cada uma serd

CN,nl : CN—nl,ng taeeet CN—(n1+n2+...+nm_2,nm_l),nm_z =
N! (N —ny)! (N —(ng+ng+ ... +npp2))!
(N —n)! nol(N = (ny +ma))! " /(N = (g + 1o+ oo + 11))!
N! 1 1 B
! ng m.nm_ll(N—(n1+n2+...+nm_1))! N
N! 1 1 N!
! ng! T my, g, - nqngl...n,,!
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ApPENDICE C

Discriminante e a classificacao dos
pontos criticos

Para classificar os pontos criticos de uma funcao de duas variaveis, f(z,y), podemos
calcular o seguinte determinate avaliado no ponto critico de interesse (z., y.)

T
D(we,ye) = | 55 %ﬁ;’ (C.1)
Oy y* (zeyye)

e verificar o sinal de D. Se D > 0 temos um ponto de extremo e se D < 0 temos um
ponto de sela. Para saber se o ponto de extremo e maximo ou minimo locais devemos

2
. . .y O2f 0%f _ | 9%f . .

olhar para o sinal de uma das derivadas segundas de f (ja que 52 052 = | w0y | OS sinais

2f . 9%f

Ox2 oy?

maximo local, e sendo negativo serda um minimo local.

das derivadas e sao os mesmos). Assim se o sinal é positivo o ponto serd um
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Baixar livros de Literatura

Baixar livros de Literatura de Cordel
Baixar livros de Literatura Infantil
Baixar livros de Matematica

Baixar livros de Medicina

Baixar livros de Medicina Veterinaria
Baixar livros de Meio Ambiente
Baixar livros de Meteorologia
Baixar Monografias e TCC

Baixar livros Multidisciplinar

Baixar livros de Musica

Baixar livros de Psicologia

Baixar livros de Quimica

Baixar livros de Saude Coletiva
Baixar livros de Servico Social
Baixar livros de Sociologia

Baixar livros de Teologia

Baixar livros de Trabalho

Baixar livros de Turismo
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