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Resumo

O comportamento cadtico do modelo de vidro de spins de Ising de curto alcance foi
estudado em redes fractais, com dimensoes variando de 1 a 3. Analisamos o expoente de
escala da energia y - introduzido por McMillan, Bray e Moore e também utilizado por
Fisher e Huse em seu modelo de gota - e o expoente de caos ¢ - introduzido por Bray e
Moore -, em diversas redes hierarquicas. Estudamos estas redes fractais cujas dimensoes
variam de 1 a 3, incluindo redes com dimensao entre 2 e 3 proximas da dimensao critica
inferior dyop ~ 2.58. Para dimensoes inteiras 2 e 3, estas redes podem ser vistas como
uma aproximagao de deslocamento de ligagoes ("bond-moving") de Migdal-Kadanoff para
as respectivas redes de Bravais quadrada e cubica. O expoente de escala da energia y
¢ negativo em todas as redes estudadas com dimensao abaixo de ~ 2.58, mostrando que
nao existe fase vidro de spins nestas redes, e é positivo para redes com dimensao maior
do que este valor, mostrando que a fase vidro de spins é estavel em redes com dimensao
maior que dycp, como esperado. O expoente de caos para a familia de redes hierarquicas
diamante decresce monotonamente quando a dimensao aumenta de 1 para 3. Todas
as possiveis redes hierarquicas que podem ser obtidas de uma rede de Bravais (a rede
ctibica, por exemplo) pelo esquema de deslocamento de ligagoes de Kadanoff possuem o
mesmo expoente de caos, apesar de apresentarem claras diferencas entre elas. Outras redes
fractais, que ndo podem ser obtidas pelo esquema de deslocamento de ligagoes, apresentam
expoentes de caos que nao seguem o comportamento mondétono mostrado pela familia de
redes hierarquicas diamante. O expoente ( é calculado para temperatura nula e finita, e
dois tipos de perturbagoes foram analisadas: perturbac¢oes nas constantes de acoplamento
(para temperatura zero) e perturbacoes na temperatura (para temperaturas finitas). O

expoente ¢ nao depende do tipo de perturbagao que ¢ realizada.
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Abstract

The chaotic behavior of the short-range Ising spin glass model is studied on fractal
lattices with dimensions varying from 1 to 3. We analyze the scale-energy exponent ¥ -
introduced by McMillan and Bray and Moore and also used by Fisher and Huse in their
droplet model - and the chaos exponent ( - introduced by Bray and Moore -, on several
hierarchical lattices. We study these fractal lattices whose dimensions range from 1 to
3, including lattices with noninteger dimensionality between 2 and 3 close to the lower
critical dimension djop ~ 2.58. For integer dimensions 2 and 3, these lattices can be vi-
ewed as a Migdal-Kadanoff moving-bond approximation for the corresponding square and
cubic Bravais lattices. The y scale-energy exponent is negative in all lattices studied with
dimension below ~ 2.58, showing that there is no spin-glass phase in these lattices, and it
is positive for lattices with dimension greater than this value, showing that the spin-glass
phase is stable in lattices with dimensions greater than dycp, as expected. The chaos
exponent for the family of diamond hierarchical lattices monotonically decreases when
the dimension increases from 1 to 3. All the possible fractal hierarchical lattices that
can be obtained from a Bravais lattice (the cubic lattice for example) by the Kadanoff
bond-moving scheme have the same chaos exponent, in spite of presenting clear differen-
ces among them. Other fractal lattices, which can not be obtained by the bond-moving
scheme, have chaos exponent that do not follow the monotonic behavior presented before.
The ¢ exponent is calculated at zero and finite temperatures, and two kinds of pertur-
bations were analyzed: perturbations on the coupling constants (at zero temperature)
and perturbations on the temperature (at finite temperature). The ( exponent does not

depend on the type of perturbation.
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Capitulo 1

Introducao

A denominacgao “vidro de spins” surgiu para designar uma classe de ligas metalicas como
CuMn ou AuF'e, que sao formados por exemplo a partir de metais nobres (Au, Ag, Cu, Pt)
fracamente diluidos com ions de metais de transicdo magnéticos, como o Fe e Mn. O
FeCr, Fu;Sr1_;S, etc., também sao exemplos de materiais que apresentam a fase vidro
de spins. Deve-se notar que o Fu;Sr1_;S, com z entre 0.1 e 0.5, é um isolante e também
apresenta propriedades da fase vidro de spins.

Uma das razoes para o nome vidro de spins ¢ devido a que os momentos magnéticos
(associados aos spins) apresentam localmente uma orientacao fixa mas sem qualquer or-
denamento periédico, o que conceitualmente lembra estruturas amorfas!, como o vidro
convencional.

Vidro de spins é um fascinante topico da fisica da matéria condensada, o qual se desen-
volveu essencialmente apds 1970 quando experimentos mais precisos foram realizados. A
presenca de um pico agudo na susceptibilidade ac dependente da frequéncia, em campos
magnéticos pequenos, foi primeiro observado em ligas de AuF'e por Cannella e Mydosh
[1]. Acredita-se que este pico seja uma caracteristica universal destes materiais, indi-

cando uma transicao de fase. Nesta transicao o calor especifico nao apresenta nenhuma

IEstruturas amorfas, também chamadas de estruturas vitreas sdo formadas por arranjos atémicos
aleatorios e sem simetria ou ordenagao de longo alcance.
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singularidade visivel, em vez disso, ele tem um méaximo arredondado. Este maximo esta
localizado ligeiramente acima da temperatura de “congelamento”, Ty, definida através do
pico na susceptibilidade [2]. Para T' < T, o calor especifico varia aproximadamente de

forma linear com a temperatura (ver a Fig. 1.1).
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Figura 1.1: Calor especifico do CuMn com 1.2% de Mn versus temperatura. A seta
indica a temperatura de congelamento, Ty. Extraido de Wenger e Keesom [3].

Outras caracteristicas da fase vidro de spins sao a magnetizagao remanente, a histerese,
o lento relaxamento, envelhecimento e fendmenos relacionados [2].

Basicamente a fase vidro de spins consiste em uma cole¢ao de spins que a baixas tem-
peraturas apresentam um “congelamento” local desordenado espacialmente. Isto acontece
devido as interacoes competitivas - positivas e negativas - presentes na amostra, impos-
sibilitando aos spins conseguirem uma configuracao que satisfaca a todas as interacoes.
Chama-se a isto de frustracao. Verificou-se, portanto, que era necessario usar novos con-
ceitos para descrever a fase vidro de spins e este desafio tem motivado muitos fisicos neste
campo até hoje.

Uma formulagao tedrica fundamental foi realizada por Edwards e Anderson em 1975
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[4], que destacaram a importancia da combinacao de frustragao e desordem temperada?
como sendo ingredientes fundamentais da fase vidro de spins. Introduziram assim um mo-
delo com constantes de acoplamento aleatérias e um novo parametro de ordem conhecido
como pardmetro de ordem Edwards-Anderson (EA),
1 Y .

1A= 2 S (1.1)
onde os spins S; assumem os valores £1 (spins de Ising), (....)7 representa uma média
térmica e [....]q, uma média sobre as interagoes aleatérias. O parametro de ordem, gga,
desempenha um papel central na descricao da fase vidro de spins, sendo diferente de
zero abaixo da temperatura critica e zero para temperaturas acima. A teoria EA como é
conhecida, representou um grande avango no entendimento desta nova fase.

Uma extensao do modelo EA, onde as interagdes de troca sao de curto alcance (inte-
ragoes entre primeiros vizinhos), foi proposta logo depois por Sherrington e Kirkpatrick
(SK) [5]. No modelo SK as interagoes sao de alcance infinito, ou seja, cada spin interage
com todos os outros spins do sistema, e sao obtidas aleatoriamente e independentemente
a partir de uma distribuicao de probabilidades. Este modelo de campo médio foi resolvido
na chamada aproximagao de simetria de réplicas. Entretanto, Almeida e Thouless [6] em
1978 mostraram que a solu¢ao do modelo SK com um tinico paradmetro de ordem (simetria
de réplicas) é instavel abaixo da linha de Almeida-Thouless (AT), no plano temperatura-
campo (T-H). Abaixo da linha AT, o modelo SK tem uma entropia, S, que se torna
negativa para baixas temperaturas. Para temperatura zero, S(0) = —1/(27) = —0.16 [7].
Consequentemente a solugao SK é valida apenas acima da linha AT, onde a simetria de
réplicas é estavel.

Depois do esfor¢o de varios fisicos, Parisi [8, 9] em 1980 encontrou a solugao correta
para a regiao abaixo da linha AT que era instavel no modelo SK. O procedimento utili-

zado é conhecido como quebra da simetria de réplicas (RSB). A solucao de Parisi, como é

2Temperada (“quenched”), é o tratamento dado a uma amostra em que esta é aquecida a altas tem-
peraturas, e subitamente resfriada.



CAPITULO 1. INTRODUCAO 4

chamada, tem sido demostrada com um certo rigor matematico, sendo uma solugao ana-
litica, porém nada trivial. Uma notavel caracteristica da solucao de Parisi é que, abaixo
da linha AT, o pardmetro de ordem nao é caracterizado por um ntmero, mas por uma
fungao, ¢(x) (0 <z < 1) que varia continuamente. Neste cenario, uma caracteristica da
fase vidro de spins de campo médio é a existéncia de um grande nimero (infinito quando
o nimero de spins N — oo) de estados de equilibrio [10] (vales de energia livre separados
por barreiras de energia que divergem no limite termodinédmico).

Posteriormente, no inicio dos anos oitenta surgiu um novo cenério, baseado na hipdtese
de escala para excitacoes locais, que buscava uma descricdo mais realista da fase vidro
de spins. Este novo cenario é baseado na suposicao de que abaixo da temperatura de
transicao de fase, existem apenas poucos estados fundamentais na fase vidro de spins em
qualquer dimensao. Este cenario, onde as interagbes sao apenas entre spins primeiros
vizinhos, ou seja, de curto alcance, é totalmente diferente do cenario da teoria de campo
médio.

Quando se considera excitagoes do estado fundamental, varias propriedades de escala
sao assumidas para excitacoes de aglomerados compactos de spins de escala de compri-
mento L em torno de um spin particular, onde o nimero de spins é da ordem de L%, sendo
d a dimensao. Estes aglomerados sao chamados de gotas. Este cenario se desenvolveu na
década de 80 gragas a varios autores como Bray e Moore [11], McMillan [12] e Fisher e
Huse [13, 14, 15], sendo conhecido como modelo de gotas (droplet model). Neste novo
formalismo usa-se naturalmente técnicas do grupo de renormalizagao.

Neste cenario, a energia livre das excitagoes, com escala L, superiores a energia livre
da fase vidro de spins escala como

Fr~ 1LY,

onde y é conhecido como expoente da gota. O expoente y tem papel central neste quadro,
revelando como a energia da gota escala com o comprimento. A fase vidro de spins existe

apenas para y > (0, ou seja, o sistema escala para fortes acoplamentos, sendo necessario
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uma grande quantidade de energia para inverter a gota neste sistema. Quando y < 0 a fase
vidro de spins deixa de existir, uma vez que o sistema escala para acoplamentos fracos,
permitindo excitacoes de grande escala com energia arbitrariamente baixa, impedindo a
existéncia da fase vidro de spins a temperatura finita. O modelo de gotas é usado para
descricao de vidro de spins reais, porém, ainda nao existe um consenso na comunidade
cientifica.

Uma das previsoes tedricas de vidro de spins é a sua sensibilidade a pequenas per-
turbacoes, tanto nos acoplamentos quanto na temperatura. A fase vidro de spins pode
apresentar um comportamento cadtico no seguinte sentido: com uma pequena pertur-
bacao nos acoplamentos iniciais ou uma pequena variacdo na temperatura do sistema,
acima de uma determinada escala de comprimento L = L*, o sistema torna-se totalmente
descorrelacionado do sistema original, sem a perturbacao.

O comportamento cadtico vem sendo estudado amplamente com a teoria de campo
médio [16, 17] (interagoes de alcance infinito) e a teoria de gotas [15, 18, 19]. A teo-
ria de gotas, que utiliza técnicas do grupo de renormalizacao, é utilizada no estudo do
comportamento cadtico da fase vidro de spins em sistemas de baixa dimensionalidade.

No caso da temperatura, por exemplo, o caos pode ser entendido do seguinte modo: o
acoplamento efetivo entre dois spins separados de uma distancia L, tem o sinal trocado a
medida que se muda a temperatura 7. Surgem assim varios zeros distribuidos de forma
aleatéria sobre o eixo T. A distancia tipica entre dois zeros consecutivos depende da
separacao L entre os spins. Quando L tende a infinito, essa distancia tipica entre os zeros
tende a zero, ou seja, um pequena mudanca na temperatura provoca varias mudancas
de sinal no acoplamento efetivo. Dizemos assim que o acoplamento efetivo é uma funcao
cadtica de T. Quando a temperatura é alterada de uma quantidade 07, o sistema torna-se

descorrelacionado a partir da escala de comprimento,

L* ~ (T) ¢,
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onde L* é maior que comprimento de correlacao £ do sistema e ( é definido como o
expoente de Lyapunov ou expoente de caos do sistema. O expoente ( foi introduzido por
Bray e Moore [18] em 1987 para uma descri¢ao do comportamento cadtico da fase vidro
de spins em redes de Bravais. Neste mesmo ano este expoente foi utilizado por Banavar e
Bray [19] no estudos de redes fractais. A fase vidro de spins apresenta um comportamento
cadtico quando o expoente de caos é positivo (¢ > 0). Bray e Moore [18] mostraram que o
expoente de caos ( encontra-se relacionado com o expoente da gota y e a dimensao fractal

da gota dg através da relacao:

ds
C—E—?J-

Simulacoes numéricas de vidro de spins em redes de Bravais apresentam limitagoes
principalmente no que diz respeito ao tamanho da rede. Na década de 80 algumas das
simulagoes se limitavam a L =4 em d = 3, que ¢ uma escala de comprimento pequena,
nao permitindo tirar conclusées confidveis de tais dados. Recentemente Hartmann [20)]
com um sofisticado algoritmo obteve sistemas de L? = 2562 em duas dimensoes, o que
ja é uma melhora significativa. Uma alternativa para alcancar numericamente escalas de
comprimento maiores é através do grupo de renormalizagao, porém o processo de renor-
malizacao em redes de Bravais geralmente leva a um grupo de renormalizagao atuando
em um espaco de dimensao infinita. Para contornar tais dificuldades utiliza-se redes apro-
ximadas que preservem as simetrias importantes da rede original e permitam estudar o
grupo de renormalizacdo em um espaco de dimensao reduzida. Um bom exemplo sao
as redes hierarquicas, nas quais, em certas situagoes, se obtém resultados exatos com o
grupo de renormalizacao.

O objetivo desta dissertacao é investigar o expoente de caos da fase vidro de spins
em diversas redes hierdrquicas com dimensao fractal df =2, df =2.32, dy =2.58 e dy =
3, tanto a temperatura nula quanto a temperaturas diferentes de zero para redes cuja
temperatura critica ¢ finita (7 > 0), determinando para cada rede o seu expoente de

gota y e o expoente de caos (.
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No Capitulo 2, realizamos uma breve revisao do grupo de renormalizagao. O Capitulo
3 ¢é destinado as redes fractais, em especial a uma subclasse desta, as redes hierarquicas,
mostrando como é gerada uma rede hierarquica e alguns exemplos de redes. No Capitulo
4, revisamos o conceito de vidro de spins com interacoes de curto alcance e o modelo
proposto por Edwards e Anderson. Além disto, é feita uma revisao sucinta da teoria
de gotas de Fisher e Huse e finalizamos aplicando o Grupo de Renormalizagdo em um
sistema de vidro de spins em uma rede hierdrquica. No Capitulo 5, estudamos o com-
portamento cadtico da fase vidro de spins em diversas redes fractais. Determinamos os
expoentes de caos (() e gota (y) da fase vidro de spins com interagoes de curto alcance
em varias dimensoes. Analisamos o comportamento caético causado por: (i) pertubagoes
nas constantes de acoplamento constantes a temperatura nula e (ii) perturbagdes devido
a mudanca na temperatura para T' < T, em diferentes redes hierdrquicas. Os resultados

sao apresentados em diversos graficos.



Capitulo 2

Grupo de Renormalizacao

2.1 Introducao

O grupo de renormalizagao [21] é um poderoso método de fisica teérica usado para a
investigagao de varios problemas onde o niimero de graus de liberdade envolvidos é muito
grande. Por exemplo, um cristal, um liquido ou um gas em quantidades macroscopicas
envolvem mais de 1023moléculas, e cada coordenada de cada molécula representa um grau
de liberdade. Em contraste, a maioria dos métodos tedricos s6 funcionam bem quando
se tem apenas poucos graus de liberdade independentes. Como exemplo, podemos olhar
para equacao de Schrodinger de uma fungao de onda ¥ (z,y,z) de um elétron. Para um
potencial simples pode nao ser dificil calcular i) se pudermos separar as varidveis da
equagao de Schrédinger 1 = 1),.(r)g(0)1¢(¢), porém se temos IOQBelétrons, essa tarefa
nao ¢ nada facil.

A questao é, como resolver um problema que tenha um ntmero enorme de graus de
liberdade? Uma solugdo seria a redugdo do tamanho do sistema, porém, isto nos leva a
outra duvida, até que ponto podemos reduzir o tamanho do sistema, preservando as suas
propriedades fisicas de interesse? O tamanho minimo que podemos alcancar sem que haja
alteracoes nas propriedades iniciais do sistema é chamado de comprimento de correlacao.

O comprimento de correlacao £ depende do estado em que o sistema se encontra. Para
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um gas, £ depende, por exemplo, da pressao e da temperatura. Quando £ é pequeno
em relagao ao espacamento médio entre as particulas, existem varios métodos que podem
ser usados para calcular as propriedades do sistema, como a expansao viral, expansoes
por perturbagao, etc., ji que neste caso o numero de graus de liberdade independentes é
pequeno.

Em muitos casos, o comprimento de correlagdo é muito maior que o espagamento
atomico. Um exemplo é quando o sistema estd préximo do ponto critico. Transicoes
ferromagnéticas, ordem-desordem em ligas, etc., todas exibem um ponto critico para
determinados valores das variaveis termodinamicas. No ponto critico de transi¢coes de
fases continuas, o comprimento de correlagao & ¢é infinito, e préximo ao ponto critico o
seu valor é muito grande.

O grupo de renormalizagao simplifica a tarefa de se trabalhar com muitos graus de
liberdade contidos no volume com didmetro da ordem do comprimento de correlacdo. A
ideia basica da aproximacao do grupo de renormalizacdo é renormalizar os parametros
do hamiltoniano que descreve o problema em termos de parametros renormalizados, de
forma que se mantenham inalteradas as propriedades fisicas de interesse do sistema.

O processo de renormalizagao é realizado em passos, a cada passo o numero de graus
de liberdade do sistema é reduzido, porém, isto nao quer dizer que no final da renorma-
lizagao o sistema tenha somente um grau de liberdade. Em um modelo de spins, onde
inicialmente as variaveis estao separadas por L,, apds o primeiro passo de renormalizac¢ao
este espacamento passa a ser de, por exemplo, 2L,, depois de dois passos o espagamento
é de 4L,, isto continua até o momento em que o espacamento é da ordem de £. No inicio
da renormalizacao o sistema possui um hamiltoniano H,, no proximo passo teremos uma
reducgao nas variaveis e isso nos leva a um novo hamiltoniano H;, e a cada novo passo
teremos um novo hamiltoniano, até obtermos o H,, para o qual 2" L, ~ &.

O grupo de renormalizacao consiste em uma transformacao 7 que leva ‘H, para Hi, H;

para Ho, etc. Entao, temos uma transformacgao 7 que pode ser aplicada sucessivamente :
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7(Ho) = Ha, T(H1) = H2 7(H2) = Hs, etc. (2.1)

Na criticalidade, temos um ponto critico da transformagao, onde

T(HY) =H". (2.2)

Isso se justifica porque na criticalidade o comprimento de correlagao infinito garante a
invariancia do comportamento fisico do sistema diante de mudancas nas escalas de compri-
mento. Para obtermos as constantes de acoplamento criticas do hamiltoniano H* devemos

resolver a equagao (2.2). Note que essa equagao nao faz referéncia ao hamiltoniano H,.

2.2 Grupo de Renormalizacao de Kadanoff-Wilson

Nas proximidades da temperatura critica 7, do sistema, o comprimento de correlagao
é muito maior que o espacamento da rede e um calculo direto do comportamento critico
requer que se leve em consideragao todos os spins contidos em um volume da ordem do
comprimento de correlagao elevado a poténcia d (dimensao), tarefa nada facil.

A construcao de Kadanoff [22] permite que um problema com um comprimento de cor-
relacado muito grande seja transformado em outro de comprimento de correlagao menor.
Vamos analisar a construcao de Kadanoff para uma rede plana. Considere um pequeno
bloco com apenas quatro spins; considerando que estamos perto de 7., o comprimento
de correlagao é grande, Kadanoff supds que os quatro spins estao fortemente correlacio-
nados, de tal forma que dois estados seriam altamente provaveis: todos apontando para
cima ou todos apontando para baixo. E como se os quatro spins agissem como apenas
um spin efetivo. Se agora & = 1000 em unidades do espagamento da rede, Fig. 2.1, pode-
mos formar varios blocos de quatro spins cada um. Assim cada bloco teria efetivamente
apenas dois graus de liberdade, ou seja, pode ser representado por apenas uma variavel

de spin. Trocando a rede original pela rede efetiva, que agora tera & = 500 em unidades
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do espacamento da rede efetiva. Repetindo este processo, podemos reduzir &, para 250,
125, etc., até obtermos £ ~ 1, o que significa poucos graus de liberdade. Entao o problema

pode ser resolvido pelos métodos usuais de perturbagao, por exemplo.

Figura 2.1: Construcao de Kadanoff, (a) uma rede onde cada sitio tem um spin, (b) quatro
spins formam um bloco, (¢) uma nova rede é formada.

Kadanoff supos que as interacoes sao de curto alcance, assim um spin s6 interage com

seus primeiros vizinhos. O hamiltoniano, H, da rede inicial é dado por

0
H=3" K58\, (2.3)
n,1
onde K = —J/kpT ¢é aligacao de acoplamento inicial da rede , S:LO) e S;OJ)FZ- podem assumir

os valores +1, n localiza os sitios sobre a rede e 7 denota os sitios vizinhos do sitio n.
Apo6s o primeiro passo de renormalizacao na Fig. 2.1, teremos um novo hamiltoniano em

fungao das novas variaveis, { K1},

B =5 KOs,

onde Kj ¢ a ligacao de acoplamento entre os spins da nova rede e onde consideramos
que 57(11) = +1. Sendo que o numero de liga¢bes agora é menor, n também é menor. A
diferenca entre H ¢ H() est4 na mudanca de K para K;. Outra suposicao de Kadanoff

é a existéncia de uma fungao analitica, f(K), o que implica, em nossa notagao anterior,

que K1 = K1(K), tal que:

ELF(K)] = 5¢(K), (2.4)
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onde devemos ter,

A Eq. (2.4) leva a solucao £ = 0, enquanto que no ponto critico £ = co. Para K préximo

de K., podemos escrever:

f(K>:f<Kc)+)‘(K_Kc)y

f(K)_f(Kc) :)‘(K_Kc) ) (2'5)
onde \ = dd—{( para K = K.. Com a suposi¢ao de que {(K) comporta-se como |K — K| ™"

nas proximidades de K. temos

/0] _| 10015 2.6
¢(K) K—-K,.
Com a ajuda das Eqs. (2.4) e (2.5) esta equagao pode ser reescrita como
1
Z =[N\ 2.
=N (2.7
Se for possivel calcular A = j—{d K=FK., podemos entao calcular v da equacgao (2.7)
v=1In2/In\ . (2.8)

Um ponto importante da anélise de Kadanoff é o fato de uma fungao analitica f(K') gerar

um comportamento nao analitico para {(K) no ponto critico, onde f(K,) = K.
Posteriormente, Wilson [23] propdés uma maneira de calcular as fungoes f(K), tor-

nando o Grupo de Renormalizacdo uma ferramenta muito importante para o estudo dos

fendmenos criticos.



Capitulo 3

Redes Hierarquicas

3.1 Introducao

De forma geral, fractal é uma forma geométrica n-dimensional com uma estrutura com-
plexa que tem como principais caracteristicas a invariancia por escala, a auto-similaridade
e em muitos casos, uma dimensao fractal que ndo é um nimero inteiro. Uma rede fractal
{B} ¢é um sistema de pontos By C {B} conectados por ligacoes B; C { B} que satisfazem
os seguintes critérios:

(i) {B} nao é invariante sobre uma transformagao de translagao, o que a difere de
redes que tém dimensao inteira Euclideana;

(ii) {B} ¢ invariante sobre uma transformagao de escala D, tal que

D{B}={B'} = \{B}.

Isto significa que cada elemento de {B} é reescalado pelo mesmo fator A.

Nesta nova classe de rede existe uma subclasse conhecida como rede hierarquica. Tais
redes sao de interesse para mecanica estatistica dos fendmenos criticos, uma vez que
modelos com spins classicos, como os modelos de Ising e Potts, possuem solucao exata

em algumas redes hierdrquicas especificas [24, 25, 26, 27]. Temos poucos modelos com

13
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solugdo exata em redes de Bravais [28], como o a solu¢do de Onsager [29] para o modelo
de Ising em duas dimensoes e a solu¢ao de Baxter [30] do modelo de oito vértices. As
redes hierarquicas nao sao redes de Bravais, porém, em alguns casos elas sao uma boa
aproximacao para uma rede de Bravais, podendo ser usadas para estudos aproximados.
Vérios problemas complexos como a frustracao [31], vidro de spins [32], ligagoes e cam-
pos aleatérios [33, 34], vibragao de rede [35], dindmica de escala [36], sistemas magnéticos
aperiddicos [37], diagramas de fase complexos [38], etc., tem sido estudados sobre redes

hierarquicas.

3.2 A geracao de redes hierarquicas

O estudo de redes hierdrquicas teve inicio no final da década de 70 [24, 39] ¢ uma
sistematizacao de um formalismo para a construcao de redes hierarquicas foi feita por
Griffiths e Kaufman em 1982 [25]. Podemos construir uma rede hierdrquica de duas
formas diferentes, as quais sdo chamadas de “agregacao” e “miniaturizacao”.

i i i
]

Figura 3.1: (a)-(c) Construcao de uma rede hierarquica particular.

Em esséncia, estas duas interpretagoes refletem a estrutura auto-similar das redes hie-
rarquicas, isto é, invariante por mudanca de escala, permitindo calcular analiticamente

suas caracteristicas topologicas. A seguir vamos construir uma rede hierarquica do tipo
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“diamante” [24], fazendo o uso dos dois processos. Primeiro vamos abordar a agrega-
¢do: quatro ligagao de ordem zero ou primitiva, Fig. 3.1(a), sdo unidas para formar uma
nova “ligagdo” de ordem um ou unitéria, Fig. 3.1(b); em seguida, outras quatro ligagoes
de ordem um sao unidas para formarem uma ligagdo de ordem dois, como mostrado na
Fig. 3.1(c). Este processo pode ser repetido um nimero arbitrario de vezes para formar
uma rede na ordem n.

Outra alternativa para a construgao da mesma rede é pelo processo de miniaturizacao.
Na Fig. 3.1(a) temos uma ligagao de ordem N (> 2), o que vemos é apenas a superficie dos
sitios, com dois vértices, porém nenhuma estrutura interna é revelada. Ja na Fig. 3.1(b)
podemos ver que a ligacao original é na verdade formada por quatro ligagoes de ordem
N — 1. Para obter a Fig. 3.1(c), partimos da Fig. 3.1(b) e expandimos cada uma de suas
ligacao, de forma similar a realizada na passagem da Fig. 3.1(a) para a Fig. 3.1(b), agora
as ligagoes sao da ordem de N —2. Novamente, este processo pode ser repetido por um
numero arbitrario de vezes.

Podemos definir alguns parametros para uma rede hierarquica:

(i) B é o nimero de agregacao, sendo o nimero de subunidades unidas a cada passo
para construir uma nova unidade. B =4 na Fig. 3.1, ou seja, sdo necessarias quatro
ligagoes de ordem zero para formar uma ligacdo de ordem um. Da mesma forma sao
necessarias quatro ligagoes de ordem um para formar uma ligagdo de ordem dois, e assim
repete-se o processo até um numero n de iteracoes;

(ii) by, é o ntimero de ligagoes sobre o menor caminho que conectam os dois spins das
extremidades na ordem n. Na Fig. 3.1(b) temos b= 2;

(iii) gn é o ntimero de ligagoes sobre uma rede de ordem n;

(iv) ¢ é o nimero minimo de ligagoes a serem cortadas para isolar um spin da extre-
midade. Na Fig. 3.1(c), g2 =4 .

As redes hierarquicas sdo exemplos de redes fractais [40], assim a dimensdo de uma
rede hierarquica pode ser um ntimero fracionario. A dimensao fractal de uma rede, dy, ¢

dada pela expressao:
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_Ingy
~Inb,

dy (3.1)

Esta definicao para dimensao fractal para uma rede hierdrquica permite que dy seja um
numero fracionario ou inteiro, dependendo da rede. Quando d; ¢ um nimero inteiro a
rede hierarquica pode ser considerada como uma aproximacao de uma rede de Bravais.

Vamos definir a conectividade [40, 41], @ , como:

_Ing,
~Inb,

Q (3.2)

Os expoentes dy e () sao definidos em uma rede hierdrquica e sao, respectivamente, os
expoentes que governam como o numero de ligagoes e nimero de corte minimo em uma
rede crescem como fungao de n. Em redes regulares, df =1+ () , mas em geral temos
df > 14 @ para redes hierarquicas [42].

O Grupo de Renormalizacao de um sistema de spins classicos é exato em uma rede

hierarquica.

3.3 Exemplos de redes hierarquicas

Com o procedimento de agregacao ou miniaturizacao podemos gerar varias redes hierar-
quicas. Assim, construimos uma rede diamante, Fig. 3.1(b), onde b=2 , g =4 e com o
auxilio da Eq. (3.1) encontramos a dimensao fractal da rede dy = 2.

Podemos representar o modelo de Ising na rede diamante associando a variavel de spin

S; = +1 ao i - ésimo sitio da rede; na Fig. 3.1(a) podemos escrever o seguinte hamiltoniano
HO = KyS;S;, (3.3)

onde H© = —H/kpT é adimensional e Ky é a constante de interagdo adimensional.

Também podemos introduzir um campo magnético, h, se necessario. Na Fig. 3.1(b) o
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hamiltoniano leva em conta a contribuicao de cada ligacdo primitiva que forma a rede e

¢ dado por

HW = Ko(S;S9+ 525+ 551+ 515;) . (3.4)

Assim como é possivel colocar o modelo de Ising em uma rede tipo diamante, também
é possivel colocar o modelo de Potts [43], modelo XY, modelo de vidro de spins, etc., em
uma rede diamante ou uma outra rede hierarquica.

Podemos construir uma variedade enorme de redes, alguns exemplos de redes e suas
células elementares estao nas Figs. 3.2, 3.3 e 3.4. Na Fig. 3.2(b) temos uma rede onde
b1 =2, g1 =6 e uma dimensao fractal dy =In6/In2 ~ 2.58. Na Fig. 3.2(c) temos uma
rede com by =2, g1 =8 e dy = 3, sendo que ambas as redes pertencem a familia da rede

diamante.

>
Il
o
>
]
=y
S
I
\v]

Figura 3.2: Exemplos de redes hierdrquicas. Em (a), (b) e (¢) sao mostrados os trés
primeiros passos, n, de um processo iterativo.



CAPITULO 3. REDES HIERARQUICAS 18

Nas Figs. 3.3 e 3.4 temos mais alguns exemplos de redes. Na Fig. 3.3(a) e (b), temos
redes hierdrquicas do tipo tranca; na primeira temos b =2, g =4 e dy = 2 e na segunda
temos b =2, g =8 e dy = 3. Para mais exemplos de redes hierdrquicas ver [25], [26] e [27].

(a) (b)

Figura 3.3: Unidades geradoras de redes hierarquicas. Em (a) dy =In4/In2 =2, (b)
df=In8/In2=3e(c)b=3edf=In9/In3=2.

Figura 3.4: Células de redes hierarquicas conhecidas como ponte de Wheatstone. Em (a)
temos b=2e df=1In5/In2~2.32 ,em (b) b=2edf=Inl12/In2~3.58 eem (c) b=3 ¢
df =1n42/In3 ~ 3.40.



Capitulo 4

Vidro de Spins

4.1 Introducao

Os primeiros trabalhos sobre “vidro de spins” (nome dado por B. R. Coles para uma classe
de ligas diluidas devido a sua semelhanga com os vidros) surgiram na década de 70, como
uma ramificacdo da fisica dos sistemas magnéticos desordenados. Nos anos seguintes
houve uma intensa atividade por parte dos fisicos tedricos e experimentais que levaram
a descoberta de novos fendmenos relacionados a vidros de spin, porém, até o presente
momento, muitas questoes referentes aos vidro de spins estao ainda em aberto. Atual-
mente um grande nimero de técnicas analiticas tém sido desenvolvidas com o objetivo
de estudar a fase vidro de spins e além disso, essas técnicas tém disponibilizado novas
ferramentas matematicas e ajudado na compreensao de problemas relacionados com o
processo de informagao, incluindo redes neurais, restauracao de imagens e otimizagao de
problemas [44], etc..

Vidro de spins consiste em um conjunto de momentos magnéticos (spins) que, abaixo
de uma temperatura Ty, apresenta uma ordem magnética local porém aleatoria sobre
uma rede, o que é bem diferente das fases magnéticas bem conhecidas, como ferromagné-
tica, antiferromagnética, etc. Os vidros de spins sao formados a partir de metais nobres

(Au, Ag, Cu, Pt) fracamente diluidos com ions de metais de transigdo magnéticos, como

19
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Fe e Mn. Os atomos magnéticos ocupam posicoes aleatorias na rede e devido aos elé-
trons de condugao dos ions nao-magnéticos surgem interagoes de troca indiretas entre os
fons magnéticos, conhecidas como RKKY (Ruderman e Kittel [45], Kasuya [46] e Yosida
[47]). Estas interagoes tém um carater oscilatério para grandes distancias R, e podem ser

escritas como
cos(2kp R+ o)

J(R)=Jo R

(4.1)

onde Jy e ¢q sdo constantes, e kg é o vetor de onda de Fermi do metal. Como a distancia
entre os spins sao aleatérias, algumas interagoes de um spin qualquer com outro spin po-
derao ser positivas, favorecendo assim um alinhamento paralelo entre os spins ou poderao
ser negativas, favorecendo assim um alinhamento antiparalelo entre os spins. Isto nos leva
a um congelamento estrutural dos momentos magnéticos de forma aleatéria sobre a rede
para T < T além de gerar uma frustracdo! no sistema (ver Fig. 4.1). Devido a existéncia
de frustragao, o estado fundamental (configuracdo de menor energia possivel) da fase vi-
dro de spins ¢ altamente degenerado, visto que nao se pode obedecer a todas as interagoes
simultaneamente, apresentando assim varios arranjos diferentes, todos aproximadamente

com a mesma energia.

+

(a)

Figura 4.1: Sistemas com quatro e trés spins que apresentam frustracao. Nestes dois casos
as intensidades das interagoes sao iguais diferindo apenas no sinal. Verifica-se que existe
mais de uma configuragao no estado fundamental, ou seja, ele é degenerado.

Fenomenos caracteristicos observados em vidro de spins, tais como um pico agudo na

susceptibilidade dependente da frequéncia em campos magnéticos pequenos, foi primeiro

IFrustracio é a incapacidade de se obter uma configuracio que satisfaca todas as interacdes do sistema.
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observado no trabalho experimental de Cannella e Mydosh [1] em 1972, sendo claramente
uma caracteristica universal: o pico ocorre em uma liga metalica diluida CuMn com
0,9% de Mn (Fig. 4.2), assim como no isolante concentrado Fu,Sri_;S. Isto era um
forte indicio de que poderia existir uma temperatura critica para tais sistemas, 7. Assim,
quando o sistema encontra-se acima desta temperatura, os spins tornam-se praticamente
independentes uns dos outros, ou seja, sua orientagao é fracamente influenciada por seus
vizinhos; a configuracao do sistema ¢ completamente desordenada. Abaixo de T’y é obser-

vado o “congelamento” de forma aleatéria dos momentos magnéticos do sistema.
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Figura 4.2: A susceptibilidade como uma fun¢ao da temperatura para amostras de CuMn
com 0.9% Mn. Frequéncias medidas: [1,1.33kHz; (), 234Hz; x, 104Hz; /A, 2.6Hz.
Extraido de Mulder et al. [48].

Uma propriedade de vidro de spins é a diferenca de comportamento da susceptibili-
dade para baixas temperaturas na presenga de um campo (“field cooled” ou FC) ou na
auséncia de campo (“zero field cooled” ou ZFC). Resultados em FC sao obtidos expondo
uma amostra do material a um pequeno campo h obtendo uma magnetizacao M para
temperaturas acima de Ty. A amostra é entao resfriada na presenca do campo. Alter-
nativamente, a amostra pode ser resfriada na auséncia de campo (ZFC), e em seguida

aplica-se o campo para uma temperatura abaixo de 7. Verifica-se que estes dois métodos
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dao resultados bem diferentes, que podem ser vistos na Fig. 4.3 para o caso do CuMn
[49]. A susceptibilidade FC, xrc, é maior e aproximadamente constante abaixo de T .
A medida de ypc é, com boa aproximagao, reversivel; isto é, podemos aumentar e dimi-
nuir a temperatura e medir a mesma susceptibilidade, independente de sua histéria. Na
susceptibilidade ZFC, xzrc, quando o campo ¢é aplicado abaixo de T, a susceptibilidade

aumenta lentamente o seu valor.
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Figura 4.3: Suscetibilidade de CuMn vs temperatura para 1.08% e 2.02% Mn. Em (a) e
(c) Campo constante (FC) e (b) e (d) campo nulo (ZFC) . Extraido de Nagata et al. [49].

Em meados da década de 70 surgiram os primeiros modelos com o objetivo de com-
preender a fase vidro de spins, e dois modelos merecem destaque especial: o modelo de
Edwards-Anderson (EA) [4], que é um sistema spins em uma rede com interagoes positivas
e negativas aleatérias entre primeiros vizinhos, e que consiste em uma versao aleatoéria
para o modelo de Ising cléassico; o modelo de Sherrington-Kirkpatrick (SK) [5], proposto
como um modelo de campo médio do modelo EA, com interagées de alcance infinito, ou

seja, todos os spins interagem uns com os outros de forma igual.
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O modelo SK, apesar de um modelo de campo médio, foi proposto para se ter uma
compreensao da natureza das transi¢coes de um vidro de spins, assim como o modelo
de Curie-Weiss nos da uma compreensao parcial das transi¢des de fase ferromagnéticas.
O modelo SK foi resolvido usando a hipdtese da simetria de réplicas. Entretanto, esta
solugdo é instavel em baixas temperaturas [5]; em particular, a entropia encontrada é
negativa para baixas temperaturas. Almeida e Thouless [6] estudaram a estabilidade da
solugao do modelo no plano T'— H e calcularam a fronteira entre as regioes onde a solucao
é estavel e a regiao onde a solugao é instavel. A linha que separa estas duas regides é
conhecida como linha AT, ou seja, acima da linha AT a solu¢ao de SK com simetria de
réplicas é valida e abaixo desta linha a simetria de réplicas é quebrada. Ainda nao existe
um consenso no meio cientifico se a linha AT estd presente em modelos mais realistas de
vidro de spins.

A solucao do modelo SK abaixo da linha AT foi encontrada por Parisi através do mé-
todo de “quebra de simetria de réplicas” (replica-symmetry breaking (RSB)), que envolve
conceitos matematicos nada convencionais, além de revelar que o limite termodinamico
deste modelo é descrito por uma estrutura altamente complexa. Neste cenario, existem
muitos estados de equilibrio, e um tnico parametro de ordem nao é suficiente para des-
crever a fase vidro de spins. Na solucao de Parisi, abaixo da linha AT, o parametro de
ordem nao é caracterizado por um nimero, e sim por uma fungao, ¢(z) (0 <z <1), que
varia continuamente. Neste cenario uma caracteristica da fase vidro de spins de campo
médio é a existéncia de um grande niimero (infinito quando o ntimero de spins N — o0)
de vales de energia livre separados por barreiras de energia que divergem no limite termo-
dinamico. Cada um destes vales corresponde a um estado termodinamico. Em cada um
destes vales, existe uma grande diversidade de subvales que sdao separados por barreiras
finitas de energia. Estes subvales produzem soluc¢oes metaestaveis, distorcendo a métrica

do espago (ultrametricidade).
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4.2 O modelo de Edwards-Anderson (EA)

Edwards e Anderson criaram um modelo simplificado para os vidros de spins. No modelo
de EA os momentos magnéticos S; (assumidos serem do tipo Ising, S; = +1) sao colocados
em uma rede regular de Bravais, e seu Hamiltoniano, na auséncia de um campo externo,

¢ dado pela expressao

H=-> J;jS:S;, (4.2)

(1,5
onde a soma }_; 5 esta limitada aos pares de spins distintos que sao primeiros vizinhos na
rede e suas interacoes J;;, entre os pares (7, ), sao varidveis aleatérias, assumindo valores
positivos e negativos, e determinadas por uma distribuicao de probabilidades P(.J;;). Ge-

ralmente adota-se uma distribuicdo Gaussiana, ou uma distribuicao bimodal para P(.J;;).

Suas formas sao

2
P(Jij) = T;ﬂ exp [—UZ 2J2JO> ] ) (4.3)
P(Jij) =pd(Jij —J)+ (1 =p)é(Jij+J), (4.4)

respectivamente. A Eq. (4.3) é uma distribuigdo Gaussiana com média Jy e com vari-
ancia J2, enquanto na Eq. (4.4) J;; ou é J (> 0) com probabilidade p ou —J com uma
probabilidade (1 —p).

Em uma fase vidro de spins em equilibrio, cada spin \S; terd um valor esperado (S;)
diferente de zero, podendo ser positivo ou negativo; assim um novo parametro de ordem
termodinamico gp4 (geralmente chamado de pardmetro de ordem de Edwards-Anderson
[4]), ¢ introduzido para descrever o congelamento dos momentos magnéticos de forma

aleatéria,
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1 N
1A=y 2 [(s7], (4.5)
1=
onde (....)7 representa uma média térmica e [....]q, uma média sobre a desordem das

interagoes aleatérias. Em uma fase vidro de spins o valor da magnetizagao local (S;)r
flutuara tanto no seu valor quanto no sinal de sitio para sitio, de tal forma que o parametro

de ordem magnetizacao,

1 N
N 21 a'u ) (46)
1=

é igual a zero quando o volume da rede tende para o infinito. Porém nesta fase o novo
parametro de ordem ¢p 4 é diferente de zero (qp4 # 0) e acima de uma temperatura critica
Ty, qea = 0; em uma fase paramagnética temos m = qpa =0 ((S;)7 = 0) e em uma fase
ferromagnética temos uma magnetizagdo m # 0 assim como qg4 # 0, ou seja, (S;)r # 0.

O célculo de quantidades fisicas usando o Hamiltoniano (4.2) é realizado através da

energia livre, que para um dado conjunto de J;; (temperados), obtidos de uma distribuicao

de probabilidades P(J;;),

1
F= —BlnTre—ﬁ”, (4.7)

onde B =1/kpT (kp é a constante de Boltzmann), e o trago é realizado sobre as variaveis
de spin S, lembrado que Tre M ¢ a funcéo de particio Z do sistema. Nota-se na Eq.
(4.7) que a energia livre é uma fungao das interacoes J;;, sendo agora necessario obter a
média sobre a distribuicao de J;;, chamada aqui de média sobre a desordem, que é dada

por

[Floo = — 0 I Z]ay = —5—1/deijP(Jij)1nz. (4.8)
ij

Através da diferenciagao desta energia livre [Flq, obtemos quantidades fisicas como:

o Magnetizagdo:  m = —=5*,



CAPITULO 4. VIDRO DE SPINS 26

: O Fav
o Energia Interna: U = [Flg —T [81]“ .

Na prética, o célculo da média sobre a desordem de [In Z],, em sistemas de vidro de
spins é muito complicado. Um caminho alternativo para facilitar tal tarefa é conhecido
como método das réplicas [2, 7], onde parte das complicagoes sao contornadas usando-se

a relagao

(2w =1

- (4.9)

[In Z]4 = lim
n—0

O nimero n representa o numero de réplicas do sistema original, de tal forma que se
obtém a média sobre a desordem do produto de suas func¢oes de particao Z", e realiza-se

o limite n — 0. Usa-se esta técnica pois é mais facil calcular [Z"]4, do que [In Z],,.

4.3 O modelo de gotas

A compreensao do comportamento de vidros de spins de curto alcance, com interagoes
entre primeiros vizinhos, apresenta grande dificuldade. Apesar do desenvolvimento da
teoria de campo médio, a sua validade para vidro de spins reais ¢ um ponto de controvérsia
no meio cientifico.

Um quadro alternativo ao de campo médio muito interessante para a fase vidro de
spins foi desenvolvido ao longo dos anos por varios autores (Bray e Moore [11]; McMillan
[12]; Fisher e Huse [13, 14, 15]; Newman e Stein [50, 51, 52]) e é chamado de “modelo de
gotas” (“droplet model”). No quadro de gotas, o cendario fisico descrito estd em contraste
com a teoria de campo médio. Assim temos dois cendrios importantes, o cenario de gotas
e o cenario de campo médio, e uma questao em aberto é, qual do dois cenarios descreve
melhor uma fase vidro de spins em trés dimensoes para baixas temperaturas?

Gotas sao definidas como excitacoes coletivas de alguns estados puros abaixo da tem-

peratura de transi¢ao de fase. Fisher e Huse [15] definiram gota do seguinte modo:

o Define-se uma gota Dp(j) com escala de comprimento L a qual contém o sitio j,
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como um aglomerado de spins com a menor energia de excitagao que contenha mais

que L e menos que (2L)% spins. A energia de Dy, (5) é,

FL(j) = min (Ecy), (4.10)

onde L? < N < (2L)¢, sendo que o minimo é sobre todos os aglomerados conectados
Cx de N spins, sendo que N estd no intervalo entre L% e (2L)d onde esta contido o

sitio j, e E. é a energia necesséaria para inverter um aglomerado C'.

Para uma temperatura positiva, consideramos a energia livre F' ao invés da energia. Em
um sistema ferromagnético, um aglomerado genérico (um conjunto de spins com sinal
positivo imersos em um mar de spins com sinal negativo, por exemplo) de escala L tem
uma energia de interface que escala com Ld_l, entretanto, no quadro de gotas para vidro
de spins, espera-se que a excitacdo da gota tenha uma energia muito menor, obedecendo

a lei de escala:

Fr(j) ~ LY, (4.11)

onde y é chamado de expoente da gota (“droplet exponent”; em algumas referéncias é
usado 6 para designar tal expoente). Este expoente desempenha um papel importante no
modelo de gotas, revelando como a energia escala com o comprimento.

O sistema encontra-se ordenado (vidro de spins) em baixas temperaturas somente
quando y > 0, ou seja, quando o sistema escala para fortes acoplamentos. Neste caso
existe uma temperatura critica para o sistema diferente de zero (T # 0). Para T' < T}
o custo energético para inverter os spins é muito alto, logo a sistema permanece com
sua estrutura fixa no tempo e apresentando frustracao, o que caracteriza uma fase vidro
de spins. Por outro lado, se o expoente é negativo, ou seja, y < 0, verificamos que o
sistema escala para acoplamentos fracos. Nesta situagdo o custo energético necessario
para inverter os spins é pequeno (Fy(j) ~ 1/LW¥ tendendo a zero quando L — c0),

assim nao existe uma fase vidro de spins para temperaturas diferentes de zero. Quando
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ocorre uma mudanga de fase em T'= 0 é¢ comum dizer que sua temperatura critica é Ty =0,

que é o que acontece na dimensdo critica inferior? (“lower critical dimension” (LCD)).

Tabela 4.1: Valores numéricos encontrados para o expoente y em redes de Bravais.

Autor (ano) Distribuigdo ~ Dimensao d ~ Y
Hartmann (2008) Bimodal 2 —0.29
Boettcher e Hartmann (2005) Gaussiana 2 —0.282
Bray e Moore (1984) Gaussiana 2 —0.3

Katzgraber e Krzakala (2007) Gaussiana 3 0.2

Boettcher (2005) Bimodal 3 0.24

Carter, Bray e Moore(2002) Gaussiana 3 0.27

Aspelmeier, Bray e Moore (2002) Gaussiana 3 0.2551940.00005
Hartmann (1999) Bimodal 3 0.19
Bray e Moore (1984) Gaussiana 3 0.2

Para se saber se existe uma fase de vidro de spins em um sistema particular é necessario
determinar se o expoente y é positivo para temperatura zero. Na tabela 4.1 temos valores
numéricos do expoente y em d =2 e d = 3 obtidos por diferentes autores [18, 20, 53, 54,
55, 56, 57, 58]; verifica-se que y > 0 para d =3 e y <0 para d =2. Assim a dimensao
critica inferior [59] drcp satisfaz a relagdo 2 < drpcp < 3. Para vidro de spins, em uma
rede hierdrquica diamante, drcp é ligeiramente inferior a 2.58[60] .

Para d < dpcop o expoente y determina a divergéncia do comprimento de correlagao &

quando T'— 0, sendo que

y=—1/v, (4.12)

onde v é o expoente do comprimento de correlacao.

2A dimensao critica inferior (LCD) do sistema é a dimensdo abaixo da qual o sistema nio apresenta
uma transicao de fase para uma temperatura diferente de zero.
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Para d > drop, y determina as propriedades de escala para a fase ordenada, como a
forma das fungoes de correlagao [13, 61, 62] com uma distribuigdo continua de ligagoes na

auséncia de campo magnético,

T

(555} ]av = [(52) ] av (S7)*av ~ TRy (4.13)

para temperatura préxima de zero. T é o médulo de rigidez, R é a distancia entre o sitio
i e o sitio j sendo que a média térmica (....) é realizada em um tnico estado puro. Uma
questdao em aberto diz respeito ao nimero de estados puros em um vidro de spins [63].
No cenario de gotas de Fisher e Huse ¢ assumido que existem apenas dois estados puros,
diferente do modelo SK onde existe um grande ntmero.

E esperado que o expoente y seja menor que d— 1 em um vidro de spins, e Fisher e

Huse [15] determinaram um limite superior para y como sendo

y < dgl. (4.14)

Portanto, a energia livre de interface de uma gota de escala L cresce mais lentamente do
que L elevado a area da interface. Devido a aleatoriedade, excitacoes de grandes gotas
podem ter uma forma complicada e igualmente uma topologia nao trivial. De modo geral,

uma gota tem uma superficie fractal, onde a area é dada por

Ap ~ L% (4.15)
sendo dg a dimensao fractal da superficie da gota. Em geral temos que

d¢>d—1. (4.16)

Através de um ansatz de escala, a distribuicdo Pp(Fp) da energia livre de uma gota
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para uma escala L assume a forma [15]

1 -
PUFL)~ 5Py (m) . (4.17)

A funcao de escala ]5L(3c) é continua e nao se anula para x = 0, sendo normalizada de tal

forma que

/P(m)dz =1.

Para grandes valores de L, P; — Ps, tornando-se uma funcio independente de L.

4.4 Renormalizacao de vidro de spins em redes hie-
rarquicas

O grupo de renormalizacao (GR) é também uma importante ferramenta no estudo de
vidro de spins. A ideia basica é a remocao de graus de liberdade do sistema por meio de
uma traco parcial, obtendo assim novos acoplamentos efetivos entre os spins restantes.
Em sistemas aleatérios estas interagdes entre os graus de liberdade sao governadas por
acoplamentos que sao variaveis aleatérias obedecendo a uma distribuicao de probabilida-

des. Algumas distribuicoes utilizadas sao:

o A distribuicao Gaussiana,
1 2
P<JZJ) = \/ﬂexp(_‘]ij/2)'

o A distribuicdo uniforme,

L se|Jij] €V3,
P(Jij) = 2v3

0 para outro valor .
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o A distribuicao exponencial,

P(Jij) = %exp(—\/ﬁln’ij!)-
Sendo J;; os acoplamentos entre os sitios da rede, em todos os casos acima temos média
Zero e variancia um.

Para cada passo de renormalizacao teremos uma nova distribui¢ao de probabilidades,
diferente da distribui¢ao original. Um dos objetivos do GR em sistemas de vidro de spins,
onde podemos considerar a distribuic¢ao inicialmente como sendo simétrica e supondo que
a mesma permanecera simétrica ao longo do procedimento de GR, é seguir a distribui¢ao
através dos varios passos da renormalizacao, podendo assim verificar se sua variancia esta
aumentando ou diminuindo.

Quando o sistema se encontra na fase paramagnética, onde o comprimento de cor-
relacdo é pequeno, a variancia da distribuicao tende a diminuir a cada iteracdo. Se a
variancia estiver aumentando a cada iteracao, interpreta-se isto como sendo uma fase de
ordem de vidro de spins, onde os acoplamentos podem assumir um grande niimero de
valores, positivos e negativos.

Consequentemente existem dois pontos fixos da distribuicdo especificados por uma

varidncia J? e uma média Jo:
L. J2=Jy=0
2. J? =00, Jy/J?—0.

Realizar o processo de renormalizacao em redes de Bravais com dimensao maior que
um, geralmente leva a um grupo de renormalizacdo atuando em um espaco de dimensao
infinita. Um forma de se contornar tais dificuldades consiste em utilizar redes aproximadas
que preservem simetrias importantes da rede original e que permitam estudar o grupo de
renormalizacdo em um espago de dimensao reduzida. Um exemplo de tais redes sao as

redes fractais, como por exemplo as redes hierarquicas.
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Vamos considerar uma rede hierdrquica de dimensao fractal dy =2 e b= 2, como mos-
trado na Fig. 4.4(a), tal que temos dois caminhos unidimensionais paralelos, cada um
contendo duas ligagoes em série. Para uma dimensao geral dy, o nimero de caminhos
paralelos sera dado pela relacdo b% ~1. Neste caso, apds o traco parcial dos spins marca-
dos com um circulo e, ficamos apenas com dois spins e uma unica ligacao efetiva como

mostrado na Fig. 4.4(c).

b) 053 053 c) S;
),
se -~ | J
),
O o
S S S

1 1 1

Figura 4.4: Esquema de renormalizagao para uma rede de diamante, com b=2 e d; = 2.
Em (a) a célula da rede hierdrquica com 4 ligagoes; em (b) é mostrado o trago em S, o
mesmo deve se feito com Sy; em (c) a ligacao efetiva resultante do trago parcial sobre Sy
e 54.

Olhando para uma das ligagdes em série da Fig. 4.4(b), vemos que se trata de um
problema unidimensional com apenas trés spins, onde o traco é realizado no spin central.

O Hamiltoniano para este caminho da rede é dado por:

Hi = —J15152—J25253. (4.18)

A funcao de particao sera,

Z = Z e BH1L _ ZZZQ(K15152+K25253)7 (4.19)

{S;} S1 S2 S3

onde B =1/kpT e K; = kéiT (i =1,2). Sabemos que
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eKi%iSit1 — cosh(K;) 4 5354 1senh(K;) (4.20)

e entao substituindo a Eq. (4.20) na Eq. (4.19), temos

Z) = ZZZ [cosh(K1) + S1Sasenh(K7)] [cosh(K3) + S2S3senh(Ks)] ,
S1 S2 Ss

Z| = ZZZ[COSh(Kl)COSh(KQ) + S2S3cosh (K7 )senh(Ky) + S1.52senh(K7) cosh(K?)
S1 So Sy

—l—SlS%Sgsenh(Kl)senh(Kg)] . (4.21)

Realizando o processo de dizimagao da rede, eliminamos S5 fazendo So = 41 e obtemos

Z1 =Y 2[cosh(Kj)cosh(K2) + S1Szsenh(K)senh(K>)] (4.22)
S1 S3
ou
Z1 = QCOSh<K1)COSh(K2) Z (1—0—5183t1t2) , (4.23)
51853

onde t; = tanh(Kj;) (i =1,2). A fungao de partigdo obtida na Eq. (4.23) é equivalente a

funcao de particao de uma rede que contém apenas dois spins, S7 e S3, ou seja,

Z—AY e A Y LS (4.24)
Sl,Sg Sl»SB

!/
onde K{ = k:;ilT' Como Z; = Z{, onde A é uma constante independente de S; e Ss,

obtemos a seguinte relagao,
tanh(K1) = t1t2 = tanh(K7)tanh(K3), (4.25)

Entao temos,
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K1 = arctanh [tanh( K7 )tanh(K3)] . (4.26)

Assim obtemos a relagao de recorréncia para K7, a nova ligacao efetiva. De modo idéntico
. , . . A
isto é feito para o outro caminho, e encontramos K5, de forma que agora temos duas

ligacOes em paralelo, assim a nova ligacao efetiva da rede sera:

K'=K{+K}. (4.27)

Este resultado vale para uma temperatura diferente de zero. Quando a temperatura

é igual a zero, a relacdo de recorréncia deve mudar. Isto é feito realizando a seguinte

mudanca,
arctanh[tanh (K )tanh(K2)] 7—; sgn(J1Jo)min(|J1|, |.J2|), (4.28)
entao,
J{ = SgIl(Jljg)min(’Jﬂ, |J2|) s (4.29)

sendo sgn(z) =1 (—1) para x >0 (z <0). A Eq. (4.29) mostra que a contribui¢do de
cada caminho é determinada pela ligacao mais fraca ao longo do caminho. Este resultado

é valido para qualquer b.



Capitulo 5

Vidro de Spins - Expoente de caos

5.1 Introducao

As teorias de escala e campo médio sugerem que a fase vidro de spins tenha um compor-
tamento cadtico, existindo assim uma sensibilidade do estado de equilibrio com relagao
a pequenas perturbacoes. O termo “caos” significa que o estado de equilibrio da fase
vidro de spins, onde os momentos magnéticos estao congelados estruturalmente de forma
aleatoria, é totalmente reorganizado devido a uma pequena mudanca de um parametro
externo, tal como a temperatura (7') ou o campo magnético (h). Uma pequena pertur-
bacao nas constantes de acoplamento também pode gerar um comportamento cadtico da
fase vidro de spins.

Vamos analisar este comportamento cadtico no modelo de gotas, onde supde-se que
existam apenas dois estado de equilibrio. Quando as constantes de acoplamento do sistema
sao perturbadas, as fungoes de correlacao reorganizam-se completamente para escalas de
comprimento maiores que L*. Se considerarmos J e J+d.J como sendo o acoplamento
sem perturbacao e o perturbado, respectivamente, o estado fundamental é instavel para

escalas de comprimento maiores que

T 1/(ds/2~y)

L~ (w) , (5.1)

35
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onde dg é a dimenséo fractal da interface da gota, L% é a area (fractal) da superficie que
contorna uma gota (excitacdo de menor energia) de tamanho L e y é o expoente da gota,
expoente que mostra como a energia escala com o comprimento L. A Eq. (5.1) pode ser

expressa da seguinte forma
1/¢

L~ (5‘;) , (5.2)
onde ( ¢é definido como sendo o expoente de Lyapunov ou expoente de caos. Este expoente
de caos foi introduzido por Bray e Moore [18] em 1987 para a descri¢do do comportamento
cadtico da fase vidro de spins em redes de Bravais. Posteriormente, Banavar e Bray [19]
utilizaram este expoente para o estudo do comportamento cadtico da fase vidro de spins
em rede fractais. O expoente de caos esta relacionado com a dimensao fractal da rede

(ds) e com o expoente da gota (y) através da relacao

ds
¢ E—Zﬂ (5.3)

Se considerarmos agora uma pequena mudanca na temperatura, para 7" menor que a
temperatura critica (7' < 7y), o comportamento cadtico pode ser entendido do seguinte
modo: o acoplamento efetivo entre dois spins, separados de uma distancia L, tem o sinal
trocado a medida que se muda a temperatura 7. Surgem assim varios zeros distribuidos de
forma aleatéria sobre o eixo T'. A distancia tipica entre dois zeros consecutivos depende da
separacao L entre os spins. Quando L tende a infinito, essa distancia tipica entre os zeros
tende a zero, ou seja, uma pequena mudanga na temperatura provoca varias mudancas
de sinal no acoplamento efetivo. Dizemos assim que o acoplamento efetivo é uma funcao

cadtica de T'. Considerando o sistema a uma temperatura 7' < T, temos
F(T)~ LY,

onde F(T') é a energia livre da gota. Quando a temperatura é alterada de uma quantidade
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0T, ou seja, T =T + T, temos
F(T+6T) ~ LY —§TL%

ds . . . .
quando LY ~ 0T L2 o sistema torna-se descorrelacionado a partir da escala de compri-

mento [19],

e

L™ x (61T> : (5.4)

A derivagao deste resultado segue da generalizacao do argumento de Imry e Ma [64].

Neste cenario, considerando um vidro de spins de Ising com uma distribuicdo Gaus-
siana para os acoplamentos com desvio padrao J e a temperatura zero, na auséncia de
perturbagdes o custo de energia de uma excita¢ao (gota) de dimensao L, é da ordem de
JLY. Adicionando uma pequena perturbagao, ¢, aleatéria para cada acoplamento, obtida
por exemplo a partir de uma distribuicao Gaussiana, a contribuicao da perturbacao nos
acoplamentos para a energia da gota é uma soma de L% varidveis aleatérias indepen-
dentes com sinais arbitrarios (interface da gota), contribuindo assim com um termo de
ordem +eJLF. Se ds/2 >y, este termo (para L grande o suficiente) serd maior que a
energia original J LY, implicando que o estado fundamental original é instavel com relagao
a pequenas perturbagoes nos acoplamentos.

Desta maneira, quando o expoente de caos ( = ds/2 —y é positivo, o estado funda-
mental é instavel para excitagdoes em escalas maiores que

1

1\ ¢

L>1 ()C (5.5)
g

Usando a Eq. (4.14) e a Eq. (4.16), validas para redes de Bravais,

Y=<

?

d—1
2

dy>d—1,
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verificamos que o expoente de caos sempre serd positivo para vidro de spins nestas redes,

uma vez que y < ds/2. Para um ferromagneto de Ising temos que:

dy=d—1=y, (5.6)

logo,
(=-— : (5.7)

Verifica-se neste caso que o expoente de caos ( € negativo, indicando assim que o estado

fundamental ferromagnético é estavel para pequenas perturbagoes nas ligagoes para d > 1.

5.2 Vidro de spins em d=1

Vamos considerar o caso unidimensional com o Hamiltoniano
H=—3 5SS (5.8)

onde os spins sao tipo Ising (Si(n) = +1). Vamos inicialmente considerar que temos apenas

trés spins (N = 3). O Hamiltoniano, Eq. (5.8), pode ser escrito como:
H=—J SV — g5 8 (5.9)
A funcao de particao sera

Zo Y eIy RS st (5.10)
{Si} S, S3 S3

onde K; =f(J; (i=1,2) e §=1/KpgT . Note que esta funcao de partigdo é a mesma



CAPITULO 5. VIDRO DE SPINS - EXPOENTE DE CAOS 39

tratada na secao 4.4. Apods a soma em Sy = £1 ela pode ser escrita como

Z =2cosh(K7)cosh(K2) > > (1 +S§1)S§1)t1t2> ) (5.11)
S1 S3

onde t; = tanh(K;) (i = 1,2). Se considerarmos agora uma rede com apenas quatro spins,

teremos
H=—25"sH - psVst) — g5V s (5.12)
€
DD B WL R (5.13
S1 S3 S3 Sy

onde K; = (J; (i=1,2,3). Realizando a soma em S3 = +1 e depois em Sy = +1, obtemos

Z =2%cosh (K1) cosh(K2)cosh(K3) >N <1 + Sfl)Sil)ttht;g) : (5.14)
S1 Sy

onde t; = tanh(Kj;) (i =1,2,3). Se temos uma rede com cinco spins, a fun¢ao de partigao

sera

Z=2923 COSh(Kl) COSh(KQ) COSh(Kg) COSh(K4) ZZ <1 + Sil)Sél)tthtgtzl) ,
S1 Sk

ou

4 4
2 =23 cosh(K) "% (1 +sMsU T ti) . (5.15)
=1

=1 S1 Ss

Estendendo este resultado para uma rede com N spins, temos

N-1 N-1
Z=2""2 1] cosh(K) "% (1+S{”S§V1) 11 ti) . (5.16)

1=1 S1 SN =1

O Hamiltoniano para um sistema com apenas dois spins (S{l) e S](\})) é

1 1
H =—J5Ms¢,
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(1)

onde J' representa a nova ligacao de acoplamento entre os spins S%l) e Sy’. A funcao de

particao deste sistema é

=> e pH =35 K58y —cosh(K')ZZ[l+S£1)S](\})tanh(K')]. (5.17)

{S} S1 SN S1 Sy

Comparando as equagoes (5.16) e (5.17) verificamos que
tanh(K') = H tanh (K (5.18)

onde K/ = 3J". Quando T — 0, ou seja, [ — 0o, a fungdo tanh(K) se torna uma fungao

sinal, e entao

sgn(J H sgn(J, (5.19)

No estado fundamental, considerando a variavel de spin no extremo ¢ = 1 como sendo

1 ., . . ,
S§ ), a variavel de spin no extremo ¢ = L sera dada por

L—1
S = I sen(hy), L=2,..,N. (5.20)

Vamos adicionar a cada acoplamento da rede uma constante .Jy > 0, em vez de uma

varidvel aleatéria. Para este novo estado fundamental teremos

L-1
= [ sen(Ji+ Jo). (5.21)
=1

. o . 1 2 . . .
A correlagdo entre as variaveis de spins S]g e Sg) nos estados fundamentais acima é,

considerando que os J; sdo independentes,

[Sg)sf)hv — [/OO P(J)sgn(J)segn(J + Jo)dJ o : (5.22)

onde estamos assumindo que a fungao de distribuigao P(J) é continua e simétrica. A
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integral pode ser dividida em trés partes,

—00 —

—J 0 00 L-1
[SS)SS)LU _ V P(J)dJ—/JOP(J)dJ+/O P(J)dJ] L (5.23)

[S}”S@]M:V " by + _OJOP(J)dJ+/O P(J>dJ—2/_OJOP(J)dJ] :

{SS)S?)LD - ll —2 /_ OJO P(J)dJ] o : (5.24)

Expandindo P(J) em uma série de Taylor,
P(J) =~ P(0)+..., (5.25)

obtemos,

[sg”s(f)] — [1—2P(0)Jo]X 7!, (5.26)

quando Jy < 1. No limite de escala, quando L — oo, Jy — 0, com JyL fixo, e usando que

. a N ~Y —a
]\}Enoo <1 — N> e Y (5.27)
obtemos
[Sg”sf)} — e 2L ), (5.28)

(1) g(2)

Os dois estados fundamentais se descorrelacionam quando [S 1St ] — 0; isto acontece
av

para uma distancia
1
2JoP(0)

*

. (5.29)

Comparando a Eq. (5.29) com a Eq. (5.5), verificamos que para este caso, com d = 1,
o expoente de caos é ( =1, ds =0 e usando a Eq. (5.3) obtemos y = —1. Nao existe
nenhuma transicao de fase em uma dimensao para 7' > 0, visto que y < 0. Verifica-se

que em uma dimensao existe um comportamento cadtico, com sensibilidade a pequenas
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perturbagoes, uma vez que ¢ > 0.

5.3 Meétodo e Resultados

Usaremos o Hamiltoniano de Edwards-Anderson da se¢ao 4.2 com spins classicos, sendo

que os spins S; = 1 serdo distribuidos sobre redes hierarquicas,

H=-> Ji;S:S;, (5.30)
(i)
onde a soma ;) estd restrita a pares distintos de spins primeiros vizinhos. As interagoes
Jij sao obtidas aleatoriamente a partir de uma distribuicao de probabilidades Gaussiana
P(Ji;), tendo a forma
1

P(Jij) = E@Xp(—«ffj/%, (5.31)

cuja média é zero (Jo = 0) e varidncia igual a um (J2? = 1).

O Grupo de Renormalizacao de Midgal-Kadanoff (MKRG) pode ser utilizado em re-
des de Bravais para o estudo de caos em vidro de spins, tendo a vantagem que escalas
de comprimento maiores sdo mais acessiveis. Como resultado do MKRG pode-se gerar
diversos tipos de redes hierarquicas. Foram estudadas redes hierarquicas com dimensoes
dy =2, 2.32, 2.58 e 3, abrangendo assim redes que tém dimensao acima, abaixo e pro-
xima da dimensao critica inferior. Primeiro estudaremos algumas redes hierarquicas em

temperatura zero (7' =0) e em seguida redes com dy > drcp em temperatura diferente

de zero (T > 0).

5.3.1 Temperatura zero (7 =0)

Com o objetivo de verificar a existéncia de uma comportamento caético na fase vidro de
spins para temperatura zero (7= 0), dois bancos de acoplamentos (“bond pool”) J;; sao

gerados, sendo que cada um deles contém um milhao de acoplamentos (106).



CAPITULO 5. VIDRO DE SPINS - EXPOENTE DE CAOS 43

Figura 5.1: Célula bésica da rede hierarquica tipo diamante com dy =3 e b=2. S; com
t=1,...,6 representam os spins da rede, enquanto que Jy; e Jo; com [ =1,...,4 representam
os acoplamentos entre os spins.

Vamos exemplificar o processo em uma rede hierarquica tipo diamante com dimensao
fractal df =3 (ver Fig. 5.1). Para uma temperatura 7' > 0, obtém-se a seguinte relacao

de recorréncia:

4
K’ =) arctanh(tanhKy;tanh Ky;), (5.32)
=1

onde reduzimos oito acoplamentos em apenas um (ver Fig. 3.2 com n =0), Ky; = ]C‘;%IT,
e Jij, Jo; representam os dois acoplamentos sobre o caminho [. A rede considerada tem
um fator de escala de comprimento b = 2. O ntimero de caminhos paralelos [ em uma
rede hierdrquica tipo diamante é dado por b% 1. Sendo d =3 e b =2 no caso acima,
o numero de caminhos paralelos na rede é quatro. A partir da equacao de recorréncia

para temperatura diferente de zero, Eq. (5.32), obtemos a relagdo de recorréncia para

temperatura zero com a seguinte modificagao

arctanh(tanh Kjtanh Ko) — sgn(Jy J2)min(|J1|, |J2]) , (5.33)

assim obtemos para T' = 0,

4
JIZ ZSgn(JllJQZ)min(|Jll|,’JQZD. (5.34)
=1
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(0)

Para a utiliza¢do da Eq. (5.34) é construido um banco inicial de acoplamentos {Ji } ,

0 . . . T . ,
com Ji( ) acoplamentos adimensionais, sendo que o indice ¢ representara agora uma loca-

lizagdo do acoplamento no banco de nimeros considerado. Oito acoplamentos de {JZKO)}
sao selecionados aleatoriamente e combinados através da Eq. (5.34), formando o primeiro
acoplamento de um novo banco de acoplamentos {Ji(l)}. Este processo é repetido nova-
mente até que o novo banco de acoplamentos tenha o mesmo niimero de acoplamentos que

o banco inicial, ou seja, 10% acoplamentos. Este processo equivale a uma renormalizacio.

(2)

De forma similar a anterior, um novo banco de acoplamentos {Ji } é gerado a partir de

1 : L , . ,
{Ji( )}, 0 que equivale a uma nova renormalizagao. Este processo ¢é repetido n vezes até

a geracao do banco de acoplamentos {J (n)}

(3

Paralelamente a criacao do banco {Ji(o)} geramos um novo banco de acoplamentos

{J';}, sendo que

Ji=Ji+ex; ) (5.35)

com € = 1076 sendo uma perturbacéo, z; e J; sdo variaveis independentes obtidas de uma

distribuicao Gaussiana com média zero e variancia igual a um. Um detalhe importante

(n)

é que quando sao selecionadas aleatoriamente oito acoplamentos do banco {Ji } para a

. 1 . .
formacao de um novo acoplamento do banco {Ji(nJr )}, necessariamente oito acoplamentos

(n)

correspondentes ao banco {J ' } serao selecionadas para a formacao de um novo acopla-

(n+1)

mento e na mesma posicao na rede para o banco {J’ ; } A seguir, acompanhamos a

evolugao da quantidade [19]

> (J(n) — J’(n)>2
d*(n) = : (5.36)

5 [(Jf”))Q 4 (J’E”))Z]

que mede a distancia entre as configuragoes de {J's}. Se considerarmos os bancos de

acoplamentos como pontos no espago n-dimensional, o numerador da Eq. (5.36) é o qua-

drado da distancia Euclideana entre os bancos de acoplamentos depois de n iteragdes. O
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denominador normaliza dZ(n) a um quando os dois bancos de acoplamentos estao comple-
tamente descorrelacionados. Vamos agora aplicar este procedimento em redes hierarquicas

de varias dimensoes.

5.3.1.1 Redes hierarquicas com d; =2

Inicialmente vamos estudar redes hierarquicas tipo diamante e tranca a temperatura zero

para dimensao fractal dy = 2.

a)

Figura 5.2: (a) Célula bésica da rede hierarquica tipo diamante com dy =2 e b =2; (b)
célula basica da rede hierdrquica tipo tranga com b=2e dy = 2.

Analisamos aqui uma rede hierdrquica tipo diamante, ver Fig. 5.2(a), e uma rede

hierarquica tipo tranga, ver Fig. 5.2(b), tendo as seguintes relagbes de recorréncia, res-

pectivamente,
2
K} =) arctanh [tanh(K7y;)tanh(Ky)], (5.37)
=1
K{ = arctanh [tanh(A)tanh(B)] , (5.38)

onde A = 212:1 Kye B= 212:1 K5;. Para temperatura zero, as equagoes acima podem ser

escritas como

2
Jg = _sgn(JyJo) min(|Jyl, [Jul), (5.39)
=1
J, = sgn(AB)min(|A|, |B|), (5.40)

onde A=Y% | Jy e B=Y7,Jy. Entdo criamos {J;} e {J';} e realizamos n iteracdes. A

partir das Figs. 5.3 e 5.41, verifica-se que dz(n) cresce inicialmente de forma exponencial.

7 2 ~ z
1 As barras de erro de todos os graficos d (n) x n sdo menores que o tamanho dos simbolos.
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Note que, para L > 1 a Eq. (5.36) pode ser reescrita da seguinte forma

SU[JiLY — JiLY £ ;L5 )2

d?(n) = — (5.41)
Sl(iLY)2+ (J;LY £eJ; L7 )?]
onde assumimos que J; ~ J;LY e J/Z(-n) ~ J; LY ieJiL%. Logo,
)= S
O 2J2 L[+ S Lds 2y £ e[ FY]
7 7 2
d2(n> N €2Ld5_2y
21+ S Lds—2 +eLF Y]
d*(n) = L)
A4S LAT Y £ T Y]
Como ( =ds/2 —y, temos
1 2
2n)z — c %, (5.42)
[1+5 L2 £ eLf] 2
Considerando no inicio a regido que eL¢ < 1, obtemos
2
d2(n) ~ %bQ”C, (5.43)

onde L = b". A partir do grafico de d?(n) x n (Fig. 5.3) obtemos ¢ = 0.769 para a rede
hierarquica tipo diamante. Para redes hierarquicas com dy =2 e b= 2, obtemos ds reco-
nhecendo que qualquer minima energia da interface da célula bésica cortara exatamente
dois acoplamentos (2%~ para um d ¢ geral) e identificamos este niimero como 205 Ge-

neralizando para outras células basicas, temos

q:bds.
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Na rede hierarquica diamante da Fig. 5.2(a) este niimero é 2, logo temos ds = 1 para esta
rede. Com a Eq. (5.3) obtemos o expoente y ~ —0.269. Na Fig. 5.4 obtemos o expoente
de caos para a rede hierarquica tipo tranca ¢ = 0.769, que ¢ o mesmo valor encontrado
para a rede anterior. Da mesma forma, ds =1 e o expoente y ~ —0.269. Como y < 0
para as duas redes, o sistema escala para acoplamentos fracos, nao existindo fase vidro
de spins estavel para T # 0.

Depois de um grande ntimero de iteracdes n*, d?(n) satura no valor um para ambas
as redes, indicando que os dois bancos de acoplamentos {J;} e {J';} estdo completamente
descorrelacionados. Portanto, o estado fundamental é instavel com relacao a pequenas
perturbagoes para escalas de comprimento maiores que L*. Considerando agora a regiao
onde LS 21, temos L = L* ~ (1 /e)l/ ¢. Observe que a substituicio desta relacio na

Eq. (5.42) leva a d?(n) = 1.

*
*
*
*
*
*
*
*
*
*
*
*
*
%
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Figura 5.3: Gréfico de d?(n) x n, sendo n o ntimero de iteracoes realizadas & temperatura
zero em uma rede hierdrquica diamante de dimensao fractal dy =2 e b= 2; d?(n) satura
em 1 quando n* = 26.
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Figura 5.4: Gréfico de d?(n) x n, sendo n o niimero de iteraces realizadas a temperatura
zero em uma rede hierdrquica tipo tranca de dimensao fractal dy =2 e b= 2; d? (n) satura
em 1 quando n* = 26.
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Figura 5.5: Gréficos para a rede hierdrquica diamante com df =2 e b=2. (a) a variancia
diminui a cada iteragao indo de um para zero; (b) grafico semi-log do desvio padrao que
a cada iteragdo diminui de 2Y. A inclinacao da reta é —yln2, portanto y ~ —0.269.
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Figura 5.6: Graficos para a rede de hierdrquica tipo tranca com df =2 e b=2. (a) a
variancia tende para zero depois de n iteragoes; (b) no grafico semi-log o desvio padrao a
cada iteracao decresce de 2Y, sendo y ~ —0.269.

Na Fig. 5.5(a) podemos observar que a variancia tende a zero a cada iteracdo em
uma rede hierarquica diamante. Na Fig. 5.5(b) o desvio padrao decresce a cada iteragao
por um fator de 2Y e a partir da inclinagdo da reta, obtemos y ~ —0.269. De forma
semelhante a variancia tende a zero para uma rede hierarquica tipo tranga, ver Fig. 5.6(a),
e na Fig. 5.6(b) obtemos a inclinagdo da reta e determinamos o expoente y ~ —0.269. O
expoente y € o mesmo para uma rede hierarquica diamante e tranga para dimensao fractal
dois. Como dy =2 < drcp, o comprimento de correlagao escala com £ ~T~" | onde o
expoente y é identificado como sendo y = —1/v, portanto, v ~ 3.72.

E importante notar que ambas as redes estudadas em d # = 2 apresentam um expoente
de caos positivo (¢ > 0) e idéntico em T'= 0. Os bancos de acoplamentos {J;} e {J';} se
descorrelacionam depois de n* iteragoes, e em ambas as redes ds = 1, implicando, que elas

apresentam o mesmo expoente y.
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5.3.1.2 Rede hierarquica PWH dy=2e b=3

Figura 5.7: Célula de uma rede hierdrquica com df =2, b=3e Q =4, onde 1, 2, 3 e 4
representam os spins internos da rede.

Na Fig. 5.7 temos uma rede hierarquica também com dimensao fractal doise b=3. A

relacao de recorréncia para esta rede a temperatura nula é:

1
J = §(Gmax — Hpax), (5.44)

onde

Gmax = max({G;}), Hpax =max({H;}) (i=1,2,....,P),

representam os maiores valores dos conjuntos {G;} e {H;}, tendo P elementos cada, com
P =22 onde Q é o nimero de spins internos na rede. Nesta célula o nimero de spins

internos é Q =4, logo P =2° = 16. Assim temos
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Hpax = max(Hy, Ha, ..., Hig)

Gmax = max(G1,Go,...,G1g)

Gy = Jis+ J31 + Jio+ Jig+ Jij + Jog + Juj,
Go = —Jiz— J31 + Jio+ Jio+ Jij + Joa + Juj,
Gs = Jig+ Ja1 + Jio+ Jio+ J1j — Joa — Juj,
Gy = Jis— J31+ Jio — Jig — Jij + Jaa + Juj,
Gs = Jis+ Ja1 — Jio — iz + J1j — Jaa + Juj,
Ge = —Jiz — J31 + Jio + Jig + J1j — Jog — Juj,
Gr=—Jis+ Js1 + Jio — Jig — J1j + Jog + Juj,
Gs = —Jiz— J31 — Jio — Jio + J1j — Jog + Juj,
Gy = Jis— J31 + Jio — Jia — J1j — Jaa — Juj,
Gio = Jig+ J31 — Jig — Jia + J1j + Jog — Juj,
G = Jiz— J31 — Jio+ Jia — J1j — Joa + Juj,
G = Jig — Js1 — Jio + Ji2 — J1j + Jog — Juj,
Gis = —Jis+Js1 — Jio + Jia — J1j — Jag + Juj,
Gy = —Jis— J31 — Jio — Jio + Jij + Joa — Juj,
Gis = —Jis+ Ja1 + Jio — Jia — J1j — Jaa — Juj,

Gio = —Jig+ J31 — Jio + Ji2 — J1j + Jog — Juj.

Onde Jjo = Jio+ J'io e jlj = Ji; +J’1j representam acoplamentos efetivos, ou seja, a
soma dos acoplamentos associados com cada um dos dois caminhos paralelos conectando
os sitios i e 2 e os sitios 1 e j (ver Fig. 5.7). Os H; (i =1,2,....,16) sao obtidos a partir

dos G; pela troca de sinal nos acoplamentos flj e Jy;.
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Figura 5.8: Gréfico de d?(n) x n da rede hierdrquica com dy =2 e b= 3 da Fig. 5.7. d?(n)
satura no valor 1 quando n* = 15.
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Figura 5.9: (a) A varidncia das duas distribui¢oes tende a zero quando n aumenta; (b)
grafico semi-log do desvio padrao das distribui¢oes com uma diminuicao de 3Y a cada
iteracao.

Para esta rede hierarquica, o expoente de caos encontrado através da Fig. 5.8 foi
¢ =0.780, implicando em um comportamento cadtico para pequenas perturbagoes nos
acoplamentos. Novamente, para duas dimensoes, a variancia tende a zero a cada iteracao.

Observe que, para esta rede hierarquica ds = 1, sendo necessario cortar trés acoplamentos
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para isolar um spin da extremidade; assim a relacao que é valida para redes de Bravais
ds > d—1 é satisfeita como igualdade nesta rede. Com a Eq. (5.3) obtemos y ~ —0.280,
mesmo valor encontrado a partir da inclinacdo da reta na Fig. 5.9(b). Para essa rede
hierarquica obtemos o expoente v =2 3.57. Note que ¢ = 0.780 é maior que o valor ( = 0.769

obtido nas redes diamante e tranga bidimensionais.

5.3.1.3 Ponte de Wheatstone

Na Fig. 5.10 temos a rede conhecida na literatura como ponte de Wheatstone. Sua

dimensao fractal ¢ dy =In5/In2 = 2.32.

Figura 5.10: Célula da rede hierarquica conhecida como ponte de Wheatstone, com dy =
2.32 e b=2. Nesta rede Q =2, onde 1 e 2 representam os spins internos.

A relagao de recorréncia [65] para J' a temperatura zero é

1
J/ - §<Dmax - Fmax), (5.45)

onde

Doz =max({D;}), Fpee =max({F;}) (i=1,2,...,P),

representam os maiores valores dos conjuntos {D;} e {F;}, tendo P elementos cada, com

P =22, Para a ponte de Wheatstone temos
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Diax = max(Dy, Do, D3, Dy) Frax = max(Fy, Fy, F3, Fy)

D= Ja+Jio+ Jij+ Joj + Ji2, F = Ji+ Jig — Jij — Joj + Ji2,
Dy = Ji1 — Jig+ J1j — Joj — J12, Fo = Jn — Jig — Jij — Joj — J12,
D3 = —Jin + Jig — J1j + J25 — J12, Fy = —Jjt + Jig + J1j — Joj — Ji2,
Dy =—Jn — Jig — Jij — J2j + Ji2, Fy=—Ji — Jig+ J1j + Joj + J12.

Novamente, construimos dois bancos de acoplamento {J;} e {J';}, realizamos n ite-
racoes e o resultado é apresentado no grafico da Fig. 5.11. O expoente de caos obtido
foi ( = 0.81. Observe que ds = 1 para esta rede hierarquica, e verificamos portanto que a
relacdo ds > d—1 nao é vélida neste caso. Com a Eq. (5.3) obtemos y ~ —0.31. Como

dy <drcp, para esta rede temos v = 3.23.
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Figura 5.11: Gréfico de dz(n) x n, sendo n o numero de iteragoes realizadas a temperatura
zero em uma ponte de Wheatstone com dimensdo fractal dy = n5/In2~2.32 e b=2. d*(n)
satura no valor 1 quando n* = 22.
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Figura 5.12: (a) A variancia J? tende a zero depois de n iteracoes; (b) grafico semilog do
desvio padrao decaindo com as iteracoes.

Na Ponte de Wheatstone o expoente de caos é positivo (¢ > 0), apresentando assim
um comportamento cadtico para pequenas perturbacoes nos acoplamentos a temperatura
nula, indicando que os bancos de acoplamento {J;} e {J/;} tornam-se descorrelacionados
apds n* iteragoes (n* = 22). Nesta rede y < 0, portanto nao existe fase vidro de spins
para T > 0. Note que esta rede, apesar de ter dimensao fractal maior que 2 (d; = 2.32),

possui um expoente de caos maior que as redes bidimensionais.

5.3.1.4 Rede hierarquica diamante d; = 2.58

Vamos agora estudar redes com dimensao préximas a dimensao critica inferior.
Na rede hierdrquica diamante de dimensao fractal dy = 2.58 (ver Fig. 5.13), a relacao

de recorréncia ¢ dada por

3
= arctanh[tanh(K7;) tanh(Ky)]. (5.46)
=1

Em temperatura zero esta relagdo pode ser escrita como:

3
=Y sgn(JyJor) min(|Jy|, [ Jal)- (5.47)
=1
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Figura 5.13: Rede hierdrquica diamante com dyf =2.58 e b=2. S; comi=1,2,3,4¢e5
representam os spins e Jj; e Joy com [ =1, 2 e 3 sao as constantes de acoplamento.

Repetindo o processo da se¢ao 5.3.1, obtemos o expoente de caos a partir da Fig. 5.14,
obtendo ¢ = 0.75. Para esta rede ds = 1.58, portanto, o expoente y = 0.04. Neste caso
y > 0, o que indica a existéncia da fase vidro de spins para T # 0 para esta rede, tendo
uma temperatura critica, obtida numericamente, T = 0.29. O pequeno valor de y indica

que a dimensao da rede esta proxima da dimensao critica inferior (dy ~ drcp).
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Figura 5.14: Gréfico de d?(n) x n, sendo n o niimero de iteracdes realizadas a temperatura
nula em uma rede hierarquica diamante de dimensao fractal dy =2.58 e b= 2. d?(n) satura
no valor 1 quando n* = 27.
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Figura 5.15: Gréfico semi-log da variancia de {Ji(n)} e {J' En)}, apresentando um cresci-
mento exponencial.

Na Fig. 5.15 mostramos o grafico da variancia J? que cresce de forma exponencial com

o nimero de interagoes.

5.3.1.5 Rede hierarquica tipo tranga d; = 2.58

Na rede hierdrquica tipo tranca com dy = 2.58 (ver Fig. 5.16), a relacdo de recorréncia

para temperatura finita é dada por
K’ = arctanh [tanh (A) tanh (B)] , (5.48)

onde A=Y} Ky, B=Y3 1Ky e Ky=Jy/kpT (i=1,2). A temperatura nula esta

equagao pode ser escrita como
J = sgn(AB)min (|A|, |B]), (5.49)

onde A = Z?:l JuyeB= Z?:l Joy.
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13 23

Figura 5.16: Célula basica da rede hierdrquica tipo tranca com dy =2.58 e b=2. As
variaveis Sp, S e S3 representam os spins da célula e Jy; e Jo; (I =1,2,3) sdo os acopla-
mentos.

Criamos os conjuntos de acoplamentos {J;} e {J',} e realizamos n iteragoes, obtendo o

grafico do quadrado da distancia como uma funcao de n, mostrado na Fig. 5.17.
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Figura 5.17: Gréfico de d?(n) x n, sendo n o niimero de iteracdes realizadas & temperatura
nula em uma rede hierarquica tipo tranga com dy =2.58 e b= 2. d?(n) satura no valor 1
quando n* = 25.
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Figura 5.18: A variancia J? de {JZ(”)} e {J’gn)} crescendo a cada iteragdo de forma
exponencial.

A partir do grafico da Fig 5.17, obtemos ¢ = 0.75. Como ¢ > 0, o estado fundamental é
instavel com relagdo a pequenas perturbagoes nas ligagoes para escalas de comprimento
maiores que L*. Para esta rede ds = 1.58 e com a Eq. (5.3) obtemos y ~ 0,04. Nesta rede
y > 0, indica a existéncia da fase vidro de spins para T # 0. A sua temperatura critica é
Ty =0.5. O valor de y proximo a zero indica que df =~ drcp. Na Fig. 5.18 verificamos que
a variancia cresce de forma exponencial a cada iteracdo n. Estudamos também a rede
hierarquica DT1 com dimensao fractal 2.58 (veja a Fig. 5.19), e encontramos para ela os

mesmos valores ¢ = 0.75 e y ~ 0.04.

Figura 5.19: Rede hierarquica DT1 com dy =2.58, b=2, ds =1.58 e Ty = 0.34.
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Note que na rede da Fig. 5.19 foi encontrado um expoente de caos ( idéntico ao expo-
ente das duas redes ja estudadas acima com dy ~ 2.58. Sendo ¢ > 0 a condic¢ao necessaria
para um comportamento cadtico, verificamos que em todas estas redes com dy ~2.58
(estudadas nesta dissertacao) os bancos de acoplamentos {J;} e {J';} se descorrelacio-
nam depois de n* iteragoes a temperatura nula. Para as trés redes com d = 2.58 temos
ds = 1,58, verificando-se assim que elas tém o mesmo expoente y. Como y > 0 a fase
vidro de spins existe nas trés redes para 7' > 0. Note que a temperatura critica das redes

é diferente.

5.3.1.6 Rede hierarquica diamante d; =3

Vamos agora analisar redes hierarquicas tridimensionais.

Para uma rede hierarquica diamante com dimensao fractal 3 e b =2 (ver Fig. 5.1) o
resultado é apresentado no grafico da Fig. 5.20. A relacao de recorréncia para esta rede
é dada pela Eq. (5.34). Verifica-se que d?(n) cresce inicialmente de forma exponencial, e

através do grafico, obtemos o expoente de caos ( = 0.745.
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Figura 5.20: Quadrado da distancia normalizado, d?(n), entre {J;} e {J’;} como uma
funcao do niimero de iteracoes n a temperatura nula em uma rede hierarquica diamante
com dy =3 e b=2; d?(n) satura no valor 1 quando n* = 27.
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Figura 5.21: Em (a) temos a varidncia versus o numero de iteracgoes; (b) grafico semi-log
do desvio padrao J crescendo com um fator 2Y, para a rede hierarquica cuja a célula
basica é mostrada na Fig. 5.1.

Para a rede hierdrquica cuja a célula basica é mostrada na Fig. 5.1, ds =2. Com a
Eq. (5.3) obtemos o expoente y ~ 0.255; como y > 0 a fase vidro de spins é estavel. A
sua temperatura critica, encontrada numericamente, ¢ Ty = 0.88. Para a rede hierarquica
diamante, o expoente de caos é positivo, portanto, a fase vidro de spins a temperatura zero
em dimensao dy = 3 apresenta um comportamento caético, sendo o seu estado fundamental
instavel em relagao as pequenas perturbacoes nas interagoes para escalas de comprimento
maiores que L* = 27" com n* X 27.

Na Fig. 5.21 apresentamos o grafico da variancia J2 x n. Quando n aumenta o desvio
padrao (J = \/ﬁ) aumenta por um fator de 2Y a cada iteragdo, com y ~ 0.255. A média

das distribuigoes iniciais é zero e permanece assim apods n iteragoes.
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5.3.1.7 Rede hierarquica tipo tranga dy =3

Em uma rede hierdrquica tipo tranga com df =3 e b =2 (ver Fig. 3.3(b)), obtemos a

seguinte relacdo de recorréncia para 7' finito

K’ = arctanh [tanh (A) tanh (B)] , (5.50)

sendo A = Zle Ky e B= Z?Zl K. Para temperatura zero a Eq. (5.50) é substituida
por

J' = sgn(AB)min(|.A|, |B]), (5.51)

sendo A=}, Jy; e B=Y}Jy. Criamos os bancos de acoplamentos {.J;} e {J';} e
apos n iteragoes, obtemos o grafico do quadrado da distancia como uma func¢ao do niimero

de iteracoes n, mostrado na Fig. 5.22.
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Figura 5.22: Gréfico de d?(n) x n, sendo n o niimero de iteracdes realizadas a temperatura
zero em uma rede hierarquica tipo tranga de dimensao fractal dy =3 e b= 2; d?(n) satura
no valor 1 quando n* = 27.

Obtemos para esta rede o expoente de caos ( =0.745. Como ¢ > 0 o estado fundamental é
instavel a pequenas perturbagoes nos acoplamentos para escalas de comprimento maiores

que L*. Para esta rede ds = 2 e usando a Eq. (5.3) obtemos y ~ 0.255, verificando que
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para uma rede hierarquica tranga com dy =3 e b= 2, a fase vidro de spins ¢ estdvel a

temperatura nula. Obtemos numericamente uma temperatura critica Ty = 1.76.
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Figura 5.23: (a) Variancia de {J-(n)} e {J’gn)} crescendo a cada iteragao, (b) desvio

padrao J crescendo a cada iteracao com 2Y, sendo y ~ 0.255 (rede hierdrquica definida
pela célula basica da Fig. 3.3(b)).

Na Fig. 5.23(a) apresentamos o gréfico da variancia J2 x n, enquanto que na Fig. 5.23(b)
vemos o grafico semi-log de J x n de onde obtemos o expoente y ~ 0.255, o que esta de
acordo com o que foi obtido através da Eq. (5.3). Em trés dimensoes estudamos mais
duas redes hierarquicas, DT2 e DT3, ver na Fig. 5.24 | e encontramos os mesmos valores

¢ =0.745 e y ~ 0.255 para ambas.

Figura 5.24: Redes hierdrquicas com dy = 3; (a) temos a rede hierarquica DT2 com b = 2,
ds=2eTy=1.25 em (b) a rede hierdrquica DT3 com b=2, ds =2 e Ty =1.29 .
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Ambas as redes da Fig. 5.24 também apresentam um comportamento cadtico, uma vez
que depois de nimero n* de iteragoes os bancos de acoplamentos {.J;} e {J';} tornam-se
totalmente descorrelacionados. E importante notar que o expoente de caos ¢ éigual para
todas as quatro redes estudadas em dy = 3. Como nestas redes temos d; = 2, verificamos
que todas tém o mesmo expoente y. Como y > 0, todas elas apresentam fase vidro de

spins para temperatura finita.

5.3.2 Temperatura diferente de zero (T # 0)

Vamos analisar agora redes com dimensao fractal 2.58 e 3, que apresentam fase vidro de
spins a temperatura finita.

Com o objetivo de verificar a existéncia de um comportamento caético na fase vidro de
spins para temperaturas finitas, um banco de acoplamentos (“bond pool”) J;; é gerado,
contendo um milhao de ligacoes. A partir deste banco de ligagoes, {J;j}, construimos
dois bancos de ligagoes efetivas, {K;;} e {KZ’J} O primeiro banco de ligagdes efetivas sera
colocado a uma temperatura 7' e o segundo a uma temperatura 7'+ 07, onde %T =109,
tendo assim uma sutil diferenga na temperatura entre os dois bancos de ligacoes.

Por exemplo, para uma rede tipo diamante com dy = 3, cuja equagao de renormalizagao

(0)
é dada pela Eq. (5.32), constréi-se um banco inicial de ligagoes {Ki(o)}, com KZ.(O) = kJ;T

acoplamentos adimensionais. Aleatoriamente oito ligacoes de {Ki(o)} sao selecionadas

e combinadas através da Eq. (5.32), formando a primeira ligagdo de um novo banco de

ligagoes {Kfl)}. Este processo é repetido novamente até que o novo banco de ligagoes

tenha o mesmo niimero de ligacdes que o banco inicial, ou seja, 10% ligacdes. Este processo

equivale a um passo da renormalizacao. De forma similar a anterior, um novo banco de

ligagoes {KZ@)} é gerado de {Ki(l)}, 0 que equivale a uma nova renormalizacao, e este
(n)

processo é repetido n vezes até a geragao do banco de ligagoes {K ; }

Um novo banco de ligagoes {K ! 7(;0)} ¢é gerado, tendo as mesmas ligacoes JZ-(O) de {KZ-(O)}
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e uma pequena variagao 07 na temperatura, e assim,

7
e 5.52
! kp(T+6T) ’ ( )
ou, alternativamente,
1(0) Y
K7 = L . 5.53
Ty (5:53)
o J9 .
Como K" = iz, a Eq. (5.53) pode ser reescrita como:
(0)
K:
K0 =2 5.54
’ l1+e¢’ (5.54)

sendo € = %T. Quando sao selecionadas oito ligagoes do banco {K (n

i ) } aleatoriamente

- L 1 : T
para a formacao de uma nova ligacdo do banco {K Z-(n+ )}, necessariamente as oito ligacoes
correspondentes ao banco {K ’gn) } serao selecionadas para a formacao de uma nova ligagao

I 1
na mesma posicao na rede para o banco {K ! Z(-m— )}.

5.3.2.1 Rede hierarquica diamante d; = 2.58

Na rede hierdrquica tipo diamante com dimensao fractal dy = 2.58 (Fig. 5.13), foi estudado
o comportamento cadtico apenas para uma temperatura diferente de zero, T'=0.2. A
dimensao desta rede estd muito proxima da dimensao critica inferior dycp, tendo assim
uma temperatura critica Ty = 0.29, ou seja, a fase vidro de spins existe somente para um
pequeno intervalo de temperatura acima de zero. Note que T'= 0.2 ¢ menor que Ty = 0.29,
assim estamos estudando o comportamento cadtico em uma temperatura finita dentro da
fase vidro de spins.

A relacao de recorréncia para essa rede é dada pela expressao:

3
K' =Y "arctanh[tanh(K7y;) tanh(Ky)], (5.55)
=1

onde Kq; = Jy/kgT e Koy = Jo;/kpT com | =1, 2 e 3 (ver Fig. 5.13).
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Observamos o mesmo comportamento qualitativo das redes ja analisadas anterior-
mente. A distancia entre {K;} e {K/} nao sofre grandes alteragoes inicialmente com re-
lacao a distancia inicial pois os bancos de acoplamentos estao se aproximando do atrator
a temperatura nula, apés algumas iteracoes, d?(n) novamente diverge exponencialmente
com n (ver Fig. 5.25). Na Fig. 5.26 verificamos que a varidncia cresce de forma exponencial

para uma temperatura maior que zero.
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Figura 5.25: Quadrado da distancia normalizado, como uma funcao do ntimero de itera-
coes, paraT'=0e T =0.2.
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Figura 5.26: Variancia versus o numero de iteragoes para a rede hierarquica diamante
com dy = 2.58 para um a temperatura 7' = 0.2.
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5.3.2.2 Rede hierarquica diamante dy =3

Para uma rede hierarquica diamante com dy = 3 (Fig. 5.1), foram investigadas trés tem-
peraturas finitas abaixo da temperatura critica que, para esta rede, é de Ty = 0.88. As

temperaturas estudadas sao T'=10.25, T'=0.5 e T' = 0.76.
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Figura 5.27: Grafico de d?(n) x n para quatro temperaturas diferentes numa rede hierér-
quica diamante tridimensional com b= 2.

Na Fig. 5.27 mostramos o quadrado da distancia normalizado d?(n) como uma funcio
do nimero de iteragoes n, para quatro temperaturas diferentes. Inicialmente a distan-
cia entre os dois bancos de acoplamentos, para todas as temperaturas maiores que zero,
permanece fixa durante as primeiras iteracoes, a seguir, novamente d?(n) diverge expo-
nencialmente com n tendo o expoente ¢ = 0.745, que é o mesmo valor encontrado para
temperatura nula nesta rede. Depois de um ntimero n* de iteragoes, a distancia satura em

um, revelando que os dois bancos de acoplamentos estao totalmente descorrelacionados.
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Figura 5.28: (a) Varidncias de { K Z(n)} e { K, () } como uma fun¢ao do nimero de iteragoes
para temperatura 7' = 0.5; (b) as mesmas varidncia como uma fungdo do nimero de
iteragoes para uma temperatura 7'=1.2 > T.

Na Fig. 5.28(a) é mostrado como as varidncias de {KZ-(n)} e {K;(n)} divergem com o
numero de iteracdes para uma temperatura 7' = 0.5, abaixo da temperatura critica. Em
(b) a temperatura 7'= 1.2 é maior que a temperatura critica do sistema, verificando-se
que estas variancias tendem para zero apds algumas iteragoes, ou seja, nao existe a fase
vidro de spins para esta temperatura. Em todas as temperaturas estudadas a média (Jp)

das distribuicoes permanece nula.

5.3.2.3 Rede hierarquica tipo tranga dy =3

Na rede hierdrquica tipo tranga com dy =3 (Fig. 3.3(b)), foram investigadas quatro
temperaturas, T'=0.5, T=0.7, T =1.3 e T' = 1.6, todas abaixo da temperatura critica

Tr=1.76. A relacao de recorréncia usada ¢é a Eq. (5.50),

K' = arctanh[tanh (A) tanh (B)] ,
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sendo A = 2?21 Ky e B= Zle K9;. Na Fig. 5.29 mostramos o quadrado da distancia
normalizado como uma fun¢ao do niimero de iteragoes, para cinco temperaturas abaixo da
temperatura critica. Para todas as temperaturas acima de zero, inicialmente a distancia
entre {K;} e {K/} ndo sofre grandes altera¢oes com relagao a distncia inicial. Apds

algumas iteracoes, d?(n) diverge exponencialmente com n.
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Figura 5.29: Quadrado da distancia normalizado d?(n) como uma funcdo do niimero de
iteragoes n, para cinco temperaturas abaixo de 7.
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Figura 5.30: Variancias de {Ki(n)} e {Ki(n)} como uma funcado do niimero de iteragoes,
para temperatura 7' = 0.7.
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Observe que tanto a temperatura nula quanto a temperatura diferente de zero, o expoente
de caos € positivo, esta é a condi¢ao necessaria para o comportamento cadtico da fase vidro
de spins. Apds um grande niimero de iteracoes, d?(n) satura em um, situacio na qual nao
existe mais correlacdo entre os dois bancos de ligacoes. Na Fig. 5.30 a variancia diverge
com o numero de iteragoes para a temperaturas de 7'= 0.7, o que é uma caracteristica da

fase vidro de spins.



Capitulo 6

Conclusoes

Nesta dissertagao estudamos os expoentes de caos e de gota em um vidro de spins de Ising,
com interagoes de curto alcance, em diversos tipos de redes hierarquicas. Em todas as
redes, o expoente de caos encontrado é positivo (¢ > 0), confirmando que a fase vidro de
spins apresenta um comportamento cadtico. O expoente de gota, y, mostrou-se negativo
para dimensoes fractais abaixo de dy ~ 2.58 e positivo para dimensoes fractais superiores
ou iguais a dy ~ 2.58. Todos os resultados desta dissertacao foram obtidos através de
simulagoes computacionais, aplicando-se técnicas do grupo de renormalizacao em redes
hierarquicas.

Este comportamento cadtico surge devido a pequenas perturbacoes nos acoplamentos
do sistema, fazendo com que 2 spins estejam descorrelacionados a partir de uma deter-
minada escala de comprimento L 2 L*, onde L* depende da intensidade da perturbacao.
Portanto, para escalas de comprimento maiores que L*, uma pequena perturbacao torna
o estado fundamental do sistema descorrelacionado com o estado do sistema sem a pertur-
bacao. O estado fundamental de redes que apresentam a fase vidro de spins a temperatura
finita também apresenta o mesmo efeito devido a pequenas variagoes na temperatura.

Obtemos também o expoente y para todas as redes estudadas. Observamos que para
as redes com dimensao fractal abaixo de dy = 2.58 o expoente y é negativo (y < 0), e

portanto, nestas redes nao temos fase vidro de spins para temperaturas finitas. Para

71



CAPITULO 6. CONCLUSOES 72

dimensoes fractais superiores ou iguais a dy = 2.58 o expoente y ¢ positivo (y > 0), logo
a fase vidro de spins existe nestas redes. Isto também mostra que a dimensao critica
inferior, drcp, situa-se entre dy =2.32 e dy = 2.58, ou seja, 2.32 < dpop < 2.58 em redes
hierarquicas. Na verdade, ela deve ser muito préxima de 2.58, pois nesta o expoente y é
levemente positivo.

As redes hierarquicas tipo diamante e tranca, cuja dimensao fractal é 2, apresentam
o mesmo expoente de caos, ¢ = 0.769. O mesmo foi observado em redes tipo diamante,
tranga e DT1 com dimensao fractal 2.58, ambas com ¢ = 0.75. Redes tipo diamante,
tranga, DT2 e DT3 com dimensao fractal 3, tem expoente ( = 0.745. Para redes com
dy > 2.58, estudamos o comportamento caético devido a perturbagoes nos acoplamentos
e na temperatura. Nossas simulacoes indicam que o expoente de caos em uma rede
especifica é independente do tipo de perturbacao que o sistema ¢é submetido, ou seja, ¢ é
0 mesmo para pequenas perturbacoes nos acoplamentos e na temperatura. Na tabela 6.1
os resultados para as diversas redes estudas sao resumidos.

Observamos em redes que tém a mesma dimensao fractal (dy), nimero minimo de
ligagoes a serem cortadas para isolar um spins da extremidade (¢), nimero de ligagoes
sobre o menor caminho que conectam os dois spins das extremidades (b) e nimero de
ligagoes (g) iguais, tém em comum o mesmo expoente de caos (. Estas redes hierarquicas
podem ser obtidas de uma rede de Bravais (a rede ctibica, por exemplo) pelo esquema de
deslocamento de ligagoes de Kadanoff. Redes com d; > drcp, como as redes tipo dia-
mante, tranca e DT1 com d; = 2.58, apresentam uma temperatura critica que ¢é diferente
para cada rede, porém, nesta redes os expoentes ( e y sao iguais. O mesmo ocorre com

as redes tipo diamante, tranga, DT2 e DT3 com dj = 3.
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Tabela 6.1: Resumo dos resultados obtidos para cada rede hierarquica.

Rede Hierarquica di b g q ds ¢ Yy Ty
D=1 1 2 2 1 0 1 -1 -
Diamante 2 2 4 2 1 0769 -0.269 -
Tranca 2 2 4 2 1 0769 -0.269 -
Rede PWH 2 3 9 3 1 0780 -0.280 -
Ponte de Wheatstone 232 2 5 2 1 0.81 —0.31 -

Diamante 258 2 6 3 158 0.75 0.04 0.29
Tranca 258 2 6 3 158 0.75 0.04 0.5
DT1 258 2 6 3 158 0.75 0.04 0.34
Diamante 3 2 8 4 2 074 0255 0.88
Tranca 3 2 8 4 2 074 0255 1.76
DT2 3 2 8 4 2 074 0255 1.25
DT3 3 2 8 4 2 074 0255 1.29

Observando a tabela 6.1, nota-se que o expoente de caos para a familia de redes
hierarquicas diamante decresce quando a dimensao fractal aumenta de 1 para 3. As
redes que nao podem ser geradas pelo esquema de “bond-moving” (rede PWH e ponte de
Wheatstone) nao seguem este comportamento.

Em todas as redes, o grafico da distancia entre as configuracgoes original e perturbada
em funcao do nimero de renormalizacoes da rede apresenta uma forma bem caracteristica,
tanto para perturbagoes nos acoplamentos quanto na temperatura, inicialmente crescendo
de forma exponencial, d?(n) ~ (¢2/2)b*"¢, e depois de um ntimero n* de iteracoes, tal que
L* =b" ~ (1/€Y/¢), saturando no valor um. Na tabela 6.1 apresentamos os expoentes ¢

e y encontrados para cada tipo de rede hierarquica estudada nesta dissertacao.
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