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Resumo

Nesta dissertacao procuramos dar uma abordagem acerca das configuragoes centrais,
apresentando a importancia de seu estudo, no que tange resolver o problema classico
de n corpos da Mecanica Celeste.

Primeiramente apresentamos um pouco da teoria das equagoes diferenciais or-
dinarias, afim de, posteriormente, utilizarmos tal teoria, junto aos postulados da mecanica
Newtoniana para modelarmos o problema cldssico de n corpos da Mecanica Celeste.
Apresentamos, a seguir, propriedades do modelo obtido e também as dificuldades em
encontrar as solugoes para as equacoes diferenciais ordinarias que regem tal modelo.

Dentre estas dificuldades, encontra—se a necessidade de tomar certas restricoes nas
solugoes desse problema. Uma solucao particular é definida como solu¢gao homografica.
Demonstramos que estas solucoes formam configuracoes especificas a cada instante,
definidas por configuragoes centrais.

Estas solugoes sao as tinicas solucoes analiticas explicitas de tal problema. Mostramos
que além das solugoes homogréficas formarem uma configuracao central a cada in-
stante, dado uma configuracao central do problema de n corpos é possivel construir
uma solucao homografica de tal problema, desde que existam fungoes adequadas. Com
isso, torna—se importante o estudo das configuragoes centrais, pois, se desejamos obter
as solucoes homograficas desse problema é necessario tomarmos condicoes iniciais tais

que as configuragoes dos corpos no espago formem uma configuragao central.

A seguir apresentamos uma técnica para o estudo das configuracoes centrais do
problema de n corpos. Esta técnica consiste no estudo de um sistema de equagoes
algébricas que é equivalente ao sistema de equacoes que definem as configuracoes cen-
trais. Estas equagoes sao conhecidas como equacoes de Dziobek. Por fim, utilizamos
esta técnica para demonstrar existéncias de certas classes de configuragoes centrais

planares e espaciais. Apresentamos também alguns corolarios e algumas conjecturas

v



acerca dos resultados obtidos, comparando-os a resultados existentes na literatura.

Palavras—chave: Mecanica Celeste, Solugcoes Homogréficas, Configuragoes Centrais.



Abstract

This work concerns with the study of central configurations, its importance and rela-
tionship with the traditional problem of n bodies in Celestial Mechanics.

Firstly we present some aspects of the ordinary differential equations theory so
that subsequently, with the postulates of Newtonian Mechanics, to model the classic
problem of n bodies in Celestial Mechanics. We show the properties of the model
obtained and the difficulties in finding the solutions to the correspondent ordinary
differential equations.

In order to avoid these difficulties we take restrictions on the solutions of this
problem so that the n bodies fulfill certain initial conditions. These restrictions led us
to the concept of homograph solutions which are the only known analytical solutions
to this problem. We prove that these solutions form specific configurations at each
instance defined as central configurations. We also show that it is possible to construct
homograph solutions from the central configurations with some additional hypotheses.

We present a technique for the study of central configurations which consists in
studying a system of equivalent equations to the algebraic system that define central
configurations. These equations are known as Dziobek equations. Finally, we use this
technique to show the existence of certain classes of central configurations in the planar

and spatial cases. We also present some corollaries and some conjectures.

Keywords: Celestial Mechanics, Homographic solutions, Central Configurations.
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Capitulo 1
Introducao

O movimento dos corpos celestes, luas, planetas, estrelas, dentre outros, é um fenémeno
que inquieta a muitos, porém, somente no inicio do século XVII surgiu uma teoria que
descrevesse de maneira aceitavel este fendmeno. Esta teoria foi fundamentada por Sir
[saac Newton em 1686 no seu tratado Philosophia Naturalis Principia Mathematica

[19], com o qual deu inicio ao estudo da Mecanica Celeste.

Essa teoria consiste no estudo da dinamica de n particulas de massas positivas m;,

interagindo de acordo com a lei de Gravitagao Universal, proposta por Newton [19].

Para uma descricao mais matematica, consideremos as posi¢oes das n massas m;

dadas pelos vetores, 7; € R?, i = 1,2,...,n, usualmente d = 2 ou d = 3. Adotamos um
n

referencial inercial no qual o centro de massa do sistema, que é dado por g myri /M,
i=1
onde M =my + --- 4+ m, é a massa total, estd na origem de nosso referencial, o qual

¢é usualmente chamado referencial inercial baricéntrico.

Deste modo, as equagoes diferenciais que regem o problema de n corpos sao dadas

por
. 1 i
PR L i (11)
ry;
Jj=1
J#i
para i = 1,2,...,n, onde r;; = ||r; — rj|| é a distancia Euclidiana entre os corpos de

massas m; e m;, e G uma constante. No capitulo 2 discutiremos melhor este sistema

de equagoes diferencias ordinarias.

O sistema (1.1) possui solugbes num espaco de estados com 2nd dimensdes, isto é,



(71,72, ooy Py 1, T2, - -, ) € R2™ onde T € R? d=2oud=3. No caso onde n = 2,
temos o classico problema de Kepler, o qual pode ser resolvido utilizando as integrais
primeiras classicas. As integrais primeiras cldssicas estao associadas as simetrias do

problema.

Devido a conservacao da energia, das trés componentes do momento angular e das
seis componentes que vem do movimento retilineo e uniforme do centro de massa,
temos 10 integrais primeiras, sendo assim (1.1) fica reduzido a 2 dimensdes, tornando-
se analiticamente soltivel. Para n = 3 o problema ¢ o de um sistema dinamico em R,
sendo possivel baixar para R®, utilizando as dez integrais primeiras cldssicas. Porém,
esta ordem ¢ muito alta e ainda seria necessario encontrar novas integrais primeiras,

nessa linha de raciocinio.

Mas em 1887, o matematico alemao Bruns, mostrou que toda integral primeira, que
é funcao algébrica das integrais de posi¢cao, momento e tempo, sao integrais primeira
das integrais primeiras classicas, isto é, as integrais primeiras provenientes das simetrias
do problema de 3 corpos, sao as mesmas que provém das simetrias do problema de 2
corpos, tornando o sistema de 3 corpos analiticamente insoltuvel.
Assim, para resolvé-lo devemos encontrar, se possivel, outro método. Uma forma
alternativa de resolve-lo é tomando restri¢oes sobre o movimento. Dentre estas restricao

temos as solugdes homogrdficas, (veja capitulo 3).

Uma solucao homografica do problema de n corpos é tal que as razoes das distancias
mutuas entre os corpos é preservada, isto é, a configuracao inicial dos corpos é preser-
vada por rotacoes e homotetias. Para n = 3, Lagrange mostrou que uma tal solucao
¢ sempre planar. No mesmo artigo Lagrange mostrou que uma solugao particular
do problema de trés corpos é tal que estes estao situados nos vértices de um triangulo
equilatero a cada instante de modo que cada vetor posicao r;, no referencial baricéntrico,

descreva um movimento Kepleriano.

Uma outra solugao homografica para o problema de trés corpos, foi dada por Euler.
Neste caso os corpos se encontram sobre uma mesma reta a cada instante. Uma solucao
homografica é tal que a configuracao formada pelos corpos a cada instante, possui
caracteristicas especificas. Tais configuragoes possuem o vetor aceleracao de cada corpo
proporcional ao vetor posicao relativo ao centro de massa do sistema. Denominaremos

tais configuragoes de configuracoes centrais.



Devido o potencial newtoniano ser singular onde dois corpos possuem a mesma
posicao, consideramos que as configuracoes dos corpos nao assumem valores no conjunto
AN ={reR™:r,=r;parai#j}, A édenominado de conjunto colisao.

Definimos uma configuracao central, se existir A positivo tal que

para todo:=1,2,...,n.

As configuracgoes dos trés corpos ao longo das solugoes colineares encontradas por
Euler [4], para o problema de trés corpos, bem como as solugbes encontradas por
Lagrange [9], também para o problema de trés corpos, sdo exemplos cldssicos de con-

figuragoes centrais.

A nocao de configuracao central foi introduzida por Laplace em 1789, em um es-
tudo acerca das solugoes homotéticas de Lagrange. As configuracoes centrais tem papel
relevante no estudo do problema de n corpos da Mecanica Celeste, visto que as con-
figuragoes dos corpos ao longo de solugoes homograficas formam uma configuracao
central a cada instante. Além disso, as solugdes homogréficas sao as unicas solugoes
explicitas do problema de n corpos conhecidas até o momento. Para o estudo de as-
suntos correlatos aqui nao tratados, vide os livros de Wintner [27] e Hagihara [5], bem
como o artigo de Moeckel [16] e as referéncias 14 citadas. As configuragoes centrais
também estao relacionadas com algumas modificacoes topoldgicas dos conjuntos de

nivel de energia h e de momento angular L do problema de n corpos [24].

Pouco se sabe a respeito das configuragoes centrais para n arbitrario. Para o caso
colinear, Moulton [18] mostrou que existem n!/2 possiveis configuragdes centrais, uma
para cada ordenacgao das massas, para qualquer escolha de massas positivas. Para o
caso das configuracoes centrais planares, onde as particulas estao num mesmo plano
(d = 2), sabe-se, dentre outras coisas, que n particulas de massas iguais sobre os
vértices de um n-agono regular formam uma configuracao central, generalizando assim
o resultado de Lagrange quando n = 3 para massas iguais. Vale observar que uma
configuracao central planar da origem a uma familia de érbitas na qual cada corpo

descreve uma conica (movimento Kepleriano) com um foco no centro de massa.

A importancia dada ao estudo das configuracoes centrais pode ser exemplificada

pelo sexto problema de uma lista proposta por Smale [25] como desafios matemé&ticos



para o século X X 1. Smale coloca uma questao levantada por Wintner para as con-
figuragoes centrais planares:
para um dado conjunto de m massas positivas, o numero de configuracoes centrais

planares nao equivalentes (mdédulo rotagoes, translagoes e dilatagoes) € finito?

Para o caso de 3 corpos ha somente 5 classes de equivaléncia de configuracoes
centrais, sendo 3 de Euler e 2 de Lagrange. Recentemente, Hampton e Moeckel em [6]
responderam afirmativamente a questao acima para n = 4, mostrando que, neste caso,
o numero de configuracoes centrais planares nao equivalentes estd entre 32 e 8472. A
questao acima ainda esta em aberto para n > 4. Particulares classes de configuracoes

centrais planares neste caso podem ser encontradas em [10, 11, 12, 13].

H4, ainda, interesse no estudo das configuracoes centrais espaciais (d = 3). Um
exemplo de configuragao central espacial, mostrado no capitulo 4, com quatro corpos
de massas arbitrarias nos vértices de um tetraedro regular. Recentemente, Hampton
e Santoprete [7] apresentaram um novo exemplo de configuragao central espacial para
o problema de 7 corpos, onde quatro desses corpos se encontram nos vértices de um

tetraedro regular e os outros trés sobre certas curvas na regiao interior a esse tetraedro.

Algumas técnicas sao utilizadas no estudo das configuracao centrais, em particular,
no capitulo 4 apresentamos um conjunto de equacoes algébricas equivalente as equacoes
que definem as configuracoes centrais, denominadas equacoes de Dziobek, vale ressaltar
aqui que existem controvérsias com relagao ao nome dado a esse conjunto de equacoes,
podendo aparecer na literatura também com outros nomes. No entanto no presente
trabalho as denominaremos por equacoes de Dziobek, as quais sao utilizadas no capitulo
5, para demonstrarmos a existéncia de uma configuracao central planar nao colinear
do problema de 4—corpos que tem a forma de pipa, ou simplesmente configuracoes
centrais do tipo pipa. Pode—se definir tais configuracoes como aquelas que tém um eixo

de simetria passando por duas das massas.

Mostramos também, no capitulo 5, a existéncia de trés familias de configuragoes
centrais espaciais para o problema de 6 corpos, com as seguintes propriedades: quatro
corpos se encontram nos vértices de um tetraedro regular e os outros dois sobre a reta
que passa por um dos vértices e pelo baricentro do triangulo formado pela face oposta

a este vértice.



Capitulo 2

O Problema de n corpos

Neste capitulo apresentamos alguns conceitos gerais da teoria das equacoes diferenciais
ordindrias, como essas equagoes modelam o problema de n corpos e algumas pro-
priedades particulares desse modelo. Os resultados aqui apresentados estao baseados

em [21].

2.1 Conceitos Basicos de equacgoes diferenciais or-
dinarias
Um sistema de equacoes diferenciais ordinarias possui a forma genérica

dr

— =f(r,t 2.1
b, (2.)
onde r = (rq,...,m,) e £ = (f1, ..., fu) é chamado de campo de vetores do sistema. Re-

solver o sistema para uma dada condigao inicial ry = r(tg) implica achar a solucao

¢
r(t) =rp —i—/ f(r,t)dt,
to

0

para todo t em um intervalo maximal J C R.

A existéncia de tal solugao fica garantida devido ao teorema de existéncia e unicidade
das solucoes de equagoes diferenciais ordindrias, resultado fundamental da teoria de
equacoes diferenciais ordindrias. Tal resultado afirma que, se f ¢ de classe C' num
dominio de R™"! entdo a solucao do sistema (2.1) existe e é tinica para cada condi¢ao

inicial.



O sistema de equacoes diferenciais ordinarias se diz autonomo se o campo de ve-
tores nao depende do tempo, f = f(r). Introduzindo uma componente a mais em r e
f tais que r, 11 =t e f,; = 1 podemos sempre transformar um sistema nao autonomo
num sistema autonomo com uma equacao a mais. Reciprocamente, é evidente que se o
sistema é autonomo deveria ser possivel eliminar uma equacgao. De fato, supondo que

f, # 0 em todo o dominio onde f é de classe C!, podemos substituir o sistema (2.1) por

dri o fz(r) el i — N —
o= = HE =Ll (2.2)

Eliminando a varidavel independente t reduzimos o sistema de equagoes diferenciais a
n—1 equacoes. Em certos problemas, as equagoes acima sao denominadas equacoes de
trajetoria. Um sistema de equacoes diferenciais ordinarias é desacoplado se o campo
de vetores nao depende simultaneamente de todos os r;. Por exemplo, caso r, esteja

desacoplada do sistema temos,
dry,

dr;
— =fi(r1, .., t), — =£, (11, e T, Ty 1),
o (r1 Tn_1,t) 7 (r1 Tr—1,Tn,1)

onde?=1,...,n.
Deste modo r,, pode ser resolvida de forma separada das restantes equacoes, desde que

as solugoes 71 (t), ..., 7,—1(t) sejam conhecidas.

2.2 Sistemas Dinamicos

Sistemas dinamicos sao caracterizados por vetores de estado r € R?" da forma

r= {qap} = {Q1a ooy Qn, P1, "'apn}a

onde q sao chamadas coordenadas generalizadas e p sao chamados de momentos gen-
eralizados. O dominio de existéncia de r é chamado de espaco de fases, enquanto que
o dominio de existéncia de q é chamado de espaco de configuragoes. Cada par (g;, p;)
constitui um grau de liberdade do sistema. O campo de vetores definido por um sis-
tema dinamico pode ser denotado como f = {F,G} = {Gy,...,G,, F1, ..., F,,} tal que
dq/dt = G(q,p); dp/dt = F(q,p). O campo f se diz incompressivel se
v.f:Z@ng;E) =0, (2.3)

1=1




ou, em outras palavras, se f preserva volumes no espaco de fases. E possivel mostrar

que a condi¢ao (2.3) implica na existéncia de uma funcao escalar H(q, p), tal que

oOH OH
G =" F = — 2.4
Yoop ! 0q; (2:4)

e podemos concluir que H define uma lei de conservagao, H(q, p) = cte. De fato,

dH <~ [(0Hdg;, OH dp;
_ = —_— == 0

1=1

A funcdo H é chamada Hamiltoniana e o sistema cujo campo de vetores é dado por (2.4)
se diz Hamiltoniano. Neste caso, se diz que as coordenadas e momentos q, p constituem
um sistema de varidveis canonicas. Sistemas nos quais existe uma lei de conservagao
sao chamados de conservativos. Num sistema dinamico em que a componente do campo
F identifica as forcas aplicadas ao sistema (F/m = d*q/dt*), é possivel mostrar que se

estas forgas derivam do gradiente de um potencial escalar U(q) na forma
F= _qu = F(q)7

entao o sistema é conservativo. De fato,

dq
e VY A
dt p (p)a

sendo T a energia cinética, e podemos escrever

dp dp dq dq
X VT == . 2= V.. 2
ar Vel P =g gy = Val - g
ar  du
. dt’
Integrando obtemos 7' = —U + Ej, onde a constante Ej é a energia total do sistema.

E imediato identificar esta grandeza com a Hamiltoniana do sistema, H = T + U.
Além da conservacao da energia, quando o sistema possui algum tipo de simetria é
possivel achar outras leis de conservacao adicionais vinculadas a esta simetria (teorema
de Noether). No exemplo anterior, se U nao depende do médulo das coordenadas,

U = U(q), o sistema tem simetria rotacional e se verifica-se que

dp
A= =—-qAvqU =0
q dt q q )



ja que
VCIU X q,

(o simbolo A representa o produto exterior ou produto vetorial). Integrando, obtemos

uma constante
q A p = Lo,

que é o momento angular generalizado do sistema.

2.3 Integrabilidade

A existéncia de integrais de movimento ou leis de conservacao é de fundamental im-
portancia para poder achar solucao de um sistema dinamico. As leis de conservagao
fazem com que as variaveis do sistema nao sejam todas independentes entre si, o que
permite eliminar equagoes do sistema, ou em outras palavras, reduzir os graus de liber-

dade do problema.

Um sistema dinamico com n graus de liberdade se diz integravel (ou completamente
integravel) quando a existéncia de integrais de movimento permite reduzi-lo a um
sistema com um tunico grau de liberdade, (g1, p1), cujo campo seja incompressivel. Este
sistema reduzido possui uma lei de conservacao H(qi,p1) = ho que permite escrever,
p1 = p(q1, ho), e assim as suas duas equagdes de movimento se reduzem a uma unica

equagao dq;/dt = OH/Op1 = g(q1, ho), que pode ser resolvida trivialmente.

Na pratica, este processo é equivalente a eliminacao da variavel independente dis-
cutida na equagao (2.2). Note-se que o fato do sistema reduzido possuir sé um grau de
liberdade implica que as equagoes sao autonomas, ja que uma dependéncia temporal

do campo introduziria um grau de liberdade a mais.

Em termos gerais, podemos dizer que para resolver um sistema arbitrario com n
graus de liberdade precisamos conhecer 2n — 1 integrais do movimento (sendo que a
existéncia de pelo menos uma delas esta sempre garantida pela incompressibilidade
do campo). No entanto, a eliminagao de graus de liberdade através da existéncia de
integrais de movimento nao constitui a tnica forma de resolver um sistema. Também
é possivel fazer isto quando o sistema obedece a algum tipo de vinculo. Normalmente,

estes vinculos sao tais que permitem desacoplar as equagoes do sistema, reduzindo assim



o numero de integrais necessarias para resolve-lo. Mas, também existem vinculos que

permitem diretamente eliminar graus de liberdade do sistema.

2.4 O modelo classico do problema de n corpos

Para o modelamento de tal problema, primeiramente estabeleceremos alguns postula-
dos, os quais foram naturalmente sugeridos pela intuicao e experiéncia. Consideremos
um sistema fisico constituido de n massas no espago em interagao gravitacional mutua,
representando as massas, m;, cujas posicoes sao descritas pelos vetores de coordenadas
cartesianas r; = (z;,v;,2) € R? onde i = 1,...,n. Newton postulou os seguintes

principios:

1. Principio de inércia: num sistema de referéncia inercial, a forca aplicada por um
corpo j sobre um corpo ¢ é proporcional a aceleracao adquirida por este ultimo.

A constante de proporcionalidade é chamada de massa inercial F;; = m;a;;

2. Principio de acao e reagao: se o sistema é isolado, a toda forca aplicada se opoe

uma forca igual em mddulo e de sentido contrédrio F;; = —F,;;

3. Lei da gravitagao universal: a forga gravitacional entre dois corpos i, j é pro-

porcional ao produto das massas gravitacionais deles e inversamente propor-
_Gmimj (I'Z' — I'j)
3
]

cional ao quadrado da distancia mutua, ou seja Fj; = , onde

.
i = ||t — 1.

Idealmente, todos os fenomenos do dominio classico devem aparecer como uma
consequéncia desses postulados e de uma rede de conceitos baseados nestes. Também
todos os teoremas que podem ser derivados destes postulados devem ter expressao
em tal dominio. Estes principios no dominio classico descrevem aceitavelmente os

fenomenos da mecanica.
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A combinacao destes postulados leva a descrigao do movimento dos n corpos através
de um conjunto de 3n equagoes diferenciais de segunda ordem da forma

. & r; —T;
r, = — Z m; 3 J. (25)

j=1
J#
Estamos considerando as equacoes acima no referencial baricéntrico, cuja a constante
de gravitacao universal, GG, tem 1 unidade.
As equagoes dadas em (2.5) podem ser reduzidas a um sistema de 6n equagdes de

primeira ordem da forma

dI'Z'
my—7 = M Vy,
dt
dVZ' - I'Z'—I'j (26)
i dt Z i rf’j '
j=1
J#

Assim o problema consiste em encontrar as solugoes r;(t) e v;(t) do sistema (2.6).

Veja [4, 9].

Note—se que o campo dado por este sistema é autonomo e incompressivel. Portanto,
o sistema ¢ conservativo. Mais ainda, a for¢a F;; pode ser derivada a partir de um

potencial escalar

— = _V,U, (2.7)

tal que

1 — " omym; - " omym

U— _= i - —2 =U(r), 2.8
DIDILIES O SIS 29
=1 =1

J=1 J=1

J#Fi J#i

ou seja, o sistema tem simetria rotacional.

O sistema de equagoes (2.6) possui certas integrais ou constantes do movimento

vinculadas as leis de conservacao. Estas sao:
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1. Integral do centro de massa (6 constantes): advém da simetria definida pelo

principio de agao e reagao. De fato, de

d2I'Z'

integrando duas vezes
Zn: m dr, V—V M ct
T, — — Ve = — = €,
— dt M

r
Elmirizvt—l—r—>rC:M20t6,
1=

com M =>""  m;.
Portanto, num sistema isolado, o centro de massas constitui um sistema de re-

feréncia inercial;

2. Integral das dreas ou momento angular (3 constantes): advém da simetria rota-

cional do potencial. De,
Zn dzri
i=n " : mlﬁ - 07

integrando obtemos,

z:rl/\mZ =L—->L= Zml = cte,

onde usamos o fato de que A =r A dr é a area orientada formada pelos vetores

rer—+0r;

3. Integral da energia (1 constante): advém do fato de que a forca deriva de um

potencial. Assim,

dr,- d Ir; dI‘Z dU
> d e T Z U=
integrando, obtemos
1~ dr;
5 mi(d—I;)z:—U+E—>E:T+U:cte.
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Sendo assim, devido as leis de conservagao, temos dez integrais primeiras. No caso
do problema de dois corpos o sistema (2.5) trata-—se de um sistema em R'?. Utilizando
as dez integrais primeiras associadas as leis de conservacao reduzimos o sistema para

R? tornando—o analiticamente soluvel.

Para n = 3, Bruns [8] demonstra o seguinte teorema.

Teorema 2.4.1 No problema Newtoniano de trés corpos no espaco, toda integral primeira
que € algébrica com respeito a posi¢ao, momento linear e tempo € uma funcao algébrica
das integrais primeiras cldssicas; a energia, as trés componentes do momento angular

e as seis integrais que vem do movimento retilineo e uniforme do centro de massa.

O teorema acima diz que no problema Newtoniano de trés corpos temos apenas 10
integrais primeiras, as mesmas do problema de dois corpos, sendo mesmo resultado
valido para n > 3. Portanto, para resolvermos o problema de n corpos com n > 3
devemos, se possivel, encontrar outro método. Um dos métodos utilizados consiste em
tomarmos restrigoes acerca do movimento dos corpos, por exemplo, consideramos que
estes corpos se encontram num mesmo plano para todo tempo t. Discutiremos, no
proximo capitulo, uma classe de solugoes para o problema de n corpos denominadas
solugoes homografica, as quais sao até hoje as tnicas solucoes analiticas explicitas

conhecidas do problema.



Capitulo 3

Solucoes Homograficas e

Configuracoes Centrais

Neste capitulo, apresentamos uma classe de solugoes para o problema de n corpos, as

denominadas solugoes homograficas.

Demonstramos que as solucoes homograficas assumem a cada instante configuragoes
especificas, que denominaremos configuracoes centrais. Os resultados aqui apresentados

estdo, exceto quando mencionado, na sua maioria encontradas em [23] e [26].

Estudamos as configuragoes centrais mais detalhadamente no préximo capitulo.

3.1 Solucoes Homograficas e Transformacoes Or-
togonais

Nesta secao comecamos dando uma definicao das solugoes homograficas para o pro-
blema de n corpos. Posteriormente, fazemos uma breve discussao acerca das trans-
formacoes ortogonais, uma vez que estes objetos aparecem na definicao das solugoes

homograficas.

Nas consideracoes do capitulo anterior definimos:
Definicao 3.1.1 Uma solug¢ao do problema de n corpos é dita homogrdfica se existir
uma funcao escalar r = r(t), uma matriz Q(t) € SO(3) e um vetor T = 7(t) € R?, tal
que, v;(t) = r(t)QO)r? + 7(t), i = 1,2, ...,n, onde vy, r,Q, T estao definidos para todo t

onde a solugdo € definida e 9 = r;(ty),

13
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Segue, portanto, que as solugdes homogréficas r;(t) sdo caracterizadas pela ex-
isténcia de uma rotagao Q(t) e uma dilatagao r(t) > 0, tal que o vetor translacao 7(t)

se anula no referencial baricéntrico. Portanto, as solucoes homograficas sao dadas por

r;(t) =r(t)Q)r, i =1,2,...,n. (3.1)

7

Notemos que a solucao homogréfica é tal que a configuracao inicial é preservada ao
longo do tempo a menos de homotetias e rotacoes. Devemos, primeiramente, verificar se
existe alguma solucao homografica para o problema de n corpos. Para o caso particular
de 3 corpos no plano, tome a identificacao de R? com C. Com isso, e visto que a um
produto de ntimeros complexos corresponde uma rotacao seguida de uma homotetia, a

solucao homografica pode ser escrita como
ri(t) = é(t)a;. (3.2)

onde p : R —Rea; € C(i=1,2,..,n). Sejam ay,as e ag vértices de um triangulo
equildtero no plano complexo. Definimos 7;(t) = e™'a;, onde w? = (my + my +ms3) /13,
sendo [ = ||la; — as|| = ||a1 — a3|| = ||as — as3]| o lado do triangulo equilatero. Vemos
que r; é da forma da equagao (3.2) com ¢(t) = e™*. Resta mostrar que 7;(t) é solugao

de (1.1). De fato,
mi + meo + ms

o)

i = —wé(t)a; = —

de onde,

. (ﬁ(t)aZ‘ o ¢(t) _
eI ;mg’—l—gl—;mﬂi] -
— % [(—miai) - ijai] = @ [(Z mja;) — ijai] -

J#i J#i J#i
1 mi\r; —Tr;
J#i gAY

Na segunda igualdade da segunda linha, usamos o fato de que myr; +romo+r3ms =
0, e na ultima igualdade usamos ||¢(t)|| = 1 donde, | = ||a; — a;|| - ||@(?)|| = ||a;ip(t) —
a;o(t)|| = ||ri —r;||. Assim r = (1,73, 73), definida acima, é uma soluc¢do do problema

de 3 corpos com massas mq, my € Mmg.



15

Considere o conjunto de todas matrizes reais de ordem n inversiveis munido com a
operagao de multiplicagdo usual. Para n # 1 esta estrutura é um grupo nao—abeliano.
Denotaremos este grupo por GL(n,R) (grupo linear geral de ordem n sobre R).

Seja

AB,R)={A € GL(3,R)|AT = —A},
onde AT é a transposta da matriz A, o conjunto das matrizes inversiveis anti-simétricas

de ordem 3 x 3 com coeficientes reais e,
SO(3)={Qc GLB,R)Q" = Qe detQ = 1}

o conjunto das matrizes ortogonais de ordem 3 x 3 com determinante 1.
Seja Q(t) € SO(3), para todo t. Suponhamos que (t) é de classe C2. Sendo
(Qt)TQt) = I, I é a matriz identidade, segue-se que

d

E[(Q(t))m(t)] =0, donde, QTQ+QTQ =0, logo, Q710 = —(Q7'Q)7,

implicando que Q7'Q € A(3,R), e por um isomorfismo entre A(3, R) e R?, associamos

a Q= Q(t) a existéncia de um vetor S = S(¢) € R® e uma matriz ¥ = %(¢) € A(3,R),

tal que
S1 0 —s3 s
S=| s [ex=0"0=] s, 0 -5 |=-2T (3.3)
S3 —S9 S 0
Assim
Y=0"0+Q"Q. (3.4)

Como X7 = Q7TQ, entdo 2TQ! = QT e segue-se que —XQT = Q7. Substituindo
esta expressio em (3.4) temos X = Q71— 2QTQ = Q1) — %2, isto 6,

Q710 =%+ 32 (3.5)

onde X2 = (s;5: — |[S||%eir), ||S]|? = 5% + 55 + 53 e (eir) é 0 elemento correspondente a

i—ésima coluna e a k—ésima linha da matriz identidade, isto é,

—(s3 + 3) 5152 5153
¥ = S189 —(s? + s3) 5983 : (3.6)

5153 5953 —(s% + s2)



16

Reciprocamente, dado S € R?, e X(t) € A(3,R) ambas de classe C?, afirmamos que
sempre existe Q(t) € SO(3) tal que X(t) = Q7'Q e Q(t) é unicamente determinada
por S e por uma condi¢ao inicial §2(¢y) a qual pode ser escolhida como uma matriz
ortogonal arbitraria.

De fato, para verificarmos isto é equivalente verificarmos que d2/dt = ¥(¢)€2. Deste

modo, obtemos da teoria das equagoes diferenciais ordinarias que €(t) é definida por
[.nS(t)dt
Qt) = Qtg)e’to :

portanto, (t) € SO(3), para todo t. Visto que Q(ty) € SO(3) e como X(t) é uma
matriz anti—simétrica, temos que ft'; Y(7)dr é também uma matriz anti-simétrica, e é

A

sabido que e* é uma matriz ortogonal com determinante 1, visto que A € A(3,R).

Disto verifica—se que €2(t) é tnica, visto que, do teorema da existéncia e unicidade
das equagoes diferencias ordindrias, existe uma tnica soluc¢ao §2(¢) para uma condigao

inicial Q(tp).

Proposicao 3.1.1 Sejam si, 89,83 as entradas da matriz X dada em (3.3). Entao,

supondo 2 = I (matriz identidade de ordem 3), teremos:

0 —s3 0 cos(¢) —sin(¢) 0

a) Z =1 s3 0 0 |<Q2=] sin(¢) cos(¢) 0 10 = s3;
0 0 O 0 0 1

0 0 s cos(¢) 0 sin(¢)

b) Z = 0 0 0 |[&Q= 0 1 0 L) = 5o
—s5 0 0 —sin(¢) 0 cos(¢)
0 0 0 1 0 0

c) Z =10 0 —s | ©Q=] 0 cos(¢p) —sin(¢) L) = s1.
0 si; O 0 sin(¢) cos(9)

Demonstragao. Demonstraremos aqui o item a) sendo que a demonstragao dos outros

itens sao completamente analogas.
-1

Suponhamos que ¥ = s3F, com E =

o = O
o o O

0
0
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Entao, Q = e? onde ¢ = ft s3(x)dz. Sendo

E E)3
—]+¢E+<¢) (¢E) + ...
2! 3!
e observando que
100 100 100
EP=—|010 |, EBP=—EFE'=|010]| EF=EEFE==[010
0 01 0 00 0 00
Segue que
, , 100 , . 0 -1 0
By Y e
Qe =T+ (=g++=) | 010 | +(@—F+5+)] 1 0 0
0 00 0 0 0
resultando
0 0O 1 00 0 -1 0 cos¢p —sing 0
Q=00 0 |[+cosp| 0 1 0 |+sing| 1 0 0 | =] sing coso .
001 000 0 0 0 0

Disto temos que, em um sistema de coordenadas (z,vy, z), a matriz {2 corresponde a

uma rotagao em torno do eixo z.

Andlogamente podemos demonstrar os itens b) e ¢), bastando tomar E como sendo

0 01
0 0 0 no item b),
-1 0 0
e
00 0
0 0 —1 | noitem ¢),
01 0
respectivamente.

Reciprocamente, se
cos¢ —sing 0
Q=| sing cosgp 0 |,
0 0 1
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temos
—gz% sin ¢ —q5 cosgp 0
Q= gb cos ¢ —é sing 0

0 0 0
Como ¥ = Q7 temos que
0 —S3 0
Y= S3 0 0 )
0 0 0

onde s3 = ¢. Analogamente demonstra se os itens b) e c).

3.2 Solucoes Homograficas flat e nao—flat

O intuito desta secao é discutir algumas caracteristicas relativas as configuracoes dos
corpos em cada instante nas solugoes homograficas, de modo que, no final desta secao

enunciaremos dois lemas que serao utilizados na secao seguinte.

Definicao 3.2.1 Uma dada solugcao do problema de n corpos é dita ser retilinea se

existe uma reta Lo que contém os n corpos para todo instante t.

Definicao 3.2.2 Uma dada solu¢ao do problema de n corpos € dita colinear se existe,
para cada instante t, uma reta L = L(t) que contém os n corpos no instante t.

Proposicao 3.2.1 Seja r; (i = 1,...,n) uma solu¢ao colinear nao retilinea. Entao,

~ . d]f'z'
temos o momento angular dos n corpos nao nulo, isto é, L =" r; Am;— # 0.

dt
Demonstracao. Sendo r;(t) colinear segue que existe um vetor unitério e = e(t) e
uma fungao tais que \;(t)e(t). Estamos supondo que a reta passa pela origem de nosso
sistema de coordenadas. Veja (3.2.3). Derivando r; em relagao a t, temos ¥; = Ae+)e.
Desta forma,
L= <Z)\fmi)e/\é.

Como e é unitario, temos e - e = 1, de onde derivando, temos 2e - € = 0 e portanto,
e e é sao ortogonais. Sendo assim, e A € # 0, pois € # 0, visto que a solu¢ao nao é

retilinea. Logo, L # 0 pois, para algum indice i, temos que \; # 0.
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Definigao 3.2.3 (Solu¢do Planar) Uma solug¢ao do problema de n corpos € dita planar

se existe um plano 11y que contém os n corpos para todo t.
Proposicao 3.2.2 Toda solucao colinear é planar.

Demonstragao. Se r; = r;(t) é uma solucao colinear, entao r; Ar, = 0, onde i, k =
1,2,...,n. Logo, (r; Arg)-¥; =0, assim, (r; A ¥;) - rp = 0, portanto, tendo em vista a
definicao do momento angular L, temos L - r;, = 0, para k = 1,2,...,n, ou seja, para
todo instante t os corpos estao em um plano passando pela origem possuindo como

vetor normal o vetor constante L.

Definigao 3.2.4 (Solu¢dao Flat) Uma solugao do problema de n corpos € dita flat se

existe, para todo t, um plano 11(t) que contém os n corpos no instante t.

Proposicao 3.2.3 Dada uma solugao flat, cujo plano 11(t) € o plano que contém os
n corpos em um instante t, II(t) passa a cada instante pela origem do sistema de

coordenadas, que € o centro de massa.

Demonstragao. Seja r; (1 = 1,...,n) uma solucao flat do problema de n corpos com
massas m;. Assim, para cada instante ¢, existe um plano II = TI(¢) que contém os
corpos com massas m;, para todo ¢ = 1,....n. Seja ro € II(t), portanto, temos que
(ry —ro) A (r; —ro) € ortogonal (ry — rg), portanto, ortogonal a II. Seja o centro de

massa, dado por
1 o R RS
C=- Zmiri, entao C = — Zmi(ri — o) + To.
g e

Com 1isso
1 n
C— o = — Zm2<r2 — I'o).
K

Sendo que (C —ry) - (ry —ro) A (r; —19) = 0, desta forma temos que (C —rg) é paralelo

a Il(t), com C € II(t), para todo t.
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Retornando as solugoes homograficas que, como vimos sao dadas por (3.1), como r? =

r;(to), temos que 70 = r(ty) = 1, Q° = Q(ty) = I, onde I é a matriz identidade de
ordem 3 x 3. Considerando as mudangas de coordenadas x; = Q ' (t)r;, i = 1,...,n, a

relagdo (3.1) assume a seguinte forma

x; =10, i=1,...n,

79

isto é, se r;(t) é uma solucao de um sistema em um referencial inercial, entao x;(t) =
r(t)r? é solucao do sistema nas condenadas rotacionadas.

Existem dois tipos particulares de solu¢oes homograficas:

e Solucoes Homotéticas. Estas solugoes se expandem ou se contraem preservando
as distancias mutuas entre os corpos, porém nao possui rotacao. Essas solugoes

sao, em vista de r; = rQr?, caracterizadas por:

r; =rr), (Qt)=1,r=r(t) >0), (3.7)

e Solugoes de Equilibrio Relativo. Nesta solucao as configuragoes possuem rotagoes,
porém nao dilatam ou contraem, em vista de r; = rQr?; estas solugoes sao car-

acterizadas por

= 0, (r(t) = 1,0 = Q(t)), (3.8)

Notemos que neste caso as particulas se encontram em repouso relativo a um

sistema em rotacao conveniente, dai o nome equilibrio relativo.

No que segue enunciaremos dois lemas cujas demonstracoes serao omitidas. As
demonstracdo podem ser encontradas em [26]. Esses lemas serdao utilizadas na segao

seguinte.

Lema 3.2.1 No problema Newtoniano de n corpos, toda solu¢ao homogrdfica flat é

uma solucao planar.

Lema 3.2.2 No problema Newtoniano de n corpos, toda solu¢cao homogrdfica nao—flat

¢ uma solugcao homotética.
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3.3 Solucoes Homograficas e Configuracoes Centrais

No que segue demonstraremos dois resultados, que conectam as denominadas con-

figuragoes centrais as solugoes homograficas.

Definiremos a seguir uma configuragao particular para n corpos no espago, as con-
figuragoes centrais. Estas configuracoes sao de extrema importancia no estudo do pro-
blema de n corpos, pois, a cada instante t a configuracao de n corpos em uma solucao
homogréfica é uma configuracao central. Além disso, se n massas mq, ..., m,,, formam
0

uma configuragio central ¥, entao existem fungoes, 7(t) e Q(t), tais que, r; = r(t)Q(t)r}

¢ uma solucao homogréfica.

Definicao 3.3.1 Dizemos que as n massas no referencial baricéntrico formam uma
configuracdo central se o vetor aceleracao de cada particula é proporcional ao seu vetor

posicao relativo ao centro de massa do sistema, ou seja, se existir A positivo tal que

para todo i = 1,2,...,n. Assim, de (1.1), as equagoes que regem o problema de n

corpos numa configuragao central sao dadas por

)\’f’i:— Z mjri_srj, (310)

j=1
jAi

parai=1,2,...,n.

Proposicao 3.3.1 Ser;(t), com i =1,...,n, é uma solugio homogrdfica do problema
de n corpos com massas my, ..., my,, entdo r° forma uma configuracdio central das mas-

sas m;, para cada instante to fixado.

Demonstracao. Suponhamos que a solugao homografica r; do problema de n corpos
é planar, entao, como em (3.2), escrevemos r;(t) = ¢(t)a;, onde ¢ : R — C e q; € C,

i =1,...,n. Substituindo na equagao (1.1) do problema de n corpos, temos

lo()|[6~ (B)o(t) =

JF

(3.11)

Como o membro direito de equacao acima nao depende de ¢, a funcao de t no primeiro

membro é constante, logo, existe A > 0 tal que ||¢(t)|[>(¢(t)) "' d(t) = —X, ou
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( 3.12
o(t) = ot )chb(t) (3.12)
A substituigao em (3.11) d& que
_ mj(aj - GZ)
=2 ool

J#
provando que a = (a;, ...,a,) e assim que cada r;(ty) = ¢(t9)a;, ¢ uma configuragao
central.

Suponhamos agora que r; seja uma solucao nao planar. Pelos Lemas 3.2.1 e 3.2.2
a solugao é necessariamente homotética, ou seja r; = rr?, onde r¥ = r;(¢y) para algum

to. Substituindo r; na equagao (2.5), temos

mim;
(Fr?)mr) = Z o= jOH?’ 0 1Y), (3.13)
J#i

Como j4 visto, a funcio 7r? deve ser igual a uma constante —\. Substituindo em

(3.13) obtemos

_ o 0
el = 3 T~ )
JF#i

9 uma configuragao central. Portanto, cada r;(ty) = 7(to)r? ¢ uma

sendo, assim, r;

configuracao central.

Proposigao 3.3.2 Sejar! uma configuragao central das massasm;, i = 1,...,n. Entdo

existem fungoes r(t) e QUt) tais que v;(t) = r()Q)r? é uma solugdo homogrifica.

0

Demonstracao. Suponhamos que r; é uma configuracao central planar. Neste caso,

podemos escrever r? = a; € C. Assim, existe A > 0 tal que

)\mia,- = Z M(G,j — CI,Z'), (314)
Seja ¢(t) : I — C uma fungao satisfazendo (3.12) para A obtido de (3.14). Definamos,
entao, r;(t) = ¢(t)a;.

Notemos que ¢(t) satisfaz (3.12) e A satisfaz (3.14) e, portanto, a equagao (3.11) é

satisfeita. Logo,

mym;((t)a; — (t)a;)
; lo(t)a; — (t)ay| >

pm;a; =
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Assim

0

i

Portanto, r; é uma solu¢ao homografica do problema de n corpos. Suponhamos que r

seja uma configuracao central nao planar. Entao, existe A tal que

mym;(r? — r?)
Amr = - 3.15
R )
i#] J
E suficiente considerarmos r(t) como sendo solugao da equacao diferencial 7r? = —\.

A funcao r(t) existe, de fato, via teorema da existéncia e unicidade. Disto, e da tltima

equagao, temos, r;(t) = r(t)r? satisfaz a equagao (3.13). Assim,

el = 3 Ty )
M= T = P

De onde

Portanto, r;(t) = r(t)r?,i = 1,...,n é uma solugdo homografica do problema de n

COrpos.

3.4 Equilibrio Relativo e Configuracoes Centrais

As solugoes de equilibrio relativo, segundo Smale em [14], podem ser interpretadas
como os pontos criticos de uma funcao induzida por um potencial de um problema
planar de n corpos. Mais precisamente, o equilibrio relativo corresponde a pontos

criticos de

A

Vi(Syk—A)/SO(2) — R, (3.16)
onde Sy = {r € (RH)"| > mx; = 0,550 my|[ri|[? = 1} e A = {r € Sylr; =
r; para i # j}.

O grupo de rotagao SO(2) atua em Sy — A e V 6 induzido no conjunto quociente de

funcao potencial

Vir) = Z M
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Note que V : S, — R é invariante sob o grupo de rotagao SO(2) e que o espago

quociente Si/S0O(2) é homeomorfo ao espago projetivo complexo de dimensao n — 2.

Deste modo podemos colocar a seguinte questao:

Existe alguma escolha das massas, my, ..., my, tais que o numero de pontos criticos de

V em (3.16) seja finito?

Em [22], Mike Shub mostra que o conjunto de pontos critico de Vé compacto.
Consideremos o problema planar de n corpos. Denotemos o nosso sistema de co-

ordenadas inercial por (z,y). Denotemos um sistema nao inercial de coordenadas que

gira em torno do centro de massa com velocidade angular constante w, por (X,Y).

Portanto, se r; = (;,;) no nosso sistema inercial, escreveremos r; no sistema em

rotacao por

coswt —sinwt X; ) ]
r; = = (X coswt — Y;sinwt, X; sinwt + Y; coswt),
sinwt coswt Y;

sendo r; = QZ;, onde Z; = (X;,Y;). As equagdes diferenciais do problema de n corpos,

em termos das coordenadas do sistema em rotacao (X,Y), sdo dadas por
m;iy = Uy,
Notemos que

O=0 e )= —w?Q.

Assim,
. .. .. 0 w . ..
mi(QZ; + Q7 + QZ;) = Uy, = mi(—w?Q7Z; + 29 Zi +QZ;) = QUy,.

Segue-se que

m(X; — 2wY; — w?X;) = Uy, (3.17)

mZ(Y; — 2CUXZ - szi) = Uy..

(3

(3.18)

Uma solucao de equilibrio relativo é caracterizada pela existéncia de um valor w, tal

que (3.17) e (3.18) tém, para este valor particular de w, uma soluc¢ao da forma

X;(t) = XD Yi(t) =Y, (3.19)
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> mXP =0, mY=0. (3.20)

Substituindo (3.19) em (3.17) e (3.18) temos

X0 X Y9 —y?
WX =D mp ’f, WYY =) mp gt (3.21)

7

ki ki Pik

onde p% = [(X? — X9)2 + (Y — ¥?)2]2. Portanto, o problema de determinar todos os
conjuntos das 2n + 1 constantes X2, V' e w que satisfazem as 2n + 2 condicoes dadas
m (3.20), é equivalente ao problema de enumerar todas as configuragoes centrais. Se
(3.19) é uma solucao de equilibrio relativo correspondentes as massas m; com velocidade
angular w entdo X; = pX? e Y; = pY,? é, para todo p > 0 uma solucao de equil{brio
relativo com velocidade angular p_%w, pois

~ Xi— Xy _p~ XP-XD S0
Do = 5 D g = WK = K = (X

De forma analoga podemos mostrar isto para Y;. Esta mudanca arbitraria de dimensao
linear junto com a possivel passagem de t para +t + cte, esgotam todas as solugoes de
equilibrio relativo pertencentes a mesma configuracao central de massas m;, visto que

a translagao no tempo em um sistema autonomo nao altera a solucao.



Capitulo 4

Configuracoes Centrais e as

Equacoes de Dziobek

Neste capitulo apresentamos alguns aspectos e resultados relacionados com as con-
figuracoes centrais. Os resultados aqui apresentados estao baseados em [16] e [17].
Posteriormente, definimos as equacoes de Dziobek, as quais, formam um sistema de
equagoes algébricas, que dao uma nova caracterizacao as configuracoes centrais. Demon-
straremos a equivaléncia entre as equagoes de Dziobek e as equagoes que definem uma
configuracao central para o caso planar e para o caso espacial. Por fim, daremos al-
gumas aplicacoes das equacoes de Dizobek, verificando a existéncia de configuracoes

centrais para alguns casos particulares do problema de n corpos.

4.1 Configuracoes Centrais

Equivalentemente a definigao de configuracao central (3.3.1) no capitulo anterior, uma
configuragao r € R*\ A de n corpos, é uma configuragao central se existir uma cons-
tante \ tal que

ou

M‘lﬁ— = \r, (4.1)
r

onde r = (r1,...,7,)" € R, M sendo a matriz diag(my,my, m1, ..., My, My, my) € A
o conjunto colisao. A conexao entre as configuragoes centrais e o problema de n—
corpos, motivam a diversas perguntas interessantes, como por exemplo, o que ocorre

com os corpos em configuragao central cuja velocidade inicial é igual a zero? Ocorre

26



27

que todos corpos sao acelerados ao longo de um caminho de modo a se colapsarem ho-
moteticamente. O resultado é uma colisao singular. As configuragoes centrais também
podem ser vistas como os pontos de equilibrios de certos fluxos gradientes. Para isto

consideremos a métrica
(,) : R¥ x R® — R, definida por (r,r) — (r,r) =r' Mr.

Considere

S=A{r:(r,r) =1, myr + ... + myr, =0}

a esfera unitdria com respeito a métrica acima, em um subespaco de R®*" determinado
pelo referencial baricéntrico. Este subespaco possui dimensao 3n — 3 e, portanto, a
esfera S possui dimensao 3n — 4.

Notemos que a equacao (4.1) possui a seguinte propriedade: se r é uma solucao de
(4.1), entao Kt também sera (o valor de A pode ser escolhido como N|K|™3), deste
modo nao hé perda de generalidade se considerarmos (r,r) = 1. As condigbes do centro
de massa valem automaticamente para as solugoes de (4.1), desde que A\(D>_1_, myr;) =

— >, V;U(r) = 0. Visto que
A milrl?) = = 3 x V() = Ula)

e que U é homogeéneo e de grau —1, segue que A\ é unicamente determinado por r,

A=U(r).

Proposigao 4.1.1 O campo vetorial F(r) = M~'VU(r) + U(r)r é o gradiente do
potencial U restrito a esfera S, Uls, com respeito a métrica (,). Além disso, os pontos

de equilibrio do campo sdo exatamente as configuracoes centrais em S.

Demonstracao. Para demonstrar isso, devemos verificar que F é tangente a S e que
para todo v € 1.5, temos a derivada de U em r na diregdo de v dada por DU(r)(v) =
(F,v). Onde T,.S é o espago tangente a S em 7.

Por construgao, r é um vetor normal & S com respeito & métrica ().

Devido a homogeneidade do potencial, temos,
(F,r) =(M~'VU(r) + U(r)r,r) = (M'VU(r),r) + U(r) (r,r) =

r'MM'VU(x)+U(r)-1=—-U(r) + U(r) =0,
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portanto, (F,r) = 0 como querfamos.

Se (v,r) = 0, temos
(F,v) =(M'VU(r) + U(r)r,v) = (M~ 'VU(r),v) + U(r) (r,v)

= (M 'VU(@E) Mv=VU@E)" (M H"Mv=VU() M *Mv=DU(r) v

Se denotarmos o gradiente de U com respeito a métrica (,) por %, podemos escrever
(4.1) como
VU|s = 0.

Deste modo podemos ver uma configuracao central como os pontos criticos de uma
fungao real analitica em S. Alternativamente, podemos considerar o fluxo gradiente
em S

' =VU|s,
e entao as configuragoes centrais sao pontos de equilibrio deste fluxo.

Notemos que a dinamica deste fluxo nao é a mesma dinamica do fluxo correspon-
dente a solucao do problema de n corpos, uma vez que este fluxo restrito a esfera estéd
no espaco de configuracoes, enquanto que o fluxo do problema de n corpos esta no
espago de fase. Porém, como visto no capitulo anterior, a classe de solugoes de (1.1)
conhecidas como soluc¢oes homograficas estao de certa forma vinculadas as solugoes de
(4.1).

Podemos questionar se existe apenas um nuimero finito, n € N, para os quais
podemos escolher ao menos um conjunto de massas positivas {my, ma,...,m,}, m; €
R™\{0}, de modo que exista ao menos uma configuragao central. Esta foi uma questao

proposta por Wintner [27].

Posteriormente Wintner/Smale [27], [25] conjecturam:
Dadas n massas positivas no problema de n corpos, o nimero de classes de configuragoes

centrais ¢ finita?

Para n = 2 temos somente uma solucao, a qual é dada por uma conica, que depende
dos valores da energia, com o centro de massa em um de seus focos. Assim temos

somente uma classe de configuragoes centrais para n = 2. Para n = 3, Euler [4]
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mostrou em 1767 que existem exatamente 3 solucoes colineares as quais correspondem

a 3 classes de configuragoes centrais.

Logo depois, em 1772, Lagrange [9] mostrou que para cada tripla my, mg, ms existem
além das solugoes colineares de Euler, exatamente duas solucoes planares, as quais
correspondem a duas classes de configuragoes centrais onde os corpos se encontram nos
vértices de um triangulo equilatero, dados por ry, 19,73 € 11,73, 7.

Assim, para n = 3, as classes de configuracoes centrais estao classificadas. Para o
caso planar com n = 4, Albouy [1] classificou todas configuragoes centrais de quatro
corpos com massas iguais: a configuracao colinear, o quadrado, o triangulo equilatero

com uma massa no centro, o triangulo isésceles com um dos corpos no eixo de simetria.

Para o caso de 4 massas arbitrarias, recentemente, Hampton e Moeckel em [6]
responderam afirmativamente a questao sobre a finitude das configuracoes centrais,
mostrando que, neste caso, o numero de configuragoes centrais planares nao equiva-
lentes esta entre 32 e 8472. A questao acima ainda estd em aberto para n > 4. Uma
questao interessante acerca da finitude das configuracoes centrais aparece em um ex-
emplo do problema de 5 corpos onde um dos corpos possui massa negativa, para o
qual o numero de configuracoes centrais nao é finito. Esse exemplo sera apresentado

detalhadamente no final deste capitulo.

Uma contribuicao relevante para o problema da classificagdo é o de determinar
todas as classes de configuracoes colineares para nm massas arbitrarias. Acabamos de
ver que se n = 2 ou n = 3 existem exatamente 1 e 3 classes de configuracoes centrais,
respectivamente.

O caso n = 3 foi mostrado por Euler em [4] no ano de 1767. Em 1891, Lehmann-
Filhés mostrou que, para cada ordenamento de mq, mo, ..., m,, existe uma configuracao

colinear.

Finalmente, em 1910, Mouton [18] mostrou que para cada ordenamento dos n corpos
existe uma unica configuracao central colinear. Portanto, o nimero de configuracoes

centrais colineares com n corpos é n!/2.

Teorema 4.1.1 Dadasn massasm; (i = 1,...,n) o niumero de classes de configuragoes

centrais colineares € exatamente n!/2.
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Demonstragao. Sejar = (rq,...,r,) € R". Definimos o conjunto

S={reR"J(r)=1,C(r) =0},

1 - L
onde J =>" mg?eC ==3" m;r; sao o momento de inércia e o centro de massa,
I

respectivamente.

Podemos ver § como uma esfera topoldgica de dimensao n — 2 em R". Seja A}, =

{reR"r;,=r;} e A =UA]

ii» seja, também, A = A'NS.

Seja U a restrigao do potencial U a & — A. Por exemplo, se n = 3, SN A}; é um
dos grandes circulos. Notemos que & — A tem n! componentes conexas. Isto se deve
ao fato de uma componente conexa de & — A\ corresponder a uma ordenacao particular
dos 7;, pois, para cada componente conexa existe uma ordenacao r;, < 7i,... < 7y,
onde (i1, 19, ...,1,) ¢ uma das permutagoes de 1,2,....n

Existem n! tais permutagoes. Visto que U — oo quando r — A, a funcao U tem
a0 menos um minimo em cada componente conexa. Disto, segue que existe ao menos

n! pontos criticos de U. Vamos mostrar que esses pontos criticos sao tnicos em cada

componente conexa.

Seja a um ponto critico de U. Consideremos a derivada de U em a na direcao de

v = (v1,...,v,) € T8, onde T,S é o espago tangente a S em a.

Assim,
_ mym;(v; — ;) (vj — v;)
DU(a)(v) = = Y — Lt @ —ap T A maa,
onde A\ = ) e a derivada segunda é
D U( V w —22| UL, _wz)(UJ—UZ)>+>\2meZUZ

Vemos que D?U(a)(v,v) > 0 quando v # 0.

Portanto, D*U(a) é definida positiva em cada ponto critico, implicando que tais
pontos criticos sao os minimos de U. Logo, nao pode existir mais que um ponto critico
em cada componente conexa, resultando que existem exatamente n! pontos criticos.
Removendo a simetria devido a reflexdo em torno da origem, obtemos n!/2 classes de

configuragoes centrais.
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Com base no teorema acima podemos dizer que dado n € N existe um conjunto de
massas mz, ..., m, tal que o nimero de configuracoes centrais colineares é exatamente
n!/2. Também que o nimero de configuragdes centrais para um problema de n corpos

nao pode ser inferior a n!/2.

Definicao 4.1.1 Sejar € S e seja L C R® uma reta, definimos 0-(r) = 0(r, L) =

maz;z; Z(L,r; —x;), onde Z define o angulo entre L e (r; —r;).

Notemos que a funcao definida acima mede o quanto r se aproxima de uma con-
figuracao colinear. Esta funcao se anula se, e somente se, r é colinear ao longo de uma
reta paralela a L.

Defina 6(r) = mins0(r, L), a qual é nula se, e somente se, r é colinear ao longo de

alguma reta.

Teorema 4.1.2 0 é uma fungao continua em S\A. 0(x(t)) e é estritamente decrescente

ao longo das orbitas do fluro gradiente de Uls, para 0 < 6 < 45°.

Demonstracao. A funcdo Z(r; — r;, L) para indices 4, j fixados e L fixada é clara-
mente continua em S\ A. Segue que, fixada £, 0,(r) é também continua visto que
sua maximizacao ocorre em um conjunto finito de pares de indices i, j. A passagem
de O,(r) para O(r) implica em minimiza—lo sobre £. Visto que somente os angulos
estao envolvidos, podemos restringir nossa atencao a reta £ passando pela origem. Da

compacidade do conjunto de retas passando pela origem implica que #(r) é continua.

Para mostrar que 0(r(t)) < 6(r(0)), para todo t > 0, tome adequadamente L de
forma que 6(r(0)) = 6(r(0),L). Por definicao, O(r(t)) < 0(r(t),L), deste modo é
suficiente mostrar que 6(r(t), £) < 6(r(0), £). Escolha um par de indices i, j tal que
O(r(t), L) = L(r; —rj, L).

E suficiente mostrar que o angulo decresce para cada par de indice, para entao concluir
que o maximo sobre os indices ¢, 7 também decresce.

Seja o = Z(r; — r;j, L£). Mostraremos que & < 0. Considere
I:i = m:lsz(r) + U(I’)I’Z’,

com 1sso

I:Z' — fj = m;leU(I‘) — m;lij(r) + U(I‘Z — I'j).
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Seja u um vetor unitario ao longo de £. Entao
(r; —r))
cos(a(t)) = —-u 4.2
(olt) = (12)
(assumimos aqui u escolhido de modo que 4.2 é nao negativa).

Derivando (4.2), obtemos

. . 2 . .
sin(a)a = T8 [ Emm) 2@ ) g
Tij Tij T'ij

onde ut ¢ a projecao ortogonal de u sobre a reta que bissecta o segmento unindo r; &
r; e denotaremos por _L o plano bissetor a esse segmento.

Visto que ut_L(r; — r;), temos (4.3) igual a

i(mi—lvi(] —m;'V,U) ut = s 3 my {M ut (T, —15) ut|. (4.4)

. . 3 3
Tij iy Tik Tik

Note que as massas ry, k # ,j, devem estar no cone de angulo (r) em r; e r;
na direcao de L£. Esses cones se interceptam sobre o segmento T;T; e os semi-cones
externos. Visto que # < 45°, estes semi—cones estao em lados opostos do plano L.

Mostraremos que todos os termos na soma (4.4) sdo nao negativos, com pelo menos
algum termo positivo. Note que

(ry —1;) - ut = (ry — r;) - ut >0 para r; € semi—cone em r;;

(ry — ;) -ut = (ry — r;) - ut <0 para ry € semi—cone em r;;

Além disso, temos

1 1 )

— — —3~ > 0 para r; € no semi-cone em rj;
Tk  Tik

1 1 )

— — — < 0 para r; € no semi-cone em r;.
Tie  Tik

Se rj, estd numa reta determinada por r; e r; entao o produto interno ¢ zero. Deste
modo, todo termo é nao negativo. Visto que 6 > 0, nem todos r, encontram—se na
reta determinada por r; e r;, deste modo algum termo ¢ positivo.

Segue que & < 0, completando a demonstracao.
|

Considere o segmento T,r; entre os corpos de massas m; e m;. Seja Il o plano que

bissecta o segmento T;T;. Tome um vetor unitdrio u™ € II e seja P o plano contendo
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o segmento T;T; e normal ao vetor ut. Entao, IT e P dividem R® em 4 quadrantes.

Nessas consideragoes temos o seguinte teorema:

Teorema 4.1.3 (Plano Bissetor) Nas consideragoes acima, se as massas estao todas
contidas nos quadrantes opostos pela diagonal de 11 e P e nem todas se estao em 11U P
entdo nao existem escolhas para as massas tais que r seja uma configuracao central,

veja figura 4.1.

Figura 4.1: Plano Bissetor.

Demonstracao. Considere 1; —r; para o fluxo gradiente. Se r ¢ uma configuracao
central entdo r¥; = r; = 0. Mas, a férmula para (f; — ;) - u™ é a mesma que aparece na
demonstracao do Teorema 4.1.2. Assim, pelos mesmos argumentos do Teorema 4.1.2,

temos que esta ¢é estritamente positiva, o que é uma contradigao.
|

Podemos utilizar o Teorema do Plano Bissetor para provar que a tnica configuracgao
central nao colinear para o problema de 3 corpos é tal que as 3 massas se encontram

nos vértices de um triangulo equilatero, que corresponde a solugao de Lagrange.
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De fato, entre 3 massas, dado um par de massas m; e m; com ¢ # j, a massa
restante deve se encontrar no plano bissetor a I;r;, caso contrario ela deveria estar em
um dos quatro quadrantes abertos e isto violaria o Teorema 4.1.3. Como as massas
m; e m; sao arbitrarias estas devem estar nos vértices de um triangulo equilatero. Um
argumento similar mostra que as configuragoes centrais nao planares possiveis para o
problema de 4 corpos, de massas arbitrarias, ¢ tal que estes devem estar nos vértices

de um tetraedro regular.

4.2 As equacoes de Dziobek, caso planar

As equagoes (4.1) formam um conjunto com 2n equagoes para o caso de configuragoes
planares. Porém, existe um sistema de equagoes equivalente com n(n — 1)/2 equagoes,
denominadas equagoes de Dziobek (veja, por exemplo [5], p. 241)
fy= > mi(Rx— Rj) Ay =0, (4.5)
k=1
k#1i,j
para 1 < i < j <mn, onde R;; = 1/7’;?’]-, Ayj = (ri — ;) A (r; — ). Observe que em
(4.5), Ajji € o dobro da area orientada do triangulo com vértices em 7y, r; e ry, nesta
ordem. Assim, Ay = Agij e Ayjy = —Ayj, para todo i, j, k. E claro que R;; = Ry,

para todo 7, j. Demonstraremos a seguir essa equivaléncia para o caso planar.

Proposicao 4.2.1 Considere n massas my, mo, ..., m, num mesmo plano e nao col-
ineares, localizadas, respectivamente, em ry,rs, ..., . Entdo, o sistema (3.10) é equiv-

alente ao sistema (4.5).

Demonstracao. Suponhamos que as n massas formem uma configuracao central
planar. Portanto, existe A positivo tal que #; = Ar;, i@ = 1,...,n. Utilizando (3.10),

temos, parat=1,2,...,n,

)\’I’i = — Z mkRik(n—m).
k=1
ki
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Naturalmente, podemos retirar um termo da soma acima, para j # ¢, obtendo
n
= — Z mkRZk(rZ — Tk) — ijij(Ti — ’/’j). (46)
k#i,j

Analogamente, para r; e para j # i, obtemos

— Z mkRjk(’f’j — ’f’k) — miRji(rj — ’l"i). (47)
k#j,i

Podemos, entao, subtrair (4.7) de (4.6), de modo a obter, para i # j,
Ari = 1) == > m[Ri(ri — 1) — Rji(ry — ri)] — [m Rij — maRyi)(ri — 7;). (4.8)
ki,
Tomando produto o vetorial por r; — r; em ambos os membros de (4.8), decorre
= - Z mk(Rik - Rjk)Aijk = _fij-
ki,
Portanto, f;; =0, para todo 1 <i < j <n.
Reciprocamente, consideremos as equacoes de Dziobek
ka ik — Rji) (ri = 75) A (ri = 1) = 0,
k#i,5
para 1 <17 < j < n, as quais podem ser escritas da forma
> meRi(ri =) A (ri = my) Z my Rk (ri = 15) A (ri = 7).
k#i,j k#i,5
No membro esquerdo podemos incluir o termo em j sem alterar a igualdade. Da mesma

forma, podemos inserir o termo em i no membro direito. Assim, temos
n
> R (ri = ) A (i — 1) kaR]k i) A (ri = 7k),
k#i k#j
ou seja
n n
;) A Z mg R (r; — 1) = kaR]—k[m A (rj —ry) + (1 Arg)].
ki k)
Notemos que a igualdade acima pode ser escrita como

2 n
(ri = 75) A i ;mkRjk[ri A (rj = re) + (15 Are)]-
J
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Podemos inserir a direita da igualdade o termo —r; sem altera-la, obtendo

F;. n
(ri —75) A = kaRjk[ri A(rj—rE) + 1 A(=rj + 1)
C kA
Disto, segue
F,i n
(ri —75) A = kaRjk[ri AN(rj—rK) —ri A (rj —11)]
! k#j
= > mR[(ri — ) A (rj — 1))
k]

F
= (ri—1m) A EJ’
de onde temos
(ri—rj)/\iz(ri—rj)/\i,
a qual implica que
(ri = rj) N (mjF; —m;F;) = 0. (4.9)

Efetuando o produto vetorial membro a membro, obtemos

ri NmiFy —ri AmgEFy —ry AmgF;+r; AmFy =0,
de onde temos

miry A Fy —miry N Fy —mgr; N Fy+mgry AN Fy; = 0.

Somando em j para j # 7, temos

i i#k J#i

onde M ¢é a massa total. Como o centro de massa estd na origem do referencial, temos

n n

ij’f’j :0:>ijrj = —Mm;T;. (411)
Jj=1 J#i

Visto que o espago é homogéneo e isotropico e o sistema € isolado, temos que as quanti-

dades de momento linear e momento angular sao conservadas. Entao, respectivamente,

temos

iFjZO:iFj:—Fi (4.12)
i=1 i#i
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n

(A =0= zn:(rjAFj) = (=1 A F}). (4.13)
j=1 J#i

Substituindo (4.11), (4.12) e (4.13) em (4.10), obtemos

Desta forma, Mr; A F; = 0, o que implica em r; e F; serem paralelos, ou seja, F; = \;r;,

ou ainda 7; = (\;/m;)r;. De (4.9), decorre

<ﬁ7"i - ﬁ?"j) A (T’i - Tj) = 0

m; m;
Assim,
s .
——27’,/\7’] Jrj/\rz—O,
m; j
o que implica em
A A
<—Z——]) (’f’j/\’l"i) :0
m; m;

Se r; é paralelo a r;, a igualdade acima se verifica facilmente. Se r; e r; sdao nao
j ) j

colineares, temos que

A Aj
S R
7 mj
para todo 7, j. Portanto,
'y = Arg,
para todo ¢ = 1,2,...,n, como queriamos provar.

A demonstracao acima se encontra publicada em [14].
Faremos, a seguir, aplicagdes das equagoes (4.5) nos exemplos de configuragoes centrais

planares de Lagrange [9] e de Roberts [20].

Para o caso da configuracao planar de 3 corpos de Lagrange, considere 3 corpos de

massas positivas e nao colineares. Das equagoes (4.5), temos
fi2 =m3 (Ri3 — Ra3) A1a3 = 0, fi3 = mao (Riz — Ra3) Ayzp = 0,

fag = my (Ria — Ri3) A3 = 0.

Como m; > 0 e A, # 0, segue que Ry = Ri3 = Ry3. Em outras palavras, as massas

estao sobre os vértices de um triangulo equilétero.



Para caso do exemplo de Robert, considere 5 corpos de massas m; = mg = 1,

my = My = m e ms = p, nas posigoes r; = (1,0), 7o = (—=1,0), r3 = (0, k), ry =

e rs = (0,0), respectivamente, de acordo com a Figura 4.2.

s =m @ (0,-k)

Figura 4.2: Cinco corpos no plano. Exemplo de Roberts.

(0’ _k)

Queremos encontrar valores para m, p e k de modo que os 5 corpos com as massas

e as posicoes de acordo com a Figura 4.2 estejam em configuracao central. Para este

caso, o conjunto de equagdes (4.5) é um conjunto de 10 equagoes. No entanto, pelas

simetrias envolvidas, resulta que fi3 =0, fi5 =0, fos =0, fos =0, f35 =0¢e fi5 =0

sao trivialmente satisfeitas. As outras 4 equacoes, fio =0, fiu =0, fos =0¢€ f34, =0

sao equivalentes a equacao fio = 0, a qual pode ser escrita como

(R13 - R23)A123 + m(Rl4 - R24)A124 +p(Rl5 - R25)A125 = Oa

ou, equivalentemente, como

E_L _|_ 1_i _|_ 1_3 —0
M\E T us) TP & 13"

Para m =1 e p = —1/4, a equacao acima é satisfeita, para todo k € RT. Ou seja, hd

um continuo de configuracoes centrais nao equivalentes.
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4.3 As equacoes de Dziobek, caso espacial

Podemos, naturalmente, estender o conjunto das equacoes de Dziobek, equivalentes as
equagoes que definem as configuragoes centrais planares a um conjunto de equagoes que
definem as configuragoes centrais espaciais, veja [7]. A demonstragao de tal equivaléncia
¢é analoga a demonstracao feita na secao anterior. Neste caso, as equacoes de Dziobek

para uma configuracao central de n corpos sao dadas por

fijk = Z my(Rix — Rjr) Agjnr = 0, (4.14)

ki, gk
—1/.3 _ 5
onde R;; = 1/r; e Ajjug = (1; —15) A(rj — 1) - (rn — %) Deste modo, Ayjpy, é propor-
cional ao volume orientado do tetraedro formado pelas massas m;, m;, m;, e my, nesta

ordem. Além disso, observando (4.14), nota-se que f;;, = fjin, de fato,

fijh = Z mk(Rik - Rj )Aijhk =
k#i,j.k

> mu(Rig = Ry [(ri = 75) A (ry =) - (rn = 12)] =
st gk
> mi(Ri — Ry [(ri Ary) = (i Amy) = (1 Ary) + (g Ary)] - (r — 1) =
oy
Z my(Rix — Rj)[(ri N1j) - — (ri Avj) -rig — (ri Arp) -+ (ri Arg) - i+
k#i,j,k
—(ry Ary) o+ (ry Arg) o+ (g Arg) s — (1 ATy) ] =
Z my(Rix — Rj)[—(rj Arg) -rp 4+ (ry Nrg) -rig 4+ (rj Ary) - mp + (i Ary) - 1+
st gk

H(riANr)orh — (ri A1) e — (i ATg) R — (15 ATR) TR =

— Z my (R — Rji)[(rj Ari) -mn— (1 Ari) - mie— (1 Ary) - — (i Arp ) -1 — (1 AT ) -+
ktigk
+(ri A1) T+ (ri Arp) s 4 (g ATy) - TE] =
> mi(Ri — R [(rj Arg) = (r Ary) = (i Ari) + (ri Arg)] - (r — 1) =
i j

— Z mk(le — Rjk)[(’f’j - Ti) A (7"2‘ - Th) . (Th - Tk)] =
ki,j,k
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- Z mk(Rik - Rj )Ajihk =
k#i,j.k

n

Z mi(Rjk — Rik) Njink = fiin-
ki g,k

Deste modo, (4.14) consiste em um conjunto de n(n — 1)(n — 2)/2 equagoes.

No que segue daremos uma aplicacao desse conjunto de equagoes, mostrando que
uma configuracao com quatro corpos no espaco, que nao possua trés desses corpos
sobre uma mesma reta, forma uma configuracao central se, e somente se, estes corpos
se encontram nos vértices de um tetraedro regular. De fato, sejam quatro corpos de
massas ms, Mo, M3 € My em uma configuragao espacial como especificado acima. Para

este caso, temos 4(3)(2)/2 = 12 equagoes de Dziobek, as quais sao listadas a seguir

fi23 = ma(Rig — Roa)Azzs = 0, (4.15)
fi24 = mz(Ri3 — Ra3)Apa43 = 0, (4.16)
fiz2 = ma(Ria — R3a)Aiz4 = 0, (4.17)
fiza = ma(Riz — R3z)Aiza0 = 0, (4.18)
fra2 = mz(Ri3 — Raz)Araz = 0, (4.19)
fraz = ma(Riz — Raz)Aquzz = 0, (4.20)
faz1 = ma(Ros — R3a)Noszis = 0, (4.21)
fa3s = mi (R — R31)Agzn =0, (4.22)
for = m3(Rag — Raz)Aguiz = 0, (4.23)
foaz = mi(Ro1 — Ra1) Aoz = 0, (4.24)
fan = ma(R32 — Raz)Azaa = 0, (4.25)
faa2 = mu(Ra1 — Ra1)Azaon = 0. (4.26)

Como dito acima, nao existem nesta configuracao trés corpos sobre uma mesma reta.
Portanto, Ajjne # 0, para todo ¢,7,h,k = 1,2,3,4, com os indices ¢, j, h, k diferentes
dois a dois. Além disso, estamos supondo que todas as quatro massas sao positivas,

sendo assim, para que as 12 equagoes acima sejam satisfeitas, devemos ter em (4.15),

(R14 - R24) =0— (7”14 - 7‘24) =0 —ryy =ru.
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Anélogamente, das outras equacoes, obtemos

T13 = T23, T14 = T34, T12 = 723, T13 = T34, T12 = T24, 724 = T34, T12 = 713, 723 = T34,

T2 = T4, T23 = T24, T13 = T'14,
assim,
T2 =T13 =T14 = 1723 = T4 = T'34.

Isto ocorre se, e somente se, os corpos se encontram nos vértices de um tetraedro

regular.



Capitulo 5

Exemplos de Configuracoes

Centrais Planares e Espaciais

5.0.1 A existéncia de uma configuracao central planar para o

problema de 4 corpos

Nesta primeira secao do capitulo 5 estudaremos configuragoes centrais planares nao
colineares do problema de 4-corpos que tém a forma de pipa, ou simplesmente con-
figuracoes centrais do tipo pipa, as quais podem ser definidas como aquelas que tém
um eixo de simetria passando por duas das massas. A configuracao do tipo pipa é
chamada convera se nenhum dos corpos esta localizado no interior do fecho convexo
dos outros trés. Veja Figura 5.1. Caso contrério, dizemos que a configuracao do tipo

pipa é concava. Veja Figura 5.2. Para maiores detalhes, veja o artigo [3]. Considere

S,
1
s o
i // E\\\
/ H J/ ! N
i T
! i
// ! I
’ ! I
1 1
1 1
1 , 1
i 5
p i N ’ oMy .
‘:: ---------------- == mmmm oo 2 ,—"/ H \\‘\\\
RRRE H - L S Y
R o m, ! ",
m, !
Figura 5.1: Pipa convexa. Figura 5.2: Pipa concava.
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massas mg e my sobre a reta de simetria das configuracoes do tipo pipa, sendo que
a posicao de mg estara fixa, conforme a Figura 5.3. Esta secao tem o propdsito de

demonstrar o seguinte teorema.

Teorema 5.0.1 Considere quatro massas my, mo, mg € my localizadas em (—z,0),
(2,0), (0,4/3/2) e (0,y), com x>0 ey < \/3/2, de acordo com a Figura 5.3. Valem

as sequintes afirmacoes:

1. Para cada
e 2v/3-3 1 U 1 2v/3+3
0 2 72 2 2 ’
existe um intervalo aberto mao vazio I, tal que, para cada yo € I,,, exvistem

massas positivas my = mso, mz € my de modo que 0s quatro corpos, como na

Figura 5.3, estao numa configuracao central do tipo pipa;

2. Para xog = 1/2 e yy = \/5/6, existem massas positivas my = mg = ms € my de
modo que os quatro corpos, como na Figura 5.3, estdo numa configuracao central

do tipo pipa concava;,

3. Para o = V/3/2 e yo = —V/3/2, existem massas positivas mi = my = ms = my
de modo que os quatro corpos, como na Figura 5.3, estao numa configuracao

central do tipo pipa conveza.

Demonstracgao. Consideremos as equagoes de Dziobek dadas por (4.5), como visto
no capitulo anterior. Para n = 4 devemos ter 6 equacoes de Dziobek, as quais estao

listadas a seguir:

fi2 =mz (Ri3 — Raz) Argz + my (Ria — Raa) Arpg =0, (5.1)
Jiz3 = ma (R12 - Rsz) Aqzo +my (R14 - R34) Az =0, (5-2)
fia =my (R12 - R42) Avgo + mg (R13 - R43) Az =0, (5-3)
faz = my (Ro1 — R31) Dog1 + my (Ray — Rsq) Nogy =0, (5.4)
foa = mq (Ro1 — Ra1) Aogy + ms (Raz — Ry3) Aoy = 0, (5.5)

fs4 =mq (Rs1 — Ry1) Asan + ma (Raa — Ry2) Agse = 0. (5.6)
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Figura 5.3: Configuracao do tipo pipa.

As configuracoes do tipo pipa, como na Figura 5.3, sem colisoes, devem satisfazer,

as seguintes relacoes
T13 = T3, T14 =T24, Az = Doz,
Usando as relagoes acima, podemos reescrever a equagao (5.6) da seguinte maneira
(my —ma) (Rs1 — Ra1) Azgr = 0.

Nas hipoteses do Teorema 5.0.1, o termo Aj34 nunca se anula, dai m; = my ou Ri3 =
Ry4. Se Ri3 = Ry4, temos um quadrado, que é uma configuracao central se, e somente
se, my = my = mg = my (veja item 3 do Teorema 5.0.1). Podemos supor, sem perda
de generalidade, que

m1:m2:1.

A equacgao (5.1) é trivialmente satisfeita. Usando as relagoes de simetria acima, temos

fiz =0 fo3 =0

fia =0 fou =0.

Neste caso é suficiente encontrarmos as solucao de (5.2) e (5.3), com valores positivos

para as massas mg € my. Vamos reescrever estas equacoes de modo a obter mg e my
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como fungoes das posicoes

(Ri2 — Raz) Digo

(Raz — Ri3) Ayg’

(Ri2 — R3z) Aigo

my = . 5.8
! (R3q — Ria) Aizy (5:8)

Desejamos encontrar, se existirem, as regioes no semiplano x > 0 para as quais teremos

(5.7)

valores positivos para ambas as massas. Devemos, entao, estudar o sinal dos termos

envolvidos nas expressoes de mz e my em (5.7) e (5.8), respectivamente.

Substituindo as coordenadas, conforme indicagoes da Figura 5.3, temos
(Riz — Rys) < 0= (z,y) € {:c >0,—V3z <y < \/§x},

(R34—R14)<O<:>(x,y)e{x>0y<—g \{1_}’

_,/3 42
(R43_R13)<0<:>($7y)€{$>O>y<\/7 +$}a

2

_’y<_

(ng—R32)<O(:)(x,y)€{x>; \ég}

Para o sinal das areas orientadas consideremos primeiramente 0 < y < \/5/ 2. Neste

caso, nas expressoes (5.7) e (5.8) vale
Agp <0, Az >0, Az <0, Az <O

Assim, comparando o sinal de cada um dos termos de (5.7) e (5.8), teremos que se

(x,y) € A1 U As, as massas mg e my serao positivas, onde

2v3 — 1
Alz{(aj,y>€R2:$< <§ —%x —|—\/_<y<\/§:c},

A2:{(m,y)€R2:%<x<§,0<y<_£x +\Z_}

Consideremos agora y < 0. Neste caso, nas expressoes (5.7) e (5.8), temos
A >0, Az >0, Agz <0, Aggy <0.

Novamente, comparando o sinal de cada um dos termos de (5.7) e (5.8), teremos que

se (z,y) € A3 = By U By, as massas ms e my serao positivas, onde

—V3r <y <\[_m}

N —
l\DIOO

B, = {(x,y) eR?:
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Figura 5.4: Regioes de existéncia de configuragoes centrais do tipo pipa.

2
32:{(x,y)E]RZ:ggxgﬁ,—\/gx<y<—§xz+§}.

O caso y = 0 nao precisa ser considerado, pois, nao ocorre configuracao central do tipo
pipa, devido ao caso planar do Teorema 4.1.3, veja [16].

Finalmente, concluimos que se (xg,yo) € A3 U A U A3, (vide Figura 5.4), entao as
massas

my =1, me=1 mg=ms(xo,y0), mas=my(zo,Yyo),

com posicoes

r1 = (—x0,0), 719 =1(20,0), 7r3= <0, ?) . 12 =1(0,9),
formam uma configuragao central do tipo pipa, como mostrada na Figura 5.3. O
intervalo /., do enunciado do teorema é obtido tomando a intersecao da reta x = xg
com a regiao aberta A;, i = 1,2, 3. Isso demonstra o item 1 do Teorema 5.0.1.
Para a prova do item 2, observemos que, neste caso, valem 15 = 113 = ro3 = 1,
ri4 = Tog € Ay = Aggy. Assim, fio = 0 é trivialmente satisfeita. De fi3 = 0 e de
faz = O resultam, respectivamente, Ry = R34 € Roy = R34. Portanto, Riy = Roy = R3y.

Assim, de foy = 0 e f33 = 0, temos m; = ms3 e m; = mao, respectivamente. Logo,
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my = my = ms. De posse dessas conclusoes sobre as massas e sobre as distancias,
segue que fi4 = 0 também ¢ trivialmente satisfeita. Isso conclui a prova do item 2 do
Teorema 5.0.1.

Passemos agora a prova do item 3 do Teorema 5.0.1. Neste caso, os 4 corpos estao
sobre os vértices de um quadrado, de modo que as seguintes igualdades sao obtidas:
T12 = T34, T13 = T23 = T'14 = T24 € A123 = A143 = A234 = A142. Substituindo essas
informacgoes nas equagoes de Dziobek resulta que fio = 0 e f3y4 = 0 sao trivialmente
satisfeitas, enquanto que de fi3 = 0, fix = 0, fa3 = 0 e foy = 0 resultam my = my,
me = mg3, Mm; = My € My = Mg, respectivamente. Portanto, m; = my = m3 =my € o

item 3 do Teorema 5.0.1 esta demonstrado.

Para completar o estudo do problema segue-se o seguinte Teorema:

Teorema 5.0.2 Considere quatro massas my, ms, mg e my localizadas em (—zx,0),
(z,0), (0,v/3/2) e (0,y) respectivamente, com x > 0 e y > /3/2, entdo para cada
xo > 3/2 existe um intervalo aberto nao vazio I, tal que, para cada yo € I, existem
massas positivas my, My, Mg € my de modo que estes corpos estao em configuracao

central.

Demonstragao. Analogamente a demonstracao do Teorema 5.0.1 é suficiente encon-
trarmos as solucao de (5.2) e (5.3), com valores positivos para as massas ms e my.

Como visto anteriormente

(Ri2 — Raa) Aqso
(Ry3 — Ri3) Aqgz’
( )

(5.9)

ms =

R12 - R32 A132
my = . 5.10
'~ (Byr — Rua) D (5.10)

Desejamos encontrar, se existirem, as regioes no semiplano x > 0 para as quais teremos

valores positivos para ambas as massas. Devemos, entao, estudar o sinal dos termos
envolvidos nas expressoes de mg e my em (5.9) e (5.10), respectivamente. Temos neste
caso

A <0, Az <0, Az <0, Ay >0.
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Consideremos y > v/3/2, comparando o sinal de cada um dos termos de (5.9) e (5.10),

temos que se (z,y) € C1, as massas mg e my serao positivas, onde

3 3+ 3+ 4x?
Clz{(:):,y)ER2:—<x,\/7+ 5 R <y<\/§z},

2

Baseados no Teorema 5.0.1, seguem os seguintes corolarios.

Corolario 5.0.1 Para cada 1/2 < 9 < \/3/2, existem dois intervalos abertos disjun-
tos Ijo e I, tal que para cada yo € Ijo U I, existem massas positivas mi = mg,mg
e my, de modo que 0s quatro corpos, como na Figura 5.3, estejam numa configuracao
central do tipo pipa. Mais especificamente, se yo € I} a configuragio central é do tipo

pipa concava e se yo € I, a configuragao central é do tipo pipa convera.

Corolario 5.0.2 Considere 0 < x < (2/3—3)/2. Entdo, ndo existem y € R e massas
positivas my, ms, mz € my, de modo que os quatro corpos, como na Figura 5.3, estejam

numa configuracao central do tipo pipa.

Corolario 5.0.3 Considere y < \/3/2. Entdo, se x > (2v/3 + 3)/2, ndo existem
massas positivas my, ms, ms € my, de modo que 0s quatro corpos, como na Figura 5.3,

estejam numa configuracao central do tipo pipa.

5.0.2 A existéncia de uma configuragao central espacial para

o problema de 6 corpos

Aqui estamos interessados no estudo de configuragoes centrais espaciais. Mais especi-
ficamente, estudaremos uma configuracao central do problema de 6 corpos, de acordo
com [15] onde foi estudada uma nova classe de configuragoes centrais espaciais para
este problema. Nesta nova classe de configuragoes centrais teremos quatro corpos nos
vértices de um tetraedro regular e os outros dois sobre a reta que conecta um dos
vértices do tetraedro ao baricentro do triangulo formado pelos trés corpos que definem
a face oposta a este vértice, veja (Fig. 5.5). Estas novas configuragoes sao general-
izagoes de um resultado obtido por Llibre e Mello em [11].

Considere um tetraedro regular com lado de comprimento 1 e sejam A, B, C, D,
E e F pontos sobre a reta £ que passa pelo vértice em r4 e pelo baricentro da face

oposta a este vértice. Conforme (Fig. 5.6) tomemos as seguintes consideragoes:
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1. A sendo o centro geométrico do tetraedro;

2. B é o vértice em 7ry;

3. C' é o ponto simétrico ao ponto B relativo ao plano que contém ry, ro € r3;

4. FE é o baricentro do triangulo equilatero com vértices em ry, ro € r3;

5. D e F sao os pontos onde a esfera centrada em B e de raio 1 intercepta a reta L;
6. AB C L o segmento com extremidades em A e B.

De maneira anédloga definimos os segmentos BF, C'D, DE e FA.

Enunciaremos a seguir o teorema cuja demonstracao é o objetivo desta secao.

L
]
]
1 my
1
ms3
mq s
1 m2
]
1
®..,
1
]

Figura 5.5: Quatro corpos nos vértices de um tetraedro regular e dois sobre a reta £ que

conecta um dos vértices e o centro da face oposta.

Teorema 5.0.3 Assumimos que quatro corpos com massas my, Mo, M3 € My estao nos
vértices de um tetraedro reqular com lados de comprimento 1 e dois corpos de massas
ms e mg estao sobre a reta L, de acordo com a figura 5.5. Nestas consideracoes, os

seis corpos formam uma configuracdo central se as sequintes exigéncias se verificam:

(a) As trés massas my, mg € ms Sao iguais;



50

(b) Somente um dos vetores posicoes 5 ou rg deve estar sobre o segmento AB, veja

Fig 5.6.

Sem perda de generalidade, assumiremos que r5 € AB, sendo que para o caso em que
r¢ € AB pode—se proceder de maneira andloga. Entdo existem uma posicao G € AB,
segmentos nao vazios I'(G) C CD, I*(G) C EA, I3(G) C BF e massas positivas
my = me = mg, my, ms e mg(i), 1 = 1,2,3, tais que ri, 9, r3 € 14 €stGo Nos
vértices de um tetraedro reqular, rs estd em G e r¢(1) € I'(G), ou r¢(2) € I*(G), ou

r6(3) € I3(G), tais que estes corpos formam trés configuragoes centrais. Veja Fig.5.6.

F¢£2

' L

& 75(3)
B . my

Figura 5.6: Seis corpos em configuracao central espacial.

Demonstragao. Considere as equagoes de Dziobek, dadas pelas equagoes (4.14), para
este problema. Como dito anteriormente, o nimero de equacgoes de Dziobek para o
caso espacial de um problema de n corpos é dado por n(n —1)(n —2)/2. Sendo assim,

temos para o problema espacial de 6 corpos, um conjunto de 60 equagoes de Dziobek:
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f123 = 07 f124 = 07 f125 = 07 f126 = 07 f132 = 07 f134 = 07 f135 = 07 f136 = 07 f142 = 07

f143 = 07 f145 = Oa f146 = Oa f152 = Oa f153 = Oa f154 = 07 f156 = 07 f162 = 07 f163 = Oa

f164 = 07 f165 = Oa f231 = Oa f234 = Oa f235 = Oa f236 = 07 f241 = 07 f243 = 07 f245 = Oa

f246 = 07 f251 = 07 f253 = 07 f254 = 07 f256 = 07 f261 = 07 f263 = 07 f264 = 07 f265 = 07

f341 = 07 f342 = 07 f345 = 07 f346 = 07 f351 = 07 f352 = 07 f354 = 07 f356 = 07 f361 = 07

f362 = 07 f364 = Oa f365 = Oa f451 = Oa f452 = Oa f453 = 07 f456 = 07 f461 = 07 f462 = Oa
f463 = 07 f465 = 07 f561 = 07 f562 = Oa f563 = Oa f564 = 0.

Afim de darmos uma orientacdo ao espaco, assumiremos nas equacoes de Dziobek

que Ajazg > 0. Defina os seguintes subconjuntos de £ (veja Fig. 5.6):
*Cl - {7}' eL: r1; > 1= T12,A123i < O,Z = 5,6},

£2:{Ti€£lr4i>1:T12,A123i >0,i:5,6}.

Disto
L=LU{C}UCDU{D}UDEU{E}UEAU{A}UABU{B} UBFU{F}U L,.
Devido as restricoes feitas a priori acerca das configuragoes a serem estudadas, como
na Fig. 5.5, as seguintes relagoes, dentre outras, devem ser satisfeitas:
Tg =713 =T14 =T23 = T24a =T34 = 1, T15 = T25 = T35, T16 = T'26 = 7’36,

Avgzs = —Auzs = —Doais = Aguzs = Azais = —Azgos,

Angze = —Auaze = —Dosie = Aouze = Aszai6 = —Asaoe,

Ayszz = —Ausze = —Aosiz = Aoz = Agsiz = —Agsan,

Aispg = —Auszs = —Dosiy = Aoszs = Agsia = —Asso4,

Aiszs = —Aus36 = —Aas16 = Aasze = Azs16 = —Azs26,

Aggrz = —Aggz1 = —Ageas = Asezz = Azer2 = —Aze21,

Aggra = —Dogzg = —Aigas = Aigzs = Aze1a = —Ase24,

Aggrs = —Aagzs = —Arezs = Aiezs = Aze15 = —Aze2s,

e Ay = 0, para i = 1,2,3 e quaisquer permutacoes dos indices i,4, 5,6, visto que
Aijne = (ri = 13) ANrj —rn) - (rn — 7).

De acordo com as simetrias especificadas acima, segue que as equagoes
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fi23 =0, f124 =0, fi25 =0, fi26 =0, fis2 =0, f134 =0, f135 =0, fi36 = 0, f1a5 =0,
fia6 = 0, faz1 =0, faza =0, fazs =0, faze = 0, foas = 0, foas = 0, faas = 0, faas = 0,
fas6 =0, faes =0 € fo6a =0

sao trivialmente satisfeitas.

Isto é, 21 das 60 equagoes se verificam, restando, entao, 39 equacoes a serem verificadas.

Lema 5.0.1 Se a posicao do corpo de massa ms € simétrica a posi¢cao do corpo de
massa my, isto €, r5 estda em C, entdo nao existe posi¢cao para a massa mg em L
e massas positivas m;, © = 1,...,6, tais que estes corpos formem uma configuracao

central.

Demonstracao. A configuragao imposta pelo lema implica que r15 = 15, 716 # T12 €

ri5 # 1T16. Disto temos que as equacgoes

f142 = 07 f143 = 07 f241 = 07 f243 = 07 f341 =0e f342 = 07

sao equivalentes a uma tunica equagao, dada por
(Ri2 — Ru5)Ava25 ms + (Rig — Rag)Ara26 me = 0. (5.11)

Das equagoes

fis2 =0, fis3 =0, fas1 =0, fos3 =0, fas1 =0 e fa50 =0,

temos também uma tnica equagao,
(Ri2 — Ras)Aisos my + (Rig — Rse)A1s26 me = 0. (5.12)

Note que o coeficiente da massa ms, (Rjas — Ry5)Aq425, na equagao (5.11) é positivo.
Deste modo, o coeficiente da massa mg, (R16— Rag)A1426, deve ser negativo. Isto ocorre
somente quando 1 > 746 € Ag06 > 0. Isto implica que o coeficiente da massa mg,
(R16 — Rs6)A1506, na equagao (5.12) é negativo. Porém, nas consideragoes acima temos
que o coeficiente da massa my é negativo. Deste modo, os coeficientes das massas my
e mg devem ter sinais opostos. Como my # 0 e mg # 0, ou my ou mg deve ter valor

negativo.
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Podemos obter o mesmo resultado se trocarmos a massa ms pela massa mg, basta

proceder de maneira analoga. O mesmo acontecendo para os lemas que seguem.

Lema 5.0.2 Se a posicao do corpo de massa ms € o ponto A, entao nao ewxistem
posicoes para o corpo de massa mg em L e massas positivas m;, © = 1,...,6, tais que

estes corpos formem uma configuracao central.

Demonstracao: Por hipdtese, neste caso temos 5 = r45 € do Lema 5.0.1, temos

r16 7 r12. Das equagoes
Jia2 =0, f1a3 =0, forr =0, fou3 =0, fas1 =0 e fa42 =0,
temos uma Unica equagao
(R16 — Rag)A1a26 ms = 0.

Como mg > 0 e Ao # 0, temos Rjg = Ry ou, equivalentemente, rig = r46. Sendo

assim rg = 5, mas esta é uma configuracao de colisao.

Lema 5.0.3 Se a posi¢ao da massa ms € o ponto E, entao nao existe posi¢cdo para o
corpo de massa mg e massas positivas m;, i = 1,...,6, tais que estes corpos formem

uma configuracao central.

Demonstracao: Por hipétese, Ajs3 = 0. Das equacgoes

.f152 = 07 f153 = 07 f251 = 0, f253 = 0, f351 =0e f352 = 0,

temos uma Unica equacao
(Ri2 — Rus)Aispa My + (Rig — Rse)A1s26 M6 = 0. (5.13)
Das equagoes

f142 = 07 f143 = 07 f241 = 07 f243 = 07 f341 =0e f342 = 07

também temos uma tunica equagao

(Ri5 — Ras)A1a25 ms + (Rig — Rag)A1a2s me = 0. (5.14)
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Note que o coeficiente da massa my, (R — Ry5)A1524, na equagao (5.13) é positivo.
Deste modo, o coeficiente da massa mg, (Ri6— Rs6)A1526, deve ser negativo para termos
ambas as massas positivas. Isto ocorre somente onde 715 > 756 € Aqs06 > 0. Portanto,
o coeficiente da massa ms, (Ri5 — Ra5)A1425, na equagao (5.14) é positivo. Mas o
coeficiente da massa mg na equacao é positivo. Deste modo, as massas ms e mg tem

sinais opostos.

Lema 5.0.4 Assuma que temos quatro corpos com massas my, Ma, M3 € My NOS
vértices de um tetraedro regular com todos lados de comprimento 1 e dois corpos com
massas ms € mg na reta L de acordo com a Fig. 5.6. Nestas condigoes, 0s seis corpos

podem estar em configuracao central se as sequinte afirmacoes se verificam:
(a) As trés massas my, my e mg S0 iguais;

(b) Somente um dos vetores r5 ou rg deve estar no segmento AB.

Demostragao: Dos Lemas 5.0.1, 5.0.2 e 5.0.3 devemos assumir r5 # A, r; # C,
rs # FE,rg # A, rg # C e rg # E. Nestas consideragoes, das equagoes

fasa =0, fos = 0, foea = 0, fogs =0, faso =0, fag2 =0 e foe2 =0,

temos uma Unica equacao
(Ri2 — Ris)Agea1(my —m3) = 0.

Deste modo, temos m; = mg desde que 715 # 116 € Aggq; # 0. Pelo mesmo argumento,

das equagoes

f154 = 0, f156 = 0, f164 = 07 f165 = 07 f451 = 07 f461 =0e f561 = 07

temos somente uma equacao
(R12 - R15)A1542(m2 - ms) = 0.
Deste modo, temos mo = m3 desde que 712 # 115 € Ais40 # 0. Das equacgoes

f354 = 07 f356 = 07 f364 = 07 f365 = 07 f453 = 07 f463 =0e f563 = 07
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possuimos somente a equacao
(R12 - R15)A3541 (ml - mz) = 0.

Desde que 115 # r15 € Aszsq1 # 0, temos mq = msy. Portanto, m; = my = mg, e assim
estd provado o item (a) deste Lema. Assumindo, portanto, m; = my = mg, do Lema
5.0.4 temos mais 21 equacoes satisfeitas, portanto, o sistema de equacoes de Dziobek
fica reduzido a 18 equacgoes, que podem ser divididas em 3 grupos de 6 equacoes, onde
em cada grupo as equagoes sao equivalentes a uma tnica equagao, a saber:

(i) As equagoes
J122 =0, f143 =0, fas1 = 0, fou3 =0, fas1 =0 € f342 =0,
sao equivalentes a equacao

(R15 — Ras)Avaas ms + (Rig — Rag)Arags me = 0. (5.15)
(ii) As equagdes
Jis2 =0, fi53 =0, fas1 =0, fas3 =0, f351 =0 e fa50 =0,
sao equivalentes a equacao
(Riz — Ri5)Aisa3 my + (Rig — Ras)Aisos my + (Rie — Rse)A1s2s me = 0. (5.16)
(iii) As equagoes
fie2 =0, fie3 = 0, fasr =0, fags = 0, fa61 =0 e fze2 =0,
sao equivalentes a equacao

(R12 - R16)A1623 my + (Rlz - R46)A1624 my + (Rls - RSG)A1625 ms = 0. (5-17)

Os coeficientes da equagao (5.15) devem ter sinais opostos. Existem duas possibili-

dades para isto, ou (Ry5— Ry5)A1425 < 0 (Rig— Rag)A1426 > 0 ou (Ry5— Ras)A1425 > 0
e (Rig — Rag)Arazs < 0.
1) (Ri5 — Ry5)A1a25 < 0 e (Rig — Rag)A1a26 > 0. A inequacao (Ry5 — Ras)Aqs05 < 0
é satisfeita somente onde 715 > 745 € A1g05 > 0, ou seja, somente se 15 € AB. Ja a
inequagao (Rig — Rys)A1406 > 0 é satisfeita onde r1g < 746, Ou seja, 174 € L1 UCD U
DEULFEA, ou Ay < 0, isto é, rg € BF U L.
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2) (R15 — R45)A1425 >0e (Rlﬁ — R46)A1426 <0. A inequa(_;éo (R15 — R45)A1425 >0
é satisfeita onde 15 < ry5, ou seja, 15 € L1 UCD U DE U EA, ou A < 0, isto é,
r5 € BF U L,. Ja a inequacao (Rig — Rag)A1426 < 0 é satisfeita somente se 116 > 146 €

A1496 > 0. Isto ocorre somente quando rg € AB.

Assim dos itens 1) e 2) acima o item (b) do lema esta provado, finalizando a demon-

stracao.

Portanto, a primeira parte do Teorema 5.0.3 esta demonstrada.

Observacao 5.0.1 Como visto no Lema 5.0.4 devemos assumir ou rs ou rg em AB.

Sem perda de generalidade, assumiremos que r5 € AB. Veja Lema 5.0.4.

Lema 5.0.5 Serg € L1, entao nao existem massas positivas m;, 1 = 1,...,6, tais que

estes corpos formem uma configuracao central.

Demonstracao. Das hip6teses acima, temos as seguintes relagoes
Rig — Rig >0, Rig— Ry >0, Ris— Rs >0,

Aqpas <0, Aggos <0, Agpes <O0.

Portanto, os trés coeficientes da equacao (5.17) sdo negativos. Isto implica que duas
das trés massas my, my, ms tem sinais opostos. Sendo assim, pelo menos uma massa

sera negativa.

Lema 5.0.6 Serg € Lo, entao nao existem massas positivas m;, 1 = 1,...,6, tais que

estes corpos formem uma configuracao central.
Demostracgao. Das hipdteses acima, seguem as relagoes
Ris — Ri6 >0, Rig— Ryg >0, Ri5— Rs6 >0,

Avggaz >0, Aggaa >0, Agges > 0.

Portanto, os trés coeficiente da equagao (5.17) sao positivos, implicando que duas das

trés massas my, my, M5 possuem sinais opostos.
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Lema 5.0.7 Se r¢ € DE, entdao nao existem massas positivas m;, 1 = 1,...,6, tais

que estes corpos formem uma configuracao central.

Demostracgao. Das hipdteses acima, temos as relagoes
Rig — Ri6 <0, Rig— Ry <0, Ri5s— Rs5 <0,

Aqgas <0, Aggas <0, Agpes <O0.

Portanto, os trés coeficientes das equagoes (5.17) sdo positivos. Isto implica que duas

das trés massas my, my, ms tem sinais opostos.

Sem perda de generalidade, tomaremos um sistema de coordenadas tal que os corpos

de massas mq, ms, ms, My, My € Mg estao nas seguintes posicoes
(\/5/37 Ov 0)7 (_\/3/67 _1/27 O)v <_\/§/67 1/27 0)7 (07 07 \/6/3)7 (07 O, I) € (07 07 y)7

respectivamente.

Deste modo, temos as seguintes coordenadas

A =1(0,0,v6/12), B=(0,0,4/6/3), C = (0,0,—v6/3), D = (0,0, —1 + v/6/3),
E =1(0,0,0)e F=(0,0,1++6/3).

Portanto, r5 € AB se, e somente se, \/6/12 <z < \/6/3

Utilizando os coeficientes das equagoes (5.15), (5.16) e (5.17), respectivamente,

definimos as funcoes
nig = (R15 - R45)A1425, Ny = (R16 - R46)A14267
no1 = (Ri2 — Ri5)Aus2s, Moo = (Ri2 — Rus)Aisoa,  Noa = (Rig — Rse) A1s2s,

ngy = (R12 - R16>A16237 N3z = (R12 - R46)A16247 n33 = (R15 - R56>A1625-

Em termos das coordenadas citadas acima, podemos escrever estas equacoes da seguinte

maneira

)3/2

Y

nia(.g) = <\F—¢§x> 1 27
| 6 (22 + 5 ((v6- 393)2)3/2



a3 = (f—ﬁy> 1 27
) (y2+§)3/2 <(\/6—3y)2>3/2 )

3x 1
77,21(1','3/) = <1 - )
2 (22 + 1)3/2
3

nog(z,y) = (2\/5) ((y2+ %)3/2 ((x—y)2)3/2> ;

7131(%?/):_\/33/ (1_ ( 5 1 3/2)’

y*+3)

nas(z,y) = <\f—7\/§y) 1— 27 :
6 ((\/7—33/)2)3/2

33(7,y) = (2\/5) ((x2+%)3/2 ((x—y)2)3/2>.

As equagoes (5.15), (5.16), e (5.17) definem trés hiperplanos passando pela origem

do espaco de parametros (myq, my, ms, mg). O vetor de massa é paralelo a reta definida

pela intersecao desses trés hiperplanos. Podemos escrever o vetor de massa como

T = (Tl, —Tg, Tg, —T4), onde
T1 = ni3ngansg + Nianoanias,

T5 = niznaansz; + nianoings,
15 = n14(n21n32 - n22n31),

Ty = 7113(”217132 - 7122”31)-

Deste modo, teremos massas positivas my, my, ms € mg como solugoes das equacoes

(5.15), (5.16) e (5.17) se, e somente se, as componentes do vetor de massa T tem o

mesmo sinal.

Lema 5.0.8 Consideremos x = 3/10 ey = —1/2, ou seja r5 € AB erg € CD.

Entao existem massas positivas m;, © = 1,...,6, tais que estes corpos formem uma

configuracao central.
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Demonstragao. Substituindo x = 3/10 e y = —1/2 em ny3, N4, Na1, Mg, Nog, Na1,

nge € nz3 e entao, calculando 77, Ty, T3 e T}, segue que

3 1 31 3 1 31
T (= —=) <0 Ty —,—= Y — Ty —, —= .
1(10’ 2) =0 (10’ 2) >0, 1 <10’ 2) <0 4(10’ 2) -0

Portanto as componentes do vetor de massa 7' tem mesmo sinal. Com isso o Lema

esta provado.

Considerando m; = my = mg = 10, daremos algumas informagoes acerca do valor
das massas my, ms € mg:
90 0,
889 02’

my

onde

0, = —169428788777 v/3v/127 + 68197707648 V'3V 127v2V7
196005855232 V/127v/7 — 1733111767086 v/7v/2
—1398415595283 v/3v/7 — 55810140602 V127v/2

+7165469970760 + 277475849024 v/3v/2,

0y = —6885857196 V/7v/2 — 3517815545 V/3V/7 + 1654729020 v/127v/2
— 2168765627 V/3v/127 + 12461781528 + 1743814656 V127V 7
+159252480 v/3v/127v2V/T + 1138062240 v/3v/2,

B 146304 05
35 (3 +2v3v2)" (1536 v/3V/127 — 16129) 6,

mys —

onde

05 = —9279529102449 v/3v/127 + 910848433824 v/3v/127v/2\/7
+2443137682041 v127/7 — 3512003097036 v/7v/2
—3064630331483 v/3v/7 — 8621348150970 v/127/2

+21107073194110 v3v2 + 110325167369661,

0, = —6885857196 V/7Tv/2 — 3517815545 V/3V/7 + 1654729020 v127v/2
2168765627 V/3v/127 + 12461781528 + 1743814656 V1277
+159252480 v/3v/127v2V/T + 1138062240 v/3v/2,
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40320 (1881 v/3v/127 — 2810 V127v/2 + 16129) 05
127 (=9 + 10v/3v2)” (27V3VT + 34 VTV2 — 49) (1536 \/3\/127 — 16129) 05

05 = —9279529102449 v/3v/127 + 910848433824 v/3v 127V 2V/7
2443137682041 v/127v/7 — 3512003097036 v/7v/2
— 3064630331483 v/3v/7 — 8621348150970 V127v/2

+21107073194110 V3v2 + 110325167369661,

05 = —6885857196 V/7v/2 — 3517815545 V/3V/7 + 1654729020 v/127v/2
2168765627 V/3v/127 + 12461781528 + 1743814656 V1277
+159252480 v/3v/127v2V/T + 1138062240 v/3v/2.

Por um longo calculo porém elementar, as equagoes (5.15), (5.16) e (5.17) sao satisfeitas.
O extenso calculo envolvido neste Lema foi coorroborado com software Maple 9. Os

valores das massas acima, com uma precisao de dez casas decimais, sao dados por
my = 6.7458781851, ms5 = 10.1934123989, mg = 8.0305718049.
|

Lema 5.0.9 Consideremos x = 3/10 e y = 1/10, ou seja r5 € AB e rg € EA.
Entao existem massas positivas m;, © = 1,...,6, tais que estes corpos formem uma

configuracao central.

Demonstragao. Substituindo z = 3/10 e y = 1/10 em ny3, ny4, N2, N2g, Nog, N31, N2

e ng3 e calculando Ty, Ty, T e Ty, segue que

3 1 3 1 31 31
(2, (2, — (2, — (=, —) <o
1(10’10)>0’ 2(10’10)<0’ 3(10’10)>0’ 4(10’10)<0

Portanto, as componentes do vetor de massa 1" tem mesmo sinal. Com isso o lema esté

provado.

Considerando as massas m; = my = ms = 10, temos que as massas my, M5 € Mg

assumem o seguintes valores:
N
4713081 4y



onde

1 = 400775035943835 v/3v/103 — 367935503618123 v/3v/127
—79367052441600 v127v/103 + 340184683326250 v/127v/2
—446181650457150 v/2v/103 — 391767956870560 v/3v/2
+42152670665280 V3V 127v/2v/103 + 1140836863198798,

Wy = —828144000 v/127v/103 4 155520000 v/3v/127v/21/103
—336046827905 v/3v/103 + 123201043920 v/3v/2
344038847249 v/3v/127 + 578025295560 v/21/103
—449497813320 vV127V/2 — 656045558874,

. 4572 1)y
T 515 (24/3V/127 — 16129) (=3 + 10v/3v2)”

onde

s = 277476547044902110 v/3v/103 — 208952726731151670 v/3v/127
+223267858814565828 V127v/2 — 298005698143418421 v2v/103
—2925421091076103921 v/3v/2 — 118173007491268230 v/127v/103
+51801039529144776 v/3v/127v/2v/103 + 5985425952439496070,

Wy = —828144000 v/127v/103 + 155520000 v3v/127v/2/103
—336046827905 v/3v/103 + 123201043920 v/3v/2
+344038847249 v/3v/127 — 656045558874
+578025295560 v/2v/103 — 449497813320 v127v/2,

3708 (—1881v/3/127 + 2810 v/127v/2 — 16129) ¢

mg = — ,
635 (24/3V127 — 16129) (—603 v/31/103 + 2090 v/2/103 — 10609) g

onde

Vs = 277476547044902110 v/3v/103 — 208952726731151670 v/3v/127
+223267858814565828 V127v/2 — 298005698143418421 v/2v/103
—2925421091076103921 V/3v/2 — 118173007491268230 v/127v/103
+51801039529144776 v/3v/127v/2v/103 + 5985425952439496070,

61
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Ve = (—9 +10 \/5\/5)2 ( — 828144000 V127103 — 656045558874
+155520000 v/3v/127v/2v/103 — 336046827905 v/3v/103
+123201043920 v/3v/2 + 344038847249 v/3/127

+578025295560 v/2v/103 — 449497813320 ﬁﬂ) .

Por um longo, porém elementar cédlculo, as equagoes (5.15), (5.16) e (5.17) sao satis-
feitas. O extenso calculo envolvido neste lema foi corroborado com o software Maple

9. Os valores das massas acima, com uma precisao de dez casas decimais, sao
my = 8.0398208730, ms5 = 0.0828851657, mg = 0.0962271225.
|

Lema 5.0.10 Consideremosx =3/10 ey =1, ou sejars € AB erg € BF. Entao ez-
istem massas positivas m;, i = 1,...,6, tais que estes corpos formem uma configuracao

central.

Demonstragao. Substituindo z = 3/10 e y = 1 em ny3, N4, N21, Nog, Nog, N1, N32 €

ngz e calculando Ty, Ts, T3 e Ty, segue que

3 3 3 3
T (E,l) > 0, 15 (1—0, ].) <0, T3 (E,l) > 0, Ty (1—0, ].) < 0.

Portanto, as componentes do vetor de massa 7" tem mesmo sinal. Assim o lema esta

provado.

Considerando as massas m; = my = mg = 10, temos as seguintes informacoes

acerca das massas my, ms e mg:

o 45 X1
508 s

my
onde

Y1 = 53153630040 v/3v/127v/2 — 218046103912 v/127v/2 + 1243241083487
+169782922943 v/3v/127 — 129631817952 V127 — 1242920324976 /3
—430417266086 v/3v/2 + 1513598400600 /2,

Yo = —302306823 v/127 + 127894410 v/3v/127v/2 + 831828240 v127v/2
644882824 v/3v/127 — 4369346100 v/2 + 3421428641 v/3
— 4211991576 + 1781931920 v/3V/2,
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- 56007 X3
80 (1029 v/3V/127 — 16129) (=3 + v3v2)* x4’

mys —
onde

Y3 = H87T871472464 v/3v/127V/2 — 2792763123759 V/127+/2 — 31866467162793
12357179926093 v/3v/127 — 1447895560896 v/127 — 4363013925568 v/3
+12332808521953 V3v/2 + 5395481085936 v/2,

Ya = —302306823 V127 + 127894410 v/3v/127v/2 + 831828240 v/127v/2
644882824 v/3v/127 — 4369346100 /2 + 3421428641 v/3
— 4211991576 + 1781931920 v/3v/2,

4410 (—1881 v/3v/127 + 2810 V127v2 — 16129) x5
6 — )
127 (1029 v/3v/127 — 16129) (—=9v/3 + 11 V2 +8) (=9 +10v/3v2)” xs

m

onde

X5 = 587871472464 v/3v/127v/2 — 2792763123759 V1272 — 31866467162793
+2357179926093 v/3v/127 — 1447895560896 v/127 — 4363013925568 /3
+12332808521953 V32 + 5395481085936 v/2,

Y6 = —302306823 v/127 + 127894410 v/3v/127v/2 + 831828240 V/127v/2
644882824 v/3v/127 — 4369346100 v/2 + 3421428641 /3
4211991576 + 1781931920 v/3v/2.

Por um longo, porém elementar calculo, temos que as equagoes (5.15), (5.16) e (5.17)
sao satisfeitas. O extenso célculo envolvido no lema foi corroborado com o software

Maple 9. Os valores das massas acima, com uma precisao de dez casas decimais, sao

my = 2.8165087541, ms = 145.0492841643, mg = 9.1870655797.

Defina

G =(0,0,3/10) € AB, G, = (0,0,—1/2) € I'(G) c CD,
Gy =(0,0,1/10) € I*(G) C EA, e G5 = (0,0,1) € I3(G) C BF.
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Figura 5.7: A regidao W; e o segmento I'(G) do Teorema 5.0.3.

A prova da ultima parte do Teorema 5.0.3 segue dos Lemas 5.0.8, 5.0.9 e 5.0.10 e a
condicao aberta dos vetores de massa T'. Veja Fig. 5.7, 5.8 ¢ 5.9.

Consideremos r5 € AB e rg € C'D. Segue que
nig < 0, Ny > 0, Nop < 0, Nog > 0, Noy > 0, ngy > 0, ngy < 0.

Em particular, como ni3 # 0 e nyy # 0, segue que T3 = 0 se, e somente se, Ty = 0.

Defina a regiao

V6 V6 VG V6
12 37 3 3 '

le{(x,y):—<x<—,——<y<——1,T1<0,T2>0,T3<0,T4>0

Na Fig. 5.7 a regiao W, é destacada. Note que (3/10,—1/2) € I'(G) C W, de acordo
com o Teorema 5.0.3. Note também que a projecao da regiao W, no eixo dos z é todo
segmento AB. O ponto P ¢é definido pela intersecao das curvas T3 = 0 e 7o, = 0 e temos

as coordenadas . = 1/3 e y = —1/3.

Consideremos 15 € AB e rg € EA. Segue que

nig < 0, Ny > 0, Nnop < 0, Nog > O, ngy < 0, ngg > 0.
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Figura 5.8: A regiao W, e o segmento 12(G) do Teorema 5.0.3.

Em particular, como ni3 # 0 e ny4 # 0, segue que T3 = 0 se, e somente se, T = 0.

Além disso a funcao T} é positiva. Defina a regiao

6 6 6
WQZ{(l’,y):%<$<%,O<y<1—\/;,T1>0,T2<0,T3>0,T4<0}.

A regiao W é destacada na Fig. 5.8. Note que (3/10,1/10) € I*(G) C W, de acordo
com o Teorema 5.0.3. Note também que a projecao da regiao W, no eixo x é todo

segmento AB.
Consideremos r5 € AB e rg € BF. Segue que
nig < O, Ny > 0, Nop < 0, Nog > O, Noy > 0, ngy > 0, n3y < 0.

Em particular, como ni3 # 0 e nyy # 0, segue que T3 = 0 se, e somente se, Ty = 0.

Além disso a funcao T} é positiva. Defina a regiao

6 6 V6 6
Wgz{(x,y):%<x<%,§<y<1—|—§,T1>0,T2<O,T3>O,T4<O}.

Na Fig. 5.9 a regiao Ws estd destacada. Note que (3/10,1) € I3(G) C W3 de acordo
com o Teorema 5.0.3. Note também que a projecao da regiao s no eixo dos z é todo

segmento AB.



Figura 5.9: A regidao W e o segmento I3(G) do Teorema 5.0.3.
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Capitulo 6

Consideracoes finais e trabalhos

futuros

Este capitulo tem como finalidade propor trabalhos futuros e, até onde conhecemos,
ainda em abertos, sendo que algumas destas perguntas foram motivadas pelos resulta-

dos obtidos neste trabalho.

Relativo as configuracoes planares de 4—corpos, temos as seguintes questoes acerca

das configuracoes centrais:

1. Dar um exemplo analitico de uma configuracao central planar para o problema
de 4—corpos que nao apresente reta de simetria. Um exemplo numérico pode ser

encontrado em [3];

2. Inspirado no exemplo de Roberts com uma massa negativa, prove a existéncia
(ou nao) de um continuo de configuragoes centrais planares nao equivalentes para

o problema de 4—corpos.

No caso das configuracoes espaciais, motivados pela configuragao central espacial
de 6 corpos obtida neste trabalho, podemos colocar a seguinte pergunta:

Dadas 7 massas tais que 5 se encontram fixas nos vértices de uma piramide de base
quadrada e faces formadas por triangulos equildteros, existem posi¢oes para as outras
duas massas sobre a reta que passa perpendicularmente pelo centro do quadrado que
forma a base da piramide e pelo vértice oposto a base e massas positivas my, ma, ...,

my tais que estas massas nestas posicoes estao em configuracao central?

67



68

Naturalmente podemos estender a pergunta para um problema espacial de n+3 corpos,
onde n + 1 se encontram nos vértices de uma piramide de base formada por um n-
agono regular e faces formadas por triangulos equilateros onde os outros dois corpos
se encontram sobre a reta que passa pelo centro geométrico do n-agono e pelo vértice

oposto a base da piramide.

No que segue apresentaremos uma questao acerca das possiveis relagoes entre as

configuragoes centrais planares e as configuracoes centrais espaciais.

Em [11], Mello e Llibre demonstraram a existéncia de trés novas familias de con-
figuragoes centrais planares para o problema de 5 corpos com as seguintes propriedades:
trés desses corpos se encontram nos vértices de um triangulo equilatero e os outros dois
corpos encontram-se numa reta perpendicular bissetora. Nesta demonstracao, Mello e
Llibre constroem um vetor de massa T = (11, T3, T3), assim como fizemos no capitulo 5
na demonstragao do Teorema 5.0.3. Um fato notavel é que as regioes W, W, e W5 nas
figuras 5.7, 5.8 e 5.9, respectivamente, correspondentes ao Teorema 5.0.3, nas quais
as componentes do vetor de massas tem o mesmo sinal, sao exatamente as mesmas
regioes obtidas por Mello e Llibre no estudo do problema planar de 5 corpos com as
propriedades ja especificadas acima. Sendo assim cabe aqui a seguinte questao:

Existe alguma projecao das configuragoes centrais do problema espacial de 6 corpos
apresentado no capitulo 5 nas configuracoes centrais do problema planar de 5 corpos
obtidas por Mello e Llibre?

A pergunta pode ser colocada de uma forma mais geral da seguinte maneira:

Dada uma configuracao central espacial com simetrias adequadas, existe alguma projecao
particular tal que produza uma configuracdo planar preservando a propriedade de ser

uma configuracao central?
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Baixar livros de Literatura

Baixar livros de Literatura de Cordel
Baixar livros de Literatura Infantil
Baixar livros de Matematica

Baixar livros de Medicina

Baixar livros de Medicina Veterinaria
Baixar livros de Meio Ambiente
Baixar livros de Meteorologia
Baixar Monografias e TCC

Baixar livros Multidisciplinar

Baixar livros de Musica

Baixar livros de Psicologia

Baixar livros de Quimica

Baixar livros de Saude Coletiva
Baixar livros de Servico Social
Baixar livros de Sociologia

Baixar livros de Teologia

Baixar livros de Trabalho

Baixar livros de Turismo
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