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Resumo

Os estudos do comportamento da interacao gravitacional em microescala, apontam para
a tor¢cao como um componente fundamental na caracterizagao da dinmica desta interagao.
Isto é sugerido tanto nas abordagens da Loop Quantum Gravity quanto das teorias de
cordas, as duas principais candidatas a solucionadoras do problema. Para tanto, estas duas
construcoes se valem do tratamento da interacao gravitacional como uma teoria de gauge
segundo a estratégia proposta por Utyama/Kibble/Sciama (1955). Desenvolvemos, neste
trabalho, uma base de projetores de spin para tensores de rank-3 que permite caracterizar
teorias gerais de gravitacao na presenca de torcao a nivel de arvore segundo suas excitagoes
locais. Em seguida, aplicamos o método a um problema especifico, inspirado nas teorias

gravitacionais oriundas das Supercordas no regime de baixas energias.
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Abstract

Studies of the gravitational behaviour at the microscale points towards a very important
role played by torsion in caracterizing dynamics of gravitation. This is suggested by
both Loop Quantum Gravity and Superstring Theory, the two main candidates to give
a consistent decription of Nature in this scale. In these fundamental scenarios, gravity
is regarded as a gauge theory following the proposal by Utyama/Kibble/Sciama (1955).
In this work, we develop a new basis of spin-projectors in the space spanned by rank-3
Lorentz tensors that may be useful in determining the dynamics of gravitational theories
with torsion at the tree approximation, in terms of its fundamental local excitations. Also,

we apply our set-up to a specific problem, inspired by low-energy effective string theories.
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Capitulo 1

Introducao

A Fisica enquanto ciéncia tem por objetivo descrever a evolucao dinamica dos sistemas.
No método analitico da Fisica Moderna, isto se repercute como entedé-los como entidades
compostas cujas partes interagem entre si. Com esta postura, a principio, o reconheci-
mento das sub-partes de um sistema e as interagoes envolvidas, ou seja, a forma como
as varias componentes trocam informagoes entre si e modificam por consequéncia os seus
atributos, deve em principio ser suficiente para resolver qualquer problema de fisica con-
siderado.

Ao longo do século XX, esta postura foi sistematicamente empregada, tendo passado
por uma profunda reinterpretacao com o advento da mecanica quantica e culminando na
fisica de particulas elementares, por sua vez representada simbolicamente pelas teorias
quanticas de campos.

Pode-se dizer que o grande triunfo desta metodologia é o Modelo Padrao da Fisica
de Particulas, uma teoria quantica de campos baseada num principio de simetria local
(teoria de Yang-Mills) sob transformagoes do grupo U (1) x SU (2) x SU (3) , que descreve
3 das conhecidas 4 interacoes fundamentais da natureza - o eletromagnetismo e as forcas
nucleares forte e fraca.

Paradoxalmente, enquanto o entendimento da dinamica se revolucionou no mundo

microscopico com a Mecanica Quantica, a gravitagao, de todas a mais antiga qua a hu-



manidade conhece, se revolucionou no sentido mais holistico possivel com a Teoria da
Relatividade geral de Einstein.
O fato de que a massa inercial m; e a massa gravitacional m, sejam iguais leva ao

cancelamento da carga da interacao na segunda lei de Newton,

Mm, 2 M

G (1.1)

e, portanto, a carga da interacao de cada um dos participantes de um processo nao ¢é
determinante na forma como cada um é afetado, mas apenas o efeito global da densidade
de energia total. Isso permitiu a construcao por Einstein de uma teoria que descreve o
movimento por meio da dinamica da geometria do espaco que cada um dos interagentes
percebe. Com isso, a Relatividade Geral aponta para uma dualidade entre energia e
espago e uma consequente reinterpretacao do que propriamente é entendido como espaco,
e por extensao, todo o universo.

Postas estas consideragoes, as duas construgoes parecem se basear em aspectos to-
talmente distintos da natureza. Enquanto as interacoes do modelo padrao da fisica de
particulas sao compreendidas com base nas propriedades intrinsecas a matéria, a gravi-
dade por outro lado é determinada por uma estrutura (aparentemente) alheia a esta - o
espaco-tempo.

Neste sentido, uma vez que estas duas classes de fenomenos tratam de aspectos tao
distintos da nossa percepcao, o desejo intelectual de se dizer algo sobre o comportamento
da gravidade em micro-escala coloca a pergunta: Qual a necessidade de se promover o
campo gravitacional ao cardter quantico? Em outras palavras, qual a necessidade de se
quantizar a gravitagao?

A resposta a esta pergunta ainda nao é consenso na literatura [1], mas uma discussao

vem da analise das equacoes de Einstein
1
G =R — §AgW =rT,, . (1.2)

No regime quantico da matéria, o tensor energia-momento ganha carater operatorial

e ¢ necessario por isso reconstruir a equagao (1.2) .
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Trés hipdteses se apresentam para isso:

G = K{Tw) ; (1.3)
<GIW> = K’<TMV> ) (1.4)
CA?W = /iTw, ) (1.5)

A equagao (1.3) é referida na literatura como abordagem semi-cldssica ou teoria
quantica de campos em espacos curvos. Embora esta prescricao seja razoavel enquanto
uma aproximacao (e de fato foi usado por Hawking para derivar o famoso resultado da
entropia de buracos negros), quando encarada como uma afirmagao fundamental (de que
a geometria é inerentemente cldssica e ndao deve ser quantizada) leva a diversas incon-
sisténcias.

O ponto mais problematico do método semi-classico é que os proprios estados dos
campos de matéria dependem da geometria sobre a qual se encontram que por sua vez é

determinada por estes
Guv (9) = K(To (9:9)) - (1.6)

Desta forma, qualquer solucao de (1.3) deve ser encontrada dentro de algum mecanismo
autoconsistente de resolugao até agora desconhecido.

Esta dependéncia implicita com a métrica levou a observagao de que tais estados nao
devam obedecer ao principio da superposicao e desta forma a estrutura linear da mecanica
quantica possivelmente deva ser abandonada quando se considera efeitos gravitacionais.

Além deste problema central de auto-consisténcia, nao é fisicamente claro como o
estado | ) deva ser escolhido. E ainda, a computagao de amplitudes de transicao com a
escolha de estados ”in”| ) e "out”( | implica na métrica nem mesmo ser real.

A segunda opgao é a equagdo (1.4). Esta hipdtese coloca a teoria fundamental da

gravidade em micro-escala numa descricao completamente estatistica no sentido classico.



Em particular, todas as leis de conservacao de quantidades sao respeitadas apenas nos
valores médios. Isto colocaria o fenomeno gravitacional numa classe fundamentalmente
distinta das outras interagoes nas quais as quantidades conservadas sao respeitadas em
cada processo individual.

Claramente este carater peculiar deve ser discutido com base no que reconhecemos
como os observaveis da gravitacao. Este ponto ainda é polémico na literatura, e desde a
proposicao da relatividade geral por Einstein ainda se discute o que define uma medida
na relatividade geral (cldssical) [1] , [2], [3], [4] .

Uma critica pragmatica em relacao a esta postura é simplesmente que a teoria desta
forma nada diz a respeito da dinamica da matéria quantica via interagao gravitacional e
funciona apenas como um aparelho cinematico de computacao de grandezas estatisticas
sobre a energia e momento. Do ponto de vista preditivo portanto, a teoria tem pouco (ou
nada) a dizer sobre como funciona a natureza.

Com isto, resta a ultima candidata, a equacao (1.5), que poe efetivamente o problema
de se estudar os graus de liberdade da métrica como operadores lineares num espaco de
estados e define propriamente o problema da gravidade quantica.

As equagoes de Euler-Lagrange entretanto sao apenas a versao classica de uma teoria

e neste sentido o problema é mapeado no estudo das propriedades do gerador funcional

2= [Dlgeser

onde Sg_p é a acao de Einstein-Hilbert

1
Sp_g = —/d4x\/—gR )
2K

Comparado com as outras interacoes entretanto o problema parece mal definido. En-
quanto os campos das outras teorias sdo fungoes (funcionais lineares) com dominio no
espago-tempo de Minkowski e imagem numa determinada representacao do grupo de
Lorentz, a métrica por outro lado é a definidora do préprio espaco sobre o qual a matéria

interage.



Desta forma, a adaptacao da linguagem das TQC ao problema da gravidade quantica
passa por encontrar um método que permita incorporar a métrica curva do espago-tempo
como efetivamente definida sobre algum espaco plano. Tal construgao foi realizada por
Utyama em 1955 incorporando o grupo de Lorentz como uma simetria interna de uma
teoria definida sobre um espaco plano, influenciado pelo entao recente trabalho de Yang-
Mills (1954) sobre simetrias internas locais. Apds a demonstracao realizada por t’ Hooft
na década de 70 da renormalizabilidade das teorias de YM, a estratégia de Utyama tomou
uma posicao central na discussao da gravidade quantica permitindo que de certa forma
a interpretagao geométrica seja flexibilizada em favor da descri¢cao dinamica de conexoes
num fibrado.

A fus@o completa da abordagem das TQC a gravidade ainda passa entretanto por

muitos outros problemas conceituais. A citar

e Quanto do aparato conceitual e técnico da relatividade geral, como a hipdtese de
que o espaco-tempo seja uma variedade infinitamente diferenciavel, propriedades
topologicas da métrica como a existéncia de horizontes de eventos e até mesmo a
comutatividade das coordenadas espaciais deve ser mantido no processo de quan-

tizagao?

e Possivelmente a prépria interpretacao de Copenhagem da MQ nao seja mais apro-

priada ja que a suposta realidade classica agora quer ser entendida dinamicamente.

e Quais fontes de matéria devem ser quantizadas com o campo gravitacional?

Em geral as investigacoes destas varias questoes se desenvolveram ao longo da histéria
da Quantum Gravity em duas grandes escolas de pensamento. A escola da fisica de
particulas e os partidarios da relatividade geral classica.

Embora instrumentalmente a discussao em ambas as comunidades envolva mais e mais
elementos comuns, as hipéteses assumidas bem como a interpretagao geral do fenomeno

gravitacional ainda difere radicalmente em muitos pontos.



Na escola da fisica de particulas, a dinamica de um campo quantico é identificada
fundamentalmente no pdlo de um propagador e nas corregoes de vértice advindas do
lagrangiano de interacgao.

Para que esta estrutura seja realizada no lagrangiano de Einstein-Hilbert é necessario

adotar a prescricao de campo fraco para a métrica

Guv = gc;uz + /fh;w )

em que a estrutura estocastica do campo quantico, que é avaliada na integragao funcional,
¢ supostamente carregada na flutuagao h,, sobre alguma métrica estdtica ¢, que seja
solucao das equacoes classicas de Einstein.

Com esta prescricao a acao de Einstein-Hilbert toma a forma de um caracteristico
termo Gaussiano, responsavel por um polo e a consequente dinamica dos graus de liber-
dade da teoria, seguido por uma série infinita de termos de interagao indexados por
poténcias na constante de acoplamento k

o0
Spw— S = / d*z Q" Gaph®™ + 3 (5 LD (hy; 0,)
j=1

Escolhendo-se a configuracao métrica de fundo como a métrica de Minkowski ¢¢,, =
N a teoria de Einstein é desta forma posta em pé de igualdade com as outras teorias
quanticas de campos. As flutuagoes da métrica sobre Minkowski h,, sao identificadas
como os quanta (o graviton) da teoria, que por sua vez, enquanto uma legitima TQC,
se propoe a calcular amplitudes de transi¢ao/se¢oes de choque entre as suas excitagoes
fundamentais (particulas).

O grande resultado desta abordagem é que a teoria resultante é nao renormalizavel, e
portanto nao faz sentido enquanto teoria fundamental.

Este resultado, pode ser concluido por uma simples analise dimensional da constante
de acoplamento [5], [6], [7]. Uma vez que a constante de acoplamento ~ tem dimensao de

1

comprimento (comprimento de Planck 10733m) ou [massa]™! , um diagrama de Feynmann

com n vértices, isto é, com uma poténcia em k" , deve acompanhar uma integral que como



um todo tenha dimensao [massa]™ para que no final o resultado seja uma amplitude de
probabilidade (adimensional). Isso implica que graficos a suficientemente altas ordens na
constante de acoplamento (a depender da estrutura do gréfico) aparecem com integrais
cujos integrandos tém dimensao positiva de energia/momento resultando por isso em
infinitos quando avaliadas em todo o espago dos momenta.

A interpretacao moderna de teorias nao renormalizaveis é de que a constante de acopla-
mento

1

g=-——=; |Mmo| =massa , n>0
(mO) [0]

define o dominio de validade da teoria ao longo da escala de energia envolvida nos pro-
cessos. Uma vez que g < 1 para a validade da expansao perturbativa, isto implica que o
valor real do parametro de massa caracteristico mg seja muito alto. Por consequéncia, a
avaliacao de integrais no espaco dos momenta sobre um volume maior do que o englobado
por uma esfera de raio mgy pode resultar (apés multiplicagao por g) em amplitudes de
probabilidade maiores do que 1.

Visto de outra forma, a dimensao positiva em comprimento de g

9= (lo)n

indica que novos interagentes entram nos processos quando as distancias testadas sao
menores do que [p. Em outras palavras, as particulas associadas aos campos da teoria
possuem estrutura interna e nao sao excitagoes legitimamente fundamentais.

Isto é ainda assinalado na série infinita de contratermos que surgem no processo de
renormalizacao de tais teorias. As sucessivas altas poténcias de derivadas dos campos
introduzem um carater nao-local na teoria mais uma vez indicando que as excitagoes
quanticas dos campos da teoria tem carater extendido e portanto composto.

Desta forma o método perturbativo aplicado a teoria de Einstein sugere que esta deva
ser encarada apenas como o limite de baixas energias de alguma teoria mais funfamental
ainda desconhecida e o graviton deve ser visto como uma excitagao composta.

Os trabalhos nesta filosofia portanto devem continuar no sentido de buscar extensoes
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da relatividade geral que garantam renormalizabilidade e gerem a teoria de Einstein como
limite de baixas energias.

O fenomeno gravitacional nesta filosofia emergiria via algum mecanismo de quebra
de simetria em que o graviton apareceria como um condensado. Varios trabalhos nesta
linha foram realizados na década de 80 por A. Zee [8], [9], [10], Adler [11], [12] e outros
[13], [14]. Em geral estes modelos levam a inclusao de termos com poténcias superiores
na curvatura que efetivamente garantem a renormalizabilidade em todas as ordens [15]
entretanto introduzem estados com normas negativas (ghosts).

Ainda neste sentido novas simetrias foram buscadas de modo a incorporar os contrater-
mos, o resultado disso hoje sao as teorias supersimétricas, em particular as supergravi-
dades, e as teorias de supercordas (que nasceu motivada pelos estudos de espalhamentos de
hadrons) que além da supersimetria incorpora também a invariancia modular (invariancia
sob diffeomorfismos gerais - possivelmente desconectados com a identidade - do toro) e
fornece além de uma teoria para a gravidade, também uma possivel origem unificada para
todas as interacoes.

Outra possibilidade ainda pouco explorada é o estudo de extensoes da RG através de
termos com torgao, que na construcao da gravidade como uma teoria de YM aparece em
pé de igualdade com a curvatura na composicao do tensor intensidade de campo da teoria.

Termos de tor¢ao de fato aparecem no limite de baixas energias das teorias de cor-
das associados ao field-strength do campo de Kalb-Ramond By, [16]. Neste sentido a
deteccao de torcao poderia ainda ser ser vista como uma comprovacao indireta da teoria
das supercordas [17], [18].

Nas mais novas interpretagoes das dimensoes espaciais extra sugeridas nas teorias de
cordas, os chamados cendrios de Brane-Worlds [19], [20], [21], a tor¢ao tem sido explorada
também através da associagdo com o tensor intensidade do campo de Kalb-Ramond [22],
[23]. O campo de Kalb-Ramond nesta visao pode caracterizar de alguma forma a topologia
da variedade através da associagdo da parte pseudo-vetorial da torgao S, « £, 1"

(que carrega toda a informacao do tensor intensidade de campo H,,. = 0y By) com o



invariante topolégico de Nieh-Yan [24], [25] e conexbes com a anomalia quiral [26].

Os cenarios de Branas se acomodam ainda na interpretacao de que a gravidade seja o
regime de baixas energias de uma teoria desconhecida definida em dimensdes superiores,
com o incremento de que o nosso universo apare¢a no processo de quebra de simetria
como uma configuragao do tipo defeito topolégico [27], [28], [29] de tal teoria (teoria M?).
A principal vantagem desta visao reside no fato de que com ela desaparece o problema da
hierarquia da fisica de particulas.

Os modelos de Branas fornecem ainda uma possibilidade interessante de comprovacao

experimental no LHC através do mecanismo de geragao de gravitons massivos [30], [31].

Do outro lado da questao, estao os fisicos com formacao na escola da Relatividade
Geral. Para esta comunidade a teoria de Eisntein com todas as suas implicacoes filoséficas
sobre a nossa percepcao dos conceitos de espaco, tempo e energia deve de fato ser encarada
como uma teoria fundamental da natureza. O principal argumento para isso é que o
cardter dos observéveis da teoria é ainda mal compreendido mesmo a nivel cldssico [2].

Neste sentido, o requerimento de que as excitacoes da gravidade sejam locais como a

subentendida expansao linear,

Guv = N + ffh,u,u )

deve ser uma hipdétese mal construida. Segundo esta visao, a caracterizacao da dinamica
da teoria deve mais precisamente se dar em termos de observéaveis nao locais [32], [33]
[34]. Isto é ainda corroborado na observagao de que a aproximagao de campo fraco quebra
manifestamente uma simetria presente na teoria classica - a invariancia sob transformagoes
gerais de coordenadas, os também chamados difeomorfismos.

Os difeomorfismos tém uma conexao profunda com o principio relacional de Mach [35]
presente na relatividade geral que diz serem os movimentos dos corpos, apenas relativos
entre si, e nenhum espago/referencial fundamental pode ser concebido na presenca de
matéria.

Deste modo a construgao da quantum gravity para os relativistas passa necessariamente



por implementar as transformagoes gerais de coordenadas no espaco de Hilbert dos esta-
dos da teoria. Ou seja, a formulagao da teoria quantica deve ser independente da métrica
de fundo (background).

A evolucao histérica desta linha de pensamento culminou no que hoje chamamos de
Loop Quantum Gravity (LQG).

Tecnicamente, a LQG é construida como uma teoria cujos graus de liberdade sao
carregados numa conexao de gauge associada ao grupo de Lorentz (conexao de spin) no
sentido proposto por Utyama (1955), entretanto estendida ao plano complexo onde os
graus de liberdade sao entao parametrizados pelas partes auto-dual e anti—auto-dual da

conexao de spin original

+ ab __ ab - _ab cd .
A" = w, " e qw,

— ab ab - _ab cd
A = w," = e qwy,

As varidveis acima s@o conhecidas na literatura como varidveis de Ashtekar [36], [37]. A
motivacao para isso é o emprego do procedimento de quantizacao nao-perturbativamente
através do método canonico de sistemas vinculados de Dirac. A utilidade desta reparametrizacao
do espago de fase esta no fato de que com ela os vinculos, que na teoria completa (nao-
perturbativa) definem o hamiltoniano, tomam a forma polinomial ao contrario do que
acontece no formalismo métrico. A rejeicao ao método perturbativo é baseada na ob-

servacao de que quando se aplica a prescricao perturbativa de campo fraco

G = Nuw + /{hp,u

os vinculos da teoria original sao quebrados e o hamiltoniano nao pode mais ser escrito
em termos daqueles.

Com isso, apos a imposicao de condicoes de realidade, o espaco de fase da teoria se
reduz ao de uma teoria de Yang-Mills com grupo de gauge SU (2).

A caracterizacao quantica da teoria é entao finalmente realizada em termos dos ob-

servaveis (nao-locais) dados pelas holonomias da conexao. Os chamados loops de Wilson
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foram inicialmente propostos no contexto da QCD como uma medida do tensor inten-
sidade de campo da teoria através da avaliagao de um funcional do campo de gauge ao

longo de curvas fechadas. Sao defnidos por

We=Tr [pexp (zj{ Audx“)}
c

onde p é um operador de ordenamento e C' é uma curva fechada sobre a variedade base.
A invariancia de gauge é garantida pelo traco o que faz de W um bom candidato a
observavel.

Posteriormente, observou-se que outras extensoes dos graus de liberdade que nao a no
plano complexo podem ser feitas [38], [39] com o que se introduziu um parametrizagao
da transformacao canodnica inicialmente proposta por Ashtekar, o parametro de Barbero-
Immirzi ~.

O parametro de Immirzi pode ser visto como uma medida das flutuagoes quanticas da
torcao a menos de termos de superficie dados pela integracao da densidade topoldgica de
Nieh-Yan [34] e desenpenha por isso um papel fundamental na discuss@o das quebras de
paridade associadas & componente axial da torgao [40].

Com esta construcao a agao de E-H toma a forma

1
Sp_y = /d%ee’jef} (RW” — —é?”KLRWKL) .
Y

Em particular, dois importantes resultados da teoria foram a computacao do espectro
discreto de quantidades geométricas a nivel fundamental em termos dos loops de Wilson
[3] e a derivacao do resultado de Hawking-Bekenstein sobre a entropia de buracos negros
[41], [42], [43].

O ponto fragil por outro lado é a dinamica. Embora a caracterizacao cinematica do
espaco de Hilbert ja se encontre bem compreendida através de uma representagao dos
estados em termos das possiveis imersoes de grafos (spin-networks) [44] na variedade

espago-tempo base, a caracterizagdo da evolugao destes ainda apresenta problemas [45].

Apesar das posturas interpretativas das duas metodologias parecerem bastante distin-

tas, elas podem no fundo ser complementares no sentido de que enquanto os partidarios
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da fisica de particulas buscam teorias bem caracterizadas por excitacoes fundamentais
(locais) que gerem a relatividade e os gravitons como agregados destas, a Loop Quantum
Gravity estd empenhada em construir uma teoria quantica consistente para as excitagoes
da Relatividade Geral mesmo reconhecendo o seu cardter nao-local e topoldgico. Este
argumento torna mais justa a denomingao frequentemente utilizada da LQG como uma
teoria para a Relatividade Geral Quantica [46].

Semelhangas formais entre as duas construgoes emergem em varios pontos e certamente
muitas outras aparecerao nos préximos anos, para citar uma, vale a observacao da estrura
extendida dos tijolos constituintes de cada uma delas. Cordas de um lado e loops de

outro.

Enfim, fundamentado na filosofia de que grandes projetos implicam o desenvolvi-
mento de grandes técnicas que em geral se difundem nos diversos ramos do conhecimento
cientifico e embasado nos resultados reportados acima e ainda em varios outros desde a
descoberta dos ghosts por Feynmann ainda na década de 50 em estudos da QG, passando
pela construcao da SUGRA até a representacao dos polinémios de Jones em termos de
invariantes topolégicos de variedades 3-dimensionais realizada por Witten [47], que lhe
rendeu a medalha Fields, pode-se se dizer que o estudo da gravidade quantica é sem

duvida um ambiente repleto de razoes para ser explorado.

Um ponto importante em ambas as linhas de argumentacao, é a compreensao do papel
da torcao nas teorias de gravitacao. Neste trabalho, colocamo-nos a questao de discutir
mais detalhadamente o conteido de teorias com tor¢ao dinamica ja a nivel de arvore nos
graficos de Feynman. Recentes trabalhos [48], [49] sugerem uma possivel contribui¢ao da
torcao no setor eletrofraco, e apresentam interessantes resultados através de fenomenos
induzidos pela torgao e corregoes a processos fisicos (com a possibilidade de detec¢ao no
LHC) advindos do acoplamento de graus de liberdade da torcao as familias de férmions
do Modelo-Padrao. Também, outros trabalhos [50] sugerem uma interessante conexao da

torcao com questoes fundamentais da cosmologia, como a discussao da singularidade do
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universo primordial e o problema da energia escura.

Para tanto, fizemos uma revisao da construcao de YM das interacoes Eletromagnética
e as forcas nucleares forte e fraca (este é o conteido Capitulo 2), e mostramos como o
formalismo de calibre se adequa ao caso da gravidade, no qual se verifica o papel funda-
mental do tensor de torgao, o que é apresentado no Capitulo 3. No Capitulo 4, discorremos
brevemente sobre a construcao Teleparalela da interagao gravitacional, uma proposta al-
ternativa a RG para descrever a gravidade a nivel cldssico, com base numa teoria de
calibre para o grupo das translagoes, na qual a torcao carrega toda a dinamica, enquanto
a curvatura € identicamente nula. Enfim, com o intuito de estudarmos as excitagoes locais
da gravitacao na presenca de tor¢ao dinamica, elaboramos, no Capitulo 5, um formalismo
para projetores de spin no espaco dos tensores de rank-3. Alternativamente ao conjunto
de projetores ja apresentados na literatura por Nieuwenhuizen e Sezgin em 1980 [51],
construimos independentemente uma outra base, bem como uma extensao de operadores
de mapeamento entre os sub-espacos de spin. Aplicamos a seguir esta construcdao numa
teoria com termos explicitos de torcao, inspirada nos lagrangianos provenientes das teo-
rias de cordas como sugerido em [52] e procedemos a inversao do operador de onda e
a consequente extracao da funcao de dois pontos da teoria a nivel de arvore. Este é o
material contido no Capitulo 6. A contribuicao original desta Dissertacao esta completa-
mente contida nos Capitulos 5 e 6. Finalizando, segue o Capitulo 7, onde sao reunidas as

Consideracoes Finais e Perspectivas e Encaminhamentos.
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Capitulo 2

Teorias de Calibre

Sao expostos os ingredientes e a construcao de uma teoria de calibre. Como exemplos,
mostramos a Eletrodinamica como a teoria de gauge para o grupo Abeliano U (1) e as
teorias da interacao fraca e QCD como teorias de calibre para os grupos nao-Abelianos

SU (2) e SU (3), respectivamente.

2.1 Introducao

As teorias de calibre, as quais também nos referimos como teorias de gauge ou teorias de
Yang-Mills, talvez sejam o exemplo mais bem sucedido das teorias quanticas de campos
(TQC) na Fisica de Altas Energias.

Isto porque, das 4 interagoes fundamentais que conhecemos, 3 delas sao bem entendidas
como tais, a interagao Eletromagnética e as forcas nucleares forte e fraca.

Essencialmente, o ingrediente fundamental para a cosntrucao de uma teoria deste
tipo é a requisicao de invariancia do lagrangiano sob transformagoes locais de algum
determinado grupo de simetria sobre os campos da teoria.

Uma interpretagao disto é que sendo o ato de observagao nas TQC’s usuais um

fenomeno local, a equivaléncia entre diversas formas possiveis de se caracterizar um sis-
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tema fisico deve no caso mais geral ser independente para cada observador situado numa

posigao arbitraria do espago [53].

2.2 A Eletrodinamica como uma teoria de gauge para

o grupo U (1)

A matéria fundamental fermionica é descrita pelo lagrangiano de Dirac

EDiTac = va (,y,uau - m) @D ;

que ¢é invariante sob transformagoes de fase (transformagoes do grupo U (1)) globais nos

espinores
1/} N wl — efieaw : E|_> E/ — eieaa _—
/Dirac = eieaw (Fyua,u - m) efieaw = ﬁDirac
entretanto, quando se promove o parametro da trasformacao a uma funcao das coorde-

nadas a = « (z), (transformacao local) o termo cinético nao é mais invariante
W O — i () 110, (€7 Y) = iy O + ey YO, ()

A fim de restaurar a simetria da teoria na versao local das transformacoes abelianas é
necessario portanto criar um artificio que reabsorva o termo expurio.

Este mecanismo ¢é realizado precisamente pela introducao de um termo de interacao
do campo de matéria com o 4-vetor potencial do campo eletromagnético (campo de gauge
para o grupo U (1))

L = Lpirac + ieA ")

que recebe a transformagao de gauge, que no setor de matéria se manifesta numa fase,

como um deslocamento pelo gradiente do parametro da transformacgao

A, — A+ 0,0 () .
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A andlise dimensional (em unidades SI) das duas expressoes acima

—M:eneriaxa ezizCara
(A = o = fenergial x [o] = [ = 1 = [carge)

mostra que com esta construgao a corrente ieyy"1) que se acopla ao campo A, pode ser
interpretada como corrente de férmions carregados eletricamente (elétrons!).
O termo de interacao pode ser acomodado no que se chama de prescrigao de acopla-

mento minimo, definidora da derivada covariante de calibre
D, =0,+1ieA, ,

que por sua vez motiva a interpretagao do campo de gauge como uma conexao no fibrado
”Minkowski x U (1)”em analogia com a conexao da geometria diferencial.
A dinamica para o campo eletromagnético pode por fim ser dada pelo termo de

Maxwell e o resultado é o Lagrangeano da Eletrodinamica espinorial:
— 1 BV ol (A
E——ZFWF +ip (YWD, —m) .

Com o mesmo procedimento, contréi-se a partir do Lagrangeano livre de Klein-Gordon
para um campo escalar complexo

1 * ]' *
Lx_¢ = 5 nP oMo — §m290 2

que, como no caso espinorial, é invariante sob transformacoes globais de fase, o lagrangiano

da eletrodinamica escalar

1 1 1
£K—G = _ZFMVFMV + EDMQO*DMSO + §m2‘P*SO

invariante sob transformacoes locais de U (1).

O acoplamento minimo fornece, desta forma, um método de propor interacao entre as
particulas carregadas por meio de um campo mediador, o campo de gauge.

A dimensao da constante de acoplamento em unidades naturais (¢ = h = 1) é 0, o
que implica se tratar de uma teoria com divergéncias logaritmicas, portanto uma boa

candidata a renormalizavel, como de fato é.
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2.3 Teorias de gauge Nao-Abelianas

Na secao anterior, vimos que a teoria que descreve a interacao entre particulas elet-
ricamente carregadas pode ser vista como resultado de se exigir que os Lagrangeanos
L (¢, (R Au) e L(p,9*;A,) para o caso fermionico e escalar respectivamente, sejam in-

variantes sob as transformagoes locais do grupo abeliano U (1) sobre os campos na forma

Ay — Ayt oua(x) ;

b o =y

! —leq

p — = .

Na linguagem da teoria de grupos, as leis de transformacao acima caracterizam os
campos de matéria 1) e ¢ como elementos da representacao fundamental enquanto o
campo de gauge A, pertence a representacao adjunta do grupo de gauge.

Dito desta forma, pode-se propor teorias que descrevam a interacao entre particulas
simplesmente invocando a invariancia do sistema sob algum outro grupo - em geral nao-
Abeliano. Tais teorias sao por isso chamadas de teorias de gauge nao-Abelianas das quais
sao exemplos as descri¢oes das interagoes nucleares forte e fraca, bem como todo o modelo

padrao da fisica de particulas.

2.3.1 As interacgoes nucleares na descricao das teorias de YM

A associacao de uma simetria a um sistema comeca pela identificacao das degenerescéncias
dos estados em que o sistema se mostra.

Sendo as particulas, auto-estados da matriz de massa numa TQC, a degenerescéncia
de massa aparece como um ingrediente fundamental para a incorporacao de uma simetria
numa teoria que se proponha a descrever tais particulas como suas excitacoes fundamen-

tais.
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Com base nisso e na observagao da pequena diferenca relativa entre as massas do
préton e do néutron, se pensava na década de 50 que estas particulas deveriam correspon-

der a um dublete de campos espinoriais

Up
Un

W=

obedecendo a dinamica, no caso livre, ditada por
L=iP (Iy"0,+ M)W ,

onde
10 m, 0

01 0 m,

e My XMy =M .

O lagrangiano acima ¢é invariante por transformagoes globais de SU (2):
T+ UV ;0 U

com

U = 9% . [Jt = —i9aioi
Y

eo;, 1=1,2 3 sao as matrizes de Pauli.

O decaimento-beta, em que um neutron emite um elétron e um anti-neutrino transmutando-
se para um préton, deveria de alguma forma, portanto, ser explicado pela teoria ja que
os dois campos do dublete estao presentes. A primeira vista, o mais natural é propor um
vértice com os 4 férmions do processo num mesmo ponto. De fato esta foi a proposta por

Fermi

Lot - G (TT) (TT) .

Analise dimensional entretanto indica que o acoplamento é nao-renormalizavel. Em
poténcias de massa temos que o termo cinético do campo de Dirac implica dimensao % para
0 espinor: (%) X 241 =4 com isso para somar 4 poténcias no termo de interacao acima,

necessario a qualquer densidade de lagrangiano em 4-D, é necessario que a constante de
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acoplamento tenha dimensao —2 . Por medidas da taxa de decaimento se pode estimar
o parametro de massa envolvido o que da M = , /ﬁ ~ 246,25 GeV o que implica que
experimentos nessa faixa de energia, ou seja, processos com transferéncia de momento com
esta ordem de grandeza devem violar a unitariedade. Violagao de unitariedade significa
aparecimento de novas particulas e portanto a escala de energia em quetao pode ter a ver
com propriamente a massa de alguma particula.

A solucao apareceu justamente com a construgao da idéia de introduzir bésons medi-
adores da interacao entre os férmions no interior dos diagramas - os bdsons de calibre de
YM.

A idéia das teorias de gauge foram apresentadas em 1954 no famoso artigo de Yang-
Mills [53] onde, considerando a arbitrariedade da definigdo do que é o préton e o néutron
para cada observador, verificou-se ser necessario conectar os varios observadores por uma
rede de transformagoes de SU (2) , que dito de outra forma significa justamente promover
a simetria ao estatus de local.

Como vimos no caso Abeliano, isto implica no termo cinético nao ser invariante
W0, W — iWIV0, W — 0,a; (z) Uy'o, ¥

e na consequente necessidade de introduzir o campo de gauge que, para restaurar a sime-

tria deve tomar valores na algebra de Lie do grupo
A, =A0;,
e receber a transformacao de fase nos campos de matéria como
A, — UAU' +UOU",

lei de transformacao esta que caracteriza um objeto da representacao adjunta do grupo.
Assim como no caso eletromagnético, o acoplamento necessario pode ser acomodado
na derivada covariante de YM
D, =10,+igA, .
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Uma sutileza em relagao ao caso Abeliano é que decorrente do cardter intrinsecamente
matricial do grupo SU (2) , a forma funcional da derivada covariante de um objeto depende
da representagao do grupo a qual este objeto pertence. Em particular para campos das

representacoes fundamental e adjunta,

DY = 10,¥ +igA,¥
D,A, = 10,A, +ig[A,, A
bem como a derivada de um produto (tensorial) de campos deve obedecer a regra de

Leibnitz

D,(E®F)=(D,E)® F + E® (D,F)

donde

D,=1"@1" +igAlP @ 1p +iglp @ A

onde os indices superiores indicam a especifica forma funcional adequada para os campos
EeF.
A dinamica da conexao de gauge pode ser dada com a introducao de tensor intensidade

de campo

F,=[D,D,)=0,A,-0,A,—¢[A, A,

que por ser construido com a derivada covariante, é um legitimo tensor (nao-escalar) do

grupo transformando-se homogeneamente ,
F, —F, =UF,U".
De fato, F',, é um vetor com respeito ao espago linear da dlgebra su (2)
F, =F,o";

por este motivo, a sua introdugao de forma invariante no lagrangiano deve levar em conta

a estrutura de indices internos da algebra o que resulta em
1 nv 1 a puva
[’cian = —ZtT' (FMVF ) = _ZFMVF .
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Em oposicao ao Eletromagnetismo, a expressao acima indica que no caso nao-abeliano
surgem efeitos de auto-interagao do préprio campo de calibre (a nivel de vértice) em

virtude da contribuigao nao-linear do termo cinético
L tr (F,, F" 1A por
_Z r ( 1224 ) e g “w .

Como resultado final, chega-se, entao, ao Lagrangeano

1 y =
L= —ZTT(FWF“ )— i (Iy"D,+ M)W,

por meio do qual agora a interacao entre o préton e o néutron é entendida através da

A 1. A2 . 43 .
dinamica dos campos A, ; A; ; A7

L= .= ) - — Ai AL o iAZ ("
igPA, V¥ =igVAlo" ¥ =ig ( v, U, )

Al +iA2 A Un
agora acomodada sob uma constante de acoplamento adimensional.

Como foi proposta por YM na época, entretanto esta teoria apresentava conflitos com
as observacoes, ja que previa particulas vetoriais sem massa.

Para contornar este problema e utilizar a construcao era necessario portanto criar um
mecanismo que gerasse massa para os bosons de gauge ou os mantivesse de alguma forma
confinados.

O prosseguimento dos trabalhos neste sentido culminaram finalmente na construgao
unificada da interacao eletrofraca no modelo de Weinberg-Salam-Glashow.

Com mais um campo a disposicao na teoria, se verificou o que a nao renormalizabili-

dade do modelo de Fermi indicava. As excita¢oes fundamentais dos campos de gauge sao

as atualmente conhecidas particulas portadoras da interacao fraca, os mésons vetoriais
Wt wWeZz.

cuja massa € a prevista pelo valor da constante de acoplamento da antiga teoria de Fermi
M hoje chamada, por justas razoes, de escala eletrofraca de energia. Uma nova fisica

surgiu portanto na escala em que o antigo modelo falhava.
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2.3.2 QCD

A construcao da teoria das interacoes fortes reproduz a secao precedente se apenas tro-
carmos o grupo de gauge para SU (3) .

Na QCD o grupo de gauge da, a cada um dos sabores de quarks, os nimeros quanticos
de cor (verde, azul e vermelho) que lhes servem como indices para o multiplete da repre-

sentacao fundamental

O campo de calibre agora toma valores na albegra de SU (3)
A, = A

onde

sao os geradores da algebra do grupo (matrizes de Gell-Mann) e suas excitagoes sdo agora
chamadas de glions - os mensageiros da forca forte.

O principal problema hoje da QCD ¢ a questao do confinamento. Embora o modelo
para a interacao forte em termos do grupo SU (3) e seus constituintes fundamentais seja
de grande apelo tedrico, ele pouco diz sobre a fisica dos hadrons isto porque no regime de
baixas energias (quando estes objetos compostos se formam) a constante de acoplamento
toma valores maiores que 1 impedindo desta forma os calculos perturbativos.

O desenvolvimento de técnicas nao-perturbativas para o tratamento dos campos nestes
regimes de altos acoplamentos é hoje uma area de intensa pesquisa e compartilha muitas
interfaces tanto com os estudos das supercordas (conjectura de Maldacena) quanto com

os estudos da LQG.
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Capitulo 3

Gravitacao como uma teoria de

calibre

Explorando a idéia de que um espago-tempo curvo é localmente equivalente ao espaco de
Minkowski (principio da equivaléncia), a teoria da gravitagdo pode ser formulada como
uma teoria de gauge para o grupo de Lorentz SO(1,3). Este é o assunto que cobriremos
neste capitulo, procurando elucidar as etapas mais marcantes no processo de caracterizar
a estrutura de YM da interacao gravitacional. Um dos aspectos mais relevantes é o papel

da torcao na cosntrucao de YM para a gravitacao.

3.1 Invariancia local sob transformacoes de Lorentz

Seja ¢ uma representagao arbitraria do grupo de Lorentz. Seguindo a notagao usual, a
transformacao induzida em ¢ por uma transformacao de Lorentz realizada nas coorde-

nadas espago-temporais expressa-se por
laabzab
o — @l =e? ©, (3.1)

ab

onde X, sado os geradores de SO(1,3) na representacdo do campo ¢ , e a® sao 0s

parametros da transformacao com a,b =0, 1,2, 3.
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Embora a lei de transformacao acima seja valida para qualquer representacao do grupo
de Lorentz, que, por sua vez, é o grupo de simetrias do espaco-tempo da Relatividade Es-
pecial, sob o ponto de vista da construgao de uma teoria de gauge, onde as transformacoes
se dao num espaco interno de simetrias dos campos, analizaremos as transformacgoes real-
izadas pelos geradores ., como totalmente desvinculadas do espaco-tempo, expressando
apenas a arbitrariedade na escolha de uma base no espaco dos campos por parte do
observador. Neste sentido, devemos interpretar os indices a,b nao como indices espagco-
temporais e sim como simplesmente indexadores dos geradores do grupo SO(1,3), que
neste momento é entendido simplesmente como um grupo de simetria da teoria. No que
segue adotaremos a notagao padrao usada na literatura de usar letras latinas mintsculas
para indices de gauge (também chamados de indices de frame) e letras gregas mintusculas
para indices espago-temporais (indices mundo).

Seguindo a construcao precedente, realizada para as teorias de calibre com os grupos
SU(2) e SU(3), a promogao ao carater local da simetria de Lorentz implica na necessidade

de se definir a derivada covariante de gauge

i
D, =8, + ng,ﬂ” (Sab) (3.2)
e o consequente field-strength
R,, = [D,, D,] (3.3)

onde w, = w,ﬂbEab é o campo de calibre da teoria também chamado de conexao de spin.

Explicitando os indices de grupo em (3.3), temos

Ruyabzab = (0# + ngMCdECd) ((91, + ngffzef) — (8,, + ggwffﬁef)(@t + gw#“lECd)
1 2 1 2
= Egaﬂwuefzef - ngMdevefzcdzef - Eg uwMCdzcd + gzwuefqudEefzcd
; 2
/Lg a a g Ci e
= 5 (6Hw,, b_ (9un b) Eab — Zwu dw,, f[ch, Eef];

que usando a algebra dos geradores do grupo de Lorentz

(Eeds Zep] = —(MeeXap + NapSee — NefLde — NdeLcf) (3.4)
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desenvolve-se como

qudeEf[Ecdv Zef] = _qudeEf(nceEdf + ndfzce - ncfzde - ndech>

dwueczde + w,ucewyefch)

d e c e c

= (W, ewy fEdf —w,rwy .. + wy,
a eb a b ca, ;b a eb

= (wu eWy Eab — Wy fWy fzab + Wy Wy czab + Wy eWy Eab)
a eb a b ca, , b a be

= (wu eWy  — Wy fWy f + Wy Wy ¢ — Wy eWy )Eab

b

a cb a cl a be a be
= (wu cWy +Wu Wy T Wy Wy — Wy Wy )Zab

= 4wﬂacwyd’2ab.
A antisimetria em Y., implica ainda que
cd, | e a cb b ca
Wy Wy f[cha Z]ef] = 2<wu Wy T Wy Wy )Eabv

donde

, 2
i
RM,,“bZab = Eg (@Lw,,“b — &,w#“b) Sab — %(wuacwyd’ — wubcwyca)ﬁab.

O tensor intensidade de campo ¢ identificado como a curvatura de Riemann:

ijab — % [aﬂwyab o aywuab + Zg (wuacwycb o wubcwyca)} ] (35)

3.1.1 A wielbein, o contato do espaco interno com a variedade

mundo e a estrutura geral da construgao

Até agora a simetria de Lorentz estd restrita ao espaco interno do grupo de calibre.
Supondo que em cada ponto de uma variedade espaco-temporal a simetria Lorentz é
preservada, podemos fazer a identificacao fisica dos objetos do espago de representacao
da simetria de gauge até aqui tratada, como de fato tomando valores no espaco tangente a
variedade base (espago-tempo). Ou seja, o espaco de ag¢ao do grupo € identificado como o
proprio espago tangente a variedade mundo. Deve haver, portanto, uma correspondéncia
entre objetos na variedade base e na variedade tangente o que implica em principio ser

possivel escrever os objetos de um espaco nas coordenadas do outro e vice-versa. De fato
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tal correspondéncia (traducao entre coordenadas mundo e coordenadas do tipo frame) é

realizada pela vielbein €, . Formalmente, a vielbein ¢ definida pela propriedade
ener g’ =n". (3.6)

Com a identificacao dos dois espacos, a hipdtese de que o espaco-tempo seja uma var-
iedade infinitamente diferencidvel garante que o mapeamento definido pela vielbein seja

inversivel. Com isso se define o mapeamento inverso e = (e~!)% por

=0, = (3.7)

g = n“begeg . (3.8)

De (3.8) verifica-se que a vielbein define um campo de referenciais inerciais sobre a
variedade base a menos de transformagoes de Lorentz, visto que duas vielbeins que difiram

uma da outra por uma TL no espaco interno caracterizam a mesma métrica

g = ey (3.9
_ abac _pad v
= YAl AYe) (3.10)

Da invariancia do produto escalar entre vetores de Lorentz A, V* se verifica a principal

propriedade da vielbein - traduzir as quantidades tensoriais entre os dois espacos:

A VH = g™ ALV, =n"eles AV, (3.12)

motiva as defini¢oes
A, = Ayel (3.13)
B, = B,el (3.14)

e o consequente analogo para vetores contravariantes,

AT = et Ar (3.15)
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Sob o ponto de vista matricial, a expressao (3.8) pode ser reescrita como

g = ene = (3.16)
detg = dete'detmdete (3.17)
detg = —(dete)? (3.18)

que sugere a vielbein como um objeto mais fundamental para a teoria do que a prépria
métrica.

Fazendo a conversao dos indices na derivada usual, obtemos
— o
Oy = €40, (3.19)
O comutador das derivadas, por sua vez, assume a forma:

(04, 0] = [egaﬂ, ey O]
= el(0,ep)0, +€ehey0,0, — € (0,€h)0, — epeh0,0,
= (eg(aueg) - 65(8ueg))ay

= (el (Ouey) — ey (Ouer))ey e,
com o que se define os coeficientes de nao-holonomicidade :
Qap” = (e (Tuer) — € (Fuen))er,  Qap® = —Da” (3.20)

que permite escrever

(00, O] = Qa0 . (3.21)

Exprimindo agora o tensor intensidade de campo anteriormente encontrado, nas coordenadas-

frame,

(D, D] = %Rw“b&b, (3.22)
com

D, — D,=¢e.D,, (3.23)
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tém-se

[Da»Db] = [egDmebD]

= e(D,ey)D, +ekey D, D, —

= eqey[Dy, Dyl + ef(Dyuey) Dy

—ey(D,el)D,,.

Manipulando e (D,e})D, — ey (D,e!)D,,

ey (Duey) Dy, — ey (Dyel) Dy = (e (Dyey) — e (Dyeyy) e, De
usando
eZ(Dyef) Dy(eg‘ei) — ef(DyeZ) = —eg(D,,efL)
eZ(D,,eZ) —eg(Dl,eZ)
a equagao (3.27) torna-se
(ehet — exel) (D) D, = (efet — etel)(Dyes, — Dyet)D.,

Logo,

[Dg, Dy = etey[D,,, D, —

Definindo o tensor de tor¢ao

(3.32) escreve-se como

[Daa Db]

o v [ c c
= eyeh(Dyel, — Dyey)D..

epeh(Dye;, — Dyel,) D..

T, = Dye;, —De

1
= —eley RWCdECd etey T De

2a
1

= _RadeEcd - Tabch .

2

ey (Dvey) Dy — efeg Dy D,

(3.24)
(3.25)

(3.26)

(3.27)

(3.28)

(3.29)

(3.30)

(3.31)

(3.32)

(3.33)

(3.34)

(3.35)

Na ultima expressao, verifica-se que o tensor field-strength da teoria separa-se em duas

partes. Interpretados como coeficientes dos geradores da simetria de gauge da teoria, esta
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expressao indica que o processo de ”colagem”dos dois espacos introduz mais uma simetria
na teoria: a invariancia sob translagoes espaciais.

Como resultado entao ganha-se uma teoria com dois field-strengths, curvatura e torcao,
bem como, dois campos de gauge: a conexao de spin como campo de gauge para as
transformacoes de Lorentz e a vielbein como campo de calibre para as translagoes. Em
outras palavras, estamos diante de uma construcao de gauge para o grupo de Poincaré.

Pode-se questionar chamarmos a wvielbein como um legitimo campo de gauge, visto

que, de fato, a equacdo (3.33) exprime-se como
T = Oue, — Ove;, + wufuey, — w5E, (3.36)

e, portanto, também carrega a conexao de spin como fonte de informagao para sua con-
strucao. Entretanto, esta denominacgao se justifica quando analizamos o comportamento
da vielbein frente a uma transformacao infinitezimal de coordenadas. Sendo a vielbein
uma tranformacao entre as coordenadas tipo-mundo e -frame. Chamando as coordenadas

tipo-mundo de z* e as tipo-frame de %, podemos escrever

o _ 08
= 5 (x). (3.37)
Sob uma tranformagao infinitesimal sobre as coordenadas mundo, temos
a a 8'1'1/ a
e, — e (2') = B O (x), (3.38)
onde
' =z +dx. (3.39)
Com isso podemos dizer que
ox" . y
pyrie (5# — 0,0z ) , (3.40)
e ainda que
ey (x) = e (x + 0x) = e, (x) + 62" 0,e;, (x), (3.41)
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donde concluimos que sob uma transformacao geral de coordenadas (GCT) a vielbein
sofre uma variacao de

Ooer€y = (0270,) €}, — (0,02") ey, (3.42)

ceru

onde no segundo termo do lado direito se identifica um legitimo parametro de trans-
formagao local (caracteristica de simetrias de gauge). Isto justifica tratar a vielbein como
o campo de gauge que promove as interacoes advindas das simetrias das transformagoes

gerais de coordenadas (difeomorfismos).

3.2 Repercussao da derivada covariante de gauge em

objetos com indices de mundo

Segundo o que discutimos até aqui, a derivada covariante de gauge atua sobre objetos
que sejam representacoes do grupo de gauge, em outras palavras, os objetos devem ter
indices de grupo para que a conexao de gauge modifique a derivada convencional J, .
Entretanto, para a teoria em questao pode-se perguntar como a derivada covariante atua
num objeto cujos indices de grupo (frame) foram traduzidos para indices de mundo através

da vielbein. Ou seja,

D,X"=0,X"+w, X"

X Xt =el X =

DX*"+—V,X"=7 (3.43)

Utilizemos o mapeamento realizado pela vielbein,
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D,X* = D, (e*X")
— D (ef) X" + 8D, (X)

_ a v a v
- DN (elj) X + euaﬂX :
Podemos agora atuar a esquerda com a vielbein inversa :

enD,X* = ey [D,(e)) X" +e,0,X"]

a

= 9, X" +e"D, (e%) X", (3.44)

onde utilizamos o fato de que o objeto X", por nao conter indices de grupo (nao carrega
carga de gauge), possui derivada covariante de calibre trivialmente dada pela derivada
usual.

O resultado (3.44) pode ser identificado como uma medida da variagdo do objeto X*
com respeito a coordenada x*, respeitando a correcao advinda da conexao de spin. Em
outras palavras, podemos adotar a expressao (3.44) como uma definigao para a derivada

covariante sobre objetos com indices de mundo:
V. X" =€) (D, X) =0, X"+ T}, X" ; I, =e;Dy(ey) - (3.45)

Analogamente, tem-se para vetores covariantes

D, X, = D,(e.X,)=D,(el) X, +¢e.D,(X,) (3.46)
= D,(e) X, +e€.0,(X,) = (3.47)
eeD, X, =erD, () X, + 0, (X,). (3.48)
Por outro lado,
exDy (eq) + Dy (ex) eg = Dy (65) = 0 (3.49)
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e, consequentemente

€D, (¢)) = —eiD, (¢f) = T, (3.50)
Logo,
V. X, =e€(D,X,) =0,X, — [ X, (3.51)

que novamente concorda com a definicao de derivada covariante para vetores covariantes
na geometria diferencial.
Em particular,

Vugw% = ezeﬁ (Dunab) =0, (3'52)

com o que se conclui que a derivada covariante de gauge se traduz numa derivada sobre
indices mundo, cuja conexao ¢ naturalmente uma conexao métrica.
Ainda no sentido de analizarmos as propriedades do objeto ', vemos que sua parte
antisimétrica corresponde ao tensor de torcao:
v _ v a a\ __ v a
Vi = € (Dues — Dyelt) = el (Tr,) (3.53)

A parte simétrica pode ser explicitada via manipulacoes de
V/Lgl/li + vl/g;m - Vf-eg;w =0

com o que se verifica corresponder ao simbolo de Cristoffel:

1
F?,uzz) = 5957 (a,ugl/ﬁ + al/gHM - ang;w) . (354)

Concluimos, portanto, que a metodologia empregada aqui, de interpretar as diferentes
representacoes do grupo de Lorentz como efetivamente cargas de gauge, ou seja, a con-
strucao de uma teoria de calibre cuja carga é o spin, nos leva naturalmente aos objetos
encontrados na formulacao geométrica do fenémeno gravitacional com a extensao de ad-
mitir a conexao métrica, em geral, tanto com partes simétrica (simbolo de Cristoffel -

teoria de Einstein) quanto antisimétrica nao nulas.
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3.3 Construcao de Funcionais de Acao Invariantes

Levando adiante a analogia com as teorias de gauge usuais, a proposta imediata de acao
¢ sem duvida

S = / d*zeR,,""R" 4,

onde e denota o determinante da vielbein e = y/—g, introduzido a fim de tornar a agao
invariante sob reparametrizacoes.
Entretanto, a disponibilidade de contracoes com os indices da vielbein possibilita que

um termo ainda mais simples seja concebido neste caso - a acao de Einstein-Hilbert
S = /d4xeegeZRW“b : (3.55)
Variando a ac@o (3.55) com respeito a vielbein, encontramos
/d4x56 [eetey R, "] = /d4x {5 ]e] ey R, ™ + 268 [e)] ey Ry} (3.56)

Em particular, a variagao de e com respeito a vielbein desenvolve-se como

0 )
_ v 0 1 _2 3
seg 19 = g [ ehewened
| BB g a (e

+525A0 1.6 (6)65+53520 1 2 6 (6‘;\)

aH}LV(Se ,LLVH66

= g [(50(5)‘61 23 e T (5 (5 e o +(5252626i g—i- 535’\606162] )

aul/ UEVER

Olhando para o termo 5“”"‘5(3252‘ ele 262 :
5‘“’"5(50 (5’\) ell, eg’ = 5‘””“560 (eb eb’\) eZ’

= (eo ey + e 61 + 2 62 +e 63) 5“””“550616i6§

_ uun§'0123 A pureé 0.1 2 3
= ¢ 608 d,€,€ (5 e eo)e 04€,CrC¢

_ AéO(glwnfe e €i€§) i (6,\(1)(2)(3)53 ,\50 0123)

v~
e
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onde indices entre parénteses denotam coordenadas tipo-frame.

Por outro lado,

DAB) = ALOOOG) = Age = ¢ (3.57)
donde,
<5A<1)<2><3>5; _ 635350123> = eyd0 — eydo = 0. (3.58)
1

Efetuando a soma de todos os 4 termos encontra-se:

)
oes

] = eepd’ = ee) . (3.59)

Afim de obter a variagdo do elemento de matriz € (vielbein inversa) com respeito a

um elemento de matriz ez da vielbein, vemos que

se)e' +ef(e!) =0

(e, = —(e),0(@ule™), =

d(el) = —et (66Z) e; =
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O(eh) _ —eh(0ep) ei _

—ett (562) ey

= = 0} = —jeliel = —eley 3.60
geb, get, b 5, b€aCd €a (3.60)
Ou,
dled] = —elerd [eiﬂ (3.61)
dles] = —egeldles], (3.62)
com o que (3.56) pode ser reescrita como
/d4x {eeletey R, " — 2eeet el R, ™} 6 5], (3.63)

donde, devido a arbitrariedade da variacao J [e§] , a inversibilidade da vielbein (<=
dete # 0) e a condi¢do de extremizacado da acdo, identificamos o coeficiente como as
equacoes de movimento
erR— 2R =0, (3.64)
que se contraida com ej,g,, reduzem-se as equagoes de Einstein no vacuo
1
R, — §Rg,w =0. (3.65)

Efetuemos agora a variacao da teoria com respeito a conexao de spin:

/d4m5w [eetey R, "] = /d%eegeﬁ (R, "] (3.66)

§ [Rw™] = 6[Duw,” — Dyw,”]

— [Dub (@) = D, ()]
Por uma integracio por partes conseguimos
[deetera[7,®] = [t ]5 (,) D, (ecte) — 6 () Dy (eche))]
— [ (D, (ectet) - D, (eetef)] 8 ("),
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donde extraimos as equagoes de movimento:

D, <eeﬁbea> =0.

Manipulemos a expressao anterior a fim de explorar seu contetido fisico:

D, (eet'ey) = D, (eet) ey + eel D, (ey)
Desenvolvendo o primeiro termo do lado direito,
D, (ee?) =D, (e) et +eD, (e¥).

Pela regra da cadeia podemos escrever

que utilizando o resultado (3.59), torna-se
D, () = ee;d, e = eep (Dyel — w,’eef) -

Mas,

eepw, el = ew, 0! = ew,y =0 =

D,(e) = eepD,eb.
Por outro lado, o segundo termo de (3.69) pode ser desenvolvido como
eD, (e!) = —eeel D, eb.
Logo,

eD, (k) = ¢ (D, () ek +eD, ()
= eef (el — etel) D,
= cef (chiel — eGet) Dyes,

_ v ([, a c
= eep (ea e )Dl,ea,
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(3.68)

(3.69)

(3.70)

(3.71)
(3.72)
(3.73)

(3.74)



que uma vez introduzida em (3.67) e somada a sua parte antisimétrica nos da

ey D, (eet) —elD, (ee})) = eey (ehed —eler) Dyec — eel (e)es — eley) D€, (3.75)

_ PR PN TN c [T c [T c Vv K o
- 6{ €p € ea‘Daelz + €a€cCp DVea + €pCaCe DVea €aCpCc l@é}:@

= e{eretey T, + (ejel —erel)edDyel} . (3.77)
Da defini¢ao da derivada covariante da relatividade geral, temos

€2 Dyel, = 65 (el Dyel) = 0510, =T, = (3.78)

[

ep Dy (e%) =e {egege;ijc + (eyel —erel)) Ffﬁ} : (3.79)

Desenvolvendo agora o segundo termo de (3.68), temos

ee, Dy (e)) = —eeqeley D, (€7)
e, analogamente,
eei' D, (er) = —eejeresD, (e) , (3.80)
donde
eer, Dy (e)) = —eehelepD, (ef) + eeyereqD, (ef)

= e{efel —eleg} BerD, (ef)
= efee) —eteg}elD, (ef)

= e (e{fe’f) e’D, (eg) .
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Finalmente,

D, <eeﬁlez]> = epD, (eef;]> + eef;DV (e},’]) =0
— e{elere T + (cjet — elel) €D, (e5)} + e (eloel) e D, (e5)

= efegetey T’ + [(ege — eey) ec + (eGey — ehey) e Dy ()}

_ [T c woo v o v B v o v c
- e{eaecebTI’Oé +[ea€c€b 6becea—{—ebeaec 6aebec]l)'/ (ea)}

_ vV i, c [T VA 1S e B Boo v Moo v c
— e{eaecele’a +[€aec€b €a€b66+€b6a60 6becea] DV (ea)}

= e{eqetey T + [el (eleh —epel) + e (egel —eley)] Dy (eg)}
= ¢ {egeﬁeg‘“Tmc + [efj (e[co‘ez]) + e} (e([f‘ez] } D, (eg)}
= ¢ {egege,? + [65 (e[caez]) + el (egaez])} } T,.°

= efegeley +e (edey —eley) + e (eqel —eged)} Toa'

_ PN pNe) C Mmoo UV c _ MV O C Mmoo vV c MV _o C
= e{eleley T, + ehedeyT,o — eheley T, + eyenerT, o — ejenedT, . }

= a v K v H a
= e{Tw'+etTp" — et T +efT," — e T}

= e {Tab‘u + 2€5Tbaa - 265Tal,y} .

Entao,
Tabu + QGZTbaa - 26§Tm,y =0.

Multiplicando esta equacao por ez, temos

eZTabu + ZGZeZTbaa - 26Z€gTauy =0
Taoaa + 2Taaa - 8Taaa =0

T, = 0.

(3.81)

(3.82)
(3.83)

(3.84)

Finalmente, substituindo este resultado em (3.81), chega-se a conclusao de que na teoria

de Einstein a torcao é identicamente nula

Twp" =0.
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Os graus de liberdade contidos na conexao de spin podem, por isto, ser escritos em

termos da vielbein e suas derivadas

b

T

b
T," =0=0,¢ — 8,,@,‘1 +w, e, — w,pe

1
Wade = 5 {K[W]aefjegei + K[#Q]Cefj — K[a#}de‘c‘} ; Kﬁw] = —8[#63} (3.86)

a

4, ou, dito de forma equivalente,

e a teoria classica depende efetivamente apenas de e

apenas da métrica
_ab
Guv = €M€V77ab .

Vale a pena ressaltar entretanto que o vinculo acima é um resultado derivado da
imposigao de extremizacao da agao (vinculo on-shell), ou seja, a rigor valido apenas no
regime classico da teoria. Sendo a configuracao classica apenas uma das possiveis para
um campo quantico que flutua sobre o minimo funcional da acao, é razoavel esperar
que no regime quantico a torcao torne-se dinamica e a conexao de spin adquira carater
independente.

Do ponto de vista fisico, a observagao acima é ainda corroborada pelo fato de que, no
nivel microscopico, o spin das particulas deva ser um atributo fundamental na caracter-
izacao da dinamica. Isto faz com que a conexao de spin, por sua vez, sendo o menssageiro
da interagao entre as cargas de YM para o grupo SO (1, 3), deve certamente desempenhar
um papel determinante.

Neste sentido, extensoes da teoria de Einstein admitindo termos de tor¢cao podem
trazer aspectos interessantes do que se espera ser a teoria do fenomeno gravitacional em

micro-escala.
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Capitulo 4

Teleparalelismo

A teoria teleparalela é apresentada como uma teoria de calibre para o grupo de translagoes.
A construcao leva naturalmente a identificagao da torcao como o tensor intensidade de
campo enquanto a curvatura é identicamente nula. A acao do teleparalelismo é apresen-
tada e sao identificadas semelhancas formais com as teorias de YM usuais. Apresentamos
a equivaléncia entre a construgao teleparalela da gravidade e a teoria de Einstein-Hilbert

a menos de uma derivada total.

4.1 Motivacao Geral

Como vimos, na contrucao de YM, a gravitacao classica como conhecemos pode ser
tomada como a interacao que surge quando construimos uma teoria de gauge para grupo

de Poincaré definida pelo lagrangiano
v b
L = eeley R,," .

Como observamos, devido ao vinculo on-shell da torcao ser identicamente nula, o
campo de gauge referente ao setor de rotagoes (conexao de spin) pode ser determinado

totalmente em funcao do campo que representa as transformacoes de translagao espaciais
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(vielbein). Em ultima andlise portanto pode-se afirmar que a dindmica (cldssica) da teoria
¢ determinada totalmente pelas cargas de Noether associadas a simetria do sistema com
respeito a translacoes - o tensor energia-momento.

Fisicamente este resultado pode ser interpretado como uma consequéncia de que, em-
bora globalmente as nog¢oes de translagao e rotacao sejam distintas, a nivel local isto nao
ocorre. Pode-se simular uma rotacao num dado ponto A de uma variedade por meio da
translagao (local) de todos os outros pontos cocentricamente em relagao a A.

Com base nisso poderia se perguntar sobre a viabilidade de se construir uma teoria de
gauge somente para o grupo das translagoes que fosse equivalente a Relatividade Geral.
Tal construgao contornaria o mecanismo de vinculo on-shell necessario na proposta de
SO(1,3) como o grupo de gauge, e, associaria diretamente a fonte de energia-momento a
dindmica. De fato, esta teoria existe, e chama-se Teleparalelismo [54].

Sob um ponto de vista menos geométrico e talvez mais fisico, assim como na construgao
de Einstein, a idéia central da teoria teleparalela é abordar a gravitacao pelo que talvez
seja a sua caracteristica mais marcante, o principio da universalidade da queda livre.
Também chamado de principio da equivaléncia fraco.

O fato de que corpos com massas distintas ”sentem”da mesma forma a interagao grav-
itacional é explorado na relatividade geral através da associacao da interagao gravitacional
a uma curvatura nao trivial do espago onde o objeto se move. Desta forma as equacoes de
movimento dos corpos sujeitos a gravitacao sao simplesmente as geodésicas neste espaco
curvo. Neste sentido o conceito de forca gravitacional torna-se supérfluo, uma vez que toda
a informagao que caracteriza a dinamica dos corpos massivos se encontra na propriedade
geométrica do espago que é a curvatura.

Aqui aparece uma diferenca marcante da teoria teleparalela em relacdo a tanto a
construgao original de Einstein quanto a da gravidade como SO(1,3)-YM. Enquanto nestas
estratégias verifica-se que das duas caracteristicas geométricas de um espago métrico,
curvatura e a torcao, apenas a primeira assume carater dinamico, na teoria teleparalela

acontece justamente o contrario [55].
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No teleparalelismo, toda a informacao dinamica é carregada pela tor¢ao enquanto a
curvatura é identicamente nula. Por ser a tor¢ao também uma propriedade geométrica
de um espaco, o principio de equivaléncia é preservado - a fisica continua independente
das cargas de interacao. Entretanto perde-se a identificacao geométrica da dinamica dos
corpos como determinada por equacoes geodésicas definidas num espaco curvo e recupera-

se as equagcoes de movimento das particulas com a forma de uma equacao de forca.

4.2 Teoria de gauge para o grupo de translacoes

Seguindo a construcao de uma teoria de gauge, o campo fundamental da teoria (o campo

de gauge) toma valores na algebra do grupo de simetria associado

B, =B!P, (4.1)
onde
0
P, = 4.2
e (4.2)

sao os geradores das translacoes do espaco de Minkowski e satisfazem a algebra

[P,, P]=0. (4.3)

Aqui também denotamos indices do espaco tangente com letras latinas e indices na
variedade curva com letras gregas.

Com isto define-se a derivada covariante de calibre

D,=0,+ B, (4.4)
que pode ser reescrita como
Oz u
D, = [8:::# + BH} Oa - (4.5)

A expressao (4.5) pode ser usada como definigao da vielbein (nao trivial) da teoria

a

Q

" x
B Oxk

e + B, (4.6)

42



de tal modo que a propriedade fundamental da vielbein seja mantida
gesel = ! (4.7)

Com esta defini¢do, a derivada covariante atuando sobre um campo genérico U (x)
se repercute apenas sobre o argumento do campo sem levar em conta qual seja a rep-
resentacao do grupo de Lorentz em que ¥ (z) toma valores. Com isto todos os campos
"sentem” da mesma forma a interagao mediada pela teoria o que pode ser identificado como
a manifestacao do principio da universalidade da queda livre na contrucao teleparalela
[56].

Vale ressaltar que de fato este é o mesmo mecanismo que assegura na construgao
de Einstein o principio da equivaléncia: a gravitacao ¢ uma interacao que se acopla ao
contetido de momento-energia dos campos que por sua vez nada mais ¢ do que uma medida
de como o campo varia de ponto a ponto do espago-tempo.

O tensor intensidade de campo da teoria é definido por
F.,=1[D,, D))= (0,B; —8,B}) P, (4.8)
onde se identificam as componentes no grupo de gauge
F,=0,B;, —0,B; . (4.9)
Identificando a tor¢ao com o field-strength da teoria temos

T =ehFy, = ey (9,By — 0,By) (4.10)

a’ pv
que fazendo-se uso da definicao da vielbein da teoria pode ser reescrita de forma mais

andloga a construcao SO(1,3) - YM para a gravitagao

Tw" = e (Ouey, — Oyel,) - (4.11)

a

Mantendo o ”significado” geométrico dado a tor¢ao num determinado espaco métrico
de ser a parte antisimétrica da conexao, podemos utilizar a expressao acima como defini¢ao

para a conexao da teoria teleparalela
T," = el (4.12)
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também conhecida como conexao de Weitzenbock [57].
Com esta defini¢ao, a conexao (4.12) leva ao resultado, também encontrado na rela-

tividade geral, de que a derivada covariante é compativel com a métrica uma vez que

Vel =0, — T, e = ,el — elefd, el =0 (4.13)

o que implica

VG = NV, (€e?) = 0. (4.14)

Manipulando agora a conexao da relatividade (simbolo de Christoffel)

1
F;wp = 59’” (augua + al/gua - aozg/w) (415)
1
= 59" b [0, (eseb) + 0y (ehel) — O (ehel)] (4.16)
1 -
= 59" [ 0" + € T0a" + 4T ] + T’ (4.17)

onde utilizando a definicao do tensor de contorsao
K,'= L T, +T., +T1,° 4.18
HV:_E(VH+ ul/+ /W) ( )
pode ser reescrito como
f#up = F,uyp + K,uyp . (419)

Com isso desenvolvemos o tensor de curvatura da teoria

RM,\ V.[ " — V,L,H (4.20)

= anfl/ku - aAfuﬁu + fpnuqup - pr“anp (421)

ou ainda

RMVH)\ = RMVH)\ + VHKV)\M - V}\KVHM + KpHMKV P— Kp)\qufp

= R'uwc)\ + Quwc)\

Onde R*, ., denota o tensor de Riemann usual, as derivadas covariantes foram tomadas

apenas com relagao ao indice tensorial (contravariante) da conexao e definimos o objeto

Quw@)\ = V/@KZ/)\/’L - v)\Kw{u + KpnuKu P— Kp)\uKunp .
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Desenvolvendo a expressao (4.21) com o uso da defini¢ao da conexao de Weitzenbock

mostra-se facilmente que a curvatura associada é identicamente nula:

Riyen = Ok (chorel) — Oy (ehoeel) + (ehDuel) (efoney) — (ehorel) (ehdel)
= 0OkehOxe;, + €l0,.0xe;, — Orel Ogey, — el 0r\Oe,, — (eZ&{efj) (eporel) + (ega,\eg) (ef0,el)
= Dpel0re® — OrelDe® — 80l Ore + 50Ne D,

= 0.

Tem-se, portanto, que a contribuicao que a contorsao adiciona a conexao de Christoffel

para a composicao da conexao da teoria teleparalela é tal que

Q“w{)\ = _Ruun/\- (422)
4.2.1 Prescricao de Acoplamento do Teleparalelismo

Como vimos no Capitulo anterior, o acoplamento entre campos tensoriais e a interagao
gravitacional se d4 na construcao de SO(1,3)-YM, por meio da prescri¢ao de acoplamento
minimo

Oy — Dy =0, + w,"" S (4.23)
em que a conexao de spin desempenha o papel fundamental de mediador da interacao

(embora ela seja totalmente determinada pela vielbein). Via o mapeamento definido pela

viebein, isto equivale a substituir a derivada usual pela derivada covariante da relatividade

0,Go — V,Go = 0,Go —T* G, (4.24)

ap

onde agora o simbolo de Christoffel é que representa a correcao advinda da interagao

gravitacional.
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O acoplamento da gravitagao com campos fermionicos por outro lado nao pode ser
traduzido desta maneira. Isto sugere que de certa forma a expressao (4.23) seja mais
fundamental do que (4.24).

Na construcao teleparalela, portanto, também ¢é necessario introduzir um objeto que
faca o papel da conexao de spin, de modo a fazer o acoplamento da gravitacao com
espinores.

A proposta mais imediata talvez seja a de utilizar a vielbein para a traducao da
expressao (4.24) em (4.23), onde agora o simbolo de Christoffel seria substituido pela
conexao de Weitzenbock. Entretanto, esta tentativa, na verdade, implica numa conexao
de spin identicamente nula:

D,V, 0.V + @ua" Vi
= @ (Vuva)

_ (auva - fguvy)

= e ((9“ (eng) — b Vb>

v ap
= (V},@uei + e,V — egfguvb>
= e (Vs0uel + €20,V — eber (9,€5) Vi)
= OuVa+ €5 (0uel) Vo — €560 (9uel) Vi
= 0V = 0."=0.

A solugao para esta dificuldade é dada pela proposta [58]

~a a B a
W'y = —eqey K™

onde, usando a equacao (4.19) e o resultado acima, quer dizer simplesmente que estamos
escrevendo o simbolo de Christoffel em termos da conexao de Weitzenbock e o tensor de

contorsao na prescricao de acoplamento usual da relatividade geral:
DV, = ¢ [a#va - (ffw - Kaﬁ) vﬁ} — e [0,Va —T2 V3] .

Este é também o mecanismo por tras da equacao de movimento de uma particula

na teoria teleparalela. Enquanto na teoria de Einstein a dinamica gravitacional de uma
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particula é ditada pela equacao da geodésia,

dv® dz*
— 4 I 0" =0 v = — |
ds Y Y ds
no teleparalelismo ¢ dito simplesmente que
dv® o v « v
s + I, v = K vt (4.25)

As duas expressoes sao portanto completamente equivalentes. Todavia, embora (4.25)
seja totalmente determinada por carateristicas geométricas da variedade - o que garante a
independéncia da dinamica com respeito a possiveis caracteristicas intrinsecas a particula
- nao se pode mais dizer que ela define uma geodésia.

Formalmente, (4.25) assemelha-se & equagao de uma particula num espago plano (cur-
vatura nula) na presenga de um campo de forga externo representado pelo tensor de

contorsao.

4.3 Lagrangiano do Teleparalelismo

Com base no tensor intensidade de campo (4.9) e seguindo a analogia com as teorias de

YM usuais poderiamos propor o lagrangiano

* 1 a v
EZ_ZFNV F'ua.

Entretanto, como aqui dispomos da vielbein para traduzir os indices nao holonoémicos
para coordenadas mundo, outras contracoes sao possiveis.

Explorando as outras contracoes, o lagrangiano da teoria teleparalela toma a forma
[56]

e 1 1
Lo = 2_,%2 {_ZTMVHTMVH + §TMV/JTMW _ TuaaTWﬁ} ’

que, em termos da contorsao, le-se
Lra = =5 {K" K, — K,K,,"}
Tel — 942 nvp pitx pv .
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A equivaléncia com a Relatividade Geral é verificada utilizando na expressao acima a

relagdo (4.22). Apds manipulagoes algébricas chega-se a:
e €
ETel == 2—/€2R - 8# <2;T” V) 5

onde R é o escalar de Ricci construido com a conexao de Christoffel.

Desta forma vé-se que a menos de um termo de superficie as duas teorias sao comple-
tamente equivalentes.

Podemos dizer, portanto, que a estratégia teleparalela explora a liberdade de escolha
da conexao para a descricao de uma variedade, de tal forma que a dinamica passa a ser
carregada totalmente na torcao; entretanto, de forma equivalente a teoria de Einstein.

Sob este ponto de vista, a estrutura mais fundamental da variedade espaco-tempo é
a sua métrica e nao a curvatura ou torcao a ela associadas por meio de uma especifica

escolha de conexao.

48



Capitulo 5

Operadores de spin

No célculo dos propagadores para modelos de gravitacao, faz-se necessario encontrar e
manipular com os chamados operadores de spin, que nos permitem de frma sistematica,
realizar as operagoes tensoriais de forma compacta e com controle sobre os diferentes
modos de spin portados pelos campos tensoriais. Expomos o método dos projetores de
spin e apresentamos os projetores de Barnes-Rivers para o caso de campos tensoriais de
rank-2. Um conjunto de projetores de spin é derivado para campos tensoriais de rank-3
antisimétricos num par de indices. Este resultado constitui uma das contribuicoes originais

deste trabalho.

5.1 Introducao

O espectro de particulas de uma teoria quantica de campos é encontrado quando se
determinam todas as massas e spins (graus de liberdade) que se propagam na teoria. As
massas (nuas) da teoria sdo reconhecidas como os pélos do propagador. Os spins, por
outro lado, podem ser determinados através da contagem dos graus de liberdade, por
meio da associacao do nimero quantico de spin, s, a uma particula que se apresente (em

experiéncias do tipo Stern-Gerlach) com as polarizagdes —s;—s + 1;...;s — 1;s para o
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caso massivo; —s e +s para particulas sem massa (teorema de Wigner). Uma forma
muito eficaz de se trabalhar esta questao é através do método dos operadores de spin.
Neste método, os graus de liberdade de um determinado modo do campo sao identificados
de forma covariante também no propagador da teoria como o operador tensorial presente
no residuo associado ao pélo do modo, sem a necessidade de decomposicao das equagoes
de movimento em cada uma das suas componentes.

Por meio do método de projetores de spin, o problema de encontrar o propagador da
teoria é resolvido de forma algébrica, ao encontrar-se a combinagao linear dos projetores (e
possiveis outros operadores deste espaco) que represente o inverso operatorial da equagao
de onda:

Op=J = p=0""J

onde O representa um operador (operador de onda) no espaco tensorial da representagao
do grupo de Lorentz de ¢ .

Para o caso de campos tensoriais, o método dos projetores pode ser entendido como
uma extensao do teorema de Helmholtz, que afirma ser possivel decompor um campo
vetorial como uma soma de duas contribui¢oes, uma com divergéncia nula (componente

transversa) e outra com rotacional nulo (parte longitudinal)
_ /L T
V=V, +V,
onde V), ¢ um vetor no espago de Minkowski e

oV —o Vvl = 0;

rvE = 0.

Estas duas equacoes sao resolvidas tomando-se VML , sob a forma de um gradiente de

um escalar:

Vi = 00 = 0.V} -0,V =0,0,a—-0,0,a=0;

<
~
[l

V, - VL.
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Realizando a passagem para o espaco dos momenta via uma transformada de Fourier

temos
9,0"V, = 00, s k,k"V, = Kk,
logo
Vi=rk,a= (k?‘) VH
€

5 ik N
VMT - |:an - ( k2’u):| X VM .

Cometendo um abuso de linguagem, podemos tratar as duas equagoes acima no espago

das posigoes simbolicamente como

0,0
‘IL _ 14 ,Uz‘ru'
Y [ 7

0,0
VVT = (nuu - DH) Vi

Estas duas equagoes definem as partes V. e V.I' | por meio de operadores lineares atuando

sobre o campo V,, completo. Os operadores

Q

v 0 ;
O

Il
Y
=
=
R
|
o5
D <
tQJ
N—————

obedecem uma algebra de projetores:

e Ortogonalidade
Quugya = ®/JJJQVQ =0 )

e [dempoténcia:

Q;wQVa = Qua;

@uu@ya = @ua;

e Decomposicao da unidade:

Nuw = Qw + O, .
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Além disto, a parte longitudinal V¥ é um campo que efetivamente possui apenas um
grau de liberdade pois é um gradiente de um escalar. Uma flutuacao deste campo deve
ser portanto identificada como uma particula de spin 0 enquanto a parte transversa VI
carrega 3 graus de liberdade, que se identificadas como as possiveis polarizagoes de spin
de uma particula, a caracterizam como um modo de spin 1 .

Com isso pode-se separar o conteido de spin contido no campo vetorial por meio dos

projetores €2,,e ©,, que por este motivo recebem o nome de projetores de spin.

5.2 Projetores de Barnes-Rivers

O raciocinio exposto acima pode ser estendido para campos tensoriais de rank mais alto,
mantendo a idéia de que um tensor é obtido via produto tensorial entre vetores que, por sua
vez, carregam contetido de spin caracterizado pelos projetores longitudinal e transverso.

No caso de tensores de rank-2, o contetdo de spin é

T® 35 001)®001)=(0200021)d(1®0)®(1®1)

= 00191000102,
onde usamos a regra de produto de spins
s@l=(s+0)D(s+(-1)d..d 0.

Donde, o contetiido de spin de um campo tensorial de rank-2 é duas particulas escalares,
trés particulas de spin 1 e uma particula de spin 2.
Os operadores que separam estas componentes de spin foram construidos por Barnes

e Rivers [59], [60] e podem ser subdivididos no setor simétrico
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P(Q)(aﬁ);(uu) = %(@au@ﬁl/ + 00 Op,) — é@a,@@,ﬂ/ ;
PO sy = 5 (O + O+ Ouals + O)
PO gy = %@w@aﬂ )
PO pyiny = QuSlap ;
e no setor antisimétrico
PO o) = %(@au@ﬁu_@au@ﬂu) ;
PO = 3 (O — O — 05,0 + Oy

Além destes projetores, outros operadores (sem cardter de projetores) podem aparecer
num Lagrangeano para o campo tensorial de rank-2 executando o acoplamento entre
diferentes espacos (de mesmo spin), que chamaremos aqui de mapeadores. Existem dois

destes objetos no setor simétrico conectando os dois spins-0:

—Sw N 1
PO yias) = ﬁ@wﬂaﬁ
—ws J— 1
P(D ) = _Q,uu@a,ﬁ )

pviaf \/g
e outros dois mapeadores, que ligam o spin-1 do setor simétrico com o spin-1 (e) do

setor antisimétrico:

P(l—me)

1
(aB);[pv] 5 (@aMQ/@V - 6041’95# + @5MQO¢V - Gﬁygau> ;

—em R 1
PO gy = 3 (©au280 + O sy — Opular — O ay) -
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Todos estes operadores compoem a algebra multiplicativa fechada

p0—sw) ) (aB) p(0-w)

(uv); (aB);(kN)

p0—ws) p(0—s)
P0=s) p(0—sw)
p0-w) p(0—ws)
p0—ws) p(0—sw)
Pp0=sw) p(0—ws)
pi—em) p(1—me)
p—me) p(l—em)
pi—me) p(l—e)
pl-e) p(l-em)
pli—em) p(1-m)

P(lfm) P(lfme)

Pp0—sw)
p0—ws)
p0—sw)
pO—ws)
po—w)

p0=s)

P(lfme)

(wv);(KN)

5.3 Projetores de spin para campos tensoriais de rank-

3

Consideremos o tensor de rank-3 T com componentes T,jr)- Devido a propriedade de

antisimetria no par de indices [vk]|, podemos realizar a decomposi¢ao

TG — /1) ® R® 7

onde V() denota o espaco dos vetores e R? o espaco dos tensores de rank-2 antisimétricos.

Com isto, a contagem de graus de liberdade contidos neste objeto resulta em

(4 € V(l)) X (6 € R(2)) = 24 graus de liberdade,
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que, em termos das representacoes de spin, traduzem-se em
T e (091)0(1®1)=1901000102000102=2x004x132x2.

De posse dos projetores de spin destes dois espagos, podemos agora utilizd-los para
construir um conjunto de projetores para o espaco completo do tensor 7 decompondo
a unidade de todo o espaco em produtos tensoriais dos operadores de cada um dos sub-
espagos

id = [@(1) ® Q(O)] ® [p(l—b) @ p(l—E)}

Q0 @ PIY) @ (00 @ PU79) @ (60 @ PI79) g (0W @ PUY).
Dois projetores de spin-1 sao imediatamente reconhecidos

Jél) = (Q(O)®P(1fb)) ;

JO = (QO g pi-9)

que, em componentes, leem-se

(1) _ 1 - .

Ty alprlilk] = §QuaP(1 " g ;
1 —e

IO afprjuir) = §QWP(1 oA

onde os fatores foram fixados para garantir a idempoténcia.

Quanto aos outros dois setores de projetores,

(@(1) ® p(l—e))
(@(1) ® p(l—b)) 7
devemos explicitar o contetido de spin subdividindo-os em operadores que satisfacam

as propriedades de projetores e selecionem apenas os graus de liberdade contidos nas

representacoes de spin correspondentes
(©'ep) > 06102 =
(©'eR) = KeLoM;
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e analogamente,

(0'® P!) = K'aLleM? .
A estrutura de indices destes operadores pode ser construida com base em algumas
regras heuristicas :

o Simetria de indices do operador compativel com a simetria de indices do campo.

Uma vez que um legitmo projetor acopla uma mesma representacao de spin nos bilin-

eares presentes no lagrangiano, devemos ter
L T Paﬁ“/;WHTMM] = Pa[ﬂv];u[wf]

e Projetores com numero par de derivadas devem ser simétricos sob a troca de indices

de entrada pelos indices de saida.
A fim de ser possivel associar a um bilinear do lagrangiano
T3] Priliulion] THvA]
o termo na equacao de campo
F a[ﬁﬂ;u[Vﬁ]Tu[w]
é necessario que se realize um nimero par de integracoes por partes de modo a
8 (T Pagpagiug TH") = 26 (TP Paggogiugyg T

que por sua vez implica em

Paigyliutvr) = Pulvrlialy)-

o Indices "filtrados”por © carregam 3 graus de liberdade enquanto "filtrados”por €2

contém apenas 1 grau de liberdade.
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Isto segue diretamente da andlise dos vetores longitudinais e transversos.

Com isto em mente, construimos e listamos abaixo, operadores que satisfazem as
regras heuristicas acima, e juntos, possuem as propriedades de um conjunto bem definido
de projetores (idempoténcia, ortogonalidade e decomposi¢ao da unidade). Mostramos
ainda uma extensao operatorial com cinco mapeadores entre diversos setores de spin.

Nossa construgdo é alternativa a ja existente na literatura [51].

KPo koMo L o oI oM o MP = ©a0) e (P e RY) =id

K9a 1LV eM?»=0gpPWY
KoL) oM =00 P
B eJv -0 (FerRY)

1

1 _
IV alpstilion) = 5820 (OO = ©5xOn] ;

Q/m [@6VQW - @ﬂHQW - GWQBH + GWHQﬁV] )

DN | —

1 _
IO aissiuion) =

1
KISO) aByliplve] = 6 {@au [@ﬂv@w - @ﬁﬂ@w] + Ouy [@@ﬂ@w - @W@%] + Oux [@ﬁu@w/ - 651/67#]} )

1
1
Ll() ) alByliulve] = B {@aﬁ (@W@W - @w@w) — Oay (@W@ﬁﬂ - @/m@ﬁl/)} ;
@) _ (1) (1) (0) .
My” afpyipn) = Oanly " ayive] — Ly algrlinlvs] — Ky alsyliulvs] 3
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1
Ke(o)a[ﬁ'y];u[w} = ) [Gaﬁ (@MVQ’W - @;me) - @ow (@quﬁﬁ - G)WQVB)] )

( A
Oan [0 s — Opullyy — 07,05, + 0,:825.]
+Oa [@ﬁan - @ﬁqu - @wQﬂu + @wQBn]
1) 1 +Our [05,2y, — O,y — 01,05, + 0,,8,] -
e laplluvs] T g j

+@ﬁu [@WQM - @chw}
+@ﬁv [@wQau - @onm]

+@Bn [@%uQay - @yuQa,u]

\

2 _ 1 1 0
M aiapiin) = Oap PV 31swe) — LM apgpiuton) — K agylin -

No lagrangiano que estudamos no capitulo a seguir, apareceram ainda outros cinco

mapeadores nas equacoes de campo:

1
Naﬁwwn = 5 {@aﬂ [@WQW - GVkQMV] - ®ow [@ﬁva@ - @BHQMV]} ;

1
Baﬁw;uwf = 5 {Qaﬁ [9;“@@71/ - @W@m] - Qav [@w@vtf - @W@ﬁn]} )

[@w (@ﬁvgm - @BHQW) + @ﬂu (67*@9”0{ - @71/9/%4)] )

1
Sa[ﬁv];u[lm] E [@w (@auﬂnﬂ - @aHQVﬂ) + Opp (@aan - GaVQm)] 3

Qals]iulvw]

Ra[ﬁv];u[ﬂﬁ] = {@av [@ﬁan - @7”9/9’#] — Oux [@BVQW - @wﬂﬁu]} .

Juntos todos estes operadores formam a seguinte dlgebra (nao-comutativa) fechada:

KN =0
KYN =0
LN =2N
LN =0
JUN =0
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MPN =—-N
M®N =0
N? =0
NK© =0
0
NK =0
1
NIV =0
NLU =0
1
NI =0
NJ®Y =N
2
NMP =0
NM® =0
NB=L"
B*=0
BK" =0
0
BK® =0
BL{" = —2B
BLY =0
1
BJY =0
BJY =0
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JYB =R
MPB =0
M®PB=0
RQxQ=0
S xS = KO0-e L pli=e) 4 pr=—e
QxS=v2Q; SxQ=0
Qx JI ) =J1"9 % Q=0
QxJIP=0; 70 xQ=Q
S x Ja-e — ji-e) g —
S x JUY = JA=b o g —
SXN=NxS=0
SxB=BxS5=0
QxB=BxQ@Q=0

QXN=NxQ@Q=0
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Q x (K(O—b) : L= ; M(2—b)) —
S x (K(O—b) : L0 . M(2 b)) —

Q x K0

:K(Oie) XQ:O

S x K(O—e) — K(O_e) x S = \/EK(O_B)

Ja= b)

1

~-R

6

1
6

-R

(K(O_b);L(l_b);M2 b)XQ—O

(K(O—b) : ,(1=0) : M(Q—b)) xS =0

SxU*@=¢§LWﬂ+éQ ;
UP@XS:¢§¢@ﬂ_;ﬂ1M
UP@xQ:—zf@ﬂ ;ﬂ b _
Qxﬂk@=§m+zﬂ%q
RxR=0
RxQ=-2 [\/§S+2(K(076)+L(17e)+M(276))}
Qx R=—-8J17
Sx R=+2R
RxS=0
Rx JUb R
JI x R=0

JI= x R=Rx J9 =0

BxR=RxB=0
NxR=RxN=0

Rx (KO, p0-0 . -y =

KOO x R=Rx K0 =

R x L1-9
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(KO0 LU0 M) x R =0

1
=:§[R—%VQS—%Q(Kw’@4—L““ﬂ+jw@f@ﬂ



2
LW@XR:§W+ZNW}
1

R % 7‘{(276) — _g |:R+ \/55 1+ 9 (K(Ofe) + L(lfe) + 7\1(2*6)):|

1
M@ x R=-[R—4J
| ]
RxK”=K"xR=0
Rx LV =L xR=0

RxM® =M"xR=0
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Capitulo 6

Teorias com Torcao Propagante

Resumimos as principais motivagoes do estudo de teorias com torcao dinamica. Como
exemplo, estudamos um modelo particular inspirado nas teorias de gravitacao induzidas
como regime de baixas energias das teorias de cordas. Aplicamos o método dos operadores

de spin desenvolvido no Capitulo 5.

6.1 A torcao e a dinamica microscopica da gravidade

Vimos que na teoria de Einstein para a gravitagao, a tor¢ao assume apenas um papel
cineméatico. Isto pode ser visto como uma manifestacao da observacao geométrica, de
que a nivel classico, rotacoes equivalem a translacoes locais o que atrela os conceitos
de momento angular e energia ou do ponto de vista fisico, que no regime macroscopico
da matéria os spins das particulas constituintes se somam numa média nula [61]. Este
fato expressa-se na Relatividade Geral pela possibilidade de escrever o tensor de spin
em termos do tensor energia-momento, que é visto como a verdadeira fonte da interagao
gravitacional.

Por outro lado, o cardter nao-renormalizavel da RG, em analogia com a antiga teoria

de Fermi para a interagao fraca, sugere que a teoria de Einstein seja, no fundo, uma teoria
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efetiva de baixas energias de alguma teoria mais fundamental, na qual a renormalizabili-
dade estaria garantida.

Isto coloca a busca por teorias que incorporem novos graus de liberdade no regime da
altas energias da teoria de Einstein. Sob o ponto de vista da estratégia de gauge, isto
significa que outros atributos da matéria, além da massa, devam entrar na dinamica em
altas energias.

No nivel microscépico, o momento angular de spin de uma particula nao esté associ-
ado a rotagoes espaciais, constituindo, juntamente com sua massa, um par de nimeros
quanticos independentes que rotulam a identidade da particula.

E razodvel supor, portanto, que num nivel fundamental, a informacao contida no
tensor de spin seja independente da informacao energética dos sistemas fisicos. Com isto,
a conexao de spin (que se acopla ao tensor de spin) torna-se um objeto independente
da vielbein, desaparecendo o vinculo de torcao estatica. Em outras palavras, no nivel
microscopico, a torcao deve adquirir dinamica e, consequentemente, se propagar.

O spin de um campo aparece, neste sentido, como a carga de interacao que entra em
jogo na dinamica da gravidade a altas energias cujo béson mediador associado é a conexao
de spin [61], [62].

Investigagoes desta natureza justificam-se ainda dentro do programa das teorias de
cordas, que geram teorias de gravitagao no regime de baixas energias em que a tor¢ao
aparece explicitamente [63], [52], [18], [16].

Propomos, neste sentido, o estudo da teoria [64]
e _ _
L= —%R +&eT),, T, + £5e9" " "1 (V. 1,.°) (VgT,,pb) +eeh Wiy D,V —emWV

em que W representa um campo de spin 1/2 , D, é a derivada covariante do grupo de
Lorentz local e V, é a derivada covariante usual da Relatividade Geral, que, atuando

sobre objetos com indices tensoriais mistos, desenvolve-se como

v,uTuna = DMTV/{G - F/ijToma - FZHTI/QQ ) DuTuﬁa = auwaa + WuabTw{b .
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Extremizando a acao obtemos as equacoes classicas de campo para a vielbein e a
conexao de spin:
1
Y] [ee) R — 2eepeley R ] 6 (e5) + & {ee)T? — 4D, (eT"*.) — 4eetT,,, T o } 6 (¢5)

+ Geepelein™ (D Tw') (D,T™) [elet — 26167] 6 (¢5)
+ 48 { Dy [e5e3 D, (eD'T7,) | + efe}egTa, Dy, [eD"T79] } 6 (€5)

+ {eeef Wiy’ D, U — eetey Win’ D, ¥ — eepmUW} 6 (e5) =0 (6.1)

—1
Z_MDV (eef\ee;]) ) (w,\ef) + 45166517ch)"’6(5 (wff)

262 A dD D;u_z"ba6
i 252 CaCpNdf€at/p (6 ) 5 (w/\€f>
te (D)\ngC) [MeaTsg® + NgeTap® + 0 Tagy]

+ ey Uin?S U0 () =0. (6.2)

No sentido de analisar o regime quantico da teoria, procedemos a decomposicao linear

de pequenas flutuacgoes dinamicas sobre a configuracao estavel de Minkowski:

a a ~Q
| —
en o, + €,

ab ~ ab

w — W,

I )

em que €y, representa pequenas flutuagoes sobre o mapa trivial 5;‘ ; J)M“b, por nao conter

dindmica classica, é entendido como a prépria flutuacdo (o valor esperado no vécuo de
ab 4

w,* é nulo).
Neste regime os indices internos e de espaco tempo ficam em pé de igualdade, isto é,

ab

0s campos €, e w,” sao entendidos como legitimos tensores.

Com esta prescricao, temos a versao linearizada das equagoes de campo para a conexao
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de spin

1 [aeef Oér + 0y — @y 5} 262 [8 — 0yés +Caccf}

22 +207 [0:65 — 088 + 0.°]

+4§16 (akéef — 8fé;\ + (I)Aef - cbfe’\)+4§25§5£ndf5i8# [6 (8“Tb“e)]+e ((52 + éé) \Ifl"}/dzef\lf =0 s
(6.3)

e para a vielbein

1
7 |

+{e (6} + &) (8 + &) Vi’ D,V — e (6 + &) (6, + &) Vi’ D, ¥ — e (02 + e)) mIV} =0,

268,00,/ — 2e (0.0, — 00 ) | — 140, (TH ) + 4620567040, (9T,

que podem, formalmente ser arranjadas na forma matricial (com elementos tensoriais):

e® I,
ol = , (6.4)
(:J,/bc E)\ef

1Yy = {e(0)+&) (0F +&) Vi’ D,V —e (8 + &) (6 + &) Vi’ D,V —e (6, + &)) mU T}

—Ey = e(6) +éy) Ui S v
sao as fontes de matéria. As componentes do operador de onda sao:
Aata = {46 N 020000 (6§ 0, — 010p) — 460 "1 14a0a (640, — 840e)} 5 (6.5)

5oz [200620, + 2¢ (040204 — 62650,)] — 460 0 n4aOa (SL0RMNOE — 640 nncOs)

B/\d;ybc = )

+4EmMnn,4,0,0 ((52(5377;165{} — 6562nhc(5§)

(6.6)

f _ 2—1 [6’\ (5“8 — 6“8f) + 25’\ (610, — 610,) — 202 (5“8 — 6“8f)] 67
+4§1 5“77faaA 5552(%) + 45277“597)6(1 (050, — 010p) O

f - oz [6’\ (5”5”’ 5;5?) + 25}656;1 — 252(556‘1} Ned
+4& [ Nevge — 021160 ] + 460" 8GNeq [048G NS — 0§ 5inncdy| O
(6.8)
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A simetria de gauge nas equacoes de campo implica que, para uma determinada con-
figuragao das fontes, varias configuracoes dos campos relacionadas entre si por trans-
formacoes de gauge sao admitidas. Isso faz com que a matriz operatorial acima nao seja
inversivel, levando a necessidade de introduzir um novo termo no lagrangiano de modo a
fixar um calibre. Utilizamos o calibre de de Donder, que fixa a simetria no setor simétrico

da vielbein (que corresponde as flutuagdes da métrica):
b
Guv = €Z€y77ab
— . a __ Sa ~a
G =5 €, =0, + €, =

Nuv + h,ul/ = <6Z + éZ) (53 + ég) Nab

=~ N+ 058 Mo + EL Oy =

Py = € + €y

O lagrangiano de gauge-fixing de de Donder é

'Cde Donder = afufu

-~V 1 vV SO
fu=0, (6M — 5%%6?) ,

que introduz novos operadores na componente A da matriz operatorial

AA(S;,ua ? A)\é;,ua - 20514)\5;#(1 )

. 1 1 1
Axsia = NasOnOu — 577/\5aaau - 57];@(%5’5 + meuam -

Procedemos, agora, com o proposito de encontrar os propagadores dos modos carrega-
dos na conexao de spin e na vielbein.

Esquematicamente, a matriz inversa de operadores deve satisfazer a equagao matricial

E F A B 10
= , (6.9)
G H C D 0 1
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para que se obtenham as configuragoes de campo a partir das fontes por meio de

GZ . an)\hd Fa)\hef 1_P\d (6 10)
wﬁij Gﬂ)\dz‘j Hﬁ)\z’jef E’\ef

Da equagao (6.9), obtivemos as relagoes definidoras das componentes da matriz de

propagadores
EA+FC = 1 (6.11)
EB+FD = 0 (6.12)
GA+HC = 0 (6.13)
GB+HD = 1, (6.14)
donde
F = —-EBD' = (6.15)
E(A-BD7'C) = 1= (6.16)
E = (A-BD'0)”" (6.17)
(S
G = —-HCA ' = (6.18)
H[D-CA'B] = 1= (6.19)
H = [D-CcA™'B]" (6.20)

Em particular, o mesmo processo foi utilizado na inversao da componente A que define

o setor quadratico da vielbein:

Al At é(,ulz)
éaﬂAaﬁ;m/é'm/ — ( é(aﬂ) é[am (aB);(pv) (aB);[uv] » ’
1 (A SV
Ay Ao e
da qual se extrai a inversa por meio de
(aB) [a3) i i ‘
Ry, S(n); A(aﬁ)-( v) A (@@l | _ il(en); () 0 N
P[”Mi(aﬁ) Q[”A]i[aﬁ] AE” Bl;(uv) Az[zjx,@];[py} 0 id[“)\HNV}
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R P Alagystur) + S0 Alllginy = idenysu)
afd) pii aff] fgiv _

R, D Alssynr + Sen Aoy = 0
aB) i af] piii _

P[m};( )A(ag);(uu)JrQ[m};[ ]A[aﬁ};(uw =0

P[K)\];(aﬁ) zlaﬁ)v[/“/] +Q[“)‘]§[aﬁ]Afgﬂ];[uu} = id[HA];[uu]

—  _RA# (Aw)—l
_ [Az =+ A% (Aw) Azu:|
_QAiii (Ai)_l

1

O T T O
I

_ [Ai” _ Qi (Ai)_l Az‘z} -

Expomos, agora, os resultados obtidos nos setores diagonais e —ee w —w .

Propagadores do setor da vielbein puro (E,y") :

1 2 2 p(1) 1 (0) 2 p(1)
o | Ta P P+ ey ar Fem
2 p(1) | (1) r—2y OMNY
— 30l me ([4F—(6+6)] B+ (2r—7)(r—2y)—2(2r—~,)2Pe )

onde os parametros acima desenvolvem-se em termos das constantes de acoplamento k,

}

& e & como

+ 4w

1\° ) 1\° )
3 (—7) +4 (& + &0O) (_2_/-@) — (& +&0O)

(=) [~} (~3)* + (—5) (60 + &0) - & 6 + 0]

—2(z+y) (& + &0)?

~ =200 {(b —2d) (—2%2)2 —(2s+7) (—2—}{2) (& +5QD)}

1 2
(—272) +4(& +&0)?
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— (& +&O)0

a = ! =b=2zx
[ t2a+en]
—1
T L CaEreD)]
I
2(& +&0)
L 26 +eD)RE+ 60+ (-5)°
2(6+60) [[2(6 + )P +2 (—5)’]
T RE TGO 2(— k)
y — 252 2(5 +52D)

2 (& + &0)] (—5= — 2 (& + &0 ))+2(—#)2

1
T 2k2

26 +&0)] (—5 — 2 +60) +2(—55)"

No setor da conexao de spin, o operador H assume a forma abaixo:

Ha[ﬁﬂ;u[w} =

2-b 1-b 0-b e

rex MO apgstin + 72 % LU gy + 13 X KO a1 + 74 X ME 4507000
—e —e —b ¢

+r5 x LU )a[ﬁw];u[m} + 76 x K )oc[ﬁv];u[m] + 77 x JU )a[ﬁﬂ;u[W] +rg x JU )a[ﬁv];u[w]

+79 X Bafgiuvs] T 710 X Najgyliulvs] + 711 X Sagyliulvs) + T12 X Qalgyliulvs] + 713 X Rayliulvs) »

com coeficientes dados pelas relagoes algébricas

1 . —_— 1 .

1 2
[; + (s3—q1) ]
2(s44+q10)(sa+go)
(s3—q1)

(53— ) 83— q6) —

S S {(S4+q9)] [< } (54+ o) ;
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[s1—2(s3 — q1)] 1

rs = :
® (34 + QQ) (s3—qe)[s1—2(ss—qu)] _
(52 ) 2 (s4+ q10)
1
Tg = :
S3— s1—2(s3—
[( 3 qa)([s41+q9()3 wl 9 (s4+ 910)]

1 2

[E + (83*q1)}

10 =

(s4+ quo) -
2(sa+q10)(5a+q9)
[(53 —0) T T ]

Os demais coeficientes r4, 15, 76, 77, 711, T12 € 13 podem ser obtidos mediante a

resolucao do sistema

0 0 0 —qu Wy Wi 0 T4 0

[%CM - %%] [%% - %94} 0 0 0 0 Wr T's 0

—2q5 0 Wis 0 Wo 0 Ws 6 1

(51 —q3) 0 0 0 —V2¢s 0 Wy r7 =1

2¢5 — 2q4] Wia 0 0 W3 0 Wi 11 1

(201 —2¢5) [3¢5s—2a] O (s1—aqr) Wy We 0 T12 1

—V2g5 0 0 0 (s1—q3) 0 Wy 13 0
onde

W, = [g (s2 —q2) — g(sl _QB)] ;

Wa = |V2(s1 =) = V2 (53 = g5) = V25 :
Ws = [\/5(82 —q2) — V245 — V2 (s —613)] ;
W [ﬁ V2 ] ;

?(31 —q3) — ?(52 —q2)

W5 = {QQ5+§(82—Q2)+§( 1—(]3)] ;
We = [%(32—(12)—3(51—(13)1 ;

We = (51— g) — = (51— ) + = (52— )|
1= =5 1=+ 5 ]
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2 2
W8 = |:4Q4— §<Sl —q:?,) + 5(52 _Q2):| )

2 2

Wy =|=(s2—q) — = (51— ¢q3) +4q4]| ;
3 3
2

2
Wio = [g (52— q2) — 3 (s1—q3) + 4(]4} ;

Wi = [? (52— q2) — ? (51 —q3) + 2\/§Q4] ;

Wis = [2q4 + (52 — q2) — 2¢5] ;

Wiz = [(s3 — gs) + 2¢5) ;

51 = [2 (& +&0O) - QLKQ] ;
Sy = [8 (& +&0)+ 2%;2} ;
s3 = 2(&+&0)

. 1
S4 = w )

1 1
— U\ Z2+-—y|)2—-4H ; ;

G2 = <K1\/6+2(K3_K1)) ;
qs = 2(K3—K1) X
@ = (Ky—Ky) ;
s = —(Ki+ Ky ;
1

= 2I'¢27—-X+4+—y—22H -G ;
w = 227Xt goy-20H-G))
g = [2K;-8l'F];

1 1 1 r 1

s = Y12 gY(m+2z)+?2+E4z 2D+4PX§Y(Z—I)+2(K3—K1) ;

1 1

1
A S4H —27 — —y ¢ ;

q10
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4b 1 1
{[bF—2] {51—525‘1'4—%2} —29(§1+§2D—ﬁ>} ;
2

—2y (51 + &U — L) (51 SO+ 41 ) ﬁ] ;

K2 4r?[20 — bFQJ ;

e — ) — .
&1 — & 452> o
1

(51 SQD) 3
_ 1 .
r = f 3
B —1
4 (IT + oO)
B 6al] 9 17"
z = [1— (P—a[l§> [F+EQD:| )
B 1
T
— (&0 +&0O) .
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Capitulo 7

Conclusoes Gerais e Perspectivas e

Encaminhamentos

Mesmo ap6s os 92 anos da proposicao por Einstein da Teoria Geral da Relatividade e dos
81 anos do trabalho de Dirac que funda as Teorias Quanticas de Campos, os dois pilares
da Fisica do século XX, a fusao consistente destas duas disciplinas continua um problema
nebuloso.

E inegavel, entretanto, reconhecer se tratar de um ramo extremamente fértil da Fisica
que vem, ao longo de todos estes anos estabelecido ricas fronteiras interdisciplinares [65],
[66], [67], [68].

Em geral, as tentativas de conciliagao exploram, sobretudo, as semelhancas formais
entre os dois assuntos, das quais destacamos a formulacao da gravitacao como uma teoria
de calibre para o grupo de Poincaré, o chamado formalismo de primeira ordem, que
expusemos no Capitulo 3.

Em particular, o tensor de tor¢ao aparece no formalismo de primeira ordem em pé de
igualdade com a curvatura de Riemann, compondo o tensor intesidade de campo. Com
base nisto, é razoavel dizer que muitos aspectos interessantes da Fisica, no dominio da
gravidade quantica, devam levar em conta a torcao como um ingrediente fundamental.

Ainda, pautando uma breve discussao da gravidade (cldssica) em curvatura versus
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torcao, a teoria de Einstein e o Teleparalelismo aparecem como duas faces da mesma
moeda, como vimos no Capitulo 4.

O método dos operadores de spin, desenvolvido no Capitulo 5, pode ser muito 1util
na caracterizagao das excitagoes fundamentais em teorias com torcao dinamica a nivel de
arvore.

Combinagoes das constantes de acoplamento podem ser exploradas no intuito de se
cancelar os modos exptrios (ghosts e taquions).

Como citamos na Introducao, a tor¢ao é um elemento presente tanto nas teorias de
gravitacao derivadas das supercordas quanto na LQG com importantes implicacoes inter-
pretativas, tais como violacao de paridade e da simetria de Lorentz através de conden-
sados fermionicos que, por sua vez, é assinalada em valores nao-nulos das componentes
irredutiveis da torcao.

Além dos pontos mencionados acima, uma boa perspectiva é o aprofundamento do
estudo da tor¢ao em ambiente de Supergravidade nos cenarios de branas, ja que, em
vista dos experimentos no LHC, questoes importantes, como a provavel producao de
gravitons leves e gravitinos podem nos orientar sobre uma eventual contribuicao dos
graus de liberdade da torcao para o espectro de excitagoes gravitacionais. Esperamos
também, com a técnica tensorial desenvolvida a partir dos operadores de spin no setor
dos campos de rank-3, ter ferramental eficiente para o estudo dos espectros de excitacoes
de diferentes modelos para gravidade obtidos como modelos efetivos a partir de teorias

mais fundamentais.
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