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Resumo

A partir das equagoes de Einstein, analisamos algumas solugoes esfericamente
simétricas sendo elas: a métrica de Schwarzschild, Schwarzschild-deSitter,
Reissner-Nordstrom e Kerr. A partir delas, construimos sistemas de coor-
denadas Gaussianos para as métricas de Schwarzschild, Reissner-Nordstrom
e Kerr utilizando as equacgoes das geodésicas, as equagoes que definem um
sistema de coordenadas Gaussiano e a equacao de Hamilton-Jacobi. Em
seguida, fizemos uma analise qualitativa sobre a violagao da causalidade na
métrica de Kerr e as curvas geodésicas fechadas neste espaco-tempo. Final-
mente, foi possivel escrever as equacoes quase-Maxwellianas para uma dada
métrica num sistema de coordenadas Gaussiano e estudar alguns casos par-

ticulares.
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Abstract

From Einstein’s equations, we analyze some spherically symmetric solutions:
Schwarzschild, Schwarzschild-deSitter, Reissner-Nordstrom and Kerr metric.
We then build a Gaussian coordinates system for the Schwarzschild, Reissner-
Nordstrom and Kerr metrics using the geodesic equations, the defining equa-
tions of a Gaussian coordinate system and the Hamilton-Jacobi equation.
After that, we make a qualitative analysis on the violation of causality in the
Kerr metric and on the closed geodesics in this spacetime. Finally, we write
the quasi-Maxwellian equations for a given metric in a Gaussian coordinate

system and then study some particular cases.
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Notacao
e Indices gregos: «, (3,7,...=0,1,2,3;
e Indices latinos: 1,7, k,...=1,2,3,;

e Delta de Kronecker:

i 1, se ,u:l/;
0, se u#v
o c=1;
o 817G = 1;

e Métrica de Minkowski: 7, = diag(+1, -1, -1, —1);

e Derivada parcial (,):

Sendo A% um vetor e z* uma carta, a derivada parcial de A% é
Ao = OA”

T aa':/»l"
e Simbolos de Christoffel de primeira espécie:

1
[ﬁ% a] = f(gaﬁw t9ay:8 —9Bva );

e Simbolos de Christoffel de segunda espécie:
5, = g5, Al:

e Tensor de Riemann:

. A A
R = 10 = Ty + Toalig, = DL,

e Tensor de Ricci:

R,uz/ = R" pavs

e Escalar de curvatura

R = R*,;
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Equacao de campo de Einstein:

G*, = R', — SRo#, = ~T*,;

Pseudo-tensor de Levi-Civita:

1, se (afuv) for permutacao par de 0123,
€apur = —1, se (afuv) for permutacao impar de 0123,
0, se houver pelo menos dois indices repetidos;

Tensor de Levi-Civita:

Noppw = vV —9 €afuv

onde g é o determinante de g, ;

Derivada covariante (;):

Sendo A* um vetor e z* uma carta, a derivada covariante de A“ é
o 6/1‘1 « 3.

Operagcao de simetrizagao ( ):

Aty = 5 (A + Au);

Operagao de anti-simetrizacao |]:

1
Ay = 5 (A — Avy)-
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1 Introducao

Consideremos um elemento de linha, numa variedade quadri-dimensional M,

dado por

ds® = g, (z)dz*dx”, (1)
onde g¢,,(z*) é o tensor métrico. Podemos construir, a partir deste, as

equacoes de campo de Einstein como sendo

Guw =Ry — %ng, =T, (2)
onde R, é o tensor de Riccie T), é o tensor momentum-energia.

As equagoes de movimento de um ponto material no contexto da rela-
tividade geral sao as equacoes das geodésicas. Estas equacoes podem ser
obtidas a partir do principio variacional de um funcional linear S definido
numa variedade diferencidavel M [1] e sao identificadas com as equacoes de
FEuler-Lagrange do sistema fisico a ser descrito. Sendo v uma curva definida
pela integral da Eq. (1) em M, e sendo P, e P, pontos de M pertencentes a

v, tal funcional é escrito como

S(y) = / Lz, 3) 'z, (3)

Py
onde L é conhecida como densidade de Lagrangiana e

L(z, &) = [ycd%«, (4)

¢ a funcao de Lagrange, com ¢ percorrendo apenas as coordenadas espaciais.
Se v for tal que .5 = 0, entao ~ é dita ser uma geodésica da variedade.
As equacoes das geodésicas também podem ser obtidas a partir do con-

ceito de transporte paralelo de vetores ao longo de uma curva. Seja V* um



campo de velocidades definido na variedade M. Se V# for um campo difer-
enciavel de vetores tangentes associados a uma familia F de curvas definidas
em M e, além disso, se ele satisfizer a equacao

ave

v + I VvV =0, (5)

onde A é um parametro afim ao longo de y e I'};, sao os simbolos de Christoffel
de sequnda espécie, entao as curvas dessa familia F sao ditas ser geodésicas

métricas’. Em particular, se V* = 2%, com i® = dx®/d)\, tem-se

Az
d\?

Se exigirmos que V*V, = 1, podemos definir também um projetor h*” no

+ 0k = 0, (6)

tri-espago perpendicular a V# como sendo [2]

I N (7)

h*v é efetivamente um projetor, visto que satisfaz as propriedades

Py = hup, (8a)
hasV? =0, (8b)
h*ghau = hgp.- (8¢)

Se calcularmos a derivada covariante de V#, em seguida projeta-la no tri-
espago gerado por hy, e utilizarmos o teorema de decomposi¢ao em partes

irredutiveis para tensores de ordem 2, temos que

!De uma maneira geral, é possivel definir geodésica métrica diferentemente de geodésica

afim, mas aqui serad tratado apenas o caso em que elas coincidem.



1
hfjhEVa7ﬁ - (.U/J,y _I_ O-‘U,l/ _I_ gﬁh’pln (9)

onde ¥, chamado coeficiente de expansao, é definido por

o=V, (10)

wu € o coeficiente de vorticidade, sendo anti-simétrico, ortogonal a V* e

definido como

1 o
W = S Ve (11)
e 0., € o coeficiente de cisalhamento (shear), sendo simétrico, sem trago,
ortogonal a V* e definido por

1., 1
O = Eh(ﬂhf)Va;g = 5 (12)

Uma outra quantidade cinematica, chamada aceleracao, pode ser definida

por

" =V Ve (13)

Tal quantidade esta intrinsecamente relacionada com o fato do campo de
velocidades V# ser geodésico ou nao.

Por outro lado, se estudarmos a decomposicao em partes irredutiveis do
tensor de Riemann R“g,,, encontraremos uma parte que ¢ essencialmente
geométrica, ou seja, nao pode ser determinada apenas pela distribuicao de
matéria no espaco-tempo. Esta parte é conhecida como tensor de Weyl e é

definida da seguinte forma

1

Waﬁw = Raﬁw - Maﬁw + 6

Rgaﬁ;wa (14)



onde

1
Mo, = §(Ra#gﬁv + Ravgou — Rovgpy — Rﬁugal/) (15)

Gapur = Jap9sry — Jor 9pu- (16)

O dual do tensor de Weyl é dado por

1
§nuuﬁ/5Wa6v5> (17)

*Waﬁw =

onde 7,7 é o tensor de Levi-Civita.
De posse de um campo de velocidades V*, do tensor de Weyl W3, e
seu dual, podemos definir duas quantidades que estao associadas as forcas

de maré newtonianas. Uma delas é chamada parte elétrica E,3 do tensor de

Weyl e é definida por

Eop = —Waus, VIV, (18)

A outra é a parte magnética H,p do tensor de Weyl definida como sendo

Hopg = —"Wuus VIV, (19)

Os nomes dados as quantidades definidas pelas Egs. (18) e (19) sao bas-
tante sugestivos. Tal sugestao surge das equacgoes dinamicas que a geome-
tria Riemanniana considerada impoe sobre estas quantidades, usando como
condicoes iniciais as equacoes de Einstein. FEstas equacoes sao chamadas

equacoes quase-Mazwellianas da relatividade geral, e podem ser vistas em

3].



1.1 Algumas solucgoes esfericamente simétricas das equacoes

de Einstein
Consideremos agora um caso particular?, onde a Eq. (1) é dada por
ds* = A(t,r)dt* — B(t,r)dr* — r*(d6* + sen®0d¢?). (20)

Para o caso em que T", = 0, podemos aplicar o teorema de Birkhoff
[4] para mostrar que A(t,r) = A(r) e B(t,r) = B(r), ou seja, a métrica é
necessariamente estdtica. Neste caso, as Egs. (2), expressas em componentes,

tomam a seguinte forma

1 (AN AB _A" 4A
GY = —|= -2 I 21
° T 1B (A)+AB A TAl (21a)
1 [/AaN? A AT 4B
Gt = —|= B— -2+ - 21b
! 4B (A) 5 AT B| (21b)
1 [4 B 2 2B
2 = |2 21
S QBT{A By r}’ (21c)
G; = Gj, (21d)

sendo as demais componentes identicamente nulas. Podemos resolver as Eqgs.
(21), no limite de campo gravitacional fraco, se levarmos em consideragao que
a variedade em questao é assintoticamente plana e obtendo assim a solugao

de Schwarzschild [5], cujo elemento de linha da Eq. (20) é

-1
ds? = (1 - %S) dt? — (1 —~ T—S) dr® —r?(df” + sen’0de?),  (22)

r

onde rs = 2M é o raio de Schwarzschild e M é conhecida como massa

geométrica do buraco negro.

2A Eq. (20) poderia ser mais genérica tendo C(r) ao invés de r, mas foi feito uma
q p g )

transformacao na coordenadas tal que C'(r) = r, sem perda de generalidade.
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Se considerarmos o caso em que 7%, = Ad¥, onde A é a constante cos-
moldgica, e que as fungoes A e B na Eq. (20) dependam apenas da coordenada

radial r, as Egs. (2) s@o dadas por

1 [B 1 B
&t - H[5-2+5]-n (230)
1 [A 1 B
Gl — - | ==A 23b
1 rB _A+r 7’] ’ ( )
1 [a B r/AN? rB A A
o A_ b _or ANy _rbA A o0 (93
> = JB|A B Q(A) 2B A A  (239)
G = Gl (23d)

Resolvendo as Egs. (23), obtemos a solucao de Kottler [6], na qual a Eq.
(20) é dada por

r Ar? r Ar2\ 7!
ds* = (1—- =2 — = )d?— (1—- == =) & —r*(d6* + sen’0)ds>.
3 T 3
(24)
Se agora, além das condi¢oes que foram impostas para a obtencao da
solugao de Schwarzschild, considerarmos que hd um tensor momentum-energia
de um campo eletromagnético gerado por uma carga ¢ que se encontra em
r = 0, podemos resolver as Equacoes de Einstein e encontraremos a solucao
de Reissner-Nordstrom [7], cujo elemento de linha é dado por
9 quzg quz_lzzz 20 7.2
ds* = |1-——=+ 5 |dt*= (1 —-—=+ = | dr*—r*(d0”+sen0d¢p~). (25)
ror ror
Como nao hé uma deducao analitica construtivista intuitiva® da métrica

de Kerr [8], esta solucao das equagbes de Einstein sera apresentada em al-

3Existe uma deducdo analitica, mas ela considera uma transformacdo de coordenadas

complexa na solugao de Schwarzschild.



guns sistemas de coordenadas do interesse deste trabalho. Esta métrica foi

proposta por Kerr em 1963 [9], e tem a seguinte forma

ds? = (dz°)? — dx? — dy* — d2*+
(26)

2

3
_2Mp® [da:0+ S(wde+ydy) + Fiz(yde —xdy) + 2dz

Cpt+a?? a?+p?
onde M é a massa geométrica, a = J/M momento angular por unidade de
massa geométrica, sendo J o momento angular associado ao objeto que gera

tal métrica, e

r? —a®+/(r? — a?)? + 4a222
P = v 5 : (27)

com r? = z? + y? + 22, Em 1967, R. H. Boyer e R. W. Lindquist [10]

encontraram um sistema de coordenadas no qual a métrica de Kerr tem sua

maxima extensao analitica. Neste sistema de coordenadas, ela é dada por

2 2 2
2 _ _ rsp o p-+a‘costl o o 2 2 2
ds (1 P a% co? 9) dt A — dp® — (p* + a® cos® 6)db
ar 2 2arg psend . .;

— (p2 + a? + % sen29) senZf d¢2 + mdtdds
(28)

onde A = (p? + a®> — rgp) e rs é o raio de Schwarzschild.

2 Sistema de coordenadas Gaussiano

Quando conseguimos encontrar um sistema de coordenadas tal que o ele-

mento de linha infinitesimal (1) possa ser escrito na forma

ds® = dr* + g;;dz'dz’, (29)

7



entao tal sistema de coordenadas é dito Gausstano. Uma propriedade de um
tal sistema é que, localmente, ele define uma hipersuperficie do tipo-espaco,
ou seja, os vetores normais a essa hipersuperficie sao do tipo-tempo. Outra
propriedade importante é que o tempo coordenado do sistema coincide com
o tempo préprio de um observador do tipo-tempo, lembrando que na fisica
observadores massivos sao do tipo-tempo.

As equacoes que definem um sistema de coordenadas Gaussiano com com-
0

ponentes 7% = (z°, 7!, 72, %) sdo

0z° 0z°
—00 — af — 1 30
g 5 57 , (30a)
, 0z’ 0z
00 af _
g 925 579 0. (30b)

Vale ressaltar que, naturalmente, as Eqgs. (30) tém seu dominio de validade
somente onde estiver bem definido o sistema de coordenadas a partir do qual
serda construido o sistema Gaussiano. Um exemplo para isso é a métrica de
Schwarzschild dada pela Eq. (22). O sistema de coordenadas (¢, r, 0, ¢) s6 esté
bem definido para a regiao r > rg. Assim, é necessario encontrar um outro
sistema de coordenadas, por exemplo o sistema de coordenadas de Fddington-
Finkelstein [11] ou entao o sistema de coordenadas de Kruskal-Szekeres [12],
tal que este tenha um dominio de validade maior sobre a variedade.

Porém, no caso de Schwarzschild, pode-se notar que se abrirmos mao do
significado fisico de t e r e fizermos estas coordenadas trocarem de papel, ou
seja, r passa a ser uma coordenada temporal e t uma coordenada espacial,
entdo o novo sistema de coordenadas (7,t,6,¢) cobre a parte restante da

variedade deixada pelo sistema de coordenadas (¢, 7,6, ¢) que corresponde a



r < rg.* Um caso similar aparecerd para a métrica de Reissner-Nordstrom.

2.1 Equacao de Hamilton-Jacobi relativistica

A agao para uma particula livre (uma particula que nao esteja sob a influéncia
de forgas externas) na presenga de um campo gravitacional, pode ser escrita

como

S = —m/ds, (31)

onde ds é dado pela Eq. (1). Do principio variacional, encontramos que

08 = —muydz®
MUGOT Ds

onde u, sao as componentes covariantes da quadri-velocidade da particula.

b b
Dug,
—I—m/ P e ds, (32)

Sendo a variacao feita com respeito a extremos fixos ((dz%), = (6z*), = 0),
entao temos que as equagoes de movimento sao dadas por
Du,  du,

=— —TI*" uu,=0 33
DS dS azxuuﬂ ) ( )

sendo D/Ds chamada de derivada absoluta.

Para determinarmos a dependéncia funcional da variagao da acao com
respeito as coordenadas, podemos deixar um dos extremos da variagao livre,
porém admitindo que a trajetéria da particula satisfaz as equagoes de movi-

mento. Assim, teremos que

0S8 = —muydx”. (34)

O quadri-vetor definido por

40bserva-se que mesmo assim as coordenadas de Schwarzschild cobrem apenas um

quadrante do diagrama conforme de Kruskal.



oS

y = ——— 35
p pap (35)
¢é chamado de quadri-momentum. O quadrado deste vetor é

Pap® = m>. (36)

Substituindo as Egs. (35) em (36), encontramos a equacao de Hamilton-

Jacobi para uma particula num campo gravitacional dada por

as 08
puy =~ a2
A M= 0. (37)

2.1.1 Equivaléncia entre um sistema Gaussiano e uma classe de

equacoes de Hamilton-Jacobi

De acordo com o formalismo das transformacoes canonicas de coordenadas
[13], onde (g,p) — (@, P) segundo uma fungao geratriz Fi(q, @,t), temos a

seguinte condigao

dFy = (pidgi — PdQ;) + (K — H)dL. (38)

Na forma covariante, podemos escrever

dFi(¢", Q") = —padq® + P,dQ", (39)

onde p, = (H,—p) e P, = (Kdt/0Q", —P). Se utilizarmos uma funcao

geratriz Fy(q", P,), teremos

F2 = FI_PMQ“> (40&)

dFy = —padg® — Q"dP,. (40Db)

10



Portanto, a funcao Fy deve satisfazer

aFg aF’2

=2 = 2 41
pa aqa7 Q aPH ( )

De posse da Eq. (35), podemos identificar, neste caso, Fy(q, P) com a acao
S(q, P) = S(q,p(q, P)) de uma particula relativistica num campo gravita-

cional. Assim,

oS
= —— 42
pCM aqa7 ( a')
0S
b= - 42b
@ = o (42b)

Assumindo que Q° = S/m, da componente 0 das Eqs. (42b) temos

S S
Z__ 7 4
Logo,
S=e (g, ) (44)

Sabendo que a equagao de Hamilton-Jacobi é tal que a nova Hamiltoniana
K é constante (H — K = C* = 1), sendo Py < K, segue que S = S(¢", P).

Portanto, reescrevendo a Eq. (37), temos

W00 _ |
oz 0x”

Tomando a derivada parcial com respeito a P; da Eq. (45) e usando a Eq.

(42b), temos

(45)

11



,0Q° 0Q"°
s (2001 <0
0Q° 0Q" _

pw O~ Oy
= 9 92F Oz 0.

(46)

Nota-se que o sistema de coordenadas Q* juntamente com Eqs. (45) e (46)
definem um sistema de coordenadas Gaussiano, de acordo com as Egs. (30).
Como exemplo, podemos supor que S seja fungao das coordenadas esféricas

xt = (t,r,0,¢) dada por

S=oat+pBop+~0+F(r,a, 3,7), (47)

com «, 3 e v sendo parametros. Se calcularmos as derivadas parciais de S

com respeito as coordenadas x*, temos

Po = aa_f = o
P = %_f = F/(T)> (48)
P2 = %% = 7
p3 = %% = 67

onde F' = dF/dr. Por outro lado, se calcularmos as derivadas parciais de S

com respeito aos parametros, obteremos

Ql = g—g — Oé:—Pl,
=9 = y=-n (49)

3 — 08 —_
Portanto, temos como se da tal transformacao canonica segundo a funcao

geratriz S(q*, B;).

12



2.2 Sistema de coordenadas Gaussiano para o modelo

estelar de Schwarzschild

Se escrevermos a métrica de Schwarzschild (22) em um sistema de coorde-
nadas Gaussiano, uma das maneiras que ela deve apresentar-se é da seguinte

forma

ds* = dr* — h*(1, p)dp® — r*(1, p)(dO* + sen*Ad¢p?). (50)
A seguir apresentaremos alguns métodos de como encontrar um tal sis-
tema de coordenadas para o caso do espaco-tempo de Schwarzschild.
2.2.1 Integracao das geodésicas radiais

Consideremos as equagoes das geodésicas dadas pelas Egs. (6). Se investi-
garmos apenas as geodésicas radiais no plano equatorial para a métrica de

Schwarzschild (22), estas equagoes tomam a seguinte forma [14]

do

=0 (51a)
Z—i’ —0, (51b)
d*t A dt dr

47— 51
D2 A (51c)
2r 1 dt\? 1A [dr\?

Cr a2y 22 (2 - 1
FTEl (dA) 2 A (dA) 0 (51d)

onde A(r) = (1 —rg/r) e A" denota a derivada de A em relacdo a r. Inte-

grando as Egs. (51c) e (51d), temos que

13



(52a)

(52b)

onde E e € sao constantes de integracao. KEscolhendo o parametro A\ tal

que ele seja o tempo préprio 7 de uma particula, e admitindo que o vetor

velocidade da mesma seja normalizado, ou seja,

o dxt dz”
1=V Va:g‘uyd—T?ZE,

podemos reescrever a Eq. (52b) como

(1 —i/r) [1 - (1 - %S)_z (%)1 =1

Tomando o limite de » — oo, temos que

()

El2

r—00

= E*(1—v5) = 1.

(53)

(54)

(55)

Se a particula tiver uma velocidade inicial vy nula, entao £ = 1. A partir das

Egs. (52a) e (52b), temos as relagoes entre as coordenadas (¢,7) e o tempo

proprio T

ot _ (1_7’_5)—1’

5 .
o _ _|rs
or r’

(56a)

(56b)

onde o sinal negativo da Eq. (56b) foi escolhido tal que r diminua conforme

T aumente.

14



Ja que pretendemos deixar a métrica de Schwarzschild noutro sistema de
coordenadas 7" = (7, p, 0, ¢) na forma dada por (50), podemos comparar este
elemento de linha com aquele dado por (22), e assim obtemos as seguintes

relacoes para a coordenada p:

(@)2 _ rs_ bt (57a)

dp r (1—rg/r)?’
(g—;)z = h2 (57b)

Além disso, ha vinculos de integrabilidade para esta transformacao de coor-

denadas, dados por

0%t 0%t
dpor  010p’ (582)
0*r 0*r
opoTr  0t0p’ (58b)
De (58b), temos que
Oh _ 0 (_ [rs\_ 1 7’5<37’)_)
aor — Jp r 2rvV.r \0op (59)
_ L Oh _ 14 Jrs
or — 2r T
Uma solucao para esta equacao é
dh or 1 rg dh h _Irs
ror T Tar T T Y (60)

e com esta solugao a Eq. (58a) é imediatamente satisfeita.

De posse das Eqgs. (56b) e (57b), podemos integra-las, e obtermos
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2= 2 (T + ) (61)

Da Eq. (56a) temos que

\Vr/rs +1
t—[%mf+ S+ p) - i Q¢%§-1J 1) (62)
5 —
Por outro lado, da Eq. (57a) temos
\Vr/rs +1
37’5\/_ —T’g/z <|\/T§Ts 1|> g(T) (63)
5 —
Comparando as Eqs. (62) e (63), encontramos que
t=74+r ~7’/7’5—|—1 —o /L 64
= S In . ( )
|\/r/rs — 1] s

Finalmente, podemos escrever a transformacao de coordenadas de (t,7) para

(7, p) como

t = T+rg

Vr/rs +1 T
“Q¢ﬁa—u> 2TJ’ o

- [-%@(w,@] " (65b)

cuja transformacao inversa é dada por

S VT/TSH) 9 1] 66a
- [ <|,/r/r5—1| rs |’ (66a)

s 41 1w
“Q¢ﬁa—u> 27J AT
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Notamos que o dominio das novas coordenadas (7, p) sdo tais que —oo <
T<ooe—00<p<oo. Além disso, a superficie r = rg é dada por
3

rg = —5(7‘—|—p). (67)

Agora que o elemento de linha (50) estd bem definido, a partir das trans-
formacdes (65) e (66), podemos estudar um campo de velocidades V* de
observadores do tipo-tempo nesta geometria com este novo sistema de coor-
denadas.

Seja V¥ = §f. Se substituirmos V* nas Egs. (5), podemos mostrar que
ele é tangente as geodésicas radiais, pois essas equagoes serao identicamente
satisfeitas. Portanto, a aceleragao a* definida por (13) também sera identi-
camente nula. Como V* é um gradiente por definicdo, ele é perpendicular as
superficies 7 = const. Portanto, ele sera irrotacional ao longo de cada uma
dessas superficies, ou seja, w* = 0, onde w"” é definido por (11). Sendo
assim, a Eq. (10) para a expans@o pode ser escrita como

V= %(\/—_gf/a) as (68)
Ve :
onde y/—g é o determinante da métrica g,,,. Neste caso, \/—¢ = \/7’_57’3/ 2send,

portanto

_3or_ 3 s

1
V= —(r¥? )= — = —— )
()0 2r OT 2r\ r

(69)
r3/2

Como a métrica g, estd num sistema de coordenadas Gaussiano, o pro-
jetor no tri-espago h,, tem apenas componentes espaciais nao nulas sendo

hij = gij. Assim, podemos encontrar a deformagao o, a partir da Eq. (12)

como sendo
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_ 1 _
oij = Vij — gﬁgzj- (70)

Em componentes, podemos escreve-la como

1 _ 1 7’57" 7’57"

ol = 5(911,0) + 3,2 =2 (71a)
1 1 1

0929 = 5(?2270) + 57’7’ = —§T’f’, (71b)
1 1 1

o33 = 5(gss0) + 517 = —5r7, (Tlc)

sendo as demais componentes identicamente nulas. Na forma matricial,

podemos representar de maneira simples o*; como

1 0 0 1 0 0
o .
oi=—] 0 12 0 |==/5| 0 12 0 [ (1)
0 0 1/2 0 0 1/2

Como a solugao de Schwarzschild é tal que R,, = 0, o tensor de Weyl

Wepuw dado por (14) é tal que

Wag = Rappw, (73)

onde Rqpu € o tensor de Riemann. As componentes nao nulas do tensor de

Riemann sao
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}%0101

}%0202

}%0303

}%1212

Ri313

Raso3

I (74a)

=, (74b)
rs Zin29> (74c)
—%, (74d)
_T%;jj;z@, (7de)
—rg7sen’d. (74f)

Finalmente, podemos calcular as componentes da parte elétrica do tensor

de Weyl, as quais sao dadas por (18), como sendo

Ep
Ea
Es3
Matricialmente, teremos
v 2
B J— 3
T

s
I (75a)
rs
—5, (75b)
TS sen’0 (75¢)
or
-1 0 0
0 1/2 0 (76)
0 0 1/2



Nota-se que a matriz que define E; é proporcional aquela que define o;.
Podemos encontrar o dual *W,gs,, do tensor de Weyl seguindo a definicao

(17). Desta forma, segue que

Woizs = —123” Woror (77a)
Woais = —ms” Wozoz , (77b)
Wosiz = —1m12" Wosos, (77c)
Wisos = —1o3 Wiaiz = "Wosiz, (77d)
Wisoe = —1o2 Wisis = "Woais, (77e)
Wasor = —1017 Wasas = “Woras .- (771)

Como estamos considerando observadores tal que V* = 8}, pela defini¢ao
(19), notamos que a parte magnética o tensor de Weyl H,s ¢ nula.
Por fim, as componentes de V* no sistema de coordenadas de Schwarzschild
podem ser dadas a partir de
ox®

Va - %V'u, (78)

onde V* é o campo V* nas coordenadas de Schwarzschild. Em componentes,

temos
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-1

Ve = aa—i:( -7)
or
or

-
vio= dr_ Jrs

(79)
vz o= 0,
Vi o= 0.

2.2.2 Integracao das equagoes para um sistema Gaussiano

Novamente, consideremos o elemento de linha de Schwarzschild dado por
(22). Podemos procurar por uma transformagao de coordenadas que mantém
invariante as coordenadas angulares § = 6 e ¢ = ¢ [15]. Consideremos ainda

uma transformacao tal que

T =at+ F(r), (80)

onde o« € R é um parametro. Substituindo a Eq. (80) na Eq. (30a) temos

que

logo,

/ a2_( _TTS)
F(T):\/Wa (82)

T

onde F'(r) = dF/dr. Se fizermos a mudancga de variaveis

r>rg: (1—18) = a%en’s, (83a)
r<rs: (1-18)=—a’senh’s, (83b)



segue que

. _ acos’x
2
r<rg: dF;= —2rg acosh” z dz, (84b)

senhz (1 + asenh’z)?

onde o indice e refere-se a regiao “externa” e i refere-se a regiao “interna”

ao buraco negro. Com a mudanca de coordenadas (83), nao serd preciso
escrever as Egs. (30) para o sistema de coordenadas (r,t, 6, ¢). Tal mudanga
de variavel ja faz a funcao de cobrir a regiao r < rg.

Efetuando a integragao das Egs. (84), tem-se que

207 — 1 Va2 =1
o (2 )rsln {acosz—l— o ]—l— (85a)
2va? — 1 acosxt —vVaz—1
+r &%—2@7’ lntaunf
(1 — a®sen’r) 5 2’
202 — 1 h 21
o ~ (2a )rs o {acos T+ Va ]—l— (85D)
2vVa? —1 acoshz —+va?2 —1

« cosh x
(1 + a’senh’z)

—Trg — 2arg Intanh g

Neste ponto, surge a condicao de que o > 1 para que a transformacao esteja
bem definida.® Uma observacao muito importante a respeito deste fato é o

aparecimento de uma convergéncia nao-uniforme, dada por

/ (alz@l F '(7’)) dr # lim ( / F’(r)dr) . (86)

A condicio o > 1 esta associada com o fato da energia da particula teste ser maior

que sua energia de repouso.
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Quando efetuamos o limite a?> — 1 primeiramente, encontramos a mesma
transformacao de coordenadas dada na segao anterior, Eqgs. (65), enquanto
que se efetuarmos a integracao primeiro, nao obteremos a mesma trans-
formagao.

Devemos satisfazer também a Eq. (30b). Se derivarmos a Eq. (30a) com

respeito ao parametro «, temos

oT 0*T
w94 L
oz* 0z O 0 (87)
Definindo
oT
R= 90 (88)

por analogia entre a Eq. (87) e (30b), esta serd imediatamente satisfeita
e, portanto, um sistema de coordenadas Gaussiano estara dado. A trans-

formagao completa é, entao, dada por

T = at+ F.(r),
r>Tg
\ R =i+ %Ze’
, (89)
T = ot + Fi(’f’),
r<rg OF
Se calcularmos as demais componentes da métrica g*” a partir de
y ox' o’
g7 =g"— 90
9 =9 (90)

e em seguida a calcularmos as componentes covariantes de g, podemos

escreve-las numa forma matricial como
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0 (1-28)-a% 0 0

gl“’ = . (91)
0 0 —r? 0
0 0 0 —r?sen?d

2.2.3 Integracao da equacao de Hamilton-Jacobi

Se utilizarmos toda a construgdo dada na Sec. (2.1.1), observamos que o
método apresentado na se¢ao anterior é um caso particular, na integracao da
equagao de Hamilton-Jacobi, deste problema. Sendo assim, podemos propor

o Ansatz

Sy = at + o+ Wi(r) + Wa(6), (92)

onde S, serd considerado como sendo o mesmo que aparece na equacao de
Hamilton-Jacobi relativistica por unidade de massa S, = S/m. Considerando

r > rg e omitindo o indice g, se substituirmos a Eq. (92) na Eq. (45) temos

PG () o () o () -1 —

-
SO w
a 2 _ YWo —
A~ AM 2 senZd

onde A(r) = (1 —rg/r), W] = (dW;/dr) e Wj = (dW,/df). Observa-se que

pode ser feita uma separacao de equagoes tal que

2 (1- 9+ AWp) = -, (94a)
we .y B2 _ 94b
o+ senll e ( )
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com 7 > 0, e assim encontramos duas equagoes separadas, sendo uma para

r e outra para 6. Isolando W| e W) temos

;o 1(a? v
Wl_i—\/A T 1-=3) (95a)

Wzlzjzv—

(95b)

sen?f’
Num primeiro estudo, nao é necessario encontrar explicitamente as integrais
para as funcoes W] e Wj, basta conhecermos os critérios para que estas
funcoes estejam bem definidas. Portanto, temos dois critérios para satisfazer,
se quisermos que as fungoes W7 e W sejam bem comportadas. Tais critérios,

lembrando que r > rg, sao

o - 77—2 > 1, (96a)

> 0. (96b)

Observamos que, dependendo dos valores dos parametros, nao é possivel
construir um sistema Gaussiano global (esta questao serd melhor colocada
na Sec. (2.4)). Nos graficos (1), (2) e (3), notamos que a fungao W/ (r) estd
bem definida para todo valor de r, exceto r = rg = 1 devido ao sistema de
coordenadas, isto sem que o critério (96a) seja violado. Porém, no grafico
(4), vemos que a partir de um determinado valor de r = r, a funcao Wj(r)
nao esta definida no plano real. Neste caso r, é um pouco menor que 2,6,
apenas para efeito ilustrativo. Para valores de § < w/4 e § > 37/4 a funcao

W3 (6) também nao estd bem definida, como mostra o grafico (5). Tal situagao

25



indica a regiao polar admissivel para uma particula teste que tenha os valores

dos parametros iguais aos apresentados na legenda.

100
80+ H
60| H
w0 H

40 ‘ |

20+ [\

100~
80 ‘ ‘
\

60 - [
w® |

40+ | |

[
20| / \
1

o

Figura 2: W{(r), com o? =10,y =1erg=1.

As demais coordenadas do sistema Gaussiano sao dadas por
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|
60 ‘
40 | ‘

20| J

100 “
80 ”
|
0] [

\
20\ / \

Figura 4: W{(r), com a? =2,y =15erg = 1.

o

e de posse das Eqs. (97),

as

95 _
da
95 _
oy
05 _
o5

t+ an, (97a)
Oa
ow, oW,
97b
oW,
¢ + W, (97C)

Egs. (46) sao imediatamente satisfeitas, por
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Figura 5: W3(6), com 3?2 =1/2 ey = 1.

construcao.
As componentes espaciais g independentes da métrica de Schwarzschild

neste novo sistema de coordenadas sao dadas por

) ) LA
gl o= gm %gﬁ/ — g0 4 g1l ( aal) ’
19 _ W OR OO _ 11 0W] W]
9 = 9 92702 9 Da 0y
N\ 2 N2 (98)

20 _ w00 00 _ 41 [ OW] + oW,
g = 9 gxFoxr 9 07 0~ )
_23 L 0O OB _ 20 0W, 05
97 = oo =9 oy 0p

2
_ 5 oW,
P = g %gﬁ — g2 ( 852) e

Calculando a derivada parcial de W] com respeito a a e v, e de W, com

respeito a vy e 3, a partir das Eqgs. (95), obtemos
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da ALF dy 2473/ f’ (99)
oWy _ - 3 oWy _ L1
g sen20vh’ dy 2vh'
onde
L (o? gl s
_ Ll — . 100
/ A(A 7'2)’ h=1 sen?6 (100)
Logo, as Egs. (98) podem ser reescritas como
7 4
0427’2 _ A(T2 + ’}/)’
g2 = Q
AP = A+ 7))
g¥ =0,
(101)
72 = 1 A n sen’6
4r? | o?r? — A(r* +7)  ysen?d — 32|’
G» =
2r? (ysen?d — (32)’
g8 = — g
r?(ysen®d — 3%)
Calculando g, e colocando na forma matricial, temos
1 0 0 0
0 —a?+ A —20y —af
I = ) , (102)
0 =207 —4y(r*+9) —268(°+7)
0 —af —26(r*+7v) —(B%*+ r’sen?d)
e, portanto,
V=T = 2/ an = A 4 )| (ysend — 7). (103)
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Para o caso em que r < rg todas as relagoes desta secao permanecem

inalteradas, exceto o critério (96a), o qual serd alterado para

2
QZ ARt (104)

<

lembrando que A = A(r).
Um campo de observadores V# =} no sistema de coordenadas Gaussiano
possui componentes covariantes que podem ser escritas nas coordenadas de

Schwarzschild como

VH = (Oé, W1/>W2/>ﬁ) (105)

e as componentes contravariantes dadas por

Q |42 I}
ve= (G-awi-Th -t (106)

r r?sen’0

Podemos comparar este campo de velocidades dado pela Eq. (106) com
o campo de velocidade V = (i,f’,é,gﬁ) que encontramos ao integrar as
equagoes das geodésicas para Schwarzschild, onde ## = dz*/dr, sendo T
o tempo préprio destes observadores.

Se dividirmos o elemento de linha da métrica de Schwarzschild por dr?
e considerarmos campos de observadores normalizados V*V, = 1, temos a
funcao de Lagrange L

~ ~ . .2 . .
1= gogVeV? = Af? — % — 12602 — 12sen?03? = 2L, (107)

As equacgoes de Euler-Langrange para este caso sao

30



L3 (a_L) _OL A, (108a)

dr \ ot ot dr

d (OL\ oL . . o

e (%) T rf — 270 + rsenf cos 0¢p° = 0, (108b)
d (0L oL d, 5 9y

dr (8¢) 99 ar e 00) =0 0%

Nao é necessario calcular a equacao de Euler-Lagrange para a variavel r,
pois a Eq. (107) ja faz o papel de uma integral primeira para tal sistema de

equagoes. Das Eqgs. (108a) e (108c) temos que

At

a, (109a)

rsen’fp = —p. (109b)

Substituindo a Eq. (109b) na Eq. (108b) e multiplicando esta por r36, temos

—r400 — 2r376% + 3% cot H esc? 00 = 0 =

— —%0%_ (7’492 + 32 cot? 9) =0=

‘ (110)
= r10? + cot?’ = - f* =
. - _L _ /82
—0=—=z\ sen?6’
Em seguida, substituindo as Eqgs. (109) e (110) em (107), obtemos
o 2 _ 1 (., N\__ B
A A g2 (7 sen?0 Psen?g ~ 1T
22 2

==9-1-51= (111)




Finalmente, encontramos o campo de velocidades V* dado por

- a 1 [a? v 1 32 6]
S O (R D B Y -
v <A’ \/A (A 7’2)’ 2V 7T sen20 r2send | (112)

e concluimos que o campo de observadores que encontramos nas Eqgs. (106),

pela integracao da equacao de Hamilton-Jacobi, equivale a todos os obser-
vadores do tipo-tempo normalizados para a métrica de Schwarzschild.

De posse disso, podemos calcular as quantidades cinematicas apresen-
tadas nas Eqs. (10), (11), (12) e (13) para V* = ). Pela escolha do campo,

temos que

W =0, at = 0. (113)

pois V*# é irrotacional e geodésico. A expansao ¢ é

_ P F'v GO
(V=gV*"), = 2; t =t (114)

1
9=
V=i
onde F(r) = [a®r? — A(r? + )], G(0) = [ysen?d — %], F' = (dF/dr) e
G' = (dG/df). Por se tratar de um sistema de coordenadas Gaussiano, a

deformacao o*, possui, a principio, apenas as componentes espaciais nao

nulas. Entao,

O'ij = —hi’\gj,\o - —5Z (115)

Podemos escrever explicitamente suas componentes como
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2 /
ol — _%(r —l—ﬁ)Ar_%
oty = 2907,
afrry

079 = (1 + %) ; - %9
o2, — B ([ Ari_ r2senf) cos 60

3 27,2 F G 9

S w -3,

sendo as demais componentes obtidas por regras de simetria.

2.3 Sistema de coordenadas Gaussiano para a métrica

de Reissner-Nordstrom

Dada a métrica de Reissner-Nordstrom pela Eq. (25), podemos procurar por
um sistema de coordenadas Gaussiano tal que esta métrica tome a forma
da Eq. (29). Além disso, serd considerado em (25) somente o caso em que
q*> < M?, pois isso possibilitard uma analise mais rica do problema. O caso

q*> > M? serd apresentado em forma de graficos no decorrer na secao.

2.3.1 Integracao das equagoes para um sistema Gaussiano

Dadas as condigoes acima, procederemos como apresentado na Sec. (2.2.2).

Como ¢% < M?, o termo

r 2
doo = (1 - Zy q—z) (117)
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possui duas outras singularidades além da origem r = 0. Se fizermos ggg = 0,

neste caso, temos como solugoes

ry =M+ /M?— g r_=M—+/M?—q¢% (118)
Portanto, temos naturalmente o problema separado em trés regioes disjuntas,

sendo

A:r>ry;, Biro<r<ry;, C:r<r_. (119)

Cada regiao definird equagdes do tipo (30) distintas, pois assim como em
Schwarzschild, o sistema de coordenadas (t, 7,6, ¢) nao cobre a variedade de
Reissner-Nordstrom continuamente.

Suponhamos, para a regiao A, que

T = ot + Fa(r), (120)

onde a € R é um parametro. Neste caso, a Eq. (30a) toma a seguinte forma

2 2
=1 — <8T) goo_|_<8_T) gl=1—

ot or
a?® AV
— AU (r) =1= (121)
' 2 _
_— FA — 6] A .A’

onde A= (r —ry)(r —r_)/r?. Observe que, fazendo ¢ — 0, temos r, = 2M
er_ =0, logo recaimos no caso de um sistema gaussiano para Schwarzschild.

Explicitamente, temos que

Fa(r) = / et ()=o), (122)

(r—r)(r —r)

que pode ser escrita em duas integrais:
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Falr) = Ty f \/O‘2T2_ (T_T+)(T_T—)d7,_|_

Ty —T- r—r
=) s,
N/ G |
STy T (r—r_) "
A integral do primeiro termo de (123) é dada por
Ty (2% — V)ry + 7 2002 —Vr+ry +r_
”_T‘{ 2va? — 1 n Va2 —1 Rl
2 _ 2 _
+g(r) — ary In {(nr) +rr_ 4+ r( Z__t£2a 1)r + 2ag(r)) ’
(124)
onde g(r) = \/a?r2 — (r—ry)(r —r_). Para que a transformacio esteja

bem definida, sao necessdrias as condigoes o* > 1 e g(r) > 0. A integral do

segundo termo de (123) é similar a anterior, e dada por

e (2% — )r_ 471, 2002 = )r+ry +r_
TJ’_T‘{ 2Va? —1 n Va2 —1 Rl
_ 2 _
+g(r) — ar_In { rery +rry +r_ (Z’_—+r(_2a D)r + 2ag(r))
(125)

Para a regiao B, temos que a Eq. (30a), para T'= at + Fz(r), é dada por

’ 2 , 2
B(Fp)—F =1=Fp= O‘BJEB:
(126)
,orya2r2—(r—ry)(r—r.)
— =T
onde B = (ry —r)(r —r_)/r% Separando em duas integrais, temos
r Var2 —(r—ry)(r—r_)
o) = m= e T
Rl (S (R
+7’+—7’— J (r—r_) dr,
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onde a integral do primeiro termo é

T, (202 — Dry + 1 | 200 = Dr +ry +r_
= +2g(r)| +
TJ’_T_{ 2va?2 —1 ! va?—1 6(r)

2 _ 2 _
+g(r) — ary In {(nr) +rr_ 4+ ro( Z:_ —l_— £2a 1)r + 2ag(r)) ’
(128)
e a do segundo termo é
e (2% — )r_ 471, 2002 = )r+ry +r_
T+ { 2va? — 1 n Va2 —1 o]
_ 2 _
+g(r) — ar_In { rery +rry +r_ (Z__+T(_2a 1)r + 2ag(r)) ’
(129)

sendo ¢(r) dada como antes, e as condigbes sobre definibilidade do sistema
Gaussiano na regiao A continuam sendo validas.

Para o caso da regiao C, com T = at + Fo(r), temos que a Eq. (30a) é

& C(FL)?=1=F.= QQC;C —
J (130)
roryarr?r —(r—ry)(r—r_)
B o R B
onde C = (ry — r)(r— — r)/r?. Novamente, separando em duas integrais,
tem-se
r vazr2 —(r—ry)(r—r.)
Fet) = =] .
r_ Va2rt —(r—ry)(r—r.)
+r+ — i =7 dr,

sendo a integral do primeiro termo
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Ty { (2% — V)ry +7_ In {2(@2 —Dr+ry+r_

2
Ty —T- 2va? —1 Va2 —1 * g(r)} -

2 _ 2 _
+g(r) — ary In {(nr) +rr_ 4+ ri( /;:_ —l_— £2a 1)r + 2ag(r)) ’
(132)
e a do segundo termo,
e (202 — D)r_ + 1, 200 = r+r, +7r_
7’+—7’—{ N Vor —1 2g(r)] +
_ 2 _
+g(r) — ar_In { rery +rry +r_ (Z’__—tga r+ 2ag(r))] } ’
(133)

sob as mesmas condigoes ja dadas para as regioes A e B.

Por fim precisamos satisfazer também a Eq. (30b). Entao, definimos uma
coordenada R = JT /0« e teremos uma equagao analoga a esta, como no
caso da Sec. (2.2.2). Finalmente, o sistema de coordenadas Gaussiano para

todas as regioes da métrica de Reissner-Nordstrom é dado por

= Oét—l—FA(T’)

OFy
\ b+ D0

= ozt—l—FB(r)

= at+ Fc(’r’)

OF¢
(= T g

As demais componentes da métrica g* podem ser dadas na forma matricial

T>T+

i=v I
I

r_<r<rg (134)

rr_

T N = N

como
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2
0 (1 -2M 2—2) > 0 0
G = (135)
0 0 —r? 0
0 0 0 —r?sen?d

2.3.2 Integracao da equacao de Hamilton-Jacobi

Para encontrar um sistema de coordenadas Gaussiano para a geometria de
Reissner-Nordstrom, podemos proceder da mesma maneira que no caso de
Schwarzschild apresentado na Sec. (2.2.3). Os célculos podem ser repetidos
fazendo a consideracao de que A(r) = (1 — rg/r + ¢*/r?). Além disso, a
construcao do sistema Gaussiano para Reissner-Nordstrom nas regioes r > r.
e r < r_ serd idéntica a construcao para Schwarzschild na regiao r > rg e a
construcao do sistema de coordenadas na regiao r_ < r < r, sera equivalente
a regiao r < rg.

Para melhor ilustrar a fungao W/(r), no caso M? > ¢, os gréficos (6),
(7) e (8) mostram um esbogo de como W/ varia com respeito aos parametros
a e . As divergéncias que aparecem, para valores de r = r, e r = r_,
sao devido ao sistema de coordenadas considerado. Notamos que todos esses
graficos nao chegam a alcangar r = 0. O comportamento de W35(6) é idéntico
ao caso de Schwarzschild (ver Fig. 5).

J4 para o caso em que ¢*> > M?, temos os gréificos (9), (10) e (11) ilus-
trando o comportamento de W/ (r) fixando alguns valores de «, 7 e escolhendo
M? = 4 e ¢> = 6. Neste caso, a tnica singularidade presente na métrica ¢

r = 0. Novamente, notamos que, em nenhum dos casos, é possivel chegar até
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2.4 Critérios para a construcao um sistema Gaussiano

global

Apos a andlise feita para os casos de Schwarzschild e Reissner-Nordstrom,

somos levados a seguinte pergunta: dada uma métrica com simetria esférica
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Figura 8 W/(r), com a?> =2,y =10,ry =der_ =2,

r

Figura 9: W{(r), com a? =2, v=1, M* =4 e ¢* = 6.

ds* = A(r)dt* — B(r)dr* — r?d6* — r* sen®0d¢?, (136)

quais critérios as fungoes A(r) e B(r) devem satisfazer, de modo tal que seja
possivel a construcao de um sistema de coordenadas Gaussiano global?

Até o presente momento nao conhecemos uma definicao formal do que é
um sistema de coordenadas Gaussiano global. Intuitivamente, esperamos que

exista uma hiper-superficie S a qual separa o espaco-tempo em duas partes
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3] /
/

, _
w (N 27 — o

‘\‘
.5 “

Figura 11: W{(r), com a?=2~v=10, M2 =4¢e ¢* = 6.

disjuntas, algo semelhante a uma superficie de Cauchy.

g Seja sempre negativo. Logo,

Primeiramente, sabemos que A e B devem ser tais que o determinante de

(137)

AB > 0.

Em particular, se quisermos que a nossa hiper-superficie S = S, tenha
simetria esférica, com t = t, e r = r,, entao caimos nos casos apresentados
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nas Secs. (2.2.2) e (2.3.1), cujo critério é dado por

%(oﬁ —A)>0, (138)

donde concluimos que A deve ser uma funcao limitada superiormente, uma
vez que A e B devem trocar de sinal simultaneamente para preservar a assi-
natura da métrica. Devido a isso, notamos que, para Schwarzschild, nao ha
problemas na construcao do sistema Gaussiano, tal como existem como no
caso de Reissner-Nordstrom.

Se assumirmos que S possa ser uma hiper-superficie mais geral, entao
caimos nos casos apresentados pelas Secs. (2.2.3) e (2.3.2). Os critérios que

aparecem nessas secoes Sao

[@®r® — A(r* +7)] >0 (139)
e
62
sen?f) > —. (140)
Y

Se pensarmos em «, (3 e v como sendo os momenta de uma particula
teste neste espaco-tempo, notamos que, enquanto o momentum angular (3
nao for nulo, hé valores de # inacessiveis a particula. Além disso, se a Eq.
(139) possuir pelo menos uma raiz r, tal que, para r < r., a expressao a
esquerda seja negativa, o sistema Gaussiano nao pode ser estendido a partir
deste ponto. Por fim, para r — oo, A(r) deve ser limitada superiormente
por a?.

Uma outra classe de geometrias, para a qual a pergunta sobre a construgao
de um sistema de coordenadas Gaussiano global é bastante interessante, sao

as métricas do tipo
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ds* = dt* + 2h(r)dtde — dr* — dz* + g(r)de*. (141)

Tal métrica abrange casos como a métrica de Godel [16], com h(r) =
V2senh’r e g(r) = senh?r(senh®r — 1) que possui um sistema Gaussiano local
apresentado em [17], e Minkowski com h = h, e R’(r) =0 onde R=h? — g
que possui obviamente um sistema de coordenadas Gaussiano global.

Até o momento, a unica condicao que sabemos sobre h e g é que

h* —g >0, (142)

para que o sinal do determinante de g,, seja preservado. Se calcularmos os
autovalores de g,,, vemos que eles preservam a assinatura da métrica somente

sob a validade da Eq. (142).

2.5 Sistema de coordenadas Gaussiano para a métrica

de Kerr

Num sistema de coordenadas z* = (u, p, 0, ¢), chamado quase-esferoidal, o

elemento de linha infinitesimal para a solucao de Kerr é dado por

ds? = (1 — %) du? — (p* + a? cos? 0)dh* — 2asen*0dpdep
_ _ 4AMpasen®d I PN 2M pa’sen’d 9
2dudp 7+ afcos?h edudgb {(p + a?)sen?f + 2+ aZcos? 0 do?.
(143)
Podemos escrever g como sendo
2M
g =gy + . (144)

P2+ a?cos?f

onde gh” é a métrica de Minkowski neste sistema de coordenadas, dada por
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w 1 (P +a®) (p*+a®) 0 —a (145
& p* + a?cos® 0 0 0 1 0 ’
—a —a 0 1/sen?d
e " =1(0,1,0,0) é um vetor do tipo-nulo.
Neste sistema de coordenadas, o determinante de g, é
g = det(g,) = —(p* + a® cos® 0)*sen’d. (146)
Fazendo a transformacao de coordenadas
(
2z = pcosf
T+ iy = (p—ia)e®send , (147)

| To=u—0p
temos que o elemento de linha dado pela Eq. (143) toma a forma dada pela
Eq. (26).

As superficies que possuem propriedades fisicas interessantes na métrica

de Kerr sao aquelas dadas por

pr =M + VM2 — a2 cos? 6, pa =M — /M2 — a2 cos? 6, (148)

as quais sao encontradas fazendo goo = 0, e que correspondem a superficies

de desvio infinito para o vermelho e

pr =M £V M? —a?, (149)
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que sao superficies nulas, ou seja, cada vetor normal a estas superficies é do
tipo-nulo. Na relatividade geral ha vérias solugoes das equagoes de Einstein
que possuem superficies como essas.

Na tentativa de construcao de um sistema Gaussiano em Kerr, consi-
deramos a equacao de Hamilton-Jacobi para uma particula relativistica com
m = 1 (sem perda de generalidade), dada pela Eq. (37), supondo primeira-

. .~ Nz :
mente apenas a contribui¢ao do termo g; e que S possa ser escrita como

S =oau+ ¢+ Wilp;a, 8,7) + Wal0; a, 5,7), (150)

onde v é um parametro que serd determinado e interpretado a posteriori.

Podemos substituir a Eq. (150) na Eq. (37), obtendo

s () () +

P2 +a*cos?d

(151)

o 2 2y (OW1Y _ _ OWi\ | _
Ay +2(p*+a )a( ap ) 2a08 2aﬁ< p ) = 1.
Assim, definindo W{ =0W,/0p e Wzl = 0W, /00, obtemos
2
—(p* +a*cos?f) = ala’sen?d + (p? +a®)(W))? + (W,)? + gt

+2(p? + a®)aW, — 2aa3 — 2aW,.

(152)

Observamos que podemos separar a Eq. (152) em duas equagoes diferenciais

parciais, sendo que uma so envolve 6 e outra s6 envolve p tal que

B 2a5W,
P

0 ) [0y 2000 | + 7 =

(153)

2
— a2 29 =
sen@) a”cos” 0 = —,

= —(W,)% — (aa sen ) —
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sendo v > 0. Logo,

—a+

a3 ad \° PPty
- * — — 154
p* + a? \/(a p2+a2) p*+a?’ (1542)
/8 2
W, = + v—azcosze—(aaserﬁ— ) : (154b)
sen ¢

Podemos apresentar o comportamento das fungdes W, e W) com respeito

aos momenta canonicamente conjugados por meio dos graficos ilustrados nas

Figs. (12) a (17), uma vez que nao estamos interessados, neste instante, na

forma explicita das integrais Wi(p) e Wa(0).

4.5 5

Figura 12: W/ com a®* =2, a=1,=2e¢ vy =3.

As demais componentes deste sistema de coordenadas Gaussiano sao

R

05 _
da
a5
op

0S

%=

oWy OW,
u+ 5 + e (155a)
oWy, OW,
N 9y (155b)
oW, OW,
. 1
o+ 93 + 3 (155¢)
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Figura 14: W/, com o> =20,a=1,=2e v = 3.

Podemos definir, apenas por simplicidade, as seguintes quantidades:

o _ OW i OW . _ 0,
Wl == 80[1’ Wl = 871’ Wl = 8/6 9 (156)
i — 8W2

i, = oW v, = O —
W= We=737%  Wa=THa
Portanto, as componentes da métrica neste novo sistema de coordenadas sao

dadas por
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Figura 15: Wi, com o> =20,a=1,=2e~y = 3.

—1.2

N

Figura 16: W]/ com o> =2, a=1,3=0.1e~y=3.

(07 +a?) (1 + WIW, + Wb |

L
,02
1
,02
— —% —a(1+ W)+ (p* + a?) (1 + W)W, + W;W;} ,
& (0 + a7 + (7))

1

,02

—aW, + (p* + D)WW, + W;W;} ,
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Figura 17: Wi coma?=2,a=1,3=01evy=3.
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= [ by (P T+ (72 20177

onde p? = p? + a?cos*@. A partir das Eqs. (154), podemos obter explicita-

mente as derivadas das quantidades definidas pelas Eqgs. (156) como sendo

i 2 — i 0 — )
W, =-1+ (ar aﬁ)’ W, = asene(aasen ,
: VT 2= Vi
i 1 i sen 0
W, =F—~ W, ==+ , 158
1 :F2\/7> 2 2\/E ( )
W= a (ar? —aB)a 7 _ (aasen®) — )
L Y 2 senfvh

onde 72 = p? +a?, f = [(ar? —aB)?* —*(p* +7)] e h = [(y — a® cos? §)sen?d) —
(aasen?d — 3)?]. De posse disso, as componentes da métrica podem ser

escritas como
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11 1 {f‘l(pz +7) L (v — a? cos? Q)azsen‘l@]
f >

99 = —? 7
12 _ 1 |_ (o —aB)P?  (aasen®d — B)asen’d
oo Ty i h )
3 _ 1| (ar*=af)’a  (aasen®d — )%
vemor j n :
1 ~2 29 (159)
22 _ _ 1L |r , sen
g(] - 4ﬁ2 [ f‘ + h :| 5
93 _ _ 1 [(a?—af)a n (aasen? — (3)
gO - 2ﬁ2 f‘ h, R
33 __ 1 [a®(p*+7) , (y— a’cos?0)

Se substituirmos a métrica g)” pela métrica original de Kerr ¢ dada em
(144) e repetirmos os passos expostos pelas Eqgs. (37) e (150)-(153), teremos

uma nova equagao para Wi (p) como segue

_a? —aBx V(a2 —aB)2 — A(p? +7)
A )

cujo grafico pode ser ilustrado por meio das Figs. (18) a (23) para diferentes

W, =

(160)

valores dos parametros, e A = p*+a®—2Mp. A equagio para W, permanece
inalterada e é dada por (154b).

Definindo F' = [(ar? — af3)? — A(p* + 7)], podemos reescrever as Egs.
(158) da seguinte forma:

N o ~9 . 20
W, = —% + —(QTA\/O;—?)T , W, = :Fasene(aase?/g ﬁ),
W = $—2\}F’ Wy = ize\f/lg, (161)
W=y (ar? — afB)a V= (aasen?d — B
A AVF Vhsenf
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Figura 19: W/, com a? =20, a=1,3=2,v=3e M = 2.

Considerando as equacoes acima temos que as novas componentes da métrica

g*” sao dadas por

=11

=12

=13

— a? cos? §)a’sen’)

r“(pj; si gl

h

|\

F
A)

h

(ar? — af3)?ar?

{_ (ar? — aB)r? _ (aa sen?d — 3)asen?d

|\

(aasen?d — 3)%a

{a(sz—

AF
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Figura 21: W/, com o’ =2,a=1,3=2,7v=3e M =1/2.

22

23

g33

1 1A sen29
17 [F * }
1 | (ar? — aﬁ (aa sen? — 3)
W h ’
(0 +7) | (v = a*cos’0)
,52 T 3 '

Enquanto que as componentes covariantes sao
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P

gi
gi2
913
G2
923

J33

_2[0[(7 - a2) + aﬁ]a
2
—af— 2Maezsen 9’
P (163)
—4(p* +7)(v — a*cos® ),

—2[B(p* +7) — (a7 — aB)asen’d],

2.4
—(B? + msen?d) — —2Mpo;~2$en 0.

53



O determinante desta nova métrica é

g =detg,, = —4h(0)F(p). (164)

Seja V# = §f um campo de velocidade no sistema de coordenadas (S, R, ©, ®).

No sistema de coordenadas (u, p, 0, ¢), este campo é dado por

0z _
=V (165)

Explicitamente, temos que as componentes covariantes desse campo de ve-

Vi

locidades sdo

Vi, = (a, Wy, Wy, B), (166)

enquanto que suas componentes contravariantes sao dadas por

VO = —#(aazsenze + #2W, — af3),
Vi = —%(afz + AW, — af),
o (167)
V2 — —ﬁ—zz,
3 — 1l soa—aw P _
Ve = ,52( aq aW1+Sen29).

Um método muito similar para encontrar uma funcdao principal de Hamil-
ton S para a métrica de Kerr foi empregado por B. Carter [18] o sistema de
coordenadas de Boyer-Lindquist Eq. (28). Neste método, a fun¢ao S nao é
identificada com o tempo préprio, pois possui uma liberdade de calibre.

Se quisermos comparar o campo de velocidades V* dado pela Eq. (167)
com o campo V# que obteremos a partir da integracio das equacoes das

geodésicas, tal como feito para o caso de Schwarzschild (Eqgs. (107)-(112)), é

o4



mais simples se usarmos o sistema de coordenadas de Boyer-Lindquist, cuja

transformacao é dada por

t = u—Alp)
p = p
, (168)
6 = 0
¢ = ¢—B(p)

\

onde (dA/dp) = 7?/A e (dB/dp) = —a/A. Reescrevendo as Eqgs. (167) neste

sistema de coordenadas, temos

VO = —ﬁlA(aZz—QMaﬁ),
Vi = %(ar + AW, — af),
W (169)
v -
V= L (@Maa+ (7 — 2Mp) D)
pPA sen?6”’

onde Y2 = 7 — a2A sen?6.
Podemos explicitar a funcao de Lagrange L neste sistema de coordenadas,

considerando observadores normalizados V#V,, = 1, como sendo

1 = (1_%3%@%&@ P2 262+
(170)
(,0 +a?+ QapMp sen29) sen20 2 = 2L

Apesar dos célculos, a partir de L, nao serem apresentados neste trabalho
podemos calcular as equacoes de Euler-Lagrange e encontrar as integrais
primeiras para tais equacoes (cf. [19]). Feito isso, obtemos o campo V# =

(5, Ds 0, QAS) que podera ser comparado e imediatamente identificado com V¢
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dado pela Eq. (169). Dai concluimos que V', por conseqiiéncia V*, abarca
todos os observadores geodésicos (do tipo-tempo) da métrica de Kerr.

Se quisermos analisar propriedades cinematicas de campos de velocidades
definidos na métrica de Kerr, podemos construir o projetor h,,, no tri-espaco

do obserador V* como sendo

Py = G — ViV (171)

Sendo V# = ¢f, concluimos que h;; = §;;, sendo as demais componentes hgg
e hg; nulas.

Usando a Eq. (164), podemos obter a expansao ¥ como sendo

1 _ ho  Fo
9= ——(/=gVr), = 22 4 20 172
No caso de um sistema de coordenadas Gaussiano e V¥ = 4}, a de-

formacao 0, possui apenas componentes espaciais 0;; nao nulas, e pode ser
escrita como
1- =

045 = §hij70 — ghw (173)

A partir das Egs. (163), podemos explicitar tais componentes como sendo

_ M 2002 20020\ 4 2 N\ v _ 2 2Mp
o1 = Fid (sen O(p* —a*cos*0)p—a ,osen299) 3 (1 o 7 ),
o = Faly—a?) +ap),
. 2
o13 = % [s<alr129(p2 — a*cos? ) p — prisen2 9} + % (aﬁ + %szsﬂ) ’
oy = —4(y—a’cos?0) (pp - %(p2 - 7)) — 2a2(p? + 7)sen26 6,
(174)

56



023 = 2(aasen?d — 3)pp — a(sen26 0 + % sen?0)(ar? — af3) + %ﬁ(pz +7),

2 2 .
o33 = —ppsenf — ]\/[a%en@ [senze(pz — a2 cos? 0)p + psen2d (52 n f2)9
~2 . 9 4
Ty sen206 + 4 {62 + #sen? + Wﬂ%—;en@] ‘

Escrevendo a Eq. (28) na forma quadratica, temos

2
29 P~
dt) sen“f A

2aMp
22

2
ds* = f)zg dt* — % (d¢ — dp? — p*d6*.  (175)

Dai, podemos escolher uma base de 1-formas w?, para A = 0,1, 2, 3, como

sendo

WO = ﬁz%dt,
w' =y /%—22 (dgb - %ﬁdt) send,
- (176)
W=y Kdp,
wd = /pdb.

Se fizermos todos os cédlculos necessarios nesta base de tétradas, encon-
traremos as componentes nao-nulas do tensor de Riemann Rapcp (cf. [19]),

dadas por
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}%0123

}%0312

}%0213

}%0203

}%0212

}%0101

}%0202

}%0303

aM~cﬁos [ (3p% — a2 cos? ),

alM cos 0 (3p* — a®cos? 0)(7* + 2a? A sen?d),

20
%Cﬁ%se(?)pz — a?cos? 0) (25" + a®? A sen?d),
Riss = — 3a’ M7? Z%ﬁ%en 6 cos 6 (302 — a2 cos? ),

177
—Royz13 = —3aM'0;22,56A Sene(,o2 — 3a®cos? ), o

—Ros03 = —%ﬁg(pz — 3a? cos®f),
—Ri313 = Zﬂg%(pz — 3a® cos? 0)(27* + a? A sen?0),

—Ri212 = —ZMg—ﬁpﬁ(pz — 3a? cos? 0)(7* + 2a*A sen?0).

O campo V* dado por (169) pode ser escrito na base de tétradas via

VA=A Ve (178)

ou explicitamente por

L/O

L/l

L/2

L/3

(179)

Lembrando que estamos tratando do espago-tempo de Kerr (R4 = 0), o

tensor de Weyl coincide com o tensor de Riemann e assim a parte elétrica do

tensor de Weyl é
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Eap = —RacppVEVP. (180)
Em seguida, as componentes nao-nulas do dual do tensor de Weyl *Wagep
podem ser encontradas fazendo as identificagoes abaixo
“Woio1 = —"Wasaz = Ro123,
*Woi2s = —Ro1o1,

Wo02 = =" Wiziz = —Ro2is,

Woai2 = —"Woz13 = — Rozo3, (181)
*Wo21s = Ro2o2,

*Wosos = —"Wi212 = Rozi2,

*Wosi2 = —Ro303,

*Wi213 = —Roais.

Segue que a parte magnética do tensor de Weyl é

Hap = — " WacppVEV?P. (182)

As expressoes explicitas em componentes para as quantidades (180) e
(182) nao serao expostas neste trabalho, pois nao sao de carater manipulativo

simples.
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3 Meétrica de Kerr e violacao de causalidade

Neste capitulo faremos uma anélise numérica da violagao de causalidade na
métrica de Kerr. Escolheremos um buraco negro especifico, ou seja, fixaremos
valores numéricos para a massa M e para o momento angular por unidade de
massa a de tal objeto. Em seguida, analisaremos a possibilidade das curvas
do tipo-tempo fechadas serem geodésicas.

Seja a métrica de Kerr dada no sistema de coordenadas de Boyer-Lindquist

pela Eq. (28). Consideremos um campo de velocidades V#* dado por

VE = (0>0>0>¢0)> (183)

onde ¢y é uma constante. Assim temos que

G V'V = gaz(¢o)*. (184)

Se houver alguma regiao no espago-tempo de Kerr tal que

933(p> 9) > 0> (185)

teremos que o campo V* serd do tipo-tempo. Sendo ¢33 dada pela Eq. (28),

no caso em que 0 # 0 e § # m, a condi¢ao (185) é equivalente a

(p* 4+ a*)(p* + a® cos? 0)
2Ma sen?6 ’

e dai concluimos que p deve ser negativo para que esta condicao seja satisfeita.

p<— (186)

Além disso, se quisermos que V* seja geodésico, podemos substitui-lo nas

equagoes das geodésicas (5), e obteremos

Fég =0 = g331=0, (187)

P%g =0 = g332=0,
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onde g331 = (0g33/dp) e gaza = (Dgs3/00). Se escolhermos a =1e M =2 ©,

podemos reescrever as Egs. (187) como

2sen?d 4p*sen?d

Pt P2 +cos?l0  (p?+cos?0)? 0 (1882)
4psen?d(p* + 1 4psen3d
'E’pz — c(ops2 9)2) +pPA 41+ P f’fi’gsz 5=0. (188b)

Se fizermos a mudanga de varidvel z = sen®d e resolvermos as Eqs. (188a) e

(188b) separadamente, obteremos

Pt =1+ p 4P — 202 + 1+ 4p°

T 2 (189a)
3 21—/ +Ap — 202+ 1+ 4p°
by P EPEP Vo 405 =207 +1+ ’ (189D)
p—2
como solugoes para (188a) e
(p2—4p+1+2\/4p2—p3—p) (P* +1)
_ 190
Z3 p2_4p+1 9 ( a)
(p2—4p+1—2\/4p2—p3—p) (P*+1)
= 190b
Ty p2_4p+1 ) ( )

como solugoes para (188b), com p € R. Agora, basta verificar se existe

algum valor para p que satisfaga as Eqs. (188) simultaneamente. Para isso,
podemos tracar os graficos ilustrados na Fig. (24).

Observamos que apenas o caso em que temos x1(p) e z4(p) como solucoes

de (188) é que hd um valor p = p. que satisfaz estas equagoes simultanea-

mente. Assim, obtemos também um valor para x = x,, o qual corresponderd

6 Algebricamante, tal escolha ndo é necessiria, mas como serd feita uma andlise

numérica posteriormente, fixamos desde ja tais valores, arbitrariamente.
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Figura 24: Intersecgoes, duas a duas, das solugoes z1(p) e x2(p) com z3(p) e x4(p).

a dois possiveis valores de 0, sendo eles senf; = /x, e senth = —,/z,.
Considerando os valores de p. e x, obtidos deste gréfico, algo em torno de
p« = —0,4 e x, = 0,3. Substituindo estes nimeros na Eq. (186), percebe-
mos que esta nao € satisfeita, ou seja, neste ponto ¢33 < 0. Logo, nao é
possivel escolher um campo como (183) que seja geodésico e viole causali-
dade simultaneamente (uma margem de erro foi considerada para os valores
encontrados, porém o critério (186) continua sendo violado).

Se fizermos exatamente os mesmos calculos e graficos, mas agora com a

consideracao de que a? > M?, obteremos a mesma conclusiao negativa sobre
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o fato do campo V* ter apenas componente azimutal QAS e ser geodésico ao
mesmo tempo. Portanto concluimos destes dois casos que nao é possivel ter
curvas do tipo-tempo fechadas e que ainda sejam geodésicas. Ou seja, se for
possivel encontrar uma geodésica que viole causalidade na métrica de Kerr

ela deve ser nao-limitada.

63



4 Equacoes quase-Maxwellianas para uma mé-
trica Gaussiana diagonal

As equagoes quase-Maxwellianas sao de extrema importancia na teoria de
perturbacgoes na relatividade geral, quando tratamos de métricas com in-
variancia conforme. Elas fazem com que o tratamento perturbativo provenha
apenas de flutuagoes feitas no espaco-tempo de fundo e apresentam-se in-
sensiveis a mudanca de coordenadas, evitando um possivel equivoco com
respeito a origem real das flutuagoes consideradas.

H&a intimeras referéncias que tratam da deducao formal das equacoes
quase-Maxwellianas (cf. [3], [20] e [21]). De uma maneira sucinta, estas
equacoes podem ser obtidas a partir das identidades de Bianchi juntamente
com as equagoes de Einstein (2), dando

1

Waﬁ,uz/;y — _%Tﬂ[oﬁﬁ] + gg“[aTﬁ]. (191)

Avaliando as projecoes independentes da divergéncia do tensor de Weyl

Wesw VsV, hao, (192a)
Webm noX sV, Vi, (192b)
Webn b epmA sV, (192c)
Wb Vol Py (192d)

obtemos as equacoes quase-Maxwellianas, dadas por
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1 %
hea hAA/EaA;«/ + UeﬁuuvﬁHW\U“A +3H%w, = ghmp,a + gqe +

1 1 1
—5(06,, —3w)q" + §7rﬁ“ap + §hm7ra”;,,, (193a)

1
heahAwHaAw o HEQHVVBEMO'“A _ 3EEV(UV — (,0 + p)wﬁ . 5?7””‘6%;5 +

1
+§77mﬁ’\(aug + wyg) T Vi, (193b)

. 1 .
h“ehy)\Hpu + Q9HE>\ o §Hy(eh)\)“v,u,y + nAVyyneﬁTaV“V;Haﬁ/ﬁyﬁ +

—aaEﬁ(AnE)ﬁ/aﬁV«, + iEﬁu;ahffﬁ/\)MBV«/ _ _Zq(ewA) + §h6/\qﬂwp n

1 1
_I_Zo,ﬁ(en)\)aﬁ,uvuqa + ZhV(EUA)aWVWW% (193c¢)

h“ehy)\Epy + ’l9EE>\ o EEV(Eh’\)“V“”’ + nAVyﬁ/neﬁTaV“V;Eaﬁ/ﬁyﬁ +
€)ya 1 € « 1 € v
-l-aaHﬁ(’\ﬁ )y 6V‘/ _ §H6“;ahfl nx\)v 6V«, - éh /\(qﬂ;u _ q“aﬂ — gk Uw) +

1 1 1 1 ) 1

_§(p + p)O'EA + 5(](6&)\) — Zh“(EhA)aqM;a + §haﬁh“>‘7'(‘a” + Zﬂ.ﬁ(eo)\)ﬁ +
1 (e, \\)B 1 e

—Tw + 619% : (193d)

onde

1
ﬁ,uz/ = O-,uz/ ‘I’ g’ﬁh,uu (194)

Além disso, temos a lei de conservacao para o tensor momentum-energia

TH como sendo

T, =0, (195)

a qual pode ser projetada na direcao do campo de observadores V* ou per-

pendicular a este campo dando
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T V=0, (196a)

TH e = 0, (196b)

as quais podem ser escritas explicitamente como

p + (p + p)ﬁ + qHVM + qa;a - Wuya,uz/ - 07 (197&)
(p+p)aa — puha + ¢uh" o + VG0 + ¢"00r + ¢"War + T
+7"0,, Ve = 0. (197b)

A partir da definicao do tensor de Riemann, podemos encontrar as equacoes

de evolugao das quantidades cineméticas

. 292
I+ ey +2(0% + w?) — a®%y = R,V'VY, (198a)

1 1
hothg" & + ghag(—2(0'2 +w?) +ary) + anap — Eha“hg”(a“;y + ayy) +
2 1
—l—§190'a5 + O'Q#O"ug + wa#w“g = Raeg,,VEV” — gRHVV‘uVVhag, (198b)
1 2
ha!hg" by = Sha' " (@ — av) + 3Vwas — 0pu’a +

+oquwts =0, (198¢)
juntamente com os vinculos

2
gﬁ,uh“/\ — (0% +w*).ah"\ —a”(ox +wr) = R VPR, (199a)
W + 2w, = 0, (199b)

1
—§h(76h,\)aneﬁ”’”Vy(aa5 + Wag) iy + azwyy = Hry. (199¢)
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Restringindo-nos ao caso de uma métrica diagonal da forma

ds* = dT?* — B(T, R)dR* — r*(T, R)d)?, (200)

e um campo de observadores V# = 4}, podemos escrever a expansao ¢ para

este campo na forma

_ 1rB+4B7

V=g (201)

onde B = OB/JT e 7 = 0r/0T. Em seguida, podemos calcular o tensor de

cisalhamento o*, e escrevé-lo numa forma matricial 3-dimensional

1 0 0
ol =FTR) [ 0 1 0 |, (202)
0 0 -3
sendo
1—rB + 2B7
TR = —-——— 27" 2
f(T, R) TRY: (203)

Por outro lado, também podemos escrever a parte elétrica do tensor de

Weyl EF#, para este campo de observadores escolhido na forma matricial

—_
=)
=)

0 , (204)

onde
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9(T.R) = 5bpa(~2°BB+ "B — 4rBr" + 2rBi B + 21 B+

+4r B* — 4B? — 4B*/? + 4Br'?),
(205)
r"=0r/0R e B'=0B/0R.

Observamos que, mesmo neste caso geral, tanto o, quanto £, sé pos-
suem componentes diagonais nao-nulas e, além disso, sao “proporcionais” a
mesma matriz. Quanto a parte magnética H,g do tensor de Weyl, esta é
idénticamente nula, assim como a vorticidade w,s e a aceleracao a*. Tal
fato é devido a particular escolha do campo de observadores ¢f. Estes fatos
facilitam muito os célculos.

Assumindo um fluido com pressao anisotropica dado por

1 -

. ™
[T“ll]:dzag(p>p+7rll>p_71>p_7)7 (206)

as equagoes quase-Maxwellianas (193) para este fluido tomam a seguinte

forma

r 1 1 r!
g1+ 3?g = §p71 + 5 (7’(‘1171 + 3;77'11) , (207&)

T 1 1
g0 + 3;9 = —f’ﬂ'll — (,0 —l—p)f + 577'11,0 + 6’(977'11, (207b)

onde g1 = dg/OR e go = 0g/IT, e analogamente para 7';. Notamos que
tanto a equacao associada com a divergéncia da parte magnética do tensor de
Weyl (193b) quanto aquela associada a derivada temporal de H,g (193c) sdo
identicamente nulas. As equagbes que expressam a conservacao da energia

podem ser escritas explicitamente como
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3
po+(p+p)d =5 =0, (208a)
/
o+ 3%7#1 —py =0 (208b)
A evolugao das quantidades cinemadticas nao-nulas, ¥ e o’;, tém em compo-

nentes a forma

2 3., 1
Vot 5 +35f ——5(04'329), (209a)
¥ +_2+g§f_ 1o (209b)
,0 9 3 = —g 277' 1.

Por fim, a Unica equagao de vinculo que nos resta é

! 2

O conjunto formado pelas Eqgs. (207)-(210) corresponde a um caso par-
ticular de um problema de condigoes iniciais ou problema de Cauchy. No
caso geral, o problema consiste em dar uma superficie de Cauchy S do tipo-
espaco sobre a qual as equacoes de Einstein valham e a partir dai as Eqgs.
(193), juntamente com (197)-(199), propagam estes dados iniciais para uma
vizinhanca de S [22].

Analisando um caso particular tal que 7},, = 0, as equagoes de Einstein

dao os resultados

BeT.R) = o po (211a)

T’E(T,R) = —\/F—l—k‘l/’f’, (211b)
(T, R) = W (R)\/F+ki/r, (211c¢)
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onde F(R) e w(R) sado fungoes arbitrérias e k; é uma constante. Portanto,
dadas estas condigoes sobre uma superficie de Cauchy em 7' = T, as funcoes
B e r poderao ser evoluidas a partir dai. Por outro lado, das Egs. (207),

temos que

9= (212)

onde k£ é uma constante. Da Eq. (210) obtemos

Bou (213)

" 1+ A(R)

7

sendo h(R) é uma funcdo arbitraria’. Podemos escrever as Egs. (209) em

termos explicitos da métrica como

B 1B §
B ap 5T (214a)
B 1B* i

Substituindo a Eq. (213) em Eq. (214b), segue que

-/ / T
2+2T—:0:>7":a(2),
T T T

onde a(T") é uma fungao arbitraria de T'. Subtraindo a Eq. (214a) da (214b)

(215)

e substituindo as Eqs. (213) e (212) na diferenga daquelas, encontramos que
2a(T) = —k, logo a(T) é uma constante. Portanto, da Eq. (215), encon-

tramos

70 indice subscrito E indica que o resultado foi obtido unicamente a partir das equacoes

de Einstein, e o indice QM no caso das equagoes quase-Maxwellianas.
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i k
P = 2y(R) + (216)

sendo y(R) uma funcdo arbitraria. Substituindo o vinculo (213) na definigao
de g, Eq. (205), e novamente tomando a diferenca das Eqs. (214a) e (214b),

obtemos

SUNLLAEE L (217)

% _ % =z(T), (218)

<
<

onde z(7T") é uma fungao arbitraria de 7. Por uma questao de consisténcia,
concluimos da Eq. (218) que x(T") = 0, pois h e y sao fungdes apenas de R,
o que implica que h(R) = 2y(R).

Da Eq. (216), temos

/ \/hd%k/r = / dT. (219)

Integrando, encontramos

e+ k
(Tth )T—%k;/zl (k + 2hr +2y/(hr + k)hr) = T+ b(R).  (220)

Derivando com respeito a R, obtemos

P = V[ h + é (221)

Se voltarmos as Eqs. (211) e analisarmos melhor a Eq. (211b) escrita

como
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Fop_h (222)
r

e interpretarmos a fungao (7', R) como medindo uma distancia de um ponto
do espago-tempo até um centro de simetria [23], 7 poderia ser vista como
sendo a velocidade radial da particula e o termo k;/r seria um anédlogo do
potencial Newtoniano, quando » — oco. Desta maneira, h estaria associada a
energia total por unidade de massa de uma particula teste nesta geometria.
Portanto, a superficie de Cauchy a ser considerada seria tal que as condic¢oes
citadas acima fossem validas em T = Tj,.

Ainda devemos determinar as fungdes arbitrarias presentes nas Eqgs. (211).

Consideremos que

F=a%—1, (223a)

w(R) = aR, (223b)

onde « é uma contante. Em seguida, fazendo uma transformacgao de coor-

denadas a partir da matriz Jacobiana J%g

afA —(a®?—=A)JA 0 0
o —Vat—A avaet—-A 0 0
[J%] = {W} = : (224)
z 0 0 1 0
0 0 0 1

onde 2% = (t,1,0,¢), z° = (T,R,0,¢) e A = 1 — ki/r, a métrica dada por
(200) toma a forma de Schwarzschild (22),

-1
ds? = (1 — @) dt® — (1 — @) dr? — r2dQ?, (225)

T T
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e assim podemos identificar k1 = 2M e a é a energia da particula (compo-
nente 0 do momentum p,,).

Devido ao fato da forma funcional das Eqgs. (213), (216) e (221) ser similar
as Egs. (211), a determinacao das fungdes arbitrarias sobre a superficie T' =

Ty é imediata

Bg(To, R) = Bou(To, R) = h(R) = F(R), (226a)
’f’E(To, R) = ’f’QM(To, R) =k = k‘l, (226b)
rp(To, R) = 5 (To, R) = b(R) = w(R). (226¢)

J& num caso um pouco mais geral, considerando

Ty, = p(T, R)V,V,, (227)

as equagoes de Einstein dao outras condigdes sobre B(T, R) e r(T, R). Tais

condigoes podem ser escritas como

/2

Bp(T,R) = #()(R)’ (228a)
re(T,R) = +/ fo+ fi(R)/r, (228b)
"e(T,R) = %, (228¢)

onde fo(R) e fi1(R) sdo fungoes arbitrarias. Quando p = p(7T'), tais condigoes
se reduzem a solugao de Tolman [23]. Por outro lado, podemos escrever
as equacgoes quase-Maxwellianas, juntamente com a conservacao da energia,
equacoes de evolugao e vinculos, para o tensor momentum-energia dado por

(227), como sendo
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1 pP.1

1, p .+ B

— ==|2-—-—= 229b

S(°9), 6<7~ B>, (229b)

po ¢ B

—4+2-4+—=0 229
p + " + 55 ; (229¢)

7,/2

Bov = 229d
7 7
” .

ol 14l = ). (229f)
r r

Substituindo a Eq. (229d) na Eq. (229¢), temos que

ho(R)
pr’
onde ho(R) é uma fungao arbitréria. Assim, substituindo a Eq. (230) na Eq.

, (230)

(229a), encontramos

rig =27 _ [ hoar—n
9= 3 0 1(T), (231)

onde hy(T') é uma fungao arbitraria. De posse disso, podemos substituir esta
equagao na Eq. (229b), e chegamos a

£.0 T B hl
p + r + 2B pr? (232)
Comparando este resultado com a Eq. (229¢), concluimos que hi(T) = k,

sendo k uma constante. Podemos tomar a diferenga entre as Egs. (229¢) e

(229f), obtendo

:
6- = —p+ 3. (233)
T
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Substituindo nesta equacao a Eq. (231), segue que

T 1 k
cuja integral nos fornece
. 1 k

sendo hs(R) uma fungdo arbitraria. Por fim, substituindo a Eq. (229d) na
defini¢do de g, dada pela Eq. (205), e em seguida substituindo o resultado

desta operagao na Eq. (229¢), temos a seguinte equacao

LS S L i —) (236)

h h
=), (237)

,
onde y(7T') é uma fungao arbitraria. Por consisténcia nas dependéncias fun-
cionais dos lados esquerdo e direito da equagao acima, notamos que y(7') = 0,
o que implica que, ho(R) = h(R).

Agora, devemos aplicar as condigoes de juncao entre as Eqs. (228) e as
Egs. (229) ao longo de uma superficie do tipo 7" = T;. Como a forma
funcional dessas fungoes é muito semelhante, assim como no exemplo anterior,

a juncao ¢é imediata e dada por

Bg(T, R) = Bou(T, R) = fo(R) = h(R), (238a)
(T, R) = 1y (T, R) = f(R) = ho. (238¢)
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Com estes exemplos, somos levados a pensar que talvez a hipdtese de
uma métrica que tenha simetria esférica seja muito forte para as equacoes
quase-Maxwellianas, pois os graus de liberdade extras que deveriam aparecer
neste tratamento sao rapidamente eliminados. Portanto, a utilizacao das
equacoes quase-Maxwellianas para encontrar uma possivel solucao interior
para a métrica de Kerr parece manter o alto grau de dificuldade de solugao

deste problema.
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5 Conclusao

O método desenvolvido neste trabalho para encontrar sistemas Gaussianos de
coordenadas a partir da equacao de Hamilton-Jacobi relativistica foi bastante
satisfatério. Desta forma, podemos transpor o problema de resolver as Eqgs.
(30), a quais nao possuem um método de solugao conhecido, para o problema
de encontrar uma funcao principal de Hamilton S, sobre o qual existem
inimeros trabalhos na literatura sobre o assunto. Porém, um problema que
surge na construcao do sistema de coordenadas Gaussiano ¢ encontrar g,
escrita em termos das novas coordenadas (S, R,0,®). O desconhecimento
dessas expressoes explicitas impossibilita os calculos associados a geometria,
como a obtencao do tensor de Riemann, de Ricci, escalar de curvatura etc.

Observamos também que, neste sistema de coordenadas, o campo V# =
8¢ corresponde a todas as geodésicas do tipo-tempo com vetor tangente nor-
malizado, o que facilita o calculo das integrais primeiras das equagoes das
geodésicas no sistema de coordenadas inicial, bem como das quantidades
cinematicas de tal campo de observadores.

Quanto a analise da violacao da causalidade na métrica de Kerr, repro-
duzimos um resultado ja bastante conhecido de que nao ha geodésicas do
tipo-tempo fechadas nesta geometria. Entretanto, a questao de haver ou
nao geodésicas de comprimento infinito confinadas na regiao de violagao da
causalidade ainda é um problema em aberto.

Em relagao a construcao de sistemas de coordenadas Gaussianos globais,
¢é necessario um desenvolvimento mais rigoroso e objetivo do tema, pois esta
questao esta profundamente relacionada com a possibilidade de definirmos
um tempo cosmologico global.

O objetivo inicial do estudo das equacoes quase-Maxwellianas era tentar,
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por um caminho aternativo, encontrar uma solugao interior para a métrica
de Kerr. Acreditdvamos que escrevendo estas equacoes para uma métrica
num sistema Gaussiano, talvez fosse mais facil de encontrar uma solugao
com tensor momentum-energia 7}, diferente de zero. O estudo viabiliza con-
sideravelmente o tratamento, pois as quantidades envolvidas, como a parte
elétrica do tensor de Weyl, campo de observadores, expansao e cisalhamento,
tém formas funcionais simples. Por outro lado, se a métrica tiver muitas
simetrias, o problema pode ser simplificado de tal maneira que seja imediata
a solucao, e portanto, carente de novidades fisicas. Além disso, a sistema
Gaussiano construido, neste trabalho, para a métrica de Kerr, a principio,

nao simplificaria consideravelmente as equacoes quase-Maxwellianas.

78



10.

Referéncias Bibliograficas

. V. 1. Arnold, Métodos Matemdticos da Mecanica Cldssica, Mir, Moskow,

(1987).

Editor M. Novello, Programa Minimo de Cosmologia, Cap. 5, em fase

de publicacao.

J. M. Salim, Equacoes Quase-Maxwellianas da Gravitacao: Aplicagao
as Perturbacoes dos Modelos Cosmoldgicos de Friedmann, Tese de Dou-

torado CBPF /Rio de Janeiro (1982).

S. W. Hawking and G. F. R. Ellis, The Large Scale Structure of Space-
time, Appendix B, Cambridge University Press, Cambridge, England,
(1973).

R. Adler, M. Bazin, M. Schiffer, Introduction to General Relativity,
Chap. 6, McGraw-Hill, New York, (1975).

. W. Rindler, Relativity, Oxford University Press, Oxford, 2001.

R. Adler, M. Bazin, M. Schiffer, Introduction to General Relativity,
Chap. 15, McGraw-Hill, New York, (1975).

L. D. Landau, E. M. Lifshitz, The Classical Theory of Fields, Butterworth-
Heinemann, London, (1975).

R. Kerr, Gravitational Field of a Spinning Mass as an FExample of
Algebraically Special Metrics, Phys. Rev. Lett. 11 237 (1963).

R. H. Boyer, R. W. Lindquist, Mazimal Analytic Extension of the Kerr
Metric, J. Math. Phys. 8 265 (1967).

79



11

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

. A. S. Eddington, Nature 113 192 (1924); D. Finkelstein, Phys. Reuv.
110, 965 (1958).

M. D. Kruskal, Maximal Fxtension of Schwarzschild Metric, Phys. Rev.
119 1743 (1960); G. Szekeres, Publ. Mat, Debrecen 7 285 (1960) .

N. Lemos, Mecanica Analitica, 2a. ed., Livraria da Fisica, Sao Paulo,

(2007).

S. Dai, C. Guan, Mazimally Symmetric Subspace Decomposition of the
Schwarzschild Black Hole, arXiv:gr-qc/0406109.

M. Novello, Sistema de Coordenadas Gaussiano, ndo publicado (1982).

K. Godel, An Example of New Type of Cosmological Solutions of Ein-
stein’s Equations of Gravitation, Rev. Mod. Phys. 21 447 (1949).

M. Novello, N. F. Svaiter e M. E. X. Guimaraes, Synchronized Frames
for Gédel’s Universe, Gen. Rel. Grav. 25 137 (1993); M. E. X. Guimara-
es, Sistemas Sincronicos de Coordenadas no Universo de Godel, Tese
de Mestrado CBPF /Rio de Janeiro (1991); M. C. M. Silva, Constru¢ao
de Modelos para um Universo Globalmente Causal a partir da Solugao

de Gddel, Tese de Mestrado CBPF /Rio de Janeiro (1992).

B. Carter, Global Structure of the Family of Gravitational Fields, Phys.
Rev. 174 1559 (1968).

S. Chandrasekhar, The Mathematical Theory of Black Holes, Oxford
University Press Inc., New York (1983).

80



20. M. Novello, J. M. Salim, M. C. Motta da Silva, S. E. Joras e R. Klip-
pert, Minimal Closed Set of Observables in the Theory of Cosmological
Perturbations, Phys. Rev. D 51 450 (1995).

21. M. C. Motta da Silva, Teoria de Perturbacoes em Universos Anisotro-
picos: Modelo de Kasner, Tese de Doutorado CBPF /Rio de Janeiro
(1998); R. Klippert Teoria de Perturbagoes no Universo de Schwarzschild,
Tese de Doutorado CBPF/Rio de Janeiro (1998); E. Goulart, Fz-
citacoes do Tensor de Weyl na Cosmologia e Questoes de Estalibidade,

Tese de Doutorado CBPF /Rio de Janeiro (2007).

22. A. Lichnerowicz, Ondes et Radiations Electromagnétiques et Grauvita-

tionelles en Relativité Générale, Ann. Mat. Pura ed Appl. 50 1 (1960).

23. A. Papapetrou, Lectures on General Relativity, D. Reidel Publishing
Company, Dordrecht, Holland (1974); R. C. Arcuri, Nicleos Atrasados
de Matéria no Universo de Friedman, Tese de Mestrado CBPF /Rio de
Janeiro (1982).

81



Livros Gratis

( http://www.livrosgratis.com.br )

Milhares de Livros para Download:

Baixar livros de Administracao

Baixar livros de Agronomia

Baixar livros de Arquitetura

Baixar livros de Artes

Baixar livros de Astronomia

Baixar livros de Biologia Geral

Baixar livros de Ciéncia da Computacao
Baixar livros de Ciéncia da Informacéo
Baixar livros de Ciéncia Politica

Baixar livros de Ciéncias da Saude
Baixar livros de Comunicacao

Baixar livros do Conselho Nacional de Educacdo - CNE
Baixar livros de Defesa civil

Baixar livros de Direito

Baixar livros de Direitos humanos
Baixar livros de Economia

Baixar livros de Economia Doméstica
Baixar livros de Educacao

Baixar livros de Educacdo - Transito
Baixar livros de Educacao Fisica

Baixar livros de Engenharia Aeroespacial
Baixar livros de Farmacia

Baixar livros de Filosofia

Baixar livros de Fisica

Baixar livros de Geociéncias

Baixar livros de Geografia

Baixar livros de Histdria

Baixar livros de Linguas



http://www.livrosgratis.com.br
http://www.livrosgratis.com.br
http://www.livrosgratis.com.br
http://www.livrosgratis.com.br
http://www.livrosgratis.com.br
http://www.livrosgratis.com.br
http://www.livrosgratis.com.br
http://www.livrosgratis.com.br
http://www.livrosgratis.com.br
http://www.livrosgratis.com.br/cat_1/administracao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_1/administracao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_1/administracao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_1/administracao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_1/administracao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_1/administracao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_1/administracao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_2/agronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_2/agronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_2/agronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_2/agronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_2/agronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_2/agronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_2/agronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_3/arquitetura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_3/arquitetura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_3/arquitetura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_3/arquitetura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_3/arquitetura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_3/arquitetura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_3/arquitetura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_4/artes/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_4/artes/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_4/artes/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_4/artes/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_4/artes/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_4/artes/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_4/artes/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_5/astronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_5/astronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_5/astronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_5/astronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_5/astronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_5/astronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_5/astronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_6/biologia_geral/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_6/biologia_geral/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_6/biologia_geral/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_6/biologia_geral/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_6/biologia_geral/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_6/biologia_geral/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_6/biologia_geral/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_6/biologia_geral/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_6/biologia_geral/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_8/ciencia_da_computacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_8/ciencia_da_computacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_8/ciencia_da_computacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_8/ciencia_da_computacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_8/ciencia_da_computacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_8/ciencia_da_computacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_8/ciencia_da_computacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_8/ciencia_da_computacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_8/ciencia_da_computacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_8/ciencia_da_computacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_8/ciencia_da_computacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_9/ciencia_da_informacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_9/ciencia_da_informacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_9/ciencia_da_informacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_9/ciencia_da_informacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_9/ciencia_da_informacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_9/ciencia_da_informacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_9/ciencia_da_informacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_9/ciencia_da_informacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_9/ciencia_da_informacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_9/ciencia_da_informacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_9/ciencia_da_informacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_7/ciencia_politica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_7/ciencia_politica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_7/ciencia_politica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_7/ciencia_politica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_7/ciencia_politica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_7/ciencia_politica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_7/ciencia_politica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_7/ciencia_politica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_7/ciencia_politica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_10/ciencias_da_saude/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_10/ciencias_da_saude/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_10/ciencias_da_saude/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_10/ciencias_da_saude/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_10/ciencias_da_saude/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_10/ciencias_da_saude/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_10/ciencias_da_saude/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_10/ciencias_da_saude/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_10/ciencias_da_saude/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_10/ciencias_da_saude/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_10/ciencias_da_saude/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_11/comunicacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_11/comunicacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_11/comunicacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_11/comunicacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_11/comunicacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_11/comunicacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_11/comunicacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_13/defesa_civil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_13/defesa_civil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_13/defesa_civil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_13/defesa_civil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_13/defesa_civil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_13/defesa_civil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_13/defesa_civil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_13/defesa_civil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_13/defesa_civil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_14/direito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_14/direito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_14/direito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_14/direito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_14/direito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_14/direito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_14/direito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_15/direitos_humanos/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_15/direitos_humanos/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_15/direitos_humanos/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_15/direitos_humanos/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_15/direitos_humanos/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_15/direitos_humanos/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_15/direitos_humanos/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_15/direitos_humanos/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_15/direitos_humanos/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_16/economia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_16/economia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_16/economia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_16/economia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_16/economia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_16/economia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_16/economia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_17/economia_domestica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_17/economia_domestica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_17/economia_domestica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_17/economia_domestica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_17/economia_domestica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_17/economia_domestica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_17/economia_domestica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_17/economia_domestica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_17/economia_domestica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_18/educacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_18/educacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_18/educacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_18/educacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_18/educacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_18/educacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_18/educacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_19/educacao_-_transito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_19/educacao_-_transito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_19/educacao_-_transito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_19/educacao_-_transito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_19/educacao_-_transito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_19/educacao_-_transito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_19/educacao_-_transito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_19/educacao_-_transito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_19/educacao_-_transito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_20/educacao_fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_20/educacao_fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_20/educacao_fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_20/educacao_fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_20/educacao_fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_20/educacao_fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_20/educacao_fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_20/educacao_fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_20/educacao_fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_21/engenharia_aeroespacial/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_21/engenharia_aeroespacial/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_21/engenharia_aeroespacial/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_21/engenharia_aeroespacial/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_21/engenharia_aeroespacial/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_21/engenharia_aeroespacial/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_21/engenharia_aeroespacial/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_21/engenharia_aeroespacial/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_21/engenharia_aeroespacial/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_22/farmacia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_22/farmacia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_22/farmacia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_22/farmacia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_22/farmacia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_22/farmacia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_22/farmacia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_23/filosofia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_23/filosofia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_23/filosofia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_23/filosofia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_23/filosofia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_23/filosofia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_23/filosofia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_24/fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_24/fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_24/fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_24/fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_24/fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_24/fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_24/fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_25/geociencias/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_25/geociencias/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_25/geociencias/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_25/geociencias/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_25/geociencias/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_25/geociencias/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_25/geociencias/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_26/geografia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_26/geografia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_26/geografia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_26/geografia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_26/geografia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_26/geografia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_26/geografia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_27/historia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_27/historia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_27/historia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_27/historia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_27/historia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_27/historia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_27/historia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_31/linguas/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_31/linguas/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_31/linguas/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_31/linguas/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_31/linguas/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_31/linguas/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_31/linguas/1

Baixar livros de Literatura

Baixar livros de Literatura de Cordel
Baixar livros de Literatura Infantil
Baixar livros de Matematica

Baixar livros de Medicina

Baixar livros de Medicina Veterinaria
Baixar livros de Meio Ambiente
Baixar livros de Meteorologia
Baixar Monografias e TCC

Baixar livros Multidisciplinar

Baixar livros de Musica

Baixar livros de Psicologia

Baixar livros de Quimica

Baixar livros de Saude Coletiva
Baixar livros de Servico Social
Baixar livros de Sociologia

Baixar livros de Teologia

Baixar livros de Trabalho

Baixar livros de Turismo
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