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destes no Pequeno Seminário ajudando com sugestões e dúvidas.
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Resumo

A partir das equações de Einstein, analisamos algumas soluções esfericamente

simétricas sendo elas: a métrica de Schwarzschild, Schwarzschild-deSitter,

Reissner-Nordström e Kerr. A partir delas, constrúımos sistemas de coor-

denadas Gaussianos para as métricas de Schwarzschild, Reissner-Nordström

e Kerr utilizando as equações das geodésicas, as equações que definem um

sistema de coordenadas Gaussiano e a equação de Hamilton-Jacobi. Em

seguida, fizemos uma análise qualitativa sobre a violação da causalidade na

métrica de Kerr e as curvas geodésicas fechadas neste espaço-tempo. Final-

mente, foi posśıvel escrever as equações quase-Maxwellianas para uma dada

métrica num sistema de coordenadas Gaussiano e estudar alguns casos par-

ticulares.
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Abstract

From Einstein’s equations, we analyze some spherically symmetric solutions:

Schwarzschild, Schwarzschild-deSitter, Reissner-Nordström and Kerr metric.

We then build a Gaussian coordinates system for the Schwarzschild, Reissner-

Nordström and Kerr metrics using the geodesic equations, the defining equa-

tions of a Gaussian coordinate system and the Hamilton-Jacobi equation.

After that, we make a qualitative analysis on the violation of causality in the

Kerr metric and on the closed geodesics in this spacetime. Finally, we write

the quasi-Maxwellian equations for a given metric in a Gaussian coordinate

system and then study some particular cases.
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Notação

• Índices gregos: α, β, γ, ... = 0, 1, 2, 3;

• Índices latinos: i, j, k, ... = 1, 2, 3;

• Delta de Kronecker:

δµ
ν =





1, se µ = ν

0, se µ 6= ν
;

• c=1;

• 8πG = 1;

• Métrica de Minkowski: ηµν = diag(+1,−1,−1,−1);

• Derivada parcial (,):

Sendo Aα um vetor e xµ uma carta, a derivada parcial de Aα é

Aα
, µ

.
= ∂Aα

∂xµ ;

• Śımbolos de Christoffel de primeira espécie:

[βγ, α] = 1
2(gαβ,γ +gαγ,β −gβγ,α );

• Śımbolos de Christoffel de segunda espécie:

Γα
βγ = gαλ[βγ, λ];

• Tensor de Riemann:

Rα
βµν

.
= Γα

βµ,ν − Γα
βν,µ + Γα

νλΓλ
βµ − Γα

µλΓ
λ
βν ;

• Tensor de Ricci:

Rµν
.
= Rα

µαν;

• Escalar de curvatura

R
.
= Rα

α;
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• Equação de campo de Einstein:

Gµ
ν

.
= Rµ

ν − 1
2Rδµ

ν = −T µ
ν ;

• Pseudo-tensor de Levi-Civita:

εαβµν =





1, se (αβµν) for permutação par de 0123,

−1, se (αβµν) for permutação ı́mpar de 0123,

0, se houver pelo menos dois ı́ndices repetidos;

• Tensor de Levi-Civita:

ηαβµν =
√
−g εαβµν

onde g é o determinante de gµν ;

• Derivada covariante (;):

Sendo Aα um vetor e xµ uma carta, a derivada covariante de Aα é

Aα
;µ

.
= ∂Aα

∂xµ + Γα
βµA

β;

• Operação de simetrização ( ):

A(µν) = 1
2(Aµν + Aνµ);

• Operação de anti-simetrização [ ]:

A[µν] = 1
2(Aµν − Aνµ).
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1 Introdução

Consideremos um elemento de linha, numa variedade quadri-dimensional M ,

dado por

ds2 = gµν(x
α)dxµdxν, (1)

onde gµν (x
α) é o tensor métrico. Podemos construir, a partir deste, as

equações de campo de Einstein como sendo

Gµν ≡ Rµν −
1

2
Rgµν = −Tµν, (2)

onde Rµν é o tensor de Ricci e Tµν é o tensor momentum-energia.

As equações de movimento de um ponto material no contexto da rela-

tividade geral são as equações das geodésicas. Estas equações podem ser

obtidas a partir do prinćıpio variacional de um funcional linear S definido

numa variedade diferenciável M [1] e são identificadas com as equações de

Euler-Lagrange do sistema f́ısico a ser descrito. Sendo γ uma curva definida

pela integral da Eq. (1) em M , e sendo P1 e P2 pontos de M pertencentes a

γ, tal funcional é escrito como

S(γ) =

∫ P2

P1

L(x, ẋ) d4x, (3)

onde L é conhecida como densidade de Lagrangiana e

L(x, ẋ) =

∫

γ

L d3x, (4)

é a função de Lagrange, com i percorrendo apenas as coordenadas espaciais.

Se γ for tal que δS = 0, então γ é dita ser uma geodésica da variedade.

As equações das geodésicas também podem ser obtidas a partir do con-

ceito de transporte paralelo de vetores ao longo de uma curva. Seja V µ um
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campo de velocidades definido na variedade M . Se V µ for um campo difer-

enciável de vetores tangentes associados a uma famı́lia F de curvas definidas

em M e, além disso, se ele satisfizer a equação

dV α

dλ
+ Γα

µνV
µV ν = 0, (5)

onde λ é um parâmetro afim ao longo de γ e Γα
µν são os śımbolos de Christoffel

de segunda espécie, então as curvas dessa famı́lia F são ditas ser geodésicas

métricas1. Em particular, se V α = ẋα, com ẋα = dxα/dλ, tem-se

d2xα

dλ2 + Γα
µν ẋ

µẋν = 0. (6)

Se exigirmos que V αVα = 1, podemos definir também um projetor hµν no

tri-espaço perpendicular a V µ como sendo [2]

hµν = gµν − V µV ν . (7)

hµν é efetivamente um projetor, visto que satisfaz as propriedades

hµν = hνµ, (8a)

hαβV
β = 0, (8b)

hα
βhαµ = hβµ. (8c)

Se calcularmos a derivada covariante de V µ, em seguida projetá-la no tri-

espaço gerado por hµν e utilizarmos o teorema de decomposição em partes

irredut́ıveis para tensores de ordem 2, temos que

1De uma maneira geral, é posśıvel definir geodésica métrica diferentemente de geodésica

afim, mas aqui será tratado apenas o caso em que elas coincidem.
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hα
µhβ

ν Vα;β = ωµν + σµν +
1

3
ϑhµν , (9)

onde ϑ, chamado coeficiente de expansão, é definido por

ϑ = V µ
;µ , (10)

ωµν é o coeficiente de vorticidade, sendo anti-simétrico, ortogonal a V µ e

definido como

ωµν =
1

2
hα

[µhβ
ν]Vα;β , (11)

e σµν é o coeficiente de cisalhamento (shear), sendo simétrico, sem traço,

ortogonal a V µ e definido por

σµν =
1

2
hα

(µh
β
ν)Vα;β − 1

3
ϑhµν . (12)

Uma outra quantidade cinemática, chamada aceleração, pode ser definida

por

aµ = V µ
;αV α. (13)

Tal quantidade está intrinsecamente relacionada com o fato do campo de

velocidades V µ ser geodésico ou não.

Por outro lado, se estudarmos a decomposição em partes irredut́ıveis do

tensor de Riemann Rα
βµν, encontraremos uma parte que é essencialmente

geométrica, ou seja, não pode ser determinada apenas pela distribuição de

matéria no espaço-tempo. Esta parte é conhecida como tensor de Weyl e é

definida da seguinte forma

Wαβµν = Rαβµν − Mαβµν +
1

6
Rgαβµν , (14)
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onde

Mαβµν =
1

2
(Rαµgβν + Rβνgαµ −Rανgβµ − Rβµgαν) (15)

e

gαβµν = gαµgβν − gανgβµ. (16)

O dual do tensor de Weyl é dado por

∗Wαβµν =
1

2
ηµν

γδWαβγδ, (17)

onde ηµν
γδ é o tensor de Levi-Civita.

De posse de um campo de velocidades V µ, do tensor de Weyl Wαβµν e

seu dual, podemos definir duas quantidades que estão associadas as forças

de maré newtonianas. Uma delas é chamada parte elétrica Eαβ do tensor de

Weyl e é definida por

Eαβ = −WαµβνV
µV ν. (18)

A outra é a parte magnética Hαβ do tensor de Weyl definida como sendo

Hαβ = −∗WαµβνV
µV ν. (19)

Os nomes dados às quantidades definidas pelas Eqs. (18) e (19) são bas-

tante sugestivos. Tal sugestão surge das equações dinâmicas que a geome-

tria Riemanniana considerada impõe sobre estas quantidades, usando como

condições iniciais as equações de Einstein. Estas equações são chamadas

equações quase-Maxwellianas da relatividade geral, e podem ser vistas em

[3].

4



1.1 Algumas soluções esfericamente simétricas das equações

de Einstein

Consideremos agora um caso particular2, onde a Eq. (1) é dada por

ds2 = A(t, r)dt2 − B(t, r)dr2 − r2(dθ2 + sen2θdφ2). (20)

Para o caso em que T µ
ν = 0, podemos aplicar o teorema de Birkhoff

[4] para mostrar que A(t, r) ≡ A(r) e B(t, r) ≡ B(r), ou seja, a métrica é

necessariamente estática. Neste caso, as Eqs. (2), expressas em componentes,

tomam a seguinte forma

G0
0 =

1

4B

[(
A′

A

)2

+
A′

A

B′

B
− 2

A′′

A
− 4

r

A′

A

]
, (21a)

G1
1 =

1

4B

[(
A′

A

)2

+ B′A
′

A
− 2

A′′

A
+

4

r

B′

B

]
, (21b)

G2
2 = − 1

2Br

[
A′

A
− B′

B
+

2

r
− 2B

r

]
, (21c)

G3
3 = G2

2, (21d)

sendo as demais componentes identicamente nulas. Podemos resolver as Eqs.

(21), no limite de campo gravitacional fraco, se levarmos em consideração que

a variedade em questão é assintoticamente plana e obtendo assim a solução

de Schwarzschild [5], cujo elemento de linha da Eq. (20) é

ds2 =
(
1 − rS

r

)
dt2 −

(
1 − rS

r

)−1

dr2 − r2(dθ2 + sen2θdφ2), (22)

onde rS = 2M é o raio de Schwarzschild e M é conhecida como massa

geométrica do buraco negro.

2A Eq. (20) poderia ser mais genérica tendo C(r) ao invés de r, mas foi feito uma

transformação na coordenadas tal que C(r) = r, sem perda de generalidade.
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Se considerarmos o caso em que T µ
ν = Λδµ

ν , onde Λ é a constante cos-

mológica, e que as funções A e B na Eq. (20) dependam apenas da coordenada

radial r, as Eqs. (2) são dadas por

G0
0 =

1

rB

[
B′

B
− 1

r
+

B

r

]
= Λ, (23a)

G1
1 =

1

rB

[
A′

A
+

1

r
− B

r

]
= −Λ, (23b)

G2
2 =

1

rB

[
A′

A
− B′

B
− r

2

(
A′

A

)2

− r

2

B′

B

A′

A
+ r

A′′

A

]
= −2Λ, (23c)

G3
3 = G2

2. (23d)

Resolvendo as Eqs. (23), obtemos a solução de Kottler [6], na qual a Eq.

(20) é dada por

ds2 =

(
1 − rS

r
− Λr2

3

)
dt2 −

(
1 − rS

r
− Λr2

3

)−1

dr2 − r2(dθ2 + sen2θ)dφ2.

(24)

Se agora, além das condições que foram impostas para a obtenção da

solução de Schwarzschild, considerarmos que há um tensor momentum-energia

de um campo eletromagnético gerado por uma carga q que se encontra em

r = 0, podemos resolver as Equações de Einstein e encontraremos a solução

de Reissner-Nordström [7], cujo elemento de linha é dado por

ds2 =

(
1 − rS

r
+

q2

r2

)
dt2−

(
1 − rS

r
+

q2

r2

)−1

dr2−r2(dθ2 +sen2θdφ2). (25)

Como não há uma dedução anaĺıtica construtivista intuitiva3 da métrica

de Kerr [8], esta solução das equações de Einstein será apresentada em al-

3Existe uma dedução anaĺıtica, mas ela considera uma transformação de coordenadas

complexa na solução de Schwarzschild.
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guns sistemas de coordenadas do interesse deste trabalho. Esta métrica foi

proposta por Kerr em 1963 [9], e tem a seguinte forma

ds2 = (dx0)2 − dx2 − dy2 − dz2+

− 2Mρ3

ρ4 + a2z2

[
dx0 + ρ

a2+ρ2 (x dx + y dy) + a
a2+ρ2 (y dx − x dy) + z

ρ
dz
]2

.

(26)

onde M é a massa geométrica, a ≡ J/M momento angular por unidade de

massa geométrica, sendo J o momento angular associado ao objeto que gera

tal métrica, e

ρ2 =
r2 − a2 +

√
(r2 − a2)2 + 4a2z2

2
, (27)

com r2 = x2 + y2 + z2. Em 1967, R. H. Boyer e R. W. Lindquist [10]

encontraram um sistema de coordenadas no qual a métrica de Kerr tem sua

máxima extensão anaĺıtica. Neste sistema de coordenadas, ela é dada por

ds2 =

(
1 − rS ρ

ρ2 + a2 cos2 θ

)
dt̂2 − ρ2 + a2 cos2 θ

∆
dρ2 − (ρ2 + a2 cos2 θ)dθ2

−
(

ρ2 + a2 +
arS ρ

ρ2 + a2 cos2 θ
sen2θ

)
sen2θ dφ̂2 +

2arS ρ sen2θ
ρ2 + a2 cos2 θ

dt̂dφ̂

(28)

onde ∆ ≡ (ρ2 + a2 − rSρ) e rS é o raio de Schwarzschild.

2 Sistema de coordenadas Gaussiano

Quando conseguimos encontrar um sistema de coordenadas tal que o ele-

mento de linha infinitesimal (1) possa ser escrito na forma

ds2 = dτ 2 + ḡijdx̄idx̄j, (29)
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então tal sistema de coordenadas é dito Gaussiano. Uma propriedade de um

tal sistema é que, localmente, ele define uma hipersuperf́ıcie do tipo-espaço,

ou seja, os vetores normais a essa hipersuperf́ıcie são do tipo-tempo. Outra

propriedade importante é que o tempo coordenado do sistema coincide com

o tempo próprio de um observador do tipo-tempo, lembrando que na f́ısica

observadores massivos são do tipo-tempo.

As equações que definem um sistema de coordenadas Gaussiano com com-

ponentes x̄α = (x̄0, x̄1, x̄2, x̄3) são

ḡ00 =
∂x̄0

∂xα

∂x̄0

∂xβ
gαβ = 1, (30a)

ḡ0i =
∂x̄0

∂xα

∂x̄i

∂xβ
gαβ = 0. (30b)

Vale ressaltar que, naturalmente, as Eqs. (30) têm seu domı́nio de validade

somente onde estiver bem definido o sistema de coordenadas a partir do qual

será constrúıdo o sistema Gaussiano. Um exemplo para isso é a métrica de

Schwarzschild dada pela Eq. (22). O sistema de coordenadas (t, r, θ, φ) só está

bem definido para a região r > rS . Assim, é necessário encontrar um outro

sistema de coordenadas, por exemplo o sistema de coordenadas de Eddington-

Finkelstein [11] ou então o sistema de coordenadas de Kruskal-Szekeres [12],

tal que este tenha um domı́nio de validade maior sobre a variedade.

Porém, no caso de Schwarzschild, pode-se notar que se abrirmos mão do

significado f́ısico de t e r e fizermos estas coordenadas trocarem de papel, ou

seja, r passa a ser uma coordenada temporal e t uma coordenada espacial,

então o novo sistema de coordenadas (r, t, θ, φ) cobre a parte restante da

variedade deixada pelo sistema de coordenadas (t, r, θ, φ) que corresponde a

8



r < rS.4 Um caso similar aparecerá para a métrica de Reissner-Nordström.

2.1 Equação de Hamilton-Jacobi relativ́ıstica

A ação para uma part́ıcula livre (uma part́ıcula que não esteja sob a influência

de forças externas) na presença de um campo gravitacional, pode ser escrita

como

S = −m

∫
ds, (31)

onde ds é dado pela Eq. (1). Do prinćıpio variacional, encontramos que

δS = −muαδx
α

∣∣∣∣
b

a

+ m

∫ b

a

δxαDuα

Ds
ds, (32)

onde uα são as componentes covariantes da quadri-velocidade da part́ıcula.

Sendo a variação feita com respeito a extremos fixos ((δxα)a = (δxα)b = 0),

então temos que as equações de movimento são dadas por

Duα

Ds
≡ duα

ds
− Γµ

ανu
νuµ = 0, (33)

sendo D/Ds chamada de derivada absoluta.

Para determinarmos a dependência funcional da variação da ação com

respeito às coordenadas, podemos deixar um dos extremos da variação livre,

porém admitindo que a trajetória da part́ıcula satisfaz as equações de movi-

mento. Assim, teremos que

δS = −muαδxα. (34)

O quadri-vetor definido por

4Observa-se que mesmo assim as coordenadas de Schwarzschild cobrem apenas um

quadrante do diagrama conforme de Kruskal.
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pα
.
= − ∂S

∂xα (35)

é chamado de quadri-momentum. O quadrado deste vetor é

pαpα = m2. (36)

Substituindo as Eqs. (35) em (36), encontramos a equação de Hamilton-

Jacobi para uma part́ıcula num campo gravitacional dada por

gµν ∂S

∂xµ

∂S

∂xν −m2 = 0. (37)

2.1.1 Equivalência entre um sistema Gaussiano e uma classe de

equações de Hamilton-Jacobi

De acordo com o formalismo das transformações canônicas de coordenadas

[13], onde (q, p) → (Q,P ) segundo uma função geratriz F1(q,Q, t), temos a

seguinte condição

dF1 =
∑

i

(pidqi − PidQi) + (K − H)dt. (38)

Na forma covariante, podemos escrever

dF1(q
µ, Qµ) = −pαdqα + PµdQµ, (39)

onde pα = (H,−~p) e Pµ = (K∂t/∂Q0,−~P ). Se utilizarmos uma função

geratriz F2(q
µ, Pν), teremos

F2 = F1 − PµQµ, (40a)

dF2 = −pαdqα − QµdPµ. (40b)

10



Portanto, a função F2 deve satisfazer

pα = −∂F2

∂qα , Qµ = −∂F2

∂Pµ
. (41)

De posse da Eq. (35), podemos identificar, neste caso, F2(q, P ) com a ação

S(q, P ) = S(q, p(q, P )) de uma part́ıcula relativ́ıstica num campo gravita-

cional. Assim,

pα = − ∂S

∂qα , (42a)

Qµ = − ∂S

∂Pµ

. (42b)

Assumindo que Q0 = S/m, da componente 0 das Eqs. (42b) temos

S

m
= − ∂S

∂P0
. (43)

Logo,

S = e−P0/mf(qµ, Pi) (44)

Sabendo que a equação de Hamilton-Jacobi é tal que a nova Hamiltoniana

K é constante (H → K = C te ≡ 1), sendo P0 ∝ K, segue que S = S(qµ, Pi).

Portanto, reescrevendo a Eq. (37), temos

gµν ∂Q0

∂xµ

∂Q0

∂xν = 1. (45)

Tomando a derivada parcial com respeito a Pi da Eq. (45) e usando a Eq.

(42b), temos
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∂
∂Pi

(
gµν ∂Q0

∂xµ
∂Q0

∂xν − 1

)
= 0 =⇒

=⇒ gµν ∂Q0

∂xµ
∂Qi

∂xν = 0.

(46)

Nota-se que o sistema de coordenadas Qµ juntamente com Eqs. (45) e (46)

definem um sistema de coordenadas Gaussiano, de acordo com as Eqs. (30).

Como exemplo, podemos supor que S seja função das coordenadas esféricas

xµ = (t, r, θ, φ) dada por

S = αt + βφ + γθ + F (r, α, β, γ), (47)

com α, β e γ sendo parâmetros. Se calcularmos as derivadas parciais de S

com respeito às coordenadas xµ, temos

p0 ≡ ∂S
∂t

= α,

p1 ≡ ∂S
∂r

= F ′(r),

p2 ≡ ∂S
∂θ

= γ,

p3 ≡ ∂S
∂φ

= β,

(48)

onde F ′ = dF/dr. Por outro lado, se calcularmos as derivadas parciais de S

com respeito aos parâmetros, obteremos

Q1 ≡ ∂S
∂α

=⇒ α = −P1,

Q2 ≡ ∂S
∂γ

=⇒ γ = −P2,

Q3 ≡ ∂S
∂β

=⇒ β = −P3.

(49)

Portanto, temos como se dá tal transformação canônica segundo a função

geratriz S(qµ, Pi).
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2.2 Sistema de coordenadas Gaussiano para o modelo

estelar de Schwarzschild

Se escrevermos a métrica de Schwarzschild (22) em um sistema de coorde-

nadas Gaussiano, uma das maneiras que ela deve apresentar-se é da seguinte

forma

ds2 = dτ 2 − h2(τ, ρ)dρ2 − r2(τ, ρ)(dθ̄2 + sen2θ̄dφ̄2). (50)

A seguir apresentaremos alguns métodos de como encontrar um tal sis-

tema de coordenadas para o caso do espaço-tempo de Schwarzschild.

2.2.1 Integração das geodésicas radiais

Consideremos as equações das geodésicas dadas pelas Eqs. (6). Se investi-

garmos apenas as geodésicas radiais no plano equatorial para a métrica de

Schwarzschild (22), estas equações tomam a seguinte forma [14]

dθ

dλ
= 0, (51a)

dφ

dλ
= 0, (51b)

d2t

dλ2
+

A′

A

dt

dλ

dr

dλ
= 0, (51c)

d2r

dλ2 +
1

2
A′A

(
dt

dλ

)2

− 1

2

A′

A

(
dr

dλ

)2

= 0, (51d)

onde A(r) = (1 − rS/r) e A′ denota a derivada de A em relação a r. Inte-

grando as Eqs. (51c) e (51d), temos que
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A
dt

dλ
= E, (52a)

1

A
E2 − 1

A

(
dr

dλ

)2

= ε, (52b)

onde E e ε são constantes de integração. Escolhendo o parâmetro λ tal

que ele seja o tempo próprio τ de uma part́ıcula, e admitindo que o vetor

velocidade da mesma seja normalizado, ou seja,

1 = V αVα = gµν
dxµ

dτ

dxν

dτ
= ε, (53)

podemos reescrever a Eq. (52b) como

E2

(1 − rS/r)

[
1 −

(
1 − rS

r

)−2
(

dr

dt

)2
]

= 1. (54)

Tomando o limite de r → ∞, temos que

E2

[
1 −

(
dr

dt

)2
] ∣∣∣∣∣

r→∞

= E2(1 − v2
0) = 1. (55)

Se a part́ıcula tiver uma velocidade inicial v0 nula, então E = 1. A partir das

Eqs. (52a) e (52b), temos as relações entre as coordenadas (t, r) e o tempo

próprio τ

∂t

∂τ
=

(
1 − rS

r

)−1

, (56a)

∂r

∂τ
= −

√
rS

r
, (56b)

onde o sinal negativo da Eq. (56b) foi escolhido tal que r diminua conforme

τ aumente.
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Já que pretendemos deixar a métrica de Schwarzschild noutro sistema de

coordenadas x̄µ = (τ, ρ, θ̄, φ̄) na forma dada por (50), podemos comparar este

elemento de linha com aquele dado por (22), e assim obtemos as seguintes

relações para a coordenada ρ:

(
∂t

∂ρ

)2

=
rS

r

h2

(1 − rS/r)2 , (57a)

(
∂r

∂ρ

)2

= h2. (57b)

Além disso, há v́ınculos de integrabilidade para esta transformação de coor-

denadas, dados por

∂2t

∂ρ∂τ
=

∂2t

∂τ∂ρ
, (58a)

∂2r

∂ρ∂τ
=

∂2r

∂τ∂ρ
. (58b)

De (58b), temos que

−∂h
∂τ

= ∂
∂ρ

(
−
√

rS
r

)
= 1

2r

√
rS
r

(
∂r
∂ρ

)
−→

−→ ∂h
∂τ

= 1
2rh

√
rS
r .

(59)

Uma solução para esta equação é

dh

dr

∂r

∂τ
=

1

2r
h

√
rS

r
→ dh

dr
= − h

2r
→ h =

√
rS

r
. (60)

e com esta solução a Eq. (58a) é imediatamente satisfeita.

De posse das Eqs. (56b) e (57b), podemos integrá-las, e obtermos
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r3/2 = −3

2

√
rS(τ + ρ). (61)

Da Eq. (56a) temos que

t =

[
3rS

√
r +

3

2

√
rS(τ + ρ) − 3

2
r
3/2
S ln

( √
r/rS + 1

|
√

r/rS − 1|

)]
+ f(ρ). (62)

Por outro lado, da Eq. (57a) temos

t =

[
3rS

√
r − 3

2
r
3/2
S ln

( √
r/rS + 1

|
√

r/rS − 1|

)]
+ g(τ ). (63)

Comparando as Eqs. (62) e (63), encontramos que

t = τ + rS

[
ln

( √
r/rS + 1

|
√

r/rS − 1|

)
− 2

√
r

rS

]
. (64)

Finalmente, podemos escrever a transformação de coordenadas de (t, r) para

(τ, ρ) como

t = τ + rS

[
ln

( √
r/rS + 1

|
√

r/rS − 1|

)
− 2

√
r

rS

]
, (65a)

r =

[
−3

2

√
rS(τ + ρ)

]2/3

, (65b)

cuja transformação inversa é dada por

τ = t − rS

[
ln

( √
r/rS + 1

|
√

r/rS − 1|

)
− 2

√
r

rS

]
, (66a)

ρ = −t + rS

[
ln

( √
r/rS + 1

|
√

r/rS − 1|

)
− 2

√
r

rS

]
− 2r

3

√
r

rS
. (66b)
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Notamos que o domı́nio das novas coordenadas (τ, ρ) são tais que −∞ <

τ < ∞ e −∞ < ρ < ∞. Além disso, a superf́ıcie r = rS é dada por

rS = −3

2
(τ + ρ). (67)

Agora que o elemento de linha (50) está bem definido, a partir das trans-

formações (65) e (66), podemos estudar um campo de velocidades V̄ µ de

observadores do tipo-tempo nesta geometria com este novo sistema de coor-

denadas.

Seja V̄ µ .
= δµ

0 . Se substituirmos V̄ µ nas Eqs. (5), podemos mostrar que

ele é tangente às geodésicas radiais, pois essas equações serão identicamente

satisfeitas. Portanto, a aceleração aµ definida por (13) também será identi-

camente nula. Como V̄ µ é um gradiente por definição, ele é perpendicular às

superf́ıcies τ = const. Portanto, ele será irrotacional ao longo de cada uma

dessas superf́ıcies, ou seja, ωµν = 0, onde ωµν é definido por (11). Sendo

assim, a Eq. (10) para a expansão pode ser escrita como

ϑ =
1√
−ḡ

(
√
−ḡV̄ α),α, (68)

onde
√
−ḡ é o determinante da métrica ḡµν . Neste caso,

√
−ḡ =

√
rSr3/2senθ,

portanto

ϑ =
1

r3/2
(r3/2),0 =

3

2r

∂r

∂τ
= − 3

2r

√
rS

r
. (69)

Como a métrica ḡµν está num sistema de coordenadas Gaussiano, o pro-

jetor no tri-espaço h̄µν tem apenas componentes espaciais não nulas sendo

h̄ij = ḡij . Assim, podemos encontrar a deformação σµν a partir da Eq. (12)

como sendo
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σij = V̄i;j −
1

3
ϑḡij. (70)

Em componentes, podemos escrevê-la como

σ11 =
1

2
(ḡ11,0) +

1

2

rS ṙ

r2 =
rS ṙ

r2 , (71a)

σ22 =
1

2
(ḡ22,0) +

1

2
rṙ = −1

2
rṙ, (71b)

σ33 =
1

2
(ḡ33,0) +

1

2
rṙ = −1

2
rṙ, (71c)

sendo as demais componentes identicamente nulas. Na forma matricial,

podemos representar de maneira simples σi
j como

σi
j =

ṙ

r




−1 0 0

0 1/2 0

0 0 1/2




= −
√

rS

r3




−1 0 0

0 1/2 0

0 0 1/2




. (72)

Como a solução de Schwarzschild é tal que Rµν = 0, o tensor de Weyl

Wαβµν dado por (14) é tal que

Wαβµν = Rαβµν, (73)

onde Rαβµν é o tensor de Riemann. As componentes não nulas do tensor de

Riemann são
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R0101 = −r2
S

r4 , (74a)

R0202 =
rS

2r
, (74b)

R0303 =
rS sen2θ

2r
, (74c)

R1212 = − r2
S

2r2 , (74d)

R1313 = −r2
S sen2θ

2r2 , (74e)

R2323 = −rS r sen2θ. (74f)

Finalmente, podemos calcular as componentes da parte elétrica do tensor

de Weyl, as quais são dadas por (18), como sendo

E11 =
r2
S

r4 , (75a)

E22 = −rS

2r
, (75b)

E33 = −rS sen2θ

2r
. (75c)

Matricialmente, teremos

Ei
j =

rS

r3




−1 0 0

0 1/2 0

0 0 1/2




. (76)
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Nota-se que a matriz que define Ei
j é proporcional àquela que define σi

j.

Podemos encontrar o dual ∗Wαβµν do tensor de Weyl seguindo a definição

(17). Desta forma, segue que

∗W0123 = −η23
01W0101 , (77a)

∗W0213 = −η13
02W0202 , (77b)

∗W0312 = −η12
03W0303 , (77c)

∗W1203 = −η03
12W1212 = ∗W0312 , (77d)

∗W1302 = −η02
13W1313 = ∗W0213 , (77e)

∗W2301 = −η01
23W2323 = ∗W0123 . (77f)

Como estamos considerando observadores tal que V̄ µ = δµ
0 , pela definição

(19), notamos que a parte magnética o tensor de Weyl Hαβ é nula.

Por fim, as componentes de V̄ µ no sistema de coordenadas de Schwarzschild

podem ser dadas a partir de

V α =
∂xα

∂x̄µ V̄ µ, (78)

onde V α é o campo V̄ µ nas coordenadas de Schwarzschild. Em componentes,

temos
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V 0 = ∂t
∂τ

=
(
1 − rS

r
)−1

,

V 1 = ∂r
∂τ

=
√

rS
r ,

V 2 = 0,

V 3 = 0.

(79)

2.2.2 Integração das equações para um sistema Gaussiano

Novamente, consideremos o elemento de linha de Schwarzschild dado por

(22). Podemos procurar por uma transformação de coordenadas que mantém

invariante as coordenadas angulares θ̄ = θ e φ̄ = φ [15]. Consideremos ainda

uma transformação tal que

T = αt + F (r), (80)

onde α ∈ < é um parâmetro. Substituindo a Eq. (80) na Eq. (30a) temos

que

ḡ00 = 1 =⇒
(

∂T

∂t

)2

g00 +

(
∂T

∂r

)2

g11 = 1, (81)

logo,

F ′(r) =

√
α2 − (1 − rS

r )

(1 − rS
r )2

, (82)

onde F ′(r) = dF/dr. Se fizermos a mudança de variáveis

r > rS :
(
1 − rS

r
) .

= α2sen2x, (83a)

r < rS :
(
1 − rS

r
) .

= −α2senh2x, (83b)

21



segue que

r > rS : dFe = 2rS
α cos2 x

senx(1 − α2sen2x)2dx, (84a)

r < rS : dFi = −2rS
α cosh2 x

senhx(1 + α2senh2x)2dx, (84b)

onde o ı́ndice e refere-se a região “externa” e i refere-se a região “interna”

ao buraco negro. Com a mudança de coordenadas (83), não será preciso

escrever as Eqs. (30) para o sistema de coordenadas (r, t, θ, φ). Tal mudança

de variável já faz a função de cobrir a região r < rS .

Efetuando a integração das Eqs. (84), tem-se que

Fe =
(2α2 − 1)rS

2
√

α2 − 1
ln

[
α cosx +

√
α2 − 1

α cos x −
√

α2 − 1

]
+ (85a)

+rS
α cos x

(1 − α2sen2x)
+ 2αrS ln tan

x

2
,

Fi = −(2α2 − 1)rS

2
√

α2 − 1
ln

[
α cosh x +

√
α2 − 1

α cosh x −
√

α2 − 1

]
+ (85b)

−rS
α cosh x

(1 + α2senh2x)
− 2αrS ln tanh

x

2
.

Neste ponto, surge a condição de que α2 > 1 para que a transformação esteja

bem definida.5 Uma observação muito importante a respeito deste fato é o

aparecimento de uma convergência não-uniforme, dada por

∫ (
lim

α2→1
F ′(r)

)
dr 6= lim

α2→1

(∫
F ′(r)dr

)
. (86)

5A condição α2 > 1 está associada com o fato da energia da part́ıcula teste ser maior

que sua energia de repouso.
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Quando efetuamos o limite α2 → 1 primeiramente, encontramos a mesma

transformação de coordenadas dada na seção anterior, Eqs. (65), enquanto

que se efetuarmos a integração primeiro, não obteremos a mesma trans-

formação.

Devemos satisfazer também a Eq. (30b). Se derivarmos a Eq. (30a) com

respeito ao parâmetro α, temos

gµν ∂T

∂xµ

∂2T

∂xν∂α
= 0. (87)

Definindo

R ≡ ∂T

∂α
, (88)

por analogia entre a Eq. (87) e (30b), esta será imediatamente satisfeita

e, portanto, um sistema de coordenadas Gaussiano estará dado. A trans-

formação completa é, então, dada por

r > rS :





T = αt + Fe(r),

R = t + ∂Fe
∂α

,

r < rS :





T = αt + Fi(r),

R = t + ∂Fi
∂α

.

(89)

Se calcularmos as demais componentes da métrica ḡµν a partir de

ḡij = gµν ∂x̄i

∂xµ

∂x̄j

∂xν , (90)

e em seguida a calcularmos as componentes covariantes de ḡµν , podemos

escrevê-las numa forma matricial como
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ḡµν =




1 0 0 0

0
(
1 − rS

r
)
− α2 0 0

0 0 −r2 0

0 0 0 −r2sen2θ




. (91)

2.2.3 Integração da equação de Hamilton-Jacobi

Se utilizarmos toda a construção dada na Sec. (2.1.1), observamos que o

método apresentado na seção anterior é um caso particular, na integração da

equação de Hamilton-Jacobi, deste problema. Sendo assim, podemos propor

o Ansatz

Sg = αt + βφ + W1(r) + W2(θ) , (92)

onde Sg será considerado como sendo o mesmo que aparece na equação de

Hamilton-Jacobi relativ́ıstica por unidade de massa Sg ≡ S/m. Considerando

r > rS e omitindo o ı́ndice g, se substituirmos a Eq. (92) na Eq. (45) temos

g00
(

∂S
∂t

)2

+ g11
(

∂S
∂r

)2

+ g22
(

∂S
∂θ

)2

+ g33
(

∂S
∂φ

)2

= 1 −→

−→ α2

A − AW ′2
1 − W ′2

2

r2 − β2

r2sen2θ
= 1

(93)

onde A(r) = (1 − rS/r), W ′
1 = (dW1/dr) e W ′

2 = (dW2/dθ). Observa-se que

pode ser feita uma separação de equações tal que

r2
(
1 − α2

A + AW ′2
1

)
≡ −γ, (94a)

W ′2
2 +

β2

sen2θ
≡ γ, (94b)
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com γ > 0, e assim encontramos duas equações separadas, sendo uma para

r e outra para θ. Isolando W ′
1 e W ′

2 temos

W ′
1 = ±

√
1

A

(
α2

A
− 1 − γ

r2

)
, (95a)

W ′
2 = ±

√
γ − β2

sen2θ
. (95b)

Num primeiro estudo, não é necessário encontrar explicitamente as integrais

para as funções W ′
1 e W ′

2, basta conhecermos os critérios para que estas

funções estejam bem definidas. Portanto, temos dois critérios para satisfazer,

se quisermos que as funções W ′
1 e W ′

2 sejam bem comportadas. Tais critérios,

lembrando que r > rS , são

α2

A
− γ

r2 > 1, (96a)

γ − β2

sen2θ
> 0. (96b)

Observamos que, dependendo dos valores dos parâmetros, não é posśıvel

construir um sistema Gaussiano global (esta questão será melhor colocada

na Sec. (2.4)). Nos gráficos (1), (2) e (3), notamos que a função W ′
1(r) está

bem definida para todo valor de r, exceto r = rS ≡ 1 devido ao sistema de

coordenadas, isto sem que o critério (96a) seja violado. Porém, no gráfico

(4), vemos que a partir de um determinado valor de r = r∗ a função W ′
1(r)

não está definida no plano real. Neste caso r∗ é um pouco menor que 2,6,

apenas para efeito ilustrativo. Para valores de θ < π/4 e θ > 3π/4 a função

W ′
2(θ) também não está bem definida, como mostra o gráfico (5). Tal situação
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indica a região polar admisśıvel para uma part́ıcula teste que tenha os valores

dos parâmetros iguais aos apresentados na legenda.
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Figura 1: W ′
1(r), com α2 = 2, γ = 1 e rS = 1.
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Figura 2: W ′
1(r), com α2 = 10, γ = 1 e rS = 1.

As demais coordenadas do sistema Gaussiano são dadas por
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Figura 3: W ′
1(r), com α2 = 2, γ = 10 e rS = 1.
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Figura 4: W ′
1(r), com α2 = 2, γ = 15 e rS = 1.

R
.
=

∂S

∂α
= t +

∂W1

∂α
, (97a)

Θ
.
=

∂S

∂γ
=

∂W1

∂γ
+

∂W2

∂γ
, (97b)

Φ
.
=

∂S

∂β
= φ +

∂W2

∂β
, (97c)

e de posse das Eqs. (97), as Eqs. (46) são imediatamente satisfeitas, por
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Figura 5: W ′
2(θ), com β2 = 1/2 e γ = 1.

construção.

As componentes espaciais ḡij independentes da métrica de Schwarzschild

neste novo sistema de coordenadas são dadas por

ḡ11 = gµν ∂R
∂xµ

∂R
∂xν = g00 + g11

(
∂W ′

1
∂α

)2

,

ḡ12 = gµν ∂R
∂xµ

∂Θ
∂xν = g11∂W ′

1
∂α

∂W ′
1

∂γ
,

ḡ13 = gµν ∂R
∂xµ

∂Φ
∂xν = 0,

ḡ22 = gµν ∂Θ
∂xµ

∂Θ
∂xν = g11

(
∂W ′

1
∂γ

)2

+

(
∂W ′

2
∂γ

)2

,

ḡ23 = gµν ∂Θ
∂xµ

∂Φ
∂xν = g22∂W ′

2
∂γ

∂W ′
2

∂β
,

ḡ33 = gµν ∂Φ
∂xµ

∂Φ
∂xν = g22

(
∂W ′

2
∂β

)2

+ g33.

(98)

Calculando a derivada parcial de W ′
1 com respeito a α e γ, e de W ′

2 com

respeito a γ e β, a partir das Eqs. (95), obtemos
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∂W ′
1

∂α
= ± α

A2
√

f
,

∂W ′
1

∂γ
= ∓ 1

2Ar2
√

f
,

∂W ′
2

∂β
= ∓ β

sen2θ
√

h
,

∂W ′
2

∂γ
= ± 1

2
√

h
,

(99)

onde

f =
1

A

(
α2

A
− 1 − γ

r2

)
, h = γ − β2

sen2θ
. (100)

Logo, as Eqs. (98) podem ser reescritas como

ḡ11 = − r2 + γ
α2r2 − A(r2 + γ)

,

ḡ12 = α
2(α2r2 − A(r2 + γ))

,

ḡ13 = 0,

ḡ22 = − 1
4r2

[
A

α2r2 − A(r2 + γ)
+ sen2θ

γsen2θ − β2

]
,

ḡ23 =
β

2r2(γsen2θ − β2)
,

ḡ33 = − γ
r2(γsen2θ − β2)

.

(101)

Calculando ḡµν e colocando na forma matricial, temos

ḡµν =




1 0 0 0

0 −α2 + A −2αγ −αβ

0 −2αγ −4γ(r2 + γ) −2β(r2 + γ)

0 −αβ −2β(r2 + γ) −(β2 + r2sen2θ)




, (102)

e, portanto,

√
−ḡ = 2

√
r2[α2r2 − A(r2 + γ)](γsen2θ − β2). (103)
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Para o caso em que r < rS todas as relações desta seção permanecem

inalteradas, exceto o critério (96a), o qual será alterado para

α2

A
− γ

r2 < 1, (104)

lembrando que A = A(r).

Um campo de observadores V̄ µ .
= δµ

0 no sistema de coordenadas Gaussiano

possui componentes covariantes que podem ser escritas nas coordenadas de

Schwarzschild como

Vµ = (α,W ′
1,W

′
2, β) (105)

e as componentes contravariantes dadas por

V µ =

(
α

A
,−AW ′

1,−
W ′

2

r2 ,− β

r2sen2θ

)
. (106)

Podemos comparar este campo de velocidades dado pela Eq. (106) com

o campo de velocidade Ṽ α = (ṫ, ṙ, θ̇, φ̇) que encontramos ao integrar as

equações das geodésicas para Schwarzschild, onde ẋµ = dxµ/dτ , sendo τ

o tempo próprio destes observadores.

Se dividirmos o elemento de linha da métrica de Schwarzschild por dτ 2

e considerarmos campos de observadores normalizados Ṽ αṼα = 1, temos a

função de Lagrange L

1 = gαβṼ
αṼ β = Aṫ2 − ṙ2

A
− r2θ̇2 − r2sen2θφ̇2 ≡ 2L. (107)

As equações de Euler-Langrange para este caso são
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d

dτ

(
∂L

∂ṫ

)
− ∂L

∂t
=

d

dτ
(Aṫ) = 0, (108a)

d

dτ

(
∂L

∂θ̇

)
− ∂L

∂θ
= −rθ̈ − 2ṙθ̇ + rsenθ cos θφ̇2 = 0, (108b)

d

dτ

(
∂L

∂φ̇

)
− ∂L

∂φ
=

d

dτ
(r2sen2θφ̇) = 0. (108c)

Não é necessário calcular a equação de Euler-Lagrange para a variável r,

pois a Eq. (107) já faz o papel de uma integral primeira para tal sistema de

equações. Das Eqs. (108a) e (108c) temos que

Aṫ ≡ α, (109a)

r2sen2θφ̇ ≡ −β. (109b)

Substituindo a Eq. (109b) na Eq. (108b) e multiplicando esta por r3θ̇, temos

−r4θ̇θ̈ − 2r3ṙθ̇2 + β2 cot θ csc2 θθ̇ = 0 =⇒

=⇒ −1
2

d
dτ

(
r4θ̇2 + β2 cot2 θ

)
= 0 =⇒

=⇒ r4θ̇2 + β2 cot2 θ ≡ γ − β2 =⇒

=⇒ θ̇ = − 1
r2

√
γ − β2

sen2θ
.

(110)

Em seguida, substituindo as Eqs. (109) e (110) em (107), obtemos

α2

A − ṙ2

A − 1
r2

(
γ − β2

sen2θ

)
− β2

r2sen2θ
= 1 =⇒

=⇒ ṙ2

A = α2

A − 1 − γ
r2 =⇒

=⇒ ṙ = −A

√
1
A

(
α2

A
− 1 − γ

r2

)
(111)
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Finalmente, encontramos o campo de velocidades Ṽ α dado por

Ṽ α =

(
α

A
,−A

√
1

A

(
α2

A
− 1 − γ

r2

)
,− 1

r2

√
γ − β2

sen2θ
,− β

r2sen2θ

)
, (112)

e conclúımos que o campo de observadores que encontramos nas Eqs. (106),

pela integração da equação de Hamilton-Jacobi, equivale a todos os obser-

vadores do tipo-tempo normalizados para a métrica de Schwarzschild.

De posse disso, podemos calcular as quantidades cinemáticas apresen-

tadas nas Eqs. (10), (11), (12) e (13) para V̄ µ = δµ
0 . Pela escolha do campo,

temos que

ωµν = 0, aµ = 0. (113)

pois V µ é irrotacional e geodésico. A expansão ϑ é

ϑ =
1√
−ḡ

(
√
−ḡV̄ µ),µ = 2

ṙ

r
+

F ′ṙ

F
+

G′θ̇

G
, (114)

onde F (r) = [α2r2 − A(r2 + γ)], G(θ) = [γsen2θ − β2], F ′ = (dF/dr) e

G′ = (dG/dθ). Por se tratar de um sistema de coordenadas Gaussiano, a

deformação σµ
ν possui, a prinćıpio, apenas as componentes espaciais não

nulas. Então,

σi
j =

1

2
hiλgjλ,0 −

ϑ

3
δi
j. (115)

Podemos escrever explicitamente suas componentes como
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σ1
1 = −1

2
(r2 + γ)A′ṙ

F
− ϑ

3 ,

σ1
2 = −2

αγrṙ
F ,

σ1
3 = −αβrṙ

F ,

σ2
2 =

(
1 +

γA
F

)
ṙ
r − ϑ

3 ,

σ2
3 =

β
2r2

(
Arṙ
F

− r2senθ cos θθ̇
G

)
,

(116)

σ3
3 = ṙ

r +
γsenθ cos θθ̇

G
− ϑ

3 ,

sendo as demais componentes obtidas por regras de simetria.

2.3 Sistema de coordenadas Gaussiano para a métrica

de Reissner-Nordström

Dada a métrica de Reissner-Nordström pela Eq. (25), podemos procurar por

um sistema de coordenadas Gaussiano tal que esta métrica tome a forma

da Eq. (29). Além disso, será considerado em (25) somente o caso em que

q2 < M2, pois isso possibilitará uma análise mais rica do problema. O caso

q2 > M2 será apresentado em forma de gráficos no decorrer na seção.

2.3.1 Integração das equações para um sistema Gaussiano

Dadas as condições acima, procederemos como apresentado na Sec. (2.2.2).

Como q2 < M2, o termo

g00 =

(
1 − rS

r
+

q2

r2

)
(117)
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possui duas outras singularidades além da origem r = 0. Se fizermos g00 = 0,

neste caso, temos como soluções

r+ = M +
√

M2 − q2; r− = M −
√

M2 − q2. (118)

Portanto, temos naturalmente o problema separado em três regiões disjuntas,

sendo

A : r > r+; B : r− < r < r+; C : r < r−. (119)

Cada região definirá equações do tipo (30) distintas, pois assim como em

Schwarzschild, o sistema de coordenadas (t, r, θ, φ) não cobre a variedade de

Reissner-Nordström continuamente.

Suponhamos, para a região A, que

T = αt + FA(r), (120)

onde α ∈ < é um parâmetro. Neste caso, a Eq. (30a) toma a seguinte forma

ḡ00 = 1 =⇒
(

∂T
∂t

)2

g00 +
(

∂T
∂r

)2

g11 = 1 =⇒

=⇒ α2

A −A(F
′
A)2(r) = 1 =⇒

=⇒ F
′

A =

√
α2 −A
A2 ,

(121)

onde A = (r − r+)(r − r−)/r2. Observe que, fazendo q → 0, temos r+ = 2M

e r− = 0, logo recáımos no caso de um sistema gaussiano para Schwarzschild.

Explicitamente, temos que

FA(r) =

∫
r
√

α2r2 − (r − r+)(r − r−)

(r − r+)(r − r−)
dr, (122)

que pode ser escrita em duas integrais:
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FA(r) =
r+

r+ − r−

∫ √α2r2 − (r − r+)(r − r−)
(r − r+)

dr+

− r−
r+ − r−

∫ √α2r2 − (r − r+)(r − r−)
(r − r−)

dr.

(123)

A integral do primeiro termo de (123) é dada por

r+
r+ − r−

{
(2α2 − 1)r+ + r−

2
√

α2 − 1
ln

[
2(α2 − 1)r + r+ + r−√

α2 − 1
+ 2g(r)

]
+

+g(r) − αr+ ln

[
(r+)2 + rr− + r+(−r− + (2α2 − 1)r + 2αg(r))

r − r+

]}
,

(124)

onde g(r) =
√

α2r2 − (r − r+)(r − r−). Para que a transformação esteja

bem definida, são necessárias as condições α2 > 1 e g(r) > 0. A integral do

segundo termo de (123) é similar à anterior, e dada por

− r−
r+ − r−

{
(2α2 − 1)r− + r+

2
√

α2 − 1
ln

[
2(α2 − 1)r + r+ + r−√

α2 − 1
+ 2g(r)

]
+

+g(r) − αr− ln

[
−r−r+ + rr+ + r−(r− + (2α2 − 1)r + 2αg(r))

r − r−

]}
.

(125)

Para a região B, temos que a Eq. (30a), para T = αt+FB(r), é dada por

B(F
′
B)2 − α2

B = 1 =⇒ F
′
B =

√
α2 + B
B2 =⇒

=⇒ F
′
B =

r
√

α2r2 − (r − r+)(r − r−)
(r+ − r)(r − r−)

,

(126)

onde B = (r+ − r)(r − r−)/r2. Separando em duas integrais, temos

FB(r) =
r+

r+ − r−

∫ √α2r2 − (r − r+)(r − r−)
(r+ − r)

dr+

+
r−

r+ − r−

∫ √α2r2 − (r − r+)(r − r−)
(r − r−)

dr,

(127)
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onde a integral do primeiro termo é

− r+
r+ − r−

{
(2α2 − 1)r+ + r−

2
√

α2 − 1
ln

[
2(α2 − 1)r + r+ + r−√

α2 − 1
+ 2g(r)

]
+

+g(r) − αr+ ln

[
(r+)2 + rr− + r+(−r− + (2α2 − 1)r + 2αg(r))

r+ − r

]}
,

(128)

e a do segundo termo é

− r−
r+ − r−

{
(2α2 − 1)r− + r+

2
√

α2 − 1
ln

[
2(α2 − 1)r + r+ + r−√

α2 − 1
+ 2g(r)

]
+

+g(r) − αr− ln

[
−r−r+ + rr+ + r−(r− + (2α2 − 1)r + 2αg(r))

r − r−

]}
,

(129)

sendo g(r) dada como antes, e as condições sobre definibilidade do sistema

Gaussiano na região A continuam sendo válidas.

Para o caso da região C, com T = αt + FC(r), temos que a Eq. (30a) é

α2

C − C(F
′

C)2 = 1 =⇒ F
′

C =

√
α2 − C
C2 =⇒

=⇒ F
′

C =
r
√

α2r2 − (r − r+)(r − r−)
(r+ − r)(r− − r)

,

(130)

onde C = (r+ − r)(r− − r)/r2. Novamente, separando em duas integrais,

tem-se

FC(r) = − r+
r+ − r−

∫ √α2r2 − (r − r+)(r − r−)
(r+ − r)

dr+

+
r−

r+ − r−

∫ √α2r2 − (r − r+)(r − r−)
(r− − r)

dr,

(131)

sendo a integral do primeiro termo
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r+
r+ − r−

{
(2α2 − 1)r+ + r−

2
√

α2 − 1
ln

[
2(α2 − 1)r + r+ + r−√

α2 − 1
+ 2g(r)

]
+

+g(r) − αr+ ln

[
(r+)2 + rr− + r+(−r− + (2α2 − 1)r + 2αg(r))

r+ − r

]}
,

(132)

e a do segundo termo,

− r−
r+ − r−

{
(2α2 − 1)r− + r+

2
√

α2 − 1
ln

[
2(α2 − 1)r + r+ + r−√

α2 − 1
+ 2g(r)

]
+

+g(r) − αr− ln

[
−r−r+ + rr+ + r−(r− + (2α2 − 1)r + 2αg(r))

r− − r

]}
,

(133)

sob as mesmas condições já dadas para as regiões A e B.

Por fim precisamos satisfazer também a Eq. (30b). Então, definimos uma

coordenada R = ∂T/∂α e teremos uma equação análoga a esta, como no

caso da Sec. (2.2.2). Finalmente, o sistema de coordenadas Gaussiano para

todas as regiões da métrica de Reissner-Nordström é dado por

r > r+ :





T = αt + FA(r)

R = t + ∂FA
∂α

,

r− < r < r+ :





T = αt + FB(r)

R = t + ∂FB
∂α

,

r < r− :





T = αt + FC(r)

R = t + ∂FC
∂α

.

(134)

As demais componentes da métrica ḡµν podem ser dadas na forma matricial

como
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ḡµν =




1 0 0 0

0

(
1 − 2M

r +
q2

r2

)
− α2 0 0

0 0 −r2 0

0 0 0 −r2sen2θ




. (135)

2.3.2 Integração da equação de Hamilton-Jacobi

Para encontrar um sistema de coordenadas Gaussiano para a geometria de

Reissner-Nordström, podemos proceder da mesma maneira que no caso de

Schwarzschild apresentado na Sec. (2.2.3). Os cálculos podem ser repetidos

fazendo a consideração de que A(r) = (1 − rS/r + q2/r2). Além disso, a

construção do sistema Gaussiano para Reissner-Nordström nas regiões r > r+

e r < r− será idêntica à construção para Schwarzschild na região r > rS e a

construção do sistema de coordenadas na região r− < r < r+ será equivalente

à região r < rS.

Para melhor ilustrar a função W ′
1(r), no caso M2 > q2, os gráficos (6),

(7) e (8) mostram um esboço de como W ′
1 varia com respeito aos parâmetros

α e γ. As divergências que aparecem, para valores de r = r+ e r = r−,

são devido ao sistema de coordenadas considerado. Notamos que todos esses

gráficos não chegam a alcançar r = 0. O comportamento de W ′
2(θ) é idêntico

ao caso de Schwarzschild (ver Fig. 5).

Já para o caso em que q2 > M2, temos os gráficos (9), (10) e (11) ilus-

trando o comportamento de W ′
1(r) fixando alguns valores de α, γ e escolhendo

M2 = 4 e q2 = 6. Neste caso, a única singularidade presente na métrica é

r = 0. Novamente, notamos que, em nenhum dos casos, é posśıvel chegar até
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Figura 6: W ′
1(r), com α2 = 2, γ = 1, r+ = 4 e r− = 2.
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Figura 7: W ′
1(r), com α2 = 10, γ = 1, r+ = 4 e r− = 2.

r = 0.

2.4 Critérios para a construção um sistema Gaussiano

global

Após a análise feita para os casos de Schwarzschild e Reissner-Nordström,

somos levados à seguinte pergunta: dada uma métrica com simetria esférica
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Figura 8: W ′
1(r), com α2 = 2, γ = 10, r+ = 4 e r− = 2.
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Figura 9: W ′
1(r), com α2 = 2, γ = 1, M2 = 4 e q2 = 6.

ds2 = A(r)dt2 − B(r)dr2 − r2dθ2 − r2 sen2θdφ2, (136)

quais critérios as funções A(r) e B(r) devem satisfazer, de modo tal que seja

posśıvel a construção de um sistema de coordenadas Gaussiano global?

Até o presente momento não conhecemos uma definição formal do que é

um sistema de coordenadas Gaussiano global. Intuitivamente, esperamos que

exista uma hiper-superf́ıcie S a qual separa o espaço-tempo em duas partes
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Figura 10: W ′
1(r), com α2 = 10, γ = 1, M2 = 4 e q2 = 6.
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Figura 11: W ′
1(r), com α2 = 2, γ = 10, M2 = 4 e q2 = 6.

disjuntas, algo semelhante a uma superf́ıcie de Cauchy.

Primeiramente, sabemos que A e B devem ser tais que o determinante de

gµν seja sempre negativo. Logo,

AB > 0. (137)

Em particular, se quisermos que a nossa hiper-superf́ıcie S = So tenha

simetria esférica, com t = to e r = ro, então cáımos nos casos apresentados
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nas Secs. (2.2.2) e (2.3.1), cujo critério é dado por

B

A
(α2 − A) ≥ 0, (138)

donde conclúımos que A deve ser uma função limitada superiormente, uma

vez que A e B devem trocar de sinal simultaneamente para preservar a assi-

natura da métrica. Devido a isso, notamos que, para Schwarzschild, não há

problemas na construção do sistema Gaussiano, tal como existem como no

caso de Reissner-Nordström.

Se assumirmos que S possa ser uma hiper-superf́ıcie mais geral, então

cáımos nos casos apresentados pelas Secs. (2.2.3) e (2.3.2). Os critérios que

aparecem nessas seções são

[α2r2 − A(r2 + γ)] ≥ 0 (139)

e

sen2θ ≥ β2

γ
. (140)

Se pensarmos em α, β e γ como sendo os momenta de uma part́ıcula

teste neste espaço-tempo, notamos que, enquanto o momentum angular β

não for nulo, há valores de θ inacesśıveis à part́ıcula. Além disso, se a Eq.

(139) possuir pelo menos uma ráız r∗ tal que, para r < r∗, a expressão à

esquerda seja negativa, o sistema Gaussiano não pode ser estendido a partir

deste ponto. Por fim, para r → ∞, A(r) deve ser limitada superiormente

por α2.

Uma outra classe de geometrias, para a qual a pergunta sobre a construção

de um sistema de coordenadas Gaussiano global é bastante interessante, são

as métricas do tipo
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ds2 = dt2 + 2h(r)dtdφ − dr2 − dz2 + g(r)dφ2. (141)

Tal métrica abrange casos como a métrica de Gödel [16], com h(r) =
√

2senh2r e g(r) = senh2r(senh2r−1) que possui um sistema Gaussiano local

apresentado em [17], e Minkowski com h = ho e R′′(r) = 0 onde R = h2 − g

que possui obviamente um sistema de coordenadas Gaussiano global.

Até o momento, a única condição que sabemos sobre h e g é que

h2 − g > 0, (142)

para que o sinal do determinante de gµν seja preservado. Se calcularmos os

autovalores de gµν vemos que eles preservam a assinatura da métrica somente

sob a validade da Eq. (142).

2.5 Sistema de coordenadas Gaussiano para a métrica

de Kerr

Num sistema de coordenadas xµ = (u, ρ, θ, φ), chamado quase-esferoidal, o

elemento de linha infinitesimal para a solução de Kerr é dado por

ds2 =

(
1 − 2Mρ

ρ2 + a2 cos2 θ

)
du2 − (ρ2 + a2 cos2 θ)dθ2 − 2asen2θdρdφ

−2dudρ − 4Mρasen2θ
ρ2 + a2 cos2 θ

dudφ −
[
(ρ2 + a2)sen2θ +

2Mρa2sen4θ
ρ2 + a2 cos2 θ

]
dφ2.

(143)

Podemos escrever gµν como sendo

gµν = gµν
0 +

2Mρ

ρ2 + a2 cos2 θ
lµlν, (144)

onde gµν
0 é a métrica de Minkowski neste sistema de coordenadas, dada por
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gµν
0 =

1

ρ2 + a2 cos2 θ




a2sen2θ (ρ2 + a2) 0 −a

(ρ2 + a2) (ρ2 + a2) 0 −a

0 0 1 0

−a −a 0 1/sen2θ




, (145)

e lµ = (0, 1, 0, 0) é um vetor do tipo-nulo.

Neste sistema de coordenadas, o determinante de gµν é

g
.
= det(gµν) = −(ρ2 + a2 cos2 θ)2sen2θ. (146)

Fazendo a transformação de coordenadas





z = ρ cos θ

x + iy = (ρ − ia)eiφsenθ

x0 = u − ρ

, (147)

temos que o elemento de linha dado pela Eq. (143) toma a forma dada pela

Eq. (26).

As superf́ıcies que possuem propriedades f́ısicas interessantes na métrica

de Kerr são aquelas dadas por

ρ1 = M +
√

M2 − a2 cos2 θ, ρ2 = M −
√

M2 − a2 cos2 θ, (148)

as quais são encontradas fazendo g00 = 0, e que correspondem a superf́ıcies

de desvio infinito para o vermelho e

ρ± = M ±
√

M2 − a2, (149)
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que são superf́ıcies nulas, ou seja, cada vetor normal a estas superf́ıcies é do

tipo-nulo. Na relatividade geral há várias soluções das equações de Einstein

que possuem superf́ıcies como essas.

Na tentativa de construção de um sistema Gaussiano em Kerr, consi-

deramos a equação de Hamilton-Jacobi para uma part́ıcula relativ́ıstica com

m = 1 (sem perda de generalidade), dada pela Eq. (37), supondo primeira-

mente apenas a contribuição do termo gµν
0 e que S possa ser escrita como

S = αu + βφ + W1(ρ;α, β, γ) + W2(θ;α, β, γ), (150)

onde γ é um parâmetro que será determinado e interpretado a posteriori.

Podemos substituir a Eq. (150) na Eq. (37), obtendo

− 1
ρ2 + a2 cos2 θ

[
α2a2sen2θ + (ρ2 + a2)

(
∂W1
∂ρ

)2

+
(

∂W2
∂θ

)2

+

+
β2

sen2θ
+ 2(ρ2 + a2)α

(
∂W1
∂ρ

)
− 2aαβ − 2aβ

(
∂W1
∂ρ

)]
= 1.

(151)

Assim, definindo W
′
1 = ∂W1/∂ρ e W

′
2 = ∂W2/∂θ, obtemos

−(ρ2 + a2 cos2 θ) = α2a2sen2θ + (ρ2 + a2)(W
′

1)
2 + (W

′

2)
2 +

β2

sen2θ
+

+2(ρ2 + a2)αW
′
1 − 2aαβ − 2aβW

′
1.

(152)

Observamos que podemos separar a Eq. (152) em duas equações diferenciais

parciais, sendo que uma só envolve θ e outra só envolve ρ tal que

(ρ2 + a2)

[
(W

′
1)

2 − 2aβW
′
1

ρ2 + a2 + 2αW
′
1

]
+ ρ2 =

= −(W
′

2)
2 −

(
αa sen θ − β

sen θ

)2

− a2 cos2 θ ≡ −γ,

(153)
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sendo γ > 0. Logo,

W
′

1 = −α +
aβ

ρ2 + a2 ±

√(
α − aβ

ρ2 + a2

)2

− ρ2 + γ

ρ2 + a2 , (154a)

W
′

2 = ±

√
γ − a2 cos2 θ −

(
αa sen θ − β

sen θ

)2

. (154b)

Podemos apresentar o comportamento das funções W ′
1 e W ′

2 com respeito

aos momenta canonicamente conjugados por meio dos gráficos ilustrados nas

Figs. (12) a (17), uma vez que não estamos interessados, neste instante, na

forma expĺıcita das integrais W1(ρ) e W2(θ).
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Figura 12: W ′
1 com α2 = 2, a = 1, β = 2 e γ = 3.

As demais componentes deste sistema de coordenadas Gaussiano são

R ≡ ∂S

∂α
= u +

∂W1

∂α
+

∂W2

∂α
, (155a)

Θ ≡ ∂S

∂γ
=

∂W1

∂γ
+

∂W2

∂γ
, (155b)

Φ ≡ ∂S

∂β
= φ +

∂W1

∂β
+

∂W2

∂β
. (155c)
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Figura 13: W ′
2, com α2 = 2, a = 1, β = 2 e γ = 3.
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Figura 14: W ′
1, com α2 = 20, a = 1, β = 2 e γ = 3.

Podemos definir, apenas por simplicidade, as seguintes quantidades:

Ẇ1 ≡ ∂W1
∂α

, Ŵ1 ≡ ∂W1
∂γ

, W̃1 ≡ ∂W1
∂β

,

Ẇ2 ≡ ∂W2
∂α

, Ŵ2 ≡ ∂W2
∂γ

, W̃2 ≡ ∂W2
∂β

.

(156)

Portanto, as componentes da métrica neste novo sistema de coordenadas são

dadas por
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Figura 15: W ′
2, com α2 = 20, a = 1, β = 2 e γ = 3.
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Figura 16: W ′
1 com α2 = 2, a = 1, β = 0.1 e γ = 3.

ḡ11
0 = − 1

ρ̃2

[
a2sen2θ + (ρ2 + a2)(Ẇ

′
1)

2 + (Ẇ
′
2)

2 + 2(ρ2 + a2)Ẇ
′
1

]
,

ḡ12
0 = − 1

ρ̃2

[
(ρ2 + a2)(1 + Ẇ

′
1)Ŵ

′
1 + Ẇ

′
2Ŵ

′
2

]
,

ḡ13
0 = − 1

ρ̃2

[
−a(1 + Ẇ

′
1) + (ρ2 + a2)(1 + Ẇ

′
1)W̃

′
1 + Ẇ

′
2W̃

′
2

]
,

ḡ22
0 = − 1

ρ̃2

[
(ρ2 + a2)(Ŵ

′
1)

2 + (Ŵ
′
2)

2
]
,

ḡ23
0 = − 1

ρ̃2

[
−aŴ

′
1 + (ρ2 + a2)Ŵ

′
1W̃

′
1 + Ŵ

′
2W̃

′
2

]
,

(157)
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Figura 17: W ′
2 com α2 = 2, a = 1, β = 0.1 e γ = 3.

ḡ33
0 = − 1

ρ̃2

[
1

sen2θ
+ (ρ2 + a2)(W̃

′
1)

2 + (W̃
′
2)

2 − 2aW̃
′
1

]
.

onde ρ̃2 = ρ2 + a2 cos2 θ. A partir das Eqs. (154), podemos obter explicita-

mente as derivadas das quantidades definidas pelas Eqs. (156) como sendo

Ẇ
′
1 = −1 ± (αr̃2 − aβ)√

f
, Ẇ

′
2 = ∓a senθ

(αasen2θ − β)√
h

,

Ŵ
′
1 = ∓ 1

2
√

f
, Ŵ

′
2 = ±sen θ

2
√

h
,

W̃
′
1 = a

r̃2 ∓ (αr̃2 − aβ)a
r̃2
√

f
, W̃

′
2 =

(αa sen2θ − β)

sen θ
√

h
,

(158)

onde r̃2 = ρ2 +a2, f = [(αr̃2−aβ)2− r̃2(ρ2 +γ)] e h = [(γ−a2 cos2 θ)sen2θ−

(αa sen2θ − β)2]. De posse disso, as componentes da métrica podem ser

escritas como
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ḡ11
0 = − 1

ρ̃2

[
r̃4(ρ2 + γ)

f
+

(γ − a2 cos2 θ)a2sen4θ
h

]
,

ḡ12
0 = − 1

2ρ̃2

[
−(αr̃2 − aβ)r̃2

f
− (αa sen2θ − β)a sen2θ

h

]
,

ḡ13
0 = − 1

ρ̃2

[
−(αr̃2 − aβ)2a

f
− (αa sen2θ − β)2a

h

]
,

ḡ22
0 = − 1

4ρ̃2

[
r̃2

f
+ sen2θ

h

]
,

ḡ23
0 = − 1

2ρ̃2

[
(αr̃2 − aβ)a

f
+

(αa sen2θ − β)
h

]
,

ḡ33
0 = − 1

ρ̃2

[
a2(ρ2 + γ)

f
+

(γ − a2 cos2 θ)
h

]
.

(159)

Se substituirmos a métrica gµν
0 pela métrica original de Kerr gµν dada em

(144) e repetirmos os passos expostos pelas Eqs. (37) e (150)-(153), teremos

uma nova equação para W ′
1(ρ) como segue

W
′

1 = −
αr̃2 − aβ ±

√
(αr̃2 − aβ)2 − ∆(ρ2 + γ)

∆
, (160)

cujo gráfico pode ser ilustrado por meio das Figs. (18) a (23) para diferentes

valores dos parâmetros, e ∆ = ρ2 +a2−2Mρ. A equação para W ′
2 permanece

inalterada e é dada por (154b).

Definindo F = [(αr̃2 − aβ)2 − ∆(ρ2 + γ)], podemos reescrever as Eqs.

(158) da seguinte forma:

Ẇ
′
1 = − r̃2

∆ ± (αr̃2 − aβ)r̃2

∆
√

F
, Ẇ

′
2 = ∓a senθ

(αa sen2θ − β)√
h

,

Ŵ
′
1 = ∓ 1

2
√

F
, Ŵ

′
2 = ±sen θ

2
√

h
,

W̃
′
1 = a

∆
∓ (αr̃2 − aβ)a

∆
√

F
, W̃

′
2 =

(αa sen2θ − β)√
h sen θ

.

(161)
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Figura 18: W ′
1, com α2 = 2, a = 1, β = 2, γ = 3 e M = 2.
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Figura 19: W ′
1, com α2 = 20, a = 1, β = 2, γ = 3 e M = 2.

Considerando as equações acima temos que as novas componentes da métrica

gµν são dadas por

ḡ11 = − 1
ρ̃2

[
r̃4(ρ2 + γ)

F +
(γ − a2 cos2 θ)a2sen4θ

h

]
,

ḡ12 = − 1
2ρ̃2

[
−(αr̃2 − aβ)r̃2

F
− (αa sen2θ − β)a sen2θ

h

]
,

ḡ13 = − 1
ρ̃2

[
a(r̃2 − ∆)

∆
− (αr̃2 − aβ)2ar̃2

∆F
− (αa sen2θ − β)2a

h

]
,

(162)
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Figura 20: W ′
1, com α2 = 2, a = 1, β = 0.1, γ = 3 e M = 2.
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Figura 21: W ′
1, com α2 = 2, a = 1, β = 2, γ = 3 e M = 1/2.

ḡ22 = − 1
4ρ̃2

[
∆
F + sen2θ

h

]
,

ḡ23 = − 1
2ρ̃2

[
(αr̃2 − aβ)a

F +
(αa sen2θ − β)

h

]
,

ḡ33 = − 1
ρ̃2

[
a2(ρ2 + γ)

F
+

(γ − a2 cos2 θ)
h

]
.

Enquanto que as componentes covariantes são
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Figura 22: W ′
1, com α2 = 20, a = 1, β = 2, γ = 3 e M = 1/2.
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Figura 23: W ′
1, com α2 = 2, a = 1, β = 0.1, γ = 3 e M = 1/2.

ḡ11 = 1 − 2Mρ
ρ̃2 − α2,

ḡ12 = −2[α(γ − a2) + aβ],

ḡ13 = −αβ − 2Maρ sen2θ
ρ̃2 ,

ḡ22 = −4(ρ2 + γ)(γ − a2 cos2 θ),

ḡ23 = −2 [β(ρ2 + γ) − (αr̃2 − aβ)a sen2θ] ,

ḡ33 = −(β2 + r̃2sen2θ) − 2Mρa2sen4θ
ρ̃2 .

(163)
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O determinante desta nova métrica é

ḡ ≡ det gµν = −4h(θ)F (ρ). (164)

Seja V̄ µ = δµ
0 um campo de velocidade no sistema de coordenadas (S,R,Θ,Φ).

No sistema de coordenadas (u, ρ, θ, φ), este campo é dado por

Vµ =
∂x̄ν

∂xµ V̄ν . (165)

Explicitamente, temos que as componentes covariantes desse campo de ve-

locidades são

Vµ = (α,W
′

1,W
′

2, β), (166)

enquanto que suas componentes contravariantes são dadas por

V 0 = − 1
ρ̃2 (αa2sen2θ + r̃2W

′
1 − aβ),

V 1 = − 1
ρ̃2 (αr̃2 + ∆W

′
1 − aβ),

V 2 = −W
′
2

ρ̃2 ,

V 3 = − 1
ρ̃2 (−aα − aW

′
1 +

β
sen2θ

).

(167)

Um método muito similar para encontrar uma função principal de Hamil-

ton S para a métrica de Kerr foi empregado por B. Carter [18] o sistema de

coordenadas de Boyer-Lindquist Eq. (28). Neste método, a função S não é

identificada com o tempo próprio, pois possui uma liberdade de calibre.

Se quisermos comparar o campo de velocidades V α dado pela Eq. (167)

com o campo Ṽ µ que obteremos a partir da integração das equações das

geodésicas, tal como feito para o caso de Schwarzschild (Eqs. (107)-(112)), é
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mais simples se usarmos o sistema de coordenadas de Boyer-Lindquist, cuja

transformação é dada por





t̂ = u −A(ρ)

ρ̂ = ρ

θ̂ = θ

φ̂ = φ − B(ρ)

, (168)

onde (dA/dρ) = r̃2/∆ e (dB/dρ) = −a/∆. Reescrevendo as Eqs. (167) neste

sistema de coordenadas, temos

V 0 = − 1
ρ̃2∆

(αΣ2 − 2Maβ),

V 1 = − 1
ρ̃2 (αr̃2 + ∆W

′
1 − aβ),

V 2 = −W
′
2

ρ̃2 ,

V 3 = 1
ρ̃2∆

(2Maα + (ρ̃2 − 2Mρ)
β

sen2θ
),

(169)

onde Σ2 = r̃4 − a2∆sen2θ.

Podemos explicitar a função de Lagrange L neste sistema de coordenadas,

considerando observadores normalizados V µVµ = 1, como sendo

1 =

(
1 − 2Mρ

ρ̃2

)
ṫ2 +

4aMρ sen2θ
ρ̃2 ṫφ̇ − ρ̃2

∆
ṙ2 − ρ̃2θ̇2+

−
(

ρ2 + a2 +
2a2Mρ

ρ̃2 sen2θ

)
sen2θ φ̇2 ≡ 2L

(170)

Apesar dos cálculos, a partir de L, não serem apresentados neste trabalho

podemos calcular as equações de Euler-Lagrange e encontrar as integrais

primeiras para tais equações (cf. [19]). Feito isso, obtemos o campo Ṽ µ =

( ˙̂t, ρ̇, θ̇,
˙̂
φ) que poderá ser comparado e imediatamente identificado com V α
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dado pela Eq. (169). Dáı conclúımos que V α, por conseqüência V̄ µ, abarca

todos os observadores geodésicos (do tipo-tempo) da métrica de Kerr.

Se quisermos analisar propriedades cinemáticas de campos de velocidades

definidos na métrica de Kerr, podemos construir o projetor h̄µν no tri-espaço

do obserador V µ como sendo

h̄µν = ḡµν − V̄µV̄ν . (171)

Sendo V̄ µ = δµ
0 , concluimos que h̄ij = ḡij , sendo as demais componentes h̄00

e h̄0i nulas.

Usando a Eq. (164), podemos obter a expansão ϑ como sendo

ϑ =
1√
−ḡ

(
√
−ḡV µ),µ =

h,0

h
+

F,0

F
. (172)

No caso de um sistema de coordenadas Gaussiano e V̄ µ = δµ
0 , a de-

formação σµν possui apenas componentes espaciais σij não nulas, e pode ser

escrita como

σij =
1

2
h̄ij,0 −

ϑ

3
h̄ij. (173)

A partir das Eqs. (163), podemos explicitar tais componentes como sendo

σ11 = M
ρ̃4

(
sen2θ(ρ2 − a2 cos2 θ) ρ̇ − a2ρ sen2θ θ̇

)
− ϑ

3

(
1 − α2 − 2Mρ

ρ̃2

)
,

σ12 = 2ϑ
3 (α(γ − a2) + aβ),

σ13 = Ma
ρ̃4

[
sen2θ(ρ2 − a2 cos2 θ)ρ̇ − ρr̃2sen2θ θ̇

]
+ ϑ

3

(
αβ +

2Mρa sen2θ
ρ̃2

)
,

σ22 = −4(γ − a2 cos2 θ)
(
ρρ̇ − ϑ

3 (ρ2 + γ)
)
− 2a2(ρ2 + γ)sen2θ θ̇,

(174)
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σ23 = 2(αa sen2θ − β)ρρ̇ − a(sen2θ θ̇ + 2ϑ
3 sen2θ)(αr̃2 − aβ) + 2ϑ

3 β(ρ2 + γ),

σ33 = −ρρ̇ sen2θ − Ma2sen2θ
ρ̃4

[
sen2θ(ρ2 − a2 cos2 θ)ρ̇ + ρ sen2θ (ρ̃2 + r̃2)θ̇

]

− r̃2

2 sen2θ θ̇ + ϑ
3

[
β2 + r̃2sen2θ +

2Mρa2sen4θ
ρ̃2

]
.

Escrevendo a Eq. (28) na forma quadrática, temos

ds2 = ρ̃2 ∆

Σ2 dt2 − Σ2

ρ̃2

(
dφ − 2aMρ

Σ2 dt

)2

sen2θ − ρ̃2

∆
dρ2 − ρ̃2dθ2. (175)

Dáı, podemos escolher uma base de 1-formas ωA, para A = 0, 1, 2, 3, como

sendo

ω0 =
√

ρ̃2 ∆
Σ2dt,

ω1 =

√
Σ2

ρ̃2

(
dφ − 2aMρ

Σ2 dt
)

senθ,

ω2 =

√
ρ̃2

∆
dρ,

ω3 =
√

ρ̃dθ.

(176)

Se fizermos todos os cálculos necessários nesta base de tétradas, encon-

traremos as componentes não-nulas do tensor de Riemann RABCD (cf. [19]),

dadas por
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R0123 = aM cos θ
ρ̃6 (3ρ2 − a2 cos2 θ),

R0312 = aM cos θ
Σ2ρ̃6 (3ρ2 − a2 cos2 θ)(r̃4 + 2a2∆sen2θ),

R0213 = aM cos θ
Σ2ρ̃6 (3ρ2 − a2 cos2 θ)(2r̃4 + a2∆sen2θ),

R0203 = R1213 = −3a2Mr̃2
√

∆sen θ cos θ
Σ2ρ̃6 (3ρ2 − a2 cos2 θ),

R0212 = −R0313 = −3aMρr̃2
√

∆sen θ
Σ2ρ̃6 (ρ2 − 3a2 cos2 θ),

R0101 = −R2323 = −Mρ
ρ̃6 (ρ2 − 3a2 cos2 θ),

R0202 = −R1313 =
Mρ
Σ2ρ̃6 (ρ2 − 3a2 cos2 θ)(2r̃4 + a2∆sen2θ),

R0303 = −R1212 = − Mρ
Σ2ρ̃6 (ρ2 − 3a2 cos2 θ)(r̃4 + 2a2∆sen2θ).

(177)

O campo V α dado por (169) pode ser escrito na base de tétradas via

V A = eA
αV α (178)

ou explicitamente por

V 0 = α
Σ2 − 2Mρaβ√

Σ2∆ρ̃2
,

V 1 =
β

ρ̃2∆
sen θ√
ρ̃2Σ2

[
4M2a2ρ2α +

Σ2(ρ̃2 − 2Mρ)
sen2θ

]
,

V 2 = −
√

ρ̃2

∆
W ′

1

ρ̃2 ,

V 3 = − W ′
2√
ρ̃2

.

(179)

Lembrando que estamos tratando do espaço-tempo de Kerr (RAB = 0), o

tensor de Weyl coincide com o tensor de Riemann e assim a parte elétrica do

tensor de Weyl é
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EAB = −RACBDV CV D. (180)

Em seguida, as componentes não-nulas do dual do tensor de Weyl ∗WABCD

podem ser encontradas fazendo as identificações abaixo

∗W0101 = −∗W2323 = R0123,

∗W0123 = −R0101,

∗W0202 = −∗W1313 = −R0213,

∗W0203 = R0212,

∗W0212 = −∗W0313 = −R0203,

∗W0213 = R0202,

∗W0303 = −∗W1212 = R0312,

∗W0312 = −R0303,

∗W1213 = −R0313.

(181)

Segue que a parte magnética do tensor de Weyl é

HAB = − ∗WACBDV CV D. (182)

As expressões expĺıcitas em componentes para as quantidades (180) e

(182) não serão expostas neste trabalho, pois não são de caráter manipulativo

simples.
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3 Métrica de Kerr e violação de causalidade

Neste caṕıtulo faremos uma análise numérica da violação de causalidade na

métrica de Kerr. Escolheremos um buraco negro espećıfico, ou seja, fixaremos

valores numéricos para a massa M e para o momento angular por unidade de

massa a de tal objeto. Em seguida, analisaremos a possibilidade das curvas

do tipo-tempo fechadas serem geodésicas.

Seja a métrica de Kerr dada no sistema de coordenadas de Boyer-Lindquist

pela Eq. (28). Consideremos um campo de velocidades V µ dado por

V µ = (0, 0, 0, φ̇0), (183)

onde φ̇0 é uma constante. Assim temos que

gµνV
µV ν = g33(φ̇0)

2. (184)

Se houver alguma região no espaço-tempo de Kerr tal que

g33(ρ, θ) > 0, (185)

teremos que o campo V µ será do tipo-tempo. Sendo g33 dada pela Eq. (28),

no caso em que θ 6= 0 e θ 6= π, a condição (185) é equivalente a

ρ < −(ρ2 + a2)(ρ2 + a2 cos2 θ)

2Ma sen2θ
, (186)

e dáı conclúımos que ρ deve ser negativo para que esta condição seja satisfeita.

Além disso, se quisermos que V µ seja geodésico, podemos substitúı-lo nas

equações das geodésicas (5), e obteremos

Γ1
33 = 0 =⇒ g33,1 = 0,

Γ2
33 = 0 =⇒ g33,2 = 0,

(187)
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onde g33,1 = (∂g33/∂ρ) e g33,2 = (∂g33/∂θ). Se escolhermos a = 1 e M = 2 6,

podemos reescrever as Eqs. (187) como

ρ + 2sen2θ
ρ2 + cos2 θ

− 4ρ2sen2θ
(ρ2 + cos2 θ)2 = 0, (188a)

4ρsen2θ(ρ2 + 1)
(ρ2 + cos2 θ)2 + ρ2 + 1 +

4ρsen2θ
ρ2 + cos2 θ

= 0. (188b)

Se fizermos a mudança de variável x = sen2θ e resolvermos as Eqs. (188a) e

(188b) separadamente, obteremos

x1 =
ρ3 + ρ + ρ2 − 1 +

√
ρ4 + 4ρ5 − 2ρ2 + 1 + 4ρ3

ρ − 2
, (189a)

x2 =
ρ3 + ρ + ρ2 − 1 −

√
ρ4 + 4ρ5 − 2ρ2 + 1 + 4ρ3

ρ − 2
, (189b)

como soluções para (188a) e

x3 =

(
ρ2 − 4ρ + 1 + 2

√
4ρ2 − ρ3 − ρ

)
(ρ2 + 1)

ρ2 − 4ρ + 1
, (190a)

x4 =

(
ρ2 − 4ρ + 1 − 2

√
4ρ2 − ρ3 − ρ

)
(ρ2 + 1)

ρ2 − 4ρ + 1
, (190b)

como soluções para (188b), com ρ ∈ <. Agora, basta verificar se existe

algum valor para ρ que satisfaça as Eqs. (188) simultaneamente. Para isso,

podemos traçar os gráficos ilustrados na Fig. (24).

Observamos que apenas o caso em que temos x1(ρ) e x4(ρ) como soluções

de (188) é que há um valor ρ = ρ∗ que satisfaz estas equações simultanea-

mente. Assim, obtemos também um valor para x = x∗, o qual corresponderá

6Algebricamante, tal escolha não é necessária, mas como será feita uma análise

numérica posteriormente, fixamos desde já tais valores, arbitrariamente.
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Figura 24: Intersecções, duas a duas, das soluções x1(ρ) e x2(ρ) com x3(ρ) e x4(ρ).

a dois posśıveis valores de θ, sendo eles sen θ1 =
√

x∗ e sen θ2 = −√
x∗.

Considerando os valores de ρ∗ e x∗ obtidos deste gráfico, algo em torno de

ρ∗ = −0, 4 e x∗ = 0, 3. Substituindo estes números na Eq. (186), percebe-

mos que esta não é satisfeita, ou seja, neste ponto g33 < 0. Logo, não é

posśıvel escolher um campo como (183) que seja geodésico e viole causali-

dade simultaneamente (uma margem de erro foi considerada para os valores

encontrados, porém o critério (186) continua sendo violado).

Se fizermos exatamente os mesmos cálculos e gráficos, mas agora com a

consideração de que a2 > M2, obteremos a mesma conclusão negativa sobre
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o fato do campo V µ ter apenas componente azimutal φ̂ e ser geodésico ao

mesmo tempo. Portanto conclúımos destes dois casos que não é posśıvel ter

curvas do tipo-tempo fechadas e que ainda sejam geodésicas. Ou seja, se for

posśıvel encontrar uma geodésica que viole causalidade na métrica de Kerr

ela deve ser não-limitada.
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4 Equações quase-Maxwellianas para uma mé-

trica Gaussiana diagonal

As equações quase-Maxwellianas são de extrema importância na teoria de

perturbações na relatividade geral, quando tratamos de métricas com in-

variância conforme. Elas fazem com que o tratamento perturbativo provenha

apenas de flutuações feitas no espaço-tempo de fundo e apresentam-se in-

senśıveis à mudança de coordenadas, evitando um posśıvel eqúıvoco com

respeito à origem real das flutuações consideradas.

Há inúmeras referências que tratam da dedução formal das equações

quase-Maxwellianas (cf. [3], [20] e [21]). De uma maneira sucinta, estas

equações podem ser obtidas a partir das identidades de Bianchi juntamente

com as equações de Einstein (2), dando

W αβµν
;ν = −1

2
T µ[α;β] +

1

6
gµ[αT ,β]. (191)

Avaliando as projeções independentes da divergência do tensor de Weyl

W αβµν
;νVβVµhα

σ, (192a)

W αβµν
;νη

σλ
αβVµVλ, (192b)

W αβµν
;νhµ

(σητ)λ
αβVλ, (192c)

W αβµν
;νVβhµ(τhσ)α, (192d)

obtemos as equações quase-Maxwellianas, dadas por
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hεαhλγEαλ;γ + ηε
βµνV

βHνλσµ
λ + 3Hενων =

1

3
hεαρ,α +

ϑ

3
qε +

−1

2
(σε

ν − 3ωε
ν)q

ν +
1

2
πεµaµ +

1

2
hεαπα

ν
;ν , (193a)

hεαhλγHαλ;γ − ηε
βµνV

βEνλσµ
λ − 3Eενων = (ρ + p)ωε − 1

2
ηεαβλVλqα;β +

+
1

2
ηεαβλ(σµβ + ωµβ)πµ

αVλ, (193b)

hµ
εhν

λḢµν + ϑHελ − 1

2
Hν

(εhλ)
µV µ;ν + ηλνµγηεβταVµVτHαγϑνβ +

−aαEβ
(ληε)γαβVγ +

1

2
Eβ

µ
;αh(ε

µ ηλ)γαβVγ = −3

4
q(εωλ) +

1

2
hελqµωµ +

+
1

4
σβ

(εηλ)αβµVµqα +
1

4
hν(εηλ)αβµVµπνα;β, (193c)

hµ
εhν

λĖµν + ϑEελ − 1

2
Eν

(εhλ)
µV

µ;ν + ηλνµγηεβταVµVτEαγϑνβ +

+aαHβ
(ληε)γαβVγ − 1

2
Hβ

µ
;αh(ε

µ ηλ)γαβVγ =
1

6
hελ(qµ

;µ − qµaµ − πµνσµν) +

−1

2
(ρ + p)σελ +

1

2
q(εaλ) − 1

4
hµ(εhλ)αqµ;α +

1

2
hα

εhµ
λπ̇αµ +

1

4
πβ

(εσλ)β +

−1

4
πβ

(εωλ)β +
1

6
ϑπελ. (193d)

onde

ϑµν
.
= σµν +

1

3
ϑhµν (194)

Além disso, temos a lei de conservação para o tensor momentum-energia

T µν como sendo

T µν
;ν = 0, (195)

a qual pode ser projetada na direção do campo de observadores V µ ou per-

pendicular a este campo dando
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T µν
;νV

µ = 0, (196a)

T µν
;νh

µα = 0, (196b)

as quais podem ser escritas explicitamente como

ρ̇ + (ρ + p)ϑ + q̇µVµ + qα
;α − πµνσµν = 0, (197a)

(ρ + p)aα − pµh
µ

α + q̇µh
µ

α + ϑqα + qνϑαν + qνωαν + πα
ν
;ν

+πµνσµνVα = 0. (197b)

A partir da definição do tensor de Riemann, podemos encontrar as equações

de evolução das quantidades cinemáticas

ϑ̇ +
ϑ2

3
+ 2(σ2 + ω2) − aα

;α = RµνV
µV ν, (198a)

hα
µhβ

νσ̇µν +
1

3
hαβ(−2(σ2 + ω2) + aλ

;λ) + aαaβ − 1

2
hα

µhβ
ν(aµ;ν + aν;µ) +

+
2

3
ϑσαβ + σαµσ

µ
β + ωαµω

µ
β = RαεβνV

εV ν − 1

3
RµνV

µV νhαβ, (198b)

hα
µhβ

νω̇µν − 1

2
hα

µhβ
ν(aµ;ν − aν;µ) +

2

3
ϑωαβ − σβµω

µ
α +

+σαµω
µ

β = 0, (198c)

juntamente com os v́ınculos

2

3
ϑ,µh

µ
λ − (σα

γ + ωα
γ);αhγ

λ − aν(σλν + ωλν) = RµνV
µhν

λ, (199a)

ωα
;α + 2ωαaα = 0, (199b)

−1

2
h(τ

εhλ)
αηε

βγνVν(σαβ + ωαβ);γ + a(τωλ) = Hτλ. (199c)
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Restringindo-nos ao caso de uma métrica diagonal da forma

ds2 = dT 2 − B(T,R)dR2 − r2(T,R)dΩ2, (200)

e um campo de observadores V µ .
= δµ

0 , podemos escrever a expansão ϑ para

este campo na forma

ϑ =
1

2

rḂ + 4Bṙ

rB
, (201)

onde Ḃ = ∂B/∂T e ṙ = ∂r/∂T . Em seguida, podemos calcular o tensor de

cisalhamento σµ
ν e escrevê-lo numa forma matricial 3-dimensional

[σi
j] = f(T,R)




1 0 0

0 −1
2

0

0 0 −1
2


 , (202)

sendo

f(T,R) = −1

3

−rḂ + 2Bṙ

rB
. (203)

Por outro lado, também podemos escrever a parte elétrica do tensor de

Weyl Eµ
ν para este campo de observadores escolhido na forma matricial

[Ei
j] = g(T,R)




1 0 0

0 −1
2

0

0 0 −1
2


 , (204)

onde
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g(T,R) = 1
12r2B2 (−2r2BB̈ + r2Ḃ2 − 4rBr′′ + 2rBṙḂ + 2rr′B′+

+4rB2r̈ − 4B2 − 4B2ṙ2 + 4Br′2),

(205)

r′ = ∂r/∂R e B′ = ∂B/∂R.

Observamos que, mesmo neste caso geral, tanto σµν quanto Eµν só pos-

suem componentes diagonais não-nulas e, além disso, são “proporcionais” à

mesma matriz. Quanto à parte magnética Hαβ do tensor de Weyl, esta é

idênticamente nula, assim como a vorticidade ωαβ e a aceleração aµ. Tal

fato é devido à particular escolha do campo de observadores δµ
0 . Estes fatos

facilitam muito os cálculos.

Assumindo um fluido com pressão anisotrópica dado por

[T µ
ν] = diag

(
ρ , p + π1

1 , p − π1
1

2
, p − π1

1

2

)
, (206)

as equações quase-Maxwellianas (193) para este fluido tomam a seguinte

forma

g,1 + 3
r′

r
g =

1

3
ρ,1 +

1

2

(
π1

1,1 + 3
r′

r
π1

1

)
, (207a)

g,0 + 3
ṙ

r
g =

1

4
fπ1

1 −
1

2
(ρ + p)f +

1

2
π1

1,0 +
1

6
ϑπ1

1, (207b)

onde g,1 = ∂g/∂R e g,0 = ∂g/∂T , e analogamente para π1
1. Notamos que

tanto a equação associada com a divergência da parte magnética do tensor de

Weyl (193b) quanto aquela associada à derivada temporal de Hαβ (193c) são

identicamente nulas. As equações que expressam a conservação da energia

podem ser escritas explicitamente como
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ρ,0 + (ρ + p)ϑ − 3

2
fπ1

1 = 0, (208a)

π1
1,1 + 3

r′

r
π1

1 − p,1 = 0. (208b)

A evolução das quantidades cinemáticas não-nulas, ϑ e σi
j, têm em compo-

nentes a forma

ϑ,0 +
ϑ2

3
+

3

2
f2 = −1

2
(ρ + 3p), (209a)

f,0 +
f2

2
+

2

3
ϑf = −g − 1

2
π1

1. (209b)

Por fim, a única equação de v́ınculo que nos resta é

f,1 + 3
r′

r
f − 2

3
ϑ,1 = 0. (210)

O conjunto formado pelas Eqs. (207)-(210) corresponde a um caso par-

ticular de um problema de condições iniciais ou problema de Cauchy. No

caso geral, o problema consiste em dar uma superf́ıcie de Cauchy S do tipo-

espaço sobre a qual as equações de Einstein valham e a partir dáı as Eqs.

(193), juntamente com (197)-(199), propagam estes dados iniciais para uma

vizinhança de S [22].

Analisando um caso particular tal que Tµν = 0, as equações de Einstein

dão os resultados

BE(T,R) =
r′2

1 + F (R)
, (211a)

ṙE(T,R) = −
√

F + k1/r, (211b)

r′E(T,R) = w′(R)
√

F + k1/r, (211c)
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onde F (R) e w(R) são funções arbitrárias e k1 é uma constante. Portanto,

dadas estas condições sobre uma superf́ıcie de Cauchy em T = T0, as funções

B e r poderão ser evolúıdas a partir dáı. Por outro lado, das Eqs. (207),

temos que

g = − k

r3 , (212)

onde k é uma constante. Da Eq. (210) obtemos

BQM =
r′2

1 + h(R)
, (213)

sendo h(R) é uma função arbitrária7. Podemos escrever as Eqs. (209) em

termos expĺıcitos da métrica como

B̈

B
− 1

2

Ḃ2

B2 − 2
r̈

r
= −3g, (214a)

B̈

B
− 1

2

Ḃ2

B2 + 4
r̈

r
= 0. (214b)

Substituindo a Eq. (213) em Eq. (214b), segue que

r̈′

r̈
+ 2

r′

r
= 0 =⇒ r̈ =

a(T )

r2 , (215)

onde a(T ) é uma função arbitrária de T . Subtraindo a Eq. (214a) da (214b)

e substituindo as Eqs. (213) e (212) na diferença daquelas, encontramos que

2a(T ) = −k, logo a(T ) é uma constante. Portanto, da Eq. (215), encon-

tramos

7O ı́ndice subscrito E indica que o resultado foi obtido unicamente a partir das equações

de Einstein, e o ı́ndice QM no caso das equações quase-Maxwellianas.
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ṙ2
QM = 2y(R) +

k

r
, (216)

sendo y(R) uma função arbitrária. Substituindo o v́ınculo (213) na definição

de g, Eq. (205), e novamente tomando a diferença das Eqs. (214a) e (214b),

obtemos

3
r̈

r
− ṙ

r

ṙ′

r′
+

1

2

h′

rr′
+

ṙ2

r2 − h

r2 = 0. (217)

Substituindo a Eq. (216) em (217) temos que

h

r2 − 2y

r2 = x(T ), (218)

onde x(T ) é uma função arbitrária de T . Por uma questão de consistência,

conclúımos da Eq. (218) que x(T ) = 0, pois h e y são funções apenas de R,

o que implica que h(R) = 2y(R).

Da Eq. (216), temos

∫
dr√

h + k/r
=

∫
dT. (219)

Integrando, encontramos

√
(hr + k)r

h
− k

2h3/2
ln (k + 2hr + 2

√
(hr + k)hr) = T + b(R). (220)

Derivando com respeito a R, obtemos

r′QM = b′
√

h +
k

r
. (221)

Se voltarmos às Eqs. (211) e analisarmos melhor a Eq. (211b) escrita

como
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F = ṙ2 − k1

r
(222)

e interpretarmos a função r(T,R) como medindo uma distância de um ponto

do espaço-tempo até um centro de simetria [23], ṙ poderia ser vista como

sendo a velocidade radial da part́ıcula e o termo k1/r seria um análogo do

potencial Newtoniano, quando r → ∞. Desta maneira, h estaria associada a

energia total por unidade de massa de uma part́ıcula teste nesta geometria.

Portanto, a superf́ıcie de Cauchy a ser considerada seria tal que as condições

citadas acima fossem válidas em T = T0.

Ainda devemos determinar as funções arbitrárias presentes nas Eqs. (211).

Consideremos que

F = α2 − 1, (223a)

w(R) = αR, (223b)

onde α é uma contante. Em seguida, fazendo uma transformação de coor-

denadas a partir da matriz Jacobiana Jα
β

[Jα
β] ≡

[
∂xα

∂x̄β

]
=




α/A −(α2 − A)/A 0 0

−
√

α2 − A α
√

α2 −A 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1




, (224)

onde xα = (t, r, θ, φ), x̄β = (T,R, θ, φ) e A = 1 − k1/r, a métrica dada por

(200) toma a forma de Schwarzschild (22),

ds2 =

(
1 − k1

r

)
dt2 −

(
1 − k1

r

)−1

dr2 − r2dΩ2, (225)
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e assim podemos identificar k1 = 2M e α é a energia da part́ıcula (compo-

nente 0 do momentum pµ).

Devido ao fato da forma funcional das Eqs. (213), (216) e (221) ser similar

às Eqs. (211), a determinação das funções arbitrárias sobre a superf́ıcie T =

T0 é imediata

BE(T0, R) = BQM(T0, R) =⇒ h(R) = F (R), (226a)

ṙE(T0, R) = ṙQM(T0, R) =⇒ k = k1, (226b)

r′E(T0, R) = r′QM(T0, R) =⇒ b(R) = w(R). (226c)

Já num caso um pouco mais geral, considerando

Tµν = ρ(T,R)VµVν , (227)

as equações de Einstein dão outras condições sobre B(T,R) e r(T,R). Tais

condições podem ser escritas como

BE(T,R) =
r′2

1 + f0(R)
, (228a)

ṙE(T,R) =
√

f0 + f1(R)/r, (228b)

r′E(T,R) =
f ′

1

ρr2 , (228c)

onde f0(R) e f1(R) são funções arbitrárias. Quando ρ = ρ(T ), tais condições

se reduzem à solução de Tolman [23]. Por outro lado, podemos escrever

as equações quase-Maxwellianas, juntamente com a conservação da energia,

equações de evolução e v́ınculos, para o tensor momentum-energia dado por

(227), como sendo
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1

r3 (r3g),1 =
ρ,1

3
, (229a)

1

r3 (r3g),0 =
ρ

6

(
2
ṙ

r
− Ḃ

B

)
, (229b)

ρ,0

ρ
+ 2

ṙ

r
+

Ḃ

2B
= 0, (229c)

BQM =
r′2

1 + h(R)
, (229d)

2
r̈′

r′
− 2

r̈

r
= −3g, (229e)

2
r̈′

r′
+ 4

r̈

r
= −ρ. (229f)

Substituindo a Eq. (229d) na Eq. (229c), temos que

r′QM =
h0(R)

ρr2 , (230)

onde h0(R) é uma função arbitrária. Assim, substituindo a Eq. (230) na Eq.

(229a), encontramos

r3g =
ρr3

3
−
∫

h0dR − h1(T ), (231)

onde h1(T ) é uma função arbitrária. De posse disso, podemos substituir esta

equação na Eq. (229b), e chegamos a

ρ,0

ρ
+ 2

ṙ

r
+

Ḃ

2B
− 3

ḣ1

ρr3 = 0. (232)

Comparando este resultado com a Eq. (229c), conclúımos que h1(T ) ≡ k,

sendo k uma constante. Podemos tomar a diferença entre as Eqs. (229e) e

(229f), obtendo

6
r̈

r
= −ρ + 3g. (233)
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Substituindo nesta equação a Eq. (231), segue que

2
r̈

r
= − 1

r3

∫
h0dR − k

r3 , (234)

cuja integral nos fornece

ṙ2
QM =

1

r

∫
h0dR +

k

r
+ h2(R), (235)

sendo h2(R) uma função arbitrária. Por fim, substituindo a Eq. (229d) na

definição de g, dada pela Eq. (205), e em seguida substituindo o resultado

desta operação na Eq. (229e), temos a seguinte equação

r̈′

r′
− r̈

r
+

ṙ

r

ṙ′

r′
− h′

2rr′
− ṙ2

r2 +
h

r2 = 0. (236)

Substituindo nesta equação as Eqs. (230) e (235), segue que

h2

r2 − h

r2 = y(T ), (237)

onde y(T ) é uma função arbitrária. Por consistência nas dependências fun-

cionais dos lados esquerdo e direito da equação acima, notamos que y(T ) = 0,

o que implica que, h2(R) = h(R).

Agora, devemos aplicar as condições de junção entre as Eqs. (228) e as

Eqs. (229) ao longo de uma superf́ıcie do tipo T = T0. Como a forma

funcional dessas funções é muito semelhante, assim como no exemplo anterior,

a junção é imediata e dada por

BE(T,R) = BQM(T,R) =⇒ f0(R) = h(R), (238a)

ṙE(T,R) = ṙQM(T,R) =⇒ f1(R) =

∫
h0dR + k, (238b)

r′E(T,R) = r′QM(T,R) =⇒ f ′
1(R) = h0. (238c)
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Com estes exemplos, somos levados a pensar que talvez a hipótese de

uma métrica que tenha simetria esférica seja muito forte para as equações

quase-Maxwellianas, pois os graus de liberdade extras que deveriam aparecer

neste tratamento são rapidamente eliminados. Portanto, a utilização das

equações quase-Maxwellianas para encontrar uma posśıvel solução interior

para a métrica de Kerr parece manter o alto grau de dificuldade de solução

deste problema.

76



5 Conclusão

O método desenvolvido neste trabalho para encontrar sistemas Gaussianos de

coordenadas a partir da equação de Hamilton-Jacobi relativ́ıstica foi bastante

satisfatório. Desta forma, podemos transpor o problema de resolver as Eqs.

(30), a quais não possuem um método de solução conhecido, para o problema

de encontrar uma função principal de Hamilton S, sobre o qual existem

inúmeros trabalhos na literatura sobre o assunto. Porém, um problema que

surge na construção do sistema de coordenadas Gaussiano é encontrar ḡµν

escrita em termos das novas coordenadas (S,R,Θ,Φ). O desconhecimento

dessas expressões expĺıcitas impossibilita os cálculos associados à geometria,

como a obtenção do tensor de Riemann, de Ricci, escalar de curvatura etc.

Observamos também que, neste sistema de coordenadas, o campo V µ =

δµ
0 corresponde a todas as geodésicas do tipo-tempo com vetor tangente nor-

malizado, o que facilita o cálculo das integrais primeiras das equações das

geodésicas no sistema de coordenadas inicial, bem como das quantidades

cinemáticas de tal campo de observadores.

Quanto à análise da violação da causalidade na métrica de Kerr, repro-

duzimos um resultado já bastante conhecido de que não há geodésicas do

tipo-tempo fechadas nesta geometria. Entretanto, a questão de haver ou

não geodésicas de comprimento infinito confinadas na região de violação da

causalidade ainda é um problema em aberto.

Em relação à construção de sistemas de coordenadas Gaussianos globais,

é necessário um desenvolvimento mais rigoroso e objetivo do tema, pois esta

questão está profundamente relacionada com a possibilidade de definirmos

um tempo cosmólogico global.

O objetivo inicial do estudo das equações quase-Maxwellianas era tentar,
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por um caminho aternativo, encontrar uma solução interior para a métrica

de Kerr. Acreditávamos que escrevendo estas equações para uma métrica

num sistema Gaussiano, talvez fosse mais fácil de encontrar uma solução

com tensor momentum-energia Tµν diferente de zero. O estudo viabiliza con-

sideravelmente o tratamento, pois as quantidades envolvidas, como a parte

elétrica do tensor de Weyl, campo de observadores, expansão e cisalhamento,

têm formas funcionais simples. Por outro lado, se a métrica tiver muitas

simetrias, o problema pode ser simplificado de tal maneira que seja imediata

a solução, e portanto, carente de novidades f́ısicas. Além disso, a sistema

Gaussiano constrúıdo, neste trabalho, para a métrica de Kerr, a prinćıpio,

não simplificaria consideravelmente as equações quase-Maxwellianas.
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Baixar livros de Literatura
Baixar livros de Literatura de Cordel
Baixar livros de Literatura Infantil
Baixar livros de Matemática
Baixar livros de Medicina
Baixar livros de Medicina Veterinária
Baixar livros de Meio Ambiente
Baixar livros de Meteorologia
Baixar Monografias e TCC
Baixar livros Multidisciplinar
Baixar livros de Música
Baixar livros de Psicologia
Baixar livros de Química
Baixar livros de Saúde Coletiva
Baixar livros de Serviço Social
Baixar livros de Sociologia
Baixar livros de Teologia
Baixar livros de Trabalho
Baixar livros de Turismo
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