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Resumo

Explora-se neste trabalho a andlise do regime semiclassico de modelos
quanticos sob o ponto de vista de suas dinamicas. Na primeira parte do
trabalho, sao analisados modelos com limite classico bem definido e atribui-
se a ele uma dinamica classica correspondente. Pretende-se investigar como
os sistemas se comportam nesse limite classico e como o comportamento
quantico pode ser aproximado. Para isso, é utilizado uma aproximagao se-
micldssica como método sistematico de se encontrar correcoes quanticas aos
valores médios classicos de observaveis. Sao usados também resultados exa-
tos para testar a eficiéncia dessa aproximacao na determinacao de efeitos
quanticos e a fidelidade do estado aproximado pela expansao com o estado
evoluido exatamente. A segunda parte do trabalho trata do limite classico
da mecanica quantica obtido através de uma equacao mestra. As evolugoes
de funcoes de distribuigao classica e quantica sao comparadas usando-se a re-
presentacao de Wigner. Sao obtidas condicoes nas quais o acoplamento com
o reservatério se faz consistente com a indistinguibilidade de 2 particulas e
entao analisa-se o processo de decoeréncia.



Abstract

This work studies the semiclassical behaviour of quantum models accor-
ding to their dynamics. On the first part, we analyse quantum models with
well defined classical limit and define a corresponding classical dynamics. We
are intend to investigate here how those systems behave at this classical li-
mit and how the quantum dynamics can be approximated. For that we make
use of a semiclassical approximation as a systematic way of finding quantum
corrections to the classical mean values of observables. We also make use
of exact results for testing the semiclassical approximation for calculating
typical quantum effects and the fidelity of the approximate state with the
exact one. In the second part we deal with the classical limit of quantum
mechanics through intercation with environment. The evolution of quantum
and classical probability distributions are compared using the Wigner repre-
sentation. We find then conditions under which the coupling of the system
with the environment preserves two initially identical particles as identical
and the we analyze the process of decoherence in that system.
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Capitulo 1

Introducao

“And, what was fundamentally of greater significance, was that the general
opinion in theoretical physics had accepted the idea that the principle of
continuity (‘natura non facit saltus’), prevailing in the perceived macrocosmic
world, is merely simulated by an averaging process in a world which in truth
is discontinuous by its very nature.”[1]

Quando a Mecanica Quantica foi desenvolvida, ela trouxe novos conceitos
e novas idéias, trouxe uma nova visao do mundo microscopico e ampliou as
possibilidades tecnolégicas. Mudou a forma de pensar dos fisicos e repre-
sentou uma mudanga tao grande que alguns dos proprios responsaveis pelo
surgimento da teoria nao a aceitaram como tal [2]. Grande parte dessas mu-
dancas levaria a uma descricao bizarra do mundo como conhecemos se os
fenomenos possiveis de ocorrer em escala microscépica também ocorressem
em escala macroscopica. Assim, seria dificil acreditar que um gato pudesse
estar em uma superposicao de vivo e morto ou que um cachorro fosse capaz
de atravessar um muro. O que acontece portanto, é que existe um processo
limite no qual as leis do mundo microscopico podem descrever o mundo ma-
croscopico adequadamente: a Mecanica Quantica deve de alguma forma se
tornar a Mecanica Cléssica quando algum parametro da teoria se adapta
para as condigoes do nosso mundo macroscépico. Poderiamos querer compa-
rar esse processo ao que ocorre com a Teoria da Relatividade Especial. Para
esta, é simples: no limite de baixas velocidades, obtém-se de volta a Rela-
tividade de Galileu e os efeitos relativisticos se tornam despreziveis. Com a
Mecanica Quantica isso nao funciona exatamente assim. Nao hé um tnico
parametro que podemos levar a zero ou a infinito e assim obtermos de volta
nossa descri¢ao classica do mundo. Isso por que as diferencas nas duas teo-
rias nao sao puramente cinematicas. Ha novos conceitos revolucionarios em
Mecanica Quantica tais como a superposicao de estados, nao-localidade e,
talvez o mais importante deles, o da dualidade onda particula. Dessa forma



nao ¢ simplesmente um processo de média amparada pela lei dos grandes
numeros que ird adequar as descricoes que a Fisica d4 para os mundos micro
e macroscopico. Além do mais, se esse processo de média fosse suficiente,
talvez a Mecanica Quantica jamais teria se estabelecido, pois os fenomenos
microscopicos que justificam sua formulagao nao seriam notados. Em outras
palavras, a Mecanica Quantica é revolucionaria a ponto de ser notada, mas
discreta a ponto de se adequar a realidade macroscopica.

Consideremos por exemplo uma forma comum de se obter o limite classico,
que ¢é o caso em que grandezas tipicas de um sistema fisico sao grandes o su-
ficiente para tornar A uma quantia de magnitude desprezivel. Esse é um
limite anadlogo ao caso da teoria da relatividade em baixas velocidades e serd
abordado na primeira parte dessa tese. Ocorre entretanto que muitos dos
experimentos que foram cruciais para o desenvolvimento da Teoria Quantica
eram feitos em escalas macroscépicas, como por exemplo a medigao do espec-
tro de radiagao de corpo negro e o efeito fotoelétrico, mas os efeitos quanticos
permaneceram eminentes. A constante de Planck estava 14, ainda que pe-
quena, fornecendo assim resultados incompativeis com a descricao classica
de até entao.

Como se sua propria formulacao ja nao representasse uma mudanga no
modo com o qual a fisica descreve o mundo, novas propriedades e carac-
teristicas intrinsicas da natureza apareceram sob a luz da Mecanica Quantica.
Um exemplo ¢ a descoberta do momento magnético intrinsico, ou seja, o spin
das particulas elementares. Algumas dessas novas descobertas podem ser co-
locadas no contexto de uma descricao classica, mas o que hé de realmente
diferente na mecanica quantica é a forma como ela trata essas propriedades.
Tomemos esse mesmo exemplo do spin. Nao se pode deduzir, a partir da
Mecanica Quantica nao relativistica, que as particulas elementares possuam
uma propriedade intrinsica chamada spin. Isso é algo como o fato da matéria
possuir massa, aceita-se isso como uma propriedade da natureza. Podemos
realizar calculos classicos envolvendo particulas com spin, hé entretanto ex-
perimentos, como o de Stern-Gerlach, que sao impossiveis de se descrever
usando unicamente teorias classicas. Deve-se nesse caso usar os postulados
da Mecanica Quantica adequados para sua descricao, como a existéncia de
estados de superposicao e o processo de medigao por projecao. Se em par-
ticular quiséssemos verificar o limite classico desse experimento, estariamos
numa posicao complicada, ja que nao ha um parametro especifico a se va-
riar para que o experimento possa ser aproximadamente descrito por uma
formulagao cléssica.

Da mesma forma, a indistiguibilidade de particulas é algo concebivel
mesmo classicamente. Aos olhos da mecanica quantica entretanto, duas
particulas devem ser idénticas dentro do contexto da dualidade onda particula.



Devido a isso, devemos simetrizar ou antisimetrizar estados, e obtemos as-
sim correlagoes responsaveis por mudancas na estatisica de um agregado de
particulas que nao podem ser explicadas classicamente. Nesse caso entre-
tanto, é possivel obter um limite classico. Imaginemos por exemplo duas
particulas idénticas descritas quanticamente. A forga de troca entre essas
particulas corresponde a uma mudanca no valor médio da distancia entre
elas. Essa mudanca depende basicamente do quanto as fungoes de onda das
particulas se sobreponham. Se as particulas estao proximas uma da outra,
a funcao de onda total do sistema exibe uma correlagao que leva ao efeito
da “forga de troca”. Numa situacao em que duas particulas estao suficiente-
mente afastadas umas das outras, teremos um valor médio para a distancia
entre elas igual aquele que seria obtido através de consideracoes cléssicas.
Vemos nesse caso um limite que nao envolve “grandes ntimeros”, mas apenas
uma compatibilidade na dualidade onda particula. Quando estamos numa
situagao em que as correlagoes relacionadas ao carater onda sao irrelevantes,
a descricao classica passa a ser adequada.

Percebe-se entao que a adequacgao da teoria quantica com um mundo
classico tal como conhecemos é um dificil e importante problema da fisica
atual. Uma pergunta importante a se fazer nesse caso seria: Se o limite
classico de um sistema existe e pode ser obtido de forma suave, como o com-
portamento desse sistema muda a medida que nos afastamos desse regime?
Essa pergunta constitui a motivacao para a primeira parte do presente es-
tudo. Na primeira parte vamos analisar a dinamica de sistemas quanticos
fechados cujo limite classico é bem estabelecido. Neste caso, estaremos inter-
essados no comportamento dos sistemas quando estes estao em um regime
proximo ao classico. A andlise a ser feita se dard inicialmente em termos
cinematicos, sob o ponto de vista estatistico. Em particular, trataremos da
evolucao temporal de valores médios de observaveis quanticos. Em que es-
cala efeitos quanticos ainda poderao ser observados? E possivel distinguir as
duas dinamicas usando-se os valores médios desses observaveis? Correlacoes
quanticas entre os observaveis irao permanecer? Para responder a essas per-
guntas, iremos usar uma aproximacao semicldssica que foi desenvolvida para
atender particularmente a essas questoes.

Se queremos ser coerentes com a proposta de se comparar as mecanicas
classica e quantica através de descricoes estatisticas, algo que deve sempre
ser levado em conta é o fato de ser impossivel observar na natureza um
sistema completamente isolado de seu ambiente. E fato que todo sistema
fisico interage com seu ambiente, ainda que essa interacao seja muito fraca a
ponto de poder ser desprezada em muitos casos. Se levarmos em consideragao
esta perspectiva, o tratamento através de sistemas abertos seria a forma
mais correta de se resolver boa parte dos problemas relacionados ao limite
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classico da mecanica quantica. Essa abordagem constitui um importante
ramo de pesquisa atual e, além de ser ttil para a compreensao de questoes
fundamentais, esta intimamente ligada ao desenvolvimento tecnolégico que
a teoria pode proporcionar.

Na segunda parte dessa tese, iremos abordar o problema de duas particulas
idénticas interagindo com um ambiente. Nesse caso, estaremos interessados
em entender quais caracteristicas da interacao com o ambiente nos permite
preservar a indistiguibilidade das particulas. O objeto da analise serd nova-
mente a dinamica das particulas, e sera feita em bases estatisticas usando a
funcao de Wigner.



Capitulo 2

Ferramentas

2.1 Preliminares

Normalmente espera-se que uma descrigao fisica da natureza envolva concei-
tos basicos de forma que seja por nés compreensivel. Talvez o mais basico
desses conceitos seja o conceito de movimento. Por isso, apesar de as Mecanicas
Classica e Quantica apresentarem uma diferenca estrutural em suas for-
mulacoes, uma forma natural de compararmos as duas descricoes aplicadas a
um dado sistema fisico é através de sua dinamica. Levando em consideracao
o carater estatistico da Mecanica Quantica, devemos fazer essa comparacao
pelos caminhos da Mecanica Estatistica. Deve se comparar, por exemplo,
valores médios de grandezas fisicas mensurdveis classicamente com os valores
médios de observaveis da Mecanica Cléssica; analogamente comparam-se dis-
tribuicoes de probabilidade classicas com distribuigoes de quasi-probabilidade
da mecanica quantica.

Nessa anélise, os estados coerentes desempenham importante papel. Sera
feita aqui uma revisao de suas definicoes e propriedades principais. Um
tratamento formal dos estados coerentes pode ser encontrado na referéncia
[3], e uma série de trabalhos envolvendo estados coerentes se encontra em [4].

Sera mostrado como ¢é possivel usar os estados coerentes e obter uma
hamiltoniana classica a partir de uma hamiltoniana quantica. Estudando a
relacao entre essas duas hamiltonianas, é possivel observar alguns fenémenos
interessantes, como a correspondéncia entre autofuncoes de hamiltonianas
quanticas e érbitas da hamiltoniana classica correspondente, no fenomeno da
“cicatrizagao” (em inglés, scars) [5, 6, 7]. Outro exemplo sdo as transigoes
de fase quanticas que muitas vezes podem ser relacionadas com pontos de
instabilidade da dinamica classica associada [8, 9, 10].

Por ultimo, sera apresentado o método de aproximacao semiclassica de-



senvolvida por Oliveira e colaboradores [11] que nos permitird calcular as
correcoes ao limite classico do modelo de Dicke.

2.2 Estados Coerentes do Oscilador Harmonico

Os estados coerentes do Oscilador Harmonico sao obtidos através dos ope-
radores da dlgebra hy [3]. Essa dlgebra é caracterizada pelos operadores de
criacio e aniquilacdo a, a' e o operador ntimero de excitacdes dado pelo
produto afa que obedecem as relacoes de comutacao:

la,a'] =1; [a,a’a]=a [af,a'a] = —d (2.1)

As distribuicoes de probabilidade associadas aos estados coerentes do Osci-
lador Harmonico sao Gaussianas em x e em p com produto de incertezas
minimo, AzAp = h/2 e igualmente distribuido, sendo essa possivelmente
a razao de serem chamados de Estados “Quasi-Classicos”. Eles podem ser
obtidos aplicando-se o operador unitario de deslocamento

D(a) = exp{aa' — a*a} (2.2)

ao estado fundamental do oscilador harmonico:

|a) = D(a)|0). (2.3)
Através da relagao [12] o -
eAtB = oalABleA B (2.4)
valida se [ A, [A, B]] = 0, é possivel escrever o operador deslocamento como
um produto de exponenciais:
D(a) = e~/ e g, (2.5)

Essa forma é operacional e através dela pode-se obter os estados coerentes
na base de Fock:

la) = = g7lol?/2 Z \/_ |n). (2.6)

Dois estados coerentes sempre terao alguma sobreposicao, isto é, sao
sempre nao ortogonais. Fazendo (5| a) obtém-se:

. 1
(8] @) = exp{Fa—[IBF +]al*]}, (2.7)
que ¢ diferente de zero sempre.
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Qualquer estado do espaco vetorial gerado pelos autovetores de n = a'a
pode ser escrito em termos dos estados coerentes. Isso pode ser verificado

calculando-se [ [ d?a |a) (a], onde d*a = dado*. Reescrevendo a equagao
(2.6) com a mudanga de varidveis o = r €%,

+n' z(n —n)
//dada*\ (a] = / / rdrdf e Z NP \n'}(n\

Utilizando agora os resultados:

2
/ 04l = 216,
0

o 1
/ P Hle ™ dr = ZT(n+1)
0 2

%//dza\aﬂ(ﬂ:l. (2.8)

2.3 Estados Coerentes de Spin

obtém-se a relacao:

A &lgebra su(2) [3] é caracterizada pelos operadores J,, J, e J_, que obede-
cem as relagoes de comutacao:

[T, Je] = £J0,  [Je,J ] =2J.. (2.9)

Os estados coerentes de Spin também sao obtidos fazendo o operador de
deslocamento da algebra, dado por

D(7) = exp {%T'T‘(m - r*J)} , (2.10)
atuar no estado | j, —j)
1) =D 14 =i) (2.11)

onde | j, m) é autoestado dos operadores J,,J*> = J,J_ + J? — J.:

I 4, m)y=34G+1) |4, m) J|j m)y=m|j m). (2.12)

Uma férmula BCH [13] permite reescrever o operador deslocamento da
algebra su(2) como produto de exponenciais:

D(7) = exp{7J; } exp{In(1 + |7|*) L.} exp{7J_},. (2.13)
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Através dessa forma produto pode-se de maneira pratica obter os estados
coerentes de spin na base de autoestados de J.:

! 2]'7 (27 .
|C>—7(1+|T‘2)jkzz‘6k (k)lj, j4+k). (2.14)

Na expressao acima,
a\ al
b)  (a—Db)lb"

Assim como no caso do oscilador harmonico, os estados coerentes de spin sao
em geral nao ortogonais,

1 1 2. 19
_ sk _k
o) = ey (1+|0|2)j;(n)7 ’
1 1
= (14 w*o)?” (2.15)

1+ [712)7 (1 + |af?)?

e téem também uma relacao de “super-completeza”. E possivel obté-la, usando
a equacao (2.14) e escrevendo 7 como fungdo de 6 e ¢ de acordo com a
equacao:

‘ 6
7 = e’ tan 7 (2.16)

Essa equagao pode ser vista como uma transformacao ou mapeamento da
variavel complexa 7 em duas variaveis reaisf e pcom 0 < 0 < me0 < ¢ < 2.
Isso corresponde a fazer uma projegao estereografica da varidvel 7 [3]. Através
dessa relacao temos:

2j

T = s 3 T X

2
L+ PP 2,

29\ (25\, . . L
Ry itk
(k)(k/)'j’ J+k) (g, —J+K],

|7]? = tan®0/2, (1 + |7|*)"" = cos®0/2,

%
|7) (71| = Z ('send/2)F (cos 0/2)2 7R+
k, K'=0
ik 27\ (27\,. . S
<ot [N CO G b~ +K e

12



Integrando em todo o espago, i.e., fazendo:

/O%/Oﬂ sen dode | 7) (7|

2w
/ 04 = 2w 6,
0

Lk+1)0(G —k+1)
I'(j+2)

e usando os resultados

senf/2)%* 1 (cos0/2)% 2k qp =
(senf/2)

0
chega-se a relacao:

47

Para finalizar, um pequeno comentario sobre as relagoes de incerteza nos ob-
servaveis de spin. Ao contrario dos estados coerentes do oscilador harmonico,
os estados coerentes de spin nao sao estados de incerteza minima. Generali-
zando o conceito para um sistema de spin, o principio de incerteza deve ser
escrito como AJ,AJ, > %AJZ. No entanto, mesmo para o estado | J, —J ),
que ¢ um estado coerente de spin com 7 = 0 a igualdade nao é observada.
Ainda assim, estes estados sao também considerados quasi-cldssicos.

Neste trabalho serd usado um estado coerente generalizado, cujo operador
deslocamento atua em dois graus de liberdade e corresponde ao produto
direto:

2j+1/d27"7'><7'|:1 (2.18)

D(z, y) = Di(z) ® Da(y). (2.19)

O estado coerente generalizado sera portanto o produto tensorial de dois
estados coerentes:

|z, y) =lz)@|y). (2.20)

2.4 Funcao de Wigner

A Mecanica Classica descreve completamente um sistema dinamico através
dos valores de varidveis canonicas, como por exemplo momento e coordenada.
Portanto ¢é possivel responder as perguntas “ onde esta? ” e “ com qual ve-
locidade? ” e obter todas as informacgoes possiveis a respeito de um sistema
fisico. Estendendo esta idéia para a Mecanica Estatistica, estas perguntas se
tornam “ qual a probabilidade de estar aqui com essa velocidade ?7”. Asso-
ciar uma probabilidade para cada lugar possivel define uma distribuicao de
probabilidade. Em Mecanica Estatisitica as distribuigoes de probabilidade
sao usadas para descrever um sistema fisico e resumem toda a informacao
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que se pode obter dele. Ja4 em Mecanica Quantica, o cenario é bem distinto.
Basicamente, a descricao de um sistema quantico se baseia no conceito abs-
trato de estado quantico. O principio da incerteza limita as possibilidades
de descricao do sistema através de varidveis canodnicas, ja que nao é possivel
conhecer simultaneamente e com precisao arbitraria o valor de duas variaveis
que nao comutam.

Ainda assim é possivel em Mecanica Quantica definir distribuicoes de
quasi-probabilidade [14] que servem como representacoes de um sistema, em
analogia com o que ¢é feito em Mecanica Estatistica. E natural que essas
distribuigoes quanticas apresentem diferencas fundamentais em relacao as
distribuicoes classicas. Em termos de posicao e momento por exemplo, a
distribuicao de probabilidade de uma esta relacionada com a outra por uma
transformada de Fourier, o que nao ocorre nas distribuicoes classicas.

Uma propriedade desejavel em funcoes de distribuicao ¢ a de se obter a
distribuicao marginal de uma das variaveis somando-se sobre todos os valores
das outras, isto é, se R(z,y) é uma distribuigéo de probabilidade, deseja-se
obter uma distribuigao para = fazendo-se P(x f R(z,y)dy, por exem-
plo. Suponhamos que um determinado snstema quantlco ¢ descrito por um
operador densidade p, isto é, um estado que nao é necessariamente puro. Se
a distribuicdo de quasi-probabilidade W (q, p) desse estado p atende a pro-
priedade das distribui¢oes marginais, é possivel relaciona-la com a descri¢ao
quantica usual pelas equacoes:

(alola)- | W g p)dp (2.21)
ol = [ C W p)da (2.22)

Na verdade, ¢é possivel obter uma generalizacao das distribuicoes margi-
nais para uma determinada direcao 6. Isso pode ser feito através de um ope-
rador unitério U(#), definido em fungao dos operadores a = %(qA +ip), al =

%(q —ip) como sendo U(#) = exp{—ia’ad}. O operador U(6) transforma os

operadores ¢ e p da seguinte formal:

~

Ut (o)
Ut(e)p

Como U(#) é unitério, UT|q) é autovetor do operador ¢ = UT(9) ¢U(#). A

GU(0) = § cos0 + p send);
7(0) = —G senf + p cos . (2.23)

Pode ser verificado pela relagio e*ABe™®* = B + [A, Blz + [A,[A, B]jz?/2! +
[4,[A, [A, B]]]z3/3!- -
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generalizacao das equagoes (2.21) e (2.22) pode ser feita escrevendo-se

/ W (g cosf —p sen, q senf +p cos)dp = (q| U(O) pU(8) | q),

(2.24)
isto é, pretende-se que a distribuicao de quase-probabilidade recupere dis-
tribuicoes marginais se isso for feito em qualquer direcao 6 no espago de
fases. Nos casos § = 0, § = 7/2 obtém-se as distribuigdes de probabi-
lidade (q| p|q), (p| p |p) respectivamente. Para obter uma fun¢ao das
variaveis canonicas (¢, p) que satisfaca as propriedades das distribui¢oes mar-
ginais como mostrado acima [15], vamos inicialmente definir a Fun¢do Ca-
racteristica de um operador A que atua no espacgo de Hilbert gerado por ¢,

A

p:
Wal€) =T {AD(3)} . (2.25)

onde § = (§,,&p),

B = \/—(gq +ip) (2.26)

e D() ¢ o operador deslocamento tal como definido em (2.2). A fungdo de
Wigner [14] do operador A, Wa(q, p) ¢é a transformada de Fourier de sua
Fungao Caracteristica:

Wa(x) QWh/WA exp{ f/\x} dé¢ . (2.27)

Nessa expressao, { A x = §,q — {p e d§ = d§,d§,. Escrevendo o traco em
(2.25) na representacao ¢, pode-se obter a seguinte expressao para a funcao
de Wigner:

Walq, p) = / exp{—ipq'/h} (q+q'/2| A |q—q/2) dd'. (2.28)

Podemos de forma andloga obter a funcao de Wigner na representacao de
momentum:

Walq, p) = / exp{ip'q/h} (p+p' /2| A |p—p/2) dp'. (2.29)

A funcao caracteristica em um ponto (&, §,) de um operador densidade p
pode ser vista como a média do operador deslocamento D(3) naquele estado.
Para obter uma interpretagao semelhante na funcao de Wigner, considere o
operador paridade definido como:

1

1= s / dk ds exp{i(kq + sp)/h} . (2.30)
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Usando a forma fatorada do operador acima e o fato de o operador momen-
tum ser gerador de deslocamentos do operador ¢, isto ¢,

efisﬁ/hquiSﬁ/h — Cj -5, (231)

pode-se verificar que:
1= [ da]~q) (al (2.32)

e também
[glr = —q. (2.33)

Da mesma forma, usando o fato de ¢ ser gerador de deslocamentos do ope-
rador p mostram-se relacoes semelhantes:

—ikd/hp

e petki/h — G4 k| (2.34)

pode-se verificar que:
= [ dolp) (- (2.35)

e também
IIpIl = —p. (2.36)

O operador paridade definido em (2.30) faz portanto uma inversao no espago
de fases em torno da origem. Ele pode no entanto ser generalizado para uma

inversao em torno do ponto (¢ = u, p = v) através do operador deslocamento.
Definindo

M, = D(a)IID(—a) (2.37)
onde .
a=—(u+ 1), 2.38
St iv (2:33)
obtém-se:

1, = ﬁ / dids expli(k(d — u) + s(p— )/} . (2.39)

Na representacao de posicao,

Huv:/dsei”s/h\ujLs}(u—s\ (2.40)
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Na representacao de momentum,

Huv:/dkei”k/h\v—kﬂv—i—M (2.42)

My(p — )y = —(p —v) . (2.43)
Usando as relagoes acima, podemos escrever a fungao de Wigner de um estado
p como sendo

Wi(g.p) = —=Tr {1} (2.44)

ou seja, é possivel interpretar a funcao de Wigner num ponto (g, p) como
sendo a média do operador paridade em torno daquele ponto [16].

Escrevendo os projetores Pq—i}_) e P,, nos espagos de estados simétrico (+)
e antisimétrico (-) em torno de (g, p),

1
P, = 5(1 +11,,), (2.45)

VEmMOos que
Iy = Pq; - Pq; (2.46)

e o valor da fungao de Wigner no ponto (g, p) pode ser vista como a diferenga
entre as partes simétrica e antisimétrica de p em torno daquele ponto:

Wola.) = = {Tr {oP} — T {pPy} } (247

Isso implica na seguinte desigualdade para o valor da funcao de Wigner num
ponto (¢, p):

1
o<W < . 2.48
— = »(q,p) < = (2.48)

A seguir sao mostrados os graficos das fungoes de Wigner para alguns
casos importantes. Para fazer a funcao de Wigner de um autoestado do osci-
lador harmonico por exemplo, basta obter esses autoestados na representacao
de posicao e tomar a transformada de Fourier da funcao ¥} (¢ — z/2)¥,,(q +
x/2) em x, ou seja, (2m)~! [T €TV (¢ — x/2)V, (g + x/2)dx.

J& para o primeiro estado excitado do oscilador harmonico, existe uma
regiao negativa na funcao de Wigner, conforme figura 2.1.

Na verdade, exceto pelo estado fundamental, todos os estados de Fock
sao estados com regioes negativas, conseqiiéncia da simetria de suas fungoes
de onda. A funcao de Wigner do estado fundamental é uma Gaussiana
(figura 2.2) em ¢ e p centrada na origem,

2

1
Wioyoi(g.p) = —e™ ™77 (2.49)
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Figura 2.1: Funcao de Wigner para o autoestado n = 1 do oscilador
harmonico (b = 1, w = 1). A direita, vista inferior com detalhe para a
parte negativa.
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Figura 2.2: Funcao de Wigner para o estado fundamental do oscilador
harmonico (h =1, w =1).
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Com a fungao de Wigner é possivel ilustrar melhor o processo de obtencao
de estados coerentes. Reescrevendo o operador deslocamento em temos dos
operadores ¢ e p e definindo o = u + iwv,

D(a) = exp{i (vG — up)} = e~ 21" e TIP (2.50)

Segundo o tratamento usado por Ballentine [17], o operador p é um gerador
hermitiano de translacio no grupo de Galileu. Portanto, T(\) = e~** ¢é
um operador unitario de translacao que, atuando nos autovetores de ¢ faz
e |q) =|qg+ ). A funcdo de Wigner de um estado coerente sera obtida
como:

Wiaytalle:9) = 5= [ (a=2/2] @) al q+2/2) do =

21 J o

1 R
T on P (q—x/2| D(a) |0) (0| DY(a) [q+2/2) dz =
1 oo .
=5 N et Preiv(a—2/2) {(q—x/2| T(\) |0) x
X (0] TT(N) | q + x/2) @/ gy =
1 *
=5 e’(p’”)x((q—u) —z/2| 0)(0]| (¢ —u)+x/2) de (2.51)

A equagao (2.51) representa uma Gaussiana deslocada nas diregoes ¢, p pelas
partes real e imaginaria de a.

Outra assinatura quantica relacionada a paridade de um estado quantico
surge na funcao de Wigner para a superposicao de dois estados coerentes.
Escolhendo o parametro o de um estado coerente como sendo o = ¢qg, um
niimero real, o estado de superposicao | ) = 27V2(|a) + | —a)) terd como
operador densidade o projetor:

|¢><¢|==%Oa><a|+|—a><—a|+|a><—a|+|—a><aD-

A fungao de Wigner para |a) (a| + | —a) (—a| é apenas a soma de duas
Gaussianas, uma centrada em (go, 0) e a outra em (—gp, 0). A parte nao
classica estd no termo: |a) (—a|+|—a) (a|:

1 [~ .
Wiay(-al = 5= [ €™ exp{=(¢" + (v +q)*)} do =
00 2
2T o 4 ’
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Figura 2.3: Funcao de Wigner para um estado de superposi¢ao de dois es-
tados coerentes do oscilador harmoénico (h =1, w =1, |[¢) = (D(«) |0) +
D(—«)]0))/N, sendo N uma normaliza¢ao e a = 1).

usando [ exp{—ipr — 22/4}dr = 771/22¢7"" e reescrevendo o resultado
para o outro termo de interferéncia obtido trocando gy — —qp, a funcao de
Wigner para o estado de superposi¢ao sera dada por:

Wieywig, p) =
(2m)~! <€,pz,(q,q0)2 + e ' (a+a0)* 4 9, fre=P" =4 cos(2p (Io)) (2.53)

O dltimo termo da equagao acima representa uma oscilacao na direcao p
envolvida por uma Gaussiana na origem. Quanto maior a separacao qo,
maior o numero de oscilagoes observado. A figura 2.3 mostra o grafico do
efeito de interferéncia.

A fungao de Wigner foi obtida para a representacao (q,p). E possivel
no entanto estender os conceitos até agora utilizados para defini-las em uma
representacao de momento angular, o que foi feito por Agarwal [18, 19].
Para a fungao de Wigner da algebra de su(2), Agarwal objetivou preservar
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a propriedade do traco, isto é,

2w ™
Tr{AB} = / / WiW5 send do do (2.54)
0 0

Nao serao apresentados aqui os procedimentos utilizados por ele para obter a
generalizacao. Resumidamente pode-se dizer que, para a algebra de momento
angular, o operador deslocamento que aparece na funcao caracteristica é
trocado pelo tensor esférico

Txo = Z(—1)j—m\/2K+1(_jm g me)lj,mHJ,m—Ql-

(2n @ nlo)
-m Q m-Q

é conhecido como simbolo 35 de Wigner [17] e estd relacionado aos coeficientes
de Clebsch-Gordan. A matriz caracteristica, correspondente da funcao ca-
racteristica, é definida como:

(2.55)
O simbolo

OKQ =Tr {pTKQ} . (256)

Os elementos px g da matriz caracteristica nada mais sao que os coeficientes
da expansao do operador densidade na base de tensores esféricos. A funcao
de Wigner para momento angular pode ser entao escrita de forma tinica em
termos de Harmonicos esféricos Yiq(6, ¢):

,/2‘7“ Z Z 0kaYxa(0, d). (2.57)

K=0Q=—K

Para visualizar as funcoes de Wigner esféricas, pode-se usar um esquema de
relevo em uma esfera de raio /j(j + 1). A representgao grafica se faz entao
simplesmente parametrizando a esfera com varia¢oes no raio de acordo com
os valores da fungao de Wigner.

As figuras 2.4 e 2.5 mostram as fungoes de Wigner para estados de Dicke
|5, —=5) e |5, —=3). Para visualizar estados na regiao do pdlo sul, é interes-
sante usar uma representacao projetiva, com uma transformacao de varidveis:
T =¢c%tanf/2.
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Figura 2.4: Funcao de Wigner para o estado de Dicke |5, —5). A direita,
vista projetiva no plano complexo dada pela equacio 7 = €' tan /2.

]

Figura 2.5: Funcao de Wigner para o estado de Dicke |5, —3).

2.5 Hamiltoniana Classica associada a uma
Hamiltoniana Quantica

Em geral pode-se definir uma hamiltoniana quantica a partir de uma hamil-
tonina classica usando uma regra simples: trocam-se as variaveis canonicas
por operadores e, caso seja necessario, faz-se uma simetrizagao para garantir
que a hamiltoniana quantica obtida seja hermitiana. Essa forma é chamada
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Figura 2.6: Funcao de Wigner para o estado de Dicke |5, —3). Vista proje-
tiva no plano complexo dada pela equacio 7 = € tan /2. A direita, detalhe
da parte negativa.

quantizagao canodnica. Para o Campo Eletromagnético por exemplo usam-se
os operadores a, a' no lugar das amplitudes do potencial vetor. Uma vez
partindo de uma hamiltoniana quantica poderiamos querer obter uma hamil-
toniana classica pelo processo inverso: associando-se variaveis aos operadores.
Deve-se observar no entanto que, devido as relagoes de comutacao, uma
hamiltoniana quantica pode gerar diferentes hamiltonianas classicas. Essa
possivel ambigiiidade pode ser removida deixando claro qual ordenamento
dos operadores foi usado para obtencao da hamiltoniana classica analoga. Se
por exemplo quiséssemos obter uma hamiltoniana classica para o oscilador
harmonico
H = wh(a'a +1/2),

poderiamos obter pelo menos 3 opgoes:
H, =wh(la*+1/2), H,=wh(la]*-1/2), H,=wh|a|?,

tomando a mesma hamiltoniana quantica com ordenamentos normal, anti-
normal e simétrico respectivamente.

Uma maneira de formalizar essa correspondéncia ¢ através da projecao em
estados coerentes. Posto que a média de um operador nao muda ao reescreve-
lo usando relacoes de comutacao, se definirmos a hamiltoniana classica como
o valor médio da hamiltoniana quantica em estados coerentes generalizados:

Has(z, y) =(zy|H|zy), (2.58)

teremos sempre a mesma forma para a hamiltoniana classica correspondente
a uma dada hamiltoniana quantica. Para a algebra h, por exemplo, a ha-
miltoniana cldssica obtida ira sempre corresponder a ordenacao normal da
hamiltoniana quantica do modelo em estudo.

23



Esse procedimento é um padrao para se obter hamiltonianas classicas,
podendo estas serem vistas como geradores de evolucao temporal dos rétulos
dos estados coerentes generalizados x, y. Essa evolucao temporal serda dada
pelas equacgoes classicas:

~dr  OHas(w, y)

ZQE n O
_Z_gdx* _ OHeus(x, y)
dt ox
zg@ _ chls(xa y)
dt Ay
Cdyx  OHeas(z, y)
g = o , (2.59)

sendo o fator g uma corregao as equacoes de acordo com a métrica dos espagos
correspondentes [3]:

{ g=1 para algebra hy (2.60)

g= (H\QW para dlgebra su(2)

No presente trabalho, essa hamiltoniana classica serd fundamental para
o método aproximativo que serda mostrado na proxima secao.

2.6 Aproximacao Semiclassica

A aproximacgao semiclassica aqui utilizada foi inicialmente proposta por Oli-
veira e colaboradores [11] em um trabalho sobre escalas de tempo de efeitos
quanticos de um oscilador quartico em uma e duas dimensoes e foi o pri-
meiro método sistematico para obtencao de tempos de Ehrenfest. O tempo
de Ehrenfest de uma evolugao temporal quantica é o tempo no qual os valores
médios de observaveis evoluidos através dela coincidem com seus correspon-
dentes classicos.

A aproximacao que serd apresentada aqui foi também usada por Fonseca
Romero [20] e colaboradores em um trabalho sobre sensibilidade as condigoes
iniciais em sistemas bilineares. Basicamente o que se faz na aproximacao é
separar a evolucao quantica em duas: uma parte semiclassica que possui
correspondéncia direta com a dinamica classica associada e o restante da
evolucao que é tratada entao como uma perturbagao.

Para fazer a aproximacao, toma-se como referéncia a evolucao tempo-
ral de estados coerentes. Sendo estes estados “quasi-classicos”, eles podem
dar uma boa referéncia sobre a parte classica da evolucao quantica. Um
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estado coerente preserva suas qualidades “quasi-classicas” quando evoluido
por uma hamiltoniana linear nos operadores de sua algebra. FEssas ha-
miltonianas serao aqui chamadas semiclassicas, com notacao H,.. Para a
algebra su(2) por exemplo, as hamiltonianas semiclassicas seriam do tipo
Hye = co(t)J, + cy(t)Jpe_(t)JJ- + c1(t), sendo co, ¢y coeficientes complexos
que podem depender do tempo.] De forma andloga, na algebra hy estarfamos
tratando de hamiltonianas do tipo H,. = co(t)a’a + ci(t)a’ + c_(t)a + ci(t).

Para comparar as dinamicas geradas por H e H|j;, suponha que a média
de um dos operadores do grupo tenha sua evolugao temporal feita de duas
formas: usando a hamiltoniana quantica e usando a hamiltoniana classica
associada a ela pela projecao em estados coerentes, conforme (2.58). Se a
hamiltoniana quantica for do tipo semiclassica, i.e., linear nos operadores
do grupo conforme descrito acima, as duas formas de evolugao serao equiva-
lentes, veremos que as equagoes para operadores e para médias apresentarao a
mesma estrutura. Nesse caso, teriamos um tempo de Ehrenfest infinito e nao
seria possivel distingiiir entre as duas dinamicas usando-se apenas a média
dos operadores. Esta é a base na qual podemos obter uma aproximacao se-
miclassica 1til no estudo das dinamicas classica e quantica de um sistema
fisico.

Para mostrar o que significa exatamente essa igualdade de estrutura, é
necessario visualizar a hamiltoniana classica, escrita em termos dos rotulos
dos estados coerentes, como uma funcao dos valores médios dos operadores.
Para tal, faz-se uso das relagoes:

a—a, a—a, aa—|al?, (2.61)
29T 297"
Jo AT g g I g
(L+[r?) TP
11—
J, - —j— 17 2.62
R 262)

e devemos pensar nas hamiltonianas classicas como se estivessem nas formas:
Hcls(&aa*) = IC(Oé,Oé*, |Oé‘2) € Hcls(T7 T*) = K(jJrajfajz)- (263)

Se estivermos tratando de um sistema com mais graus de liberdade, basta
estender as relacoes acima de maneira apropriada e definir a hamiltoniana
com mais varidveis de acordo com a necessidade. Com as relagoes (2.61)
e (2.62) podemos dizer que temos equagoes de movimento semelhantes nos
casos quantico e classico se estas forem obtidas através das “Kamiltonianas”
K(a, o, |a|? T., Ty, J-). Escrevendo equacoes de movimento para « por
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exemplo teriamos:

* 2 * 2 2
Zﬁd—& _ OHs _ 816(04,04 7‘Oé| ) + alC(Oéaa 7|Oé‘ )8‘04

dt da* da* I(a)?) da*
da OK(a,0%Jal?) | 9K(a,0% |af?)
T A (D) (264)

Pode-se entao usar a relacao (2.61) e identificar a semelhanca estrutural da
equagao classica dada por (2.64) com a equagao de movimento do operador
a, quando este é evoluido por uma hamiltoniana semiclassica do grupo hy:
da
zha = la, Hse] = co(t)a + ¢y (t). (2.65)
Relagoes equivalentes sao observadas para os demais operadores. Pela deri-
vada temporal de |a|? por exemplo, terfamos:

d| al> Lda do* LOHs OH s
=g =g it " oo " Toa (2.66)
sdla? _OK(a, o o) OK(a, o |af)
ih s Do -« 90 : (2.67)
que pode ser comparada diretamente com
d(at
ih (Zt“) = la'a, Hy] = e, (H)a’ — c_(t)a (2.68)

Com a algebra de su(2) o célculo é um pouco mais trabalhoso. Para J, seria
necessario fazer:
dj+

0J . dr N 6j+ dr*

: 2.
el e T e (2.69)
L ATy 2jih  dt 2jih  dt*
pOJt e 2R 4T b 4T 2.70
e T Gy W TR (R D el (2.70)

Escrevendo entao a derivada temporal de 7, 7% em termos de H.s e em
seguida derivando H através da Kamiltoniana,

OH 0K 8J. 0K 0J. 0K dJ.

E - 0Ty Ot * 0J- or * 9J. or (2'71)
oH  0OK dJ, 0K dJ- = 0K IJ.
or 0, 0 o7 or ' 07, or (272)
é possivel mostrar a relagao:
dj+ B IC oK
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Essa por sua vez tem a mesma estrutura da equacao para evolucao temporal
de J, sob acao de uma hamiltoniana semiclassica:

o
th—> = [y, Hse) = 2¢_(t)J, — co(t)J+ (2.74)
Essas equagoes constituem a chave para a aproximacao semiclassica de
Oliveira e colaboradores. Para construi-la deve-se obter, a partir da hamilto-
niana quantica H que sera aproximada, uma hamiltoniana semiclassica, H.,
com as propriedades:

1. H,, ¢é linear nos operadores geradores da algebra do grupo (a'a, a, a
no caso da algebra hy e J,, Jy para a dlgebra su(2)), preservando assim
a estrutura dos estados coerentes;

2. Quando projetada em estados coerentes a hamiltoniana semiclassica
corresponde a hamiltoniana cldssica andloga, isto é:

HJIf - <ZL‘,y| HSC |IL‘,y> = <l’, y| H |"L‘7 y>

3. As equagoes para médias de operadores obtidas a partir de Hg. sao
similares em estrutura as equacoes classicas correspondentes.

Percebe-se entao que a Aproximacao Semiclassica em sua ordem zero
fornece, por construcao, uma evolucao temporal para valores médios que ird
sempre concordar com a evolucao temporal classica correspondente. Para
obter as correcoes quanticas, trata-se A = H — H,. como perturbacao e
obtém-se a aproximacao na representacao de interagao:

| V(1)) = (1 — z‘/ot dt1 A (t)—
—/Otdtl /Otl dtgAI(tl)Al(t2)+~--> |W(t=0)), (2.75)

onde | U(t = 0)) é um estado coerente generalizado, A(t); = Ul (t)AU,.(t) e
Use (t) satisfaz
dUs,
dt
A equagao (2.76), com a condigao inicial dada por | ¥(t = 0) ), determina
o operador de evolucao semicléssica. Uma particularidade dessa aproximagao
é que o operador de evolugao semiclassica depende do estado coerente inicial

ih

(t) = H,Us. (t> . (276)
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onde ele sera utilizado. Uma outra forma de se obter a evolugao semiclassica
é através da forma:

Use = D(x(t))e A0+t D=1, (2.77)

Na expressao acima, 1210 deve ser afa na algebra hy e J, na élgebra su(2).
Dessa forma, ao atuar em um estado coerente inicial |z ), o primeiro termo
de U, leva o estado coerente & origem. O operador e®40+¢(t) encontrard
entao um de seus autoestados e sua agao serd meramente acrescentar uma
fase global ao estado. Finalmente, o operador D(z(t)) encontrard um estado
fiducial a ser deslocado fornecendo assim um estado coerente com rétulo
x(t), tal como a prescricdo do método semicldssico exige. Para determinar
completamente Us., pode-se derivar o operador em sua forma (2.77) e usar
a equagao (2.76) para determinar os parametros w(t) e ¢(t), ao passo que a
equagao para z(t) ird naturalmente coincidir com a equagao dos rétulos da
hamiltoniana classica.

Por 1ltimo, devo mencionar que a liberdade adicional dos termos de fase
se faz mais que necessaria. Como foi observado por Fonseca Romero e cola-
boradores [20], a evolucao final terd a forma

[9(1)) =™ (1)), (2.78)
onde a fase 7(t), que pode ser obtida da equagao

dn 0
D (0] (2~ 1) a0 279

corresponde a uma agao generalizada e é de fundamental importancia para
as correcoes quanticas. A equacao acima pode ser obtida levando-se em
conta que a evolugao temporal do estado coerente sob uma hamiltoniana
semiclassica preserva o carater quasi-classico deste estado e supondo por-
tanto uma evolugao temporal tal como em (2.78). Derivando-se o estado e
tomando-se a média, obtém-se (2.79).
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Capitulo 3

Oscilador Quartico

3.1 O Modelo

O Oscilador Quéartico ¢ um modelo simples que servird ao propdsito de se
testar e exemplificar o uso da aproximacao semiclassica além de mostrar al-
guns aspectos importantes do limite classico. As versoes para um e dois
graus de liberdade deste modelo foram estudadas usando a aproximacao se-
micléssica por Oliveira e colaboradores em [11], onde é obtida uma expressao
analitica para o tempo de Ehrenfest do modelo. Parte dos resultados da-
quela publicacao serao revistos aqui. Sera acrescentada aqui uma andlise do
limite classico no sentido de distribuicoes de probabilidade no sistema com
um e dois graus de liberdade. Além disso, para o sistema com 2 graus de
liberdade, serda mostrado o calculo para uma medida de emaranhamento, a
entropia linear ou defeito de idempoténcia, segundo a aproximacao e uma
andlise da fidelidade da aproximacgao em relacao a evolugao quantica exata.
Comecaremos pelo modelo com um grau de liberdade, onde sera feita uma
descricao um pouco mais detalhada das etapas para obtencao da aproximacgao
semicléssica.

O modelo para 1 grau de liberdade foi estudado no contexto do limite
classico por diversos autores [21, 22, 23, 24| e pode ser usado para explicar
alguns fenémenos como condensados de Bose-Einstein [25] e biestabilidade
éptica [26]. A biestabilidade éptica é um interessante fenémeno fisico com
importantes aplicagoes tecnoldgicas relacionadas. Seu estudo foi de fato im-
pulsionado por suas possiveis aplicacoes em légica 6ptica. Em um dispositivo
otico Bi-estavel, ha duas intensidades possiveis de luz emitida para um mesmo
valor de intensidade de luz incidente, conforme mostra a figura de histerese
a seguir:

Apenas a titulo ilustrativo, vejamos resumidamente como o fendémeno
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Figura 3.1: Gréfico do nimero de fétons detectados n, em funcao da in-
tensidade do campo aplicado (Pump Power) em um dispositivo Bi-estével.

Retirado de [28]

da biestabilidade 6ptica pode ser modelado através do Oscilador Quartico.
Seguindo a dedugao de Drummond em [26], classicamente a biestabilidade
optica pode ser observada quando medimos a intensidade do campo eletro-
magnético em uma cavidade de meio dispersivo nao linear cuja polarizacao
possa ser escrita como sendo

P = yVE + y® EEE (3.1)

onde x™ é um tensor de susceptibilidade de ordem (n+1). A Hamiltoniana
Classica de tal sistema, dada como a energia total to campo, fornecerd a
evolugao temporal das amplitudes dos campos B e E e pode ser escrita como:

1 1 1
H:/d%{—\B\%E [—(e+x<l>)-E+—X<3> EEE]} (3.2)
2440 2 4

A quantizacao da equagao acima leva a seguinte hamiltoniana quantica es-
crita em ordenamento normal:

H = hweala + hy"a%a?, (3.3)
onde e
w

= (3) [l (3.4
0

e w. é a frequéncia ressonante da cavidade. Uma discussao adequada da bies-
tabilidade optica deve levar em consideracao o acoplamento da cavidade com
o meio ambiente, isto é, deve-se tratar o fenomeno num contexto de Siste-
mas Quéanticos Abertos. Este estudo é realizado por Drummond [26] e uma
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abordagem interessante do tema, onde sao estudadas as fungoes de Wigner
do oscilador quartico acoplado a um reservatério e fonte pode ser encontrada
em [29]. No presente trabalho nos limitaremos a estudar a dindmica das
versoes de um e dois graus de liberdade do sistema fechado.

3.2 Dinamica

Na versao de um grau de liberdade, podemos descrever o modelo através da
hamiltoniana:

H = hwa'a + h*A(a'a)? = (w + M\)ha'a + B*A(a')*(a)? (3.5)

A Hamiltoniana Cléssica correspondente é obtida conforme descrito anterior-
mente e pode ser escrita como

Hes(z, 2%) = h(w + Ah)|z|* + B2\ |z|*, (3.6)

onde x é a variavel complexa desempenhando papel de rétulo do estado coe-
rente. Para retratar a dinamica do modelo, sera obtida a evolucao temporal
de um estado coerente no caso classico e no caso quantico usando a funcao de
Wigner. Inicialmente, tomemos a equagao de movimento para p = | W) (U |:

dp
th— = |H, p]. 3.7
L () (37)
Para obter a equagao diferencial de evolugao da funcao de Wigner, primeira-
mente obtém-se a funcio caracteristica correspondente a equacao (3.7):

ihTr {%D(a)} =Tr{[H, p]D(a)}. (3.8)

O termo a esquerda ¢ simplesmente a derivada temporal da funcao carac-
teristica. Usando a linearidade e invariancia do traco por permutacao ciclica,
pode-se reescrever o termo a direita da equagao acima e obté-la como sendo:
- dW, t 2 fa)2
ih = —whTr {pla’a, D(a)]} — B°XTr {p[(a’a)?, D(a)]} . (3.9)

Derivando-se o operador deslocamento D(a) em relagao a a e a*, é possivel
obter as relagoes:

[aTa, D(a)] = (ai P ) D(a) (3.10)



(o, Do) = (o~ 2 ) [(3- ) (S + ) +
(e 2y (a2 o o

e é possivel escrever a equacao para evolucao temporal da funcao carac-
teristica:

0 0 o 0 ot 0
oA (aﬁa @ 8@*) [(2 804*) (2 +8a> +
o 0 o 0 —~
+ (—7 + 8_a) (—5 - aa*)] W, (3.12)

A funcao de Wigner é dada pela transformada de Fourier da funcao carac-
teristica:

1 —
W(z,z") = gy /dza Wexp{a™z — az™}. (3.13)
Denotando a transformada de Fourier de uma fungao f(«) por F[f(«)] =
F(z), podemos escrever regras de transformagao tteis na obtencao da fungao
de Wigner:

d [agixa)] =a"F(z), F {agg)] = —aF(z) , (3.14)
Flaf(e) = _agx(f : , Fla'f(o)] = agf) : (3.15)

Fazendo uso dessas relagoes e algumas simplificagoes, pode-se escrever a
equagao para evolucao temporal da funcao de Wigner como sendo:
*
dW,(x, ")
dt

= i(w + 2A\A|z|?) (anp — *aWp) +

ox . ox*
. W, . >PwW,
Ox0x*? Ox*0x?

1
+ihA (:c (3.16)

A equagao acima corresponde a expansao dos parénteses de Moyal [27].
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A evolugao temporal classica pode ser feita pela equacao de Fokker-Planck
ou de forma mais direta, considerando a derivada temporal total da distri-
buicao, ja que estamos no regime nao dissipativo. Neste caso:

dW,(z, )  OW,dz  OW,dz"
dt - Qx dt  Ox* dt

= i(w + 2\h|z|?) (x% —a* %Zp)

(3.17)

Comparando as equacgoes (3.16) e (3.17) é possivel encontrar um limite
onde a distribuicao quantica passa a ter uma evolucao igual a da distribuicao
cléssica. Inicialmente devemos notar que, assim como a'a é uma constante
de movimento da hamiltoniana quantica,

[a'a, H] = 0, (3.18)
|x| é uma constante de movimento da hamiltoniana cléssica:

d|z ()|
— =0 (3.19)

Se estamos descrevendo a evolucao de umponto no espaco de fases e a
condigao inicial do sistema dinamico classico é dada por x(0) = x¢, a constante
|zo| pode ser tomada como tamanho caracteristico do sistema. Da mesma
forma, para o sistema quantico, a média de a'a é constante e pode ser tomada
como tamanho caracteristico. Ao compararmos as duas evolugoes, estaremos
comparando uma distribuicao classica centrada em zy com a evolugao tem-
poral de um estado coerente quantico de rotulo zg.

Para obter o limite, considere inicialmente a funcao de Wigner e sua
evolugao temporal, dada pela equagao (3.16), em termos da varidvel escalo-

nada:
T

A equagao (3.16) se torna:

dW,(z, ") o 22y [(ROWe L OW,
5 = i(w + 2\R|Z|*|zo]?) | T Eraia i +
1 A PwW PW,
—ih i b7 . 3.21
2" a2 (x 07072 xa:%*aﬁ) (3:21)

A diferenca entre as duas evolugoes esta nos termos de derivada de ordem 3.
Se essas derivadas de terceira ordem sao comportadas o suficiente, podemos
transformar a equagao (3.21) em uma equagao cldssica tomando o limite:

A — 0, |wo| — 00, com RA|zo|* — N (3.22)
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sendo A constante. Este é o procedimento usado por Milburn [23] para
obtencao do limite classico do modelo. Nesse regime, independente de um
acoplamento com o reservatorio, terfamos as duas dinamicas semelhantes.
Isso corresponde ao caso em que o campo aplicado a cavidade dispersiva é
muito intenso em comparacao ao fator de susceptibilidade nao-linear. Outra
forma de interpretar esse limite é dizer que nessas circunstancias a variancia
relativa da distribuicao quantica é pequena o suficiente para ser considerada
um ponto no espaco de fase quando tratamos da variavel relativa z.

Uma vez que ja temos uma nogao sobre as duas dinamicas do modelo,
trataremos agora dos valores médios. De acordo com a correspondéncia a —
x, o valor médio de a deve ser comparado com o valor de z(t) cldssico. Pela
equacao para operadores na representacao de Heisenberg, podemos obter a
evolucao temporal de a como sendo dada por:

d
md—j — [a, H] = [hw + B*A\(2a"a + 1)]a. (3.23)

Identificando afa como constante de movimento podemos escrever a solucio
para a equacao acima como sendo:

a(t) = exp {—i(w + hA(2a’a + 1))t} a(0) . (3.24)

A média (a(t)) na qual estamos interessados serd dada pela projegao de a(t)
no estado coerente | x ):

(a(t)) = (2(0) | a(t) |2} = zo exp {—i(w + PN} (] e7>Me! | )

(a(t)) = zmgexp {—i(w + AA)t} (x(0) | 2(0)e ™) (3.25)
(a(t)) = mgexp {—i(w + AA)t} exp {|zo[*(e > — 1)} . (3.26)
Ja a evolucao classica de x(t) é dada pela equagao
L dx 8Hds 2 2
R li— = 2 .2
Zhdt o (w4 AR) + 2R°A|z|*)z (3.27)

2

que pode ser resolvida observando que |z(t)|* é uma constante de movimento

e integrando a equagao para obter:
x(t) = zg exp { —i(w + MNa + 2X\R|z]?))t} . (3.28)

Expandindo o argumento da exponencial da solucao quantica e fazendo uso
do limite |zo|? — oo, Al — 0, AA|zg|?> — N com N constante, o valor médio
quantico se torna igual a z(t) cldssico.
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3.3 Analise Semiclassica

Vamos, finalmente, a primeira aplicagao da aproximacao semiclassica. Para
este problema, a “Kamiltoniana” correspondente a hamiltoniana classica

K(z,z*,|z|*) = h(w + Ah)|z[* + \R?|z|* (3.29)

possui dependéncia unicamente em |z|*, o que nos leva a uma hamiltoniana
semiclassica com dependéncia em afa somente. Conforme o que foi discu-
tido anteriormente, para que Hy. = co(t)ata + ci(t)a’ + c_(t)a + c¢i(t) for-
nececa equacoes de movimento para a'a, a e a’ com estrutura semelhante as
equacoes classicas, devemos ter:

co(t) = ag;ﬁ?) = h(w + Ah(1 4 2|z]?)) . (3.30)

Ao final, usamos o termo livre para fazer
(2] He |2) = Heas(z,27) .

A aproximagao portanto deve ser feita com a seguinte hamiltoniana se-
miclassica:
H,. = h(w + Aa(1 +2|2*))a’a — A\R?|z|* . (3.31)

Para este caso, o operador de evolucao semiclassico possui forma simples:

. t
U, = exp{—%/ Hscdt}:
0

= exp {—i(w + M(1+2[z))tala + Nik®|z|*t} . (3.32)

Vamos no entanto mostrar o outro método para determinar U,.. Se o estado
inicial a ser evoluido é dado por |zp) = D(x)|0), vamos supor que U,
possui a forma:

Use = D(2(t)) exp {iw(t)a'a +ig(t) } D™ (xo). (3.33)
Derivando a equagao acima e usando (2.76) deveremos ter:

AU
h ScC
B

¥ dx r. dx*
“a e Pyt
d¢
dt
Al(w 4+ AR(1 + 2|z|*))ata — Ah|2|[*)U,. . (3.34)

= ih |(a'

d,
—H’—w(aTa—xaT —2*a+ |z|*) + i Use =

dt
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Comparando os coeficientes dos operadores nos dois lados da expressao acima,
temos as seguintes relacoes:

d
—hd—j = h(w + M(1 + 2|z[2) (3.35)
L dx dw L dx* dw ,
. (rdx*  x*dx dw o do | o 4
Z (5 i ‘3@) — gl = gy = Al (3:37)

Conforme comentado anteriormente, as equagoes (3.36) sdo as equagoes
classicas para o rétulo x. Essas equacoes diferenciais em ¢ devem ser resolvi-
das levando-se em conta a condicao

Use(0) =1,

o que implica em

w(0) =0, $(0) =0, 2(0) =

e o rotulo x ird portanto seguir a trajetoria classica a partir da condigao inicial
xg. Para mostrar a equivaléncia entre U,. obtido dessa forma e aquele obtido
através da equagao (3.32), basta fazer comutar o operador deslocamento com
o operador exponencial para obter:

e 0D (a(1))e 0 = D(a(t))e . (3:38)

Procedendo agora para obter as corregoes semiclassicas, se escrevermos a
hamiltoniana original como sendo H = H,. + A, teremos A dado por

A = —2\R?|z2a’a + A\R*(a")2a® + AR?|z|* . (3.39)

Tratando esse A como perturbacao iremos obter as correcoes da aproximacao
semicldssica conforme (2.75). Esssas corregoes sdo mais facilmente obtidas a
partir da aproximacao aplicada a evolucao temporal do operador a, como foi
feito por Oliveira e colaboradores em [11]. Para a média do operador a num
estado coerente | xg ), teremos:

(a()) = {a®)) + (a(®)™) + (a()®) + (a(H)®) - - (3.40)
{a(t)) = x(t) (1 — 2 R?\?|mo)? + %tgh3)\3|xo|2 . ) . (3.41)

A correcao em primeira ordem no tempo é zero. As figuras 3.3, 3.2 e 3.3 mos-
tram os graficos da evolugao temporal dos valores médios segundo a evolugao
classica, quantica e terceira ordem da aproximacao para diferentes valores de

A
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Figura 3.2: Evolugao temporal da média z(t) um estado inicial coerente
segundo as descrigoes cldssica (linha vermelha), quantica (linha verde) e se-
miclédssica até terceira ordem (linha azul). Em cima, & esquerda temos ¢(t),
a direita p(t) e embaixo o grafico no espago de fases ¢ X p, com um pequeno
circulo indicando o ponto das trajetérias onde ocorre tempo de Ehrenfest,
que corresponde a t = (1/4/2)w™". Dados da evolucdo: gy = v/2h/w, po = 0,
A= (hw) L.
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Figura 3.3: Evolugao temporal da média =(t) um estado inicial coerente
segundo as descrigoes cléssica (linha vermelha), quantica (linha verde) e se-
miclassica até terceira ordem (linha azul). Em cima, & esquerda temos ¢(t),
a direita p(t) e embaixo o grafico no espago de fases ¢ X p, com um pequeno
circulo indicando o ponto das trajetérias onde ocorre tempo de Ehrenfest,
que corresponde a t = (1/v/2)w™!. Dados da evolucio: gy = 21/h/w, py = 0,
A=0,5(hw) L.
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Figura 3.4: Evolugao temporal da média =(t) um estado inicial coerente
segundo as descrigoes cléssica (linha vermelha), quantica (linha verde) e se-
miclassica até terceira ordem (linha azul). Em cima, & esquerda temos ¢(t),
a direita p(t) e embaixo o grafico no espago de fases ¢ X p, com um pequeno
circulo indicando o ponto das trajetérias onde ocorre tempo de Ehrenfest,
que corresponde a t = (1/v/2)w™!. Dados da evolucio: gy = 4/h/w, py = 0,
A =0,125(hw).

39



Essa expressao para (a(t)) obtida pela aproximagao semiclassica é idéntica
a expansao em t a partir da solugao quantica exata. Em outras palavras,
somando-se todos os termos obtidos pela aproximacao semiclassica obtém-
se o resultado quantico exato. Além disso, a expansao é obtida em termos
da constante de nao linearidade Ah, e espera-se uma melhor aproximacao a
medida que temos o limite cldssico definido por (3.22), isto é, quando

N = Aa|zo® < 1. (3.42)

O tempo de Ehrenfest pode ser obtido a partir do primeiro termo nao nulo,
que € o de segunda ordem:

1

[Py S — 3.43
B VR x| (3.43)

Posto dessa forma, pode parecer estranho que o tempo de Ehrenfest dependa
inversamente da amplitude do estado inicial, ja que esperamos um comporta-
mento classico quando aumentamos a agao classica do sistema. Para melhor
compreensao, a expressao para o tempo de Ehrenfest pode ser apresentada
no limite dado por (3.22) como sendo

ty ~ ol .
N2

Tomando-se o limite cldssico e olhando para desvios relativos a amplitude
inicial, o tempo de Ehrenfest torna se, portanto, proporcional a agao classica.

Para uma comparacao final do modelo com um grau de liberdade, mos-
tramos a seguir os graficos referentes as evolugoes cldssica, quantica e se-
miclassica em primeira ordem da fungao de Wigner de um estado inicial
coerente.

(3.44)
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Figura 3.5: Distribui¢do de (quasi)-probabilidades correspondente ao estado
inicial coerente que serd mostrado nas figuras seguintes evoluido segundo as
descrigoes classica, quantica e semiclassica. Acima o grafico tridimensional
e embaixo o grafico com as curvas de nivel da distribuicao. O esquema de
cores mostra amplitudes normalizadas relativas ao maximo, com tonalidades
azuis indicando valores negativos. Varidvel ¢ em unidades de ///w no eixo
horizontal, varidvel p em unidades de vAiw no eixo vertical e o tempo t dado

em unidades de w™!. Dados da evolugao: gy = \/h/2w, po = 0, A = (hw) .
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Evolugdo Classica em t =0,1 Evolucdo Quantica em t =0,1
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Evolugdo Semiclassica em t =0,1
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Figura 3.6: Curvas de nivel da funcio de Wigner no tempo ¢t = 0, lw™!.
Acima a esquerda, evolucao classica, a direita evolucao quantica e embaixo
a evolucao semiclassica.
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Evolugdo Classica em t =0,2 Evolucdo Quantica em t =0,2
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Figura 3.7: Curvas de nivel da funcio de Wigner no tempo ¢t = 0,2w™!.
Acima a esquerda, evolucao classica, a direita evolucao quantica e embaixo
a evolucao semiclassica.
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Evolugdo Classica em t =0,3 Evolucdo Quantica em t =0,3

NS
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Evolugdo Semiclassica em t =0,3
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Figura 3.9: Curvas de nivel da funcio de Wigner no tempo ¢t = 0,3w™!.
Acima a esquerda, evolucao classica, a direita evolucao quantica e embaixo
a evolucao semiclassica.
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Evolugdo Classica em t =0,4 Evolucdo Quantica em t =04
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Figura 3.10: Curvas de nivel da funcao de Wigner no tempo t = 0,4w™!.
Acima a esquerda, evolucao classica, a direita evolucao quantica e embaixo
a evolucao semiclassica.
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Evolugdo Classica em t =0,5 Evolucdo Quantica em t =05
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Figura 3.11: Curvas de nivel da funcao de Wigner no tempo t = 0, 5w L.
Acima a esquerda, evolucao classica, a direita evolucao quantica e embaixo
a evolucao semiclassica.
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3.4 Oscilador Quartico Duplo

Estudaremos agora o modelo com dois graus de liberdade. A intencao é
tentar usar a expansao para o calculo de uma quantia tipicamente quantica,
a saber, o emaranhamento entre dois sistemas. Por haver uma evolucao
temporal de estados coerentes exata, ha também uma expressao analitica
[11] para o defeito de idempoténcia, o que nos permitird uma comparagao.
Sera possivel também calcular a fidelidade do estado coerente evoluido pela
expansao em relacao aquele evoluido exatamente.

A hamiltoniana do oscilador quartico com interacao em 2 dimensoes é
escrita como [11]:

H = hv(a'a+b'b) + M\?[(a')?a® + (b")2b% + 2aTab'd] + ph(a’d 4 abl) . (3.45)

A hamiltoniana classica associada, obtida pela projecao em estados coerentes,
como usual, é dada por:

Has = hw(la]* + [81%) + A2 (|af* + |8°)* + ph(a’5 + af*) . (3.46)

Para dois graus de liberdade, temos as constantes de movimento a'a + b'b e
la|*> + 8] = S, o que pode ser verificado pelo comutador

[a'a +b'b, H] = 0 (3.47)
e pela derivada temporal de S ou pelo parénteses de Poisson
{(|a‘2+‘ﬁ|2)7Hcls} = 0. (348)

Assim como no caso unidimensional, essa grandeza define um tamanho ca-
racteristico do sistema e pode ser usada para definir um limite cldssico de
distribuicoes, mais uma vez olhando para as equacoes de evolucao temporal
da fungao de Wigner. Os detalhes serao omitidos aqui ja que o processo é
praticamente o mesmo do que foi feito em um grau de liberdade. Em suma as
equacoes classica e quantica se tornam equivalentes quando fazemos o limite:

A —0 S — o0 SAh = constante. (3.49)

A evolugao temporal classica de «(t) pode ser obtida levando-se em conta essa
constante de movimento e integrando-se as equacoes de movimento acopladas
em « e 3

. da 87-(615 . .

zha = e VY + 2 \hSa+ uf; (3.50)
L dB OHes

h— = = 2)\h : 51
ih— o5 v+ 2 RSB + pa (3.51)
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Uma rotagao dos eixos de coordenadas leva essas equacoes a uma forma
diagonal. Integrando entao essas equagoes,

a(t) = [ag cos(ut) — iy sen(ut)] exp {—i(v — Ar(1 + 29))t} (3.52)

B(t) = [Bo cos(ut) — iag sen(ut)] exp {—i(v — AA(1 4 25))t} (3.53)

onde «(0) = ap e B(0) = [y. Para obter a evolugao temporal da média
(a(t)) em um estado inicial coerente vamos escrever a evolugao temporal desse
estado. Essa expressao sera ttil para o calculo da medida de emaranhamento
e da fidelidade da aproximacao semiclassica. Primeiramente, observado-se
que [H(t), H(t')] = 0 e lembrando que a'a + b'b é constante de movimento,
pode-se escrever o operador de evolugao como sendo:

U =exp {—i/\(aTa + bTb)zt} exp {—ia(aTa + bTb)t} exp {—m(aTb + abT)t}
(3.54)

onde 0 = v — A\h. Queremos evoluir o estado:

| o Bo) = Di(awg)D2(5) [00) (3.55)

onde D;(ap) = exp{aa’ — a*a} e Dy(y) = exp{pb’ — $*b}. Comutando
o primeiro operador exponencial em (3.54) com o operador deslocamento,
teremos

e~ inaTbrab)e py ()@ et — D (qg cos(ut)) Da(—icg sen(ut)), (3.56)

e~ inalbrabl)t ) (g Yeim(aTbtab)t — (i By sen(ut)) Da(—ify cos(ut)) . (3.57)

Podemos entao escrever:

efi,u(aTbJrabT)t ‘ o ﬁO) _ ‘Oé/ ﬁ/> (358)
onde

o' = g cos(ut) — ify sen(ut), (3.59)

B = By cos(ut) — i sen(ut) . (3.60)

Fazendo agora exp {—z’a(aTa + bTb)t} atuar sobre esse estado coerente, obte-
mos:

exp {—ic(ala+b'b)t} |/ B') = | (t) B(1)), (3.61)

com «'(t) #'(t) dados por
o (t) = [ag cos(ut) — iy sen(ut)]e ", (3.62)
B'(t) = [Bo cos(ut) — iag sen(put)]e " . (3.63)
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A evolugao quantica total pode ser descrita como:
UlagBy) = exp {—i)\(aTa + bTb)Qt} |/ (t) B'(t)) (3.64)

ou

(e 9]

_ laf2/2 Oékﬁl . 2
UlagBo) =e g:omexp{ Nk + DAY RY®[T) . (3.65)

Nessa tltima expressao |k) e |l) sdo os autoestados de a'a e b'b. Para
a expressao do valor médio de a(t) é mais prético usar a forma anterior
juntamente com a expressao:

exp {iAa(a'a + b'b)*t} aexp {—iAn(aTa + bTb)*t} =
= exp {—2iMa(ala + b'b + 1/2)t} a. (3.66)

Procedendo entao com calculo semelhante ao que foi feito em uma dimensao
obtém-se:

(a(t)) = [ cos(ut) — iBy sen(ut)]e "'e M exp {S (e — 1)} . (3.67)

Novamente, expandindo-se a solugao quantica de acordo com o limite dado
em (3.49) obtém-se o valor médio cléssico.

3.5 Analise Semiclassica no Oscilador Quartico
Duplo

Vamos agora ao tratamento semiclassico. A hamiltoniana semiclassica tera
a forma:

H,. = Ao(t)a'a+By(t)b'b+ A, (t)a'+ By ()b +A_(t)a+B_(t)b+f(t). (3.68)

Derivando ‘H em relagao a «, 3, |a|?, |3]? e comparando as equagoes com as
equacoes para os operadores quanticos, obtém-se a hamiltoniana semiclassica:

H,. = [hw + 2\R%(|a)? + |8])](a’a + bTb)+ (3.69)
+uhi(a’ B+ af* + abl + a*b) = A (|af* + | 6]%)? — uh(a*B + af*),

e o respectivo A:

A= H = Hy, = AR?[2(aa — af?)(b1b — |5?)
t(ala— [aP)? + (b — |3 — ala — b (3.70)
uhl(al = a%)(b— B) + (a— a)(b' — 5]
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Em [11] encontra-se a seguinte expressao para o valor médio de a(t) se-
gundo a aproximagao semicléssica:

(a(t)) = a(t){1 — 2)?R**S}. (3.71)

O tempo de Ehrenfest tem expressao bem similar ao modelo com um grau

de liberdade: .

tn ~ .
SV NGT

Estamos interessados agora em usar a aproximagao para evoluir um estado
coerente. Para tanto vamos obter o operador de evolucao semiclassico por
derivacao de parametros:

(3.72)

Use = Di(a(t)) exp {iw(t)aTa + igb(t)} DiYap) ®
©Da(6(1)) exp {in(Hb1b} D5 (). (3.73)

Derivando-se e usando a relagao (2.76) obtém-se as equagoes:

dw s L dv
S =ty 2508 = 7] (3.74)
L (afda  ada*  pB*dE BdST
Lip (L _aden prad P
Sat 2dt 2at 2 di
d
_Sh(o + 2\h(S + 1/2)) — hd—f — k(B + Ba”) — SAR (3.75)

e as equacoes para os rotulos sao idénticas as equagoes classicas. As solugoes
de (3.74) e (3.75) podem ser escritas como:

v(t) = w(t) = —(v + 2ARS9)t (3.76)

O(t) = —(0S + 2\hS + phicBo)t (3.77)

Uma vez obtido Us., podemos fazer agora o célculo de | ¢ () ) na aproximagao
semiclassica. Passando para representacao de interacao e tratando A como
aproximagao, procedemos conforme (2.75) para obter a evolugdo do estado
coerente

| o, o) = Di(ag) ® D2(8) |00)

como sendo:

| Wr(t)) = A7 Dy (cg)®@D3(B) {100 ) + c1p () | 11) + c90(t) [20) + cop | 02)} ;
(3.78)
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onde os coeficientes ¢;; acima satisfazem as equacoes diferenciais

dC11

o = 2Ma(t)B(t) exp[—iw(t) — iv()]; (3.79)
dCQO 2 2 —2iw(t
i = V2R (e; (3.80)
dCOQ 2 )9 it
o = VRREe (3.81)

juntamente com as condicoes iniciais ¢;;(0) = 0 e A é a normalizacao. Estas
equacoes podem ser resolvidas exatamente, tendo como solugoes:

Ah? . 9 9
cn(t) = 7 sen(pt)[2a080 — i(ag + B5) sen(ut)]

AR? 2 2
ca0(t) = QM—\@[(O(O + 35) sen(2ut)+

+2icpBo(cos(2ut) — 1) + 2u(ad — BA)1]

ARy
cnlt) = 55103 + 55) sen(2ut)+
+2icvgBo(cos(2ut) — 1) — 2u(ad — B2)1] . (3.82)

A aproximacao semiclassica é uma tentativa de se construir a dinamica
quantica usando elementos classicos. Para o calculo de valores médios a
aproximacao produz resultados consistentes. Vamos agora investigar a qua-
lidade da aproximacao quando esta é utilizada para tentar descrever efeitos
tipicamente quanticos. Inicialmente, vamos testar a aproximacgao para o
calculo de uma medida de correlagoes nao cléssicas entre os dois graus de
liberdade.

Uma caracteristica importante da mecanica quantica estda no fato de o
todo nao poder ser completamente determinado pelas partes separadamente
[30]. Quando um sistema fisico de dois graus de liberdade é descrito por um
vetor produto do tipo

[¥) =lu)@]v), (3.83)

os valores médios de operadores que atuam nos dois subespacos separada-
mente, isto é, operadores com a forma

A=4A4®1 e B=1®DB,, (3.84)

obedecem a igualdade

A A A

(A)(B) = (AB), (3.85)
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indicando que o estado da equagao (3.83) estd fatorado, seus dois graus de
liberdade foram preparados de forma independente. Pode-se obter toda a
informagao a respeito do estado do sistema como um todo a partir da in-
formagao disponivel nas partes separadamente. No caso em que um estado
nao possui aquela forma produto entretanto, existem correlagoes quanticas
entre os dois graus de liberdade [31] e podemos ter

(A)(B) # (AB). (3.86)

Essas correlagoes sao ditas quanticas por possuirem carater nao local, conforme
apontado por Einstein, Podolsky e Rosen em 1935 [2]. Nesse caso, o conhe-
cimento separado das partes, nao é capaz de reproduzir o todo.

Para medir as correlacoes entre as duas partes de um estado puro, vamos
considerar o operador densidade associado a ele, que serd o projetor desse
estado:

p=1v)(¥]. (3.87)

Escrevendo p como
p= Niaplt:) ®|va) (u;| @ (vs] , (3.88)
ija

onde {|u; )}, {|va)} s@o bases para os subsistemas, o trago parcial de p

pr="Tea{p} = Nijoa |} (05| , (3.89)

ijo

representa a informacao contida em um dos subsistemas unicamente. Se um
estado puro estd fatorado em dois subsistemas assim como em (3.83),

p=p1& p2 (3.90)

e p12 representam estados puros que podem também ser escritos como pro-
jetores. Para p; por exemplo,

pr=|u)(ul (3.91)

e é claro que p? = p se p representa um estado puro. E possivel identificar
se o operador p; representa um estado puro tomando-se o traco de p?. Se
Tr{p?} < 1, p; nao representa um estado puro, indicando que o estado | )
nao pode ser escrito em uma forma fatorada ou seja, existem correlagoes nao
locais entre os subsistemas 1 e 2. Na verdade a entropia linear

§=1-Tr{p}} (3.92)
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¢ um quantificador do entrelacamento entre dois subsistemas em um estado
puro. Usando-se a decomposi¢ao de Schimidt [30] pode-se mostrar que ele
¢ independente do subsistema que tomamos, isto é, tomando se Tr {p?} ou
Tr{p3} terfamos o mesmo quantificador.

H4 uma expressao analitica para a dependéncia temporal do Tr{p?}
de um estado inicial coerente |y, fy) evoluindo segundo a hamiltoniana
(3.45). Para obté-la deve-se usar a evolugao temporal de um estado coerente
conforme obtida anteriormente. Fazendo isso obtem-se:

Tr {p2} = exp{=2(a]* + |3} Y exp{2|a|* cos[2(m — ”Vh”'fn'—f '%n ’
(3.93)

sendo A
a = [ag cos(ut) — i3y sen(ut)] e "
B = [By cos(ut) — i sen(put)] e "
Em seu trabalho, Oliveira e colaboradores [11] apresentam também uma
aproximagcao algébrica para Tr {p?} vélida para tempos curtos:
1
V1 + [4aol?]Go PR32 02|

(3.94)

Tr {pf} ~

Seguindo a analise feita naquele trabalho, percebe-se que o tempo para o
surgimento de uma correlacao quantica entre dois subsistemas diminui com
o produto das acoes dos dois subsistemas, ao passo que o tempo de Ehrenfest
diminui com a soma destas agoes, isto é, efeitos quanticos ja sao observados
antes que as dinamicas classica e quantica se distinguam no que diz respeito
a valores médios de observaveis. Isto parece indicar que o emaranhamento
nao pode ser completamente descrito apenas através da evolucao temporal
de valores médios.

Vamos aplicar a aproximacao semicldssica para obter Tr {p?} no mesmo
caso, isto é, na evolucao de um estado inicial coerente. Esperamos assim
ter uma idéia do quanto a aproximacao se adequa ao tentar descrever essa
quantia tipicamente quantica usando elementos de dinamica classica.

A expressao para o Tr{p?} na aproximacio semicldssica do oscilador
anarmonico é obtida da equacao (3.78). Tomando-se o projetor de | W(t))
como matriz densidade e efetuando-se as operacoes devidas pare se obter a
entropia linear, obtém-se:

1 4 2 2 2 2 2 2
Tr {2} = + len|® + (2 Jeoz]") lcoa|” + (2 + |eao*) [ ca0[*)

, 3.95
o T+ el + [enl T loal?)? (3.95)

54



onde os coeficientes ¢;; dependem do tempo e sao dados pela equacao (3.82).
Dé-se através deles a dependéncia de Tr {p?} com a constante de nao lineari-
dade ) e as condigoes iniciais. A seguir estao os graficos que mostram Tr {p?}
exato e o resultado obtido pela aproximacao. Em todos os graficos, usa-se
pu= (hw)™! e a escala de tempo em unidades de v 1.
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Figura 3.12: Gréafico de Tr {p?} para o oscilador quértico com dois graus de
liberdade. Linha vermelha: aproximacao algébrica dada em (3.94); Linha
verde: expressao exata; Linha azul: Aproximacao semiclassica. Para este
conjunto, SAh = 1 e da esquerda para direita, de cima para baixo teremos:
A=2a=0F=05A=1 a=08=1/V2,A=0,5 ay=0F =1e
A=0,125; apg = [y = 2.

Pode-se notar que, para tempos curtos, a aproximacao semiclassica da
resultado semelhante ao resultado exato. Isso nos estimula a investigar um
pouco mais. Quais informagcoes puramente quanticas podemos obter a par-
tir da aproximacao semiclassica? Quanto da dinadmica quantica pode ser
construida a partir da dinamica classica? A evolucao semiclassica é feita de
forma a obter os valores médios quanticos como correcoes ao limite classico
do modelo. Nada foi colocado como condicao, ao se fazer a aproximacao se-
miclassica, a respeito do estado. A aproximacao semiclassica se revelou 6tima
para evoluir médias. Pode-se esperar que o estado evoluido pela aproximacgao
seja semelhante ao estado evoluido exatamente?

Para responder a essa pergunta, podemos calcular a fidelidade

Fid = [ (¥(t) | ¥sc(t)) ” (3.96)

do estado exato em relacao aquele evoluido pela aproximagao. As figuras a
seguir mostram a evolugao temporal da fidelidade para os mesmos valores
onde foi calculado Tr {p?}.

Ha pelo menos dois fatos dignos de nota a respeito desses graficos. O pri-
meiro deles é que a aproximacao em primeira ordem possui quase a mesma

56



Tr

0.8

0.6

0.4

0.2

02?

Tr 22

0.6

0.4

0.2

0.2

0.4

0.6

Tr

0.8

0.6

0.4

0.2

0.8 1 0.2 0.4 0.6 0.8 1

022

—

t

0.2 0.4 0.6 0.8 1

Figura 3.13: Gréfico de Tr{p?} para o oscilador qudrtico com dois graus
de liberdade. Linha vermelha: aproximagao algébrica (3.94); Linha verde:
expressao exata; Linha azul: Aproximagao semiclédssica. Para este conjunto,
SAh = 0,5 e da esquerda para direita, de cima para baixo teremos: A =
1, ap=0=0,5,A=0,25; ap =y =1e A=0,0625; ag = [y = 2.
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Figura 3.14: Gréfico da fidelidade Fid = | (¢(t) | ¥4(t) ) |* para o oscilador
quartico com dois graus de liberdade. Linha pontilhada: fidelidade com a
ordem zero da expansao, linha continua: fidelidade com a primeira ordem
da expansao. Para este conjunto, SAh = 1 e da esquerda para direita, de
cima para baixo teremos: A = 2; ag = By = 0,5, A = 1; ag = By = 1/V/2,
A=0,5 apg=0p=1e X=0,125; ap = Gy = 2.
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Figura 3.15: Gréfico da fidelidade Fid = | (¢ (t) | ¥s(t) ) |* para o oscilador
quartico com dois graus de liberdade. Linha pontilhada: fidelidade com a
ordem zero da expansao, linha continua: fidelidade com a primeira ordem
da expansao. Para este conjunto, SAh = 0,5 e da esquerda para direita, de
cima para baixo teremos: A = 1; ag = 6y = 0,5, A =0,25; ap =Gy =1e
A= 070625, Qp = 50 = 2.
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fidelidade que a aproximacao em ordem zero. Parece que a inclusao de mais
ordens na aproximacao nao é capaz de melhorar a fidelidade. O segundo fato
digno de nota é que, em alguns casos a fidelidade vai a zero, e ainda que o
emaranhamento medido por Tr {p?} seja bem reproduzido pela aproximagao.
Esse fato poe em duvida o desempenho da aproximacao quando se trata
do célculo de grandezas exclusivamente quanticas. J& para um grau de li-
berdade, uma comparacao dos graficos da funcao de Wigner dos dois ca-
sos (quantico exato e aproximagao semicldssica) mostra diferencas quanto
a forma das fungoes. Uma andlise qualitativa, através daquelas figuras nos
leva a deduzir que se a aproximacao mantém boa fidelidade com o resultado
exato sua convergéncia deve ser muito mais lenta que a convergeéncia de va-
lores médios. Isso talvez seja decorrente do fato de a aproximacao se basear
no limite cldssico de distribuicoes que se tornam pontos no espaco de fases.
Deve se notar que a evolucao temporal de estados coerentes é um assunto
com uma certa riqueza de detalhes e devemos portanto ser mais cuidadosos.
O método dos propagadores [32, 33] por exemplo é uma forma adequada de
se tratar o problema.

Vale a pena indicar entretanto que a inadequagao da aproximacao se-
micldssica no que diz respeito a propagacao de estados coerentes nao a des-
qualifica ou diminui seus méritos como método para o calculo de valores
médios. Vemos que a forma como o método é proposto é consistente com os
resultados, e nao ha problema algum se a convergéncia do estado aproximado
nao ¢ tao rapida quanto a de valores médios. Um exemplo disso acontece
também com o método variacional [34] aplicado & mecéanica quantica.
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Capitulo 4

Modelo de Dicke para
Superradiancia

A Hamiltoniana do modelo de Dicke pode ser escrita H = H, + H;, onde
H, representa a parte separavel da Hamiltoniana e H; representa a interacao
atomo-campo. Neste tratamento, cada atomo é considerado um sistema de
dois niveis, representando |e) o estado excitado e | g) o estado desexcitado.

Se apenas um modo do campo for considerado e as dimensoes ocupa-
das pelos atomos forem pequenas comparadas com o comprimento de onda
do modo em questao, todos os atomos do sistema percebem efetivamente o
mesmo campo, permitindo que a hamiltoniana de Dicke seja escrita como
[35]: .

— of _— T
H—aa—l—erjL\/Q_j(a—i—a)(JJr—i—J,), (4.1)
onde GG é uma constante de interacao entre atomo e campo.

A equacao (4.1) apresenta um termo (aJ_ +a'J,). A interpretacao fisica
para este termo ¢é a criacao de um féton no campo com correspondente ex-
citagao atomica. Usando teoria de perturbagao, pode-se mostrar [34] que no
calculo de taxas de transigao, sua contribuigao contém um fator (wo—+wy,) ™t
Perto da ressonancia, wy ~ w,,, este termo se torna desprezivel comparado
com o termo conservativo (aJy +a'J_). Se este termo for descartado, faz-se
a chamada aproximacao de onda girante, e a Hamiltoniana do modelo passa
a ser escrita como:

G
Hpwa=a'a+el, + \/—27(CLJ+ +a'J.). (4.2)

Para este caso, ha uma conservacao no ntimero de fétons e dtomos excitados,
[afa + J., H] = 0. O fenémeno da super-radiancia pode ser mostrado pelo
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calculo da taxa de transicao atomica:
I=LlGm| L |jm) = LG+m)—m+1).  (43)

No caso N = 1, o estado |j m) = ’ % %> tera taxa de transicao dada por
I = 1,, ou seja, I, representa a taxa de transicao de uma particula isolada.
Um estado com m = 0 terd uma taxa de emissao maxima, sendo proporcional
a N2%. Este estado é chamado Super-radiante.

4.1 Limite Classico do Modelo de Dicke

Conforme discutido anteriormente, a Hamiltoniana de Dicke descreve N
atomos de dois niveis sujeitos a um campo eletromagnético de freqiiéncia
w e é dado por (em unidades de hw):

H:er+aTa+\/%(J++J_)(a+aT) (4.4)

O correspondente classico da Hamiltoniana (4.4) é obtido pela projegao
em estados coerentes

H(z,y) = (z,y| H |z,y), (4.5)
onde |z,y) = |z) ® |y) é um produto direto de dois estados coerentes
obtidos como:

t
|z,y) = exp{za’ —2*a} @ exp {%TM(MH - y*J)} 0)®|J, =J)
(4.6)

e x, y representam os rétulos dos estados coerentes, isto ¢, sao as varidveis
complexas nas quais H(z,y) gera uma dinamica classica. Pode-se escrever

H(z,y) como sendo:
1- Iyl2> 2j

H(z,y) = |x]* — je
(2.0) = laf = de (T1%5) * T

Essa hamiltoniana gera as seguintes equacgoes para os rétulos z e y:

\/G_(er:c Yy+y) .  (4.7)

dx OHN ( NG(y+y7) )

—_— = —1 = =1\ B ——— 4.8
dt Oz VN1 + y?) 4
dy A+ [y*)?oHNy . G(1—y*)(z +2%)

i@~ TN oy \9T VN (4.9)
d' Oy (x NG(y+y") (410
dt ox 1—|— |y|

dy* _ (L+[y)?OHN _ G(1—y?)(z +a%)

e \/_ (4.11)
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Para o oscilador quértico foi relativamente facil obter o limite classico,
bastando fazer a equagao para evolugao temporal da funcao de Wigner se
tornar equivalente a equacao de Fokker-Plank. Definiu-se uma nova variavel
que ¢é escalonada pelo tamanho caracteristico do sistema, que no caso era a
acao classica. Fez-se também com que a constante de nao linearidade fosse
a zero e a acao se tornasse arbitrariamente grande. Nesse caso, as flutuagoes
relativas desaparecem e obter o limite classico dessa forma é na verdade fazer
com que distribuigoes de quasi-probabilidade se tornem pontos no espaco de
fases.

Um limite classico semelhante pode ser obtido no modelo de Dicke. Aqui
no entanto nao é pratico obter esse limite através da equacao para a funcao de
Wigner, pois a algebra de su(2) torna esse trabalho complicado. A questao
é que a equacao de evolugao temporal para a fungao de Wigner nesse caso
depende do tamanho caracteristico do modelo, o nimero N de atomos, de
forma nao trivial, como ocorreu no caso do oscilador quartico. O leitor
interessado pode encontrar uma deducao da equagao para a fungao de Wigner
do modelo Dicke com 1 dtomo (j = 1/2) em [36].

Para definir um limite cldssico no modelo de Dicke, vamos nos basear num
teorema de Hepp e Lieb [37]. Este limite classico é semelhante aquele obtido
no oscilador quartico. Serao considerados aqui a equacao de movimento de
variaveis intensivas definidas como:

. a al
TR L s .oat

;o= ——; a' = —. 4.12
N ~ ~ (4.12)
As equacoes de movimento para estes operadores sao obtidas através do
comutador com a hamiltoniana (4.4) e sao dadas por:

J+777Z =

Ty o= [e T —2GJ.(a+ aT)} , (4.13)
Jo= i [e J.—2GJ.(a+ aT)] , (4.14)
J, = —iG(J,—J ) a+a), (4.15)

i o= —i [&+G(J++J,)}, (4.16)
i = i[aT+G(J++J_)] (4.17)

Um desses operadores, descrevendo a densidade de fétons na cavidade afa,
foi usado por Wang e Hioe [38] para descrever a transi¢ao de fase no modelo
no limite termodinamico.

Outro conceito importante na descricao do limite classico de Hepp e Lieb
¢é o de “estado classico”. Vamos representar os operadoes intensivos definidos
acima através da notacao: {A%}2_;.
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Considere Hy como sendo o espaco de Hilbert correspondente aos estados
de N atomos interagindo com um modo do campo eletromagnético. Suponha
que para um dado operador densidade y» atuando em Hy seja possivel tomar
o limite

dim Tr {}¥ Ay} = o (4.18)
para um nimero complexo af. Este operador densidade x representa um
estado cldssico com relagao aos operadores { A%} com valor o; se, além do
limite existir, for possivel também escrever:

dim Tr {x"(A —a")T(Ay —a’)} =0. (4.19)
Em outras palavras, suponha que temos o operador densidade representando
o estado do modelo para um dado N e o representamos por . Suponha
agora que podemos associar um operador densidade do modelo com N + 1
atomos com o operador densidade obtido para o modelo com N atomos
através dos valores médios e variancias de operadores nesses dois espagos.
Queremos que os valores médios e variancias de operadores no estado y™V*!
sejam os mais préximos dessas quantidades no estado V. Queremos assim
formar uma sequéncia de operadores densidade {x"}. Se no limite N — oo
o valor médio de cada um dos operadores A%, definidas acima tende aos
valores o' e, além disso a variancia desses operadores nesse estado vai a zero,
" representa um estado cldssico com valor a’.
Um exemplo de estados classicos sao os estados coerentes generalizados
dados por:
|, y) = D(VNz) @ D(y)|0) |5, —j) - (4.20)

Vemos que é possivel obter uma sequéncia de estados coerentes de diferentes
N’s, sendo que neste caso iremos variar o v/N no rétulo z e o valor de j no
grau de liberdade dos atomos. Pela acao dos operadores deslocamento nas
algebras respectivas e usando N = 2j pode-se obter:

(o, ylala, y) = x (4.21)
(a, yla'|a, y) = 2% (4.22)
(o yl i o) = 7 = (s (4.25)
(1 - lasy) = (m =) (4.24)
ol Zlan) = — (%) =tk a2
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As equagbes (4.21) a(4.25) mostram que o limite em (4.18) estd bem de-
finido para o estado ¥ = ) VN, y> < VNz, y

a condicao da variancia dada por (4.19). Para o grau de liberdade do campo,

. Pode-se também mostrar

D' (VNz)aD(VNz)=a+z, (4.26)

entao a variacia dos operadores do campo vai a zero trivialmente. Para o
grau de liberdade atomico pode-se escrever:

(o] (= LD = ) I = (4.27)
] e = D= D) |0 = e (029
(1= D= D 1) = e (429

E vemos que a variancia vai a zero quando N — oo. Dadas as definicoes
de variavel intensiva e estado classico, podemos agora enunciar o teorema de
Hepp e Lieb [37]:

Se xV é um estado cldssico em relacdo a {a, a', J,, j+, j_} no ponto

7= {(a), @"), (1), (J4), (J)}

o estado evoluido pela hamiltoniana (4.4), x™(t) = e N (0)et, serd
também um estado classico no ponto

7(t) = {(@ ). (@) (), (L) (2), (J4) (0), () (D)},

e a evolucao de 7(t) serd dada pelas equagoes classicas:

(Nys = i[e(Tr) = 2GLL) (@) + ()] | (4.30)
() = =ile(J ) =26 (@) + @h)] (4.31)
(L) = =G () = (TN (@ + (@), (4.32)
(@) = =i (@) +G () + ()] (4.33)

) . (4.34)

—
Qe
—

65



4.2 Aproximacao Semiclassica no modelo de
Dicke

Vamos agora obter as correcoes ao limite classico de Hepp e Lieb usando
a aproximacao semiclassica. Lembrando a receita dada anteriormente, a
hamiltoniana semiclassica deve ser linear e deve satisfazer as condigoes de
correspondéncia de equacoes. Ao final, somam-se termos proporcionais a
identidade para garantir que H = (z,y| Hy. |z, y).

Para o modelo de Dicke a Hamiltoniana semiclassica pode ser escrita
como:

H,., = ada+el,
+ T e =)L) + = D)) +a" T+l
+ \/%_j (" —2*)(J4) + (a —2)(J_) + 2" Ty + 2] ], (4.35)

onde (J1) = (y| J+ |y), é o valor médio de Ji no estado coerente atémico
de rétulo y, e x = (x| a | z) o valor médio do operador a no estado coerente
do campo com roétulo z.

Para determinar o operador de evolugao semiclassico usa-se o método de
derivacao de parametros descrito anteriormente e obtém-se:

Use = Di(x) expiw(t)a’a + ¢(t)} Dy (w0) @ Da(y) exp{iv(t) 1.} Dy (yo),
(4.36)
onde xg, Yo correspondem aos rotulos dos estados coerentes iniciais, x, y
sao dados pelas trajetérias classicas de H(z,y) e a dependéncia temporal
dos parametros w, v, ¢ é encontrada derivando (4.36) e comparando com a
hamiltoniana semiclassica, conforme (2.76). Obtém-se assim:

w(t) = —t; (4.37)
, G . G s .
I/:—€+\/—2_j(l'y +x y)—l—\/—Q_j(:cy + xy); (4.38)

[G(zy" + 2y) + G(wy + 2"y")]

o J
7 TE R 49
A perturbacdo A = H — H,. é dada por:
A = i (" —2*)(J_ — (J2)) + (" —2*)(J_ + (J:))+  (4.40)

Neri
(a—2z)(J-+(J) + (a—2)(J- — (J))] .
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Usando-se entdo a equagao (2.76) obtém-se a evolucao do estado de forma
perturbativa. Até primeira ordem em A a aproximacao semiclassica fornece
para o modelo de Dicke:

i) = oo o )

onde | x,,yx ) sdo estados coerentes obtidos pela agdo do operador desloca-
mento nos estados excitados da base canonica:

| Zn, Y ) = Di(mo) @ Da2(yo) [n; 4, —j + k).
O coeficiente c1; é obtido da equacao:

- = —1 G[l—y2(t)] expi{t|t — v
ull) =~ e i~ (O]} (4.42)

Para ordens superiores pode-se usar:

o () )" = —i / drA(r) | () )Y (4.43)

0

onde } Wi(t) >(n) representa a correcao de n-ésima ordem. A forma geral de
’ W!(t) ) pode ser escrita como:

| U(t))=A"" {(1 + coo) | w0, Yo ) + Zcij(t) | 24, yj>} : (4.44)
ij
onde o coeficiente A é uma normalizacao e | x,,yx ) é o estado de referéncia
generalizado como anteriormente. Até segunda ordem, obtém-se:
' —'icn(t)G(l . y*2)e—it+iu(t)
Coo(t) = 4.45
ol L+ yP e
c11(1)2G (y* i
or(t) = fen () . b+ g;)e (4.46)
V2j(1+ lyP?)

—icy (t)G(l o y2)€—z’t—z’u(t)

én(t) = e (4.47)
inlt) = —’iCn(f>\/51G+(1‘y—‘2y*2)e”“”“’ (4.48)
én(t) = icll(t)j—ﬁi(y"JQy*)eit (4.49)
ena(t) = —’iCn(f>ﬂfil‘zj‘QyQ)@‘it‘iV(t). (4.50)
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Utilizando-se a aproximacao semiclassica, podemos obter os primeiros
termos de correcao ao limite classico do modelo de Dicke, isto é, os termos
de ordem N~!. Para isso, deve-se considerar os valores esperados da forma

(0) = (a(t),y(t)| O |a(t), y(t)), (4.51)
onde o estado classico é o estado coerente:
la(t),y(t)) = D(VNz(t)) © D(y(1))[0) @ | j,—j) - (4.52)

Com a aproximagao semiclassica até segunda ordem, obtém-se os valores
esperados:

e Para a até 2.a ordem:

~ 1 * £\,
(@)(t) = =(t) + m(cllcm + €167 ); (4.53)

Para jz até 2.a ordem:
7 11— |y(t)\2]
JH) == | ——F—— 4.54
0 =5 |15 e oy
y()[(1 =+ coo)chy + canchy] + V2(corchy + c2163,)

i AVN [+ [y

c.c.;

e Para a*:

(7)) = 20 + 7 {2 (encyy +enci) (1.55)

+v2 [CaChy + Co1C4y + Cao(1 + Coo)*]} ;

52 -~ ., . .
e Para J, as corregoes ja aparecem em primeira ordem:
= L[ e
L) =- | ——F~4= 4.56
0 =3 [T 420

+.{H—W®mﬂmP+W®Pu+wmm}
N+ fenf?) [+ (0

Y

e 0s valores médios dos termos de interacao na Hamiltoniana sao dados
por:

L ayr) ()
@ =S won T avy
+ \/5(001632 + c21659) — Y (t) [co1 (1 + coo)™ + ca1¢50)

— V2 () (concly + ) } (4.57)

com expressoes similares para os outros termos.

{(1 + 000)081 + 020051

68



4.3 Resultados e conclusao

Nas equacoes acima, os ¢;; tem sua dependéncia temporal dadas pelas equacoes
(4.45) a (4.50) e os rétulos x(t), y(t) obedecem as equagoes de movimento
classicas. E possivel reconhecer

w(t)e [1—ly@] /{21 + O]}

como a média dos operadores @ e .J, respectivamente. Além disso, as equacoes
(4.53) a (4.57) concordam com o limite cldssico de Hepp e Lieb [equacao
(4.19)]. Essas corregoes sao o resultado principal desse trabalho e vemos que
cles sdo de ordem 1/+/N ou 1/N.

Note que os coeficientes ¢;;(t) dependem de N e t, através de (4.45) a
(4.50). Pode se questionar entao: qual a validade da aproximagao? Existiria
um dominio N — ¢ onde podemos tratar as correcoes como tal? Uma forma
de responder essa pergunta ¢ olhando o dominio N — ¢ onde os termos de
corre¢ao sao pequenos o suficiente. Deve-se levar em consideragao que dife-
rentes condicoes iniciais terao diferentes regimes de validade. Como todos
os coeficientes, exceto 1 + cqg, estao relacionados as correcoes semicldssicas,
uma maneira sugestiva de se testar o regime N — ¢ seria através da razao:

R(t) = % (4.58)

Quando razao R(t) é pequena, as corregbes quanticas nao sdo tdo impor-
tantes e podem portanto ser tratadas como correcoes. A medida que R(t) se
torna apreciavel, afasta-se do regime semiclassico e deve-se levar em conta
mais termos na expansao. Talvez o resultado mais interessante é que, para
pequenos valores de N, as corregoes quanticas mostram dependéncia em N
(mantendo-se as outras varidveis fixas). Entretanto, a medida que se au-
menta N, R(f) se torna uma curva “universal” que é independente de N,
apesar de continuar dependendo do estado inicial. Também na regiao onde
t <w™ R(t) ndo depende de N.

Os resultados que foram publicados em [39] sdo ilustrados nas figuras a
seguir, onde 4.1 e 4.2 mostram a dependéncia de R(t) nas condigoes iniciais
bem como o comportamento para N grande. Figuras 4.3 e 4.4 mostram a
dependéncia de R(t) com a constante de acoplamento. Para o caso G = 0.5
o modelo esta passando pela transicao de fase, fazendo com que tenhamos
um R bem maior (repare a escala de valores de R), indicando que a validade
da expansao esta limitada a valores bem pequenos de t.
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Figura 4.1: R(t) para varios valores de N. ¢ = 1; G = 0.2; xy =
0.404748; 1o = —0.0708881.

Figura 4.2: R(t) para varios valores de N. ¢ = 1; G = 0.2; xy =
0.0707107(1 +4); yo = 0.0710669(1 + 7).
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Figura 4.3: R(t) para varios valores de N.
0.0707107(1 +4); yo = 0.0710669(1 + ).
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Figura 4.4: R(t) para varios valores de N.
0.0707107(1 +4); yo = 0.0710669(1 + 7).
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Capitulo 5

Sistemas Quanticos
Markovianos na Representacao

de Weyl

A representacao de Weyl é uma representacao de operadores que usa a funcao
de Wigner e a func¢ao caracteristica, também conhecida como funcao de cor-
das. Neste capitulo sera feito um estudo de sistemas abertos markovianos
usando a funcao de Wigner como principal meio para tratar a algebra dos
problemas que serao apresentados. Em alguns casos, utilizando-se as pro-
priedades da funcao de Wigner descritas no capitulo “Ferramentas”, serd
possivel uma interpretacao direta de alguns desses resultados. A andlise a
ser feita vai se restringir a algebra do grupo de Weyl-Heisenberg, hy. Trata-
remos do problema de dois bésons idénticos evoluindo sob uma hamiltoniana
quadratica acoplados a um reservatério. Considerando que a indistiguibi-
lidade de particulas no sentido quantico é uma propriedade a ser preser-
vada pelo acoplamento com o reservatério, encontraremos as condicoes que a
equacao markoviana deve preencher para fornecer uma descricao compativel
com o que é observado na natureza.

5.1 Sistemas Quanticos Abertos

Como mencionado na introducao, todo sistema fisico interage, ainda que
muito fracamente, com o ambiente a sua volta. Tal como descrito pela ter-
modinamica, esse ambiente - aqui chamado de reservatorio - possui infinitos
graus de liberdade e estamos interessados na dinamica do sistema somente.
Quanticamente podemos obter a evolucao temporal do sistema se evoluir-
mos o sistema composto e fizermos o traco sobre os graus de liberdade do
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reservatorio. Entretanto, tendo o reservatério infinitos graus de liberdade,
tal procedimento se torna impossivel. O que se faz portanto [31] é, a par-
tir da equacao para o sistema composto, deduzir uma equacao para a matriz
densidade reduzida do sistema, pg. Dessa forma, obtém-se uma equacao mes-
tra quantica analoga a equacao de Fokker-Plank para distribuigoes classicas.
Para realizar tal procedimento, sao feitas aproximacoes e supostas certas
condigoes. A equagao final obtida deve preservar pg como operador densi-
dade, isto é, ps(t) deve satisfazer [17]:

e Nao-negatividade, ou seja, se Hg é o espaco de Hilbert do sistema,
(v]ps(t) [v) >0 VY|v) €Hs; (5.1)
e O operador densidade deve ser hermitiano,
ps(t) = pk(1); (5.2)
e O operador densidade deve ter traco unitario,

Tr {ps(t)} = 1. (5.3)

Vale lembrar que a evolucao dada pela equagao mestra é nao unitaria, e
podemos ter no final um operador densidade que nao mais corresponde a um
estado puro. Por outro lado, este processo pode destruir correlagoes quanticas
presentes inicialmente em pg e assim gerar um estado com caracteristicas
classicas. Esta é uma forma de se obter o mundo classico a partir da Mecanica
Quantica [40].

Dependendo das aproximagoes que fazemos para a deducao da equagao
mestra, podemos obter diferentes formas de equacao. Dentre as diferentes
aproximacoes, uma que se destaca é a aproximacao markoviana. As equagoes
mestras markovianas sao obtidas sob a condicao de fraco acoplamento entre
sistema e reservatério e efeitos de memoria ou historico de evolugao des-
preziveis, ou seja, para estas equagdes nao importa a maneira como pg(t)
evoluiu desde o instante inicial, mas apenas as informacoes nele contidas
no instante ¢. De acordo com o teorema estrututal de Lindblad [41], uma
equacao mestra que satisfaz condi¢oes markovianas pode sempre ser colocada
na forma

1

_dps : p_ 1oy f
1 E = [HS,pS] +1 ; (Lkﬂst — §L]ng;pS - §pSLkLk ) (54)

onde os operadores de Lindblad Lj’s sao fungoes dos operadores do sistema.
Para escrever a evolucao temporal de um sistema quantico aberto, pode-se,
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em muitos casos, supor que a interacao do sistema com o reservatorio seja tal
que é possivel escrever a equacao mestra na forma de Lindblad e determinar
a forma desses operadores empiricamente [42]. Vale lembrar. entretanto,
que nem toda equacao na forma de Lindblad possui significado fisico. Nor-
malmente condi¢oes suplementares sao colocadas sobre estes operadores para
correspondéencia com uma verdadeira evolugao markoviana como tratado por
Peixoto de Faria e Nemes em [43]. Obteremos agora condigoes suplemen-
tares no caso em que é necessario preservar a indistinguibilidade de duas
particulas.

Para tratar do problema, vamos supor que existe um operador de troca E
que, ao atuar na funcao de onda de duas particulas, realiza uma permutacao
entre essas particulas. Assim, se (x1,Xz| ¥) = ¥(x1, X2) representa a fungao
de onda do sistema de duas particulas,

<X1,X2|E|@/}>:<X2,X1|¢>:¢(X2,X1)~ (5.5)
Se estamos tratando um sistema de particulas idénticas bosonicas,
U(x2,x1) = (X1, %2) (5.6)

e portanto a fungao de onda de duas particulas idénticas deve ser uma auto-
funcao de E. Além do mais, se um sistema é descrito por uma hamiltoniana
H que preserva a indistiguibilidade de particulas,

[E,H]=0. (5.7)

Se, além da evolucao unitéria, as particulas idénticas estao acopladas a um re-
servatério e queremos poder continuar tratando as particulas como idénticas,
E deve ser de certa forma imune & acao do reservatorio. Vamos tratar agora
do caso especifico onde o acoplamento com o reservatorio possa ser descrito
por uma equagao mestra markoviana onde os operadores de Lindblad apare-
cem como combinacao linear dos operadores ¢ e p:

Lj = )\jlél + )\j2(j2 + ,U«jlﬁl + MjQpQ . (58)

Inicialmente, facamos uma transformagao de coordenadas:

~ 7+ G R R R
R:%, r=q — g2, (5.9)
P =py+ Py ﬁ:ﬁ%@. (5.10)

~

Nessa transformacao, R e P sao, respectivamente, o operador de posicao
e momentum do centro de massa, ao passo que 7 e p sao o operadores de
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posicao e momentum das coordenadas relativas. As seguintes relacoes de
comutacgao sao observadas:

(R, P] = ih, 7, p] = ih, (5.11)

[R,p] =0, [/, P] =0, (5.12)
e as demais sao zero trivialmente. Nesse sistema de coordenadas, podemos
escrever o operador de troca como sendo

A

E=1®T1l,, (5.13)

onde II, é o operador paridade que atua exclusivamente nas coordenadas
relativas, com as propriedades:

I =11 =11, ; (5.14)
ILAI,. = —7, ILpll,. = —p. (5.15)

J& o operador de Lindblad tera a forma:
L = ANR+T,P+ puji+n;p. (5.16)

Na representacao de Heisenberg, a evolucao temporal do operador E pela
equacao mestra ¢ dada por:
dE 1

A 1 A A A
T T T
=B 5 > (2LEL - LB - BLIL) . (57)

ih[ ’
j

Se estamos tratando de um sistema de particulas idénticas, [H, E] = 0 por

hipétese. Se queremos uma interagdo com o reservatério que preserve a

indistiguibilidade, devemos ter entao

1
o > QL - Lir; — (L L), = 0. (5.18)
J

onde L = II, L;IT,. Procedendo com este cdlculo, percebe-se que as condigoes
para que a igualdade acima se verifique independem dos coeficientes dos ope-
radores do centro de massa em (5.16), pois elas se cancelam automaticamente,
a0 passo que os coeficientes das coordenadas relativas devem satisfazer

dlwlP=0 e D nl=o0, (5.19)
j j

que s6 pode ser feito escolhendo-se p; = 1; = 0 para todo j. Em outras
palavras, se o acoplamento com o reservatorio é descrito por operadores de
Lindblad lineares nas variaveis ¢; 2, p1,2, @ condi¢ao suficiente e necessaria
para se preservar a indistiguibilidade de particulas é de que o reservatorio
tenha acao unicamente no centro de massa do sistema.

75



5.2 Equacoes de movimento para a funcao de
Wigner e funcao de Cordas

Uma das vantagens de se utilizar a representacao de Weyl esta na facilidade
de se contrastar resultados classicos e quanticos de um mesmo modelo. Para
fazer uso dessa vantagem, é necessario que seja obtida uma equacao de movi-
mento da funcao de Wigner em termos das derivadas das variaveis canonicas
(q, p). Isso é possivel utilizando-se a equagao para evolugao do operador
densidade p juntamente com a representacao de Weyl dos operadores ¢ e p.

Suponhamos por exemplo que a evolucao temporal de um sistema quantico
seja descrita pela hamiltoniana:

A

H(p,q) = F(p)+ V(). (5.20)

Considerando a equacao
ihp = [H, 5], (5.21)

podemos obter uma equacgao para a funcao de Wigner do estado p, W,
aplicando a transformada de Weyl, que é simplesmente definicao da fungao
de Wigner, nos dois lados da equacao. Podemos escrever a transformada de
Weyl como sendo

W)= [ (p /2] o |p =12 7" (522)
ou
W= [ {ara/2lela=g/zem it (523)
de acordo com a conveniéncia. No comutador ha 2 termos:
F@)p=pF®), e V(@p—pV(q). (5.24)

Para F'(p)p — pF(p) considere:
1 . A ip/
o | W {p+1/2] (F(D)p— pF(P) |p—p'/2) €™ (5.25)
Trocando-se o operador p pelo seu autovalor p,

1

= % dp’[F(p+p//2)—F(p_p//2)] <p _|_p//2 | p |p N p//2> eip’q/h. (526)

Fazendo a expansao em série de Taylor de F'(p £p'/2)

/ k Ak
Flp+p/2)=> (plf) a;;,ﬁp) , (5.27)
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k

F(p—1'/2) = Z p/zkakF(), (5.28)

teremos S
/ . ! _ l ! k
Flp+p'/2) = F(p—p/2)=2 Ek P'/2) i (5.29)

Podemos escrever p’ que aparece nesta equacao como a derivada da exponen-
cial:

a ) )
—ea/h — Z fir'a/h 5.30
Soe = e (530
Portanto,
0 .
pre?'a/h — (—ma—q)’few alh. (5.31)

e podemos escrever a transformada de Weyl do comutador como sendo
/dp’ (p+9'/2| [F(D), ) |p—p[2) /" =
oFF ok
2 —— —W,. 5.32
Z k'( 2) OpF dgk - ° (532)
k impar

Para V' (q) procede-se de maneira andloga, mudando apenas para a repre-
sentacao de posicao e obtendo ¢ pela derivada:

0 -
g*ert/h = (iha—p)ke_wq /h (5.33)

A transformada de Weyl serda dada por
/dq’ (a+d/2 [V(@).p) la—q/2)e /"=
1 (in\" oFV o
2 > m (5> a—gﬁa_qkwp' (5.34)
k impar

Semelhancas ou diferengas entre as evolucoes classica e quantica de uma
distribuicao podem ser feitas comparando-se a evolucao temporal quantica da
funcao de Wigner com a evolugao temporal da mesma funcao via parénteses
de Poisson. Um caso particular guarda perfeita igualdade entre as duas
evolugoes. E o caso em que a hamiltoniana quantica ¢ uma funcao quadratica
dos operadores p e ¢. Nesse caso, a hamiltoniana tem a seguinte forma:

H(p,q) = ap® +bg* + s(pg + Gp) - (5.35)
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Aplicando a transformada de Weyl nos varios termos que aparecem no co-
mutador, podemos obter:

—ih,_ OW,
2, p]) = 2a(——)2p"?; .
W(lap”, pl) = 2a(—-)2p 9 (5.36)
h, . OW,
bi, p]) = 2b(= e 5.37
W([bg™, pl) (z)qap (5.37)
Para o termo pg + qp,
W([pG + ap, p]) = W(bdp — ppd + dbp — pip)
= W(pip) — W(ppq) + W(app) — W(pip)
que pode ser manipulado para obter
ih 0 0
pGp) = 1p) = (p — ——)(ih—)W, 5.38
Wipap) = Wipap) = (n — 5 aq)(’l ap) p (5.38)
ih 0 0
q) = 1pp) = (¢ — ——=)(ih— )
Wi(ppa) = W(app) = (¢ — 5 ap)(l 5 q)Wp, (5.39)
resultando em:
W(pi+ @b o) = |20 (p2L — ¢ 2\ W, (5.40)
q—+gp,p|) = p@p qaq el - .
A evolucao temporal da fungao de Wigner serd dada por:
ow,
h—" = H
ow, ow, ow, ow, ow,
= -2 2+ 2b P42 L L 5.41
ot ap8q+q3p+8(p8p q8q> (5.41)

Nesse caso, a evolucao temporal da funcao de Wigner é igual a evolugao
classica dada pelos parénteses de Poisson tomados em relagao a uma hamil-
toniana cléssica quadratica em q e p:

oW, (x)

p\) _

o - {H(x), Wp(x)} . (5.42)
Esse resultado seria igualmente valido se adicionassemos algum termo linear
em ¢ e p ou se estivéssemos tratando de hamiltonianas quadraticas com mais
graus de liberdade. Podemos comparar isso ao que foi feito no capitulo
anterior, quando a hamiltoniana semiclassica era escrita de tal forma que sé
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contivesse termos lineares nos operadores da dlgebra hy. O termo linear em
a'a naquele caso corresponde a forma quadratica em p e §.

Para a funcao de cordas pode-se seguir o mesmo procedimento e obter re-
sultado semelhante. Nesse caso a evolugao temporal sera dada pela equacao:

Mol _ Lh(e) Woe)} (5.43)

onde & = (&, &) e a fungdo H(§) deve ser entendida como sendo a hamilto-
niana cldssica avaliada no ponto (p =¢,, ¢ =¢&,).

Tomemos dois bosons interagindo como dois osciladores harmonicos aco-
plados. Temos entao:

~

H w,, . . . N

- = B+ @+ P+ E) + Ad (5.44)
onde ¢;, p; sao os operadores para posicao e momentum da particula i, w a
freqtiéncia do oscilador e A\ uma constante de interacao real positiva, A <
w. Usando-se a representacao de Weyl para os operadores ¢;, p;, obtemos a
hamiltoniana na representacao de Weyl:

H(x)=x-Hx (5.45)

onde x = (p1,p2, ¢1,q2) ¢ H é dado por:

w 0 0 0

1 0 w 0 O
H=210 0w a (5.46)

0 0 A w

A matriz H, juntamente com a matriz

J:((l) _01> : (5.47)

onde 1 representa matrizes identidade 2 x 2, define a matriz
R; = exp(2JHY) (5.48)

que da a evolucao temporal de x. A matriz simplética J definida em (5.47)
¢ usada também para generalizar o produto externo & A X que aparece na
definicao da funcao de cordas:

W) = 5oz | W@ { genxs} ae. (5.49)
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Para mais dimensoes, define-se este produto externo como sendo
ENx=TJE-x. (5.50)

Trataremos agora da interacao desses dois bosons com um reservatorio cuja
interacao pode ser descrita por operadores de Lindblad que sao combinacoes
lineares de ¢ e p, isto é:

L = XNjiqh + Nja@o + pjip1 + pjopa - (5.51)

Para obter a evolugao temporal na representacao de Weyl, sera mais facil
considerar a equacao para a funcao de cordas. Aplicando as regras descritas
anteriormente, pode-se obter

5’Vlgt(£) - {H(@’Wt(f)} —af- a‘?gé) B
5 € - 7] W) (5.52)

onde § = (§p1,p2,Eq1,§q2). Os vetores I e 17 sao obtidos escrevendo-se X =
(1, P2, G1, G2) e os operadores de Lindblad como

L=V %+l %. (5.53)

A constante « por sua vez representa a dissipacao efetiva dada pela equacao
de Lindblad e é definida por:

a=> JU-1. (5.54)

J
Seguindo o artigo de Brodier & Ozorio [44], a solugao da equacao (5.52)
pode ser obtida pela evolugao temporal dada por (equagao (19) de [44]):

Wi(€) = W(e_,) exp (—%f . M(t)&) , (5.55)

sendo Wo(ﬁ,t) a funcao de cordas de pg, & o vetor das variaveis de cordas e
M uma matriz real positiva-definida definida por:

t
M(t) => /0 dt' IR (VLT + VLT )Ry (5.56)
J
A evolucao temporal das variaveis de cordas é dada pela equacao:
£t = eathf . (557)
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A evolucao temporal da funcao de Wigner associada a p, ¢ dada pela trans-
formada de Fourier de W;(€)

Wi(x) = ﬁ [ Wate-exs (—%Lf - M(t)&) exp (%& A x) de (5.58)

onde a integral ¢é feita sobre todo espago, n é o nimero de graus de liber-
dade e o produto externo A é definido na equagao (5.50). Percebe-se que no
processo de decoeréncia descrito pela equagao (5.58), a parte nao unitaria da
evolucao temporal da fungao de Wigner aparece como uma Gaussiana que se
alarga com o tempo. Neste processo portanto o processo de decoeréncia é o
mesmo, qualquer que seja o estado inicial. Sendo a transformada de Fourier
do produto de duas fungoes dado pela convolugao das transformadas das res-
pectivas fungoes, a medida que M () evolui, termos possivelmente negativos
na funcao de Wigner irao desaparecer. Esse efeito pode ser entendido como
se a convolucao fizesse uma transformacao da funcao de Wigner para uma
fungao de Husimi. De acordo com [44], o tempo tp para a completa positi-
vidade da funcao de Wigner é obtida quando essa Gaussiana tem largura h,
que acontece quando

det (M(—t)) > i (5.59)

Para obter a fungao de Wigner de (5.58), fazemos inicialmente a trans-
formada de Wy(€_;) que é dada por:

FTe-) = gy [ Tl (36 nx) de =

— ﬁ / Wole ™R_,£) exp (%g A x) d€.

Mudando de varidveis na integral:

9¢
9+

onde usamos que det(R;) = 1, pois Tr {JH} = 0. Usando agora o resultado:
R! = —JR_,J podemos escrever:

dé_, = €2t det(Ry) dE = e2t d¢

e~ |

2nat

FTa6-0) = o [ Wal€enp (G6en (R ) de =

= "Wy (e”R_x). (5.60)
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A transformada de Fourier da Gaussiana é dada por:

~ @k / eXp( on

_ (273h)n/exp <—2iJ§ IM(0)7 3¢ + 3¢ ) ¢

~ G | o0 (¢ MaE' 4 3 x) ¢

- det(iVIJ(t)) o <_2_171X'MJ@_1X) >0
Entao temos:

Wilx) = G ;gtMJ / Wo(e"Reifx = y)) x
X exp (—%y My (1)~ >dy, (5.62)

onde Mj(t) = —IM(t)J. (5.63)

Fazendo-se agora a transformacgao de varidveis:

z=c"R(x—y) ;
dz = e*"'dy |

(2mh)™
Wt(X) det M_] /WO

X exp (—ﬁe 20t (g — x_)RI My (t) 'Ry(z — x_t)> dz =

1
= 2rh)n det(M; (1)) / Wo(z)

X exp (—2—171(2 —x_)M(t) Yz — X_t)) dz, (5.64)
sendo
x, = e “"R;x. (5.65)
e —_—
M(t) = e*R_M;(t)RY, = —Mj(—t). (5.66)
A {ltima igualdade da expressao acima é obtida usando-se R = —JR_.J

juntamente com a definigdo de M(t).
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5.3 Solucoes

Para um estado do tipo:

o) = | O+ ) (5.67)
2(1 + e2I<P)
temos a fungao de Wigner dada por
Ws(x) + W_pg(x) + Wi(x
e >2JE1 n §(2|)q2+> 16 (5.68)
sendo 8 = (qo + ipo)/V2h e

Wal) = oo (3o - wP ~ jo-m?):  G.0)
Wil = Zow (442 ) os (Fom-ma)) . 610

Pode-se usar o formalismo apresentado até aqui para fazer a evolucao
do estado dado em (5.67) por uma hamiltoniana bilinear. Essa solugdo é
semelhante a que sera obtida para o estado de dois bdsons idénticos. Pelo
postulado de simetrizacao, a funcao de onda de dois bésons idénticos deve ser
simétrica em relagdo a uma troca de coordenadas. Se dois bésons idénticos
estao em estados coerentes de centréides equidistantes da origem do sistema
de coordenadas, eles podem ser descritos por um estado com a forma:

2(1+ e~ 4Py

V) (5.71)

A funcao de Wigner de tal estado pode ser escrita em termos das fungoes
de Wigner do estado de gato escritas anteriormente (5.69), (5.70). Como a
funcao de Wigner de um produto tensorial é o produto das funcoes de Wigner
em cada espaco separadamente, pode-se escrever:

W(x) = N~ (Ws(x1)Wog(xz) + Wop(x1)Ws(xz) + 2R {W, (x1)W-(x2)})
(5.72)
com x; se referindo ao grau de liberdade ¢, W3(x;) conforme expressao para
um grau de liberdade, N = 272h2(1 4 e~ 4P ¢

24
Wi(xi) = exp (:Fg(pz’% - Qipo)) .
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A fungao de Wigner pode ser escrita como:

1 1
Wi(x)=N""! {exp (—ﬁ\x — x0|2) + exp (—ﬁ\x + XO\Q)
2
+2e /P cos (ﬁxo A X):| : (5.73)

A evolucao temporal das fungdes de Wigner acima (estado de “gato”
em 1 grau de liberdade e particulas idénticas simetrizadas) pode ser obtida
a partir da equacao (5.64). Basicamente fazem se mudangas nas varidveis
de integracao de modo a escrever a convolucao de duas Gaussianas como a
integral de uma Gaussiana enquanto que para os termos de interagao usa-se
a generalizacao da integral gaussiana para variaveis complexas. Procedendo
de tal forma, teremos a expressao:

W(x,t) = wet(Ké)MJ(t)) {exp (%m : GA+) +exp (%A_ : GA_) +

4 1
+2 cos <ﬁx0 A G) exp {ﬁ 2x_; - Gx_y — X¢ - X0 — 2(Jxp) - G(Jxo)]}}&ﬂl)

onde:
X =e “Rix; Ay =4x)— X4
My = —JM()J; M(t) = —My(—t);
1
-1
2

a solucao dada pela equacao (5.74) vale tanto para o estado de “gato” como
para as particulas idénticas, bastando considerar

K(t) = M) +21; G(t)=K(t)™ -

x=(pq); Xo=(po,q); A=2m2h(1+ e 2K
no primeiro caso e

X = (p1, P2, 1, %2);  Xo = (Po, —Po, G0, —Go); A =217 h2(1 + e~

no segundo.

5.4 Graficos

Vamos tomar inicialmente o caso unidimensional de uma superposicao de
dois estados coerentes evoluindo sob uma hamiltonia de oscilador harmonico
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e reservatorio de fétons térmicos [44] dado por:

1 .
s = U pi] + 1T+ 1)(2ap,a’ = alap, = pyala)+
+v7m(2a'psa — aalp, — psaa’)
(5.75)

Temos entao w

=50+

e as matrizes que compdem M(t) dadas por 17 = (i\/y(m +1)/2, \/vy(m+1)/2)

e 1l = (—i\/yn/2, \/7n/2). Neste caso M(t) é diagonal e dada por:

2n+1)(1—e)
2

as demais matrizes vao ser diagonais também:

My (t) = —IM()J = x(£) 1; M) = —My(~1) = —x(~1) 1 = (1) 1

K(t) = M(t)"' +21 = (M) 1.

H(x)

M(t) = 1= (1)1, (5.76)

X(t)
A evolucao temporal serda dada pela seguinte expressao:
2 X_t'X_t+X0'X0>
Wix,t) = exp | — — X 5.77
0= o) (o 57D

x{ h( 2X0 - X_¢ )+ ( (Q)Z(t)—l)xo-x0> ( 4xy-X_y >]
cosh | ——— exp | — cos | ———— | | .
ex®+Dr) TP\ @ + DA (2X() + Dh
A positividade é garantida quando a exponencial modulando o termo
oscilatério for menor que 1. Para isso,
2Y(t) —1=02n+ 1" -1)-1>0

que é garantido se:

1 1
tz;m(H%H), (5.78)

em conformidade com o que foi proposto anteriormente em (5.59). Para o
estado inicial escolhido, correlagoes quanticas se manifestam pelo termo osci-
latério presente entre as duas Gaussianas. O maximo deste termo oscilatério
ocorre na origem do espaco de fases e indica que o estado é autoestado do
operador paridade. A medidada que o sistema perde coeréncia entretanto,
este termo tende a desaparecer. Um indicativo das correlagoes quanticas
para este estado é portanto a paridade da funcao de Wigner na origem. A
seguir sao mostrados graficos que ilustram o processo de decoeréncia dado
pela evolucao nao unitaria do estado inicial de gato.
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t=0w™?

0.628319 w™*

Figura 5.1: Funcao de Wigner do estado de gato, tempo mostrado acima de
cada grafico. gy = 52, py = 0,T = lkp/hw,y = 0.0lw, tp = 37.988w "
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1.25664 w1

1.88496 w !

Figura 5.2: Funcao de Wigner do estado de gato, tempo mostrado acima de
cada grafico. gy = 5h"/2,pg = 0,T = lkg/hw,y = 0.0lw,tp = 37.988w ™"
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251327 w™t

3.14159 w !

Figura 5.3: Funcao de Wigner do estado de gato, tempo mostrado acima de
cada grafico. gy = 5h"/2,pg = 0,T = lkg/hw,y = 0.0lw,tp = 37.988w ™"
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t=0w™?

0.15708 w1

Figura 5.4: Funcao de Wigner do estado de gato, tempo mostrado acima de
cada grafico. gy = 5h"/2,pg = 0,T = 1kg/hw,y = 0.1w, tp = 3.7988w "
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0.314159 w1

0.471239 w1

Figura 5.5: Funcao de Wigner do estado de gato, tempo mostrado acima de
cada grafico. gy = 5h"/2,pg = 0,T = 1kg/hw,y = 0.1w, tp = 3.7988w "
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0.628319 w™*

0.785398 w1

Figura 5.6: Funcao de Wigner do estado de gato, tempo mostrado acima de
cada grafico. gy = 5h"/2,pg = 0,T = 1kg/hw,y = 0.1w, tp = 3.7988w "
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(mh)W(O,t)
11
0.8 |
0.6
04t
0.2

0.5 1 15 2 2.5 3

-0.2 ¢

Figura 5.7: Paridade do estado de gato. qo = 5h"/2,py = 0,T = lkp/hw,y =
0.0lw,tp = 37.988w!

(rh)W(O,1)
1 c

0.8
0.6
04
0.2

0.5 1 15 2 2.5 3

-0.2 ¢

Figura 5.8: Paridade do estado de gato. ¢o = 5h"/2,py = 0,T = lkp/hw,y =
0.1w,tp = 3.7988w ™!
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Para tratar agora do sistema com dois bdésons idénticos, vamos generalizar
o reservatorio usado anteriormente no caso de uma dimensao e considerar a
seguinte equacao para evolucao temporal de py:
. Lo _ b f
s = %[H, ps| + (1 + 1)(2a1p5a1 — ajaips — psajar)+
7 (2a] psar — aralps — psaral) +
+79 (79 + 1)(2a2,08a£ - agans - psagag) + (5.79)
+9Tia (25 psaz — azalp, — pyasal) .
O termo dissipador nessa equacao permite acoplamento distinto com cada
uma das particulas. Para que a evolucao temporal preserve a condigao de
indistinguibilidade, devemos ter 7, = v5 e 1 = Mip. A seguir sao mostrados os
graficos da paridade da fungao de Wigner para o caso das particulas idénticas.
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(rh)W(O,t)
1

08|
0.6
04|
0.2

0.5 1 15 2 2.5 3
-0.2 ¢

Figura 5.9: Paridade de duas particulas idénticas. A = 0.8976, ¢ =

102 py =0, Ty =Ty = lkg/hw, 11 = 72 = 0.01w.

(rh)W(O,t)
11
0.8 |
0.6
04|
0.2

0.5 1 15 2 2.5 3

-0.2 ¢

Figura 5.10: Paridade de duas particulas idénticas. A = 0.8976, ¢y =

1h1/2’p0 = 07T1 = TQ = 1]{3/7’7/@0771 =Yy = 01w.
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(mh)W(O,t)
11
0.8
0.6
04 |
0.2}

0.5 1 15 2 2.5 3

-0.2;
(mh)W(O,t)

0.05 0.1 0.15 0.2

-0.2}
Figura 5.11: Paridade de duas particulas idénticas. Em baixo: detalhe da

regido com t < m/15 do grafico a cima. A\ = 0.8976, o = 1h'/%,py = 0, T} =
Ty = 1kg/hw,y1 = 0.1w, v, = 10 %w.
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(mh)W(O,t)
1

0.8 |
0.6
04t
02}

0.5 1 15 2 2.5 3

-0.2 ¢

Figura 5.12: Paridade de duas particulas idénticas. A = 0.8976, ¢y =
1h1/2>P0 =0Ty =1, = 1k?B/iwi,% =72 = 10~ 5w.

(rh)W(O,t)
1

0.8 |
0.6
04t

0.2

0.5 1 15 2 2.5 3

-0.2 ¢

Figura 5.13: Paridade de duas particulas idénticas. A = 0.8976, ¢ =
1h12 py = 0, Ty = Ty = 1kg/hw, 1 = 0.019w, 75 = 0.001w.
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A perda de coeréncia ocorre independente de se preservar ou nao o carater
de particulas idénticas. Percebe-se, entretanto, que a perda de coeréncia é
maior quando o reservatorio nao preserva a indistiguibilidade das particulas,
como mostra as figuras 5.11-5.13. Para entender melhor o que ocorre no caso
das particulas idénticas, vamos usar o sistema de coordenadas do centro de
massa e das coordenadas relativas.

O estado coerente |qp, —qo ), com ¢y real, pode ser escrito da seguinte
forma:

1o, . .
|QO7 —CJO> = eXp{—%(Pl —pQ)} |070> . (5-80)

Reescrevendo o operador deslocamento na base das coordenadas relativas,
i .
| g0, =G0 ) = eXp{—Q?p} 10,0) . (5.81)

Para obter agora o estado coerente | gy, —qo ) na base dos autovetores de Re
r, dados por:

RIX)=X|X);  #lx)=xIx), (5.82)
podemos usar a relagao de completeza
/dde|X,X><X,X\:1 (5.83)
e entao fazer:
=) = [ dXdxexp(=25} | Xx) (Xox[[0,0) . (89

Se | q1, g2 ) representa um estado produto de autoestados dos operadores §;
e Go, 1t0 6, |q1,q2) = | 1) ®|q2) com ¢ |q;) = ¢;i|q;), i = 1,2, temos as
relagoes:

(Xox| a,02) =0(X +x/2 = q1)6(X = x/2 = @), (5.85)

(Xox| q1,02) = 0(X — (@1 +42)/2)0(x — (¢1 — @2)) , (5.86)
podemos escrever:

a0, —0) = exp{~209) [ dXdS@E00 [ X) . (8D
Entao ,

0. —0) = exp{~209) [ dXDS@E0 1 X) . (589
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190 . |~ &
a0, —a0) = exp{-2-"p}|0,0) , (5.:89)

com ’ 0 > representando uma Gaussiana na origem do sistema de coordenadas
relativas ou do centro de massa. Podemos portanto escrever:

|QO>_(]0> = } (N]aQNqO> . (590)
Dessa forma, o estado coerente simetrizado se toma uma forma produto na
base do centro de massa/coordenadas relativas,

| g0, —q0) + | —q0,q0) _ ’6>® (’2~(Jo>+ } _QNQO>>
N N N ’
O Imesmo acontecendo com p:

(5.91)

Po = pPcm @ Per - (592)
Se o reservatério atua apenas nas coordenadas do centro de massa, p mantém
essa forma produto:

dp 1 1
pri Pl = o (Z 2L;pen LY — LiLjpear — IOCML;r‘Lj> ® per - (5.93)
j

Olhando agora para a fungao de Wigner desse produto teremos
Wi(x) = W (r. )W (R, P) (5.94)

e apenas a parte do centro de massa irda perder coeréncia. Reescrevendo o
operador de Lindblad para determinar os termos de decoeréncia do centro
de massa e definindo v = 2«

Br=2n(l—e ") +1, (5.95)
X = (P, R) s Xt = e_athX = (Pta Rt) s Rt = eXp {2JHt} s (596)

podemos escrever a evolucao temporal nesse sistema de coordenadas como
sendo: ) )
Wt(X) = Wt(l) (T, p)— exp {—ﬁ(P{t + R2t)} . (597)
t t
Vemos entao que a funcao de Wigner do centro de massa é uma Gaussiana
que se alarga. Se a paridade inicial é dada por W (0), vemos que a Gaussiana
do centro de massa faz com que a paridade no tempo ¢ seja menor por um
fator 3; !, isto é:
1
W, = gWO(O) . (5.98)
t
Podemos assim entender a perda da coeréncia sem que o carater indistiguivel
das particulas seja violado. Tragando-se o grau de liberdade do centro de
massa para obter apenas a parte das coordenadas relativas, vemos que esta
serd um estado de gato que preserva as correlacoes.
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Capitulo 6

Conclusao e Perspectivas

Ainda que o limite classico da mecanica quantica nao seja algo trivial, em
muitos casos ele é bem definido e possui interpretacao direta. Apresentamos
neste trabalho uma analise do comportamento de sistemas quanticos que
possuem limite cldssico bem definido. No capitulo 3 foi estudado o modelo
quartico com 1 e dois graus de liberdade. Utilizando-se de uma aproximagao
semiclassica foi possivel obter a evolucao temporal quantica de valores médios
mediante sucessivas aproximagcoes a partir do resultado classico. Este modelo
serviu também como teste para a eficiencia da aproximacao no calculo de
valores médios no limite classico. A eficdcia da aproximacao neste caso foi
consistente com a forma pela qual ela foi definida.

Para o oscilador quartico duplo, procedeu-se com o calculo de valores
médios de forma andloga, tendo sido confirmada novamente a eficacia da
aproximacao. Com estes resultados ja estabelecidos, usamos a aproximagao
para o calculo do entrelacamento dos dois graus de liberdade. Apesar de obter
resultado aparentemente satisfatério, a convergéncia da aproximacao no caso
da determinacao do estado exato se mostrou lenta, deixando dividas quanto
a eficacia da aproximacao no calculo de outras grandezas quanticas além
dos valores médios de observaveis. Uma possivel continuidade do trabalho
de se investigar a aproximagao poderia usar o método de propagadores de
estados coerentes para avaliar as dificuldades referentes a convergéncia da
série no que diz respeito a funcao de onda. Um possivel aprimoramento da
aproximacao semiclassica nao seria descartado.

No capitulo 4, tendo estabelecido nossa confianca nas reais possibilidades
da aproximacao, foi possivel usa-la para o calculo de valores médios do mo-
delo de Dicke. Um limite classico para este modelo é bem definido em termos
de variaveis intensivas e foi possivel, através da aproximacao semiclassica,
obter as correcoes a esse limite. As correcoes obtidas sao inversamente pro-
porcionais ao tamanho caracteristico do modelo, que é o niimero de atomos.
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Percebeu-se também uma forte dependéncia dessas correcoes com o estado
classico inicial e da constante de nao linearidade do modelo, o que é per-
feitamente compreensivel em se tratando de um modelo cuja hamiltoniana
classica é cadtica.

Finalmente, no capitulo 5 estudamos a representacao de Weyl da mecanica
quantica. Deduzindo-se uma equacao para a evolucao temporal da funcao de
Wigner, vimos inicialmente como a representacao em espago de fases pode
ser util para se fazer um paralelo entre as descrigoes cldssica e quantica de
um modelo. No caso de uma hamiltoniana quadratica por exemplo, vimos
que as duas evolucoes sao equivalentes. A seguir, usamos a formulacao de
Lindblad para descrever a evolucao de sistemas quanticos abertos e, através
da representacao de Weyl, fizemos a evolucao temporal de um sistema de
duas particulas acopladas a um reservatério e interagindo através de uma
hamiltoniana quadratica. Foram obtidas também condicoes para que fosse
preservada a indistiguibilidade das particulas pela evolucao temporal do sis-
tema aberto. Mostrou-se que, para operadores de Lindblad obtidos como
combinagoes lineares dos operadores do sistema, a condicao suficiente e ne-
cessaria para que isso ocorra ¢ que o acoplamento com o reservatorio seja
feito exclusivamente através das variaveis de centro de massa. Finalmente,
foi possivel obter a evolugao onde a indistiguibilidade é preservada e observou-
se perda de coeréncia relacionada ao grau de liberdade do centro de massa.
Essa descricao é de fundamental importancia se queremos obter um limite
classico consistente com o que é observado na natureza.

O uso da representagao de Weyl surge como um método promissor para
o estudo do limite classico da mecanica quantica, tanto do ponto de vista
interpretativo quanto na praticidade para obtencao de resultados. Contando
com um nivel de rigor adequado, este método [45] amplia bastante as pos-
sibilidades de pesquisa na area do limite classico e pretende-se aprofundar
em seu estudo, pois o que foi explorado até agora constituiu apenas uma
introducao ao assunto.
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Baixar livros de Literatura

Baixar livros de Literatura de Cordel
Baixar livros de Literatura Infantil
Baixar livros de Matematica

Baixar livros de Medicina

Baixar livros de Medicina Veterinaria
Baixar livros de Meio Ambiente
Baixar livros de Meteorologia
Baixar Monografias e TCC

Baixar livros Multidisciplinar

Baixar livros de Musica

Baixar livros de Psicologia

Baixar livros de Quimica

Baixar livros de Saude Coletiva
Baixar livros de Servico Social
Baixar livros de Sociologia

Baixar livros de Teologia

Baixar livros de Trabalho

Baixar livros de Turismo
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