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Resumo

Cordas Zj. do tipo BPS em teorias ndo-Abelianas sao discutidas, sobretudo no quadro de
teorias N = 2 supersimétricas. Derivamos as condigoes de BPS necessarias para a sua ex-
isténcia e mostramos como estas sao consistentes com as equacgoes de movimento num limite
particular, além de mostrarmos como um quarto das transformacoes supersimétricas desa-
parece neste limite. Procedemos por analisar as solugoes do vacuo para que o primeiro grupo
de homologia seja 7, assim garantindo a possibilidade da sua existéncia. Logo consideramos
a sua solucao explicita e a sua relagao a solucoes explicitas nao-analiticas, e calculamos a
tensao da corda. Concluimos por considerar as possiveis fases da teoria, e comparamos o
nosso padrao de quebra de simetria, G — Gs — G4, a resultados jd conhecidos.

Na segunda parte desta tese, consideramos uma formulagao multi-simplética de reducao
dimensional, e particularmente a sua aplicacao com respeito a redugao de Legendre. For-
mulamos um ansatz para a forma de Cartan da teoria reduzida no caso onde a variedade
original tem a forma M x G (G um grupo), onde o grupo de isometria é unimodular. Baseado
neste ansatz, deduzimos os requisitos de consisténcia quando faz-se a redugao sobre mais do
que uma dimensao, e mostramos que uma reducao de Legendre somente pode ser associada
com um setor Abeliano do grupo de isometria. Continuamos por calcular a forma de Cartan
para uma variedade de coset representativo (S2) para mostrar como os mesmos requisitos de
consisténcia surgem. Consideramos o nosso requerimento de consisténcia em teorias gravita-
cionais dinamicas.



Abstract

BPS 7, strings are discussed in non-Abelian theories, particularly in the framework of
N = 2 supersymmetric theories. We derive the BPS conditions required for their existence
and show how these are consistent with the equations of motion in a certain limit, as well as
show how only one quarter of the supersymmetric transformations vanish in this limit. We
proceed to analyze the vacuum solutions such that the first homology group is Zj, allowing
for the existence of strings, consider their explicit solution and their relations to known (but
non-analytic) solutions, and calculate the string tension. We conclude by considering the
various phases of the theory, and relate our symmetry breaking pattern, G — Gg — Gy, to
known results.

In the second part of this thesis, we consider a multisymplectic formulation of dimensional
reduction, especially as it applies to Legendre reduction. We formulate an Ansatz for the
Cartan form of the reduced theory in the case where the original manifold is of the form
M x G (G a group), where the isometry group is unimodular, and based on this form we
derive consistency requirements when reducing more than one dimension, and we show that
Legendre reduction may only be performed over an Abelian sector of the isometry group.
We further calculate the Cartan form on a particular coset manifold (S?) and show how the
same consistency requirements emerge. We also briefly consider our consistency requirement
in dynamical gravitational theories.
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Introducao e Motivacoes

A tese é dividida em duas partes: a primeira trata de solugbes de cordas tipo BPS em
teorias nao-Abelianas, e a segunda trata de possiveis extensoes de reducao de Legendre e um
tratamento multi-simplético de redugao dimensional. Embora estes assuntos sejam bastante
diferentes, os conceitos e a ferramenta matematica realmente nao sao tao divergentes: grupos
e as suas representacoes, cosets, N = 2 supersimetria, extensoes centrais, termos topoldgicos,
etc. tomam um papel central em ambas teorias.

A importéancia de cordas (como solucoes topoldgicas em teorias de gauge [15]) tem sido
enfatizada bastante na fisica de hoje. As aplicacbes em confinamento continuam a motivar
muitos trabalhos recentes, baseados frequentemente nas idéias originais de [16], onde cré-se
que o confinamento é uma generalizacao dual nao-Abeliana do efeito de Meissner. Além disto,
fora das suas aplicagdes conhecidas em supercondutores [17], cordas parecem desempenhar
um papel importante com respeito a formagao de galdxias [18,19].

Cordas satisfazendo condigoes de BPS sao particularmente interessantes na fisica. Elas
satisfazem equacoOes diferenciais da primeira ordem, assim facilitando a sua andlise, em vez
de equacgoes de movimento da segunda ordem. Adicionalmente, a existéncia destes objetos
topolégicos em teorias supersimétricas e a sua relagao com a dualidade [6] tem sido outra
motivagao importante para estuda-los com mais detalhe.

Numa teoria de Yang-Mills com grupo de gauge arbitrario semi-simples quebrada por um
escalar na representacao adjunta, conhecem-se as solugbes BPS dos monopolos [20]. Nao
obstante, a situacao para cordas é diferente. Embora conhecam-se as solugoes BPS para
um grupo Abeliano quebrado ao seu centro Z [21,22] (e em mais alguns casos [23,24]), as
solucdes BPS no caso de uma teoria de Yang-Mills quebrada a um grupo de gauge semisimples
nao-Abeliano néo parecem ser muito conhecidas na literatura e vao ser o nosso objetivo na
primeira parte neste trabalho. Mas, contrariamente aos casos Abelianos, as nossas cordas vao
ser associadas aos elementos de algum grupo Zj; em vez de Z.

Relacionados ao nosso trabalho, e formando em parte uma motivagdo para 0 nosso es-
tudo, sdo os trabalhos de Seiberg e Witten [6], onde considera-se uma teoria Yang-Mills
supersimétrica N = 2 com grupo de gauge SU(2). Exigindo que os termos supersimétricos F
e D sejam nulos, é fcil ver (pelo menos classicamente) que o grupo de gauge é quebrado ao
grupo U(1) no espaco médulo, e com mais trabalho vé-se que monopolos sem massa aparecem
neste ponto, além de um termo de massa quebrando N = 2. Nesta teoria efetiva, o grupo U(1)
é quebrado ao grupo Z, solugoes de cordas Abelianas aparecem, e cré-se que confinamento
é produzido. ApOs este resultado interessante, muitos trabalhos sairam generalizando este
resultado [25] onde a teoria efetiva tinha um grupo de gauge U (1)rankG quebrado a seu cen-
tro discreto. Mas néo consideravam o caso de um grupo quebrado a um grupo nao-Abeliano
semisimples, e assim nao continham o grupo SU(3) x U(1). De certa forma, em termos do
trabalho de Seiberg e Witten, o nosso trabalho pode ser visto como uma teoria efetiva onde o
grupo de gauge é nao-Abeliano e semi-simples, permitindo um grupo residuo SU(3) x U(1).

Entao, na primeira parte da tese, comegamos por revisar brevemente as cordas abelianas
tipo BPS, incluindo as suas solugoes, tensoes, etc. que vao ser generalizadas ao caso nao-
Abeliano da mesma forma. Seguimos por introduzir a nossa teoria, que vai ser a parte bosoénica
de uma teoria supersimétrica N = 2 de Yang-Mills com matéria em quatro dimensoes, onde
o campo de gauge S estd na representagao adjunta, e onde a matéria ¢ (com massa p) estd
numa representagao especial motivada pelo trabalho de [1], garantindo a possibilidade de
cordas Zj. Vamos propor as condicoes de BPS parecidas ao caso Abeliano, e mostrar que



elas sao consistentes com as equagoes de movimento somente no caso onde um parametro de
massa, m, seja nulo, e mostramos que um quarto das transformacoes de supersimetria sao
nulas neste caso. Terminamos por considerar as solu¢tes das condigoes BPS, e brevemente
consideraremos como muda a fase da teoria quando mudamos o parametro m.

As nossas contribuigoes a esta parte da tese, além de sugestoes de como definir os vinculos
de BPS, fazer e verificar contas, etc., eram sobretudo as contas relacionadas com supersimetria,
notamente secoes 1.2.1 e 1.2.3.

Na segunda parte da tese, vamos reformular reducao dimensional em termos multi-simpléticos.
O método de reducao dimensional existe ja desde os trabalhos originais de Kaluza e Klein.
Estes métodos tém sido cruciais para a fisica de hoje, sobretudo nas teorias de supergravi-
dade e a teoria de cordas. E mesmo uma reducao dimensional “trivial” onde os campos
simplesmente nao dependem da dimensao adicional pode dar um resultado nao trivial. Neste
contexto, a idéia de aplicar reducao dimensional a teorias supersimétricas para achar super-
simetrias estendidas tem sido utilizado bastante, em grande parte devido ao trabalho de Joél
Scherk [7].

Nos finais dos anos setenta, achou-se uma modificagdo do método de Kaluza Klein para
reducao dimensional por Scherk e Schwarz [38], que tem recebido bastante atengao, sobretudo
recentemente. Na mesma época apareceu outro método de fazer reducao dimensional que os
autores chamaram de “redugao dimensional de Legendre” [43]. A aplicacdo deste método
a uma teoria supersimétrica on-shell em D + 1 dimensoes era capaz de gerar uma teoria
supersimétrica off-shell em D dimensoes. Um resultado quase imediato foi a sua relagao com
um novo supermultiplet, o vetor-tensor supermultiplet.

Este ultimo tipo de reducao dimensional parece cair fora das formulagoes de reducgao
dimensional conhecidas na literatura. Assim, o nosso objetivo original deste trabalho era
ver se seria possivel generalizar o método de reducao de Legendre de alguma forma. Para
isto, precisdvamos de varios conceitos de teorias multi-simpléticas. O desenvolvimento de
teorias multi-simpléticas usando geometria e formas diferenciais avancou bastante nos anos
setenta [53], e o leitor pode ver que a nossa formulacdo é uma hibrida de [27] e [26], e
varios conceitos e resultados essenciais para a nossa formulacao multi-simplética acham-se em
capitulo 2.

De certo modo, a nossa reformulacao de reducao dimensional em termos multi-simpléticos
d4 um resultado negativo quanto a reducao de Legendre: fora uma possivel extensao discutida
em secoes 3.1.3 e 3.5.1, uma redugado dimensional de Legendre que possa ser aplicada a gerar
teorias off-shell de supersimetria deve proceder somente como ja sabe-se fazer. Mas, em
pesquisando isto, achamos um quadro geral de descrever todos os tipos de reducao dimensional
mencionados acima (pelo menos para teorias onde tem-se uma métrica tipo background). Dos
nossos resultados, baseados nos métodos de teorias simpléticas, vé-se claramente que seria
dificil que outra maneira de fazer uma reducao dimensional existisse e, em particular, outras
formas de reducao de Legendre. Por outro lado, a nossa andlise nos d4 uma visao mais clara
das possiveis extensoes de reducao dimensional, e pode ser que seja 1til para, por exemplo,
um tratamento de dualidade.

Assim, procedemos na segunda parte da tese da seguinte maneira: comegamos por revisar
brevemente os conceitos uteis do formalismo multi-simplético, seguido por uma revisao de
reducao dimensional de Legendre, e logo consideramos as possiveis generalizacoes a mais do
que uma dimensao. Continuamos por introduzir as idéias bésicas de reducao dimensional sobre
variedades multi-simpléticas e a importancia dos vetores de Killing, seguido por um ansatz



para a forma de Cartan da teoria reduzida. Ao considerar redugao dimensional sobre mais
do que uma dimensao, vemos como surgem vinculos que tém que ser satisfeitos pela teoria
original para que a reducao possa ser efetuada. Concluimos este capitulo por brevemente
considerar a reducao dimensional de uma teoria gravitacional dindmica, e mostramos como
o ansatz normalmente considerado na literatura para a forma do vdcuo é compativel com a
nossa condicao de reducao dimensional.

Continuamos por considerar o espaco interno como um grupo, e mostramos que o nosso
método de reducao dimensional somente pode ser valido no caso de um grupo unimodular, e
que uma reducao dimensional de Legendre nao é possivel neste caso. Em seguida, consider-
amos um coset representativo, S2, e propomos a forma de Cartan da teoria reduzida (além
de propormos a forma de Cartan reduzida para outros cosets). Mostramos que os mesmos
vinculos aparecem como no caso de um espago interno de um grupo, assim impedindo reducao
dimensional de Legendre neste caso também.

Em termos de contribuicoes, fora da introducgéo ao formalismo multi-simplético, capitulo
2, esta parte da tese tem sido inteiramente nosso trabalho, incluindo a escolha do mecan-
ismo multi-simplético como sendo o formalismo mais adequado para descrever a reducao de
Legendre, os varios ansatz para a forma de Cartan reduzida, etc.



1 Cordas BPS

A inspiragao inicial da obtengao de cordas ndo-Abelianas do tipo BPS foi o artigo de Olive e
Turok [1]. Nele, os autores consideraram uma teoria com um grupo (compacto) de gauge G
quebrado por um campo de Higgs ¢ numa representacao particular tal que cordas pudessem
surgir. De [1,2], também vé-se que o0 mesmo mecanismo funcionaria com a adigao de um campo
S na representacao adjunta. Por outro lado, a parte bosonica de uma teoria N = 2 super
Yang-Mills tem o mesmo contetido: um campo S de gauge na representagao adjunta, e campos
¢ numa representacao arbitraria. Assim, considerando a parte bosénica de N = 2 super Yang-
Mills com um campo ¢ nesta representacao particular, esperamos obter as condi¢oes de BPS
para as cordas que poderiam surgir [3].

Na primeira secao, refazemos o calculo famoso de vértices no caso Abeliano, introduzindo
o mesmo método de resolver a energia, etc. da corda que utilizaremos no caso nao-Abeliano.

1.1 Teorias Abelianas

Vamos procurar uma solugao estatica de um campo ¢ numa teoria de quatro dimensoes onde
. .. . 1 % ~

a Lagrangiana vai incluir os termos 50,¢*0"¢ — V(¢). Queremos achar uma solugao ¢ que

tenha uma simetria cilindrica ndo dependendo de z3, onde efetivamente temos uma teoria em

trés dimensdes. Assintoticamente quando a coordenada radial p — oo (p = +/(21)? + (22)2),

queremos que o campo ¢ tenha a forma

6| = a— ¢ = ae™® (1.1.1)

onde (3(f) pode ser uma funcao multivalor. Mas, visto que ¢ é uma funcdo que somente pode
tomar um valor, entao

B(0+2r) — f(0) =2mn , onde n € Z; (1.1.2)

¢ é uma representacio do grupo U(1), cujo espaco é um circulo S*.

Do teorema de Derrick [4], no caso onde a dimensao é maior do que dois, sabemos que
somente existem solucdes triviais para esta Lagrangiana. Assim, vamos modificar ligeiramente
a teoria para incluir um gauge de U(1):

1
4
onde a derivada covariante é definida como D,¢ = 0,¢ + igA,¢. O limite desejado na
periferia (1.1.1) pode ser obtido através do mecanismo de Higgs contanto que escolhamos
V(@) corretamente.

A fronteira p — oo é um circulo S'. Por outro lado, ¢ é uma representacio do grupo
U(1). Assim, vemos que ¢ é um mapeamento ¢ : S* — S1. Desta forma, asseguramos que o
primeiro grupo de homotopia néo seja trivial':

1
L=~ FwF"™ +5Du6"D"6 ~ V(9),

771(51) = Za

e uma corda vai ser representada pelo valor n.

No caso de um U(1) compacto, o centro pode ser um grupo Zj, por exemplo o grupo Zz no caso de
supercondutores. Neste caso, o primeiro grupo de homotopia também pode ser Z, por exemplo m1(U(1)/Z2) =
Z.



Vamos procurar o vacuo da teoria, e calcular a energia da corda. Neste referencial, con-
sideramos que vérias componentes de E e B sdo nulas: E' = B! = B2 = 0, e, j4 que
Ag = A3 =0, temos Do = D3¢ = 0 também. A energia total por unidade de largura, ou a
tensao da corda, é simplesmente

_ 2 l 2 l 412
T_/dx[2B +5|Didl* + V(9)|

onde? i = 1,2 e B = —Fyj5. Vamos também considerar que V(¢) > 0, o que garante que
T > 0. Para que a corda tenha tensao finita quando p — oo, os campos devem satisfazer as
equacoes de vacuo

Dy =
Vig) =
Fo =

o O O

(1.1.3)

A tltima condigao, F),, = 0 ¢ facil satisfazer: se A, fosse um gauge puro, entao automatica-
mente F,, = 0. Isto vai sair automaticamente dos seguintes argumentos.
Utilizando as identidades

[D1+¢]" [Drd] — D1 — [Dagp|* = = |ie;;0; (¢*D;) + qFia |¢|2] (1.1.4)
/dzxeijal- (¢*D]¢) = 0, (115)

(onde definimos Dy = Dy +iDy e D_ = D; — iDs) e gragas as condigoes (1.1.3), podemos
escrever a energia T' como

1 1 1
T = /d% [532 +5 D¢ + 5B 6|* + v}

v

/d% BBZ + %B (6"6 — X) £ gBX + v]

v

1 1 2 2
/d%c{5 [Bi 5q(¢*¢—X)] + %BX - % (¢*¢—X)2+V} .
Vamos tomar® X =a%e V > ¢?(¢*¢ — X)?/8. Assim,
2 L L 2
T> [ dx iiqa B :iiqa ®, ondeo fluxo &= | d°zB = — ¢ dl; A;.
De (1.1.3), vemos que quando p — o0

l
€T
. B a@ﬁv
qp

] 1
Di¢p=0 — AiZéqﬁ_laﬂb:—; i3 =

2Note que V = pd, + 0(1/p)ds, V> = (1/p)8,(p8,) + (1/p*)D2 no caso sob consideracao.
3Na realidade, basta considerar que V satisfaca V > ¢*(¢*¢ — X)?/8, e V = ¢*(¢*¢ — X)?/8 seria uma
condigao BPS.



(um gauge puro) junto com a condigao (1.1.1). Da equagao (1.1.2) isto indica que

2
o="p. (1.1.6)
q
Desta forma
T > a®n |n|

e 0 “bound” é saturado quando
Di¢p= (D1 +iDy)¢p = 0,
1 * 2
V=g¢'o-a®?s

onde usamos um “+” quando n > 0 e um “—” quando n < 0. A teoria com este potencial é
a parte bosonica da teoria de N = 2 SQED. Portanto, vemos que as condi¢oes BPS impoem
que a teoria seja supersimétrica.

De (1.1.6) segue a seguinte condi¢ao de quantizagao

q® =27mn,

que é muito parecida a condicao para a carga magnética.
Um ansatz tendo simetria cilindrica é

¢(0,p) = af(p)e™, (1.1.7)
Ai(0,p) = q—[ﬂﬁz‘jiﬂjg(ﬂ),

onde n é um numero inteiro nao nulo. Assim, consideramos a seguinte condigao para o “bound”

g(oo) =1 = f(c0),

para recuperar a configuracao (1.1.1) quando p — oo com () = nf. Na origem, consideramos
a condicao sobre a fronteira

9(0) = O(p?) e f(0) = O(p").

A primeira condi¢ao nos garante a regularidade de A; no ponto p = 0. A segunda condigao
vem do fato que a vorticidade n requer que ¢ tenha que ter n nulos. Inserindo este ansatz
nas condigoes BPS, um conjunto de equagoes diferenciais da primeira ordem sai:

2a2
Jo) = FL (P -1) .
flp) = i%(l—g(p))f(p)- (1.1.8)

Que estas equagoes tém solugoes (nao analiticas) é conhecido na literatura, e tém-se estudado
algumas das suas propriedades [5].



1.2 Teorias Nao-Abelianas

De certa forma, o caso nao-Abeliano segue numa maneira andloga ao caso anterior. Lem-
brando que os campos de gauge sao simplesmente veiculos para encontrarmos solucées nao
triviais de ¢ (equagao (1.1.1)), o resultado que sai daqui serd nao trivial: a representacao de
¢ nao pode ser uma representacao qualquer no caso nao-Abeliano, sendo deve conter o estado
|kAy), onde k é um ndmero inteiro, k > 2, e onde Ay é um peso fundamental arbitrario. Este
estado surge em vérias representagoes, por exemplo na representagao que denotamos Ry,
que possui |kAy) como peso maximo. Também aparece no produto tensorial Ry » ®...®Ry,

(k vezes) que denotamos R}f’%, ou a parte simétrica deste produto, Rzzin. E justamente este

dltimo caso quando £ = 2 que corresponderia a representagao de um condensado de dois
férmions na representacao fundamental.

1.2.1 Motivagao: N = 2 Super Yang-Mills com Matéria

O leitor pode ver que a forma da nossa Lagrangiana, onde pode-se ter cordas BPS nao-
Abelianas no caso nao supersimétrico, (1.2.6), é baseada na forma supersimétrica de uma
Lagrangiana de Yang-Mills com matéria, facilitando assim uma ligacao com o trabalho de
Seiberg e Witten [6]. (Embora os trabalhos diferem em alguns aspectos. No trabalho de
Seiberg e Witten, consideram-se cordas em teorias efetivas U(1), que tém propriedades difer-
entes das que devem existir no nosso caso de teorias nao-Abelianas.) Além de nos permitir
fazer esta conexao, um estudo da Lagrangiana supersimétrica enfatiza a importancia do termo
de Fayet-Iliopoulos, que pode quebrar a supersimetria. Vamos ver que, na versao nao super-
simétrica, a constante aparecendo em frente deste termo deveria tomar uma forma especifica
para que cordas Zj possam aparecer.

A Lagrangiana que vamos tomar é dada em [7] e tem a seguinte forma*:

1 . o o= . _
Ly p-soffshell = 5Dud"D!6; + iy Dytp +id" Ny — ipN'6; — (M — 75 N
1 i 1 1
+r | =2 G G + SAYH DA + S D M DM + 5D, ND*N

1- . 1- .
—5)\¢[)\Z,M] - 5)\¢’Y5[)\Z,N] - V, (1.2.1)

onde o grupo de gauge é um grupo semi-simples arbitrario, onde M e N sao campos na
representagao adjunta, e onde ¢; estd numa representacao ainda arbitraria. O potencial V
tem a forma

V= L SO 4 N6+ 60+ u(Giot i — 5iffio + dv)

. 1 1 1
+pudl Mo + tr [ﬁ[M’ NP + §d2} - §Updg5a,o,

onde d? = diT, e onde o tltimo termo é um possivel termo de Fayet-Iliopoulos no caso
Abeliano que incluimos a mao [7].

‘Esta Lagrangiana também é deduzida em [43] de uma reducdo de N =1,D =6 a N =2, D = 5 por uma
reducdo normal, e apés de N =2, D =5 a N = 2, D = 4 através uma redugao de Legendre.



As transformagoes dos campos sobre supersimetria sao [7]

6y = 2,

0 = —iC'f; = (V" D+ M +75N)(' ¢y, (1.2.2)
5fi = 2G(Y"Dy+iM —ins N — 20N ¢; |
0A, = ig:fyu)\i ,

M = i,
SN = iGN,
. 1 . . . -
SN = —iia“”glFW—fy“DM(M—i—fyg?N)(Z—z‘fyg?g’[M,N]—z'g]a? dr, (1.2.3)

6dP = oG DN +iol! GIN, M) + il G [N N

Escrevendo S = M + iN (para que [M,N] = £[S,S1] e 1{S,ST} = M? + N2, onde
D,S = O"S +ie[WH,S], D,ST = 0,57 — ie[ST,WH]) e integrando a Lagrangiana sobre os
campos auxiliares, f; = iug; e di = —%(bTiapijTaqﬁj + %vpéavo, podemos escrever a parte
bosonica V' do potencial V da Lagrangiana acima como

V= [§lSi S| + GDIDI+ GFUR — Sus(S + 8. + 101(5. 5o

Introduzindo um fator explicito® e [8],

Sy 2 42
VSiom) = 5 { (S50 + (6hhaTatn ~ vin) + Ly hom

_%gbiﬂ (5 + ST) bm + 2¢In {ST,S} ¢m} ’ (1.2.4)

onde os termos vpd,0 sao os termos de Fayet-Iliopoulos que podem existir, e que sao atribuidos
a um possivel fator U(1) associado a um gerador 7. Podemos reescrever isto como

V (S, fm) = % ((d}L)2 +(d2)° + (Da)? + F,I,LFm) (1.2.5)

onde redefinimos di, — —edh, e

€ .
D, = 5 (Sblfbcasc) + dz )
F o= eS¢ — pgr,
F, = eS¢y — uops.

1.2.2 O Caso sem Supersimetria

Nesta se¢ao, vamos considerar uma Lagrangiana baseada na parte bosonica da Lagrangiana
aparecendo na secdo anterior, embora aqui vamos considerar somente um campo ¢ e vamos

5Para simplificar as expressoes, escrevemos a constante de acoplamento acompanhando um fator U (1) no
grupo de gauge igual a parte ndo-Abeliana, e, embora néo sejam necessariamente iguais.
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considerar um potencial V' arbitrério (vamos ver que o potencial de N = 2 aparece quase nat-
uralmente). Para podermos fazer comparacoes entre as duas, tentamos manter uma notagao
parecida & notagao supersimétrica no caso nao supersimétrico. Desta forma, vamos escrever
F em vez de Fi; Y, em vez de D,; e X, em vez de v,.

Consideremos a seguinte Lagrangiana em quatro dimensoes:

1 1 1
L=tr {—ZGWGW + §DuSTD“S} + §DH¢TD“¢ —V(S,9). (1.2.6)
Analogamente ao caso Abeliano, vamos considerar uma teoria onde nao ha uma dependén-

cia de 23, onde somente a tnica componente do tensor G, nao nula é Gia = —B. A tensao
sobre a corda neste caso é

1 1
T = /d% {iTr [32 + yDusyQ] +3 1D,o)* + V (S, ¢)}
1 1 1
> /d% {§Tr [32 +|DyS)? + |D25|2] +5 |D1¢)* + 3 |Dagp|® + V (S, ¢)} .

Para que isto seja uma quantidade finita, a configuragdo de campos em p — oo val ter que
satisfazer as condigoes

D,S=Dué = O/,
V(S,¢) = O(1/p%),
B = 0(1/p).

Agora, vamos utilizar as identidades (1.1.4) e (1.1.5) (deixando que ¢ — e) para reescrever
a tensdo, mas vamos usar sinais contrarios para os campos ¢ e S. Assim, a tensao assume a
seguinte forma

T = /dzx {Tr BBQ + % DS ¥ gsf [B,S]} +
1
+5 1D £ 5 (¢'Bs) + V(. ¢>}
1
> / d’x {532 £ 5 (ShifocaSe+ ¢ Tad) Ba+V(S, <z>)}
> [ {G B v Xum - 3R V(S0

> / d* {:FXaBa + <V<s, 0) - %Yf)} )

onde, nas ultimas duas linhas, introduzimos as defini¢tes

== (s f _ me (St 5
Ya_Q(szfbcaSc+¢Ta¢>+Xa, X, = 2< . .

Evidentemente, se estivéssemos considerando um caso supersimétrico, um valor m # 0 daria
massa a parte real do campo de gauge S, quebrando supersimetria N = 2, além de ser

responsavel por uma quebra espontanea do grupo de gauge [7].
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Se conseguirmos impor V (S, ¢) — %YGQ > 0, entao a tensao tera a forma

T > /dzm{:FXaBa} .

Uma corda assim definida serd saturada, ou seja, serd uma corda do tipo BPS, somente quando
satisfaz

Doop = Dsp=DyS=D3S5=0,

Di¢p = 0, (1.2.7)
D:S = 0, (1.2.8)
B,+Y, = 0, (1.2.9)

1
V(S,¢)—§Ya2 = 0. (1.2.10)

Das primeiras condigoes vemos simplesmente que Wy = W3 = 0.
Voltamos a considerar a condigao original: V' (S, ¢) — %Yf > 0. Esta condicao pode ser
satisfeita se V (S, ¢) tem a forma

V(S,¢) = % (Yj + FTF) F=eStod—puo.

Quando m = 0 (entao X, = 0) a forma deste potencial concorda com a parte bosonica do
potencial supersimétrico (1.2.5) de uma teoria N = 2 super-QCD (no caso de um sabor,
e onde ¢ = 0), onde um valor X, # 0 quebraria a supersimetria N = 2. Desta forma,
vemos que a condigdo de BPS, equacgao (1.2.10), onde requeremos que F' = 0, ndo quebraria
supersimetria. Mas, como ja comentamos, se m # 0, a parte real do campo S ganharia massa
e quebrariamos supersimetria.

Temos de verificar que as nossas condicoes BPS sejam consistentes com as equacoes de
movimento de nossa teoria,

ie

(DuGH™), = 5 (6'TuD" 6 = D"6'Tuts — SiifuneD"Se + D" SyifancSe) = 0,

2
D, DV, + eY Ty — € [(S - g) (ST — H) ¢L — 0,

(&

DuD"Si+ ¥ (ifuaeSe = 5 0ua) — €0t (S=E) Tus = 0.

Podemos obter uma condigao parecida com a primeira equagao de movimento por deixar D;
atuar sobre a condicao de BPS B, + Y, = 0. Apds termos utilizado as outras condigoes de
BPS, resulta que

DG+ [D 61 Tag — 61 TaD" 6 — (D”S); if S + Syifane D" Se — o (D"Sq = DVS)] =0,

que ¢ consistente com a primeira equagao de movimento somente quando m = 0.
Do mesmo jeito, das condigoes de BPS, obtemos

0 = D¢Di¢—e(5—g)F
- —DMD“qﬁ:FeGlg(b—e(S—g)F

— —D,D'j— Y, Tup—e (S _ g) F
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0 = DiD+S;—eF Ty
= —D,D'Sg+e(G12S), — eFTyp
= —D,D'Syq—ieYyfaarSy — eFTTyo.
A dltima condicdo, como no caso anterior, é consistente com as equacgoes de movimento
somente quando m = 0. Vamos ver que esta condicao deveria ser interpretada como o limite

m — 0 mais a frente, mas é interessante notar que conhece-se um resultado semelhante no
caso Abeliano [9].

1.2.3 Transformacoes de Supersimetria

Vamos considerar o caso E' = B! = B2 = D3M = D3N = 0. De (1.2.3) sabemos que, neste
caso,

: o® 0 0  So* ie 0  So# : : pi
i s B - T v _ ;) PP
No tltimo termo, a quantidade iCja;’idp no caso i = 1 éi(¢2d +i¢2d?+¢tad?) = i(¢td3+¢%dy)
e no caso i = 2 é i(¢'d! —i¢td? — ¢(2d?) = i(—¢%d® + ¢'d_), onde definimos d4 = d* + id>.
Vamos escrever explicitamente as componentes dos pseudoespinores ¢! e (2 usando (A.1.8).

a
Escrevendo (,; = ( ! >, temos

b;
—’L'CLQ ial
1| —ibe 2 | i
1 2
* *
- )

Desta forma, a mudanca em \* é dada por

—ias(—iB + €[S, 51 — id®) + a1dy — a}D_S

sl — —iby(iB + %515, 8T — id®) + bid; +b; DS
- bi(—iB — %[5, ST — id®) — ibjd, +ibyD_ST |~
—aj(iB — %18, ST — id®) + ia}d, +iasDy ST
ia1(—iB —}—%[S, St +id?) — agd_ —a3D_S
2 = iby (iB + %[S, S1] +id®) — byd_ + b5D, S
b5(—iB — £[S, ST +id3) — ibjd_ — iby D_ST

—a3(iB — £[8, ST + id3) +iajd_ —ia; D4 St

Analogamente, a mudanca em ¢ é dada por (1.2.2), ou

( b >C’+(€ST—M)C1
p = — B D ' Rz
i ( By ) G+ (eS — p)ci
—iD_(aj¢1 + a5da) +i(eST — p)(—aapr + ar¢n)
iDy (b1 + b302) + i(eST — 1) (—bagp1 + b1¢ba)
D_(=bag1 + big2) + (S — 1) (b1 1 + b32)
Dy (—az¢1 + a1¢2) + (eS — p)(—aj¢1 — ajés)

13



Vemos que, no caso onde ag # 0, a3 = by = by =0 (ou onde by # 0, a3 =b; = ag =0), as
condigbes de BPS no limite m — 0 dao dA* = oy = 0. Assim, um quarto das transformagoes
supersimétricas sao nulas para configuragoes BPS.

1.3 Solugoes do Vacuo

Nesta se¢do vamos procurar as solugoes para as equagoes de vacuo das equagoes de BPS. O
trabalho de Olive et al. [10,11] e Olive e Turok [1] servird como base para os nossos célculos
aqui.

E direto obter que a energia total da teoria que estamos considerando é positiva, e que
serd nula somente quando

que sdo as equagoes de vacuo da teoria.

Para obtermos uma tensao finita, 7', os campos tém que assumir os seus valores no vacuo
quando p — oco. Além disto, a existéncia de cordas Zj implica que o grupo G seja quebrado
a um grupo Gy tal que

ﬂl(G/G(b) = Zy,

que é uma condigao necessaria para a existéncia de cordas Zy.

Vamos quebrar o grupo de gauge em duas etapas: uma quebra G — Gg pelo campo S
na representacao adjunta, seguida pela quebra Gg — Gy pelo campo ¢ numa representacao
ainda a ser determinada. A primeira quebra é detalhada em [10,11], e a segunda em [1]. Esta
divisao de quebras também vai ser 1til quando consideramos as possiveis fases da teoria.

Para tratar tudo da forma mais geral, vamos reescrever a dlgebra de Lie de G em termos
dos geradores da subdlgebra de Cartan H; satisfazendo as condicoes H; = HZT e[H;,Hj]=0,e
os operadores de criacdo e aniquilacio E, satisfazendo E,! = E_,, da base de Cartan-Weyl,
onde os « sao as raizes da algebra. Nesta base, podemos escolher os H; e E, de tal maneira
que satisfacam [11] tr(H;H;) = 0i5, tr(EqEg) = datp,0 € tr(HiE,) = 0. Considerando
a representacao adjunta do grupo, podemos identificar |a) com |E,) para que H;|E,) =
|[Hi, Ea]) = «;|Eq). Desta forma, os E, sao autovetores e os « os autovalores. Também
satisfazem [F,, Eg] = 0 se o + 8 nao é uma raiz, e [E, F_,| = - H. Um peso |u) satisfaz
H;|p) = pi|p), e Eqlp) é proporcional a g+ «), etc. e um peso fundamental \; satisfaz
2\ -l [(al)? = 67, Além desta base, frequentemente serd 1til considerar a base de Chevalley,
onde H, = 2(a - H)/a?, assim que [Hy,, Eg] = 2[(8 - @)/a?]|Eg. Outro conceito introduzido
nos trabalhos de Olive et al. é aquele de uma dlgebra de Lie dual (veja [10,11]). Definimos as

raizes duais (as corafzes) como® o/ = 2a'/(a’)? e os pesos fundamentais duais (os copesos

fundamentais) como A\;¥ = 2); /(o).
1.3.1 A Primeira Quebra: G — Gg

Seja ay uma raiz simples do grupo, e seja Ay o peso fundamental correspondente satisfazendo
2)\ - ap/(ap)? = 1. Se o grupo (compacto) original, G, é quebrado por um campo S na

5Note que a nossa convengio é duas vezes a convencio considerada em [10,11].
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representacao adjunta cujo valor no vacuo seja S o< Ay - H, entao o “little group”, G's, é dado
localmente pela expressao G's =“U(1)g x K”, onde K é um grupo semisimples (ou simples)
compacto e o grupo eletromagnético U(1) é compacto e gerado por Q ~ A, - H. Pode-se obter
o grupo K a partir do diagrama de Dynkin, eliminando-se o ponto associado a raiz simples
a. Por exemplo,

50(10) 50(8) SU(2) x SU(4) 50(10) SU(2) x SU(2) x SU(3)

50(10)
e e i A

o

Globalmente, temos que ter um pouco mais de cuidado. Embora localmente o grupo tenha
a forma Gg =“U(1)g x K, os dois grupos tém alguns elementos em comum que estao no centro
de K [11]. Entao, em geral, a estrutura global de um grupo K é dada por K = I~(//<:(K), onde
K éo grupo de cobrimento universal do grupo K, e onde k(K) é algum subgrupo finito do
centro de K, Z(K) [10]. Entéo, o grupo Gg ~ “U(1)g x K” corretamente seria escrito como
Gs = (U(1)q x (K /k(K)))/Z, onde Z é um subgrupo do grupo finito Z(K)/k(K). Em [10],
os autores mostram que k(K) = 1 e determinam que o grupo Z é um grupo ciclico, Z;, com
elemento vy dado por [1,10]
1Z(G)]
1Z(K)|’
onde |Z(G)| é a ordem do centro de G e |Z(K)| é a ordem do centro de K. (A ordem |Z(K)|
¢ igual ao determinante da matriz de Cartan de K [11].) Dessa forma, o vacuo toma os seus
valores em 7o(G/Gg) = 71 (Gg) = Z; e podemos obter monopolos.

vo = exp(2mizNg" - H) =z (1.3.1)

1.3.2 A Segunda Quebra: Gs — Gy

A segunda quebra, considerada em [1], é feita com o campo ¢ na representagdo com peso mais
alto ¢ o< |kAg) (com (kAg|kAy) = 1) que, para os nossos fins, serd a quebra mais interessante.
Assim, o grupo original G é quebrado no grupo

G — G¢ = (Zkl X K)/Zl,

onde Zj; contém o elemento vé/k. Neste caso, m1(G/Gy) = Z, e poderfamos obter cordas Zy,
embora ainda falte mostrar que as condigoes de BPS admitem solugoes deste tipo.

Vamos tomar ¢ = a|kAy) € S = v- H, com a um nimero real e v um vetor real. Ob-
viamente, queremos que v ~ Ay para que S faca a quebra G — Gg. A condicao Y, = 0 ¢
equivalente a

Y,T, = <¢TTG¢) T, + [ST,S] —m (SJ’ST)

O segundo termo é zero, ja que S toma os seus valores somente na subalgebra de Cartan. O
terceiro termo é —muv - H. Lembrando-nos que E,¢ = Eya|kA;) = 0 para o sendo uma raiz
positiva, o primeiro termo pode ser escrito como

tr (¢¢TTG> T, = <¢T Hl-gb) H, + O‘; (¢T Eagb) B = a2k, H.

Assim achamos que

ka?
= —)s. 1.3.2
v=dy (1.3.2)
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A condicdo F' = 0 nos da
0=F=eST¢p—pup=(kev- Ay — palkrs) ,

assim que

v dg = % (1.3.3)

Combinando (1.3.2) e (1.3.3), achamos que

o2 = e
T 12.)2
k:e)\¢

(1.3.4)

Desta forma, verificamos que a equacao de vacuo possui uma solugao da forma

¢ = alkrg),
ka

S = "L, -H,
m

W, = 0,

que produz a quebra de simetria G — G 4.

1.3.3 Particulas de Gauge e as suas Massas

Podemos também calcular as massas das particulas d62 gauge. Assim, vamos expandir os
campos S, ¢ e W, sobre os valores no vacuo: S = Sq—i—%)\(b-H, ¢ = Ppgtalkry), e W, = W,
A contribuicdo nova do termo 3tr(D,STDAS) = $tr[(9,ST — ie[ST, W,])(8"S + ie[WH, S])]
sera

1 ,k?%a* L e?k2at -
56 m2 tr[)\¢ . H,W HW/J’)\¢ . H] = WW Wﬂtr[)\(b . H,Ea”Eﬁ,A¢ . H]
e2k2at
=~ WHWI (A - @) (g - B)tr(EaEp)
62k2a4 « —« 2
= (;) W (- ),

e a contribuido nova do termo $D,¢'DH¢ = (9,41 — iegTW,) (0,6 + ieWH@) vai ser
1 « % j
Seta® [(kA¢IEaE5]kA¢> WEWH 4 (kAg| Hay Ho, [kAg) WﬂWW] ,
mas (kXg|EqEg|kAy) nao é zero somente no caso onde § < 0, a > 0, e f = —a, onde

[Eo, E_o) = a- H. Assim, (kA\g|EqaEglkAg) = ka - Ay (o > 0) e a expressao acima torna-se

1 N
e'a’ (Z k(o - Ag) W W, + k%WfLWW) :
a>0

Somando as duas contribuigoes, encontramos que os termos contribuindo as massas das
particulas de gauge sao

12222 i i
SERENZWLII 4y

[62k2a4
a>0

m2

(Ag - a)? + ke?a*(a - )\¢)WEW“(_O‘)} .
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1.3.4 Quebra de Gauge e o Limite mu ~ Constante

Para podermos obter cordas Zj, precisamos quebrar a simetria de gauge, assim exigindo que
a > 0 em (1.3.4). Por outro lado, para que as condi¢oes de BPS sejam compativeis com
as equagoes de movimento, precisamos que m = 0, e achamos um paradoxo. A solucao é
considerar o caso onde m — 0 e p — oo tal que a seja constante. Este caso é parecido com
o limite considerado por Prasad-Sommerfield [12] onde os autores consideram um potencial
V(¢) = M(¢? — a?)/4 e precisam tomar o limite A\ — 0 para recuperar |¢| — a quando 7 — oo
a fim de quebrar a simetria.

1.4 Solucoes das Condicoes BPS

A fim da tenséo da corda ser finita, na periferia p — 0o, os campos tém que assumir os valores
no vacuo. Podemos considerar uma transformagao geral de gauge g(f) € G dependendo do
angulo 8 sobre o vacuo para obter

Wi0) = — (@ig0) o(0)",
60) = g0)6™,
S(6) = 9(O)5™g(6)" .

com i = 1,2. Embora g(f) siga um caminho pelo grupo G, ele tem que satisfazer a condicao,
i.6 g(0)p¥2C = g(2m)¢VaC, ou seja g(0)'g(21) = g(27) € G4 (tomando g(0) = 1) a fim de
¢ ser “single-valued”. Analogamente & condigao (1.1.2), para obter uma corda nao trivial,
deverfamos tomar g(27) numa componente de G4 nao conectada a identidade [2]. Tomando
g(#) = "M na periferia p — oo, onde M é um gerador de G, teremos

¢(0) = ac™Mkry >,

mS() = ka?eMONy. He M?
_ !
WZ(H) - €p2
Por outro lado temos de verificar que g(27) = e®?™ € G4. Vamos considerar
n )\¢ -H
M= —
k )\i ’

onde n é um nimero inteiro entre 1 e k. De [10] sabemos que A, satisfaz
|

s 1 o|Z(K)]
$TR%Z@)

e desta forma vemos de (1.3.1) que g(27) = vg/k € Gy.
Podemos agora introduzir a dependéncia do parametro p, tomando o ansatz

6(0,p) = [f(p)e™alkXy >,

mS(0,9) = h(p)ka*),- H, (1.4.1)
i J M ,

Wil00) = g)MLr = BO.p) =T d0),

WO(va) = W3(67p):0a
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onde impomos as condigoes f(o0) = g(oco) = h(co) = 1 para recuperar a configuragdo do
véacuo em p — oco. Além disto, consideramos
f(0)=9(0)=0

para que nao surjam singularidades no ponto p = 0.
Colocando este ansatz nas condigoes de BPS, (1.2.7)-(1.2.10), encontramos que:

h(p) = const =1,
n

f'lp) = =g £ ().
2 2

/ dp@ P 2

= F—— -1
g) = F5—[lrF-1],
onde definimos g4 = ek|\y|. Estas relagdes que sdo exatamente as mesmas equagoes e

condigbes de contorno que aparecem no caso Abeliano, (1.1.8), e que Taubes mostrou a ex-
isténcia de soluctes nao triviais. Portanto podemos concluir que a nossa teoria possui solugoes
BPS de cordas Zj, para um semi-simples grupo arbitrario G.

Pode-se obter a tensao da corda através do ansatz (1.4.1), e vé-se que

T = ma?|n|,

como no caso Abeliano. O fato de ser uma constante implica que poderia ser responsédvel por
um potencial linear entre monopolos.

1.5 Conclusoes

Mostramos que é possivel obter cordas Zj em teorias onde um grupo de gauge semi-simples
é quebrado a um grupo nao-Abeliano, onde o contetido da teoria original contém um campo
S na representagao adjunta e um campo ¢ contendo a representacao com o estado de peso
|kAg) [3]. Neste caso, os nossos resultados formam a parte bosonica de uma teoria de Yang-
Mills supersimétrica N = 2.

A nossa teoria [3] tem dois pardmetros importantes: a massa m da parte real do campo
S e a massa u do campo ¢. O nosso resultado exige que consideremos um limite m — 0 para
que as condigoes de BPS concordem com as equagbes de movimento, onde myu —constante
para poder quebrar a simetria de gauge. Construimos solucoes explicitas das cordas BPS, e
notamos que se pode construir as suas solugoes a partir das solugoes das cordas Abelianas.

Embora consideramos aqui sobretudo o caso m > 0, podemos generalizar os argumentos
a fim de considerar as possiveis fases da teoria, dependendo do parametro m [13,14]. A
primeira fase m < 0 corresponde a um grupo G nao quebrado; a segunda fase m = 0 (a fase
de Coulomb ou de “monopolos livres”) corresponde ao caso onde o grupo G é quebrado a
G — Gg = (U(1) x K)/Z; (e onde a supersimetria fica intacta); e a terceira fase m > 0 (a
fase de Higgs ou supercondutora) corresponde ao caso que consideramos aqui onde o grupo
¢ quebrado ao grupo G — Gy = (Zy x K)/Z; C Gg e Zj, cordas aparecem. Em [14], o
autor mostra que o fluxo magnético dos monopolos é um miultiplo dos fluxos das cordas Zy
fundamentais, e portanto o confinamento dos monopolos é possivel.
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2 Variedades Simpléticas e o Formalismo Multi-Simplético

Como serd evidente nos seguintes capitulos, um bom entendimento do formalismo multi-
simplético serda conveniente quando enfocarmos os nossos esforcos em estender reducao de
Legendre. Assim, apresentam-se aqui alguns pontos salientes deste formalismo numa breve
revisao das teorias elaboradas em [26,27], que se baseiam em alguns conceitos que nao sao
freqiientemente usados na fisica como, por exemplo, subvariedades de Lagrange.

Embora o nosso objetivo seja uma descricao de dindmica de campos, resulta que esta pode
ser melhor descrita como uma generalizacao da dindmica de particulas. Assim, vamos comecar
por revisar os objetos padrao, introduzindo a forma de Poincaré, a dois-forma canénica w,
subvariedades de Lagrange, jatos e prolongacoes. Na seguinte parte do capitulo, continuamos
por estender estes conceitos a dinamica de campos, incluindo uma breve discussao de espagos
de configuragoes vetoriais.

2.1 Dinamica de Particulas
2.1.1 Objetos Padrao

O espago de interesse é a variedade sobre a qual todas as possiveis configuragoes do estado de
um sistema mecéanico podem surgir, o espago de fase.

O fibrado @, o espaco de configuragao, consiste no espago base, M (com somente uma
coordenada, t), as fibras Q; (cujas coordenadas sdo a posicao da particula, ¢*), e uma projecio
E:Q— M.

O fibrado de fase, P, tem a mesma base, M, mas agora as fibras consistem nos pontos
(', p;), onde p; é uma coordenada no espago cotangente 7*Q;. Um ponto neste fibrado tem
as coordenadas (t,q’, p;), e a projecdo 7 : (¢,¢',p;) — t:

(pi)

Fibrado de fase P, = T*Q;

O fato de que o fibrado de fase é o fibrado cotangente T*(Q) ja indica que existe uma um-forma
canoénica 0:

Definicao A um-forma de Poincaré 6 é definida sobre toda a variedade P, e tem a seguinte
forma:
0 = pidg'
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(note: nao contém fatores dp;). E importante ressaltar que esta forma somente existe sobre
T*@, e que nao hd uma forma natural que exista sobre T'Q [28]. Por esse motivo, é mais
natural trabalhar com T*Q do que com T'Q.

Da um-forma de Poincaré podemos construir uma dois-forma canénica, w, onde

w=d0 =dp; Ndq" .

Definicao Uma variedade simplética é uma variedade com dimensao par sobre qual existe
uma dois forma w tal que

1. dw =0,
2. det(wij) 7é 0.

Isto nos garante que cada fibrado cotangente seja uma variedade simplética [28].

2.1.2 Subvariedades de Lagrange e Fungoes (Geradoras

E a partir deste ponto onde o formalismo multi-simplético comeca a variar ligeiramente da
apresentagao padrao.

Definicao Uma subvariedade de Lagrange de uma variedade simplética (P,w) é uma sub-
variedade N C P tal que w|y =0 e dim N = 3 dim P.

Para entender melhor o que é uma subvariedade de Lagrange, vamos apresentar uma melhor
motivacao para estas subvariedades através de um exemplo, usando o principio de Euler [28].

Lembre-se que, dada uma Hamiltoniana H, o caminho que um sistema vai seguir acha-se
por calcular o minimo de

0= (5/pdq — Hdt (2.1.1)

sobre a curva (q(t),p(t)). O ¢ significa variar sobre caminhos que comegam e terminam em
pontos estacionais.

No caso onde o sistema segue um caminho sobre o qual a energia é constante, existe
uma formulacao equivalente a este método chamado o principio de agdo minima de Euler (ou
Maupertuis): dada uma Hamiltoniana H e uma energia F, o caminho ¢(t) que o sistema
segue no espaco base M é dado por

5/pdq =0, (2.1.2)

onde ¢ é ligeiramente diferente: agora significa achar o minimo sobre curvas onde a energia F
¢ uma constante. Em outras palavras, um caminho é uma trajetoria Hamiltoniana de algum
sistema dinamico se esta condicdo é satisfeita’.

Superficialmente, a equagao (2.1.2) é similar com a equacao (2.1.1) apds termos deixado
E = constante. Tem mais atras disto, agora que ¢ significa outra coisa (caminhos onde as
energias sdo iguais, mas onde os tempos nao correspondem), e o leitor é aconselhado ver o
argumento em [28] para um melhor entendimento.

"Ela da, por exemplo, condigdes do tipo & [[E — V(g)]"/?ds = 0, i.e. o principio de agio minima de Jacobi
com a métrica dp = /T'ds [28].
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A seguinte observacao apresenta-se: se pdq|~ = dS, poderfamos escrever

/deq:/CdS:[S]ac.

Lembre-se que dissemos que § varia o caminho do seguinte jeito: os pontos iniciais e finais de
¢ nao variam, embora os momentos iniciais e finais possam variar. Mas agora que 0C' nao é
nada mais do que os pontos gg € g1 (que nao variam), temos

C C

automaticamente.
Assim, encontramos

Se pdg|~ = dS entao 5/deq:0.

Curvas com energia F correspondendo a minimos da agao tém que satisfazer esta condigao.
Vamos generalizar um pouco ao caso com ¢' e p;. Visto que ddS = 0, temos a seguinte
condicao:
Uma curva C' é uma trajetéria Hamiltoniana se d( pidqi‘ o) =0.

Na verdade, podemos reescrever isto como [27]

0= d(pidd'| ;) = d(pida’)|, = wlc

para que a curva C' seja o conjunto de pontos (¢°, p;) satisfazendo p; = ¢;(q) tal que [ ¢;(q")dg’
seja uma integral exata [27].
Assim, sobre C' temos que ter

0= wl ou 0=w(X,Y) se XeTCYeTC.

A curva C é o que é chamada uma subvariedade de Lagrange de uma variedade simplética.
A fungao S(g) que aparece acima chama-se a “func¢ao geradora” para a curva C' [27]. Isto
quer dizer que ela determina completamente a curva C'. Por exemplo, sabendo que

s = 0|, = pidqi‘c

sabemos como calcular p;:

ds = a—qui = pidq’,
0q"
ou seja [27,29]
oS
= a—ql .

O formalismo de [27] é quase completamente baseado em descrever subvariedades de La-
grange em termos de fungoes geradores. Tanto a Lagrangiana quanto a Hamiltoniana, o tensor
de energia-momentum, etc. geram subvariedades de Lagrange [27, p.44]. De fato, o que torna
o formalismo interessante é que a mesma subvariedade de Lagrange pode ser gerada por mais

bi

do que uma funcao, e acontece que tanto a Lagrangiana quanto a Hamiltoniana geram a
mesma subvariedade de Lagrange neste contexto.
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E também til notar [29] que podemos escrever w como w = dp; Adq' = %dpj Ndg'. B
. J
a mesma forma para w teria sido obtida se toméssemos ¢’* = 25 e p/; = p;. Neste sentido, a
Op; ¢ ]
funcao S determina uma transformacao canonica entre as variedades com coordenadas (¢*, p;)

e (q’i,p’j), com a identidade dada por S;q = ¢'p;.

2.1.3 A Dinamica

Imaginemos que uma particula segue um caminho no espago de fase. No tempo inicial, ela
encontra-se no ponto (t1,4q},p1;), € segue um caminho até chegar no ponto (¢2, g2", p2;)-

Y(t1) /

P, P,

Toda a dinamica é contida numa familia de difeomorfismos Ry, ;,) : P, — P,, cuja existéncia
assumimos [27]. O caminho seguido, 7(t), é admissivel se R(1,.4) preserva a estrutura sim-
plética, R’(tltl)wm = wy, (ou seja: Ry, ;) ¢ um simplectomorfismo) €3 y(t2) = Ry, 4,)(v(t1)).
Chamamos a variedade (que, na verdade, consiste de duas variedades separadas) cujas
coordenadas sao (¢1%, p1;; q2°, p2;) a dindmica® D*2*), Tomando o espaco P(*2*) = P, x P,, ,
é possivel definir sobre ele um w(2:11) tal que (P(t?’tl)7 w(tQ’tl)) seja uma variedade simplética. O
resultado disto é que a variedade D(*2%1) ¢ uma subvariedade de Legendre sobre este intervalo
[27]. Assim, os autores seguem por procurarem as funcées geradores que geram D (241,
Para fisicos, é mais interessante investigar o caso onde dt — 0. As mesmas estruturas
continuam sendo validas (embora ligeiramente modificadas), mas agora definidas sobre um
intervalo instantaneo (representado pelo indice i), por exemplo 0§ = %(pidqi), wi = %(dpi A
dq'), Dj, etc. Note que as coordenadas agora incluem as derivadas com respeito ao tempo,
(¢',pi,d*,pj). Em [27] os autores provam que 0 = wﬂDz = dﬁﬂDz.
A fungdo geradora de D! é chamada a Lagrangiana, L;. Ela satisfaz

dL; = 0} = pidq"' + p;dd’,

8Estas condicoes formam um conjunto de equacdes de primeira ordem, onde as solucdes sao os v admissiveis.
[27]. Por exemplo, se temos q1,p1 e q2(q1,p1),p2(q1,p1) € w1 = dp1 Adq1 e wa = dpa Adga, a condigdo sobre R
simplesmente diz que {q2,p2} = 1.

9Por exemplo, para um oscilador harménico seguindo as equacbes de movimento q(t) = Acos \/k/mt +
(B/Vkm)sin \/k/mt e p(t) = —AvVEkmsin \/k/mt + B cos \/k/mt a variedade da dinamica seria descrita por

?2 ]: g1 cos \/k/m(ta—t1)+(p1/km) sin /k/m(t2—t1) e p2 = fql\/%sin VE/m(ta—t1)+picos/k/m(ta—t1)
27].
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ou [27]

OL(t,q',q")

Di = — oo
dq

. OL(t,q", 4"

pi = ——.
dq

Note que é apenas agora que obtemos uma definicdo do momentum, p; (embora j& disséssemos
que usarfamos o fibrado 77*Q).

A Hamiltoniana é outra funcio geradora de D}, mas é uma descricio que utiliza estruturas
nao canodnicas, dependendo de como definimos o fibrado de configuracao, (). Agora, toma-se
uma forma nao canonica

0} = pidg’ — ¢'dp;
que continua satisfazendo a relagao
dof = wi .

Assim, definimos a fungao geradora de D como

pidq' — ¢'dp; = —dHy,

ou [27]
(2 8q2 )
Ip; '

Agora, é possivel definir outra forma, a forma de Cartan, ©, dada por
O = pidq' — Hdt,

que tem a seguinte propriedade extremamente 1til na nossa analise. Um caminho v(t) pelo
fibrado P é admissivel somente quando

(dO)(X)|s =0,

onde X é um vetor qualquer em P (i.e. da forma A% + Biaiqi + Cia%i)a eonde S C Péa
imagem de y(t) [27].

2.1.4 Jatos e Prolongacoes

Tomando o limite 6t — 0 acima, torna-se util introduzir e utilizar fibrados de “jatos” [27,30].
Consideremos o fibrado M x @), no plano na figura abaixo. Cada fibra apontando para cima
é uma cépia de TQ (N.B.: nao T*Q), assim que temos formado um fibrado vetor. O espago
M é parametrizado pelas coordenadas ¢, e o espaco @ por ¢*, para que cada ponto no plano
E = M x Q possa ser representado pelas coordenadas (¢, q).
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o 1

Uma secdo s(t) : M — E tem a forma ¢ = ¢'(t). Dizemos que duas secoes s1(t) e so(t)
sdo “equivalentes” (i.e. que tém o mesmo jato) em J!(E) se as expansoes de Taylor delas até
a primeira ordem sao idénticas:

i i i 1 quél) 2 i i i 1 d2q22)
U =@ g | T e dpW Z AV g g

T

. i dqi dqi
; . 5 30 qel idents ; S . ) o _ 72
i.e. embora as expansoes de Taylor nao sejam idénticas, ainda temos )y =49 ¢ @ = d@

no ponto ¢ = 0, que simplesmente diz que as segdes sao tangentes no ponto ¢ = 0. Dadas
as coeficientes da expansdo a’ e b%, é facil calculd-las em outro sistema [27], e é importante
notar [30] que, embora as expansoes de Taylor sejam diferentes em sistemas de coordenadas
diferentes, a coincidéncia delas é algo que nao depende de coordenadas.

Vamos chamar o “um-jato” com “alvo” a secdo s(t) (ou o “um-jato de s em t”) jls(t).
Todos os possiveis jatos (sobre todas as possiveis se¢oes) em qualquer ponto ¢ (o espago de
jatos, ou o fibrado de um-jatos) podemos denotar como J!(E). J4 que somente tem duas
quantidades que definem o jato no ponto ¢, i.e. a’ e b’, também podemos escrever j's(t)
por dar as suas coordenadas em J!(E), i.e. (t,a’,b'). Para dar um exemplo, o fibrado de
configuracdo instantanea, @Q%, com coordenadas (g, ¢) ¢ igual ao um-jato J'(Q) que tem as
mesmas coordenadas [27].

Um caminho genérico s'(¢) por J'(E) com coordenadas (t,q%(t),¢*(t)), onde nio tem
uma relacdo entre ¢* e ¢' é chamado uma secdo do jato. Mesmo assim, a escolha de uma
secdo s(t), i.e. de (t,q'(t)) sobre a base, na verdade determina %. Assim, s(t) induz uma
secao 5! do fibrado pelo mapeamento j!: ou seja, dada uma secdo, podemos simplesmente
calcular a primeira derivada de ¢*(t), que determine o valor do vetor sobre o fibrado, ou seja:
jtis=(t,¢") — & = (t,¢*,¢"). ' chama-se a 1-jato extensdo, ou prolongacgao, de s.

Vamos calcular a prolongacao de um vetor de duas maneiras diferentes. A primeira é
mais direta, mas talvez menos geral. Temos um caminho (Z,¢’) na variedade E. O vetor X
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tangente sobre este caminho é

d dt 0 dqg' 0 3} ; 0
_@_@§+du8q X§+X8q

Gostariamos de calcular este mesmo vetor sobre um caminho no espago (t,q", ¢*) onde

¢* = dq'/dt = X'/ Xt (a gradiente da curva). Entao, o novo vetor tem a forma!?
d dt & dq' 9 dq 0 0 ;0 d (X' 0
X'=— = —— =X+ X't | =
du d,u ot du 0q* d,u g’ ot + aq*  du ( ) a4
0 0 dX'/du X\ dXt/du\ 0
— Xt XZ_ _ - —
" ag T < Xt (Xt) Xt ) ¢
o 0 (X!, + X10)X (X0, + X'9) Xt 9
= X'=— 4+ X' = —q' —
T i < Xt a Xt g
t a 7 8 ) j ) Z t J t 8
= X§+Xﬁ+(atX +¢’0; X" — BtX—qan)al (2.1.3)

A segunda maneira d4 o mesmo resultado, mas de uma maneira um pouco mais geral [30].

. ~ .q T ~ . 7 -
Gostarfamos de impor a relacio ¢° = 24 sobre a secio 5'. Se um vetor X! é tangente a &'
dt )

podemos requerer [31]

(dg' — ¢'dt)(X") =0.

Esta expressao determina uma familia de variedades. Definimos

0, = dg' — ¢'dt

como a um-forma “de contato”.
E interessante notar que 51*0 = 0 [30]. Deste fato, e de (2.2.4), podemos deduzir que [26,30]

'£X19i = Aiﬂj .
Para resolver esta equacdo, simplesmente inserimos a seguinte forma para X ':

d 0 9 0
Xl=—=X'— 4+ X' — +X'—
ST o T oo

e calculamos £ x16;, o que é facil jad que £x1 e d se comutam. Assim achamos, assumindo
que X! e X7 nao dependam de ¢:
£x10; = d(XI(t,q)) — XTdt — ¢ d(X"(t,q))

). (A )& 00X aXt
= (== _—XxJ - dt d
(01? q0t> +<0q 0q>q

= Aj0; = Aji(dg' — ¢'dt).

Do segundo termo na segunda linha acima, deduzimos que

A (9XT  oX!
o\ g q0q

ONote que poderfamos escrever X! para uma notacio mais consistente, mas preferimos abrevig-lo por X?!.
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Desde que o primeiro termo na segunda linha tem que ser Ajl-cjidt, podemos resolver para X'
e achamos que [30]
' j t t

at ag 1o T ot

Entao, a prolongacdo de um campo vetorial torna-se j' : X = X' onde X' é dado por
equagao (2.1.3). Os autores de [30] também notam a seguinte relagdo importante:

(2.1.4)

3N (X1, X)) = [ (X1), 5" (X2)]. (2.1.5)

2.2 Dinamica de Campos

2.2.1 Notagao

Neste trabalho, definimos a forma w numa variedade com coordenadas (x*,22,...,2™) como

w=dx' A Ad™, (2.2.1)

e a forma V como
V=y+tgw. (2.2.2)

Por exemplo, vamos considerar teorias definidas sobre uma variedade m = D + 1-dimensional
M x R com coordenadas ™ = (a:a;xD“) onde @ = 1,...,D. Neste caso, podemos tomar
w = wyAdzPtL. Vamos também considerar variedades m = D+n-dimensional definidas sobre
uma variedade D-dimensional, M, e um grupo n-dimensional, G’ (ou um coset n-dimensional,
G/H).

Usamos a seguinte identidade [30], freqiiente neste trabalho

s*0(s,X)] = (s*0)(X), (2.2.3)

onde © é uma n-forma, X um vetor, e s um mapa. Relacionado a esta identidade é a
seguinte [34]:
£X(S*@) = S*(.fs*X@) s (2.2.4)

além de identidades comuns como £x© = d[O(X)] + (dO)(X).

2.2.2 Dinamica de Campos

O tratamento da dindmica de campos é parecido com o caso mais simples da dindmica de
particulas, mas com algumas diferengas importantes. Para comegar, a variedade M (com
dimensao m) tem coordenadas xz* (em vez de apenas t). Em cada ponto z, definimos uma
fibra Q, com coordenadas (x#, ¢), onde A é um indice interno qualquer. O momentum agora
vai pertencer ao espaco cotangente dos ¢’s, quanto dos x’s, o que é a novidade aqui. Entao,
um elemento p € P, terd a forma

0
A A -
p=pide” @ (dz' A... Ada )(@)

Queremos (m — 1)-formas porque consideramos uma regiao V' C M e, igual ao caso anterior,
queremos definir a dinamica sobre a fronteira de V, 9V, o que é equivalente ao que fizemos
no caso anterior quando demos a dindmica sobre a fronteira do intervalo [tq,t2].
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O procedimento segue como antes: definir a dindmica sobre AV, e logo considerar V
infinitesimal. As estruturas que saem deste caso sdo muito parecidas as anteriores. Em vez
de dar todo o formalismo, vamos simplesmente fornecer alguns resultados.

A forma canénica 0% é dada por [27]

0! = (kadp™ + phded) @ de' A ... Adz™,

onde

op
_ A A
RA = Pa) = 8.%')‘ ;

A forma w}, é similarmente dada por

wi = (dra Ade™ + dp) A dpsd) @ dat AL A da™.

A funcdo geradora L(z?*, ¢*, gbf)d:rl A ...dx™ agora satisfaz

dL @ dz* A ... Nda™ =6,

de onde encontramos

3pi‘1

OL(z*, ¢4, 63)

oz

)

A descricao Hamiltoniana da dinamica é efetuada por
0" = (kade™ — ¢Rdp)) @ da' A ... Ada™

onde a funcao geradora da dinamica é a Hamiltoniana, H (a;,qﬁA,pg)dxl A...Ndx

OL(z*, ¢4, 63)

DA

ol

)

—dH @dz' A ...dx™ = G;L saem as equagoes de movimento:

opy
oz

o5y

_OH(a*, 9%, p))
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Também podemos definir uma forma Cartan neste caso, o que é a quantidade que mais
usamos neste trabalho. Ela tem a forma [27]

pydzt A A de?t AL Ade™ — Hdxl AL A dz™
A
A gsA
= pado” Aw(9y) — Hw, (2.2.5)

O =

(onde X indica que substituimos dz* por d¢? acima).
E também possivel escrever © em termos da Lagrangiana [27]. Comegamos por notar que
a Hamiltoniana e a Lagrangiana sao relacionadas por

Ho = (ph¢f—L)w,

assim a forma Cartan, ©, torna-se
© = phdg™ Aw(dh) — (PAd] — D)w, (2.2.6)

2.2.3 Prolongacgoes

Prolongacoes de vetores neste caso procedem igual ao caso anterior, simplesmente tomando

onde o vetor

i A . - . dg . - A OA
q" — ¢, e em vez de impor a rela(;ao q= dt’ vamos impor a relacao ¢y’ = 8(%’

X agora vai ter a forma X = X#-2_ For T XA 0 FoA - A prolongacao de X torna-se:
0 0 0
X! = X=Xt XA XA

own T 08 T (0,67

0 4 0

= X T g
oxA  pox4A ,0x» ,0X) g 0
-— - . 2.2.
+ < Ok +¢N (3¢B ¢)\ Ot ¢)\ a¢B¢p> 8(8H¢A) ( 7)

Note que (2.1.5) continua sendo valido.

2.2.4 Acoes e Equagoes de Movimento

Consideremos uma prolongacio de umasegao 5! = j'(s) dadapor 5! : (z#) — (2#, ¢(2), ¢5(2)).
Notamos que os pullbacks de d¢p? e dpﬁ tém a seguinte forma:

DA

(9pﬁ L
BT —2dxt .

—1\* A —1\* 7. A
(') dgt = Sdur (s aph = S

Esta prolongacao satisfaz:

@

&) (pAd¢ Aw(Dh) — phosw)

( AW PA¢,\ W>
0,
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onde a forma que se encontra dentro dos colchetes é conhecida como a “forma de contato”.
Assim, da equagao (2.2.6) vemos que

(510 = L(a*, ¢ (x), 6 (@) w (2.2.8)

Desta forma, a agao pode ser escrita como [30]

stel= [ e - /I(M

Vejamos que acontece no limite 4.5 = 0, onde

0 = 55:/ £X1@:/ (31)* £510
s1(M) M
= [ 6 ((@e) (X +a(e(x1)
para um vetor X! arbitrario. Esta equacio é satisfeita quando

(1) [(@e)(xhH] =0, (2.2.9)

isto é, as equagoes de movimento [27,30]. E prudente notar que esta equacao tem que ser
satisfeita para um X! qualquer.
E atil ver um calculo explicito das equagoes de movimento. Calcula-se

+X} (W‘ gff) x4 <_akpg . %)] .
- 0,

onde os termos em colchetes sao as equagoes de movimento. Em célculos explicitos deste tipo,
as seguintes identidades tém sido bastante titeis!!

dz? ANw(0,) = 6w
dz? Ndx" Aw(0y,0,) = (070, — 6,07 )w
dz® ANw(0u,0,) = —0qw(0,) + o w(0,),
dz® Aw(Ox, 0y, 0y) = 63w(0pu,0y) — 6,w(0x,0y)
+0pw(0x, 0p) ,
dz® Ndx" Aw(0x,0,,0,) = (5;5§ — 555}) w(0y) + (6307 — 0,,0%) w(Oy)
+ (625; — 6;63) w(0y) -
Pode-se freqiientemente evitar o uso destas identidades pelo uso da decomposi¢ao em (3.2.6).
Notemos também que

(7 (8) = (& (dh o n w0 — (Gordh + ot ) n)
= 0, (2.2.10)

ja que w(0y) Adxt ANdz? =0 e w Adat =0.

Histo é facil ver. A terceira identidade, por exemplo, pode ser derivada ao notar que 0 = (dz” Aw) (9, d) =
(67w — dz” Aw(y)) (8y) que pode ser expandida para obter a terceira identidade. As outras identidades
também sao derivadas da mesma forma.
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2.2.5 © e Notagao

Freqiientemente neste trabalho, consideramos quantidades tal como (51)*[(d©)(X*)], onde
aqui estamos tomando alguma liberdade na notacio: o vetor X' é um vetor no espaco J! (o
“espagco de evolucao”, com coordenadas (z, o4, ¢§\‘)), mas a forma © é definida sobre o espaco
J (veja [30]). As expressdes corretas utilizam um mapa (a “derivada do fibrado”), FL, que
existe entre os dois espagos, a transformagao de Legendre [29, 32, 33]:

L: (:L‘A,QZSA,Qbf) — ($)‘,¢Aapﬁ)-

Assim, 0 = (81)*[(d©)(X1)] corretamente seria

0 = (5" [(FL)*d®) (X)]
= (8")"(FL)" [(dO) ((FL).X")]
Los

= (FLos")" [(d®) (FL).X")] .

Note que (F'L o 5') ndo é nada mais que (z) — (z,¢",pY). Assim,

Vo]l

» \

b0 Wy 9 oL 0
TOhpA  OhpA Ophy  (0,07)(0n0?) Opls

(FL), X' = (FL), (XﬂiJrXA aA+X)\a 0 >

Ok ¢ (Org4)
0 0 0
= iz A
= X@ + X 6¢A+XB(9“’ (2.2.11)
onde definimos
X4 = X021/ (0,67)(0r0™) . (2.2.12)

Porém poderfamos eleger trabalhar com o espaco J!* com coordenadas (z, o4, p;\l), e com
(FL), X" se quisermos.

2.2.6 Espacos de Configuragoes Vetoriais

Quando o espaco de configuracao @ ¢é vetorial, por exemplo qb;‘, tem-se que modificar ligeira-
mente as consideragbes acima, assim modificando ligeiramente a prolongacgao do campo.

As vezes, usa-se a notacao qb(i ) enfatizando o fato que podemos incluir o indice p no
indice A [26]. Vamos considerar uma acdo de um campo ¢, com um potencial da forma
V(¢) = g"(x)¢pud,. Usando (B.2.1), é facil mostrar que este termo ¢ invariante sobre o vetor

0 0
X =X+ — (0, )a%.

8 H
O segundo ponto a considerar é como queremos definir o espaco do jato de tal forma que
o formalismo fique covariante. Neste caso, queremos tomar o espago T'QQ como a derivada
covariante da forma Vugbf em vez de coordenadas geodésicas onde Fiu = 0. Assim, queremos

que o mapa 5! seja

(2.2.13)

st (x) — (:c,(ﬁf},%)v
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onde definimos L
— A A
¢)\u = ﬂ¢A - Kﬂgba :
A forma de contato agora vai ser
A A g
dey gb)\udm ,
onde definimos L
— A A
dgbf = d¢)\ — Kl/(ba d.%'y .
Desta forma, vemos que a forma de contato nao muda se escolhemos um sistema geodésico.
As formas canonicas 67 e " sio
; —A
0. = (Radey +pdd)y,) ®dz' AL Adx™,
h —A A = A 1
0p = (Raddy — oy dp™) @dx” Ao Ndx™,
onde definimos
Eﬁ = Vﬂp)‘“ = (%p)‘“ + Fﬁup”“ =+ I’éup"“.
. —A
Assim, Hw = (pzﬂqﬁ)\u — L)w. o
Neste caso, a forma de Cartan deve ser escrita em termos de dcbf:

0 = pﬁ“d@/\w@u) — Hw.

2.2.7 Campos Fermionicos

Embora nao consideremos campos fermionicos aqui, cré-se que o mesmo formalismo deve
ser aplicavel. Obviamente, a ordem dos campos torna-se um ponto importante, o que é
considerado em [26, 35]. Outro ponto importante é a necessidade de tomar as derivadas
de Lie de campos fermibnicos, um assunto que foi o objetivo original de [36]; este ponto é
elaborado com muito detalhe também no seguinte trabalho dos mesmos autores [37].

2.3 Conclusoes

O formalismo multi-simplético é um formalismo amplo, capaz de descrever dindmica numa
forma geral e geométrica. Assim, ja que o ponto de partida nos seguintes capitulos é baseado
neste formalismo, os resultados que saem vao ser relativamente gerais. Um exemplo simples
usando alguns métodos deste capitulo é dado em Apéndice B.
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3 Reducgao de Legendre e Variedades Multi-Simpléticas

Em termos de supersimetria, os métodos de reducao dimensional de Kaluza-Klein e Scherk-
Schwarz [7,38—-40] s@o interessantes porque geram novas teorias supersimétricas em dimensoes
mais baixas. As teorias efetivas que resultam destas reducoes aparecem devido a uma configu-
racao do campo gravitacional onde uma dimensao é compactificada, e onde alguma informacgao
sobre a dimensao adicional é perdida (por exemplo J5(campo) = 0) neste processo.

A novidade do método de reducao de Legendre é que nao se perde informagao em fazer a
reducao. Por outro lado, é evidente que este tipo de reducao é fundamentalmente diferente aos
outros métodos de reducao dimensional em pelo menos um aspecto: a redugao nao vem mais
de uma compactificacao de uma dimensao, ou de uma configuracao no campo gravitacional,
sendo sao transformacgoes cujo parametro é uma coordenada num espago adicional, aparecendo
na métrica em dimensdes mais altas, sobre que a acao é invariante.

Uma generalizagao do método de Legendre requer um conhecimento do formalismo multi-
simplético. Neste formalismo, para espacos internos que sdo ou grupos ou cosets, vamos
considerar os vetores de Killing K;, sobre que a teoria original era invariante. Podemos usar
estas simetrias da teoria original para encontrar expressoes deduzidas da teoria original que
tém a forma de Lagrangianas em dimensoes mais baixas onde o espago adicional nao aparece.
Assim, vamos ver que faz sentido falar sobre “reduzir com respeito a um vetor de Killing”,
onde a reducao é efetuada através o uso deste vetor. No caso onde o espaco adicional tem
dimensao maior do que um, vamos ver como surgem umas condi¢oes que a teoria original
tem que satisfazer, e como as solucoes destas condigoes sao precisamente os tipos de reducao
dimensional que ji conhecemos: Kaluza-Klein, Scherk-Schwarz e Legendre. Um elemento
agradavel do formalismo multi-simplético é que é facil generalizd-lo a teorias onde aparecem
derivadas mais altas dos campos, ou seja teorias onde aparecem r-jatos [41,42].

Vamos comecgar por dar um resumo de reducao de Legendre e uma possivel extensao
do método ao caso de reducdo de mais do que uma dimensdo. Apds termos feito a ligacao
entre o formalismo multi-simplético, vetores de Killing e redugao dimensional, revisamos estes
resultados em termos mais gerais. Terminamos este capitulo por brevemente considerar como
aplicar este formalismo a teorias gravitacionais.

3.1 Redugao de Legendre

A idéia atras este tipo de reducéo soa quase trivial: tomar o Hamiltoniano de uma teoria
definida em D dimensbes como uma Lagrangiana em D — 1 dimensoes. Precisa-se escolher
uma coordenada do tipo espago para o “tempo” do Hamiltoniano.

3.1.1 O Mecanismo Basico: 5D — 4D

Consideremos uma teoria cinco dimensional com coordenadas z# = 20 ... z% e métrica (+, —,

Queremos reduzir com respeito & varidvel, i.é., z*. Para realizar isto, comecamos com uma
Lagrangiana em 5 dimensoes, L5, e achamos o “Hamiltoniano”, Hs), com respeito a varidvel
do “tempo”, z* (embora x* realmente seja do tipo-espaco), através de uma transformacao de
Legendre:

0

LOL . do
Hg =D 0 af) —Li onde o=
2

drt
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Definimos a Lagrangiana reduzida como o negativo deste Hamiltoniano

P LI
@ = —HpEy=-¢ ) + Ls)

onde os momentos m agora sao considerados novos campos independentes na teoria em quatro
dimensoes.

Por que definimos a Lagrangiana em 4 dimensdes desta maneira? Ao definirmos a La-
grangiana assim, a agao S(y) em quatro dimensoes nao depende de 2% mesmo se L4 depender:

d d
it = ~gafie 70,
d d 0 3 d 0 3

desde que a “energia” nio varia com respeito ao “tempo”, z%. E importante enfatizar que os
campos ¢ retenham a sua dependéncia da coordenada z?. Nao obstante, como eles variam
sobre mudancas em z? depende das equacoes de movimento da teoria em 5 dimensdes, que
agora sdo vinculos na teoria quatro dimensional: 0, (9L 5)/9(9u¢)) — OL(5)/0¢ = 0.

Por exemplo, vamos considerar uma teoria em 5D da forma [43]

L5y = 0"¢0u0" (3.1.1)

com equagoes de movimento 8’18ﬂ¢ = 0. O momentum candnico com respeito ao “tempo”
at 6 w(¢) = OL5)/0(0sp) = 9*¢* ¢ m(¢*) = 0'¢. Assim, a “Hamiltoniana” em 5D fica
Hgy = —m(¢*)m(¢) — 01¢du¢™ (onde p = 0...3). Introduzindo a notacio G = 0%¢ ¢
G* = 0*¢*, a Lagrangiana em 4D torna-se

Ly =—Hp) = 0"60,6" + GG, (3.1.2)

onde os campos ¢, ¢*, G e G* ainda sao vinculados pelas equacoes de movimento em 5D,
junto com as defini¢bes dos momentos:

G = —8,0"¢ e G = —9,0" ",
34¢ = -G (§ 84¢* = —G* . (3.1.3)

Assim, obtemos uma agao S(4) em 4D que nao depende de mudangas em z?*, devido a
como mudam os campos ¢, ¢*, G, G* sob mudancas de z?.

3.1.2 Supersimetria

A importancia deste método de obter Lagrangianas pode ser melhor valorizada com a intro-
ducao de supersimetria.

Comega-se com uma teoria supersimétrica em D + 1 dimensoes on-shell, ou seja, a su-
persimetria é realizada somente através a aplicagao das equagdes de movimento. Constroi-se
pelo método acima uma “energia”’ em D dimensoes. Esta teoria mostrara duas simetrias: ela
também serd uma teoria supersimétrica, além de também ser invariante sobre as equagoes de

)
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movimento de D + 1 dimensoes. Assim, nao héd necessidade de aplicarmos as equacoes de
movimento em D dimensoes para realizar a supersimetria, ou seja: a teoria assim obtida sera
uma, teoria supersimétrica off-shell.

Um aspecto interessante é que a dimensao adicional sobre que reduzimos torna-se o es-
paco de uma carga central na teoria reduzida. Isto implica que a teoria reduzida deve ter a
possibilidade de suportar uma carga central, que somente acontece em teorias onde N > 2.

Entao, o caso mais simples vai ser uma reducao dimensional de uma teoria N = 2 on-shell
em 5 dimensoes a uma teoria N = 2 off-shell com carga central em 4 dimensdes. Para isto,
precisamos de um grupo de simetria interna USp(2) para acomoda-la, e isto é facilitado pelo
uso de espinores de Majorana do tipo SU(2) [7]. A escolha da teoria mais simples acomodando
estes requisitos contém o N = 2 hypermultiplet [7, 12.2], contendo dois escalares complexos
Al e A? e um espinor (complexo) 1. Vamos seguir a notacao de segdo A.l para espinores.

Constroéi-se uma representagao da supersimetria on-shell por considerar as seguintes mu-
dancas nos campos A; e :

§A; = iCnp 0 = 29" (P OpA;

onde consideramos as matrizes gamma como v# = {y* ivys} e Yo = {Yu, —175}, ¢ as ma-
trizes A, B e C' como definimos em (A.1.1). A Lagrangiana que vamos considerar para este
hypermultiplet sem massa em cinco dimensdes é simplesmente 2

L = QA" A; — Sy 0.

Pode-se mostrar, reescrevendo equacao (A.1.7) como

iz L iy (i L N
aGio = 711" Lag + (172" (V) as — 57 (740" (7 )as]
e usando (A.1.9) que a édlgebra toma a forma

[6(¢),0(n)] = Qi(ﬁjWﬂCj)aﬂ + (equagoes de movimento) ,

onde o termo —i(ﬁiwﬁgi)vﬁwﬂaﬂw aparece no caso de [§(¢),d(n)]w. Pode-se também ver que
a mudanca 0L da Lagrangiana é dada por

05 [—M’Yﬁ(’YﬂCiaﬂAi) + i A (Oph)y ¢t — i AM GO

uma divergéncia total.
A Hamiltoniana obtida com respeito a quinta dimensao agora é

*7 - *7
L(4) =—-H = 8“141({9”14 — 51/17“({9”1/1 + GZG s

onde G; = —04A; e G = —04A* e onde u© = 0...3. Esta Lagrangiana é invariante somente
quando as equagoes de movimento em cinco dimensoes sao satisfeitas:

0= 6ﬂ6ﬂAi = 6“6“Ai +oG; 0= ’}/ﬂaﬂﬂ) = 7“8ﬂ¢ + z"y5(941/) .

12 . . ~ .
Podemos redefinir W = {1 para obter as convengées usuais .
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Neste caso, os campos transformam-se como

S = 29MC1 O, A; + 2iv5C 04 A; = 2910, Ay — 2iv5C' Gy,
0G; = —04(0A;) = —iGiOs = Gy Out) .

A algebra que estas transformacoes satisfazem é simplesmente a mesma dlgebra anterior:

[6(¢), 8(n)] = 2i(i7 7€) By — 2P 5¢; 0.

As equagoes de movimento em quatro dimensoes sao 0 = 049, A4;, 0 = y*9,p e G; = 0 que
podemos escrever (levando em conta as equagoes de movimento em cinco dimensoes) como
0 = 044, 0 = 041 e 0 = 0,G;. Se definimos o espaco da carga central como z = z*, entéo
0.¢ = 0 para todos os campos ¢ = {A;,1,G;}. Esta condigao é a condigao de encurtamento

do multipleto no caso sem massa [7]. No caso massivo esta condigao torna-se [43] 0,¢ = ime.

3.1.3 Dimensao > 1

A generalizagdo de reducao de Legendre para mais do que uma dimensao nao é 6bvia. Re-
querendo que a acao seja invariante sobre a derivada na coordenada sobre que integramos,
mas agora para duas dimensdes, dd vinculos onde nao se vé facilmente se somente existem
solugoes “triviais” ou nao, sobretudo para teorias de gauge.

Consideremos novamente a Lagrangiana (3.1.1), L) = 8ﬂ¢8ﬂ¢*. Acham-se pelo menos
duas possibilidades para reducao dimensional de Legendre de duas dimensoes: no primeiro
caso, o caso trivial, simplesmente consideramos que a agao reduzida tome a forma

/ M0, " + G*Gdxt .. dx??

5

onde as transformacoes dos campos sobre 2% e z° sao dadas por

T1¢ = —G (6] T2¢ - _G,
T'G = —0¢ T°G = —0¢.

No segundo caso, vamos considerar que a acao reduzida tome a forma
/ " $d,¢" + G*G+ H*Hdx' ... da?™2 .

Este caso parece-nos mais “correto” de certa forma: vé-se a aparéncia dos dois momentos
associados com 24 e x°. As transformacoes sdo dadas por

1 _ 2 —
Tp?=-C. Tam¢ =H,
T(1/12)G =—-0o¢, e 1;(1/2)G =0,
T =0, Ty =00,
onde incluimos indices 1/2 para consideracoes mais em frente, e onde 0 = —P2. Note que,

ja que queremos que estas simetrias nao quebrem a simetria de Lorentz, [Ti, P2] = 0.
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A &lgebra nesta forma néo se fecha, e precisa-se incluir outra simetria, T(%), que simples-
mente gera uma rotacao entre G e H:

Tye = 0,
3 _
4G = —H,

Agora, se definimos

7 _ 2 7 3 2 3
Tigpsy = (P) Ty e T = (P) Ty,

onde g € Z. Entao a algebra toma a forma

b b
[TGny> Tt = € Tnny »
onde C'% = O3 = (C3!2 = 1 s@o as constantes associadas ao grupo SU(2). Esta algebra
é uma algebra SU(2) “affine twisted” de Kac-Moody [44] sem carga central. Esta algebra
também ¢é isomorfa a uma algebra untwisted SU(2), onde aparece uma derivagao, d [44].

3.2 O Formalismo Multi-Simplético e Simetrias

Vamos generalizar o método de redugao de Legendre que se encontra acima pelo uso do for-
malismo multi-simplético de [27]. O ponto de partida é, como no caso de reducao dimensional
de Legendre, a energia, e neste formalismo a definicao da energia depende de um vetor. Para
o caso de redugao dimensional de apenas uma dimensao, este vetor vai ser o vetor de Killing
desta dimensao.

Em termos de notagao, o formalismo multi-simplético de [27] é tal que a forma de Cartan
para uma teoria com varios campos, ou campos vetoriais, nao é substantivamente diferente
de uma teoria com um campo escalar com indices internos. Desta forma, nesta segao, vamos
simplificar tudo por simplesmente considerar um campo ¢“ com indices internos, A.

Vamos escrever uma simetria como um vetor atuando sobre o espago com coordenadas
zM e os campos ¢?. Por exemplo, se a acdo ¢é invariante sob translactes, vamos escrever isto
como 9, ou seja: ¥ — o' = a# +¥d,xP =zt 4 /. Da mesma forma, uma invariancia sob
b — ¢ =eCp =0+ iegﬁa—%gb, pode-se escrever como ipd/0¢. Uma simetria geral pode ser
escrita como

0 0

Xﬂ(x7¢)ﬁ +XA('7;7¢)W .

Neste capitulo, vamos nos concentrar sobre simetrias que tém a seguinte forma:

— YH i — x4 i
X+Y ondeX—X(x)axueY—X(¢)a¢A,
ou seja, simetrias X “internas” (z*) que nao dependem do campo, e simetrias Y “externas”
(qu) que nao dependem da coordenada, embora eventualmente possam depender de alguma
coordenada interna.
Dada uma teoria com uma forma de Cartan ©, existe uma maneira direta de ver se um
vetor X gera uma simetria ou nao:
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Definicao Um vetor X gera uma simetria se a sua prolongacao X! satisfaz
£x10 =0, (3.2.1)
onde £ é a derivada de Lie.

O zero no lado direito pode ser estendido ao caso de uma divergéncia total, dA, que cor-
responde a um termo topoldgico (uma anomalia cldssica, ou um termo de Wess-Zumino).
Alguns exemplos de como este termo topoldgico pode aparecer quando X é um vetor de
Killing aparecem nos trabalhos de [26, 30, 41], embora vamos considerd-lo como zero pelo
momento.

3.2.1 Vetores de Killing

As teorias sob consideragao aqui vao ser teorias definidas sobre superficies com uma métrica.
A acdo vai ser uma integral sobre o espaco, onde aparece a métrica e derivadas covariantes,
V.. Como exemplo, vamos considerar a agio S[p(z)] = [ 19" (2)9,¢(x)0,¢(x)/—gd*z. O
escalar g"” (x)0,,¢(x)0,¢(x) é invariante sobre reparametrizacoes em cada ponto da superficie,
mas nao hd, a principio, uma relacdo entre o escalar em dois pontos da variedade (ou seja,
nao sabemos ¢g"” (') em termos de g (x)).

Uma isometria é uma transformacao z — z’ onde a métrica z) e g (x) sdo rela-
% v

cionadas por g, (z) = ¢',,(x), ou equivalentemente g,,, () = %2/: % gpo(2"). Estas transfor-

magoes sao geradas pelos vetores de Killing, K; = K!'9,,. Substituindo z — 2’ = z + eK;(x),
obtém-se da equacao de transformacgao da métrica a seguinte condicdo que os vetores de
Killing devem satisfazer [31]:

0= (£x9)w = K09 + 9uc0 K’ + 9o, 0, K7 . (3.2.2)
Considere uma transformacgao x — x’ de coordenadas. O escalar
v, 1 00(') 06(a') 9¢(x") 9¢(’)
_ v _ B _ v _
OZ(CL') - g/‘/ (x)aﬂ¢(m)ay¢(x) - g/ ('CL‘/) ax/ﬂ al‘/y - gu ('CL‘/) ax/ﬂ ax/y - a(xl)

se transformamos sob uma isometria. Mas agora, vé-se que o escalar nao muda entre z e x’.
Deste modo, obtemos uma simetria sob a qual a Lagrangiana ndo muda. Assim, podemos
considerar uma familia de congruéncias geradas pelos vetores de Killing sobre a variedade
original, onde o movimento sobre cada congruéncia é gerada por uma derivada de Lie sobre
o vetor de Killing, entdao £ ga = 0.

Vamos mostrar que a medida de integracao, V', é também invariante sob K;. Comegamos

por escrever £ i (/g) = 2—\1/§£K(\/§\/§) = 2—\1/§£Kg e utilizamos a identidade 9(det M)/(?(M;) =

det M (M *1); para uma matriz M. Assim podemos escrever

1 ddet g 1
= K°* = det g g" K*0 .
2y 0w 25 9 T o
Somando ambos lados de (3.2.2) sobre g"” nos da g"” K*0,g,, = —20, K" para que £ (,/g) =
— /GO K",
Agora podemos calcular £ gw. Usando [31, (4.67), (4.76)] isto é £xw = 0, K*w. Entao,
deduzimos que

£r(V9)

£V =0. (3.2.3)
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Desta forma, obtemos uma simetria da teoria. Em termos simpléticos, a simetria é gerada
pelo vetor X; = K; = Kf(m)a% que, justamente, quando opera sobre uma Lagrangiana,
somente muda a métrica e nao o campo ¢ . Do teorema de Frobenius, sabemos que, para que
os X; formem uma variedade integral, £ x, X; ¢ uma combinacao linear dos vetores C' (z)* i Xk
O caso em que estamos interessados, o de uma variedade de grupo ou de coset, sabemos que
os fatores C sao constantes:

£x,X; =C*i Xy, . (3.2.4)

Mais adiante, vamos querer adicionar um fator X4 # 0 de tal forma que preservemos
as identidades de Lie dos vetores de Killing. O vetor X; agora vai ter a aparéncia X; =
Xt (w)% + XZA% de tal forma que continuemos satisfazendo equagao (3.2.4), por exemplo
por considerar XZA somente uma funcao de ¢, ou mais geralmente uma funcdo X {4(1',(25)
satisfazendo Xz‘ﬂauX]A =0.

3.2.2 Quantidades Conservadas

Da discussao acima, sabemos que podemos construir hipersuperficies ¥ (cruzando cada con-
gruéncia num ponto no nosso exemplo abaixo) sobre a qual vamos integrar a acao ja que a
acao em cada ponto da congruéncia nao muda sobre a mesma congruéncia.

—

K;

Assim definido, uma integral sobre ¥ serd uma quantidade conservada. Mas ainda nos falta
a expressao explicita sobre que deveriamos integrar.

Teorema A quantidade dada por'?® [27]
E(X) =—(5")" (6(xh) , (3.2.5)
é uma constante de movimento.

A prova disto é facil. Primeiro, vamos mostrar que d[E(X)] = 0 sobre uma regiao no espacgo
se usamos as equagoes de movimento; de fato

dE(X)] = —d(5")" (6(X)
= —(8") (£x1©0 - (dO)(X))
= 0,

13Aqui F(X) nio é uma contracgdo, sendo mostra uma dependéncia de X de E.
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se X é um operador de simetria e se usamos as equagoes de movimento, (2.2.9).
Em calcular o lado direito de (3.2.5) explicitamente, é conveniente decompor X! da

seguinte maneira'?:

0 0 0
L H(z)=— + X100 — + X18,08 ——
X (X (2) g X" 0u0™ 55 + X003 6¢§‘>

(1= 300,00 55+ [0 = 0000 55 )

964 a6}
= (). X+ (3.2.6)

Normalmente, trabalhamos diretamente com (FL),X! (veja equacio (2.2.11)) e, por um
abuso de notacdo, escrevemos v! quando deve ser (FL),v!. Assim, note que v! é vertical'®:
ele ndo contém uma componente em 9/9z*. Para uso futuro, podemos escrever a componente
a/ 8pj de v! da seguinte maneira:
ol = [XA - XFOt] = + [XA ~xrap] 2
© aqu A nA 0}72 ’
onde X i‘l é dado pela expressdo (2.2.12). Inserindo esta expressio em X9, e escrevendo pﬁ
como OL/9(0\¢?), podemos reescrever v! como

0
A
— 2.
8¢A Aapﬁ ) (3 7)
onde
vt = XA - X190t (3.2.8)
dv®B 9%L

A
YT 4w 9(0,0P)0(0rg7) (3.29)

onde d/dxt = 9/0xH + (0,0)0/0¢C ¢ uma derivada “exata” [30]:

dvP jdzt = 9,07 + (9P )99 ) (99 J0xH)
0, X" +¢50XP [0¢° — 0, (X¥0,87) — ¢F ¢S 0X" J9¢C .

No futuro, vai ser importante notar que a condicdo v4 = 0 automaticamente implica v! = 0
por (3.2.9).

No caso de um campo vetorial, por exemplo qbﬁ em (2.2.13), a parte espacial de v teria a
forma

vy = =0, (0uX") — XV 0,01 = —£x¢5)

Note a aparéncia da derivada de Lie'S.

M Note que — £ x ¢ aparece no primeiro termo, e 7£X¢f aparece no termo Xf fX“aud)f quando tomamos
em conta a forma de X', (2.2.7).

150 uso do “1” simplesmente significa que v! € J* ou J**.

16 freqiientemente ttil escrever a derivada de Lie em termos de derivadas covariantes, por exemplo £ X(;bf} =
X’\VAqbf) + qbfV#X’\, quando a torgao é zero.
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Usando esta expansdo de v!, vemos que o negativo da energia, (3.2.5) pode ser escrita
como

(5 [exh] = () [OGIX +0")]
= [(8Y)6] (X) + (s [6(")]
= Lw(X)+ (Y [pﬁvAw(aA)]
= (L (01 - X00,0%)) w(n). (3.2.10)

onde usamos as identidades (2.2.8) e (2.2.3). Esta expressao para a energia concorda com
a expressao obtida em [27, (19.72)] onde os autores encontram a energia através de uma
transformagao de Legendre parcial (contrariamente ao caso da Hamiltoniana, que é uma
transformagao sobre todas as varidveis), e onde a expressao deve ser integrada sobre uma
hipersuperficie .. Esta expressao gera 0(X,t), onde ¢t é um produto t1 A ... Aty,—1 dos m—1
vetores sobre a hipersuperficie ¥ [27], e a forma para E gera equagoes de movimento parecidas
ao caso Hamiltoniano [27, (19.14)].

Agora, temos uma quantidade, —F, cuja divergéncia é zero. Assim, podemos integra-la
sobre a hipersuperficie no espago, . Tomando um exemplo simples em m = D + 1-dimensoes
onde ¥ é determinado por zP*! = constante,

e integrando sobre um volume V'(¢) (onde ¥ nao é necessariamente transversal ao vetor X),
nos daria

o:/ dE:/ E:/ E - E,
V(e) AV (e) S(zd T +e) 2(xd

com tal que E — 0 quando z — oo (ou se OV (€) = 0, embora nao vamos tomar este caso em
conta agora).

Normalmente, o vetor no qual estamos interessados tera uma aparéncia como, por exemplo,
X = d/dxPT!, e estaremos somente interessados nas superficies ¥ caracterizadas por 27+ =

constante. Neste caso, podemos verificar que a derivada da integral seja zero:

d
0 = —— E = LxE = E(X
daP+1 /Z(mD‘H) /z(xé”l) * (Hlex

= A (X = X900 w(on, X)|

D+1
To
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onde substituimos a forma explicita de E da equacao (3.2.10). Em geral, isto nao tem que ser
necessariamente zero (a nao ser que a variedade X seja uma variedade fechada). Por exemplo,

no caso onde X = d/dxP*! (e X4 = 0), esta expressio torna-se 0 = p} (Op+16?)(dzt A ... A d:cD)(ﬁAﬂaE.
Se as equacdes de movimento forcam dp,1¢? — 0 suficientemente rapido, é possivel que esta

expressao seja zero (o que é ligado & pergunta se fE(xD+1) E é um numero finito).

3.3 Redugao e a Forma de Cartan

A aparéncia de ©(X!) na expressio da energia sugere que uma reducio “espontanea” sobre

mais do que uma simetria poderia ter uma forma parecida, embora devamos ter cuidado com

as secoes 5.

Ansatz/Proposicao A forma de Cartan de uma teoria reduzida sobre os vetores X1, ..., X,
pode assumir a forma

Ored = O(X1, X3, Xy), (3.3.1)

n

quando V(X1,...,X,) # 0 (um grupo, por exemplo).

Como exemplo, podemos considerar uma redugdao de um espaco do tipo Minkowski com
dimensdo m = D+1 (com coordenadas z* = (z®,2z”*1)) a um espaco com dimensio D, onde
vamos a tomar o vetor de Killing Ppy1 = #. Segundo o nosso ansatz, a forma de Cartan

para a teoria reduzida tomaria a forma ©(P} 1) E 6bvio que os outros vetores de Killing
para o grupo de Poincaré em D dimensoes, P,, M, vao continuar sendo simetrias da nova
teoria ja que, por exemplo £y, ,Pp+1 = 0 também ¢é valido para as prolongagoes (2.1.5).

Da discussao acima, do teorema de Frobenius sabemos que, para uma variedade integral
precisamos de (3.2.4). Por outro lado, para que sejam simetrias da nova teoria, precisamos
de £xPpi1 =0onde X € {P,, M,s3}. Em termos de grupos, se os X pertencem a um grupo
H (neste caso, o grupo de Poincaré de D dimensoes) num grupo G (o grupo de Poincaré em
D + 1 dimensoes) entao chegamos & seguinte conclusao:

Proposigao Os vetores sobre que podemos fazer uma redugao pertencem ao centralizador
do grupo, Zg(H).

A pergunta sobre as possiveis extensoes do grupo de Poincaré tem recebido bastante atencao,
notamente o trabalho de [45] (veja também [7,46]). A andlise deles mostrava que sé pode-
se estender o grupo de Poincaré (em quatro dimensoes, pelo menos) pelo produto direto de
um grupo semisimples com fatores de U(1). Assim, estaremos interessados em investigar ou
reducao por um vetor de Killing X = K, ou reducao pelos vetores de Killing K1, ... K, que
geram grupos semisimples.

E interessante notar que esta condicao para um vetor de Killing X = K é equivalente ao
formalismo da quebra G — Gg considerado em secao 1.3.1. Obviamente, neste caso o grupo
U(1)g em secao 1.3.1 aqui seria dado pelo grupo Abeliano gerado por K: U(1) k.

O problema é que temos que ver se podemos verificar que a forma de Cartan definida
deste jeito ainda satisfaga d(§1)*®red = 0 sobre as se¢oes de D +n dimensoes, ou se aparecem
condigoes que precisam-se impor para que isto seja verdade.
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3.4 Redugao Dimensional sobre um Espacgo 1D

Consideremos agora um espagco m = D + 1-dimensional parametrizado por (a:a,xDH), e
vamos considerar uma métrica definida sobre o espaco total de D + 1 dimensoes que tem um
vetor de Killing X = 0py1. Podemos ver se faz sentido definir a agdo que resulta de uma
reducao dimensional, Sp da seguinte maneira:

_ — W §1 * Ul .
Sp = /2(xD+1)E /E(ZDH)L (X) + (5" [O(01)] (3.4.1)

- / (L (xﬂa QSA(‘T)a ¢ﬁl($)) - p£+1aD+1¢A) dwl VAN dCL‘D s
Y(zD+1)

D+1 D+1

onde usamos equacao (3.2.10) e definimos X (zP”*!) por = constante, e onde dx nao
aparece. Obviamente, isto é exatamente a definicdo de uma redugdo do tipo Legendre se
incluimos as equagoes de movimento em D + 1 dimensoes.

Podemos também considerar o caso onde incluimos um gerador X A&% de simetrias
quando fazemos a reducido dimensional onde v! # 0. Por exemplo, h uma simetria global
adicional, ¢ — ¢' = e'¢, ¢* — ¢*' = e7*“¢* na Lagrangiana de (3.1.1). Se tomamos o vetor
total de simetrias sobre que queremos fazer a reducao como X = 8%4 + iaqb% — iagf)*%,
entdo o resultado da redugao dimensional em (3.1.2) terd um termo adicional: L, = L4 +
ia(¢*G — ¢G*), que segue invariante quando aplicam-se as equagoes de movimento em 5D,
(3.1.3).

E evidente que a reducao dimensional poderia reproduzir uma redugao dimensional do tipo
Kaluza-Klein se o segundo termo na primeira linha acima nao aparecesse, ou seja quando

vl =0. (3.4.2)
Lembrando-nos de equagdo (3.2.7), isto acontece quando!” vA =0.
Para o gerador de simetria X = # (onde X4 = 0), isto diz que

v =0 = —9ppit=0.

Ou seja, o caso v! = 0 onde X4 = 0 e onde X* nao depende de ¢? resulta em reducao
dimensional do tipo Kaluza-Klein onde 3D+1¢A = (0. No caso um pouco mais geral, onde
tem uma simetria global incluida, por exemplo X = # + aqu%, onde o = constante,
teriamos

=0 = a¢? —dpi¢t.

Este vinculo pode ser satisfeito se assumimos que ¢* tenha a seguinte forma: qﬁA(x“) =
6a$D+1¢A(xa)'

Vemos de v4 = 0 que hd uma espécie de compensacéo do espaco “externo” (com coorde-
nada z”*1) e um grupo “interno”. No caso de reducio dimensional comum, este espaco externo
normalmente seria dado por um circulo, S!, assim que faz sentido introduzir uma simetria ex-
terna global de U(1). Isto faz-se por considerar ¢ como campo imagindrio, onde o gerador de

P ()

ax

simetria X é dado pela expressao X = # + ia¢a—% —iag* 8?5* e onde ¢(z) =e

"Note que a condicdo v* = 0 também pode ser escrita como (dqu - qﬁfdxk)(X“a% + XAM%)A
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e ¢*(x) = e_meHgb*(mo‘). Assim recuperamos o caso de redugao dimensional do tipo Scherk-

Schwarz!8.

3.4.1 Solucdes de v4 =0

No caso onde v4 tem a forma de (3.2.8), é bastante ficil achar uma solucao explicita. Neste
caso, o vinculo ’UZA = XiA(gZ)) — qubﬁ = 0 pode ser satisfeito da seguinte forma:

od = ¢ + X (XA(9) — XV, (3.4.3)

onde ¢’ ;‘ é uma fungao qualquer, e onde X' )me = 1. (Na verdade, pode-se acrescentar um
termo tﬂC’A onde X!'t,, = 0, mas vamos tomar ¢, = 0 aqui). De certo modo, podemos ver

isto como um mapeamento, 7; dependendo tanto de X, XZA quanto de Xj,:

. 41A A_ A | ¥ A v 1A
T’i' MHgbu_(bu—i_X’iu(Xi _X’L(bu)

No caso onde tem véarios vetores X; sobre que queremos requerer que vZA = 0, nao queremos

que a ordem seja importante: 7; o 7; = 7; o 7;. Entao, de

A v AN . .
(riomj—T0m) ¢ = —(X/ X;)(X) — X0/ )) Xip + (i = j),

vai ser 1til definir X; em termos de formas duais, e; que satisfazem e;, X ]“ = ¢;; de tal forma
que os mapas se comutem entre si:

Xiu = ew .

3.5 Reducao sobre Espacos com Dimensao 2

Em fazer a redugao de duas dimensoes, acha-se um obstdculo impedindo que mais do que um
v! nao seja igual a zero. Este obstdculo permanece para reducdes sobre mais do que duas
dimensoes.

Dada: uma teoria em m = D + 2 dimensoes onde o espaco adicional tem coordenadas
(xP*1 2P*2) com dois vetores de Killing X = # e Xo = #.

Vamos tomar o seguinte ansatz: a forma correspondendo a condigao de redugdo por uma
dimensdo, 0 = —dFE = d(5')*[0(X!)], para duas dimensdes deve ser

0=d(s")* [6(X],X3)] . (3.5.1)

Onde o uso de 5! garante que vamos poder utilizar as equacdes de movimento de D + 2
dimensoes. Assim, a reducdo da teoria em D + 2 dimensoes a D dimensoes teria a forma:

Sp :/ (sH* [0(X1,X3)] , (3.5.2)
S (zD+1 g D+2)

D+1 D42

onde X (zP*1, 2P+2) ¢ uma superficie de dimensdo D sobre que x ex sao constantes.
Desta forma, os momentos relacionados com tanto X; e X9 vao aparecer, dando-nos outro

motivo para esta escolha.

. . . . . (@D 7
8Variando este método um pouco, podemos considerar uma simetria local ¢(z) = e p(z®), que
satisfaz Op11¢ — i’ (zPT')¢ = 0. Assim, podemos exigir uma simetria “interna” da forma ¢ — ¢’ = ¢ +
- 10 D41y D
eic (zPT )55
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Para ver se é possivel satisfazer o nosso ansatz, expandimos d [@(X 1 X21)] como
(dO)(X}, X3) — (£3:0)(X}) + (£x10)(X]) + O£, X1).

Ja que os vetores X; e Xy sao simetrias da teoria, £ X112@ = 0, o ansatz toma a seguinte

forma:

0=(s")" [(d@)(Xll7X5) * @("€X21X11)} ’

onde podemos decompor X{ e X4 seguindo (3.2.6). Os termos da forma (51)*[(dO©)(X!)] que
aparecem sdo zero pelas equacdes de movimento, (2.2.9), e os termos da forma (5')*d© sao
zero pela equagao (2.2.10). Os tnicos termos que ficam sao

0 = (5\) [(d@)(v%,v%)—k@(fxéXll)} (3.5.3)
= (vdoe - ko) w@) + 5D [0(£x XD .

onde a forma de dO© aparece em equacao (2.2.10). Entao, embora seja possivel nos livrar do
segundo termo no caso onde X7, Xy comutam (e, assim,[X{, X4] = 0 de equagdo (2.1.5)), o
primeiro termo fica sendo um problema. Infelizmente, além de requerer que um v' = 0, as

outras possibilidades, como Bvi = avl, v;* =(const), ou onde o primeiro termo em (3.5.3) é

uma divergéncia total, etc. ou parecem dar resultados ja conhecidos ou resultados triviais!?.

O caso onde escolhemos v! = v? = 0, que nos d4 um toro em duas dimensoes é considerado
em [7].

Esta condi¢ao permanece para redugoes sobre espacos de dimensoes maiores. O resultado
entao fica:

Proposicao Uma reducao dimensional de D +n dimensoes a D dimensoes, onde as equagoes
de movimento de D+n dimensoes sao satisfeitas, é possivel no caso onde todos os vil =0
(i=1,...,n), ou no caso onde todos os v} =0 menos um (i =2,...,n).

3.5.1 A Solugao vfg =0

Nesta secao vamos discutir solugoes nao triviais caracterizadas pelas solugoes dadas em, por
exemplo, se¢do 3.1.3. A maior diferenga entre as solugbes deste tipo e as solugoes da segao
anterior é que as novas solugdes respeitam equacoes de movimento vinculadas das dimensoes
altas, assim que apresentam solucGes menos flexiveis que as solugoes consideradas na segao
anterior. Sendo assim, nao vamos dar tanta énfase nestas solugoes.

Comecamos por notar que, na verdade, a equacao (3.5.1) é restritiva demais, e para que
(3.5.2) seja invariante sobre X, ¢ suficiente mostrar que

0=[(8")*d[O (X{,X3)]] (X1). (3.5.4)

1 . . . . .
9Como exemplo de v’s proporcionais, podemos considerar um campo ¢ num espaco m = D + 2-dimensional
com coordenadas (2, zP*! £P*?) onde queremos fazer uma reducdo sobre dpi1 € dpia (£op,10D+2 =

0). A condicdo fvi = vz torna~se 30p+1¢ = adp42¢. Mas, definindo u = 21+52 (azPT + g2PT2) e
[e3

(=BxPT + axPT?) (para que du A dw = dz®T' A dzP?), esta condicio simplesmente torna-se

1

a?4p2
Ow¢ = 0, que ndo tem solugdes mais interessantes das solugoes que ja temos. Pode-se também tomar a(z®) e
B(z*) dependendo das coordenadas z“, mas estas solugdes sdo do mesmo género.

w =
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Como mostramos em equacao (3.5.3), o termo nos colchetes dé zero quando Uf‘ = vf‘ = 0.

Mas agora, vemos que a expressao inteira pode ter outras solugoes além desta, que nos vao
permitir explicar os resultados que obtivemos em secao 3.1.3.

Entao, vamos revisitar o modelo de se¢do 3.1.3, denotando X1 = 94, Xo = 05, e ree-
screvendo 1 simplesmente como u. Note que £5,05 = 0 como na secao anterior. Entao,
v(f = —O4p=0% e Uf = —05¢ = 0°¢. Em geral, vamos fazer a seguinte definicio:

GA=v!  HA=v, (3.5.5)

e vamos considerar G4 ¢ H4 como campos independentes. Assim que, neste caso, G = 9%¢
e H = 0°¢. Note que definimos os campos adicionais como os v’s e ndo os momentos.
Comegamos por considerar invariancia sobre o vetor X;. A condigao (3.5.4) agora fica:

0 = (v} 403" — V3401 )w (D, Oa) .

Obviamente, esta expressio é automaticamente zero quando?® A = 4. A pergunta fica: pode-
mos exigir que a expressao seja zero quando A # 4 por requerer que v{‘ ' =0, vg‘ 'y =07
E facil ver que as derivadas dos campos G e H aparecem nas quantidades vg*:

Ui\¢* = —84p2* = —9,000=0"G e v%‘w — 9 H.
Entao, simplesmente vamos requerer que

NG=0"H=0 X=0,...,3,5.

Mas o vinculo 9°G = 0 também implica um vinculo sobre H:
PG = 0°(0'¢) = 01(0°¢) =9"H =0.

Entao, a agao é invariante sobre X se respeitamos as equacoes de movimento com estes
vinculos:

[eq.mov.]a(om;a,,g,)(G7H)’84H:0 .
Obviamente, no caso onde consideramos invariancia sobre Xo = 05, esta expressao torna-se

[eq.mov.]a(omz;) (G,H),05G=0"

3.6 Gravitacao e a Condigao v =10

Agora queremos mostrar que a condigdo v = 0 concorda com uma reducao dimensional do
tipo Kaluza-Klein quando considera-se gravitacdo. Obviamente, no caso de uma teoria onde
ha uma métrica dinamica, nao ha vetores de Killing sobre que possamos fazer a reducao.
Nao obstante, podemos considerar o vacuo da teoria, e da condigao v = 0 podemos deduzir a
condicao que é necessaria para podermos fazer uma reducao.

No caso de gravitacido sem torcao?!, a condicio de v = 0 torna-se

20Em geral, a condi¢io que queremos satisfazer é w(v}dy, X) = 0. Obviamente, uma solucio disto é que v}
é proporcional a X*. Por exemplo, poderfamos tomar a seguinte solucio particular: v} = ()?#v’ﬁ) X*. No
caso onde X = 0s, isto implicaria que U;”‘é;‘?”s =0ev) 4 = v'i,d}% Tais solugdes podemos também reproduzir
em termos dos momentos, j& que v} = X3 — X*9,ph: 0uph = X, [X;\‘ - X, (X4 — X70,p'%) XA]A

210s autores de [27] ndo consideram torgio porque nio existe um referencial onde a conexao seja zero.
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v=—£xT",,. (3.6.1)

Esta condicao diz que a conexao, I'*,,, é invariante sobre o vetor X. No caso onde hd varias
simetrias de um grupo G, as condi¢oes v = 0 dizem que a conexao é G-invariante.
Vemos de equacao (A.2.4) que um vetor de Killing, X satisfazendo £ xg,, = 0 também
[e]

satisfaz a condigao v = 0. Entao, dado um conjunto de vetores, um vdcuo 9, satisfazendo
v = 0 é a métrica onde esses vetores sao vetores de Killing. Vacuos satisfazendo esta condigao
(védcuos homogéneos) consideram-se em [47], onde da forma do vécuo é bastante facil derivar
o ansatz de Kaluza-Klein [47,48]. Nao obstante, este vicuo é somente uma solugao. Isto é
provavelmente desejado, por exemplo para podermos acomodar a teoria sobre K3 em [48].

3.7 Conclusoes

Desenvolvemos uma maneira classica para analisar os possiveis tipos de reducao dimensional
que inclui redugao dimensional do tipo Legendre, pouco estudada na literatura. Vimos como
é possivel considerar reducao dimensional como uma reducao sobre um vetor de Killing da
métrica original. Mostramos que as maneiras convencionais de fazer reducao, Kaluza-Klein
e Scherk-Schwarz, correspondem & condicao v = 0, enquanto uma reducao do tipo Legendre
corresponde a condi¢do v # 0. Embora fique a a pergunta sobre o que acontece no caso
supersimétrico, no caso de uma redugao sobre duas (ou mais) dimensdes, mostramos ser
possivel estender a definicdo de reducao dimensional de Legendre quando os vetores de Killing
sao associados a fatores Abelianos na algebra (e, no nosso caso simples, associados a dlgebras
de Kac-Moody), mesmo quando o grupo de isometrias da variedade nao seja Poincaré.

No capitulo seguinte, vamos tentar estender estes resultados a variedades internas de
grupos e cosets.
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4 Reducgao Dimensional Sobre Grupos e Cosets

Neste capitulo pretendemos generalizar os resultados do capitulo anterior aos casos de var-
iedades internas de grupos ou cosets. Brevemente definimos quais vetores de Killing vamos
usar, e logo mostramos como se vé a forma canonica de Cartan no caso de uma variedade
interna correspondo a um grupo G, e mostramos como nao é possivel fazer uma reducao de
Legendre sobre uma variedade interna deste tipo. Na seguinte sec@o, consideramos o caso de
uma variedade interna do tipo coset G/H. Comegamos por tomar um caso simples, o coset
SO(3)/SO(2) ou S?, e mostramos como as mesmas barreiras a reducio de Legendre surgem
neste caso também. Apds termos derivado umas identidades gerais, terminamos por propor
a forma de Cartan reduzida para cosets do tipo SO ou SU (e, implicitamente, outros cosets
também).

4.1 Simetrias Adicionais e Vetores de Killing

Para um grupo, em geral, o fato de que uma métrica de um grupo é biinvariante ja indica
que tem (pelo menos) dois conjuntos de vetores de Killing que comutam entre si: os do lado
direito e do lado esquerdo [49]. Desta forma, os grupos de isometria do lado esquerdo e do
lado direito s@o (pelo menos) G x G. Para os nossos fins, vamos escolher os vetores do lado
direito para gerar o grupo sob consideragao.

O caso de um coset G/H é um pouco diferente [49,50], pois a métrica ndo ¢ mais biin-
variante. Podemos escolher os geradores da acao esquerda, como anteriormente, sobre que a
métrica é invariante. O grupo de isometria direito, ndo obstante, é o grupo K = Ng(H)|H,
onde Ng(H) é o normalizador do grupo H em G. Esta vez, as isometrias do espago sao (pelo
menos) G x K. Estas isometrias tém que ser modificadas em dois casos: nos casos onde um
vetor gerando a agao esquerda coincide com um vetor gerando a agao direita (que coincidem
com fatores U(1) no grupo G); e nos casos onde G/H pode ser descrito por mais do que uma
maneira, por exemplo S”: SO(5)/SO(3) ~ SU(4)/SU(3) =~ SO(7)/Ga ~ SO(8)/SO(7). O
grupo K surge naturalmente como o grupo de gauge quando considera-se gravitacao [49].

Em fazer uma reducao dimensional sobre um grupo ou um coset, é conveniente escolher
entao os geradores da agao esquerda.

4.2 Reducgao Dimensional Sobre Variedades de Grupos

Vamos considerar um grupo externo com vetores de Killing X;. Podemos considerar, como an-

teriormente, simetrias internas sob as quais queremos reduzir, para que os vetores de simetria
)

se tornem X 577 + XZA%. Por exemplo, um grupo interno

A_z‘BiA_i_4 Bif\

com as mesmas coeficientes de Lie satisfaria as nossas condigoes, ja que

0 0 0
A B C D
[_T'i B¢ _1} D(b —a¢c .

3¢A’ ] - _[Ti7Tj]CB¢B

Nesta secao, vamos nos servir da seguinte notacao:
o1 1 1 1 1
@(X):G(Xl""’Xp—l’Xp-i-l?"'?X)’

P n
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Para os geradores de simetria, os X; devem satisfazer
£X; @ - 0 5
e, como os vetores de Killing formam um grupo, eles devem também satisfazer

T

£x1X = Cpg' X,

Como no caso anterior, vamos supor que a forma de Cartan reduzida assuma a forma de
(3.3.1), onde requeremos que

d(s")"e(X], X;,..., X;) =0, (4.2.1)

e a nossa pergunta é: quais condigoes temos que exigir para que equacao (4.2.1) seja satisfeita?
Comegamos impor esta condigao por explicitar d [@(Xll, X1 ... ,X%)] como:

1
d[O(X], X3,.... Xp)] = Y ()P "£x0(X,)
p=n

+(=D)"(dO)(X1,...,X}); (4.2.2)
as derivadas de Lie que aparecem no primeiro termo sao dadas por

£x10(X,) = O(Cpr' X\, X}, +O(CpP Xy, Xy, )+

= Z Cp,qqg()?;) + Cp,qp(_l)p_q_lg()?;) >
q=1

e podemos substitui-las em (4.2.2).
Assim o vinculo (4.2.1), multiplicado pelo fator comum (—1)" torna-se

0=(-1"E)d[e(X], Xs,....X))] = (Y [[@dO)X],...,X,)
+sz<—1)pe<2p>§njcpqu
p=1 q=1

Evidentemente, se impomos a seguinte condigao:

Zn: Cp.q" = Tr[ad(T},)] =0, (4.2.3)
q=1

onde introduzimos a representagao adjunta, podemos simplificar a condicao original, (4.2.1).
Esta condigao, que aparece em [38] é uma condigao satisfeita para todas as algebras de Lie
semi-simples e para muitas algebras além destas, mas exclui vérias possibilidades exdticas.
Grupos satisfazendo esta condigao chamam-se grupos unimodulares [49]. Deste momento para
a frente, vamos assumir que o grupo sob consideragao seja unimodular.

Utilizando a nossa regra de decomposicio (3.2.6) para os X}, a condicio (4.2.3) torna-se

0= (3")*[(dO)(5L X1 +v],...,5: X, +v;)] . (4.2.4)
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Expandindo esta expressao mostra que varios termos sao identicamente zero. Por exemplo,
um termo que tem a forma

) [[@O)EX, . 5 X,)] = [(51)7(dO)](X1, ..., Xn)
= 0,

1

é zero pela equacgao (2.2.10). Do mesmo modo, qualquer termo com exatamente um v* é zero

pelas equacoes de movimento:

G (dO) (v}, 51 Xs, ..., 5 X,) = () [dO(WN)](Xa,. .., Xn)
= 0.

1

Da forma de dO©, (2.2.10), e visto que nao aparecem termos 0/dz* nos v; , vemos que qualquer

termo com trés ou mais v! deve ser exatamente zero também.
Nao obstante, todos os termos da forma

(51)*[(616)(51)(1, R giXi—la T)il, §1XZ‘+1, ... ,§in_1, ?)]l, §1Xj+1, .. )]
= (1) (8N [(dO) (v}, v))]) (Xi, X;)

1Y)

com exatamente dois v!’s permanecem, exatamente como no caso anterior.
Resumindo, podemos satisfazer a condigao (4.2.1) se exigimos que

1. O grupo seja unimodular.

2. Todos os v = 0, com a possibilidade eventual de um v! # 0 (mas veja abaixo).

Se estas condigoes sao satisfeitas, podemos deduzir a “energia”’, que toma a seguinte forma:

/(51)* [@(Xll, e ,X,ll)] = /(51)* [®(§iX1 +01,...,5LX, +v,11)] . (4.2.5)
Dizemos “eventual” acima pela seguinte razdo: nao é possivel definir todos os v4 zero
menos um: se, por exemplo (no caso sem XA) XZHE)%L(ﬁA =0parat=1,...,n —1 isto ja

implica que X} a%(b“‘ = 0 pelas mesmas identidades de Lie.

Este tltimo resultado é interessante (embora um pouco decepcionante): aparentemente
nao é possivel fazer redugodes do tipo Legendre sobre variedades de grupos, sendo somente
sobre variedades que correspondem com os fatores Abelianos no centro do grupo de Poincaré.
Mesmo assim, falta verificar o mesmo para espacos coset.

4.3 Reducgao Sobre Espacos Coset

O nosso propodsito nesta secdo é considerar um espaco coset representativo (S2) e achar a
forma de Cartan que corresponde com uma reducao dimensional sobre ele. Vamos ver que
0 meSmo mecanismo aparece como no caso anterior: um possivel v4 % 0 é proibido pelas
identidades de Lie do grupo G.
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4.3.1 Os Vetores de Killing de S?

Vamos tomar um elemento g no espaco de SO(3) da seguinte forma: g(6, ¢, x) = e?’2efT1eXT3,
onde T4, Ty e T5 satisfazem a dlgebra de SO(3). Os vetores invariantes do lado esquerdo, D 4,
simplesmente sdo duais as um-formas invariantes ¢ = ¢~'dg = ¢*T;. De um calculo explicito,
acha-se que estes sao dados por

ol = cosxdf + cosfsinydo,
02 = —sinxdf + cosfcos xdo,
o = —sinfdé + dy,

e satisfazem as equacoes de Maurer-Cartan do“t + %C’ABCUB Ao® = 0. Os vetores duais, D 4,
sao

Dy = cosx0dy+ wdb + tan 0 sin x0, ,
cosf
Dy = —siny0y+ cP X Oy + tan 0 cos x0y ,
cos 6
D3 = 0.

Os vetores invariantes do lado direito, @Q 4, sdo os duais das um-formas dg g~

por

, € sao dados

Q1 = cos@dy + tanfsin ¢pdy + M(?X ,
cos 6
QQ = a(b )
Q3 = —singdy + tan6 cos ¢y + Max i
cos 6

Neste espaco, podemos usar a representacao adjunta para definir uma métrica. Esta
métrica é dada pela expressao o' ® o' + 02 ® 02 + 0° ® ¢®, ou simplesmente n4pdr? ® dz’
com nap = diag(1,1,1) e z = {6, ¢, x}. Da construgao, sabe-se que £¢g,n = 0. Mas, pode-se
mostrar que £p,n = 0 também, pois a métrica é biinvariante.

Vamos escolher uma secao onde y é uma constante, m : (6,¢,x) — (0,¢,0). Assim,
el = Ul‘X:O’ etc. e calculamos e! = df, €2 = cosfd¢ e e3> = —sinfdg onde e! e e formam
um “covariant frame” em G/H e onde e3 é a H—conexao. A projecio m.Q4 = K4 d4

Ky = cos¢0 + tan fsin g0y,
Ky = 0y,
K3 = —sinfdy+ tanfcos ¢dy , (4.3.1)

e estes satisfazem as identidades de Lie de SO(3).

Os trés vetores de Killing definidos sobre uma superficie de somente duas dimensées devem
satisfazer uma relagdo linear. Comecamos por fazer a seguinte observacao: de dz? A w = 0,
pode-se deduzir que

0 = (dz7 ANw)(Oy,0,)
6pw(0y) — 0yw(9y) + dz Aw(Oy, 0y) -
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Multiplicando isto por x K4 K} e tomando o produto interno K., e multiplicando o resultado
por X3, nos dé
0=w(Ks Kp) K.+ w(Kp, Ko) Ky + w(Ke, Ko) Ky, (4.3.2)

o que vale no nosso caso particular onde K, = K1, K, = Ky e K. = K3. Na verdade, esta
equacao vale também quando, por exemplo, K, = p, K, = Ko e K. = K3:
0 =w(p, K2)K3 + w(K2, K3)p + w(K3,p) Ko, (4.3.3)

para um vetor p qualquer.
Assim, tomando w(eq. 4.3.3) também temos a seguinte relagao:

0 =w(p, Ko)w(K3) — w(p, K3)w(Ks2) + w(Ka, K3)w(p) . (4.3.4)

4.3.2 0O Caso S? = S0(3)/50(2)

Este coset tem como os vetores de Killing os trés vetores em (4.3.1) que satisfazem a algebra
de Lie de SO(3). Mas observa-se também que o ansatz para a forma de Cartan reduzida
para grupos, equacao (3.3.1), ndo serviria neste caso simplesmente porque o produto interno
de trés vetores de Killing com um espaco com apenas duas dimensdes, S2, daria exatamente
Zero.

A forma das identidades (4.3.2) e (4.3.3) é a inspiragao do nosso ansatz para a forma de
Cartan:

O(X], X)) Va2 (X1, X2) + O(X], X3 Ve (X1, X3) + O(X3, X3) Vg2 (Xa, X3) . (4.3.5)

onde vamos escrever a parte da métrica correspondendo ao espaco S?, Vg2, simplesmente
como V do espago inteiro nesta secao, onde nao deveria haver confusdo. E, como nos casos
anteriores, queremos ver sob quais condicoes (5!)*d(eq. 4.3.5)= 0.
Tomando (5')*d de equacio (4.3.5) temos
(8Hd[0(X], XHV(X1,X2) + (1 — 1,2 = 3) + (1 — 2,2 — 3)]
= () [V(X1, Xo) ((dO)(X], X)) — (£x10)(X3) + (£x30)(X]) + (£, X1))
+O(X7, X3) A ((dV)(X1, X2) — (£x,V)(X2) + (£x,V)(X1) + V(£x,X1))
+(1—-1,2—-3)+ (1 - 2,2 — 3)]
= (" [V, xe) ((@0)(X], X3) + O£ D))
FOXL XI) A (V(£x, X)) + (1> 1,22 3) + (12,25 3)] .
onde, na ultima expressao, usamos o fato que os vetores X; sao geradores de simetria (£ x10 =

0), dV =0 e equagao (3.2.3) para simplificar o resultado.
Inserindo £ x1 X3 = X1, etc., este se torna:

(8" [V(X1, X2)(dO)(X{,X3) + (1 — 1,2 = 3) + (1 — 2,2 — 3)
+v/90 (—w(X1, X2) X3 — w(X3, X1) X5 — w(X2, X3) X7 )
—V (O(X], X3) Aw(Xs) + O(X], X3) Aw(Xa) + O(X3, X3) Aw(X1))]
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A primeira linha, apds termos usado as equagoes de movimento (2.2.9) e a identidade
(2.2.10), é reduzida a

(primeira linha) = (5')* [(d@)(vl,UQ)] V (X1, Xo) + (81 [(d@)(vl,v3)] V(X1,X3)
+( ) [(d@)(vQ,v3)] V(X27X3)

A segunda linha, usando a nossa decomposicao, equagao (3.2.6), e equacao (3.2.10):

(segunda linha) = (—\/E)Lw (w(Xl, XQ)Xg + w(Xg, Xl)XQ + w(XQ, Xg)Xl)
—i—(—\/ﬁ)pﬁw(@)\) (u)(Xl,XQ)v{;,4 + w(Xg,,Xl)vé4 + w(Xg,Xg)vf‘)
= 0,

onde simplificamos as expressoes em colchetes pelo uso de equagoes (4.3.2) e (4.3.3).

Ao notar que ©(vi,vl) = 0, somente alguns termos vio sobrar na terceira linha. Assim,
(YY" [0(X}, X1)] toma a forma Lw(X1, Xa) —pvsw(pz, X1)+phviw(p1, Xa) onde definimos:
pL = v{‘pj@h etc.. Entdo, a terceira linha fica

(terceira linha) = (—/9) [Lw (w(X1, X2)X3 + w(X3, X1) X2 + w(X2, X3)X1)
+ (w(p1, X2)w (Xs) —w(p, X3)w(X2) +(1 —2,2—-3,3—-1)+(1—3,2—-1,3—2))]
= (—v9)Phaw(0y) [ w(X3, X2) — vow(X3, X1) + viw w(X1,Xs)] ,

onde a primeira linha acima é zero por (4.3.2) e (4.3.3), e onde reescrevemos a segunda linha
acima usando (4.3.4).

Entdo, somando os resultados acima, podemos reescrever a condigao (5%)*d(eq. 4.3.5)= 0
da seguinte maneira:

( 1)* [( )(U1702)] V(X17X2) ( ) [(dg)(vlvv?;)] V(X17X3)
+(§1) [( )(1}%,1}3)] V(X27X3)
H(—v9)Phw(0)) [viw(X3, X2) — viw(Xs, X1) + viw(X1, X2)] -

Desta toma, podemos concluir que a redugao funciona quando todos os Ul-l = 0.

Notamos que é possivel fazer reducdo sobre somente um dos vetores de Killing de S2,
mas nao fazer reducdo sobre os outros dois vetores de Killing. A variedade sobrando é,
por exemplo, um circulo sobre que temos uma acao reduzida. A invariancia sobre o vetor
original nos deixa, por exemplo, relacionar a integral sobre um circulo § = /2 ao circulo
¢ = m/2,3n/2. Temos tentado, por exemplo, relacionar a¢oes sobre a métrica (1, —1,—1,—1)
com a métrica (—1,—1,—1, —1) usando este formalismo, mas a interpretagao disto é um pouco
dificil decifrar.

4.3.3 Uma Identidade

Precisamos de uma generalizagao de (4.3.2) para o caso geral. Vamos considerar a quantidade

2! (9_1)1[i(9_1)2j},
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onde g é um elemento na representagao adjunta do grupo SO(3). Obviamente, neste caso,

g ' = g7, e se quadramos a expressao acima obtemos
dim s0(3) ) . dim so@)
52 2] = 5 X e e 20
=t irj=1
— iQ']Il ]12
= et
= L (4.3.6)

Por outro lado, escrevendo @); para os vetores invariantes do lado direito do grupo SO(3),
D; para os vetores invariantes do lado esquerdo, e o* para as um-formas de Cartan invariantes
do lado esquerdo (o*(D;) = 0";), e sabendo que

Qiyg = Rg:Qie = Ry 0 L;*IDLQ = (97" Djg,

1

(onde abreviamos (Ad ¢~1)/,D;, por (¢71)/,D;,) podemos escrever g~! em termos de o

atuando sobre Q:
o (Qi) = (971
Desta forma, a identidade (4.3.6) pode ser escrita como
1 2
= g (0! A o) (Qi, Q)] -

Podemos generalizar este resultado um pouco para um grupo SO qualquer. Neste caso,

1 dim @ )
1 2
1 = a Z [(O’ No /\.../\Ua)(Qil,QiQ,...,Qia)] R
i1yeesia=1
onde a pode ter um valor 1,...,dim G.

E f4cil generalizar estes resultados para espagos do tipo coset G/H, onde o grupo sob
consideracao e a sua representagao adjunta é o grupo G, um grupo do tipo SO. Projetando
do fibrado G para a variedade G/H, e'(m.D;) é §'; se o indice i corresponde a um gerador
em G/H. Definindo K; = 7.Q;, temos

el (Ki) = (97");

também. Desta forma,

1 dim G ,
L= = Y (AN A Ky Ky K]
i17---7’ia:1
1 dim G
= — > VK Kip K (4.3.7)

1, 0a=1

quando G é um grupo do tipo SO, e onde a pode ser 1, ..., dim(G/H). No caso de SO(3)/SO(2),
e tomando a = 2, esta relacao diz que

1= [V(Ky, K2)] + [V (K2, K3)] + [V(K3, K1)
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e a sua derivada simplesmente d4 a expressao (4.3.2).

Se G fosse, por exemplo, um grupo do tipo SU, onde g~!

= gT, teriamos que tomar

dim @
11,..,0q=1

4.3.4 O Caso Geral

Podemos especular ou melhor postular a forma da forma de Cartan reduzida para um coset
G/H quando o grupo G é um grupo do tipo SO. Vamos assumir que todos os v’s deveriam
ser nulos. Vamos também assumir, como no caso anterior de S2, que a Lagrangiana reduzida
seja
1 dim ¢
Ored = — Yoo}, XV(IX,,. LX), (4.3.8)

115 in=1

onde X! = (5'),X;,, etc. para que

1 dim ¢

Lyeqwm = (51)*@red ] Z [(51)*@] (Xiys oo, X3, )V( Xy, -0, XG,,)
"1 yenin=1
dim ¢

1 Lwyy 2

D 70 )
' [ 21 b in
e VI

T

V9

onde usamos equacao (2.2.8) e equagao (4.3.7), e onde a forma wy; é a forma de volume sobre
a variedade interna M. Este resultado concorda com os resultados anteriores: quando faz-se
uma reducao com todos os v’s nulos, a Lagrangiana reduzida simplesmente é a Lagrangiana
da teoria original.

Da mesma forma, quando o coset tem a forma G/H com um grupo G um grupo do tipo
SU, simplesmente terfamos que substituir V(X;,,...,X;, ) em (4.3.8) por [V (X;,,..., X;,)]*

4.4 Conclusoes

Estendemos os resultados do capitulo anterior aos casos onde a variedade interna é um grupo
ou um coset. No caso de um grupo G, fazendo um ansatz para a forma de Cartan nos deu
o resultado que G deve ser unimodular, além de requerer que todos os v’s sejam zero, assim
excluindo a possibilidade de reducao de Legendre neste caso. Reducao de Legendre tampouco
parece ser possivel no caso de uma variedade interna do tipo coset, G/H, pelo menos no caso
de S%. Notamos que é possivel fazer a reducdo sobre somente um vetor de Killing no caso de,
por exemplo, S2, mas a interpretacdo dos resultados nao fica muito clara. Terminamos por
encontrar uma expressao para a forma de Cartan reduzida para o caso de um coset geral.

o4



5 Perspectivas Futuras

Na primeira parte da tese, mostramos como Z; cordas podem ser acomodadas em teorias
onde um grupo de gauge é quebrado a um grupo nao-Abeliano.

Na segunda parte da tese, mostramos que reducao dimensional de Legendre (e Kaluza-
Klein e Scherk-Schwarz) pode ser vista em termos multi-simpléticos. Com o uso deste formal-
ismo, obtemos uma maneira geral de procurar possiveis extensoes de reducao de Legendre.
Embora varios dos nossos resultados tenham sido, até certo ponto, negativos em termos das
possiveis extensoes de redugao de Legendre (excluindo, por exemplo, se¢do 3.5.1), obtivemos
um quadro relativamente geral em que a busca de novas formas de reducao dimensional tem
sido bastante reduzida.

Uma das esperangas iniciais dos autores de [43] era que uma teoria off-shell de N = 8
supergravidade pudesse ser obtida através de uma aplicacgdo de uma reducao de Legendre.
Nao é 6bvio, dados os argumentos em [51,52], se este serd possivel, mas é possivel que os
nossos resultados formem um passo intermedidrio na prova que sim é possivel ou nao.

Esperamos que o desenvolvimento de uma maneira de estudar os métodos de reducgao
dimensional em termos de formas de Cartan, etc. também facilite o estudo da relacao entre
reducao dimensional e dualidade e (co)homologia, onde é inconveniente considerar a teoria
reduzida como uma teoria efetiva apds tomar os modos zero da teoria inicial. Fora disto, é
bastante facil generalizar o nosso método a reducao dimensional em teorias com derivadas
altas dos campos, um ponto que fica para futura pesquisa.

Virias consideragoes ficam para pesquisa futura, como a pergunta sobre o que acontece
quando se aplica o mecanismo de secao 3.5.1 ao caso supersimétrico, e o que acontece no
caso de redugao sobre somente um vetor de Killing na secao 4.3.2. Fora destes pontos, a
omissao maior aqui tem sido a possibilidade da inclusao de um termo topoldégico A associado
a um vetor de Killing em (3.2.1). Nao sabemos ao certo se este tenha recebido muita atencao
na literatura (fora de teorias de gauge), mas do nosso ponto de vista, seria a extensao mais
interessante das formas de reducao dimensional que aparecem aqui, sobretudo em combinagao
com uma reducao do tipo Legendre. Esperamos poder investigar estes pontos em trabalho
futuro.
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A Convencoes e Identidades Uteis

O nosso laboratério nesta obra tanto para as cordas BPS quanto para redugdo dimensional
é freqiilentemente supersimetria rigida estendida N = 2. Assim serd conveniente definir a
notacao dos pseudoespinores que vamos utilizar. Incluimos também algumas identidades
geométricas.

A métrica que usamos nesta obra é (+,—,—, —,...).

A.1 Notacao de Espinores

Dados dois espinores x e ¢, consideramos as seguintes convencdes [54]: (x¥)T = —TxT,
(x) = +¢ixT e (x¢)* = —x*¢*. Em D = s+ t dimensoes com s dimensdes do tipo
espaco e t do tipo tempo, os elementos v* da algebra de Clifford, com os 2[P/2 glemen-
tos 1,v#,y",y*°, ... (onde definimos v* = L[y ,~"], 4P = %fy[“fy”'yp] , oMY = iy e
T Yo = T Y000 = 17 Yoououe = 1, €tc.) satisfazem as seguintes relagoes:

'YMT _ —(—1)tA’yMA_1, ,.YMT _ —n(—l)tC’yMC_l, AP = an)//‘B—lj
C=B"A, BT =¢B,

onde 7, € sdo constantes determinadas pelo nimero de dimensoes do tipo tempo e do tipo
espago:

s—t . s—1
€ = COS T — nsin T,
note que para s = 3, t = 1 temos € = —n. A matriz yp,1 é definida como
=3,t=1 .
YD1 = (—1)(87’5)/471...71)8—’% s =iy0. .. A3,

Onde podem-se verificar as seguintes relagoes das definicoes acima:

A = ntBABfl, AT _ ntcAflcfl, Al = (_1)t(t71)/2A’ CT — ent(_l)t(tfl)/QC,

Vb1 =1, ’Y/T:)H =yp11 = (—1)'Ayp 1A vh = (=) 2Byp B yh = (-1)PPCypaC

No caso s = 3,t = 1 vamos tomar as matrizes de v da seguinte forma:

0 1 ' 0 of —i 0
0 — Z — . p— ) S p— )
Y= < 1 O ) v = < _O,z O > 5 275 Z( 0 Z ) ’

onde a nossa s difere com a matriz ’y? de [7] por uma constante, i. As matrizes A, B e C

podemos tomar como??, no caso € = 1, n=-—1
A=~ B=in? C=in*y"=-0C%. (A.1.1)
Assim, B = B! = 0 ¢ eC=-C1=(°¢ 0 .
- 0 0 —e

20 C% de [7] é o nosso C~ 1 = —C.
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Se definimos a conjugacao de carga como
wc — B71¢* — _Cflz;T — CS&T ¢cc =1, (A12)
entao um espinor de Majorana satisfaz

Ye=1. (A.1.3)

Se usamos estas defini¢oes para os geradores @); da algebra de supersimetria de N = 2,
obteremos uma simetria interna do tipo O(2), enquanto a simetria maxima que pode ser
representada deveria ser SU(2) [7]. E possivel realizar esta simetria pelo uso de espinores
de Majorana do tipo SU(2) além de espinores complexos. Neste caso, podemos definir o
conjugado de um espinor como (; = @Z-]'B’f1 ]’»‘, onde ©;; é uma matriz constante, e onde
i = 1,2. Se queremos que (;° = (;, entao vé-se que requeremos que ©O* = €- 1, onde BT =
eB’. Para poder representar o grupo SU(2), tomamos os {ndices acima como representagoes
que transformam-se como o complexo conjugado das representagdes com os indices abaixo ({1
transforma-se como a representacao ‘%> e (3 como a representagao {—%> de SU(2)). Podemos
formar invariantes sobre este espaco pelo uso do tensor invariante?® e, por exemplo, (;e¥ny.
(Note que podemos tomar o determinante da métrica g para o grupo SU(2) como um, assim
que 12 = det ge'? = £'?). Se tomamos © como uma constante vezes —ic (onde incluimos
um fator —i para conveniéncia), entdo requeremos que € para a algebra de Clifford seja —1.
A maneira mas facil para realizar isto é por tomar

A=A B =By; ' =~C=-indC%,
para que ¢’ = B'" A’ e BT = —B’. Com estas convencdes o conjugado toma a forma
(f = —ieiys BTN = —iey1sC0T = —e5 OO (=G, (A.1.4)

e os espinores tipo pseudomajorana satisfazem?*

&= (A.L6)

Temos a seguinte notacio: (7 = (;e¥, nt =¥ 15, etc.
Em geral, é bastante facil verificar que (7°M¢;)T = —(iysC~MTCrsn;, onde M é uma
matriz 4 x 4. Deste jeito verificamos que para espinores do tipo pseudomajorana,

G = —Cni aG ==yt G = Sy,
n'yrPG = Y 0 ysG = —Csn
'Y ysG = C' s 'Y sG = CyF s

onde Y*"? pode ser escrito como Y = 1P y57,.

#3Chamam-se SU(2) Majorana pelo seguinte: se ', = t;;4;, onde t é uma matriz unitdria, entdo para que
Vi = €ij5 B/flw; continue sendo vélido, requeremos que tet’ = €, o que é a condicao para o grupo USp(2n, C)
onde SU(2) ~ USp(2).

*Tnfelizmente, esta definigio para a conjugacio de carga modificaria (A.1.2)

U =BT = s BT = —ins Oyl % =~ (A.1.5)

ou seja, seria dificil definir um espinor de Majorana deste jeito.
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Qualquer matriz 4 x 4 M pode ser decomposta como

1
27 L (MAp)y?H + ...

1 v
'TT(M"YVM)VM + 3!

2!

1 1
M = 1 [Tr(M)l + ﬂTT(MW) M+

E a seguinte decomposicao de ;7" é 1itil em fazer as contas:
i F L1 =
Mol = =7 |(C)lag + 5 (C i) (Ve + 55 (C Vi) (" ag

+% (C_i%wp??z‘) (’ypyu)aﬁ + (6275772)(75)045]

= 4 |0+ U)o = (D
_%(ﬁifmupg)('ypyu)aﬁ + (ni75<i)(75)aﬁ:| s (A_1.7>

onde podemos reescrever —%(ﬁi’ywpgi)(fyp”“)ag = (ﬁifyafy5g)(75fy°‘)aﬁ.
E possivel definir pseudoespinores ¢; (i = 1,2) do tipo SU(2) Majorana a partir de es-
pinores de Majorana, v; do seguinte jeito:
— s j
)

e ()

se 1; satisfazem as condigoes de Majorana, entdao (; automaticamente satisfazem (A.1.6). Em
termos de dois componentes, isto fica

(= ( _izgfaj ) G = (¢FvieyCl). (A.1.8)

Em fazer as contas, a seguinte relagao resulta ser 1til para fechar a algebra de supersimetria
sobre os campos fermionicos:

5y ok = 5555§ - aalaa§ (A.1.9)

A.2 Variedades Riemaniannas

Vamos supor uma conexao compativel com a métrica: g,,,, = 0, mas onde a tor¢ao nao seja
necessariamente nula, incluindo, por exemplo, a teoria de gravitacao de Einstein-Cartan, mas
excluindo a teoria de Weyl [55].

Definimos a conexao w”, como [56] w”, = I'*,,dz*. A derivada covariante, D, atuando,
por exemplo, sobre o}, é dada por Dol = (Vpo/,f)dxp = dot + w“pa,’f — wp,,ozﬁf, e V,0, =
I'* 0k e Vyda” = =T dx”.

A curvatura, 27, é dada por QF, = dw”, + W, A w?,, onde QF, = %R"‘l,p#dxp A dx*,
onde R",,, = —R",,,. A primeira identidade de Bianchi tem a forma

R ywp + R ypp + R ppw = QHVp;u + QRPWV + QHMVW + QJIWQHUP + QUVPQHUM + QUWQROV

A torgao ©F = %Q“de“ A dx" satisfaz ©OF = dda* + wH, NdxP = wF, NOP =TH, ,dx¥ A
dzf =T+, dz” @ dzf.
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Reescrevendo equagao (3.2.2), achamos que

£Xg,u,1/ = X;L;I/ + Xy;p + Xp(QV/J,p + Qﬂyp) . (A21)

Vamos usar as seguintes identidades:

Xﬁ;u;v - Xﬁ;u;u = _XPRKPHV + XK;pr;w )
X — Xew = XpRPp + XH;prﬂy . (A.2.2)
Vamos definir I' = I'*,,0,, ® d2* ® dz¥ = w", ® 0, ® dz¥. Desta forma, vemos que

(£xD)", = £xw", — (0,X")w’, + (0, XP)w",
= (@) (X) + dw (X)) — (B, Xty + (D, X7,
= (2% =W AwW) (X) +dw",(X)] — (0, X)), + (0, XP )",
= Q% (X)+ DX,
ou simplesmente
LxI = X°R 60 + V., V, X", (A.2.3)

ou -£Xgplirﬁ;w = gp/iXJRK;wu + gplivuvuXK + FK/J,V"EXgpli = ganJRK,uUV + gpnvuvuXﬁ +
I (X gy + Xisip)-

Quando a torgao é zero, podemos usar (A.2.1) para notar que V,£xgor = V(X5 +
Xvio) = Xowip + Xuioyu- Por outro lado, podemos usar equacao (A.2.2) para escrever isto
como V900 = Xoypuw + Xvioy — XpRP 5. Assim, vemos que

1
£XFH;W = §gng(v,u£Xgou + vu-’eXga,u - vo'fXg,uu) (A24)

(usando equagao (A.2.3)).
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B Campo Escalar com Background Estatico

A titulo de ilustragao, neste apéndice vamos aplicar alguns dos métodos elaborados em capi-
tulo 2 a um caso concreto. Assim, vamos mostrar a invariancia da forma de Cartan, calcular
a Hamiltoniana, etc. para a seguinte teoria simples:

S[g] = / dt dr d dip /=g (9" 3,00, 6 — V() -

B.1 Estruturas Canodnicas

Comegamos por calcularmos os momentos:

oL
o= o =299V 0,9, (B.1.1)
0P
oL ov
IiEa)\pA = W =—\/—ga—¢7

ou, equivalentemente,

1
8ud = ——gup” .
W 2\/_—99;“/1)

A forma canonica @2, entao fica

0 = \%g( V=9 a¢d¢+2¢_ gk"amdm)
= d[(s70er-V)eV]

L,
deal i deveria. Assim, wi ass forma:
onde a Lagranglana reaparece, como deveria. SS1m, wx assSume a rorma:
1

”fc:ﬁ[d< “_?%

A forma canénica 6 correspondendo a Hamiltoniana é

) Adp+d (2\/_9A”6y¢> A dm]

1 6V 1
= 7 (Vg i) oV
= —d(gMono, +V) BV
= —dy—gH®V, (B.1.2)

h _

quando calculamos w? = df* achamos que w? = Wi

Podemos tambem calcular a forma de Cartan, que tem a seguinte expressao:

0 =20Np,dp NV <36A> - <g>\y¢)\¢u + V) V. (B.1.3)
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B.2 Invariancia de © Sobre os Vetores de Killing

O nosso proposito nesta se¢do é mostrar explicitamente que esta teoria é invariante sobre os
vetores de Killing da métrica. Neste calculo, precisamos de dois elementos: K*0,9%7, e a
prolongacio j!K = K.

Ja que 0 = K#0,(0%3) = K"0,(9"7g48), sabemos que K"0,9%" = —go‘vgﬁ"(K“augw).
Isto sabemos de (3.2.2) que nos dé

K"9,9°° = g% 95 K* + ¢*79,K” . (B.2.1)
Consideremos o vetor K = K*0,. A sua prolongagao vém de (2.2.7):

0 0
20,9) = K"9, — gbu(@,,K“)a% .

Ainda falta mostrar que £ 1© = 0. O que achamos é que a derivada de Lie de cada termo
de © com respeito a K é zero. Vamos dividir a forma © em dois pedagos © = 201 — 05 e
mostramos a invariancia de cada termo:

O primeiro termo:

, OKH
K'=j'K = K"9, — (augb)W

= K (0700) ] don V(5 5)
0

5%

0
90,046 A (£50V ) (55)

0
Av
TN 0u0do AV (Lyr 55)

v 0
£Kuaﬂ—¢u(ay1<u)%g)‘ Oy pdp N V(w)

+9™ 0y (AL 1) AV (

A segunda linha é trivialmente zero ja que nio ha fatores do tipo 9/0¢ em K. A terceira
linha é igualmente zero £V = £V = 0, pois K é um vetor do tipo Killing. As tnicas
contribuicoes vém da primeira e iltima regra.

De (£xU)” = K*0,U” — U*0, K", facilmente achamos que £K15% = —OAK”aiy. Con-
hecemos também a derivada K “Bug” de equacao (B.2.1). Entéao, a equac@o acima torna-se

? d
Liag"0,0d0 AV (525) = (90K + g0, ) 0,6d0 AV (5)
d
v [ A
9™ (~0r00,K) do AV (555)
9
Av o v
90,00 NV (~03K" )

= 0.
Agora, o segundo termo de ©. Temos que calcular
£K1 HV .

Mais uma vez, desde que £ 1V = 0, sabemos que o seguinte é zero

E£rH = £500 (gaﬁaawg(b n V> = £519°%0,0050 |
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pois K ndo contém derivadas com respeito a 9/9¢, i.e. £V = 0.
Utilizando equagao (B.2.1) novamente, isto se torna:

(90, K7 + g™0,K) dads + 20" 00 (~0,05K") = 2 0uK7 oty — 2905 K" 6,
= 0.
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