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Católica do Rio de Janeiro (2002) e mestrado em F́ısica pela
Pontif́ıcia Universidade Católica do Rio de Janeiro (2005).
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Homero...

Aos amigos e colaboradores do grupo de pesquisa do Laboratório de
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Resumo

Sigaud, Lucas Mauricio; Morgado, Welles Antonio Martinez; San-
tos, Geovan Tavares dos. Estudos da Dinâmica de Materiais
Granulares Densos. Rio de Janeiro, 2009. 102p. Tese de Douto-
rado — Departamento de F́ısica, Pontif́ıcia Universidade Católica
do Rio de Janeiro.

Materiais granulares, por sua enorme gama de aplicações industriais (da

indústria aliment́ıcia à astrof́ısica), vêm sendo cada vez mais estudados

durante as últimas duas décadas. No entanto, muito da descrição f́ısica

inerente ao comportamento deste tipo de material ainda elude os cientistas,

tornando este um campo particularmente rico de investigação.

Dentre as questões insolutas, estão algumas de crescente interesse, como

os mecanismos de fluxo e transporte de grãos, que descrevem fenômenos

como a difusão correlacionada e a formação de bandas de cisalhamento, por

exemplo. Através de modelos fenomenológicos e matemáticos, este trabalho

visa melhorar a compreensão destes fenômenos e dos mecanismos por trás

deles, em especial a participação fundamental dos arcos de forças formados

pelos grãos.

Através de um modelo fenomenológico razoavelmente simples e de si-

mulações computacionais, o papel dos arcos fica evidente ao se observar,

nas simulações, o comportamento caracteŕıstico da formação de bandas de

cisalhamento, reproduzindo resultados experimentais e previsões de mode-

los teóricos encontrados na literatura. Concomitantemente, foi desenvolvido

um modelo matemático teórico para se descrever a difusão correlacionada

de grãos, fenômeno que acreditamos estar baseado no mesmo prinćıpio de

transporte através dos arcos, reproduzindo o comportamento qualitativo de

simulações computacionais.

Palavras–chave
Sistemas Granulares Densos. Difusão Correlacionada. Segregação

Granular. Bandas de Cisalhamento. Arcos. Processos Estocásticos.



Abstract

Sigaud, Lucas Mauricio; Morgado, Welles Antonio Martinez; San-
tos, Geovan Tavares dos. Studies on the Dynamics of Dense
Granular Systems. Rio de Janeiro, 2009. 102p. PhD Thesis —
Department of F́ısica, Pontif́ıcia Universidade Católica do Rio de
Janeiro.

Granular materials, due to their huge amount of industrial applications

(from food industry to astrophysics), have been the object of an increasing

number of studies throughout the last couple of decades. Much of the phy-

sical description concerning the behaviour of this kind of material, however,

still eludes scientists, turning this field of research into a particularly rich

one.

Among the unsolved questions in this area there are some of growing

interest, such as the mechanisms of grains transport and flux, which describe

phenomena like correlated diffusion and the formation of shear bands, for

example. By means of phenomenological and mathematical models, this

work tries to improve the understanding of these phenomena and the

mechanisms behind them, particularly the fundamental role of arches of

forces created by the grains.

Using a relatively simple phenomenological model and computer simulati-

ons, the role of arches becomes evident when it is observed, in the simu-

lations, the characteristic behaviour of shear bands formation, reproducing

experimental results and the predictions of theoretical models found in the

literature. Simultaneously, a theoretical mathematical model was developed

to describe granular correlated diffusion, a phenomenon we believe is based

on the same principle of transportation by means of arches, reproducing the

qualitative behaviour of computer simulations.

Keywords
Dense Granular Systems. Correlated Diffusion. Granular Segregation.

Shear Bands. Arches. Stochastic Processes.
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intacto. 35

2.1 Uma ilustração do nosso arranjo experimental modelado. Dois cilin-
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da banda de cisalhamento - em todos os três casos - na primeira
coluna, enquanto a segunda mostra que não há formação de
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3.12 Gráfico da variação do módulo da transformada de Fourier em
q = ±k com o tempo, para dois valores diferentes da razão ψ0

ψ10
,

com ψB0 = ψA0 e ψB10 = 1
2
ψA10. Pelos ajustes para A (y = −0, 008x+

0, 988) e para B (y = −0, 016x + 0, 948), nota-se claramente
que o ajuste linear denota processos difusivos correlacionados, ao
contrário do esperado para uma difusão usual, onde não deveria
haver variação. 94



The time will come when diligent research over
long periods will bring to light things which
now lie hidden. A single lifetime, even though
entirely devoted to it, would not be enough for
the investigation of so vast a subject... And so
this knowledge will be unfolded only through
long successive ages. There will come a time
when our descendants will be amazed that we
did not know things that are so plain to them...
Many discoveries are reserved for ages still
to come, when memory of us will have been
effaced. Our universe is a sorry little affair
unless it has in it something for every age to
investigate...
Nature does not reveal her mysteries once and
for all.

Seneca, Natural Questions - Book VII.



1
Introdução

1.1
Materiais Granulares

Material granular (a areia é o exemplo clássico, mas a definição engloba

desde sal e bolinhas de chumbo e soja até asteróides) é um sistema de diversos

grãos macroscópicos. O tamanho de um grão genérico pode ser, dependendo

das dimensões do sistema, de vários metros de diâmetro (caso de asteróides)

a alguns microns. Materiais granulares podem ser encontrados em astrof́ısica

(no caso mencionado acima), em geof́ısica, na medicina e, claro, na cozinha

(açúcar, sal, arroz).

Assim sendo, há diversas aplicações industriais para estes tipos de mate-

riais - como exemplos podemos citar mineração, transporte e armazenamento

de alimentos (como soja e arroz), indústria farmacêutica (ṕılulas e granulatos),

cerâmicas, catalisadores e pós (com aplicações diversas na indústria qúımica),

etc. Isto sem mencionar exemplos de materiais granulares em fluidos, na forma

de suspensões, sedimentos, lamas, etc. Não à toa, materiais granulares são,

depois da água, o tipo de material mais manipulado na indústria (1).

Primeiramente, temos que definir o que são materiais granulares. Os

grãos, individualmente, são tipicamente ŕıgidos e podem ter densidades, for-

matos, tamanhos e rugosidades diferentes entre si. Misturas reais são caracte-

rizadas por uma distribuição de tamanhos, o que pode ser observado na Figura

1.1, onde uma larga distribuição de tamanhos pode ser vista (2). Um dos efei-

tos mais conhecidos da matéria granular, mas que ainda é objeto de intensa

discussão e pesquisa, é o efeito Castanha-do-Pará (Brazil-Nut Effect), onde, em

um sistema de grãos idênticos, um grão maior é inserido no meio, e mediante

vibrações verticais o grão maior “sobe” até a superf́ıcie da pilha, segregando-se

dos demais (3).

É posśıvel haver interações entre os grãos. Na região de contato entre

grãos, forças de van der Waals são encontradas facilmente, as quais se tornam

relevantes quando o diâmetro do grão é inferior a 80µm, aproximadamente. Da

mesma forma, o ar geralmente tem um grau de humidade considerável, e se a
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Figura 1.1: Exemplo real de uma distribuição de tamanhos granulares retirado
de uma aplicação industrial (2).

superf́ıcie dos grãos são hidrof́ılicas, filmes de água podem cobri-los e se juntar

nas regiões de contato, criando tensões superficiais que podem manter os grãos

unidos. Essas forças atrativas, chamadas globalmente de coesão, também se

tornam relevantes abaixo de um certo tamanho granular, que depende do grau

de humidade do ar. Para humidade do ar em torno de cinqüenta porcento

e esferas de vidro, essas forças começam a aparecer tipicamente entre 80 e

100µm.

Além dessas forças atrativas, há também o surgimento de forças ele-

trostáticas repulsivas em decorrência de distribuições de cargas nas superf́ıcies

dos grãos devido ao atrito. Essas forças podem ser altamente relevantes para

certos tipos de meios granulares, como grãos de latex.

O parâmetro mais importante na caracterização do comportamento de

um sistema granular é a sua densidade - é ela que define o estado f́ısico
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do material granular observado. Matéria granular solta pode se comportar

como um fluido, e.g. escoando em uma ampulheta, enquanto “pacotes” densos

se comportam como um sólido. Tanto materiais granulares compactados ou

fluidizados têm a sua própria “f́ısica” e efeitos próprios surpreendentes. O

caso de densidades intermediárias, no qual o material granular pode mudar

do estado fluido para o sólido (e vice-versa), como no caso particular das

avalanches, é ainda mais rico e dif́ıcil de ser compreendido.

1.2
Densidade Granular

Um dos pioneiros na pesquisa de meios granulares foi Osborne Reynolds.

Em seu último trabalho (4), de 1885, ele tentou descrever praticamente todo

fenômeno f́ısico envolvendo materiais granulares através da interação de esferas

duras, introduzindo inclusive o conceito de dilatância (5), um efeito observado

por qualquer um que já tenha caminhado na areia molhada de uma praia:

quando pressionamos o pé com força na areia, um contorno seco surge ao redor

dele. Poderia-se imaginar, ingenuamente, que a pressão do pé iria, ao invés

disso, produzir um buraco na areia que se encheria de água, mas não. Reynolds

propôs então um experimento no qual uma garrafa elástica (de plástico, por

exemplo), cheia de areia e água, é deformada. Esta pressão faz o ńıvel de

água no interior da garrafa diminuir, em vez de aumentar, como pode ser

observado na Figura 1.2, abaixo. A razão f́ısica para este fenômeno é que

os grãos estavam empilhados de forma tão densa antes (densidade acima da

densidade de Reynolds ρR), que para um grão se mover em relação a outro, ele

precisa ser separado de uma certa distância primeiro. Com isso, os grãos, que

são essencialmente ŕıgidos, afastam-se ligeiramente uns dos outros, e a água

passa a ocupar este espaço aberto, diminuindo o seu ńıvel.

Isso pode ser explicado pelo espaço intersticial entre os grãos (que gera

a dilatância), existente mesmo quando eles estão em seu maior estado de

compactação, como pode ser observado no modelo bidimensional simples da

Figura 1.3, abaixo (6). Dados o comprimento vertical hV e o comprimento

horizontal hH do paralelogramo da Figura 1.3, a área do mesmo será S =
1
2
hV hH . Portanto, uma vez que a soma das áreas dos ćırculos no interior do

paralelogramo correspondem à área de um único grão circular de raio R, a

área intersticial não ocupada pelos grãos será Sint = S − πR2, que varia com

o ângulo θ do paralelogramo - ou seja, com a compactação da pilha.

Outro efeito interessante observado em materiais granulares é o efeito

Castanha-do-Pará, onde, por meio de vibrações verticais em um acondiciona-

mento granular, um grão maior localizado próximo à base da pilha é levado
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Figura 1.2: Reprodução da experiência proposta por Reynolds: uma garrafa
plástica, cheia de areia e água, é deformada, fazendo o ńıvel da água baixar.
Quando a garrafa volta ao normal, o ńıvel da água sobe novamente.

gradativamente para cima, até chegar à superf́ıcie de mesma (7), como ilus-

trado na Figura 1.4.

Esse acondicionamento granular denso também pode ser observado em

outro experimento extremamente simples. Enchendo-se um tubo com areia,

pode-se enfiar um lápis nele, e depois retirá-lo com facilidade. No entanto, se

após enfiar o lápis no tubo, alguém bater algumas vezes de leve nas paredes do

tubo, a compactação dos grãos prende o lápis de tal forma em seu interior que

não apenas não é mais fácil retirá-lo, mas o tubo inteiro pode ser levantado

pelo lápis.

A densidade, na verdade, controla todo o comportamento mecânico do

material granular. A Figura 1.5, abaixo, mostra simulações computacionais (8,

9) de um sistema de discos de mesmo tamanho a densidades diferentes.

Quanto mais denso o meio, percebe-se o surgimento de estruturas ordenadas,

t́ıpicas de sistemas a altas densidades (maiores que ρR), particularmente em

duas dimensões. Neste regime, muitos efeitos interessantes ocorrem devido à

inelasticidade das colisões.

A forma mais simples de se caracterizar a dissipação que ocorre em uma

colisão inelástica é através do coeficiente de restituição r, que é, essencialmente,
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Figura 1.3: Modelo simples para dilatância (6).

uma função do material. Ele caracteriza a quantidade de perda de energia em

uma colisão e vai de zero a um, onde zero é o caso perfeitamente inelástico e

um o perfeitamente elástico. A dissipação introduz uma escala de comprimento

caracteŕıstica em um sistema granular, a saber a distância onde a energia

decai por um fator 1/e, uma vez que o coeficiente de restituição multiplicativo

implica em uma relaxação exponencial.

1.3
Superf́ıcies Granulares

Quando um determinado material granular é solto de um recipiente sobre

uma superf́ıcie, uma pilha (cônica) é formada. Se a superf́ıcie for uma mesa

circular, e o material for despejado em seu centro, após um tempo toda a

mesa será coberta, e o material granular vai deslizar pela superf́ıcie do cone

formado e “escorrer” da mesa. O cone é caracterizado por um ângulo máximo

chamado ângulo de repouso ΘR, o qual é uma propriedade do material (10).

Este ângulo de repouso é tipicamente da ordem de 25 − 35◦ para areias e

10 − 15◦ para bolinhas de vidro. Sua dependência é principalmente com o

formato e rugosidade dos grãos e com a humidade do ar.

O interessante é que se a mesa tiver o formato de um quadrado, será

formada uma pirâmide, com cada lado tendo, novamente, um ângulo ΘR.
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Figura 1.4: Representação do Efeito Castanha-do-Pará. As imagens acima
estão em ordem cronológica, da esquerda para direita, demonstrando que o
grão maior (a esfera de isopor, indicada pela seta vermelha) “sobe” após o
recipiente ser submetido a vibrações verticais.

Ainda, se o material for despejado em um ponto deslocado do centro, um

cone irá surgir até que sua base atinja a borda mais próxima da mesa. Então,

o máximo da pilha irá se mover lentamente para fora da mesa e os grãos

despejados subseqüentemente irão escoar diretamente para além da borda.

Antes de uma pilha atingir a borda da mesa, sua base não é perfeitamente

cônica, pois uma fraca trilha formada por grãos que rolaram da pilha pode ser

vista.

Um ângulo similar ao ângulo de repouso pode ser observado em um plano

inclinado granular, no qual uma caixa cheia de material granular é inclinada

até que os grãos comecem a se mover. Então, uma avalanche aparece, a qual,

sendo de massa finita, vai mudar ligeiramente o ângulo da superf́ıcie granular.

O ângulo imediatemente antes do ińıcio da avalanche (ou seja, o ângulo cŕıtico

de estabilidade da superf́ıcie granular) é chamado de ângulo de “estabilidade

máxima” Θs. O ângulo após a avalanche é próximo de ΘR, com uma diferença

de alguns poucos graus (muitas vezes em torno de 1◦).

Uma das grandes questões teóricas em aberto na área de estudo de mate-

riais granulares é como obter, das propriedades dos grãos, o ângulo de repouso.

Alguns modelos simples já existem, em geral construindo-se uma pilha adicio-

nando grão a grão, que podem dar uma idéia dos ingredientes essenciais (11).

Baseando-se apenas em propriedades granulares (como diâmetro, coeficiente

de restituição e massa) e em um parâmetro de relaxação Γ, Alonso et al. con-
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Figura 1.5: Sistema de discos de mesmo tamanho a frações volumétricas (a)
ρ = 0.5628, (b) ρ = ρR = 0.7394 e (c) ρ = 0.8681, obtidas por simulação
numérica (9).

seguem resultados bastante bons, que podem ser vistos na Figura 1.6, abaixo,

com apenas um parâmetro de fitting.

Também é interessante notar que a avalanche denota uma das carac-

teŕısticas mais fundamentais de materias granulares, a saber: que ele pode se

comportar tanto como sólido quanto como fluido, às vezes com ambos os es-

tados coexistindo em um mesmo sistema (12). No exemplo acima, a pilha de

areia, em si, comporta-se como uma massa sólida, fixa e ŕıgida, enquanto os

grãos que deslizam por sobre a superf́ıcie granular comportam-se como fluido,

“escoando” como um ĺıquido o faria. Mais curioso ainda é quando executa-se

o descrito no experimento da caixa inclinada - neste caso, parte da areia loca-

lizada nas camadas superiores, em “estado sólido”, transforma-se em areia no

“estado fluido”, saindo da pilha e escorrendo pela superf́ıcie.

1.4
Areia Fluida

A areia fluindo pela parte mais estreita de uma ampulheta, ou “saltando”

em um uma placa vibrante, é fluidizada no sentido que ela se move analoga-

mente a um fluido. A fase fluida granular ocorre para sistemas com densidades

inferiores à densidade cŕıtica de Reynolds ρR. Bagnold foi o primeiro a intro-

duzir o conceito de viscosidade η para fluxos de areia, em 1954, e encontrou

empiricamente a lei de Bagnold (η ∝ v, onde v é a velocidade de cisalhamento

em si - diferentemente de η ∝ C, onde C é uma constante, caso este de fluidos
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Figura 1.6: Perfil de uma pilha de grãos de açúcar. Nota-se claramente a
concordância com o modelo teórico de Alonso et al. (11), particularmente com
o arredondamento próximo à base do cone.

newtonianos como água ou ar) (10).

Na década de oitenta, uma teoria cinética de gases foi desenvolvida no

contexto de sistemas granulares por Savage e Jenkins (13). Ela descreve meios

granulares agitados no framework da dinâmica de fluidos, com uma única

adição importante - um termo de dissipação nas equações de fluxo de energia.

A forma clássica de se obter equações de movimento cont́ınuas para um fluido

a partir das leis de conservação locais dos números de moléculas, momento

e energia faz um certo número de suposições. Em primeiro lugar, o “limite

cont́ınuo” tem de existir, i.e., quando o número de moléculas se torna infinito

ou os seus tamanhos e as distâncias entre eles vai a zero, um resultado único

e independente dos detalhes do procedimento tem de ser obtido. Tem que se

supor também que um elemento de volume representativo pode ser criado,

i.e., que uma pequena caixa de volume l3 pode ser definida contendo uma

quantidade de moléculas Ne tal que a média de densidade, momento e energia

dessas moléculas sejam representativas dessa região. Médias sobre elementos

volumétricos vizinhos devem dar resultados muito similares: ou seja, o sistema

deve ser homogêneo quando olhando para ele com uma resolução l. O tamanho

da caixa l3 também deve ser suficientemente pequeno para que eventuais

gradientes de velocidades ou densidades macroscópicas sejam despreźıveis em

seu interior. Em outras palavras, as flutuações estat́ısticas entre os valores
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médios de células vizinhas têm que ser pequenas, mas não menores que as

variações sistemáticas nos valores médios de cada célula. Para um fluido, um

miĺımetro cúbico (que é hoje a precisão experimental acesśıvel) para medidas de

campos de velocidades contém em torno de 1020 moléculas, o que dá excelentes

médias. Para a areia, um miĺımetro cúbico contem entre um e cem grãos, o

que é claramente insuficiente para atender às condições acima.

E em cima disso, há ainda o problema que a dissipação introduz natural-

mente gradientes altos nas energias médias. Considere uma cadeia de n grãos

de diâmetros δ e aplique uma força instantânea em um dos lados, a fim de

injetar uma certa energia no sistema. A cada colisão, apenas uma fração r

da energia é transmitida, tal que no enésimo grão apenas uma fração rn−1 da

energia inicial é recebida. O decaimento de energia ao longo de uma cadeia

deste tipo é, portanto, exponencial:

e(x) = e
x
δ

ln r = e
− x
l1 ,

onde l1 = −δ/ ln r é o comprimento de dissipação caracteŕıstico, i.e., a distância

na qual a energia cai a 1/e devido à dissipação. Para bolas de aço (r = 0.95)

este valor é l1 ≈ 20δ, enquanto para bolas de vidro (r = 0.7), l1 ≈ 3δ. Logo, o

maior elemento volumétrico representativo tem que atender à condição l < l1,

o que também limita a precisão.

Essas são algumas das dificuldades encontradas ao se tentar lidar com a

teoria cinética de gases em ambientes de sistemas granulares.

Outro conceito importante ao se lidar com fluidos granulares é a tempe-

ratura granular, que pode ser definida como

Tg =
1

2
ρu2, (1-1)

onde ρ é a densidade e u representa as flutuações de velocidade dentro de

um elemento volumétrico representativo (que possuem média 〈u〉 = 0). O

uso do conceito de temperatura granular causa um problema fundamental

à termodinâmica. Uma das formas de colocar a temperatura granular em

um framework consistente é considerar as flutuações no fornecimento e na

subseqüente dissipação de energia como um banho térmico, definindo um tipo

de ensemble canônico, que parece ser razoável enquanto as flutuações de energia

sigam uma distribuição de Maxwell-Boltzmann (14).

Para fluidos moleculares, o movimento térmico é muito mais rápido que

a velocidade de fluxo ~v do fluido, de forma que a aproximação adiabática,

separando-se graus de liberdade rápidos e lentos, pode ser feita. Para meios

granulares, ~u e ~v são da mesma ordem de grandeza porque o movimento

“térmico” é causado pela velocidade do fluxo e vai a zero, devido à dissipação,
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quando o fluxo para. No caso de gases granulares, esse “resfriamento” pode

levar ao surgimento de aglomerados granulares, cuja dinâmica foi estudada

recentemente (15, 16). A origem f́ısica desses aglomerados é fácil de ser

entendida: imagine que dentro de um estado perfeitamente homogêneo tenha

em algum lugar espećıfico uma pequena perturbação (i.e., uma densidade

ligeiramente mais alta). Conseqüentemente, neste lugar irão ocorrer mais

colisões e, logo, mais dissipação. Localmente, a temperatura e a pressão irão

decair. Devido ao gradiente de pressão resultante, mais part́ıculas fluirão para

esta região, aumentando ainda mais a sua densidade. Uma vez que regiões

densas se tornam cada vez mais densas, isto leva ao surgimento de aglomerados.

Isto ocorre com freqüência em sistemas de poeira interplanetária (17).

Desta forma, é fácil perceber que, para atingir um estado de equiĺıbrio

com temperatura granular diferente de zero, o sistema precisa ter energia sendo

injetada nele constantemente.

1.5
Padrões formados por camadas vibrantes

Camadas quase bidimensionais (isto é, com o menor número posśıvel de

monocamadas granulares - onde o caso ideal é, naturalmente, um), quando

submetidas a algum tipo de vibração vertical, exibem um regime surpreen-

dentemente bimodal caracterizado por um aglomerado denso de grãos quase

imóveis envoltos por um gás de part́ıculas agitadas (18).

Essa transição para aglomeração ocorre quando a magnitude de vibração

é reduzida (o sistema é “resfriado”), como citado acima.

Já multicamadas de materias granulares, quando submetidas a vibrações

verticais, exibem uma formação espetacular de padrões de vibração. Em um

experimento t́ıpico, camadas de 10 a 30 diâmetros granulares de espessura

são energizadas por meio de vibrações verticais precisas. Dependendo das

condições experimentais, uma miŕıade de padrões pode ser observada, de linhas

e quadrados a hexágonos e octógonos (ver Figura 1.7).

Apesar dos primeiros padrões em camadas granulares terem sido obser-

vados há mais de dois séculos por Chladni (em 1787) e depois por Faraday

(em 1831) (19), apenas recentemente interesse nessa área começou a surgir

(20), culminando com a descoberta do “oscillon” (21), um elemento oscilante

extremamente localizado (ver Figura 1.8).

Outro fenômeno interessante decorrente de materiais granulares sob

vibração é a segregação. Acima já foi falado um pouco sobre o efeito castanha-

do-pará, que é exatamente um mecanismo de segregação por meio de vibração.

De modo geral, em misturas de espécies, padrões de vibração geram segregação
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Figura 1.7: Padrões representativos em camadas granulares sob vibração
vertical para vários freqüências e amplitudes de vibração diferentes: (a) linhas,
(b) quadrados, (c) hexágonos, (d) espirais, (e) interfaces e (f) “oscillons” (21).

granular na direção perpendicular às vibrações, como pode ser observado na

Figura 1.9.

Uma explicação mais detalhada sobre a segregação granular e os modelos

que procuram descrever esse fenômeno pode ser encontrada no Caṕıtulo 3,

abaixo.

1.6
Acondicionamentos Granulares

Um sistema granular em repouso sob a ação da gravidade forma um

acondicionamento granular. A f́ısica desses tipos de sistemas está descrita de

forma bastante detalhada em um livro recente de Aste e Weaire (24). Exemplos

são o interior de uma pilha de grãos ou a própria praia. Acondicionamentos

estáveis podem existir a diferentes densidades, como pode ser visto na Figura

1.10.

Uma forma de caracterizar esse acondicionamento é através da porosi-

dade Φ, i.e., a fração do volume de espaço não-ocupado; dáı, Ψ ≡ 1 − Φ é
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a fração do volume ocupado. Com esferas de mesmo tamanho, a densidade

máxima a ser conseguida é Ψfcc = 0.74. Mas, em uma mistura aleatória das

esferas, o máximo que pode ser conseguido em termos de compactação (e.g.,

por vibrações sofisticadas do sistema) é Ψrdp = 0.64 - o chamado acondicio-

namento denso aleatório (“random dense packing” - rdb) (26). No entanto, o

conceito de rdb ainda não é muito bem definido.

Um sistema granular pode estar em um grande número de diferentes es-

tados microscópicos a densidades macroscópicas fixas, e diversas propriedades

não-usuais estão ligadas ao seu acondicionamento não-trivial (27, 28). Como

mostrado por Edwards (29, 30), o papel que o conceito de energia livre de-

sempenha em sistemas termais padrões (como modelos de Ising), em meios

granulares parece ser desempenhado pelo “volume efetivo”, derivado de uma

função complexa de posições e orientações granulares. Dessa forma, a mecânica

estat́ıstica fornece conceitos teóricos no contexto de sistemas não-termais.

1.7
Arcos de Grãos

Em qualquer acondicionamento granular, em particular aqueles mais

densos, arcos de força forçosamente aparecem no sistema. Uma vez que

grãos são objetos tridimensionais, com formatos particulares, quando um

acondicionamento de grãos se forma, muitas vezes um grão apóia-se em outros

três ou dois, em direções diferentes. Da mesma forma, outros grãos apóiam-se

nele, criando uma seqüência de contatos através dos quais a força de contato

de cada grão é transmitida ao grão seguinte na direção que o grão (ou grãos)

em contato estiverem, como pode ser observado na representação simples da

Figura 1.11. Com isso, a transmissão de forças do topo à base da pilha ocorre

de uma forma desigual (pois cada grão pode exercer mais força sobre um dos

grãos nos quais se apóia do que sobre os outros) e evidentemente não-linear,

uma vez que, como fica evidente na Figura 1.10, a probabilidade de um grão

ficar exatamente em cima de outro é ı́nfima.

Um fenômeno bem conhecido decorrente dessa formação de arcos em

acondicionamentos granulares é o efeito Janssen (31), que ocorre quando um

contêiner é preenchido com uma pilha alta de grãos, com uma altura H maior

que o diâmetro D de sua base. Durante muitos anos procurou-se entender

porque silos grandes repletos de grãos rúıam nas laterais, enquanto sua base

mantinha-se intacta.

Janssen observou (31) que, ao se depositar uma pilha granular em um

contêiner (no caso, ciĺındrico - um silo, por exemplo), após uma certa altura

espećıfica da pilha (H > D), a pressão exercida pela mesma na base do silo
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torna-se praticamente independente da quantidade de grãos (o que é bastante

não-intuitivo). A explicação para isso é bastante interessante: as forças de

contato entre os grãos se propagam de forma totalmente não linear, sendo

transmitidas não apenas verticalmente, mas também lateralmente (novamente,

o motivo torna-se evidente pela Figura 1.11). Com isso, cadeias de forças mais

intensas formam arcos de sustentação, onde cadeias menos intensas podem

“apoiar-se”.

Assim sendo, após essa altura H > D, o que acontece é que os grãos que

vão sendo depositados subseqüentemente têm sua força peso (que corresponde

à soma das forças de contato com os grãos abaixo deles) distribúıda por

intermédio desses arcos para as laterais. Por isso a pressão na base mantém-se

constante: os demais grãos que são depositados exercem pressão praticamente

apenas nas laterais do silo, tornando a pressão na base independente da altura

da pilha e da quantidade de grãos na mesma.

Uma simulação desenvolvida em um contexto industrial é exibida na

Figura 1.12 como exemplo, enquanto uma experiência de laboratório ilustrando

o efeito Janssen pode ser vista na Figura 1.13, disposta abaixo, sendo montada

com uma balança e com um cilindro sem base suspenso, o qual é mantido quase

em contato com a balança, de forma que apenas a pressão exercida pela pilha

granular (e não pelas paredes) seja medida.

É esse fenômeno que torna posśıvel o funcionamento da ampulheta como

um medidor de passagem de tempo preciso. O fluxo de areia através da parte

mais estreita da ampulheta é constante justamente devido a essa propriedade

dos grãos de formarem arcos que transmitam as forças de forma não-linear. A

areia, na região imediatamente acima da parte mais estreita, forma arcos de

sustentação para o resto da pilha que está acima, arcos esses que se quebram

e ressurgem a cada instante, sempre sustentando temporariamente a pilha

acima, mas permitindo um escoamento para a parte inferior da ampulheta.

Com isso, sempre uma quantidade pequena de grãos, que não sofre a pressão

do restante da pilha, escoa da parte superior para a inferior da ampulheta, em

um ritmo constante. Isto seria imposśıvel de se conseguir com um ĺıquido, por

exemplo, pois, como esses arcos de sustentação não são formados, a parte a

ser escoada para a metade inferior da ampulheta sempre estaria submetida à

pressão de um ĺıquido newtoniano, definida pela Lei de Stevin: pv(h) = ρgh,

onde pv é a pressão vertical, ρ é a densidade do fluido, g é a aceleração da

gravidade e h é a altura da coluna de fluidos acima do ponto medido (33).

Como a pressão depende da coluna acima do ponto medido, à medida que o

ĺıquido fosse escoando pelo meio da ampulheta, a pressão neste ponto variaria,

mudando a taxa de escoamento e tornando a medida de tempo imprecisa.
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Outra conseqüência que vem sendo observada recentemente é a influência

e a importância dos arcos em situações dinâmicas (em vez de acondicionamen-

tos estáticos) (34). Nesse novo contexto, arcos seriam os responsáveis não

apenas pela transmissão das forças em um sistema, mas também estariam

entre os principais responsáveis pelo transporte granular, como ilustrado pic-

toricamente na Figura 1.14. Pode-se pensar o movimento de grãos no interior

de um meio granular como resultado da formação e rompimentos dos arcos.

Vários fenômenos poderiam ser explicados desta forma, como por exemplo a

formação de bandas de cisalhamento e difusão correlacionada.

1.8
Difusão Granular

Como toda part́ıcula com energia térmica considerável, grãos possuem

movimento difusivo em meios com temperatura granular diferente de zero

(ver acima). A difusão granular é um fenômeno importante para qualquer

tentativa de se descrever sistemas granulares dinâmicos, onde ela está sempre

presente. Recentemente, foi observado inclusive que a difusão granular pode ser

responsável também por segregação granular entre dois ou mais tipos diferentes

de grãos (35).

A difusão granular, no entanto, não obedece aos padrões caracteŕısticos de

difusão por movimento browniano de part́ıculas independentes. Ao contrário,

para pequenas distâncias, um comportamento conjunto entre as part́ıculas

foi observado. Análises teóricas (36), estudos numéricos (37) e experimen-

tos (38, 39) comprovam a existência de uma correlação no movimento difusivo

de part́ıculas próximas, levando a crer que haja um comprimento de correlação

t́ıpico do sistema responsável por esse comportamento (40, 41, 42), possivel-

mente causado pela estabilidade mecânica das cunhas (“wedges”) formadas

pelos arcos de grãos.

1.9
Este Trabalho

O objetivo deste trabalho é promover o avanço do conhecimento e do

entendimento dos mecanismos de fluxo e transporte de grãos em sistemas

granulares dinâmicos densos, através tanto da criação de modelos f́ısicos quanto

do desenvolvimento de modelos matemáticos. Diversos trabalhos recentes

buscam, de uma forma ou de outra, uma resposta para a seguinte pergunta

(43, 44, 45): “Será posśıvel fazer uma descrição unificada e cont́ınua de grãos

em movimento?”.
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Nossa ambição com este trabalho é poder oferecer contribuições no

sentido de avançar o conhecimento em direção a uma resposta afirmativa

para a pergunta acima, utilizando do conceito defendido acima da relevância

dos arcos para o comportamento, e conseqüente descrição, de um sistema

granular dinâmico, em especial os sistemas densos, que sofrem maior formação

e influência dos arcos de grãos formados, como pode ser visto nas Figuras 1.10

e 1.12.

Para tanto, atacamos dois problemas fundamentais e interligados em

sistemas granulares dinâmicos:

– A influência dos arcos de grãos em regimes granulares densos, e as suas

conseqüências para o transporte granular e o comportamento do sistema

como um todo - ver Caṕıtulo 2.

– A descrição dos grãos difundindo-se de forma correlacionada em um meio

granular, através de uma função de correlação que pode ser relacionada

com a formação de arcos no interior do sistema - ver Caṕıtulo 3.
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Figura 1.8: “Oscillon” obtido em uma plataforma vibrando verticalmente por
Umbanhowar et al. (21).
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Figura 1.9: Seqüência de fotos de uma camada de mistura de bolinhas de cobre
e sementes de papoula em uma cavidade sob vibrações horizontais (freqüência
de 12,5 Hz e amplitude de 2mm), nos instantes t = 5, 10, 15, 30, 60 e 360
minutos, em ordem da esquerda para direita, de cima para baixo (22, 23).
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Figura 1.10: O mesmo conjunto de moedas confinado entre duas paredes de
vidro paralelas sob diferentes Ψ’s (25).

Figura 1.11: Representação ilustrativa da transmissão desigual e, principal-
mente, não-linear de forças em uma pequena pilha de grãos, devido à formação
de arcos.
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Figura 1.12: Esquema de forças em um silo repleto de grãos. Pode ser observado
na figura que as forças originadas acima de uma certa altura tendem a ser
aplicadas nas paredes do silo, em vez de em sua base (32).
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Figura 1.13: Experiência demonstrando o Efeito Janssen: em ordem cro-
nológica, de cima para baixo, pode-se ver na coluna da esquerda o recipiente
(que não encosta na balança) sendo preenchido por areia, enquanto a balança
continua marcando o mesmo valor, pois o peso dos grãos é transmitido por
meio de arcos de força para as laterais do recipiente. Na coluna da direita,
após o recipiente ser retirado, permitindo que toda a areia se espalha na ba-
lança, pode-se ver o medidor marcando o peso real da pilha de grãos.
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Figura 1.14: Ilustração de como os grãos seriam transportados em um meio
granular denso: cunhas de arcos, movendo-se com velocidade v, arrastariam
o material granular enquanto as forças transmitidas fossem fortes o suficiente
para mover os grãos e manter o arco intacto.



2
Arcos em Meios Granulares Densos

2.1
Introdução: Estresses

Sistemas Granulares são sistemas muito interessantes devido tanto à

grande quantidade de fenômenos f́ısicos de não-equiĺıbrio incomuns quanto à

grande quantidade de aplicações práticas posśıveis que eles apresentam (10, 6).

Muito progresso foi conseguido durante as últimas duas décadas no que diz

respeito ao estado da arte da pesquisa em dinâmica granular (6). No entanto,

há ainda muito a se fazer.

Recentemente, um novo modelo para o papel dos estresses internos

elásticos e dissipativos foi proposto por Jiang e Liu (46, 47, 48). Um aspecto

interessante deste modelo é o papel desempenhado pelo estresse elástico

interno, que, quando em estado de equiĺıbrio, é o principal responsável pela

estabilidade estrutural do sistema, enquanto, à temperatura granular não-nula

(Tg > 0: não-equiĺıbrio), os componentes transientes plásticos (com tempo

caracteŕıstico 1/Tg) do estresse também estão presentes, sendo diretamente

responsáveis pelos mecanismos de dissipação de energia interna dos sistemas

granulares. A estabilidade das estruturas formadas pela malha de estresses

elásticos, durante a fase de não-equiĺıbrio do movimento, e o papel dos estresses

plásticos são algumas das questões que serão abordadas neste caṕıtulo.

2.2
O Efeito do Estresse

Uma das caracteŕısticas mais importantes apresentadas por Sistemas

Granulares é a forma altamente incomum que os estresses se distribuem

espacialmente. Os estresses se propagam principalmente através de uma malha

topológica unidimensional de contatos de alto estresse, isto é, os arcos. De

fato, pode-se classificar os grãos de forma grosseira como pertencendo ou à

malha carregando a maior parte dos estresses (arcos) ou à massa de grãos

relativamente soltos (fase “mole”) (6).

O papel desempenhado pelos arcos é crucial para a compreensão de

alguns comportamentos granulares não-usuais, como o efeito Janssen em um
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silo (31). Neste caso espećıfico, os grãos localizados nos terminais dos arcos

pressionam (com muita força) a parede do silo, e o atrito estático nos pontos

de contato (entre os grãos dos arcos) é alto o suficiente para suportar o

peso dos grãos acima deles. Logo, a pressão interna na base do silo se torna

razoavelmente independente da altura da pilha granular, se esta for maior que

um limiar.

O efeito descrito acima só se manifesta em sistemas granulares densos,

onde contatos são praticamente permanentes e muito poucos grãos movem-se

livremente, em contraste com o que ocorre na fase fluidizada. Neste caso, uma

temperatura granular dinâmica pode ser atribúıda aos grãos, e eles transmitem

estresse da mesma forma que um fluido, por transfusão de momento durante

colisões, com estresses tipicamente ordens de grandeza menores que aqueles

da pilha granular em repouso. Uma vez que estamos interessados apenas nos

efeitos de estresse na fase sólida, nós assumimos, consequentemente que o

sistema seja suficientemente denso, de forma que não haja fase fluidizada

presente.

Para efeito de clareza, vamos supor um arranjo experimental simples,

consistindo em dois cilindros concêntricos (que, ao serem “esticados”, podem

ser aproximados como duas placas verticais longas), entre os quais preenchemos

com um meio granular denso, tal como areia ou sal (veja Figura 2.1, abaixo).

Fazendo as placas se mover em direções opostas, momento linear é fornecido nas

extremidades, a fim de vencer as forças internas de atrito a manter o sistema em

movimento. Dois mecanismos posśıveis para o trasporte de momento surgem:

via colisões e forças de atrito por contato (na fase “mole”), e via contato normal

direto (propagado através dos arcos).

Conseqüências interessantes surgem, como o aparecimento de regiões

estreitas (alguns diâmetros granulares de extensão) conhecidas como bandas

de cisalhamento (“shear bands”), separando massas de grãos se movendo em

sentidos diferentes em relação uma à outra (49, 50, 51, 52) - ver exemplo na

Figura 2.2. Bandas de cisalhamento são importantes em várias áreas da f́ısica,

e quando relacionadas a materiais granulares têm diversas aplicações, como o

estudo de erosão e mecânica dos solos, como pode ser visto na Figura 2.3.

Nós supomos que, na fase densa “mole”, os grãos estão em contato

uns com os outros a maior parte do tempo, mas a magnitude t́ıpica de seus

estresses é pequena, da ordem de grandeza do seu peso t́ıpico. Eles podem

rolar, exercendo forças radiais e tangenciais, e colidir entre si, da mesma forma

que aconteceria com as moléculas de um fluido denso (dissipativo). Em relação

ao cisalhamento, as forças individuais de atrito tangencial produzidas pelos

contatos durante a fase “mole” são fracas, devido aos valores pequenos dos



Caṕıtulo 2. Arcos em Meios Granulares Densos 38

Figura 2.1: Uma ilustração do nosso arranjo experimental modelado. Dois
cilindros concêntricos, de raios diferentes, entre os quais preenchemos de grãos,
giram com velocidades fixas em sentidos opostos, induzindo o aparecimento de
um cisalhamento no material granular em seu interior.

estresses normais, levando a uma aderência fraca. Logo, eles não conseguem

formar bandas de cisalhamento, já que a variação suave dos estresses no interior

da fase “mole” faz as velocidades das camadas adjacentes de material variar

de forma lenta de uma camada para a próxima. Uma fase granular puramente

“mole” se comportaria praticamente como um fluido viscoso denso submetido

a um estresse de cisalhamento - sem a formação das bandas. Por outro

lado, uma malha formada pelos arcos se comporta de forma completamente

diferente, caracterizando-se por forças de contato normais muito fortes, ordens

de grandeza maiores que o peso de um grão t́ıpico, formando um sub-arranjo

do sistema topologicamente unidimensional, ramificado aleatoriamente. Em

contraste com a fase “mole”, os arcos podem ser responsáveis por variações

repentinas dos estresses em curtas escalas de distância. Eles são, portanto,

candidatos a desempenhar um papel importante no desenvolvimento de bandas
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Figura 2.2: Esquema ilustrativo da banda de cisalhamento. Regiões com velo-
cidades opostas, gerando uma região de velocidade zero no meio (hachurada
na figura).

de cisalhamento.

Para entender o transporte de grãos em um sistema denso sob cisalha-

mento, foi pensado um modelo de rede quadriculada que leva em conta feno-

menologicamente a estrutura não-usual dos estresses nesses sistemas. É cru-

cial modelar a relação entre a intensidade e a direção dos estresses locais e

a quantidade de matéria transportada. É importante observar que arcos com

intensidade de estresse menor se ramificam de forma mais irregular que aqueles

com intensidade de estresse mais alta, e que um modelo eficiente de rede para

o transporte granular deve levar em consideração a direção e a intensidade dos

arcos na taxa de transporte de massa.

O modelo é implementado em uma rede de células quadradas, onde cada

célula (i, j) representa uma região, com densidade escalar local dada pelo

parâmetro ψi,j. Nós não expressamos explicitamente as forças agindo nas fases

“moles” (como, por exemplo, de contato grão-grão ou o próprio peso), mas, em
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Figura 2.3: Foto da estrada A6187, na Inglaterra, próximo a Castleton.
Cisalhamento do solo tornou-a destrúıda e imposśıvel de se trafegar.

vez disso, o efeito delas é levado em consideração implicitamente nas equações

de transporte para os ψi,j. As propriedades de transporte de massa tem uma

dependência altamente não-linear com a intensidade do estresse de cada célula

da rede. Isso ocorre devido à ramificação dos arcos mais fortes em menores que

ativamente empurram os grãos da fase “mole”. Um modelo simples mostrando

algum grau de auto-similaridade (sem, no entanto, implicar necessariamente

em fractalidade) a uma escala mı́nima (maior que o tamanho de um grão t́ıpico)

é desenvolvido abaixo.

No nosso modelo, os arcos são dispostos ao longo das bordas das células

e suas magnitudes são uma função estocástica do tempo. O modelo leva em

consideração interações friccionais estáticas e dinâmicas, bem como efeitos de

volume exclúıdo entre uma célula repleta e suas vizinhas. Aplicando estresse

externo de cisalhamento (através de condições de contorno em movimento)

por tempos longos, observa-se o aparecimento de um estado estacionário que

reproduz bem o que ocorre em experimentos, em especial o surgimento de
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bandas de cisalhamento estreitas na borda de regiões granulares que se movem

em sentidos opostos.

Bandas de cisalhamento se originam como a interface menos dissipa-

tiva entre regiões se movendo em sentidos opostos (51). O mecanismo “mi-

croscópico” principal para dissipação é basicamente devido tanto a colisões en-

tre grãos na interface quanto ao atrito de deslizamento que ocorre naturalmente

nela. Diversos fenômenos dissipativos, como a aglomeração granular (53) ou a

formação de bandas de cisalhamento, surgem como artefatos de minimização

da dissipação (54, 55), reduzindo assim a dissipação de energia total desses

sistemas.

Além disso, bandas de cisalhamento são regiões estreitas que não po-

dem ser estáveis em sistemas viscosos “moles”; eles podem, entretanto, ser

associados com a descontinuidade espacial interna dos estresses em sistemas

granulares, muito provavelmente devido à presença de arcos (de forças) no sis-

tema. O próximo passo é propor um modelo efetivo para a variação temporal

das forças dos arcos.

2.3
Dinâmica Estocástica para Arcos

O papel dos arcos no transporte granular é modelado para uma situação

dinâmica espećıfica: sistemas granulares densos sob cisalhamento externo. É

fato que sistemas granulares dissipativos conseguem manter o seu estado de

movimento apenas enquanto uma fonte externa fornece energia ao mesmo.

Para sistemas cisalhados, essa energia vem do trabalho realizado pelas forças

de atrito nas extremidades. A forma com que essas forças de superf́ıcie iniciam

e mantêm o movimento no interior do sistema tem conexão direta com a ação

dos arcos.

No modelo apresentado, o sistema é representado por uma rede retan-

gular, constitúıda de células e suas bordas. Cada célula corresponde a um

volume de grãos e é assinalada por um parâmetro local ψ(r) = ψi,j (com i, j

inteiros) associado com a distribuição local de grãos, os quais não são repre-

sentados individualmente, mas apenas pela massa granular da célula, por meio

do parâmetro ψi,j.

Nós supomos que os grãos no interior de uma célula qualquer interajam

de forma fraca uns com os outros, caracteŕıstica de uma fase “mole” t́ıpica. As

bordas das células são usadas para representar os arcos, que interajem tanto

com os grãos do seu interior quanto com a vizinhança imediata da mesma.

Esses arcos, representados por forças nas direções das bordas (F x,y,±
i,j , onde

os ı́ndices inferiores, i e j, representam as coordenadas da célula na rede,
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enquando os ı́ndices superiores, a saber x+, x−, y+ e y−, se referem à borda

da célula em questão - com x+ sendo a borda horizontal superior, x− a borda

horizontal inferior, y+ a borda vertical da direita e y− a borda vertical da

esquerda; ver Figura 2.4), evoluem no tempo por regras fenomenológicas, e a

eles são dados uma orientação associada com a direção do movimento da massa

local. A orientação dos arcos vem do aparente conflito de tentar descrever uma

quantidade estritamente local (o estresse) por meio de uma variável associada

com um alcance finito em comprimento. De fato, a mobilidade granular irá

depender dos gradientes do estresse - dáı a necessidade dos arcos das bordas

serem orientados.

Figura 2.4: Ilustração do modelo computacional 2D. O espaço entre as células
é apenas um recurso gráfico para facilitar a visualização das forças ao longo
das bordas - ele não existe na simulação.
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Figura 2.5: Um diagrama simples da ramificação dos arcos e suas forças (T ) a
intervalos regulares (L).

2.4
Arcos Ramificados

É necessário um modelo simples para explicar qualitativamente como os

arcos das bordas contribuem para o transporte granular. Em duas dimensões, a

massa transportada por causa de um arco de intensidade t́ıpica T (em unidades

de força) depende do número de vezes que ele se ramifica. Vamos supor que

um comprimento de ramificação t́ıpico L, onde o arco então se bifurca em dois

novos arcos de força aproximadamente T/2 (ver Figura 2.5). A ramificação

prossegue até a força do arco alcançar o valor t́ıpico da fase “mole” para a

força intergranular, f0.

Supõe-se que o número de grãos transportados seja proporcional à área

A coberta pelas ramificações. Definido N como o número de ramificações
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necessárias para levar o estresse de T a f0:

f0 =
T

2N
⇒ N =

ln T
f0

ln 2
.

Logo, a área A acima é proporcional a N2L2, e pode-se escrever

∆ψ

∆t
∝ ± ln

|T |
f0

≈ ± ln

(
1 +
|T |
f0

)
, (2-1)

uma vez que, em geral, |T | � f0. A última modificação na Equação (2-1) é

feita apenas para melhorar a convergência numérica.

A Equação (2-1), acima, não deve ser vista como um modelo exato

para o transporte no interior de um sistema granular denso, mas apenas

como um indicador fenomenológico aproximativo para a equação de transporte

correta. Por exemplo, a saturação não-linear da transferência de massa com

a intensidade de força é um ingrediente muito importante para o surgimento

de bandas de cisalhamento e provavelmente estará presente em modelos mais

sofisticados no futuro.

2.5
Modelo Computacional 2D

2.5.1
Descrição do Arranjo Experimental 2D

Para simular o arranjo descrito anteriormente (um cilindro externo

longo com um cilindo interno concêntrico de raio menor e igualmente longo,

repleto de material granular entre os dois), foi feito um modelo bidimensional

consistindo de duas paredes paralelas horizontais, em lugar das paredes do

cilindro, com a rede de células quadradas entre ambas, onde se encontram os

grãos. O experimento é bem descrito por esse modelo bidimensional, devido a

suas simetrias - impondo condições periódicas nas laterais verticais, simulamos,

de forma aproximada, anéis “esticados” (56).

Em experimentos realizados com sistemas análogos (49), ao se ligar o

movimento nas paredes, estresses são induzidos no meio granular por meio de

forças de cisalhamento, e uma clara separação entre as massas se movendo

em sentidos opostos pode ser observada, demonstrando o surgimento de uma

banda de cisalhamento entre elas. Essa banda é comparativamente fina: sua

espessura é da ordem de alguns diâmetros granulares.

É importante compreender as causas f́ısicas dos fenômenos descritos

acima, tais como a formação de bandas de cisalhamento e outras transições.

Muita informação pode ser obtida sobre um sistema ao se modelá-lo utilizando
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os ingredientes f́ısicos mais importantes contidos no mesmo. Essa é a idéia por

trás do modelo proposto. Essas idéias foram aplicadas para simular um sistema

granular denso sob a ação de um cisalhamento externo, descrito acima.

O modelo é composto de dois cilindros concêntricos, cada um girando

em uma direção diferente, com material granular entre eles. Isto é simulado

por um meio dividido como uma rede de células quadradas, que podem

conter até N grãos cada. Esta rede tem condições de contorno periódicas

em seus limites horizontais, representando uma seção do sistema (ou dois

“anéis abertos”), e condições de velocidade constante em seus limites inferior

e superior, representando as duas paredes dos cilindros. Em cada borda, de

cada célula, uma força aparece devido à formação e transporte de arcos. Essas

forças são as responsáveis pelo movimento correlacionado dos grãos entre as

células e, conseqüentemente, no interior das mesmas.

No ińıcio da simulação, apenas as células nos extremos inferior ou

superior da rede possuem qualquer tipo de velocidade ou forças aplicadas.

A rede, como um todo, tem em t = 0 uma distribuição isotrópica de grãos. As

células das linhas das extremidades superior e inferior têm velocidades fixas:

zero na direção y, e v (constante) na direção x (mas com sinais diferentes para

as linhas superiores e inferiores). Isso simula uma camada colada de grãos nas

paredes, onde os grãos e a parede movem-se com mesma velocidade (artif́ıcio

utilizado corriqueiramente em experimentos para evitar fenômenos decorrentes

de contatos - e atritos - com a parede do sistema (43)). Esse movimento de

grãos, assim como o seu padrão difusivo aleatório, forma arcos, que promovem

o surgimento de forças e o transporte de material granular.

Essa interação entre os grãos é simulada pela aplicação de uma força na

borda entre as duas células - mais especificamente, na borda de cada célula

individual, em ambas as direções, como pode ser visto na Figura 2.4, acima

- a qual sofre a influência tanto das forças em sua vizinhança quando da

densidade de grãos nas células vizinhas. A cada passo de tempo τ , as forças são

recalculadas de acordo com as equações desenvolvidas e descritas abaixo. Isso

simula arcos surgindo ao longo das linhas da rede, entre as células, que são os

responsáveis pelo transporte de grãos e, conseqüentemente, pelo aparecimento

das bandas de cisalhamento.

2.5.2
Modelo Simplificado

Como um primeiro passo, nós testamos nossa hipótese de redes de células

quadradas e ramificação de arcos por meio de um modelo bastante simplificado.

Para tanto, foi levado em consideração apenas a ação das forças vizinhas, de
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forma direta. Por isso, nas equaçõs ((2-2)-(2-6)), abaixo, tudo o que foi feito foi

fazer uma média aritmética simples sobre todas as forças, na mesma direção,

que tenham conexão direta com a força a ser calculada, supondo que reproduza,

de forma grosseira, o comportamento de arcos reais no material (56).

Por exemplo, para F x+
i,j , as contribuições relevantes vêm: das forças

imediatamente antes e depois do śıtio (i, j), ao longo da mesma linha reta,

respectivamente F x+
i,j−1 e F x+

i,j+1, associadas com a transmissão direta da força

ao longo do arco; da força paralela aplicada na mesma célula, mas na parede

oposta (F x−
i,j ), uma vez que ela pode facilitar (se ambas estiverem agindo no

mesmo sentido) ou impedir (se ambas estiverem agindo em sentidos opostos)

o transporte de grãos pela transmissão do seu efeito através da fase “mole”

da célula em questão; da força paralela da célula adjacente (F x−
i−1,j), cujo arco

correspondente interage com o arco a ser calculado por atrito cinético; e da

própria força calculada (F x+
i,j ).

Assim, nosso “modelo de teste” pode ser descrito por esse simples

conjunto de equações (56):

F x+
i,j (t+ τ) =

F x+
i,j+1(t) + F x+

i,j−1(t) + F x−
i,j (t) + F x−

i−1,j(t) + F x+
i,j (t)

5
+ ηx+

i,j (t),

(2-2)

F x−
i,j (t+ τ) =

F x−
i,j+1(t) + F x−

i,j−1(t) + F x+
i,j (t) + F x+

i+1,j(t) + F x−
i,j (t)

5
+ ηx−i,j (t),

(2-3)

F y+
i,j (t+ τ) =

F y+
i+1,j(t) + F y+

i−1,j(t) + F y−
i,j (t) + F y−

i,j+1(t) + F y+
i,j (t)

5
+ ηy+

i,j (t),

(2-4)
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F y−
i,j (t+ τ) =

F y−
i+1,j(t) + F y−

i−1,j(t) + F y+
i,j (t) + F y+

i,j−1(t) + F y−
i,j (t)

5
+ ηy−i,j (t),

(2-5)

∆ψij = K ln(kf |FRi,j |+ 1) + ηψi,j(t), (2-6)

onde K define a escala de tempo (K = 0.1), kf é a escala de força (kf = 20), os

η’s são números gerados aleatoriamente (por meio de uma distribuição normal,

com média µ = 0 e variância σ2), ψ é a função densidade de grãos das células

e FRi,j é a resultante das forças dos arcos aplicadas nas bordas da célula (i, j)

e calculadas separadamente para cada direção. A variação de ψi,j é dada pelo

modelo da seção 2.4, e descrita pela Equação (2-6), a qual por sua vez está de

acordo com o disposto pela Equação (2-1).

2.5.3
Modelo Completo

Para levar em consideração os efeitos do atrito estático nas bordas,

o feedback da força da massa de grãos na fase “mole”, o posśıvel atrito

cinético entre os arcos de células adjacente, etc., um modelo mais detalhado

foi elaborado. Esse modelo incorpora também o mecanismo de realimentação

entre a massa e a intensidade do arco.

Vários parâmetros novos são introduzidos aqui: os parâmetros α e β dão

conta das anisotropias internas (em um caso genérico, é definido α = β = 1)

para o termo de média aritmética das equações abaixo, relacionado ou com a

estrutura de transmissão de estresses ao longo do arco em si ou com o quando

a massa granular no interior da célula transmite a influência do arco paralelo

na borda oposta da célula; c1 é um pequeno termo de acoplamento que leva

em conta o atrito cinético entre células vizinhas - a função de Heaviside indica

o sentido da contribuição da força de atrito cinético, devido ao deslizamento

relativo entre os arcos de bordas de células adjacentes; c2 controla a interação

compressiva entre as fases “moles” de células vizinhas e a sua influência no

reforçamento-enfraquecimento da intensidade de estresse do arco. Isso é feito de

fato pelo termo de “penalidade” na energia (controlado pelo c2) que é associado

com as funções exponenciais (uma constante arbitrária no argumento da

exponencial não é mostrado) da diferença de densidades de massa entre células

vizinhas. É dispendioso tentar excessivamente encher (ou esvaziar) células, a

custo das suas células vizinhas. O pequeno ε previne divergências numéricas
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espúrias. Abaixo, será descrito com maiores detalhes o comportamento dos

termos mencionados neste parágrafo.

Como no caso real, os segmentos de arcos imediatamente antes e depois

de um segmento qualquer interagem com a força a ser calculada por meio

de contato direto (os primeiros dois termos das Equações (2-2)-(2-5)). Aqui,

pelo menos, é mantido o mesmo método do modelo simplificado: uma simples

média sobre ambos. O outro termo das equações anteriores, correspondente à

força na parede oposta da mesma célula, também dá uma contribuição direta,

mas de uma natureza diferente. Isso acontece porque os outros dois termos

representam segmentos de arcos conectados por contato direto, enquanto este

reflete a influência de forças na parede oposta da mesma célula no transporte

do material granular de seu interior. Para levar essa diferença em consideração,

esses tipos diferentes de contribuição são ponderados pelas constantes α e β -

onde α depende apenas das propriedades f́ısicas dos grãos, enquanto β depende

não apenas dessas propriedades, mas também da densidade do meio: se o meio

for mais denso, a influência desta força será maior, e vice-versa. Para simplificar

o modelo computacional, no entanto, aqui o parâmetro β depende apenas das

condições iniciais do sistema, em vez de depender de um cálculo passo-a-passo

baseado na densidade de cada célula individual a cada passo de tempo. É,

naturalmente, uma grande simplificação, mas necessária para manter o tempo

de simulação computacional dentro de um limite razoável.

O atrito entre células (isto é, arcos) vizinhas é levado em conta agora

por meio de uma função degrau de Heaviside. O atrito aqui é considerado uma

função do coeficiente de atrito cinético efetivo (representado pelo parâmetro

c1), e a função degrau de Heaviside define se o atrito está trabalhando a

favor ou contra o movimento granular da célula. O sinal é dado pelo valor da

função Heaviside da diferença entre as forças e subtraindo 1/2 (por exemplo,[
θ
(
F x−
i−1,j(t)− F x+

i,j (t)
)
− 1

2

]
resultará em −1/2 se as forças têm sinais opostos

e +1/2 em caso contrário). Assim, tem-se meios de levar em consideração a

contribuição direta causada pelo atrito, com o atrito cinético entre as bordas

aumentando ou reduzindo as forças propagadas pelos arcos.

Outro problema abordado neste modelo é a descrição das propriedades

f́ısicas do meio sem olhar para o que está ocorrendo na fase “mole” do

interior da célula. Para melhorar o modelo, foi inclúıdo neste ponto um termo

dependente das densidades das células, que acarreta duas coisas: primeiro,

fornece uma contribuição, à força, relativa às quantidades de grãos dentro da

célula, e, segundo, leva em consideração que cada célula tem um limite f́ısico

de um certo número N de grãos em seu interior. Se a célula tiver atingido

a sua capacidade máxima, então ela não pode receber mais grãos. Se houver
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mais grãos em células adjacentes que deveriam se mover para a célula em

questão, então eles ficarão presos em seu lugar original - criando aglomerados

completamente empacotados. Uma vez que não é tentado aqui descrever o

comportamento da fase “mole”, é dif́ıcil saber de antemão quão relevante será

este termo para as simulações - desta forma, o parâmetro constante c2 deverá

ser ajustado, aumentando ou diminuindo a relevância das densidades para o

comportamento geral dos arcos.

As condições iniciais são as mesmas do modelo simplificado.

As equações para as forças aplicadas nos grãos de cada célula são (56):

F x+
i,j (t+ τ) =

α
[
Fx+i,j+1(t)+Fx+i,j−1(t)

2

]
+ βF x−

i,j (t)

α + β
+ c1

[
θ
(
F x−
i−1,j(t)− F x+

i,j (t)
)
− 1

2

]
+

+c2

{[
(ψi,j+1 − ψi,j)
|ψi,j+1 − ψi,j|+ ε

]
e(|ψi,j+1−ψi,j |) +

[
(ψi,j−1 − ψi,j)
|ψi,j−1 − ψi,j|+ ε

]
e(|ψi,j−1−ψi,j |)

}
+ηx+

i,j (t),

(2-7)

F x−
i,j (t+ τ) =

α
[
Fx−i,j+1(t)+Fx−i,j−1(t)

2

]
+ βF x+

i,j (t)

α + β
+ c1

[
θ
(
F x+
i+1,j(t)− F x−

i,j (t)
)
− 1

2

]
+

+c2

{[
(ψi,j+1 − ψi,j)
|ψi,j+1 − ψi,j|+ ε

]
e(|ψi,j+1−ψi,j |) +

[
(ψi,j−1 − ψi,j)
|ψi,j−1 − ψi,j|+ ε

]
e(|ψi,j−1−ψi,j |)

}
+ηx−i,j (t),

(2-8)

F y+
i,j (t+ τ) =

α

[
F y+i−1,j(t)+F

y+
i+1,j(t)

2

]
+ βF y−

i,j (t)

α + β
+ c1

[
θ
(
F y−
i,j+1(t)− F y+

i,j (t)
)
− 1

2

]
+

+c2

{[
(ψi+1,j − ψi,j)
|ψi+1,j − ψi,j|+ ε

]
e(|ψi+1,j−ψi,j |) +

[
(ψi−1,j − ψi,j)
|ψi−1,j − ψi,j|+ ε

]
e(|ψi−1,j−ψi,j |)

}
+ηy+

i,j (t),

(2-9)
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F y−
i,j (t+ τ) =

α

[
F y−i−1,j(t)+F

y−
i+1,j(t)

2

]
+ βF y+

i,j (t)

α + β
+ c1

[
θ
(
F y+
i,j−1(t)− F y−

i,j (t)
)
− 1

2

]
+

+c2

{[
(ψi+1,j − ψi,j)
|ψi+1,j − ψi,j|+ ε

]
e(|ψi+1,j−ψi,j |) +

[
(ψi−1,j − ψi,j)
|ψi−1,j − ψi,j|+ ε

]
e(|ψi−1,j−ψi,j |)

}
+ηy−i,j (t),

(2-10)

∆ψij = K ln(kf |FRi,j |+ 1) + ηψi,j(t), (2-11)

onde os valores das constantes da Equação (2-11) acima são os mesmos da

Equação (2-6).

No caso especial onde uma das forças de cisalhamento das paredes era

inicialmente nula, o atrito estático dos grãos “colados” nela deve ser levado

em consideração, pelo menos nos passos iniciais da simulação. Para tanto, é

necessário olhar apenas para os termos de atrito das equações acima para as

bordas das células em contato com a parede. Então basta forçá-los para ser

exatamente igual à força da borda oposta até que esta força atinja um limiar

F0 (tomando como exemplo a célula (i, j) em contato com a parede inferior

parada, então F x−
i,j = F x+

i,j para F x+
i,j < F0). Após isso, as equações normais

para as forças podem ser seguidas. Isto força uma condição de transporte lateral

nulo de grãos entre as células, simulando o efeito do atrito estático.

2.5.4
Resultados 2D

Os resultados obtidos pelas nossas simulações computacionais concor-

dam com os resultados experimentais encontrados na literatura. Em ambos

os modelos (tanto no simplificado quanto no mais completo), a modelagem

foi feita através de uma seqüência de grãos entre as duas paredes, simulando

esta condição por meio de um sistema retangular com condições periódicas nas

paredes laterais. O perfil de densidades no ińıcio é isotrópico, com cada célula

preenchida com metade de sua capacidade máxima. As paredes superior e infe-

rior são submetidas a forças em sentidos opostos, criando, conseqüentemente,

um cisalhamento. As células entre as paredes começam sem quaisquer forças

ou taxas de transporte. À medida em que o tempo vai passando, o sistema

evolui naturalmente - os grãos começam a ser transportados gradativamente

entre as células da rede, devido tanto ao movimento aleatório quanto às forças
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aplicadas ao longo das bordas das células, criando os arcos e a propagação do

estresse - e, em conseqüência, a transmissão de força que eles causam. Após o

equiĺıbrio ser atingido, os campos de velocidade e densidade são inspecionados

e o comportamento do meio é analisado. Imagens da simulação computacional

podem ser vistas na Figura 2.6.

Mesmo o nosso modelo simplificado, para os testes iniciais, com uma

equação sem refinamentos para as forças, mostra que a modelagem do meio

como um grupo de células quadradas, com arcos se formando nas bordas entre

elas, já é boa o suficiente para reproduzir um sistema real, como pode ser visto

na Figura 2.7. Estão apresentados lá os resultados para três configurações

diferentes de cisalhamento externo: F1 = F2, F1 > F2 e F2 = 0, onde F1

e F2 são os módulos das forças aplicadas respectivamente em cada parede

(não-periódica) do sistema - note que F1 e F2 (quando diferentes de zero)

possuem sempre sinais opostos entre si. É interessante notar que a banda

de cisalhamento observado no perfil de velocidades é muito senśıvel às forças

aplicadas nas paredes, exatamente como deveria ser. No caso extremo no qual

uma das paredes é estática, a banda de cisalhamento é formada diretamente

na parede, o que não condiz com a realidade. Mas, ao menos, o perfil de

densidade do meio mostra que o mesmo permanece basicamente isotrópico. À

medida que o sistema evolui durante a simulação, pode ser observado que às

vezes pequenas regiões de alta densidade (regiões onde a densidade das células

granulares atingem ńıveis acima de sessenta porcento de sua capacidade) são

formados, mas são rapidamente dissolvidos - mesmo na vizinhança da banda

de cisalhamento. Portanto, pode ser conclúıdo que seu papel para o sistema

como um todo nada mais é que mera flutuação.

Deve ser observado também que o modelo simplificado (desprovido de

atrito e contribuições dos efeitos de massa interna das células para os arcos)

não é tão bom para reproduzir o que acontece de fato em experimentos reais

como o modelo completo, uma vez que já na Figura 2.7 pode ser visto que no

caso de velocidade zero na parede externa (F2 = 0) a banda de cisalhamento

está localizada na parede. O modelo completo, pelo contrário, é muito mais

consistente - nota-se, na Figura 2.8, uma grande massa de grãos em repouso

próximo à parede estacionária, como esperado.

Quando os refinamentos propostos no modelo completo são inclúıdos,

a formação da banda de cisalhamento se torna muito mais pronunciada e

realista. Como pode ser visto nas Figuras 2.8 e 2.9, os gráficos mostram uma

clara formação de banda de cisalhamento, que varia de acordo com as forças

assinaladas para as paredes externas, reproduzindo o que pode ser observado

experimentalmente. Não apenas isso, mas com a adição dos termos de atrito
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Figura 2.6: Imagens da simulação computacional. a, b e c mostram três
estágios diferentes da simulação, respectivamente: nos estágios iniciais, onde as
velocidades (representadas por flechas) estão todas distribúıdas aleatoriamente
ao longo do meio, à exceção das paredes (flechas vermelhas); em um estágio
intermediário, onde podem ser vistas várias fileiras de células com velocidades
orientadas da mesma forma; e no estado de equiĺıbrio, com quase metade dos
grãos se movendo para um lado, e metade para o outro, com a banda de
cisalhamento formada no centro. d mostra um zoom desta área central, onde
a velocidade é distribúıda aleatoriamente e o seu módulo é praticamente zero,
resultando em uma banda de cisalhamento (56).
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Figura 2.7: Gráficos dos perfis de velocidade (em módulo) e densidade para
três configurações diferentes do modelo computacional simplificado: F1 = F2

(vermelho), F1 > F2 (verde) e F2 = 0 (azul). É fácil ver a formação análoga
a uma banda de cisalhamento no primeiro gráfico (de velocidade), enquanto o
segundo mostra que a densidade dos grãos no interior das células se mantém
razoavelmente constante em todo o sistema (56).

cinético e de contribuição das densidades, as simulações correm de forma muito

mais suave e gradual do que no modelo simplificado, evitando qualquer tipo

de aglomerações (o estado de equiĺıbrio foi atingido mais rapidamente com a

seguinte configuração de parâmetros: α = β = 1, c1 = 0.03 e c2 = 0.1).

Convém frisar também que a formação observada, em todos os casos, é

muito mais condizente com bandas de cisalhamento reais do que no modelo

simplificado, sendo mais suave e englobando distâncias de algumas poucas

células de separação, em vez de praticamente apenas uma, como no caso

anterior. Isto é particularmente verdade para o caso F2 = 0, onde a banda

de cisalhamento se forma próximo à parede, mas não colado à mesma, como o

modelo anterior parecia implicar.

E também é importante notar que, apesar de variações nos parâmetros

do modelo influenciar as caracteŕısticas de evolução do sistema e do seu

estado de equiĺıbrio (incluindo a banda de cisalhamento), o comportamento
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do sistema, suas propriedades cinemáticas e a f́ısica por trás da simulação

(em particular a própria formação da banda de cisalhamento), se mantêm

incólumes - mostrando que os parâmetros são relevantes mas não interferem

com a descrição f́ısica proposta para o sistema.

2.6
Modelo Computacional Tridimensional

2.6.1
Descrição do Arranjo Experimental 3D

Para melhor testar as aplicações e realismo do modelo, o próximo

passo foi passar para uma generalização tridimensional, tentando simular

as condições propostas e desenvolvidas por Fenistein et al. (49, 50) em

experiências realizadas em laboratório.

Uma forma padrão de estudar os efeitos do cisalhamento em um sistema

granular é usar um arranjo Couette modificado (49, 50, 51), composto de um

cilindo externo fixo (de raio R), cuja base possui um anel externo fixo, preso

às paredes, e um disco interno girante (de raio r, com 0 < r < R) - ver Figura

2.10. A superf́ıcie superior é livre, sem qualquer estresse aplicado a ela.

O sistema montado por Fenistein et al. consistia em um cilindro trans-

parente de altura h repleto de grãos, o qual também está ilustrado na Figura

2.10, abaixo. Variando a altura do cilindro, eles observaram, ao fazer com que o

disco interno da base girasse e deixando o sistema atingir o equiĺıbrio, padrões

de banda de cisalhamento circulares no topo do cilindro dependentes com a

altura. Na verdade, a região interna era menor quanto maior fosse a altura

h. Após uma certa altura hc cŕıtica, nenhum banda de cisalhamento pode ser

observado no topo do cilindro. Török e colaboradores desenvolveram um mo-

delo teórico para tentar explicar o que ocorre no interior do cilindro e como

os bandas de cisalhamento se desenvolvem ao longo do mesmo (51, 52), cujos

resultados podem ser vistos na Figura 2.11.

No nosso caso, foi utilizado um cilindro de altura h > hc, mas com altura

da pilha granular H variável. Uma transição interessante dependente dessa

altura H ocorre (na verdade, dependente de H/R). Para um preenchimento

raso (H < R), o banda de cisalhamento chega à superf́ıcie da pilha e a

rotação interna pode ser observada externamente como um disco girante

no topo do sistema. O raio do disco superior observado é menor que o

disco inferior (ou seja, menor que r) e segue com bastante precisão algumas

predições teóricas baseadas no prinćıpio de mı́nima dissipação (51, 52, 54, 55).

Entretanto, para alturas de preenchimento maiores (H > R), a banda de
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cisalhamento colapsa sobre si mesmo, resultando em um formato de domo -

fenômeno também predito pelo modelos teóricos citados. Mais especificamente,

o método apresentado por Török et al. (51) supõe que a pressão interna varie

linearmente com a profundidade, o que só é verdade para preenchimentos rasos

e longe das paredes laterais, isto é, R � r. Na verdade, a altura do domo é

predita tender a zero quando H → ∞ por esse modelo. Para sistemas com

cilindros dimensionados realisticamente, a pressão média tende a alcançar um

plateau (devido ao efeito Janssen (31), descrito anteriormente), e assim deveria

acontecer com a altura do domo.

Este modelo tem a intenção de dar bons resultados a alturas maiores

(com H > R), uma vez que aqui a pressão vertical será tratada apenas de

forma indireta, de forma análoga ao caso onde o valor da pressão já tenha

atingido um plateau.

2.6.2
O Modelo 3D

O modelo de rede de arcos será agora transposto para uma ambientação

tridimensional. Assim, nosso meio de rede de células quadradas passa a ser

agora uma rede de células cúbicas, com arcos (e, conseqüentemente, estresses

e forças) se propagando ao longo das bordas dos cubos. Para identificar cada

segmento de arco, foi designado a cada borda de cada cubo um código, que

pode ser visto na Figura 2.12. Em nossas equações, cada força é identificada

por três ı́ndices superiores (correspondentes à direção da força - x, y ou z - e a

um código de duas letras referente à borda espećıfica) e três ı́ndices inferiores

(o endereço da célula em nossa rede).

A equação de força, agora, passa a ser:

F
x(uf)
i,j,k (t+ τ) =

=
1

α + β + γ + λ

[
α

(
F
x(uf)
i,j−1,k(t) + F

x(uf)
i,j+1,k(t)

2

)
+

+β

(
F
x(uf)
i,j−2,k(t) + F

x(uf)
i,j+2,k(t)

2

)
+ γ

(
F
x(df)
i,j,k (t) + F

x(ub)
i,j,k (t)

2

)
+ λF

x(db)
i,j,k (t)

]
+

+c2

{[
(ψi,j+1,k − ψi,j,k)
|ψi,j+1,k − ψi,j,k|+ ε

]
e(|ψi,j+1,k−ψi,j,k|)+

+

[
(ψi,j−1,k − ψi,j,k)
|ψi,j−1,k − ψi,j,k|+ ε

]
e(|ψi,j−1,k−ψi,j,k|)

}
+

+η
x(uf)
i,j,k (t).

(2-12)
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Vamos analisar cada termo da equação (2-12) separadamente.

As primeiras duas linhas são compostas de quatro termos, cada um com

sua própria constante. O termo com o parâmetro α é relacionado com as

forças das células imediatamente antes e depois da célula em questão (para

simplificar, doravante a força a ser calcular será referida como força “primária”

e sua célula, célula “primária”), na mesma direção (no caso da força observada

na equação (2-12), x). O termo β funciona exatamente como o termo α, mas

diz respeito aos segundos vizinhos, ou seja, as células imediatamente antes e

depois das referentes ao termo anterior. O termo γ dá conta da influência das

forças vizinhas na célula primária (como sempre, na mesma direção da força

primária), as duas forças ao longo das bordas opostas das faces na qual a força

primária se encontra. Por último, o termo λ refere-se à força diagonalmente

oposta à força primária. Uma vez que a influência tanto do termo β quanto do

λ são bem menores que a dos outros dois, as relações β << α e λ << γ são

impostas.

As terceira e quarta linhas da equação (2-12) são as contribuições das

funções densidades, e ela funciona exatamente da mesma forma que suas

correspondentes nas equações (2-7)-(2-10).

O último termo é apenas o termo aleatório estocástico, o qual inclui a

difusão granular no modelo.

Convém frisar que, no modelo tridimensional, não há contribuição do

atrito entre os arcos. A explicação não é complicada: em nosso modelo 2D,

um arco (um objeto unidimensional) tem uma codimensão de 1. Portanto,

como o meio possui duas dimensões e a soma de seus v́ınculos (dois arcos) é 2,

interseções de arcos podem ser encontradas em espaços de dimensão zero (um

ponto). Já no modelo 3D, arcos possuem codimensão de 2. Logo, a soma de

seus v́ınculos é igual a 4 - e com isso a interseção possui uma dimensão −1, o

que significa que ela tem probabilidade zero de acontecer.

2.6.3
Resultados 3D

Os resultados encontrados para o sistema modelado tridimensionalmente

para tentar reproduzir os resultados experimentais de Fenistein et al. e com-

parar com os modelos teóricos de Török et al. foram de um sucesso quase

absoluto.

Em primeiro lugar, convém ressaltar que o sistema permanece isotrópico

ao longo da simulação, com a densidade média das células mantendo-se

constante durante a mesma.

Os resultados do modelo podem ser visto nas Figuras 2.13 e 2.14.
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Observa-se de imediato que as previsões do modelo teórico de Török et al. (51)

são reproduzidas fielmente, a saber: a formação do domo (quando a banda de

cisalhamento colapsa) para H > R, e a banda de cisalhamento circular no topo

para H < R (observado por Fenistein et al. (49, 50) em laboratório). Convém

voltar à Figura 2.11 para melhor observação da correspondência entre as formas

obtidas para a banda de cisalhamento e o modelo. O mais interessante é que, no

decorrer da simulação, é posśıvel perceber claramente a evolução da formação

da banda de cisalhamento, como um ćırculo de raio cada vez menor (à medida

que a altura do topo da banda de cisalhamento aumenta), até que: se H < R,

a banda de cisalhamento atinge a última camada de grãos e se estabiliza; ou

se H > R, a banda de cisalhamento não se sustenta e colapsa, chegando ao

equiĺıbrio quando o domo é formado.

No entanto, podem ser observados (ver Figura 2.13) vórtices no plano

horizontal de forças ao longo da banda de cisalhamento. A explicação mais

provável para este fenômeno aparentemente irreal que surge nas simulações

é o formato cúbico das células. Está em desenvolvimento no momento uma

nova rede que, em vez de cubos, consistirá de células cujas laterais sejam arcos

de ćırculo, para utilizarmos coordenadas ciĺındricas (o que nos parece mais

natural para o sistema descrito de qualquer forma), e desta forma evitarmos

vórtices espúrios.

Outro resultado interessante obtido foi para quando a simulação foi

realizada com a condição r > R/2, não estudada anteriormente, e está disposto

na Figura 2.15, abaixo. Com valores mais altos de r, um comportamento

estranho aparece. A formação próxima à base do cilindro é consistente com

a literatura, mas na parte próxima ao topo da banda de cisalhamento a

simulação diverge fortemente, devido ao fato que estamos simulando um

cilindro sem atrito nas paredes laterais. O resultado, no entanto, é compat́ıvel

e coerente com o prinćıpio da dissipação mı́nima (51, 52, 54, 55), uma vez

que, com as paredes sem atrito, a menor dissipação de energia se dá com a

banda de cisalhamento curvando-se dessa forma aparentemente espúria para

as paredes, em vez de colapsar na cuia observada nos casos anteriores e prevista

teoricamente. Isto implica na necessidade de se incluir o atrito estático com as

paredes, como foi feito no modelo 2D. De qualquer forma, é curioso notar que

uma vez que o raio do disco interno é, neste caso, maior que a metade do raio do

cilindro, a formação no centro torna-se uma influência mais forte no sistema que

a parte externa. Logo, pode-se esperar que, ao invés da banda de cisalhamento

colapsar para o centro do cilindro, formando o domo, ele colapse para fora, em

direção às paredes laterais, seguindo o prinćıpio de dissipação mı́nima citado

acima. Convém frisar que o modelo desenvolvido por Török et al. não leva
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este caso em consideração, pois é baseado em um modelo hidrodinâmico, onde

r << R e o efeito Janssen é considerado despreźıvel.

2.7
Sumário

Em suma, o modelo proposto baseado na propagação das forças e trans-

porte de massa em decorrência à presença de arcos ao longo do sistema parece

dar resultados bastante satisfatórios ao tentar descrever o comportamento co-

letivo de sistemas de materiais granulares densos. Nosso modelo de rede de

células quadradas bidimensional, apesar de uma grande aproximação de siste-

mas reais, com arcos sendo formados de forma não-ordenada, fornece resultados

bastante razoáveis, descrevendo com precisão surpreendente o comportamento

qualitativo de sistemas granulares densos sob a ação de forças de cisalhamento

- em particular, a formação de bandas de cisalhamento (56).

Da mesma forma, o modelo tridimensional, ainda que uma simplificação,

consegue reproduzir não apenas os resultados experimentais encontrados na

literatura, mas também é corroborado por modelos teóricos encontrados para

descrever os experimentos.

O comportamento quantitativo não é posśıvel de ser simulado com um

modelo tão genérico, uma vez que isso é altamente dependente de propriedades

granulares espećıficas (e.g. tamanho, coeficiente de atrito, etc.). Mas, no

modelo bidimensional “completo” e no nosso modelo tridimensional, através de

uma simples variação dos parâmetros das equações, essas condições granulares

podem ser facilmente reproduzidas de forma coletiva. O que é importante ter

em mente, portanto, é que este simples modelo mostra que arcos têm um papel

muito mais importante no comportamento de sistemas granulares densos não-

estacionários do que acreditava-se anteriormente, já que os fenômenos f́ısicos

foram tão bem reproduzidos aqui.
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Figura 2.8: Gráficos dos perfis de magnitude da velocidade (primeira coluna)
e densidade (segunda coluna) para três diferentes configurações do modelo
computacional completo, de cima para baixo, respectivamente: F1 = F2,
F1 = 2F2 e F2 = 0. As linhas coloridas diferentes representam configurações
diferentes dos parâmetros da simulação (56).
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Figura 2.9: Gráficos dos perfis de velocidade (em módulo) média e densidade
média (primeira e segunda colunas, respectivamente) para três diferentes
configurações do nosso modelo computacional completo, respectivamente de
cima para baixo: F1 = F2, F1 = 2F2 e F2 = 0. Os perfis acima representam
médias feitas sobre todas as configurações de parâmetros testadas. É fácil
perceber a formação da banda de cisalhamento - em todos os três casos -
na primeira coluna, enquanto a segunda mostra que não há formação de
aglomerado e que a densidade das células se mantém constante através do
meio (56).
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Figura 2.10: Acima, representação do experimento a ser simulado, em 3
dimensões. Abaixo, ilustração do experimento conduzido por Fenistein et
al. (49, 50). É bastante similar ao experimento modelado, como pode ser
visto acima, mas com alturas menores do cilindro e com grãos o preenchendo
completamente. RS representa aqui o raio do disco girante da base.
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Figura 2.11: Gráficos obtidos por Török et al. (51, 52) para modelar os
experimentos realizados por Fenistein et al. (49, 50). Nele está disposta a
variação do raio da banda de cisalhamento com a sua altura. Abaixo, olhando
o gráfico original de lado (tomando r/Rs como base), pode-se ver o formato
do perfil da banda de cisalhamento sendo delineado pelas linhas do mesmo.
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Figura 2.12: Célula 3D cúbica. Cada borda é identificada por um código de
duas letras.
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Figura 2.13: Imagens da simulação com o sistema em equíıbrio. Nota-se cla-
ramente o domo colapsado nas imagens de cima (onde as setas representam
a velocidade dos grãos), conforme modelo de Török (51). As imagens infe-
riores mostram o diagrama de forças horizontais com dois cortes em alturas
diferentes, onde percebe-se a formação de vórtices.
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Figura 2.14: Resultados observados para preenchimentos H rasos (com H < R)
e profundos (com H > R). Os resultados obtidos por Fenistein (49) são
reproduzidos para o cilindro raso, bem com as predições teóricas de Török
(51) para os dois casos. Nota-se claramente na comparação entre as áreas
coloridas a diferença do formato da banda de cisalhamento de um caso para
outro.
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Figura 2.15: Imagem do sistema em equiĺıbrio para o caso r > R/2, onde em
vez de colapsar para o centro do cilindro, o colapso da banda de cisalhamento
ocorre em direção às paredes, onde os coeficientes de atrito cinético e estático
são nulos, o que é coerente com a mı́nima dissipação (51, 52).



3
Difusão Correlacionada

3.1
Introdução: Difusão

3.1.1
Processos Difusivos

Na primeira metade do século XIX, Thomas Graham foi o primeiro

cientista a trabalhar com processos difusivos (em gases), apesar de ter ficado

conhecido historicamente por ter inventado a primeira forma de diálise (57).

Mas baseado em seus experimentos, Adolf Fick fez medições de concentrações

e fluxos de sal difundindo entre dois reservatórios através de tubos com água.

Fick, um professor de anatomia de Zürich, baseado nessas observações,

conseguiu o que a Graham foi imposśıvel: encontrar uma lei geral que gover-

nasse todo e qualquer processo difusivo (58). Fick foi capaz de perceber a

analogia profunda entre difusão e a condução de calor e/ou eletricidade. Em

outras palavras, ele teve a intuição que a difusão poderia ser descrita de acordo

com o mesmo formalismo matemático que a Lei de Fourier para a condução de

calor (33) ou a Lei de Ohm para eletricidade (59). Dessa forma, Fick apontou

que o fluxo de matéria é proporcional ao gradiente de sua concentração (deno-

tado por y) com um fator de proporcionalidade k, o qual ele chamou de “uma

constante dependente da natureza das substâncias”. Seguindo o approach de

Fourier, se utilizando da conservação da matéria, Fick chegou à equação básica

(na notação original de Fick, com o sinal de menos antes do coeficiente k):

∂y

∂t
= −k ∂

2y

∂x2
. (3-1)

Fick teve muitas dificuldades para verificar a validade de sua equação.

A segunda derivada da concentração pela distância não é uma quantidade

facilmente mensurável (pelo menos, com a precisão necessária). Ele conseguiu,

no entanto, rodar uma série de experimentos em um regime estacionário -

nessas condições ele poderia checar suas equações, uma vez que aqui a solução

matemática passa a ser linear. Um fator interessante do artigo original de Fick

é que ele observa que “conforme seria esperado dos experimentos de Graham,
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o valor de k aumenta com o aumento de temperatura. (...) Provavelmente essa

dependência com a temperatura não é simples”.

Nesta época, as medidas de difusão (tanto de Graham quanto de Fick)

eram confinadas a meios fluidos, pois tais medidas podem ser feitas à tempera-

tura ambiente facilmente. Difusão em sólidos não era um processo considerado

posśıvel, apesar de Boyle ter sintetizado latão por difusão interna de zinco em

cobre (60).

A outra forma de se aproximar processos difusivos é, ao invés do approach

fenomenológico das leis de Fick, partir de ponto de vista f́ısico e atômico,

considerando os processos de random walk das particulas ao se difundir.

O processo de Random Walk (passos aleatórios) de part́ıculas em sus-

pensão em um fluido foi descoberto em grãos de pólen pelo botanista escocês

Robert Brown. Os experimentos de Brown, com substâncias orgânicas (vivas

ou não) e inorgânicas, revelou que tal movimento era uma propriedade geral

da matérias neste estado (61), e por isso foi cunhado o termo Movimento

Browniano para descrevê-lo.

A descrição matemática do movimento browniano só foi derivada quase

um século depois (em 1905) por Albert Einstein (60, 63). Ele foi o primeiro a

compreender, indo de encontro a diversos cientistas da época, que a quantidade

básica não era a velocidade média das part́ıculas, mas o seu deslocamento

médio quadrado < R2(t) >. As trajetórias são tais que a velocidade das

part́ıculas são insignificantes. O deslocamento médio < R(t) > de um número

grande de part́ıculas é nulo (no caso de um random walk sem “drift”); por isso a

média quadrática é a quantidade significativa. Einstein então conseguiu derivar

a relação fundamental entre uma quantidade macroscópica (o coeficiente de

difusão) e uma microscópica (o deslocamento médio quadrático):

< R2 >= 6Dt.

Apesar da teoria do movimento browniano ser uma das pedras funda-

mentais da f́ısica moderna por mais de um século (64), um diverso número de

questões fundamentais ainda é levantado acerca dele (65). Suas aplicações são

encontradas em vários campos de estudo diferentes, especialmente na área da

biof́ısica, onde o avanço tecnológico permite atualmente a detecção de nano-

part́ıculas individuais em sistemas orgânicos vivos (66).

Einstein começa sua derivação matemática considerando uma part́ıcula

em um meio “flutuante” (uma part́ıcula em suspensão em um fluido) na

posição x̄ e bombardeada por part́ıculas cujas energias seguem a distribuição

e−E/kBT . Durante um tempo ∆t há uma probabilidade φ de que a part́ıcula
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Figura 3.1: Descrição sat́ırica do movimento browniano como o andar de um
cavalheiro bêbado (62).

seja movida para uma nova posição x̄ + ε̄. Em uma difusão isotrópica, a

taxa de bombardeamento da part́ıcula em questão não depende da direção,

e conseqüentemente, em média, a posição dela não varia muito.

Isso define uma distribuição de salto ψ(x̄, ε̄,∆t), que pode ser interpre-

tada como a probabilidade de que, durante o intervalo de tempo ∆t, a part́ıcula

seja levada de x̄ para x̄+ ε̄. Temos de impor a condição óbvia de que, indepen-

dentemente da posição ou do intervalo de tempo, a part́ıcula tem que ir para

algum lugar (considerando ε̄ = 0 como “algum lugar”); matematicamente, isso

quer dizer: ∫
M
φ(x̄, ε̄,∆t)dε̄ = 1, (3-2)

onde M é o conjunto de todos os saltos posśıveis. Agora constrúımos uma

“equação mestra”, que dita como a probabilidade flui de um estado para outro
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do sistema. A densidade de probabilidades x̄ em um instante de tempo t+ ∆t

pode ser escrita como a soma de todas as densidades de probabilidade que

fluem de uma posição arbitrária para esta em um intervalo ∆t. Considerando

c(x̄, t) a concentração de matéria no ponto x̄ no instante de tempo t, essa é

conhecida como a Equação Mestra de Einstein:

c(x̄, t+ ∆t) =

∫
M
c(x̄− ε̄, t)φ(x̄− ε̄, ε̄,∆t)dε̄. (3-3)

O sucesso dessa construção teórica depreende que consideremos a densi-

dade de probabilidades sendo definida por uma média de diversas part́ıculas

idênticas e quantizadas (ao invés de um fluxo de campo completamente

cont́ınuo). Por isso que é dito que a análise einsteiniana da difusão ajudou

a solidificar a idéia de átomos e moléculas como objeto f́ısicos reais, ou como o

germe da noção da existência dos fônons (part́ıculas que carregam calor) (67).

Expandindo o lado esquerdo da Equação (3-3) em uma série de Taylor

(para pequenos intervalos de tempo), temos

c(x̄, t+ ∆t) = c(x̄, t) +
∂

∂t
c(x̄, t)∆t+ ϑ(∆t2). (3-4)

Para prosseguir, precisamos fazer uma suposição: que, durante o intervalo

de tempo arbitrariamente pequeno acima, a distância nominal percorrida pelas

part́ıculas seja pequena o suficiente para que possamos expandir em torno de

x̄ = x̄ + ε̄. Isso é coerente, uma vez que infere que as part́ıculas não podem

simplesmente se “teleportar” de um ponto distante a outro em um intervalo

de tempo arbitrário. Expandindo, em Taylor, o lado direito da Equação (3-3),

temos, termo a termo:

∫
M

[c(x̄− ε̄, t)φ(x̄− ε̄, ε̄,∆t)] |x̄=x̄+ε̄dε̄ =

∫
M
c(x̄, t)φ(x̄, ε̄,∆t)dε̄ = c(x̄, t).

(3-5)

∫
M

(−ε̄ · ∇) [c(x̄− ε̄, t)φ(x̄− ε̄, ε̄,∆t)] |x̄=x̄+ε̄dε̄ =

= −∇ ·
[
c(x̄, t)

∫
M
ε̄φ(x̄, ε̄,∆t)dε̄

]
.

(3-6)
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1

2

∫
M

(ε̄ · ∇)2 [c(x̄− ε̄, t)φ(x̄− ε̄, ε̄,∆t)] |x̄=x̄+ε̄dε̄ =

= ∇ ·
[
∇[c(x̄, t)]

1

2

∫
M
|ε̄|2φ(x̄, ε̄,∆t)dε̄

]
.

(3-7)

As Equações ((3-5), (3-6), (3-7)) correspondem, respectivamente, aos

primeiro, segundo e terceiro termos da série de Taylor do lado direito da

Equação (3-3). Para estudar a difusão como um processo cont́ınuo, nós

deixamos ∆t→ 0. Juntando as Equações ((3-3) - (3-7)), desprezando os termos

ϑ(∆t2), chegamos a:

∂

∂t
c(x̄, t) = −∇ ·

[
c(x̄, t) lim

∆t→0

1

∆t

∫
M
ε̄φ(x̄, ε̄,∆t)dε̄

]
+

+∇ ·
[
∇[c(x̄, t)] lim

∆t→0

1

2∆t

∫
M
|ε̄|2φ(x̄, ε̄,∆t)dε̄

]
.

(3-8)

Olhando para o primeiro termo do lado direito da equação acima, é

fácil visualizar que o primeiro momento é a distância média percorrida pela

part́ıcula durante o intervalo de tempo ∆t, ou seja:

lim
∆t→0

1

∆t

∫
M
ε̄φ(x̄, ε̄,∆t)dε̄ = v̄(x̄), (3-9)

definindo uma velocidade média v̄ das part́ıculas. Lembrando que neste ambi-

ente com um número de Reynolds baixo a relação v̄ = σF̄ é válida, e que forças

(conservativas) podem ser escritas sempre como o gradiente de um potencial

−V (x̄), então pode-se escrever v̄ = −σ∇V . Da mecânica estat́ıstica, é posśıvel

derivar que σ = D/kBT (67).

O segundo momento mede a variância do movimento de uma part́ıcula e

é a definição microscópica do coeficiente de difusão:

lim
∆t→0

1

2∆t

∫
M
|ε̄|2φ(x̄, ε̄,∆t)dε̄ = D. (3-10)

Aplicando as Equações (3-9) e (3-10) na Equação (3-8), chegamos a uma

versão mais geral da equação de difusão, comumente chamada de Equação de

Fokker-Planck (68):

∂

∂t
c(x̄, t) = ∇ ·D

[
c(x̄, t)

kBT
∇V +∇c(x̄, t)

]
, (3-11)

definindo um tipo mais geral de fluxo de part́ıculas:
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J̄ = −D
[
c(x̄, t)

kBT
∇V +∇c(x̄, t)

]
. (3-12)

Se o coeficiente de difusão é invariante no espaço, então

∂

∂t
c(x̄, t) = D∇ ·

[
c(x̄, t)

kBT
∇V +∇c(x̄, t)

]
, (3-13)

e se nenhum potencial externo é aplicado, então chegamos à equação de difusão

canônica

∂

∂t
c(x̄, t) = D∇2c(x̄, t), (3-14)

cuja transformada de Fourier pode ser expressada, através das transformações

habituais

c(x, t) =
1

2π

∫ +∞

−∞
dqeiqxc̃(q, t)

c̃(q, t) =

∫ +∞

−∞
dxe−iqxc(x, t),

como:

∂tc̃(q, t) = −q2Dc̃(q, t), (3-15)

cuja solução óbvia é

c̃(q, t) = e−q
2Dtc̃0(q),

que substituindo na transformada de Fourier acima nos dá:

c(x, t) =
1

2π

∫ +∞

−∞
dqeiqx−q

2Dtc̃0(q).

Usando agora, como exemplo (que nos será útil mais tarde), a solução

c0(x) = δ(x) (o que implica em c̃0(q) = 1), e através de uma simples mudança

de variáveis, podemos reescrever a equação acima como (68):

c(x, t) =
1

2π

∫ +∞

−∞
dqe−Dt[q−

ix
2Dt ]

2
− x2

4Dt ,

c(x, t) =
1

2π

1√
Dt

∫ +∞

−∞
dze−z

2

e−
x2

4Dt ,

c(x, t) =
1√

4πDt
e−

x2

4Dt . (3-16)

Esta solução possui um pico central centrado em q = 0, que é invariante

com o tempo. Se, em vez da delta de Dirac pura e simples, utilizarmos uma

delta normalizada pelo número total de part́ıculas (c0(x) = Nδ(x)), a única
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diferença na distribuição final é que ela será normalizada por N - ou seja, a

solução, a menos de um fator de normalização, não depende do número total

de part́ıculas.

3.1.2
Difusão e Segregação Granular

Como visto no Caṕıtulo 1, acima, grãos são pasśıveis de se difundirem em

meios com temperatura granular acima de zero, a qual é definida pela relação

Tg =
1

2
ρu2,

apresentada na seção 1.4. Para tentar-se descrever sistemas granulares

dinâmicos, onde a difusão granular está sempre presente, uma melhor com-

preensão sobre o funcionamento deste fenômeno é necessária.

Ainda que fluxos granulares densos sejam encontrados em todo lugar, seja

na natureza ou na tecnologia (69), descrições completas e bem fundamentadas,

por meio de equações constitutivas, do comportamento destes fluxos ainda são

assunto para debates (70, 71, 72). Acredita-se, porém, que a difusão granular

desempenha um papel importante nos mecanismos de segregação granular.

Um dos aspectos mais fascinantes de materiais granulares heterogêneos

(i.e., consistindo de componentes distintos) é a sua tendência à segregação

quando submetidos à agitação externa - ao invés de se misturar, como poderia

se esperar baseando-se em considerações puramente entrópicas. Essa propri-

edade é encontrada largamente na natureza e tem implicações tecnológicas

importantes (19).

Na verdade, algumas caracteŕısticas de segregação de part́ıculas grandes

e pequenas pode ser compreendido com uma analogia simples com os funda-

mentos de termodinâmica de equiĺıbrio: uma vez que o volume exclúıdo para

part́ıculas pequenas ao redor de maiores se torna menor quando grãos grandes

se juntam, o estado segregado possui entropia mais alta.

No entanto, sistemas granulares forçados são altamente dissipativos, e

esse argumento simples de equiĺıbrio só pode ser aplicado qualitativamente.

Ainda mais porque, não apenas tamanho, mas qualquer variação de propri-

edades mecânicas das part́ıculas (como formato, densidade, rugosidade, etc.)

pode levar à sua segregação. Para fluxos dilúıdos rápidos bi-dispersos, a se-

gregação ainda pode ser descrita pela teoria cinética de gases dissipativos -

Jenkins e Yoon (73) se utilizaram da teorica cinética para derivar um critério

de segregação simples baseado na diferença das pressões parciais de cada tipo

de part́ıcula, baseado na diferença de tamanho e/ou massa.
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Segregação granular vem sendo observada na maioria dos fluxos de

misturas granulares, incluindo convexão granular (74), fluxos vibrantes (75,

76, 77), fluxos em cilindros girantes (78, 79), e até mesmo em gases granulares

binários resfriando-se de forma livre (80) - um exemplo de segregação granular

encontra-se na Figura 3.2. Já a segregação entre part́ıculas pequenas e grandes

devido à vibração é chamada de “Efeito Castanha-do-Pará” (7).

Figura 3.2: Segregação granular em um fluxo inclinado gerado pela gravi-
dade (75), em instantes diferentes de tempo (consecutivos de a a d).

Apesar de modelos cont́ınuos recentes (81) terem mostrado uma boa

concordância qualitativa com os dados experimentais (ver Figuras 3.3 e 3.4,

por exemplo), observações recentes em laboratório mostram que a compreensão

teórica dos mecanismos de segregação está longe de ser completa (82, 83).

Um desses experimentos, desenvolvido por Khan e Morris (84), sugere

que, em vez de difusão simples, uma subdifusão de part́ıculas acontece, levando

diretamente a alguns padrões de segregação observados ao longo dos anos. A

equação padrão de difusão,
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Figura 3.3: Diagrama espaço-tempo de segregação granular em um longo ci-
lindro girante, demonstrando segregação oscilatória por tamanho. No experi-
mento acima, 2400s equivalem a 1850 revoluções. As bandas negras correspon-
dem a areia preta (45−250µm) e as brancas a sal de cozinha (300−850µm) (78).

∂φ

∂t
= D∇2φ,

mostra uma discordância gritante com os resultados experimentais. Por isso,

um estudo maior da equação de difusão para sistemas granulares pode levar,

entre outras coisas, a um entendimento maior dos processos de segregação, tão

importantes na indústria.

3.1.3
Difusão Granular Correlacionada

Já é conhecido que a difusão granular não obedece exatamente às

equações de difusão de part́ıculas independentes por movimento browniano,

como descrito acima. Um comportamento conjunto entre as part́ıculas, a
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Figura 3.4: Diagramas espaço-tempo demonstrando oscilações de bandas ini-
ciais e o engrossamento das mesmas com o tempo (81), modelando o experi-
mento de Choo (78).

distâncias curtas, foi observado. Diversos trabalhos (36, 37, 38, 39, 85)

comprovam a existência de uma correlação no movimento difusivo de part́ıculas

próximas, postulando a existência de um comprimento de correlação t́ıpico do

sistema, que seria o responsável por esse comportamento (40, 41, 42).

Uma das grandes dificuldades ao se lidar com sistemas granulares

dinâmicos é a coexistência dos estados sólido, ĺıquido e gasoso (12). Para os

dois regimes extremos, equações constitutivas foram propostas baseadas em

teoria cinética, para o caso de fluxos rápidos e colisionais, e em mecânica dos

solos, para o caso de fluxos lentos e plásticos (43). O regime intermediário

denso, onde o material granular flui como um ĺıquido, não possui ainda uma

teoria unificada.

Fluxos granulares densos e acelerados pela gravidade em um plano

inclinado têm atualmente o status de “sistema modelo”, devido a sua relevância

em diversas aplicações geológicas e industriais (43, 37, 86). Uma vez que a

superf́ıcie da inclinação seja suficientemente áspera e que a altura do fluxo

seja pequena comparada com sua largura e comprimento (para que efeitos

transientes e de borda possam ser desprezados), o comportamento do fluxo é

controlado pelo ângulo de inclinação θ e pela espessura h da camada granular.

Os grãos se estabilizam sem fluxo para, dado um ângulo de inclinação

θ, espessuras h < hstop(θ), onde hstop(θ) é comumente chamada de “função
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de deposição”, pois é aproximadamente igual à espessura do depósito rema-

nescente no plano inclinado quando o fluxo para (seja pela diminuição de θ

quanto de h). Estudos recentes confirmam que, para grãos esféricos, a veloci-

dade u do fluxo (em seu estado constante, tirada a média com a profundidade)

pode ser relacionada à função de deposição através da relação abaixo, proposta

originalmente por Pouliquen (36, 44):

u√
gh

= β
h

hstop(θ)
, (3-17)

onde g é a aceleração da gravidade e β ≈ 0.13. Esta relação sugere que um

único comprimento de escala controla tanto a função de deposição quando a

reologia do sistema.

Uma explicação posśıvel para esse comprimento de escala vir das cor-

relações no movimento granular foi proposta por Ertaş e Halsey em 2005 (42),

vinculando um comprimento de correlação no fluxo à “escala de comprimento

de viscosidade” lν , definida reologicamente pela lei de escala de Bagnold:

σxz = ρl2ν γ̇
2, (3-18)

para um sistema granular com densidade ρ, fluindo sob um estresse de

cisalhamento σxz a uma taxa de cisalhamento γ̇.

Recentemente, foi sugerido, após uma extensa comparação de resultados

numéricos e experimentais de fluxos em geometrias diferentes, que para um

sistema granular composto por part́ıculas de diâmetro d e densidade granular

ρg fluindo enquanto sujeitas a uma pressão P , a reologia é controlada pela

variável local de escala (87, 88):

I =
γ̇d√
P/ρg

, (3-19)

que é, na verdade, uma generalização da Relação (3-17).

O próprio Pouliquen (39) reportou recentemente medidas experimentais

de funções de correlação de velocidades em dois pontos na superf́ıcie do fluxo,

obtendo resultados que corroboram uma posśıvel conexão entre o comprimento

de correlação observado e a função de deposição.

Simulações e análises ainda mais recentes, como a mostrada na Figura

3.5, não apenas corroboram os resultados apresentados por Pouliquen, mas a

expandem, concluindo com as seguintes observações (44):

– Todas as funções de correlação de velocidade a dois pontos exibem

decaimento exponencial com a distância relativa;

– Os comprimentos de correlação λαβ são independentes tanto da posição

da camada medida quanto da espessura do fluxo;
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– Comprimentos de correlação no bulk são determinados exclusivamente

por θ, sendo inversamente proporcionais;

– Comprimentos de correlação são tipicamente pequenos (da ordem de

d), e aumentam logaritmicamente com hstop(θ) (contrário à expectativa

teórica de uma relação proporcional);

– Para pilhas muito altas e ângulos próximos a ΘR, os fluxos excitam um

“modo de respiração” com movimento coerente normal à camada da

superf́ıcie (resultado observado anteriormente (37)).

Figura 3.5: Exemplos de campos de velocidades obtidos por Baran et al. (44)
no plano xy para as camadas de superf́ıcie a ângulos de 21 e 23 graus (figura
da esquerda e direita, respectivamente), com h/d = 20 e δt/τ0 = 1 (onde
δt é o time-step e τ0 é o tempo caracteŕıstico τ0 =

√
d/g). O movimento

correlacionado é claramente observado, em especial a θ = 21.

Baseados nesses estudos, vamos tentar encontrar uma equação de difusão

que leve em consideração uma função de correlação que descreva esse compor-

tamento dos materiais granulares ao se difundir.

3.2
A Equação de Difusão Correlacionada

3.2.1
Identidade Fundamental

O problema consiste em obter uma equação de difusão para um processo

difusivo envolvendo movimento granular correlacionado para uma espécie de

part́ıculas se movendo em uma linha (i.e., unidimensional) (89).
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Para tanto, vamos olhar em primeiro lugar para o comportamento passo

a passo no tempo (time-step τ) da função densidade ρ(x, t), começando com a

identidade:

ρ(x, t+ τ) =

∫ +∞

−∞
dx′δ(x− x′)ρ(x′, t+ τ). (3-20)

Usando a definição da função-δ, nós podemos escrever a Equação (3-20)

como:

ρ(x, t+ τ) =

∫ +∞

−∞
dx′
∫ +∞

−∞

dk1

2π
eik1(x−x′)ρ(x′, t+ τ), (3-21)

chegando ao ponto onde a correlação é inserida por meio de uma mudança de

variáveis de integração: x′ = u + fτ (u, t) e dx′ = du(1 + f ′τ (u, t)), através

da função delta. Após isso, podemos considerar as variáveis x e x′ como

independentes. Neste cenário, fτ (u, t) é a função de salto correlacionadora.

Para nossa função manter uma normalização constante e, conseqüente-

mente, ser uma trasformação válida, é necessário que a relação seguinte seja

obedecida:

ρ(u, t)du = ρ(x′, t)dx′,

⇒ ρ(u, t) [(u+ du)− u] =

= ρ(u+ fτ (u, t), t+ τ) [u+ du+ fτ (u+ du, t)− (u+ fτ (u, t))] .

(3-22)

Dessa forma,

ρ(u, t)du = ρ(u+ fτ (u, t), t+ τ) [du+ fτ (u, t) + f ′τ (u, t)du− fτ (u, t)] ,

⇒ ρ(u, t)du = ρ(u+ fτ (u, t), t+ τ) [1 + f ′τ (u, t)] du,

e, por conseguinte,

ρ(x, t+ τ) =

∫ +∞

−∞
du[1 + f ′τ (u, t)]

∫ +∞

−∞

dk1

2π
eik1(x−u−fτ (u,t))ρ(u+ fτ (u, t), t+ τ)

(3-23)
pode ser escrita como:

ρ(x, t+ τ) =

∫ +∞

−∞
du

∫ +∞

−∞

dk1

2π
ρ(u, t)eik1(x−u)e−ik1fτ (u,t). (3-24)

Agora temos que parar e olhar com cuidado para a função de correlação

fτ (u, t).
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3.2.2
O Operador de Difusão Correlacionada

Nossa escolha (89) para a função de correlação foi uma expansão de

Fourier, com fq(t) sendo os coeficientes da distribuição. Sua dependência com

τ pode ser expressada pela relação:

fτ (u, t) = af(u, t),

onde a é relacionado ao coeficiente de difusão D via a =
√
Dτ . Logo, nosso

fτ (u, t) pode ser escrito como

fq(t) =

∫ +∞

−∞
du f(u, t)e−iqu, (3-25)

f(u, t) =

∫ +∞

−∞

dq

2π
fq(t)e

iqu, (3-26)

⇒ fτ (u, t) =
√
Dτ

∫ +∞

−∞

dq

2π
fq(t)e

iqu. (3-27)

Substituindo fτ (u, t) agora na Equação (3-24):

ρ(x, t+ τ) =

∫ +∞

−∞
du

∫ +∞

−∞

dk1

2π
ρ(u, t)eik1(x−u)e−ik1

√
Dτ

∫+∞
−∞

dq
2π
fq(t)eiqu . (3-28)

O último termo na Equação (3-28) pode ser reescrito como a expansão

em série da exponencial:

ρ(x, t+ τ) =

=

∫ +∞

−∞
du

∫ +∞

−∞

dk1

2π
ρ(u, t)eik1(x−u)

∞∑
n=0

1

n!

(
−ik1

√
Dτ

∫ +∞

−∞

dq

2π
fq(t)e

iqu

)n
.

(3-29)

Neste ponto, é conveniente definir ρ(u, t) =
∏N−1

m=1

∫ +∞
−∞ dumMτ (um+1 −

um,mτ)ρ(u0, 0), com Mτ (um+1 − um,mτ) sendo o propagador no tempo,

definido pela Equação (3-29) e t/N = τ . É fácil ver então que a Equação

(3-29) pode ser escrita como:

ρ(x, t+ τ) =

∫ +∞

−∞
duNMτ (x− uN , t)ρ(uN , t),

onde



Caṕıtulo 3. Difusão Correlacionada 81

ρ(uN , t) =
N−1∏
m=1

∫ +∞

−∞
dumMτ (um+1 − um,mτ)ρ(u0, 0).

Usando a expansão:

ρ(x, t+ τ)− ρ(x, t)

τ
= ρ̇(x, t) +

τ

2
ρ̈(x, t) +

τ 2

3!
˙̈ρ(x, t) + ϑ(τ 3),

podemos escrever a Equação (3-29) da seguinte forma:

ρ̇(x, t) + ϑ(
√
τ) =

∫ +∞

−∞
duN

1

τ
[Mτ (x− uN , t)− δ(u− uN)] ρ(u, t), (3-30)

onde

Mτ (x− uN , t) =

∫ +∞

−∞

dk1

2π
eik1(x−u)

[
1 +

(
−ik1

√
Dτ

∫ +∞

−∞

dq

2π
fq(t)e

iqu

)
+

+

(
−k2

1Dτ

∫ +∞

−∞

dq

2π

∫ +∞

−∞

dq′

2π
fq(t)fq′(t)e

i(q+q′)u

)]
.

(3-31)

Definindo o operador M̄τ como sendo:

M̄τ =

∫ +∞

−∞
duN

1

τ
(Mτ (x− uN , t)− δ(u− uN)) ,

M̄τ =

∫ +∞

−∞
duN

1

τ

∫ +∞

−∞

dk1

2π
eik1(x−u)

[(
−ik1

√
Dτ

∫ +∞

−∞

dq

2π
fq(t)e

iqu

)
+

+

(
−k2

1Dτ

∫ +∞

−∞

dq

2π

∫ +∞

−∞

dq′

2π
fq(t)fq′(t)e

i(q+q′)u

)]
.

(3-32)

A Equação (3-30) se torna, após breve manipulação:

ρ(x, t) = e
∫ t
0 dt
′(M̄τ)ρ(u, 0) + ϑ(

√
τ), (3-33)

A expansão seguinte é então óbvia:

ρ(x, t) =

[
1 +

∫ t

0

dt′M̄τ +
1

2

∫ t

0

dt′
∫ t

0

dt′′M̄τM̄
′
τ + . . .

]
ρ(u, 0) + ϑ(

√
τ).

(3-34)
É importante notar que, até o momento, estamos analisando intervalos de

tempo discretos e funções densidades válidas em todo o espaço, o que não é útil
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ao se tentar analisar o comportamento coletivo do sistema granular como um

todo. O que estamos realmente interessados é na média da função densidade e

tempos cont́ınuos. Por isso, neste ponto, vamos tirar a média sobre os fq(t)’s

e tomar o limite limτ→0. A fim de tomar a média sobre os fq(t)’s, vamos ter

que discutir um pouco mais sobre as funções de correlação.

3.2.3
A Função de Correlação

Uma vez que o comprimento de correlação tem de ser finito (ver seção

3.2, acima), vamos supor nossa função de correlação como tendo probabilidades

gaussianas dentro deste comprimento de correlação, e zero fora dele.

Com isso, estamos supondo que a correlação seja realmente relevante em

localizações próximas ao grão analisado, e pequenas a distâncias um pouco

maiores, e quase inexistentes para r >> L.

Por estarmos trabalhando com um modelo simplificado, estamos supondo

também que o nosso P [fK ] é descorrelacionado no tempo - isto é, sem memória.

Isso pode ser modificado em um trabalho futuro com a inclusão de uma

correlação temporal, como, por exemplo, com uma função de decaimento do

tipo 〈fq(t)fq(t′)〉 ∝ e−µt. Por enquanto, vamos analisar o caso correlacionado

apenas espacialmente.

Para tanto, nossa P [fK ] tem de ser da forma:

P [fq] ∝ e
− L

2π

∫+ 1
L

− 1
L

dq
f2q

2σ2
, |q| ≤ 1

L
. (3-35)

P (fq) = 0, (3-36)

caso contrário.

Conseqüentemente, é fácil ver que para tirar as médias e tomar o limite

limτ→0, é necessário seguir certas regras, como:

– termos com
〈
fnq
〉
, quando n é um número ı́mpar, são nulos;

– termos com produtos de fq com ı́ndices diferentes também são nulos;

– uma vez que estamos tomando o limite limτ→0, termos com dependência

linear (ou maior) em τ serão descartados.

Definindo ψ(x, t) ≡ 〈ρ(x, t)〉 e ψ0(u) ≡ ψ(u, 0), finalmente chegamos a

(lembrando que os M̄τ (t)’s são independentes):

ψ(x, t) =

[
1 +

∫ t

0

dt′
〈
M̄τ

〉
+

1

2

∫ t

0

dt′
∫ t

0

dt′′
〈
M̄τ

〉 〈
M̄ ′

τ

〉
+ . . .

]
ψ0(u). (3-37)
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Nós estamos supondo que σq seja independente do tempo, implicando

em:

ψ(x, t) =

[
1 + t

〈
M̄τ

〉
+
t2

2

〈
M̄τ

〉 〈
M̄ ′

τ

〉
+ . . .

]
ψ0(u). (3-38)

Vamos primeiramente olhar o termo com dependência linear em t.

3.2.4
Equação de Difusão Correlacionada

Quando analisando o termo com dependência linear em t, é válido notar

que, uma vez que estamos primeiro tirando a média, o termo com n = 1,

que resultaria em uma divergência em nossas equações (já que, para n = 1,

ρ(x, t) ∝
√
τ/τ , que diverge quando tomando o limite limτ→0), é descartado

imediatamente.

Os únicos termos remanescentes são aqueles com valores pares de n, e

conseqüentemente com ρ(x, t) ∝ τn
′−2, onde n′ são os valores pares de n. Mas,

depois de tomar o limite limτ→0, todos os termos, com a exceção do termo com

ρ(x, t) ∝ τ 0, tende a zero, simplificando os cálculos consideravelmente.

Tomando a média do rúıdo, nós temos:

〈
M̄τ (t)

〉
=

∫ +∞

−∞
du

∫ +∞

−∞

dk1

2π
eik1(x−u)

(
−k2

1D
)
×

×
∫ + 1

L

− 1
L

dq

2π

∫ + 1
L

− 1
L

dq′

2π
〈fq(t)fq′(t)〉 ei(q+q

′)u.

(3-39)

Aplicando as regras expostas acima e as Condições (3-35) e (3-36) na

Equação (3-39), chegamos à seguinte forma para o operador de difusão:

〈
M̄τ (t)

〉
=

∫ +∞

−∞
du

∫ +∞

−∞

dk1

2π
eik1(x−u)

(
−k2

1D
)
×

×
∫ + 1

L

− 1
L

dq

2π

∫ + 1
L

− 1
L

dq′

2π

〈
f 2
q (t)

〉
δ(q − q′)ei(q+q′)u,

(3-40)

〈
M̄τ (t)

〉
=

∫ +∞

−∞
du

∫ +∞

−∞

dk1

2π
eik1(x−u)

(
−k2

1D
) ∫ + 1

L

− 1
L

dq

2π
σ2
qe
i2qu. (3-41)
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Agora podemos reescrever a Equação (3-38) nos utilizando da Equação

(3-41), acima, da seguinte forma:

ψ̇(x, t) =

∫ +∞

−∞
du

∫ +∞

−∞

dk1

2π
eik1(x−u)

(
−k2

1D
) ∫ + 1

L

− 1
L

dq

2π
σ2
qe
i2quψ(u, t), (3-42)

Agora nós iremos repetir os mesmos passos tomados nas Equações (3-20)

e (3-21), usando as identidades da função delta, e usando a transformada de

Fourier ψ̃(k, t) = 1
2π

∫ +∞
−∞ du′ψ(u′, t)e−iku

′
, chegando a:

∫ +∞

−∞
dxψ̇(x, t)e−iKx =

=

∫ +∞

−∞
du

∫ +∞

−∞
dk1δ(k1 −K)

(
−k2

1D
) ∫ + 1

L

− 1
L

dq

2π
σ2
qe
i(2q−k1)uψ(u, t)

=

∫ +∞

−∞
du
(
−K2D

) ∫ + 1
L

− 1
L

dq

2π
σ2
qe
i(2q−K)uψ(u, t)

= −K2D

∫ + 1
L

− 1
L

dq

2π
σ2
q

∫ +∞

−∞
du

∫ +∞

−∞
du′
∫ +∞

−∞

dk2

2π
ei(2q−K)ueik2(u−u′)ψ(u′, t)

= −K2D

∫ + 1
L

− 1
L

dq

∫ +∞

−∞
dk2σ

2
qδ(k2 −K + 2q)ψ̃(k2, t)

(3-43)

⇒ ˙̃ψ(K, t) = −K2D

∫ + 1
L

− 1
L

dq

∫ +∞

−∞
dk2σ

2
qδ(k2 −K + 2q)ψ̃(k2, t),

resultando finalmente na Equação de Difusão Espacialmente Correlacionada

(EDEC) (89):

˙̃ψ(K, t) = −K2D

∫ + 1
L

− 1
L

dqσ2
q ψ̃(K − 2q, t). (3-44)

A Equação (3-44) difere do caso difusivo usual por acoplar diferentes

modos, devido à correlação espacial. Essa mistura vai depender fortemente da

forma de σ2
q .

Um caso limite interessante surge quando fazemos o limite L → ∞: o

movimento no plano é completamente correlacionado. Por exemplo, fazendo

f = ±a e deixando o sistema evoluir no tempo, qualquer distribuição inicial se

difundirá como o caso usual não-correlacionado. Isso pode ser visto da Equação

(3-44), com 1/L→ 0 e σq → δ(q):



Caṕıtulo 3. Difusão Correlacionada 85

⇒ ˙̃ψ(K, t) ∝ −K2ψ̃(K, t),

que é o operador para difusão gaussiana.

É notável também que a contribuição da correlação (expressa acima

como referente à variável q), surge como um efeito de ordem superior, quando

expandimos (dado que L→∞)

ψ̃(K − 2q, t) ∼= ψ̃(K, t)− 2q
∂ψ(K, t)

∂K
,

resultando em

˙̃ψ(K, t) = −K2D

[∫ + 1
L

− 1
L

dqσ2
q −

∫ + 1
L

− 1
L

dqσ2
q2q

∂

∂K

]
ψ̃(K, t). (3-45)

3.2.5
Modelo Teste

É fácil de ver que, na EDEC acima, se nosso σ2
q → δ(q) então pode-se

fazer uma expansão em torno de q = 0 - e a equação de difusão correlacionada

também se torna uma equação de difusão comum:

˙̃ψ(K, t) = −K2Dψ̃(K, t),

descrevendo o processo difusivo usual.

Portanto, para analisar a equação de difusão obtida acima (89), e

compará-la com as simulações a serem realizadas, vamos nos utilizar de um

modelo cuja condição inicial seja:

ψ(x, t = 0) = ψ0 + ψ1cos(k0x), (3-46)

cuja forma possui, no espaço de Fourier, três picos distintos e bem-definidos em

q = (0,±k), como pode ser visto na Figura 3.6. As pequenas diferenças entre

o modelo exato e a figura se devem às limitações técnicas da implementação

da Equação (3-46). A sua transformada de Fourier pode ser descrita como um

ψ̃eff (q, t) dado por, a menos de uma constante:

ψ̃eff (q, t) = ψ0δ(q) + ψ1(t) [δ(q + k0) + δ(q − k0)] , (3-47)

a ser usada dentro da integral da Equação (3-44), pois convém frisar que,

com este modelo simplista, estamos intencionalmente desprezando as ações do

demais modos presentes na nossa equação de difusão correlacionada.



Caṕıtulo 3. Difusão Correlacionada 86

Figura 3.6: Gráfico da transformada de Fourier da distribuição escolhida para
o modelo-teste, com os três picos indicados pelas setas. Nota-se também a
evolução com o tempo, mostrando que o pico central permanece constante
enquanto os laterais diminuem, em processo difusivo.

Como a Equação (3-44) nos dá ψ̃(0, 0) ≡ constante, e, para t ≈ 0,

˙̃ψ(k0, t) ∝ ψ̇1(t),

então podemos escrever, renormalizando a constante D para D′:

ψ̇1(t) = −k2
0D
′
∫ + 1

L

− 1
L

dqσ2
q (ψ0δ(k0 − 2q) + ψ1(t) [δ(2k0 − 2q) + δ(2q)]) ,

(3-48)

ψ̇1(t) = −k
2
0D
′

2

∫ + 1
L

− 1
L

dqσ2
q

(
ψ0δ(

k0

2
− q) + ψ1(t) [δ(k0 − q) + δ(q)]

)
. (3-49)

Desprezando o termo ψ1(t)σ2
k0

como sendo muito pequeno, resolvemos a

Equação (3-49):
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ψ̇1(t) = −k
2
0D
′

2

[
ψ0σ

2
k0
2

+ ψ1σ
2
0

]
, (3-50)

ψ̇1(t) = −k
2
0D
′σ2

0

2

ψ0

σ2
k0
2

σ2
0

+ ψ1

 . (3-51)

ChamandoA ≡ k2
0D
′σ2

0

2
e r ≡

σ2
k0/2

σ2
0

, podemos escrever a solução da equação

acima como sendo

ψ1(t) = αe−At + βψ0. (3-52)

É fácil ver, comparando a Equação (3-51) com a solução acima, que

β = −r e, ao fazer t = 0,

ψ10 ≡ ψ1(0) = α− rψ0,

α = ψ10 − rψ0.

Podemos então escrever a Equação (3-52) da seguinte forma:

ψ1(t) = (rψ0 + ψ10) e−At − rψ0,

na qual podemos fazer, para valores pequenos de t, a expansão

ψ1(t) = (rψ0 + ψ10) (1− At)− rψ0,

ψ1(t) = ψ10 − At (rψ0 + ψ10) .

Definindo Z(t) ≡ ψ1(t)
ψ10

, chegamos finalmente em:

Z(t) = 1− At
[
r
ψ0

ψ10

+ 1

]
, (3-53)

o que mostra que a componente em k0 (ψ1(t)) decai de forma aproximadamente

linear no prinćıpio da evolução temporal. Outro ponto interessante da relação

acima é que a forma de Z(t) depende explicitamente de ψ0, ao contrário da

equação de difusão usual, quando a solução é um operador diagonal no espaço

de Fourier, como pode ser visto na Equação (3-16). Por isso a importância

de analisarmos o Z(t): como ψ0 equivale ao número de part́ıculas N , no

caso da difusão usual no máximo o ψ0 funcionaria como fator de escala,

que é simplificado na normalização, enquanto no caso da Equação (3-53) a

dependência de Z(t) com ψ0 é expĺıcita, influenciando no comportamento do

mesmo.
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3.3
Simulações

Para verificar a validade da forma para a equação de difusão correlaci-

onada obtida acima na EDEC (3-44), temos de recorrer a simulações compu-

tacionais para observar o comportamento difusivo de grãos, com a inclusão de

uma correlação em seu movimento.

Para tanto, por meio de um simples programa em linguagem FORTRAN,

simulamos um sistema discretizado com 2000 posições (2000 “caixas”, por

assim dizer), onde 2000000 part́ıculas são distribúıdos inicialmente de forma

senoidal (com uma pequena componente aleatória, para não viciar o sistema)

ao longo das mesmas, de forma a reproduzir a condição inicial do nosso modelo

teste, descrito acima. A partir do instante inicial, o sistema evolui no tempo

de forma difusiva, mediante uma correlação do tipo lorentziana descrita por:

fq(ai) =
2(1− 2η)

1 + (2πai
10L

)2
, (3-54)

onde ai é a ordem do termo da série de Fourier, η é a componente aleatória e

L é o comprimento de correlação.

Para observar o comportamento desenvolvido com nossa EDEC aplicada

ao modelo teste, calculamos também a transformada de Fourier da difusão

simulada a cada número N arbitrário de passos - não foi feito isso para cada

passo de tempo por (falta de) eficiência computacional. Assim, é posśıvel

analisar o comportamento qualitativo da Equação (3-49), comparando-a com

o resultado da simulação.

Mas, primeiramente, seria interessante checar se a simulação programada

com a correlação expressa pela Relação (3-54) é, de fato, um processo difusivo,

e se a correlação de fato influi no comportamento geral do sistema. Para testar

isso, montamos um sistema de apenas 800 posições (bins), 1000000 de grãos

e com distribuição inicial delta de Dirac, a fim de verificar o comportamento

dessa distribuição ao longo do tempo. Em processos difusivos usuais, à medida

que os grãos vão se difundindo, a variância do sistema tende a aumentar,

enquanto a sua média permanece zero.

Ao rodar a simulação, no entanto, o primeiro comportamento observado é

a forma geral da distribuição granular não se mantendo centrada em zero, mas

“caminhando” - como não estamos privilegiando nenhuma direção (excluindo

também a possibilidade de difusão com “drift”), o centro da distribuição não

se afasta muito da origem, mas é viśıvel que não se comporta como em uma

difusão usual, como pode ser visto na Figura 3.7, mas como uma difusão

correlacionada. Podemos também concluir que o processo não é um processo

difusivo usual observando o gráfico disposto na Figura 3.8, onde a variação da
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Figura 3.7: Gráfico da distribuição granular, a partir de uma distribuição
inicial delta, para passos sucessivos de tempo, representado pela numeração da
seqüência, à direita. É evidente que o centro da distribuição não permanece em
zero, mas varia com o tempo, demonstrando uma influência clara da correlação,
enquanto o pico da distribuição vai diminuindo e alargando, indicando um
processo difusivo.

média da distribuição com o tempo é mostrada. No entanto, ao se olhar para

o gráfico da variação de sua variância com o tempo, disposto na Figura 3.9,

pode-se concluir que o processo é, de fato, difusivo, uma vez que a variância

aumenta linearmente com o tempo - como era de se esperar.

Satisfeitos que estamos observando, na simulação, um processo difusivo

sob influência da correlação, voltamos então para o modelo da seção anterior, a

fim de comparar seus resultados com nosso modelo teste da equação de difusão

correlacionada.

Para tanto, olharemos agora o comportamento dos picos dispostos em

q = ±k. O pico localizado em q = 0, de acordo com o previsto pela Equação

(3-44), não varia, mantendo-se constante.

Analisando o gráfico da Figura 3.10, pode-se ver que, confirmando o

esperado pelo modelo teste acima, há um decaimento linear (com um ajuste

razoavelmente preciso) com o tempo. Diminuindo-se o passo de tempo na
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Figura 3.8: Gráfico da evolução temporal da média, a partir de uma distri-
buição inicial delta - o deslocamento em relação ao zero demonstra que este
não é um processo difusivo usual.

simulação e tomando pontos para a transformada de Fourier mais espaçados

no tempo - o ajuste linear fica mais preciso (conforme disposto na Figura 3.11),

evidenciando o comportamento esperado pelo modelo teste: o decaimento

linear. Dessa forma, pode-se depreender que o comportamento em q = ±k
oscila em torno desta reta de decaimento, e que essas variações tornam-se cada

vez mais despreźıveis à medida em que o tempo passa. Uma observação: convém

explicitar que a diferença na escala dos gráficos é oriunda de uma variação na

escala do D, simulado diferentemente para testar essa dependência.

Outro resultado interessante e que reforça a validade da Equação (3-44)

foi obtido variando-se o valor da razão ψ0

ψ10
. Na equação de difusão usual, a

forma da difusão das part́ıculas fora do pico central não pode ser alterada

pelo valor da razão acima, como explicitado pela solução delta de Dirac da

Equação de Difusão usual (resolvida e obtida na seção 3.1.1. deste caṕıtulo, na

Equação (3-16), acima). No entanto, não é isso que é observado neste caso -

como pode ser visto na Figura 3.12, o ângulo de inclinação do ajuste linear para

ambos os casos é bem diferente, mostrando que o processo difusivo nos picos
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Figura 3.9: Gráfico da evolução temporal da variância, a partir de uma
distribuição inicial delta, incluindo um ajuste linear - o crescimento linear com
o tempo é t́ıpico de um processo difusivo, verificando a validade da simulação.

adjacentes é afetado pelo pico central, como esperado pela dependência de Z(t)

com a razão ψ0

ψ10
, que entra na Equação (3-53) como o coeficiente angular da

parte linear da função - comprovando, desta forma, o efeito da correlação na

difusão. É interessante notar também que, no caso da Figura 3.12, as simulações

foram feitas para
ψB0
ψB10

= 2
ψA0
ψA10

, e pelos ajustes obtidos, pode-se perceber que o

coeficiente angular do ajuste para B é o dobro do correspondente para o A,

reforçando o comportamento esperado para o Z(t).

3.4
Discussão

Podemos concluir que o modelo para a difusão correlacionada gera uma

equação de difusão que se comporta diferentemente da equação para difusão

usual, mas que ainda assim descreve um processo difusivo sob efeito de uma

correlação espacial, o que era o intuito original. É interessante destacar que,

apesar de nossos enfoque e motivação terem sido, desde o começo, em materiais

granulares, a EDEC obtida é genérica, servindo para descrever quaisquer tipos
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Figura 3.10: Gráfico da variação do módulo da transformada de Fourier em
q = ±k com o tempo, que apresenta um decaimento linear. Está disposto
também ajuste linear razoável para o decaimento linear (R2 = 0, 9955).

de part́ıculas (não-carregadas).

O modelo está agora pronto para ser aplicado diretamente em materiais

granulares, em especial para se testar a hipótese de segregação granular devido

a processos difusivos correlacionados. Isso será feito em um futuro trabalho,

provavelmente com a necessidade de se introduzir no sistema um segundo

comprimento de correlação, o que geraria um comprimento de correlação

efetivo da forma

Leff = xL1 + (1− x)L2,

relacionando as duas espécies diferentes de grãos pelas suas frações de ocupação

x e (1 − x). É de se esperar que as equações obtidas acima sejam divididas

em dois termos, gerando uma EDEC com dois termos difusivos, um para

cada espécie. Apenas com o resultado obtido para a evolução das médias

nas simulações (ver Figura 3.8, acima), já é de se esperar que haverá um

direcionamento no sentido de segregar as duas espécies de grãos.
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Figura 3.11: Gráfico da variação do módulo da transformada de Fourier em
q = ±k com o tempo, mas com um passo de tempo maior que na Figura 3.10.
O ajuste linear neste caso mostra maior precisão (R2 = 0, 9995), mostrando
que as oscilações em torno da reta de ajuste tornam-se despreźıveis com a
passagem do tempo.

Mas o importante de se ressaltar é que a EDEC (3-44) obtida consegue

descrever um processo difusivo sob efeito de uma correlação espacial, através

de uma função de correlação no espaço de Fourier (até onde sabemos, inédito

na literatura), ao invés de um comprimento fixo, como havia sido sugerido

anteriormente (42). A vantagem aqui é que é mais facilmente aplicável a

espécies diferentes (misturadas ou não - bastando variar os parâmetros L e σq),

e que obtemos uma mistura de modos, o que parece retratar melhor sistemas

f́ısicos.
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Figura 3.12: Gráfico da variação do módulo da transformada de Fourier em
q = ±k com o tempo, para dois valores diferentes da razão ψ0

ψ10
, com ψB0 = ψA0

e ψB10 = 1
2
ψA10. Pelos ajustes para A (y = −0, 008x + 0, 988) e para B

(y = −0, 016x+0, 948), nota-se claramente que o ajuste linear denota processos
difusivos correlacionados, ao contrário do esperado para uma difusão usual,
onde não deveria haver variação.



4
Conclusão

Como dito no Caṕıtulo 1, nosso objetivo com este trabalho era contribuir

para o avanço do conhecimento em direção a responder à pergunta “Será

posśıvel fazer uma descrição unificada e cont́ınua de grãos em movimento?”,

através de modelos que explicitassem a importância dos arcos na dinâmica de

sistemas granulares densos.

Esse objetivo, em especial com os resultados dispostos no Caṕıtulo

2, acreditamos ter sido atingido. Da mesma forma, a causa f́ısica por trás

dos mecanismos de difusão correlacionada expostos no Caṕıtulo 3 também

pode estar relacionada com o comportamento dos arcos, em especial no caso

denso, onde o contato entre os grãos e a conseqüente formação e ruptura

constante de arcos desempenham conhecidamente um papel muito importante

(demonstrado, convém reforçar, no Caṕıtulo 2).

Resumindo os pontos alcançados com esta tese, podemos enumerar:

1. Reprodução, através de um modelo simples de malha, qualitativa da

influência dos arcos em sistemas granulares densos;

2. Surgimento, em modelos computacionais, de bandas de cisalhamento

como conseqüência da influência única dos arcos (56);

3. Reprodução, em modelos tridimensionais, dos resultados obtidos experi-

mentalmente por Fenistein et al. (49, 50);

4. Obtenção de resultados que corroboram as previsões teóricas desenvol-

vidas por Török et al. (51, 52);

5. Expansão dos resultados encontrados na literatura para sistemas com

parâmetros diferentes daqueles realizados experimentalmente;

6. Desenvolvimento de um modelo teórico para descrever o fenômeno da

difusão granular correlacionada (para o qual não há dados experimentais

quantitativos existentes) (89);
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7. Obtenção de uma equação de difusão não-usual, que leva em conta uma

correlação espacial entre as part́ıculas - a EDEC (Equação de Difusão

Espacialmente Correlacionada);

8. Realização de simulações computacionais, nas quais o comportamento

qualitativo das part́ıculas segue o previsto pela equação de difusão

correlacionada obtida anteriormente.

Ao longo do trabalho, porém, alguns pontos a serem melhorados ficam

evidentes, como por exemplo:

– Apesar do modelo tridimensional do Caṕıtulo 2 ter apresentado resulta-

dos excelentes, para que sua simulação produza resultados f́ısicos menos

influenciados pela rede subjacente, é necessário mudar a forma como a

malha de arcos está modelada, uma vez que todo o sistema é ciĺındrico

e está sendo modelado por uma rede de células cúbicas;

– Para descrever sistemas f́ısicos, a equação de difusão correlacionada

precisa ser generalizada para três dimensões;

– O modelo teste utilizado para testar a equação de difusão correlacionada

é um pouco simplista, considerando apenas três modos do sistema e

desprezando a ação dos outros.

No entanto, o cerne das idéias principais e os modelos desenvolvidos já

estão prontos. Isto posto, pode-se pensar agora em vários caminhos a serem

trilhados para dar continuidade ao projeto que acaba de ser conclúıdo, a saber:

– Adaptar o modelo tridimensional para a malha de arcos, passando o

sistema de coordenadas cartesianas para ciĺındricas. Esperamos com isso

tratar o sistema de uma forma mais “natural”, possibilitando tratar as

paredes e o disco girante do mesmo de forma mais realista, incluindo o

atrito nas paredes laterais e eliminando os vórtices observados;

– Incluir um segundo comprimento de correlação no modelo da difusão

correlacionada. Acreditamos não haver muita dificuldade nisso, e isso

tornará posśıvel verificar o quanto a difusão correlacionada influi na

segregação granular;

– Incluir a correlação temporal no modelo, gerando uma Equação de

Difusão Correlacionada completa, tanto espacial quanto temporalmente,

provavelmente por meio de uma função de decaimento exponencial;

– Generalizar a equação de difusão correlacionada obtida para três di-

mensões, a fim de melhor descrever sistemas f́ısicos;
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– Evoluir do modelo teste utilizado para as simulações da equação de di-

fusão correlacionada para modelos mais elaborados - inclusive resolvendo

a equação de difusão numericamente, sem a simplificação por meio de

modelos.

Pode-se perceber que há ainda bastante caminhos a seguir para um

aprimoramento e continuidade do trabalho feito com os modelos desenvolvidos

nesta tese, o que significa que este trabalho ainda pode render muitos frutos.

O mais interessante dos pontos dispostos acima é, provavelmente, a in-

clusão do segundo comprimento de correlação, pois se o fenômeno de segregação

granular for observado no âmbito da difusão correlacionada, isso descreverá

uma grande gama de sistemas no qual os mecanismos tanto de difusão quanto

de segregação não são ainda conhecidos. Os outros pontos dispostos acima

também são, naturalmente, de extremo interesse, e podem produzir resultados

interessantes - em especial a transformação do modelo da malha de arcos para

coordenadas ciĺındricas, uma vez que o modelo em coordenadas cartesianas já

nos permite entender melhor o papel dos arcos na dinâmica de um sistema

granular denso.
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