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para a obtenção do t́ıtulo de Doutor em F́ısica por

Fernando Nicacio.

2009



A idéia
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Resumo

Nesta tese descrevemos a evolução semiclássica de pacotes gaussianos, utilizando

o método WKB para resgatar as estruturas clássicas presentes na evolução quân-

tica. Estudamos também a interação destes pacotes com operadores semiclássicos,

ou seja, operadores que podem ser associados a transformações canônicas lineares

clássicas, o que define um estado gaussiano geral.

Motivados por outro método de propagação semiclássica, por nós denominado de

Aproximação por Órbitas Adjacentes (AOA), descrevemos a estrutura geométrica

da função de Wigner de superposições de pacotes gaussianos e, desenvolvemos um

algoritmo para sua criação. Dedicamos, ainda, atenção à criação de superposições

impuras e a sua geometria no espaço de fase. Por um lado, as superposições impuras

são provindas de puras interagindo com um ambiente; por outro, são criadas por

meio do mesmo algoritmo usado para as superposições puras. Mostramos que a

interação com o ambiente não afeta o padrão geométrico da função de Wigner de

uma superposição gaussiana, seja ela pura ou impura.
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Abstract

We describe the semiclassical evolution of gaussian packets by using WKB method

to get the classical structures belonging to quantum evolution. We also study the

interaction of these packets with semiclassical operators, i.e., operators associated

with classical linear canonical transformations. This interaction defines a general

gaussian packet.

In views of another semiclassical propagation method, which we call Nearby Or-

bit Aproximation, we describe the geometrical structure of the Wigner function for

pure superpositions of gaussian states. We also develop an algorithm to implement

such superpositions.

Two kind of impures superpositions are obtained: One by means of the same

algorithm used for pure ones, and the other came from a system-environment cou-

pling. We describe the geometrical structure of these superpositions and show that

the this coupling does not affect the geometrical pattern in phase space.
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Śımbolos e Definições

Ξ2n: Espaço de fase — p. 12.

Mat(n,K): conjunto das matrizes quadradas n× n sobre o corpo K.

Sp(2n,R): conjunto das matrizes simpléticas reais de dimensão par.

SO(2n): conjunto das matrizes ortogonais.

Σn: semiplano de Siegel — p. 192.

0n: matriz n× n com todos os elementos nulos.

In: matriz identidade n× n.

J: matriz simplética padrão — eq. (1.2), p. 12.

CS: transformada de Cayley da matriz simplética S — eq. (1.12), p. 16.

Diag (ai; i = 1, ..., n): matriz diagonal n× n cujos elementos são ai.

A>: matriz transposta de A.

A−1: matriz inversa de A.

A†: matriz adjunta de A.

A∗: matriz cujos elementos são os complexos conjugados de A.

A > 0: matriz positiva definida — eq. (C.1), p. 189.

A ≥ 0: matriz positiva semidefinida — eq. (C.2), p. 190.

λA
i : autovalor de A.

EspecK (A): espectro da matriz A — eq. (C.3), p. 190.

ΛA: matriz diagonal dos autovalores de A — eq. (C.4), p. 190.

DA: matriz que diagonaliza A — eq. (C.5), p. 190.

Sn (A): função sinal. Número de autovalores positivos menos o de negativos de A.

In (A): ı́ndice de inércia. Número de autovalores negativos de A.

αS(A): mapa de Siegel de A > 0 — eq. (1.74), p. 37.

GK
n [x; K; x0]: função gaussiana n-dimensional — eq. (1.81), p. 39.



Introdução

“Caminhei, caminhei, cheguei ao São Francisco. Seu Firmino andou no São Francisco?
Não andou. É o maior rio do mundo. Não se sabe onde começa, nem onde acaba,
mas, na opinião dos entendidos, tem umas cem léguas de comprimento. Quer dizer
que, se em vez de correr por cima da terra, ele corresse para os ares, apagava o sol,
não é verdade mestre Gaudêncio? Nunca vi tanta água junta, meus amigos. É um
mar: engole o Ipanema em tempo de cheia e pede mais. Está sempre com sede. Não
há rio com semelhante largura. Vossemecês pisam na beira dele, olham para a outra
banda, avistam um boi e pensam que é um cabrito. Por áı podem imaginar aquele
despotismo.”

(Graciliano Ramos, Alexandre e outros Heróis, 2008)

Gaussianas, comumente encontradas na f́ısica clássica e quântica, constituem uma

classe especial de estados, tanto devido às suas propriedades teóricas, quanto à sua

prática produção experimental. Teoricamente, isto foi notado já no trabalho [79] de

Schrödinger, que enfatiza a importância destes estados na relação clássico-quântico.

E, experimentalmente, destacamos a habilidade de produção destes estados em ar-

madilhas de ı́ons e cavidades eletrodinâmicas[37, 67]. Nesta tese, propomos esclarecer

aspectos fundamentais desta relação para este tipo de estado: a estrutura clássica

subjacente à sua propagação quântica, efeitos de transformações canônicas em suas

superposições e os efeitos da interação destes estados e suas superposições com um

ambiente de entorno — o que governa a travessia da fronteira quântico-clássico. Re-

nitentemente, apesar de se tratar de uma tese em f́ısica teórica, apontamos direções

que podem ser utilizadas para a realização experimental dos resultados.
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Mecânica Semiclássica e Limite Semiclássico:

O que conhecemos hoje como mecânica semiclássica tem seu embrião junto com

a mecânica quântica. A velha teoria quântica de Bohr[66, 93], em verdade, não passa

de um amálgama de conceitos clássicos e hipóteses semi-emṕıricas, enquanto que

a equação fundamental da mecânica quântica foi deduzida abalizada na analogia

clássica ótico-mecânica[80]. Não há de ser estranha a presença de traços clássicos em

meio às probabilidades quânticas.

Alguns primeiros e importantes resultados semiclássicos com teor rigoroso são

o trabalho de Van Vleck[91] e o método WKB (G. Wentzel, H.A. Kramer, M.L.

Brillouin)[35, 52, 58, 68]. O apogeu desta teoria é alcançado com a fórmula do traço de

M.C. Gutzwiller[35, 51, 68] que, baseada nos trabalhos de Van Vleck, associa o traço

de um propagador quântico a uma soma sobre órbitas periódicas no espaço de fase.

De todos os métodos semiclássicos, o WKB, talvez o mais conhecido, dá suporte

teórico à fórmula, por sinal, emṕırica, de quantização de Bohr-Sommerfeld; sua ge-

neralização para dimensões espaciais arbitrárias, em um sistema integrável, consiste

num grande avanço teórico e é denominada de quantização EBK (A. Einstein, J.B.

Keller, M.L. Brillouin)[35, 51, 68].

Podemos pensar neste tratamento semiclássico como herdeiro do prinćıpio da

correspondência de Bohr, hoje expresso mais refinadamente como limite semiclássico

da mecânica quântica. Este prinćıpio almeja que a mecânica clássica seja um limite

para sistemas com elevados números quânticos gerais, e.g., em átomos de átomos de

Rydberg um último elétron move-se em trajetórias quase circulares clássicas cujo raio

é da ordem de micrômetros[66]. A expressão mais formal traduz a razão entre ações

t́ıpicas do sistema e a ação determinada pela constante de Planck, ~ = 1.06×10−34Js:

este limite é atingido para ações muito maiores que aquela determinada por esta

constante — o que se convencionou chamar de limite ~ → 0, desleixadamente.

Em geral, as funções de onda não são anaĺıticas em ~, por isto, um tratamento
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semiclássico não equivale a uma teoria de perturbação convencional da mecânica

quântica[9]. O termo aproximação semiclássica é empregado no sentido de uma

aproximação numérica, porém também serve para denominar algum método uti-

lizado para revelar estruturas clássicas presentes no formalismo quântico.

Por outro lado, mais recentemente construiu-se todo um tratamento semiclássico

para a propagação de pacotes, baseado em quantizações de transformações canônicas

clássicas e no conhecido, contudo, nem sempre corretamente entendido, teorema de

Ehrenfest[52, 83, 88]. Destaca-se aqui a presença das funções de Wigner como repre-

sentações das probabilidades quânticas no espaço de fase e a interação daquelas

quantizações, doravante, operadores semiclássicos, com estas funções e com os esta-

dos gaussianos. Neste escopo, são importantes os trabalhos pioneiros de E.J. Heller

em [38] e sua extensão creditada a R.G. Littlejohn no que tange a propagação de

pacotes em [51], assim como os de H. Weyl[92], E. Wigner[94], J.E.Moyal[63], H.J.

Groenewold[34], J. Von Neumann[84] e A.M. Ozorio de Almeida[68], que tratam dos

operadores semiclássicos.

O teorema de Ehrenfest garante que, expandindo o potencial de uma hamilto-

niana em potências das coordenadas, o movimento do centro de um pacote seguirá

exatamente uma trajetória hamiltoniana, caso negligenciarmos termos superiores aos

quadráticos. Ainda, se o pacote inicial for suficientemente localizado em torno de seu

centro, sem truncarmos a hamiltoniana, essa será uma boa descrição da dinâmica do

sistema durante o intervalo de tempo, aqui denominado tempo de Ehrenfest. Este

intervalo de tempo caracteŕıstico em sistemas caóticos, é proporcional a log ~−1, o

que garante que no limite ~ → 0 este tempo seja infinitamente longo1. Note que

este é um tratamento completamente diferente do descrito nos parágrafos acima.

Outra consequência interessante deste teorema é a sua exatidão quando da

dinâmica regida por uma hamiltoniana quadrática. Neste caso, existem associações

1Convém ressaltar que esta é uma definição particular para tempo de Ehrenfest, porém, em
todas, o comportamento com relação à ~ é o mesmo. Uma boa referência é [83].
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diretas, ou representações em termos de teoria de grupos, entre propagadores quân-

ticos e transformações canônicas no espaço de fase. A interação entre os próprios

operadores semiclássicos faz da função de Wigner um meio mais natural para tratar a

mecânica quântica, já que esta função é definida em termos de um desses operadores.

Caos e Quantização:

Um sistema é dito integrável quando possui constantes de movimento suficientes

para manter as trajetórias presas numa superf́ıcie de dimensão igual à metade da

dimensão do espaço de fase. Essas superf́ıcies são discriminadas por valores da

energia e de tais constantes, possuindo a topologia de um toro n-dimensional[2, 47, 69].

Em contraste, um sistema que não apresente tais constantes o bastante é denominado

não-integrável. Tı́picamente sistemas não-integráveis são caóticos.

A caoticidade da dinâmica se manifesta principalmente pela sensibilidade do

sistema às condições iniciais: duas destas muito próximas se afastam (em média)

exponencialmente com o tempo, numa taxa determinada pelo expoente de Lyapunov

do sistema caótico[2, 47, 69]. No caso integrável esta separação é uma potência do

tempo e, por isso, mais lenta.

Devido à linearidade da mecânica quântica, sua associação com os sistemas

caóticos não é trivial; portanto, a quantização semiclássica de um sistema deste tipo

o é menos ainda. A quantização pelo método WKB se dá, principalmente, pela

associação de uma função de onda a toros (superf́ıcies lagrangianas) no espaço de

fase; os quais num sistema caótico são destrúıdos. Pioneiramente, Einstein percebeu

áı um problema para a quantização destes sistemas.

A questão encontrada por Einstein permaneceu remota graças ao desenvolvi-

mento formal da mecânica quântica que, a partir dáı, abandonara ingratamente as

receitas semiclássicas e afastara-se do espaço de fase. Tendo conquistado a mecânica

quântica o “status” de teoria absoluta do mundo microscópico, volta à tona a questão

do prinćıpio da correspondência de Bohr, que exige uma resposta ao comportamento
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dos sistemas quânticos cujos análogos clássicos são caóticos. A mudança de perspec-

tiva é patente: ao invés de se construir a mecânica quântica baseada na clássica,

agora a primeira deve reproduzir a segunda num limite macroscópico. Sob esta

ótica, denominou-se, posteriormente por M. Berry, caologia quântica a tentativa for-

mal de obter este limite para sistemas quânticos cujo equivalente clássico é caótico

por definição. O baluarte dessa nova ótica são os trabalhos de M.C. Gutzwiller[36],

relacionando propagadores e espectros de energia quânticos às órbitas periódicas no

espaço de fase através da já citada fórmula do traço que leva seu nome.

Descoerência:

Apesar dos resultados comprovadamente relevantes que demonstram que a es-

pinha dorsal da mecânica quântica se encontra no espaço de fase, a transição entre

as duas mecânicas não é propriamente uma questão exclusiva do limite semiclássico.

Isto, posto que, mesmo para altos números quânticos, fenômenos de interferência

e emaranhamento são preservados, porém jamais observados numa escala clássica2.

A estranheza perante a imiscibilidade das duas escalas já havia sido notada por

Schrödinger, e descrita no famoso paradoxo do gato vivo e morto simultaneamente.

Uma nova perspectiva sobre a posśıvel fronteira clássico-quântico surge quan-

do consideramos os efeitos da interação entre um sistema quântico e seu entorno.

Estes efeitos são denominados de descoerência e são responsáveis pela destruição dos

fenômenos exclusivamente quânticos, contribuindo para a ressurreição dos estudos

sobre o limite semiclássico no ińıcio da década de 80.

Inicialmente, o estudo da descoerência surge para interpretar o problema do

colapso da função de onda no ato de uma medida, ou seja, a interação entre um

aparato e o sistema quântico. Uma compilação histórica de alguns trabalhos sobre

este tema pode ser encontrada em [93]. A extensão para a evolução de um sistema

2Excetuando-se um pequeno número de fenômenos conhecidos, como a superfluidez do
Hélio ĺıquido[45], posśıveis graças a um isolamento quase completo desse sistema de influências
externas[70].
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em contato com o ambiente é natural, pois também trata de interações quânticas

entre dois sistemas.

Os efeitos da descoerência incluem, principalmente, a perda irreverśıvel de in-

formação do sistema para o ambiente, ou, ainda, o aumento da entropia do sistema[14]

causado pela perda de correlações quânticas. A perda dessas correlações, ou coerên-

cias, gera a atenuação das interferências propiciadas pela linearidade da equação de

Schrödinger. Um exemplo padrão desse processo é o fenômeno de localização[14, 70]:

não existem, no mundo macroscópico, superposições espacialmente separadas.

A escala de tempo em que podemos observar os fenômenos de descoerência são,

em geral, muito pequenas. Por exemplo: no fenômeno de localização, estuda-se

a interação de uma part́ıcula de poeira com um ambiente formado por part́ıculas

menores espalhadas por esta, como fótons, pequenas moléculas ou, até pela radiação

cósmica de fundo. Neste processo, como descrito em [41], os elementos não diagonais

da matriz densidade reduzida do sistema decrescem gaussianamente na posição e

exponencialmente no tempo3 com uma taxa Θ. Para uma part́ıcula de poeira de

raio da ordem de 10−5m, esta taxa é Θ = 1040m−2s−1, se os objetos espalhados

forem moléculas de ar à temperatura ambiente. A despeito disto, estes efeitos, em

outras circunstâncias, são observados em laboratório, por exemplo em armadilhas

de ı́ons, como relata [37].

Em prol da “Navalha de Ockham”4, deve-se comentar que não existe, ainda,

um consenso sobre a necessidade de descoerência para a descrição da transição entre

escalas, veja por exemplo, os trabalhos de L. Ballentine sobre o limite semiclássico,

principalmente, [4] e suas citações.

3O elemento de matriz do operador densidade é dado por 〈x|ρ̂|x′〉 = exp[−Θt(x− x′)2], onde x
e x′ são os autoestados de posição que compõem a superposição.

4Non sunt multiplicanda entia praeter necessitatem - As entidades não devem ser multiplicadas
além da necessidade.
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Pacotes Gaussianos:

Quanticamente, a linearidade da equação de Schrödinger é o que define um

pacote de onda: uma superposição de autoestados de energia de uma hamiltoniana.

A peculiaridade dos ditos pacotes gaussianos é devida ao fato de que, sob certas

circunstâncias, eles mantém sua forma gaussiana ao longo da evolução. Dois casos

triviais e unidimensionais onde isto ocorre são a evolução livre e a harmônica5, ambas

tratadas em qualquer texto clássico de mecânica quântica, por exemplo, [4, 71, 76].

Dinâmicas mais gerais, que preservam a gaussianidade de um estado inicial em

maiores dimensões, são aquelas determinadas por quaisquer hamiltonianas lineares

ou quadráticas nas variáveis q̂ e p̂. Como já dito, existe nesta situação uma cor-

respondência expĺıcita entre dinâmicas clássicas e quânticas, ou seja, entre propa-

gadores e transformações simpléticas. Sob este ponto de vista, estes estados são

essenciais na compreensão do limite semiclássico da mecânica quântica e da transição

clássico-quântico, como já havia sido notado por Schrödinger em [79] nos idos de

1926.

No que tange aos sistemas caóticos, a perspectiva deliberada pelo teorema de

Ehrenfest torna a semiclassicalidade inerente das gaussianas peças principais no

estudo do caos quântico. Durante um tempo de Ehrenfest, estes pacotes preservam

aproximadamente sua forma gaussiana. Vários métodos semiclássicos para o estudo

da dinâmica caótica são baseados neste argumento, por exemplo, [38, 51, 64], dentre

muitos outros.

Todos os estados gaussianos puros podem ser constrúıdos dinamicamente por

meio de um fundamental, o estado coerente do oscilador harmônico, via aplicação

dos operadores semiclássicos associados a transformações canônicas lineares[32, 33, 51].

A produção experimental de um estado coerente pode ser realizada numa cavidade

5A evolução sob a hamiltoniana do oscilador harmônico não muda a forma do pacote inicial,
apenas rotaciona-o no espaço de fase. Já a part́ıcula livre, de fato, “cisalha” o pacote, porém, este
permanece gaussiano.
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eletrodinâmica. Neste caso, o modo fundamental (estado de vácuo) do campo eletro-

magnético quantizado é transformado em um estado coerente pela interação do modo

com uma corrente elétrica clássica, através de uma hamiltoniana de acoplamento

mı́nimo[37]. Também é posśıvel constrúı-lo no interior de armadilhas de ı́ons, onde

a dinâmica de seu centro de massa é descrita por um oscilador harmônico[37].

Como comentado, a fronteira clássico-quântico é governada pelo processo de de-

scoerência. Dadas as caracteŕısticas peculiares destes estados nessa região, também

se torna importante conhecer os efeitos do ambiente sobre esses pacotes. A interação

com o ambiente, em geral, acarreta a perda das coerências quânticas, reduzindo a

pureza de um estado. A dinâmica, agora, fica descrita pela evolução temporal do

operador densidade de acordo com uma equação mestra.

Um primeiro caso de interação com ambiente é o denominado canal gaussiano[20]

que surge inspirado no teorema do limite central[24]. Este teorema nos diz que a

soma de um número grande de realizações independentes de uma variável aleatória

converge aproximadamente para uma distribuição normal. Ou seja, a atuação do

canal gaussiano simula infinitas interações aleatórias do estado com o ambiente, e

recebe este nome, pois preserva a gaussianidade de um estado inicialmente deste

tipo.

Antes tarde do que nunca, no contexto da equação de Schrödinger, este es-

tado puro é também descrito como tendo sua representação de coordenadas e de

momentos uma função gaussiana, em geral, complexa. No caso impuro, este fica de-

terminado pelos elementos de matriz gaussianos do operador densidade em posição

ou em momentos . Em ambos, definimos um pacote gaussiano como sendo aquele

que possui uma função de Wigner gaussiana.

Esta Tese:

Estruturalmente, a organização do texto é descrita nos seguintes parágrafos.

No caṕıtulo 1 está todo o formalismo utilizado ao longo do trabalho. Ini-
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cio descrevendo a dinâmica hamiltoniana clássica para definir algumas notações e

apresentar o tratamento das transformações simpléticas. Sigo por revisar a litera-

tura geral sobre os operadores quânticos associados explicitamente a estas trans-

formações. Trato, também, de definir a função de Wigner, principal objeto desta

tese, e a sua relação com os ditos operadores e descrevo o que se entende por es-

tado gaussiano. Termino por apresentar uma descrição sucinta do sistema não-linear

OHC (oscilador harmônico chutado) que irei sempre utilizar como exemplo nos fu-

turos caṕıtulos.

O caṕıtulo seguinte tem atenção focada no método WKB, aplicado para des-

crever a dinâmica de pacotes gaussianos puros no espaço de fase. Esta parte do

texto inicia-se com uma breve revisão do método para aplica-lo a propagação de

um estado gaussiano inicial sob a dinâmica caótica do OHC. Ao fim, descrevo a

estrutura semiclássica de propagação destes pacotes no espaço de fase e derivo uma

aproximação que descreve a função de Wigner do estado do sistema em torno das

cáusticas — locais em que a WKB diverge. Esta descrição, denominada de aproxi-

mação transicional, permite entender o comportamento do sistema nas regiões de

divergência.

O penúltimo caṕıtulo trata do fenômeno de interferência no espaço de fase

para pacotes gaussianos. Motivado por um método de propagação inicialmente

desenvolvido no grupo de caos do CBPF em [64, 56], mostro que as franjas de

interferência possuem um padrão geométrico simples no espaço de fase, que pode ser

compreendido em termos de transformações canônicas clássicas de um pacote inicial

coerente. A generalização de um método experimental já conhecido na literatura,

permitiu-me demonstrar a possibilidade de realização das franjas pertencentes aos

padrões descritos. Descrevo, também, como dinamicamente estas franjas podem

ser obtidas por meio do OHC e, consequentemente, realizadas experimentalmente

através de armadilhas de ı́ons. Outro caso de realização em laboratório do OHC
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está sendo constrúıdo durante o processo de escrita desta tese e consiste em utilizar

lentes para simular uma evolução harmônica do oscilador nos feixes coerentes de

um “laser”. O efeito não-linear do chute é implementado utilizando um modulador

de fase ótica (do inglês “optical phase modulator”) agindo sobre a luz que sai da

lente[46].

Por fim, no caṕıtulo 4, estudo superposições impuras de estados gaussianos.

Um primeiro tipo de superposição é criado utilizando o método descrito no caṕıtulo

anterior, mas agora partindo de um estado impuro. Analiso a estrutura geométrica

desta superposição e mostro que seu padrão é distinto do já apresentado — outros

padrões surgem e suas caracteŕısticas dependem principalmente da matriz de co-

variância do estado inicial. Aqui também estudo os efeitos da descoerência sobre

um pacote inicial e sobre suas superposições: tanto as puras do caṕıtulo 3, quanto

as impuras do ińıcio deste. Mostro, no final, que o processo de descoerência não

altera a forma gaussiana de pacotes inicialmente deste tipo, e também não altera o

padrão geométrico das interferências. Estas apenas são apagadas no espaço de fase,

porém, a estrutura geométrica permanece intacta.

Cabe salientar que, por uma questão de organização, utilizo ostensivamente

apêndices: ora para apresentar alguns detalhes técnicos e métodos espećıficos ine-

rentes aos resultados aqui obtidos, como o B e o D, ora como para resumir alguns

resultados da literatura em geral como o A e o C.

Para a facilitação da leitura, apresento na página xii da tese, um pequeno número

de definições matemáticas que são utilizadas ao longo do trabalho.

Encerro a tese com as conclusões e algumas perspectivas. Ademais, desejo boa

leitura e bom proveito do texto.



Caṕıtulo 1

Mecânica Semiclássica

“Mas eu, que nunca principio nem acabo,
Nasci do amor que há entre Deus e o Diabo.”

(José Régio, Cântico Negro)

A tentativa de entender a espinha dorsal da teoria quântica culmina com sua união

com a mecânica clássica. Conceitos outrora disjuntos, como espaços de fase e espa-

ços de Hilbert, passam a integrar uma nova teoria, a qual damos o nome de mecânica

semiclássica. A teoria semiclássica, aqui sobrelevada, procura equivalentes quânticos

das operações sobre o espaço de fase clássico. E ainda, mesmo na mecânica quân-

tica, onde os operadores de posição e momento não comutam, busca-se um grupo

de estados no espaço de Hilbert que unifique coordenadas e momentos, como na

mecânica clássica, nomeados, estes estados, de coerentes.

Este caṕıtulo é a apresentação do arcabouço teórico de todo o trabalho que seguirá.

Iniciamos com uma breve descrição de um sistema hamiltoniano, partimos para as

transformações canônicas clássicas e em seguida realizamos a correspondência destas

transformações com operadores quânticos. Por fim, definimos e descrevemos as

propriedades da função de Wigner e apresentamos o conjunto de estados gaussianos.
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1.1 Mecânica Clássica

Sobre a dinâmica hamiltoniana de sistemas clássicos, sustenta-se este trabalho.

Nesta seção definimos os conjuntos de transformações canônicas clássicas que nos

serão úteis nas próximas seções, quando tratarmos da quantização dessas trans-

formações.

1.1.1 Notação e Dinâmica Hamiltoniana

Um ponto no espaço de fase, Ξ2n, é representado conjuntamente pelo vetor x :=

(q, p)>, tal que q := (q1, ..., qn) e p := (p1, ..., pn). Abreviadamente, representaremos

esta definição por x ∈ Ξ2n.

O primeiro invariante de Poincaré1 ou o produto simplético2 (“∧”) entre dois

vetores, (x1, x2) ∈ Ξ2n × Ξ2n, é definido por

x1 ∧ x2 := Jx1 · x2 = −x2 ∧ x1, (1.1)

onde também definimos a matriz J de dimensão 2n × 2n:

J :=


 0n In

−In 0n


 . (1.2)

Note que J> = J−1 = −J. O produto simplético x1 ∧ x2 corresponde à área do

paralelogramo determinado pelos pelo par de vetores (x1, x2) no espaço de fase.

Os sistemas dinâmicos hamiltonianos correspondem a uma classe restrita dos

sistemas dinâmicos gerais, porém muito importante. Um sistema hamiltoniano de

n graus de liberdade é um conjunto de 2n equações diferenciais parciais da forma:

ẋ =
dx

dt
= J

∂H

∂x
,

ondeH = H(x, t) é designado de Hamiltoniano e é uma função diferenciável definida

para as 2n + 1 variáveis (x, t). Uma solução desse sistema[2, 69], ϕ(x0, t), é uma

1A nomenclatura se deve a sua conservação mediante a ação do fluxo hamiltoniano[2, 69].
2Do grego sumplektikós: próprio para entrelaçar.
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função vetorial que satisfaz ao sistema de equações acima e a condição inicial x0 =

ϕ(q0, p0, 0).

1.1.2 Transformações Canônicas

Uma transformação canônica entre um par de vetores no espaço de fase, (x′, x′′),

de modo que x′′ = C(x′), é definida como uma transformação que preserva a forma

das equações de Hamilton. Para que isso seja verdade, deve-se ter que a jacobiana

da transformação obedeça, segundo [2, 47], à
(
∂C

∂x′

)
J

(
∂C

∂x′

)>
= J. (1.3)

Sob o ponto de vista dinâmico, a evolução temporal constitui uma transformação

canônica que mapeia dois pontos no espaço de fase por meio da solução x(t) =

ϕ(x0, t).

Como a jacobiana de uma transformação canônica deve ser uma matriz simpléti-

ca, no estudo da dinâmica clássica, o grupo das matrizes simpléticas é fundamental.

Matrizes Simpléticas

Um subconjunto importante do conjunto das transformações canônicas são as

denominadas lineares, que correspondem às matrizes simpléticas, ou seja, para uma

transformação canônica C(x) = Sx, ∂C/∂x = S, ou ainda, x′′ = Sx′; além disso,

como já dito, o jacobiano de uma transformação canônica no espaço de fase é uma

matriz simplética, cf. eq. (1.3).

Matrizes simpléticas são geradas por hamiltonianas quadráticas na variável x,

H(x, t) = 1
2
x · H(t)x, (1.4)

onde H(t) = H(t)> ∈ Mat(2n,R). A evolução temporal gera uma transformação

canônica com a matriz[2, 51, 69]

S :=
↼

T exp

[∫ t

0

JH(t′) dt′
]

(1.5)
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que define um subconjunto do conjunto das matrizes de dimensão par, denominado

de grupo simplético denotado por Sp(2n,K). O śımbolo
↼

T é o operador de ordena-

mento temporal cronológico.

Matrizes simpléticas tornam invariante o produto simplético entre dois vetores,

ou seja, para (u, v) ∈ Ξ2n × Ξ2n e uma matriz S ∈ Sp(2n,K), o produto simplético

é invariante sob S se e somente se Su ∧ Sv = u ∧ v, ou ainda, desde que

S>JS = J ou SJS>= J. (1.6)

Note que de acordo com a equação acima detS = ±1, contudo, de acordo (1.5), para

que S seja conectada temporalmente com a identidade, então, assumimos detS = 1.

Argumentos matematicos sofisticados para esta afirmação são encontrados em [2].

Por meio de (1.6), mostra-se facilmente que o conjunto das matrizes simpléticas

forma um grupo, já que a matriz identidade é simplética. Note ainda que J ∈

Sp(2n,R) e que a transposta de uma matriz simplética é simplética.

A definição de um vetor no espaço de fase torna natural a representação de uma

matriz simplética na forma particionada: para uma matriz S ∈ Sp(2n,K) podemos

representá-la em blocos, ou seja,

S =


 A B

C D


 , (1.7)

onde A,B,C,D ∈ Mat(n,K). Utilizando a condição (1.6), encontramos que os blocos

têm que satisfazer as seguintes propriedades:

A>D −C>B = In,

A>C = C>A,

D>B = B>D,

AD> − BC> = In,

AB> = BA>,

CD> = DC>.

(1.8)

As duas colunas de equações acima são equivalentes, o primeiro se refere à matriz

simplética S e o segundo a sua transposta. Levando em conta os v́ınculos estabele-

cidos por uma das metades das equações acima, o número de elementos indepen-

dentes de uma matriz em Sp(2n,R) é 2n2 +n. As condições (1.8) acima se resumem,
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para uma matriz simplética em Sp(2,K), na unimodularidade: uma matriz 2 × 2 é

simplética se possuir determinante 1.

Podemos, utilizando equação (1.6), calcular a inversa de uma matriz simplética

em termos de seus blocos. Se fizermos S−1 = −JS>J, obtemos imediatamente que

S−1 =


 D> −B>

−C> A>


 . (1.9)

Uma matriz manifestamente simétrica, simplética e positiva definida3 é obtida

a partir de qualquer matriz simplética S, basta fazermos SS>:

SS> =


 AA> + BB> AC> + BD>

CA> + DB> CC> + DD>


 . (1.10)

O conjunto das matrizes simpléticas é caracterizado pela estrutura simples

do produto simplético que, através de (1.6), restringe drasticamente as possibili-

dades para os autovalores de seus elementos; podemos caracterizar qualquer matriz

simplética num esquema simples e padrão por meio da análise de seus autovalores.

Supondo que γ seja um autovalor de S ∈ Sp(2n,R), então, escrevendo a equação

caracteŕıstica de γ, mostramos que γ−1 também é um autovalor de S, ou seja, usando

(1.6), temos que

det (S − γIn) = det

(
J
−1

S>
−1

J − γIn

)
= det

(
S>

−1

− γIn

)
= (−γ)2n det

(
S − 1

γ
In

)
.

Juntando essa condição com o fato de que S é real e unimodular, os autovalores

sempre surgem aos pares ou quartetos da forma (γ, 1/γ, γ∗, 1/γ∗). Portanto, temos

quatro possibilidades para seus autovalores:

Caso Parabólico: γ = ±1 ⇒ (γ, γ−1) = (±1,±1);

Caso Hiperbólico: γ = k ∈ R ⇒ (γ, γ−1) = (k, k−1);

Caso Eĺıptico:γ = eiω;ω ∈ R ⇒ (γ, γ−1) = (eiω, e−iω);

3Veja seção C.1 do apêndice C para definição.
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Caso Loxodrômico: γ = ek+iω;ω, k ∈ R ⇒





(γ, γ−1) = (ek+iω, e−k−iω)

(γ∗, γ∗−1) = (ek−iω, e−k+iω) .

O caso parabólico4 corresponde obviamente a uma “degenerescência” do hiperbólico.

Devido ao teorema de Liouville5, o caso loxodrômico só ocorre em espaços de fase

de dimensões iguais ou superiores a quatro e corresponde a uma dilatação conjun-

tamente com uma rotação.

Exemplos de matrizes simpléticas bidimensionais que serão utilizadas ao longo

de todo o texto são:

Sωt :=


 cosωt − sinωt

sinωt cosωt


 , Ss =


 s−

1
2 0

0 s
1
2


 , Sc =


 1 0

c 1


 . (1.11)

A primeira é do tipo eĺıtico e provém da hamiltoniana de um oscilador harmônico:

H(q, p) = ω
2
(p2 + q2). A segunda é gerada por uma dinâmica hiperbólica com hamil-

toniana H(q, p) = kpq, lá definimos s := exp(−2kt). A terceira é um cizalhamento

vertical, corresponde ao caso parabólico e é derivada da hamiltoniana H(q) = Cq2,

onde lá, c := −2Ct.

Convenientemente, para uso futuro, definimos a parametrização de Cayley da

matriz simplética S:

CS = J (I2n − S) (I2n + S)
−1

= J (I2n + S)
−1

(I2n − S) . (1.12)

Note que CS é simétrica, fato cuja demonstração é simples e só depende do uso da

equação (1.6). A associação entre CS e S constitui uma bijeção entre o conjunto das

matrizes simpléticas e o conjunto das matrizes simétricas, exceptuando as matrizes

que possuam autovalores iguais a −1 [68].

Translações e Reflexões

Outro subconjunto caracteŕıstico do grupo das transformações canônicas é grupo

das translações e reflexões, definido em [68].

4Referimos o leitor a [2, 69] para a compreensão desse caso em termos de blocos de Jordan.
5Este teorema garante a conservação do volume do espaço de fase pela evolução hamiltoniana[2].
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Uma translação por um vetor ξ := (ξq, ξp)
> ∈ Ξ2n no espaço de fase é represen-

tada pela função Tξ : x 7−→ x + ξ e uma reflexão em torno do ponto z ∈ Ξ2n por

Rz : x 7−→ −x+ 2z.

O conjunto das translações forma um grupo: a translação por um vetor nulo, ξ =

0, é a identidade; a composição de duas translações é uma translação, Tξ2 ◦ Tξ1(x) =

Tξ1+ξ2(x) e a inversa de uma translação, também é uma translação, T−1
ξ (x) =

T−ξ(x) = x− ξ.

Já o conjunto das reflexões não constitui um grupo, pois a composição de duas

reflexões não é uma reflexão, mas sim, uma translação: Rz2 ◦ Rz1(x) = T2(z2−z1)(z).

Como a composição de uma translação e uma reflexão é uma reflexão, ou seja, Tξ ◦

Rz(x) = Rz+ξ/2(x), observamos que o conjunto das translações e reflexões forma um

grupo. Cabe comentar que este não é linear, em contraste com o grupo simplético,

pois, seus elementos não são funções aditivas, e.g., Tξ(x
′ + x′′) 6= Tξ(x

′) + Tξ(x
′′).

Contudo, calculando a jacobiana dessas transformações,

∂ Tξ
∂x

= I2n e
∂ Rz
∂x

= −I2n,

obtemos que essas corroboram com (1.3).

Dinamicamente, translações são geradas por hamiltonianas lineares da forma

H(x) = x ∧ ξ que geram as equações de movimento x(t) = x0 + ξ t. E as reflexões,

por um oscilador harmônico evolúıdo por metade de seu peŕıodo de oscilação.

1.2 Mecânica Quântica no Espaço de Fase

Nesta seção trataremos dos objetos que compõem a mecânica quântica, mais

além, que possuem ı́ntima relação com espaço de fase.

Na primeira parte desta seção, apresentamos uma breve discussão sobre mecâ-

nica quântica quase completamente retirada dos textos básicos [22, 71, 76], apenas

para citar os conceitos necessários à introdução da dinâmica semiclássica. A segunda

é dedicada a esta dinâmica e trata da quantização das transformações canônicas.



1.2 Mecânica Quântica no Espaço de Fase 18

1.2.1 Sistema Quântico

Um Espaço de Hilbert H é um espaço vetorial sobre o corpo dos complexos,

normado e completo. Denotaremos por |ψ〉 um vetor desse espaço.

O conjunto dos operadores, ou endomorfismos sobre um espaço de Hilbert,

EndC(H), é definido como o conjunto das transformações lineares, tais que, se Ô ∈

EndC(H), então,

Ô : H −→ H

: |ψ〉 7−→|φ〉.

Alguns elementos notáveis de EndC(H) são aqueles cujos autovetores formam um

conjunto completo e ortonormal, ou uma base, para o espaço de Hilbert do sistema

em estudo.

Trataremos aqui, especificamente, três bases distintas: de posição |q0〉, de mo-

mento |p0〉 e a hamiltoniana |En〉, onde q0, p0 ∈ R e En ∈ R, ou N dependendo do tipo

de estado: não-ligado ou ligado, respectivamente. Os operadores responsáveis pelas

bases de posição e momento obedecem à regra de comutação canônica, [ q̂, p̂ ] := i~ Î,

que pode ser similarmente colocada na forma coletiva definida na seção 1.1 como:

[ x̂ı, x̂ ] := i~Jı, (1.13)

onde Jı são os elementos de matriz de (1.2), x̂ := (q̂, p̂)> com q̂ := (q̂1, ..., q̂n) e

p̂ := (p̂1, ..., p̂n) vetores n-dimensionais de operadores.

O estado |ψ(t0)〉 ∈ H é conectado temporalmente ao estado |ψ(t)〉 ∈ H, se sua

evolução é descrita da seguinte forma

|ψ(t)〉 = Û(t, t0) |ψ0〉, (1.14)

com Û(t, t0) unitário e dado por

Û (t, t0) :=
↼

T exp


− i

~

t∫

t0

Ĥ(t′)dt′


 , (1.15)
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onde Ĥ é o operador hamiltoniano. O estado |ψ(t)〉 em (1.14) obedece, então, a

equação de Schrödinger,

i~
∂

∂t
|ψ(t)〉 = Ĥ |ψ(t)〉.

Nos parágrafos precedentes consideramos apenas estados puros, que não repre-

sentam a totalidade dos estados quânticos posśıveis. De modo geral, o estado de

um sistema pode ser representado por um operador densidade positivo semidefinido

(Veja eq. (C.2) para definição), hermitiano e normalizado. Sua evolução temporal é

dada pelo seu comutador com a hamiltoniana do sistema:

dρ̂

dt
=
i

~

[
ρ̂, Ĥ

]
. (1.16)

Reobtemos o caso puro, eq. (1.14), fazendo ρ̂ = |ψ0〉〈ψ0|.

Do caráter estat́ıstico intŕınseco quântico, a estat́ıstica dos observáveis são re-

presentadas pelos momentos associados à matriz densidade. Dentre estas, duas

quantidades são relevantes para nós: o valor médio e a matriz de covariância, res-

pectivamente dados por:

〈x̂〉 = Tr (x̂ρ̂) e σij :=
1

2
Tr [ρ̂ {δx̂i, δx̂j}] com δxi := x̂i − 〈x̂i〉 (1.17)

onde x̂i é a i-ésima componente do operador x̂ e “{, }” é o anticomutador.

Dado um operador positivo semidefinido, normalizado e hermitiano, pode-se

perguntar se, de fato, este operador é um operador densidade. Esta questão parece

ser creditada primeiramente a R.G. Littlejohn em [51] no contexto de funções de

onda gaussianas, segundo R. Simon et alli em [82]. Um primeiro avanço foi dado

por E.C.G. Sudarshan et alli em [85] trabalhando em estados gaussianos. Segundo

[82] deduz, um operador densidade de um estado quântico é leǵıtimo se e somente

se

σ +
i

2
~J ≥ 0. (1.18)

onde σ é a matriz cujos elementos são σij de (1.17) e J é a matriz simplética (1.2);

a dedudução desta relação é simples e apenas utiliza a regra de comutação (1.13).
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No caso unidimensional, a equação (1.18) reduz-se à relação de incerteza de

Robertson-Schrödinger: 〈δq̂2〉〈δp̂2〉−1
4
〈δq̂δp̂+δp̂δq̂〉 ≥ ~2

4
, que leva em conta, além das

variâncias, correlações momento-posição e constitui uma generalização do prinćıpio

de Heisenberg.

1.2.2 Operadores no Espaço de Fase

A quantização de transformações canônicas gera operadores no espaço de Hil-

bert; nesta seção, nos preocuparemos com os operadores que podem ser associados

de forma uńıvoca às transformações canônicas lineares da seção 1.1.2.

A associação entre operadores e transformações canônicas remete inicialmente

aos trabalhos de Heisenberg sobre a mecânica quântica matricial, aos artigos de M.H.

Stone e J. von Neumann[84] e ao famoso trabalho de H. Weyl intitulado “Teoria de

Grupos e Mecânica Quântica”[92]. Somam-se também os trabalhos estat́ısticos de

E. Wigner[94], H. Groenewold[34] e J. Moyal[63] que têm fundamental importância no

que conhecemos hoje sobre representações de estados quânticos no espaço de fase.

Uma compilação rigorosa dos assuntos delineados nesta seção pode ser en-

contrada no livro de M. de Gosson[33], alguns aspectos importantes aqui relatados

também são desenvolvidos com rigor no livro de G. Folland[25]; mas no que segue

imediatamente nas próximas seções, referimo-nos aos trabalhos de R.G. Littlejohn[51]

e A.M. Ozorio de Almeida[68], ambos relatados sem muito rigor matemático, porém,

muito mais próximos da realidade f́ısica que nos interessa.

Operadores de Heisenberg

Consideremos os operadores de translação em posição e em momento tradicionais

da mecânica quântica[71, 76],

T̂ξq := e−
i
~ ξqp̂ e T̂ξp := e

i
~ ξpq̂, (1.19)
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de modo que a atuação destes em autoestados de coordenada e momento se resuma

em

T̂ξq |q〉 :=|q + ξq〉 e T̂ξp |p〉 :=|p+ ξp〉.

Equivalentemente, no quadro de Heisenberg para evolução temporal, podemos

escrever

T̂ †
ξq
q̂ T̂ξq = q̂ + ξq e T̂ †

ξp
p̂ T̂ξp = p̂ + ξp. (1.20)

Em face do exposto, o operador p̂ é o gerador das translações espaciais, assim como

q̂ o é para a base de momentos.

Podemos utilizar a fórmula BHC, eÂ+B̂ = eÂeB̂e−
1
2 [Â,B̂], para criar uma com-

posição dos operadores (1.19):

T̂ξpT̂ξq exp

[
− i

2~
ξqξp

]
= T̂ξq T̂ξp exp

[
i

2~
ξqξp

]
= exp

[
i

~
(ξp · q̂ − ξq · p̂)

]
. (1.21)

Conseqüentemente definimos o operador de translação no espaço de fase pelo terceiro

membro da última equação:

T̂ξ := exp

[
i

~
ξ ∧ x̂

]
. (1.22)

Como (ξ ∧ x̂)† = ξ ∧ x̂, podemos observar que se trata de um operador unitário,

T̂ †
ξ T̂ξ = Î e claramente, T̂ †

ξ = T̂−1
ξ = T̂−ξ. E tais quais as equações (1.20), escrevemos

que

T̂ †
ξ x̂ T̂ξ = x̂+ ξ. (1.23)

Os elementos de matriz do operador de translação são calculados diretamente

utilizando a regra BHC sob a forma da equação (1.21), com efeito,

〈q′ | T̂ξ |q′′〉 = e
i

2~ ξp·(q
′+q′′)δ(q′′ + ξq − q′) ;

〈p′ | T̂ξ |p′′〉 = e−
i

2~ ξq·(p
′+p′′)δ(p′′ + ξp − p′) . (1.24)

A partir dos elementos de matriz acima, podemos calcular o traço deste operador,

Tr
(
T̂ξ
)

= (2π~)n δ(ξ) ,
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e demonstrar, como em [51], as propriedades de ortogonalidade,

Tr
(

ˆ
T †
ξ1
T̂ξ2

)
= (2π~)n δ(ξ2 − ξ1) , (1.25)

e completitude,
∫
dξ 〈q′|T̂ξ|q′′〉〈Q′|T̂ξ|Q′〉 = (2π~)n δ(q′ −Q′′)δ(Q′ − q′′) . (1.26)

Utilizando novamente a fórmula BHC, podemos compor dois operadores de

Heisenberg:

T̂ξ1T̂ξ2 = T̂ξ1+ξ2 exp

[
i

2~
ξ1 ∧ ξ2

]
; (1.27)

a fase da exponencial é conhecida como um cociclo na teoria de representação de

grupos[68, 51].

Como cada operador de translação — T̂ξ — está associado a um inverso — T̂ †
ξ ,

existe uma representação da identidade, ou seja, translação por um vetor nulo —

T̂0 = Î e uma regra de produto entre esses operadores está definida, cf. eq. (1.27),

podemos concluir que eles formam um grupo não abeliano, denominado grupo de

Heisenberg. Este constitui uma representação quântica do grupo das translações

clássicas da seção 1.1.2. Os operadores de Heisenberg são criados por hamiltonianas

lineares H(x̂) = x̂ ∧ ξ das quais se constroem operadores de evolução temporal do

tipo Û = exp(i/~ ξ ∧ x̂ ); a atuação destes operador em um vetor de um espaço de

Hilbert é descrita por (1.14). Se utilizarmos a fórmula de BHC, encontramos para

a representação de coordenadas que

ψ(q) = exp

[
i

~
(
ξp · q − 1

2
ξq · ξp

)]
ψ0(q − ξq). (1.28)

Para concluir, os operadores de translação aqui descritos são equivalentes aos

operadores de deslocamento dos textos de mecânica quântica, e.g., [4, 71, 76].

Operadores de Reflexão

O operador de paridade na mecânica quântica[71, 76] constitui um caso particular

dos operadores de reflexão considerados aqui. Também denominado como operador
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de inversão espacial e definido como R̂0, sua ação, quando aplicado em um estado,

consiste em uma reflexão em torno do ponto (q, p) = 0:

R̂†
0 x̂R̂0 = −x̂ . (1.29)

Esse operador é unitário e hermitiano, ou seja, R̂†
0 = R̂−1

0 = R̂0. A atuação desses

operadores[71, 76] na base de momento e coordenadas é tal que

R̂0|q〉 = | − q〉 e R̂0|p〉 = | − p〉. (1.30)

Consideremos agora um deslocamento desse operador por um operador de

translação definido em (1.22); isto define o operador de reflexão, R̂x, por

R̂x := T̂xR̂0T̂
†
x. (1.31)

Tal qual o operador de paridade, este operador é unitário e hermitiano, R̂†
x = R̂−1

x =

R̂x. Sua atuação no operador do espaço de fase x̂ pode ser descrita pelo uso de

(1.23) e (1.29):

R̂†
zx̂R̂z = T̂zR̂0T̂

†
z x̂ T̂zR̂0T̂

†
z = −x̂+ 2z. (1.32)

Os elementos de matriz do operador de reflexão são encontrados utilizando a

equação (1.31),

〈q′ | R̂x |q′′〉 = e
i
~p·(q

′−q′′)δ(−q′′ + 2q − q′) ;

〈p′ | R̂x |p′′〉 = e−
i
~ q·(p

′−p′′)δ(−p′′ + 2p − p′) , (1.33)

e com estes, podemos calcular o traço deste operador,

TrR̂x =

(
1

2

)n
, (1.34)

mostrar suas relações de ortogonalidade,

Tr
(

ˆ
R†
x1R̂x2

)
= (π~)n δ(x2 − x1) , (1.35)
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e completitude,

∫
dx 〈q′|R̂x|q′′〉〈Q′|R̂x|Q′′〉 = (π~)n δ(q′ −Q′′)δ(Q′ − q′′) . (1.36)

O produto de duas reflexões é calculado utilizando mais uma vez (1.31),

R̂x1R̂x2 = exp

(
2
i

~
x2 ∧ x1

)
T̂2(x1−x2), (1.37)

e como é uma translação, o conjunto dos operadores de reflexão não é um grupo.

Mas, a composição de uma translação e uma reflexão é sempre uma reflexão,

T̂ξR̂x = exp

(
i

~
ξ ∧ x

)
R̂x+ ξ

2
e R̂xT̂ξ = exp

(
i

~
ξ ∧ x

)
R̂x− ξ

2
, (1.38)

o que é demonstrado utilizando as fórmulas (1.31) e (1.27). Ou seja, o conjunto dos

operadores de reflexão e translação tem a estrutura algébrica de um grupo que é a

representação quântica do grupo das translações e reflexões clássicas da seção 1.1.2.

Uma composição especial pode ser obtida das equações acima,

T̂ξR̂xT̂
†
ξ = R̂x+ξ, (1.39)

a qual denominaremos, por motivos óbvios, de regra de covariância entre o operador

de reflexão e de translação.

Operadores Metapléticos

Seguindo o curso do caṕıtulo, nos falta agora uma representação quântica das

transformações canônicas lineares, ou seja, aquelas que são representadas por ma-

trizes simpléticas. Essa seção trata da definição e das propriedades dos operadores

metapléticos, cuja referência, ao menos para nós, mais importante é o artigo de R.

Littlejohn [51]; outros trabalhos devem ser citados, tais como os de M. de Gosson

[31, 32, 33], o de M. Comberscure e D. Roberts [21] e, noblesse oblige, o trabalho

pioneiro de V. Bargmann [5].
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A associação dos operadores de translação e reflexão com as transformações

canônicas clássicas é genuinamente representada pelas fórmulas (1.23) e (1.32) des-

crevendo a atuação destes operadores sobre o operador do espaço de fase x̂. Essas

fórmulas garantem, na visão de Heisenberg, que a atuação resume-se à correspon-

dente clássica sobre o operador do espaço de fase, resultado garantido pelo teorema

Stone-von Neumann[84]. Partindo desse pressuposto, associamos um operador M̂S,

denominado metaplético, a uma matriz simplética S, de modo que

M̂ †
S x̂ M̂S = Sx̂. (1.40)

Utilizando a partição de S em blocos, eq. (1.7), a ação dos operadores metapléticos

no vetor do espaço de fase se resume em

Sx̂ = (Aq̂ + Bp̂,Cq̂ + Dp̂)> . (1.41)

Os elementos de matriz em coordenadas do operador metaplético são obtidos

em [51] e para isso, constrói-se os autoestados dos dois conjuntos de operadores da

eq. (1.41), ou seja, Aq̂ + Bp̂ e Cq̂ + Dp̂. O resultado é expresso da seguinte forma:

〈q′ |M̂S |q′′〉=
imS

(2πi~)
n
2
√

detB
exp

[
i

2~

(
q′′ · B

−1

Aq′′ − 2q′′ · B
−1

q′ + q′ · DB
−1

q′
)]

, (1.42)

onde mS ∈ {0, 1, 2, 3} está relacionado com a escolha do sinal de uma das ráızes de

detB e também com os ı́ndices de Maslov; conferir Ap. B.

Evidentemente, o elemento de matriz (1.42) apresenta alguma dificuldade para

o caso em que detB = 0, isto corresponde a uma cáustica do operador metaplético,

o tratamento padrão para esta situação se encontra em [51]. Por agora, vamos

concentrar-nos apenas nas matrizes simpléticas livres[31] que são aquelas que não

possuem detB = 0 e quando for necessário, utilizaremos outra representação, no caso

a de estados coerentes, para exprimir o elemento de matriz do operador metaplético,

na qual estaremos livres de cáusticas.
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Apesar das divergências, é possivel mostrar que no limite em que B,C → 0n e

A,D → In, obtemos uma representação metaplética para a identidade na base de

coordenadas, ou seja,

〈q′ |M̂S→I2n |q′′〉 = ± δ(q′′ − q′) =⇒ M̂I2n = ±Î, (1.43)

assim, mesmo para a identidade, a matriz simplética está associada a dois opera-

dores metapléticos que diferem por um sinal. A composição de dois metapléticos

pode ser demonstrada utilizando a fórmula (1.42) e uma relação de completeza; por

hora, vamos apenas especular sobre seu posśıvel resultado. Já que a composição de

duas matrizes simpléticas é simplética, esperamos que a representação metaplética

do produto de duas matrizes simpléticas seja o produto de duas transformações

metapléticas, porém, cada metaplético possui em sua definição uma indeterminação

de sinais, assim, o produto também a conterá, ou seja,

M̂SM̂S′ = ±M̂SS′, (1.44)

comentários sobre a determinação da composição estão no apêndice B, eq. (B.6),

tão bem como a determinação exata do sinal desta composição.

Utilizando a composição de dois metapléticos associamos uma representação

ao inverso de um operador metaplético se fizermos S′ = S−1 na equação (1.44);

utilizando, após, a forma da identidade em (1.43), obtemos que M̂SM̂S−1 = ± Î,

donde,

M̂−1
S = ± M̂S−1 . (1.45)

E ainda, se construirmos os elementos do operador M̂S−1 utilizando a equação (1.9)

para S−1, temos que 〈q′ | M̂S−1 | q′′〉 = 〈q′′ | M̂S | q′〉∗ = 〈q′ | M̂ †
S | q′′〉 =⇒ M̂ †

S = M̂−1
S ,

que mostra a unitariedade do operador metaplético. A determinação do sinal de

(1.45) está descrita em (B.7).

Com a representação da identidade (1.43), a composição (1.44) e a representação

do elemento inverso, (1.45), fica demonstrado que o conjunto dos operadores me-
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tapléticos formam um grupo não abeliano, denominado Mp(2n). Este grupo é a

representação quântica do grupo das transformações simpléticas Sp(2n,R). Os

sinais ± são os responsáveis pela não-fidelidade da representação e matematica-

mente refere-se ao duplo recobrimento do grupo simplético pelo grupo dos meta-

pléticos[31, 32, 33, 51, 25], trocando em miúdos: para cada matriz simplética associamos

dois operadores metapléticos que diferem por um sinal.

As matrizes simpléticas são geradas pelas correspondentes clássicas de hamilto-

nianas quadráticas,

Ĥ(x̂, t) = 1
2
x̂ · H(t′)x̂, H(t) = H(t)> ∈ Mat(2n,R). (1.46)

O propagador quântico associado a esta hamiltoniana, eq. (1.15), é um operador

metaplético,

M̂S := Û(t) =
↼

T exp


− i

2~

t∫

t0

x̂ · H(t′)x̂ dt′


 , (1.47)

com S dada em (1.5). Essa associação é tal qual a relação das translações com as

hamiltonianas lineares discutida no final da seção 1.2.2.

O operador de paridade da seção anterior pode ser escrito em termos de um

operador metaplético e para isso precisamos da representação metaplética da matriz

simplética S = −I2n. A representação desta matriz é obtida da mesma forma que

obtivemos os elementos da identidade (1.43), porém, trocando o limite para B,C →

0n e A,D → −In, consequentemente, 〈q′ |M̂−I |q′′〉 = in δ(q′′ + q′), onde escolhemos o

valor positivo para o sinal. Mas, o elemento de matriz de R̂0 é retirado da equação

(1.33), assim, conclúımos que

R̂0 = in M̂−I2n . (1.48)

A relação de covariância entre o grupo de Heisenberg e o grupo metaplético

decorre da propriedade descrita na equação (1.40). Para obtê-la calculamos a

seguinte relação M̂S (ξ ∧ x̂) M̂ †
S = M̂S (Jξ · x̂) M̂ †

S = Jξ · S−1x̂ = JSξ · x̂ = Sξ ∧ x̂,

onde também usamos a definição da inversa de uma matriz simplética, eq. (1.9). O
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operador de translação (1.22) pode ser escrito como uma série de Taylor do termo

ξ ∧ x̂, destarte, aplicando a regra acima em cada um dos termos, chegamos a

M̂ST̂ξM̂
†
S = T̂Sξ (1.49)

que é a relação de covariância desejada.

A interação do operador metaplético com o operador de paridade nos permite

deduzir a relação de covariância entre os operadores metapléticos e os de reflexão:

M̂SR̂ξM̂
†
S = M̂ST̂2ξR̂0M

†
S = T̂2SξM̂SR̂0M

†
S,

onde usamos as relações (1.38) e (1.49). Qualquer matriz comuta com a matriz

identidade, a composição dos metapléticos dessas matrizes também comuta, por

conseguinte, o operador de paridade escrito em termos do operador metaplético da

matriz S = −I2n, vide eq. (1.48), também comuta, basta verificar. Assim,

M̂SR̂xM̂
†
S = R̂Sx (1.50)

que é a regra de covariância entre os operadores metapléticos e os operadores de

reflexão.

O apêndice B desta tese é um complemento desse caṕıtulo, já que muitas das

propriedades dos operadores metapléticos aqui foram apenas comentadas. Lá dedi-

caremos algumas linhas para o cálculo exato dos sinais da composição e da inversão

dos operadores metapléticos em (1.44) e (1.45); mostraremos que as fórmulas (1.49)

e (1.50) não se alteram pela presença dos sinais; definimos e comentamos sobre as

cáusticas dos operadores metapléticos, que ocorrem quando o numerador de (1.42)

explode, inclusive, damos algumas palavras sobre o comportamento do operador

nessa situação e, também, relatamos mais alguns detalhes sobre a formação de um

grupo pelo conjunto desses operadores.
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1.3 Representação de Wigner-Weyl

O prinćıpio da incerteza de Heisenberg ostensivamente descarta a possibilidade

de conjunção da mecânica quântica com o espaço de fase, já que a impossibilidade

inerente da observação simultânea de momentos e coordenadas impede a construção

de distribuições de probabilidades quânticas das variáveis (q, p). Todavia, uma nova

classe de distribuições, denominadas “quase-probabiĺısticas”, perspicazmente con-

tradiz este discurso.

A primeira destas foi escrita em 1932 por E. P. Wigner com o deśıgnio de calcular

correções quânticas à mecânica estat́ıstica clássica[94] e hoje constitui um artefato

importante para tratamento da mecânica semiclássica. Restringimo-nos neste texto

ao estudo da Função de Wigner, outras “quase-distribuições de probabilidade” co-

nhecidas são as funções de Husimi e a distribuição P de Glauber-Sudarshan, o leitor

interessado deve procurar nas referências [3, 17, 39].

A transformação de Weyl constitui a generalização da função de Wigner para

quaisquer funções dos operadores de posição e momento, já que esta se destina

apenas ao operador densidade. Para a construção das representações de Weyl e

Wigner, seguiremos a conduta de [69] que se baseia nos operadores de translação e

reflexão capitulados na seção 1.2.2.

1.3.1 Espaço Vetorial dos Operadores

O conjunto dos operadores sobre um espaço de Hilbert, EndC(H), definidos na

seção 1.2.2, é um espaço vetorial sobre o corpo de suporte do espaço de Hilbert

H. Podemos ainda constatar que esse espaço vetorial é dotado de um produto

interno, dado pelo produto de Hilbert-Schmidt, ou seja, para dois vetores (Ô1, Ô2) ∈

End2
C(H), temos que

〈Ô1, Ô2〉 :=
1

(2π~)n
Tr
(
Ô†

1Ô2

)
∈ C , (1.51)
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que satisfaz as seguintes propriedades: 〈α Ô1, Ô2 + Ô3〉 = α 〈Ô1, Ô2〉 + α 〈Ô1, Ô3〉;

〈Ô1, Ô2〉 = 〈Ô2, Ô1〉
∗
, para α ∈ C e Ô1, Ô2, Ô3 ∈ EndC(H).

Todos os conceitos de álgebra linear utilizados nessa seção, e que serão utilizados

nas próximas, podem ser encontrados em [23].

1.3.2 Representação de Cordas

Os operadores de translação constituem uma base do espaço vetorial EndC(H),

já que, por (1.25) e (1.51), são ortonormais, e completos segundo (1.26). Portanto,

qualquer elemento Â ∈ EndC(H) pode ser descrito univocamente por uma com-

binação linear dos operadores de Heisenberg,

Â =

∫
dξ A(ξ) T̂ξ, (1.52)

de modo que os coeficientes A(ξ) são determinados pelo produto interno de Â com

os vetores da base,

A(ξ) := 〈T̂ξ, Â〉 , (1.53)

explicitamente,

〈T̂ξ, Â〉 =

∫
dξ′A(ξ′) 〈T̂ξ, T̂ ′

ξ〉 =

∫
dξ′

(2π~)n
A(ξ′)Tr

(
T̂ †
ξ T̂ξ′

)
= A(ξ)

onde utilizamos as equações (1.52) e (1.25).

A relação (1.52) é conhecida como representação de cordas do operador Â e a

definição (1.53) como o śımbolo de cordas associado a este operador. Note que o

śımbolo de cordas de um operador Â tem as seguintes propriedades: A(ξ)∗ = A(−ξ)

e se A(ξ) for uma função par, então, também será real.

A aplicação direta da definição (1.53) nos permite calcular que o śımbolo de

cordas do operador de translação, utilizando a equação (1.25), é uma função δ de

Dirac, como não poderia deixar de ser,

Tξ′(ξ) = δ(ξ − ξ′). (1.54)
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Já o śımbolo de cordas do operador de reflexão é dado por

Rx(ξ) =

(
1

4π~

)n
exp

[
i

~
x ∧ ξ

]
,

basta utilizar as equações (1.38) e (1.34). Observemos que, da forma como é escrito,

este śımbolo implica que a representação de cordas, eq. (1.52), para o operador de

reflexão consiste em uma transformada de Fourier do operador de translação, ou

seja,

R̂x =

(
1

4π~

)n ∫
dξ exp

[
i

~
x ∧ ξ

]
T̂ξ. (1.55)

O śımbolo de cordas do operador metaplético é calculado utilizando6a definição

(1.53), uma relação de completeza na base de coordenadas e os elementos de matriz

(1.33) e (1.42):

MS(ξ) =
iνS

(2π~)n
√

|det (S − I2n)|
exp

[
− i

4~
ξ · JC

−1

SJξ

]
(1.56)

onde, CS é a representação de Cayley da matriz S definida em (1.12) e νS é o ı́ndice de

Conley-Zehnder que é relacionado com o ı́ndice de Maslov do operador metaplético,

eq. (B.4), da seguinte forma[32, 33]

νS = m− In

[
DB

−1

+ B
−1

A− B
−1

− B>
−1
]

mod4. (1.57)

1.3.3 Representação de Weyl

Do mesmo modo que os operadores de translação, os de reflexão também cons-

tituem uma base para o espaço EndC(H), pois, segundo as equações (1.35) e (1.36),

são completos e ortogonais. A transformação entre as duas bases, de translação e

de reflexão, é dada pela transformada de Fourier, eq (1.55).

Seguindo o mesmo procedimento da seção anterior, escrevemos

Â = 2n
∫
dxA(x) R̂x (1.58)

6Para demonstrar essa fórmula devemos utilizar a equação (A.2) para integrais gaussianas pu-
ramente complexas.
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com

A(x) := 〈R̂x, Â〉, (1.59)

que é o śımbolo de Weyl ou o śımbolo de centro do operador Â e a equação (1.58) como

a representação de Weyl ou de centros do operador. Para demonstrar esta relação

repetimos os passos da demonstração de (1.53), e assim, ficando claro a presença do

fator 2n na fórmula (1.58): este fator surge basicamente da “não-unidade” do traço

de R̂x em (1.34).

Por meio da relação entre os operadores de translação e reflexão, equação (1.55),

podemos deduzir a relação entre os śımbolos de Weyl e de cordas de um operador

Â, respectivamente, equações (1.59) e (1.53):

A(x) =

(
1

2π~

)n ∫
dξ exp

[
i

~
ξ ∧ x

]
A(ξ) (1.60)

que é também uma transformada de Fourier.

O śımbolo de Weyl do operador de translação, Tξ(x) = exp
[
i
~ξ ∧ x

]
, é calculado

utilizando as equações (1.53), (1.51), (1.38) e (1.34) e está relacionado por meio de

(1.60) com (1.54). Para o operador metaplético, obtemos

MS(x) =
iνS− 1

2
Sn(CS)

(π~)n
√

|det (S + I2n)|
exp

[
− i

~
x · CSx

]
, (1.61)

onde νS está definido em (1.57) e Sn é a função sinal. O śımbolo de centros MS(x),

se relaciona com o de cordas, MS(ξ), por meio da transformada de Fourier (1.60).

Historicamente, esta fórmula foi desenvolvida nos trabalhos de A.M. Ozorio de

Almeida[68], B. Mehlig, M. Wilkinson[95, 61], e coube a de Gosson em [32] calcular e

explicar o significado do ı́ndice ν(S).

1.3.4 Função de Wigner

A expansão do operador densidade ρ̂ em termos de operadores de reflexão é

dada por

ρ̂ = 2n
∫
dx ρ(x) R̂x, (1.62)
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onde ρ(x) := 〈R̂x, ρ̂〉. Por uma questão de normalização, definimos um novo śımbolo,

W (x), proporcional ao śımbolo de Weyl do operador densidade[17, 75] W (x) := 2nρ(x),

assim,

W (x) :=
1

(π~)n
Tr
[
R̂xρ̂

]
=

(
1

2π~

)n∫
〈q + 1

2
ξq|ρ̂|q − 1

2
ξq〉 e−

i
~ ξq p dξq (1.63)

é a função de Wigner. A segunda igualdade segue da edição do traço na base de

coordenadas.

Para um estado puro, ou seja, ρ̂ :=|ψ〉〈ψ|, a equação (1.63) transforma-se em

W (x) =
1

(π~)n
〈ψ|R̂x|ψ〉 =

1

(2π~)n

∫
ψ(q + 1

2
ξq)ψ

∗(q − 1
2
ξq) e−

i
~ pξq dξq, (1.64)

ou ainda, editando o traço na representação de momentos,

W (x) =
1

(2π~)n

∫
ψ(p+ 1

2
ξp)ψ

∗(p− 1
2
ξp) e

i
~ qξp dξp. (1.65)

A projeção de W (x) nas bases de coordenada e momento resulta nas densidades

de probabilidade de momento e coordenada, ou melhor, integrando a equação (1.64)

ou a (1.65) em q e p, obtemos as distribuições marginais de probabilidade:

∫
W (x) dq = |〈ψ |p〉|2 e

∫
W (x) dp = |〈ψ |q〉|2

respectivamente em p e q.

Da definição (1.63) podemos notar que a função de Wigner é proporcional ao

valor médio do operador de reflexão, ou seja, W (x) ∝ 〈R̂x〉, como este operador é

hermitiano, cf. seção 1.2.2, a função de Wigner é um observável[48] cujos valores se

encontram no intervalo −π~ ≤W (x) ≤ π~.

Por meio da função de Wigner, um estado quântico pode ser representado por

coordenadas do espaço de fase e suas projeções rendem as probabilidades quânticas,

o que revela o seu caráter genuinamente semiclássico. Porém, tal função não pode

ser encarada como uma distribuição no espaço de fase já que pode assumir valores

negativos — donde o surgimento do eṕıteto “distribuição quase-probabiĺıstica”.
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A evolução temporal da função de Wigner, conhecida como equação de Wigner-

Moyal, é deduzida por meio da evolução de ρ̂, eq.(1.16). Tomando a transformada

de Weyl dessa equação, conseguimos escrevê-la[39, 63, 94] de forma elegante:

∂

∂t
W (x, t) =

∞∑

k=0

(
~
2

)2k
(∇x′ ∧ ∇x)2k+1

2k + 1
H(x, t)W (x′, t)

∣∣∣∣
x′=x

, (1.66)

onde nesta equação, H = H(x, t) = Tr
(
ĤR̂x

)
é o śımbolo de Weyl do operador

hamiltoniano.

Considerações semiclássicas importantes sobre a evolução da função de Wigner

devem ser feitas: no somatório, a ordem zero de ~ corresponde à evolução de uma

distribuição clássica via um parêntesis de Poisson,

{W (x, t),H(x, t)}P := ∇xW (x, t) ∧∇xH(x, t),

ou seja, a evolução de Liouville[2, 51]; os termos seguintes só aparecem em segunda

ordem de ~; note, também, que no caso de uma hamiltoniana quadrática, definida

em (1.46), os termos k ≥ 1 não contribuem, recaindo na evolução liouvilliana, desse

modo, a evolução da função de Wigner fica completamente determinada pela matriz

simplética S que gera a transformação canônica clássica. Esta situação, denominada

de covariância metaplética da função de Wigner, pode ser descrita do seguinte modo:

como o operador de evolução temporal é um operador metaplético, cf. eq. (1.47),

consequentemente a função de Wigner, eq. (1.63), fica

W (x, t) ∝ Tr
[
R̂x M̂Sρ̂0M̂

†
S

]
= Tr

[
M̂ †

SR̂x M̂Sρ̂0

]
= Tr

[
R̂

S
−1
x
ρ̂0,
]

onde na última igualdade utilizamos a covariância metaplética do operador de re-

flexão, eq. (1.50); assim, podemos escrever que sob a evolução de uma Hamiltoniana

quadrática

W (x, t) = W0(S
−1

x). (1.67)

Finalmente, uma dinâmica de uma Hamiltoniana que possa ser escrita na forma de

uma combinação de translações e operadores metapléticos Û (t) = T̂ξM̂S, obtemos a
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covariância linear:

W (x, t) = W0

(
S
−1

[x− ξ]
)

(1.68)

por meio das regras de composição (1.38) e de covariância (1.39), (1.50).

Através da transformada de Weyl, eq. (1.59), descrevemos médias estat́ısticas

de operadores como médias no espaço de fase. Ou seja, tomando a transformada de

(1.17), esta se torna

〈x̂〉 =

∫
dxxW (x) e σ =

∫
dx (x− 〈x̂〉)(x− 〈x̂〉)>W (x), (1.69)

onde x é o śımbolo de Weyl do operador x̂ e coincide com um ponto em Ξ2n. Neste

caso, de fato, a integração provinda do traço é trivialmente resolvida para a segunda

equação em (1.17) que envolve um produto de operadores, no caso em que o produto

seja mais complexo, dirigimos o leitor para [68].

O śımbolo de cordas do operador densidade é conhecido como função carac-

teŕıstica[39, 68] e pode ser obtido diretamente de (1.59) ou da inversa de (1.60):

χ(ξ) := 〈T̂ξ, ρ̂〉 =

(
1

2π~

)n
Tr
[
T̂ †
ξ ρ̂
]

=

(
1

2π~

)n ∫
dx exp

[
i

~
x ∧ ξ

]
W (x). (1.70)

Destas, obtemos que χ(ξ = 0) = (2π~)
−n

.

1.4 Estados Gaussianos

Os estados gaussianos constituem uma classe especial dos estados num espaço

de Hilbert, suas caracteŕısticas genuinamente semiclássicas podem ser notadas di-

retamente da interação desses estados com os “operadores semiclássicos” descritos

nas seções anteriores.

Nesta seção seguimos a seguinte ordem: inicialmente apresentaremos esses es-

tados; definiremos o processo de integração dos mesmos; calcularemos a interação

deles com os operadores de translação, metapléticos e reflexão e finalmente nos dedi-

caremos a uma classe, ainda mais espećıfica, de estados gaussianos, conhecidos como
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os estados coerentes do oscilador harmônico. Na última parte do texto, mostramos

a equivalência do tratamento dado aos estados coerentes e os estados gaussianos.

Tanto a definição, como a interação com os operadores estão apresentados nos

artigos de Gosson [30] e M. Comberscure [21]. A parte que trata dos estados coe-

rentes do oscilador harmônico segue a trilha de Littlejohn em [51].

1.4.1 Definição

Um estado gaussiano puro no espaço de Hilbert é definido por um vetor |W〉

com a seguinte função de onda normalizada na representação de coordenadas:

〈q |W〉 :=

[
det(ReW)

(π~)n

] 1
4

exp

[
− 1

2~
q · Wq

]
, (1.71)

onde W ∈ Mat(n,C), W> = W e ReW > 0.

A atuação dos operadores semiclássicos da seção 1.2.2 preservam a forma gaus-

siana deste estado. Isto é o que passamos a discutir agora.

Os operadores de Heisenberg descritos na equação (1.22) atuam no estado gaus-

siano como descrito na equação (1.28), ou seja, T̂ξ|W〉 é tal que na representação de

coordenadas

〈q|T̂ξ|W〉 = e
i
~(ξpq−

1
2
ξqξp)〈q − ξq|W〉, (1.72)

ou seja, obtemos o mesmo estado (1.71) deslocado no espaço de fase e multiplicado

por uma fase.

Já a atuação dos operadores de reflexão é realizada por meio do elemento de

matriz de posição em (1.33), desde que utilizemos uma relação de completeza nesta

base: 〈q|R̂η|W〉 = e2 i
~ ηp(q−ηq)〈2ηq − q|W〉, com η := (ηq, ηp) ∈ Ξ2n.

A atuação de operadores metapléticos em estados |W〉 fica determinada se uti-

lizarmos uma relação de completeza na representação de coordenadas em 〈q|M̂S|W〉

e o elemento de matriz (1.42), obtendo que

〈q|M̂S|W〉 =
imS

(π~)
n
4

(detReW)
1
4

√
det (A + iBM)

exp

[
− 1

2~
q · αS (W) q

]
, (1.73)
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onde mS é relacionado com o ı́ndice de Maslov µS do apêndice B em (B.4)7; a matriz

do expoente é definida por

αS (W) := −i (C + iDW)(A + iBW)−1 . (1.74)

A função αS realiza um papel importante na teoria dos operadores metapléticos as-

sociados a estados gaussianos, dedicamo-la a seção C.4 do apêndice C e lá também

mostramos que o estado (1.73) está corretamente normalizado. Neste apêndice,

mostramos que a matriz determinada por αS é simétrica e positiva definida, con-

cluindo que qualquer operador metaplético leva um estado gaussiano em outro do

mesmo tipo, ou seja,

M̂S|W〉 = e−
i
2
φ|αS(W)〉, φ := Arg[det(A + iB)]− πm(S), (1.75)

o que pode ser observado diretamente comparando as equações (1.73), (1.71) e uti-

lizando a expressão (C.12). Como estados quânticos são definidos a menos de uma

fase global, a identificação M̂S|W〉 = |αS(W)〉 é genúına, cabendo a ênfase de que,

como αS(W) é simétrica e positiva definida, este estado é um estado gaussiano tal

qual (1.71).

Constrúımos também o estado gaussiano geral, descrito pela atuação dos opera-

dores metapléticos e de translação8 T̂ξM̂S|W〉, cuja função de onda em coordenadas

é determinada pelas equações (1.72) e (1.73):

〈q|T̂ξM̂S|W〉 =
imS

(π~)
n
4

(detReW)
1
4

√
det (A + iBM)

e−
1
2~ (q−ξq)·αS(W)(q−ξq)+ i

~(ξpq−
1
2
ξqξp) (1.76)

que tem a mesma forma de (1.71).

Por fim, dada a relação de covariância entre os operadores metapléticos e os de

translação (1.49), podemos inverter a ordem de aplicação destes operadores, ou seja,

7Em verdade, o ı́ndice em (1.42) é distinto deste, já que representa sinais de ráızes distintas,
porém possui os mesmos valores e por simplicidade representaremos pelos mesmo nome.

8Exclúımos desta lista os operadores de reflexão, já que estes podem ser trivialmente descritos
por um operador metaplético, cf. eq. (1.48).
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podemos construir o estado M̂ST̂ξ|W〉 = T̂SξM̂S|W〉 e sua função de onda pode ser

obtida diretamente de (1.76) realizando as devidas mudanças.

1.4.2 Estados Coerentes

Nesta seção, tratamos de um tipo mais restrito, porém mais famoso, de estados

gaussianos que correspondem aos estados coerentes do oscilador harmônico descritos

pioneiramente no contexto da eletrodinâmica quântica em [29].

Existem distintas possibilidades para a definição desses estados, inclusive, dessas

diferentes possibilidades surgem diferentes generalizações[97], a definição que nos é

conveniente é a apresentada nos textos básicos de mecânica quântica[71, 76] e consiste

no deslocamento do estado de vácuo do oscilador.

Consideremos um oscilador harmônico de massa e frequência unitárias com

hamiltoniana H = 1
2
(p̂2 + q̂2). Os estados coerentes deste oscilador são constrúıdos

como autovetores do operador de aniquilação associado a essa hamiltoniana, ou seja,

â := 1√
2~(q̂+ ip̂), cujo conjunto de autovalores é o conjunto dos números complexos.

O estado de vácuo do oscilador harmônico, que é o autovetor de â com autovalor

nulo, constitui um caso dos estados gaussianos, eq. (1.71), com W = In. Utilizaremos

a seguinte notação para este estado,

|0〉 := |W = In〉, (1.77)

que indica obviamente que este estado é o estado de Fock N = 0 ou estado de vácuo.

Os estados coerentes mais gerais são definidos por operações sobre o estado de

vácuo do oscilador harmônico. A atuação dos operadores de translação no estado

do vácuo rende um novo estado deslocado com relação à origem — que também é

auto-estado do operador de aniquilação:

T̂ξ|0〉 = T̂ξ|W = In〉 := |ξ〉, (1.78)

onde ξ := (ξq, ξp) ∈ Ξ2n é o centro ou valor médio do estado; esta equação é idêntica

a equação (1.72) com W = In.
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A construção de um estado coerente geral é descrita pela fórmula (1.76), onde

mais uma vez, W = In,

〈q|T̂ξM̂S|0〉 =
1

(π~)
n
4

imS

√
det (A + iB)

e−
1
2~ (q−ξq)·αS(In)(q−ξq)+ i

~ (ξpq−ξqξp). (1.79)

Como os estados coerentes gerais ficam determinados apenas por uma matriz

simplética S e um centro ξ, portanto, definimos uma notação que explicite esse fato:

|S; ξ〉 := T̂ξM̂S|0〉 = T̂ξM̂S|W = In〉. (1.80)

1.4.3 Funções de Wigner e Caracteŕıstica

A utilização das funções de Wigner de estados gaussianos nestas notas inspira

uma notação original para denominar funções gaussianas. Uma gaussiana multidi-

mensional normalizada à unidade será descrita por uma função G do tipo:

GC,R
2n bx; K;x0e :=

√
detK

(π~)n
exp

[
−1

~
(x− x0) · K(x− x0)

]
, (1.81)

onde a dimensão de x e x0 é 2n; K ∈ Mat(2n,C) ou Mat(2n,R), o que é indicado,

respectivamente, pelo ı́ndice C ou R de G; e ainda, K> = K e ReK > 0, em alguns

casos, especialmente para as matrizes simpléticas, deve-se notar que detK = 1.

A função de Wigner de um estado gaussiano, |W〉, representado pela equação

(1.71), é também uma gaussiana, obtida diretamente da definição (1.64), utilizando

as regras de integração descritas no apêndice A:

WW(x) = GR
2nbx;GW

; 0e com G
W

=


 X + YX

−1

Y YX
−1

X
−1

Y X
−1


 (1.82)

se escrevermos W = X+iY, onde X,Y ∈ Mat(2n,R) são as partes reais e imaginárias

de W.

A matriz G
W

é simplética, simétrica e positiva definida; para demonstrar isto,

notamos que G
W

pode ser decomposta no produto simétrico de duas matrizes sim-
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pléticas:

G
W

= S>
W

S
W

com S
W

:=


 X

1
2

0n

X
−1

2

Y X
−1

2


 . (1.83)

O estado gaussiano, T̂ξM̂S|W〉, associado a uma transformação simplética S e

descrito pela representação de coordenadas em (1.76), tem sua função de Wigner

trivialmente determinada se utilizarmos a covariância linear descrita na eq. (1.68),

destarte,

W
αS(W);ξ

(x) = WW

(
S
−1

[x− ξ]
)

= GR
2n

⌊
x;
(
SG

−1

W
S>
)−1

; ξ

⌉
. (1.84)

Desse modo, a aplicação de um operador metaplético em um estado gaussiano, na

representação de Wigner, consiste simplesmente em multiplicarmos três matrizes

simpléticas.

Gaussianas, em geral, são completamente determinadas pelo primeiro e segundo

momentos; dessa forma, utilizando (1.69), calculamos

〈x̂〉 = ξ e σ =
~
2

SG
−1

W
S>, (1.85)

estes dois termos estão explicitamente escritos na equação (1.84), é verdade que o

segundo a menos de uma constante multiplicativa. Por esta razão, não nos preocu-

paremos mais em calculá-los, nem descrevê-los explicitamente, sempre que notação

de uma função gaussiana aparecer, as duas quantidades acima já estarão determi-

nadas. Chamaremo-los de centro ou valor médio e matriz de covariância ou largura

da distribuição gaussiana, respectivamente.

Para obter a função de Wigner do estado coerente geral (1.80), observamos que

GIn = I2n e, então, reescrevemos a penúltima equação como

W (x) = GR
2n

⌊
x;
(
SS>
)−1

; ξ

⌉
. (1.86)

A similaridade entre (1.86) e (1.84) junto com a simpleticidade e a simetrici-

dade de G
W

em (1.83) implicam num resultado fundamental sobre estados gaus-

sianos: como a composição de matrizes simpleticas é simplética, existe um operador
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metaplético associado à matriz SG−1
W

S> e um operador de translação assocido a ξ

que geram todo o conjunto de estados gaussianos do tipo (1.71) apartir do estado

fundamental do oscilador harmônico, eq. (1.77).

Além da função de Wigner, podemos construir a representação de cordas do

operador densidade para estados gaussianos, a função caracteŕıstica. Definimos uma

notação para expressar a função de cordas de um pacote gaussiano:

ER,C
2n [ξ; K; ξ0] := (2π~)

−n
exp

[
− 1

4~
Jξ · KJξ − i

~
Jξ · ξ0

]
. (1.87)

Note que esta notação também define uma gaussiana como em (1.81), porém, não

normalizada e com uma fase complexa; as caracteŕısticas dos argumentos são as

mesmas daquela definição. Obtemos a função caracteŕıstica de qualquer estado por

meio da definição ou pela transformada de Fourier ambas em (1.70).

Calculando a função de cordas do estado coerente geral (1.80), através da trans-

formada de Fourier da Wigner (1.86), obtém que

χ(ξ) = ER
2n

⌊
ξ;SG

−1

W
S>; η

⌉
. (1.88)

As oscilações desta função correspondem à distância do pacote da origem do espaço

de fase, o que é representado pelo valor médio da gaussiana em (1.86). É curioso

notar que oscilação é uma caracteŕıstica da função de Wigner de superposições, cf.

eq. (3.22).

Devemos notar a peculiaridade do pacote coerente geral: fazendo GIn = I2n em

(1.88), obtemos a função de cordas, exceto por uma fase, relativa a (1.86):

χ(ξ) = ER
2n

⌊
ξ;SS>; η

⌉
. (1.89)

cuja estrutura do expoente, cf. eq. (1.87), implica que as matrizes de correlação

de (1.86) e (1.89) sejam ambas iguais a inversa de SS> — numa transformada de

Fourier, em geral, espera-se que uma seja a inversa da outra. Essa caracteŕıstica é

uma propriedade geral de estados que possuam simetria de reflexão com relação a

um ponto do espaço de fase, ou seja, R̂x|ψ〉 = ±|ψ〉.
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1.5 Oscilador Harmônico Chutado

A última seção deste caṕıtulo trata do sistema que escolhemos como modelo para

estudar a maioria de nossos resultados. Esta escolha perpassa por vários fatores,

inclusive de ordem poĺıtica, porém, o mais significativo destes sobrevive, como co-

mentado na introdução, nessa dinâmica poder ser implementada experimentalmente

através de ı́ons em uma armadilha de Paul[37, 27]. E ainda, mais adiante, comentare-

mos com mais detalhes que este sistema possui caracteŕısticas particulares que o

tornam um modelo padrão para o estudo da transição quântico-clássico para sis-

temas caóticos.

Devido às caracteŕısticas de campos e potenciais elétricos utilizados para a

confecção de uma armadilha de Paul unidimensional, o centro de massa de um ı́on

aprisionado descreve um movimento harmônico ao longo da direção da armadilha.

Se, além disso, alvejarmos este ı́on com pulsos de “lasers” (cuja frequência esteja fora

de ressonância com os ńıveis de transição internos de seus elétrons) formado uma

onda estacionária9, a dinâmica desse sistema fica descrita[27, 90] pela hamiltoniana

Ĥ(X̂) =
1

2m
P̂ 2 +

mω2

2
Q̂2 +A cos(kQ̂)

∞∑

n=0

δ(t− nτ ), (1.90)

onde k é a projeção do número de onda dos pulsos na direção do eixo da armadilha;

X̂ := (Q̂, P̂ ) são o operador de posição e seu momento canonicamente conjugado,

de tal forma que [Q̂, P̂ ] = i~; A é a amplitude do pulso e τ é o peŕıodo entre a

aplicação de dois pulsos consecutivos.

Como aqui estamos interessados no limite semiclássico de propagação de pa-

cotes de onda, seguindo [90], é conveniente tratarmos esta dinâmica em termos das

variáveis adimensionais x̂ = (q̂, p̂) := (kQ̂, kP̂ /mω), de modo que

Ĥ(x̂) :=
k2

mω
Ĥ(X̂) =

ω

2

(
p̂2 + q̂2

)
+K cos(q̂)

∞∑

n=0

δ(t− nτ ), (1.91)

9Esta configuração pode ser obtida pela incidência de dois pulsos incidindo em linhas retas
concorrentes formando um mesmo ângulo com a direção da armadilha.
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onde K := Ak2/(mω). No novo sistema de coordenadas,

[q̂, p̂] = i~ef com ~ef =
k2

mω
~ (adimensional). (1.92)

A quantidade ~ef é, de certa forma, a variável correta para tomarmos o limite

semiclássico (~ → 0), que como dissemos, deve ser entendido como a relação S/~ � 1

entre a constante fundamental ~ e uma ação t́ıpica do sistema, aqui determinada

pelas constantes S = mω/k2.

Dinâmica Clássica e Caos

Para desvelarmos o substrato clássico presente na evolução quântica do OHC,

apresentaremos laconicamente a dinâmica clássica desse sistema. Esta fica determi-

nada pela hamiltoniana

H(x) :=
ω

2

(
p2 + q2

)
+K cos(q)

∞∑

n=0

δ(t− nτ ), (1.93)

que agora, sem mais prolegômenos, pode ser obtida da “classicalização” da hamil-

toniana (1.91). Por outro lado, classicamente, a equação acima pode ser editada da

equivalente clássica de (1.90), escolhendo valores numéricos para suas constantes,

tais que, ω = 1/m, A = K e k = 1. Note que em termos das variáveis clássicas, a

mudança de X := (Q,P ) → x := (q, p) não é canônica, pois não respeita a condição

jacobiana (1.3).

Sistemas integráveis, quando perturbados, apresentam geralmente o regime de

caos fraco[96], ou dinâmica mista. Em tais sistemas existe uma transição suave do

comportamento regular para o caótico através da quebra das separatrizes no espaço

de fase e a consequente formação da camada estocástica em torno destas, conforme o

aumento da intensidade da perturbação. Tal transição é propiciada pela convivência

no espaço de fase, neste cenário, de dinâmicas hiperbólicas e eĺıpticas e suas recor-

rentes bifurcações. Este comportamento é o conhecido cenário KAM[2, 69, 96].
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No nosso caso, a hamiltoniana (1.93) é composta por um oscilador harmônico

perturbado por um chute, cujo parâmetro bifurcativo é K. É sabido que o teo-

rema KAM não pode descrever perturbações ao oscilador harmônico, devido à de-

generescência das frequências das órbitas no espaço de fase[2, 68, 96]. Porém, em

alguns casos, relativos a razão irracional das frequências envolvidas do sistema, a

transição para o caos ainda pode ser descrita, ao menos qualitativamente, neste

cenário; abaixo comentaremos mais sobre esta razão. A descrição exata da transição

para o caos do OHC é encontrado em [42, 96] e suas referências.

As equações de movimento, obtidas de (1.93), são dadas por

dq

dt
= ω p

dp

dt
= ω q +K sin(q)

∞∑

n=−∞

δ(t− nτ ) .

A natureza infinitesimal do chute nos permite integrar as equações de movimento

em dois estágios distintos. Primeiro, tratamos a evolução sob a ação instantânea do

chute durante um intervalo de tempo infinitesimal e depois consideramos a evolução

do oscilador harmônico simples. Dessa maneira, escrevemos a dinâmica do oscilador

chutado como a composição de dois mapas: um de chute,Mc(x) = (q, p+K sin(q))>,

e um de rotação — dado pela matriz simplética Sωt (1.11), ou seja, entre dois chutes

consecutivos, nτ < t < (n+1)τ , o sistema evolui harmonicamente com freqüência ω.

A composição desses dois mapas, que representa uma evolução completa do oscilador

chutado, é descrita pelo mapa

M
OHC

(x) =


 cosωτ q + sinωτ [p+K sin(q)]

− sinωτ q + cosωτ [p +K sin(q)]


 . (1.94)

O processo congênito descrito para a obtenção das equações de movimento para o

OHC é a construção da dinâmica estroboscópica: o mapa não linear do OHC acima

representa a evolução dos pontos no espaço de fase estendido (adição do tempo

como coordenada ao espaço de fase Ξ2n) calculados nas seções de Poincaré tomadas
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em t = (n + 1)τ . Uma descrição mais detalhada desse processo é encontrada em

[42, 64, 96].

O comportamento do OHC, a partir de agora, entendido como mapa (1.94),

é associado aos parâmetros τ , ω e K. Concisamente, comentaremos as diferentes

estruturas gerada no espaço de fase pelo mapa do OHC como função destas quanti-

dades.

A primeira caracteŕıstica importante é a presença de duas escalas temporais

diferentes: uma determinada pelo peŕıodo do chute, τ , e a outra, pela frequência

do oscilador. A razão entre as frequências do oscilador, ω, e do chute, ωc := 2π/τ ,

determina a estrutura geométrica do espaço de fase.

No caso de uma razão irracional, apesar de não se tratar de um sistema KAM,

manifesta caracteŕısticas muito similares: o espaço de fase é folheado por toros não

ressonantes envoltos por mares caóticos, a destruição dos toros é descrita por uma

pequena modificação do Teorema de Poincaré-Birkhoff[42].

Já no caso de uma razão racional, onde a frequência do chute é ressonante com a

do oscilador, temos um espaço de fase dividido em células, formando redes periódicas

ou quasiperiódicas imersas no espaço de fase caótico, por menor que seja a per-

turbação. Ambos os casos são tratados em [96, 42]; em [96] encontra-se um estudo

do comportamento das ressonâncias do sistema e a precipitação do caos, tão bem

como o surgimento das redes estocásticas; já [42] trata alguns casos particulares

para o sistema OHC.

O valor de K determina a força dos chutes — a intensidade da não-linearidade.

K é um parâmetro bifurcativo, ou seja, existe um transiente entre os regimes regular

e caótico controlado por essa variável. Tais transições ocorrem em valores especiais

dessa variável, em [96] são apresentados métodos para sua obtenção. Para os valo-

res K ≤ 1 há caos, porém, não acentuado, os toros permanecem quase intocáveis,

a intensidade dos chutes não afeta consideravelmente a dinâmica regular do sis-
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tema. Para valores K > 1 as irregularidades começam a emergir no espaço de fase.

Para valores próximos de K = 1.75, uma camada estocástica começa a ser formada

entorno das separatrizes e se inicia o processo de difusão[96]. Para K = 2, a desor-

dem já é acentuada no regime de caos fraco, que se caracteriza pela convivência de

dinâmicas hiperbólicas e eĺıpticas.

Nosso trabalho ficará restrito aos valores ωτ = π/3, ou seja, ao caso racional da

razão entre as frequências10 e K = 2. Um gráfico do espaço de fase, ou melhor, das

seções estroboscópicas do OHC para estes parâmetros pode ser visto na figura 1.1.

Note a estrutura organizada de células hexagonais que se repete em todo o espaço

de fase.

-10

-5

 0

 5

 10
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Figura 1.1: Espaço de Fase do OHC para K = 2 e ωτ = π/3. Estes valores garantem a es-
trutura de uma rede celular hexagonal que se replica em todo o espaço de fase. Realizamos
500 interações do mapa para 40 condições iniciais escolhidas aleatoriamente.

10Referimos ao leitor interessado a tese de G. Kells[42] para o caso irracional, onde, caracteŕısticas
muito interessantes são analisadas, como por exemplo, a ocorrência de distintos comportamentos
de difusão comparando-se a dinâmica clássica e quântica.
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A dinâmica caótica gerada pelo mapa (1.94) possui três pontos fixos: dois

eĺıpticos simetricamente localizados em (−1.71, 0.99) e (1.71,−0.99) e um hiperbó-

lico na origem11. A variedade instável do ponto hiperbólico na origem (determinada

pela sucessiva aplicação do mapa do OHC a um pequeno segmento de reta locali-

zado no eixo q) é mostrada na figura 1.2. Também desenhamos a variedade estável

deste mapa, obtida pela aplicação sucessiva do mapa inverso do OHC ao mesmo

segmento de reta. A dobra da variedade indica a presença do ponto eĺıptico e ainda,

nota-se claramente a formação de pontos homocĺınicos, ou seja, o encontro da vari-

edade instável com a estável — assinatura inata dos sistemas caóticos. A simetria

de reflexão é latente nesta figura e ocorre devido à simetria do mapa OHC, pois,

M
OHC

(−z) = −M
OHC

(z).

Os autovetores da matriz jacobiana associados ao ponto hiperbólico, desenhados

na figura 1.2, são vλ1 ≈ (0.99, 0.07) com autovalor λ1 ≈ 2.3 e vλ2 ≈ (−0.43, 0.90)

com λ2 ≈ 0.44, ou seja, uma direção de expansão e outra de contração respec-

tivamente, onde λ1λ2 = 1. Os pontos assinalados no gráfico correspondem às

primeiras cáusticas12 da variedade na representação de coordenadas e suas loca-

lizações no espaço de fase são dadas (aproximadamente até a segunda casa decimal)

por (−2.62, 0.57) e (2.62,−0.57).

Dinâmica Quântica

A quantização da dinâmica do oscilador harmônico chutado é realizada pela

associação dos propagadores quânticos relativos aos mapas de chute e de rotação,

este processo é garantido pela integração da equação de Schrödinger por um método

estroboscópico similar ao que foi realizado no caso clássico[6]: primeiro integramos

a equação entre dois instantes de tempo infinitesimalmente separados sob a ação

exclusiva do termo de chute, após, evolúımos por um peŕıodo τ sob a dinâmica

11Estes são, de fato, os únicos pontos fixos. Na figura 1.1 as estruturas repetidas da rede são
formadas em torno de pontos periódicos.

12Vide seção 2.1.1. As cáusticas assinaladas na figura 1.2 são os pontos onde ∂p
∂q

→ ±∞.
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Figura 1.2: Variedades instável (curva preta sólida) e estável (curva cinza pontilhada)
do mapa OHC. A direção dos autovetores do mapa linearizado é representada pelas setas
e pelas retas pontilhadas. Os pontos assinalados correspondem às primeiras cáusticas da
variedade (pretos) na representação de coordenadas e aos pontos fixos do mapa (cinza):
dois eĺıpticos e um hiperbólico na origem.

exclusiva do oscilador harmônico.

A hamiltoniana quantizada é escrita em termos dos operadores de posição, q̂,

e momento, p̂ já no novo sistema de unidades e o redimensionamento da constante

de Planck ~ef também é levado em conta, porém, por uma questão de notação e

simplicidade, a partir de agora, o denominaremos simplesmente de ~.

O propagador correspondente à evolução por um chute é dado por

|ψ(t+ 1)〉 = Û |ψ(t)〉 com Û = M̂Sωτ Ĉ(K), (1.95)

onde Ĉ(K) := exp
[
− i

~K cos(q̂)
]

e M̂Sωτ é o operador metaplético associado à matriz

simplética Sωτ em (1.11) e cujos elementos de matriz são dados em (1.42), enquanto
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que os elementos de Ĉ(K) são calculados trivialmente:

〈q|Ĉ(K)|q〉 = exp

[
− i

~
K cos(q)

]
δ(q − q). (1.96)

Em termos da função de onda podemos escrever a evolução estroboscópica (1.95)

como

〈q|ψ(t+ 1)〉 := ψt+1(q) =

+∞∫

−∞

dq 〈q|M̂Sωτ |q〉〈q|Ĉ(K)|ψ(t)〉. (1.97)

A integral em (1.97) não possui função primitiva e para calculá-la apelamos

para os métodos numéricos. Dois posśıveis métodos podem ser eleitos: um trata da

simples discretização da integral numa soma de Riemann e outro realiza a integração

por meio de uma transformada de Fourier rápida (TRF); optamos pelo segundo

devido às eficiências dos algoritmos utilizados para este tipo de cálculo numérico.

No apêndice D encontra-se a implementação deste método; na seção D.3 mostramos

como realizar a TRF para a propagação de uma função de onda via OHC, ou seja,

como realizar a integral (1.97).

Antes de terminarmos a descrição do OHC, cabe comentar que esse sistema,

além de representar a dinâmica de um ı́on em armadilhas, como já apresentado,

primeiramente foi utilizado para descrever cargas se movendo num campo magnético

estático conjuntamente com um campo elétrico perpendicular dependente no tempo

e também serve de modelo para transporte eletrônico em “super-redes” semicondu-

toras; referências para estas aplicações estão dadas em [96] e [26].



Caṕıtulo 2

Propagação WKB de Pacotes
Gaussianos

“Ele não entende por que o verso tem sempre de subir para um tom de declamatório,
por que não pode se contentar em acompanhar as flexões de uma voz falando nor-
malmente — na verdade, porque o verso tem de ser diferente da prosa.”

(J.M. Coetzee, Juventude, 2002)

Apresentaremos aqui, o método semiclássico WKB dependente do tempo para propa-

garmos as funções de onda gaussianas. Adotamos, principalmente, o artigo de re-

visão de R. G. Littlejohn em [52] devido a sua clareza e a descrição geométrica

sucinta utilizada na resolução das equações de Hamilton-Jacobi. Outra referência

importante é de M. V. Berry e N. L. Balazs em [7] no contexo das funções de Wigner.

Na primeira parte, descrevemos como obter a solução da equação de Hamilton-Jacobi

já direcionando para aplicação WKB. Depois, revisamos a dinâmica semiclássica

comentando os entraves da aproximação devido às cáusticas no espaço de fase. Por

fim apresentamos os resultados obtidos[55] para a propagação de estados coerentes.

2.1 Equação de Hamilton-Jacobi

O método criado por W. H. Hamilton, que consiste em descrever a ação do

sistema em termos das coordenadas iniciais e finais de uma trajetória no espaço
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de fase, conduziu C.G.J. Jacobi a demonstrar que a solução da equação que leva o

nome dos dois é equivalente a evolução das trajetórias obtidas por meio das equações

dinâmicas de Hamilton[47] — este resultado é conhecido como Teorema de Jacobi[2].

A evolução temporal de superf́ıcies lagrangianas no espaço de fase, regida pela

equação de Hamilton-Jacobi, aprimorou o estudo da dinâmica clássica e represen-

tou uma mudança conceitual importante. A partir desse novo conceito, Hamilton

estabeleceu a analogia ótico-mecânica que mais tarde se tornaria peça fundamen-

tal no desenvolvimento da mecânica quântica, foi por meio dessa analogia que E.

Schrödinger deduzia a principal equação da mecânica quântica.

Nos livros de macânica clássica encontram-se os métodos para chegarmos a dita

equação:

H

(
q,
∂S

∂q
, t

)
+
∂S

∂t
= 0 onde p =

∂S

∂q
. (2.1)

Referênciamos ao leitor, os livros [2, 47, 44]. O último merece destaque pela elegância.

2.1.1 Variedades Lagrangianas

O conceito de variedades lagrangianas é fundamental na descrição de Hamilton-

Jacobi, as ações evolúıdas por esta equação são funções geratrizes de variedades

deste tipo. Definimos uma variedade lagrangiana como sendo uma superf́ıcie n di-

mensional, L, imersa no espaço de fase 2n-dimensional, de forma que em qualquer

ponto (q, p) de L, o produto simplético, eq. (1.1), entre quaisquer dois vetores tan-

gentes à superf́ıcie neste ponto, e.g., δza e δzb, é zero. Ou seja,

δza ∧ δzb := Jδza · δzb = 0.

Num espaço de fase de dimensão (par) qualquer, as superf́ıcies definidas pelos planos

coordenados, i.e., hiperplanos determinados por uma das variáveis constantes, são

lagrangianos, pois que, nestes planos δq ou δp é zero para os dois vetores δza e δzb.

Qualquer superf́ıcie unidimensional num espaço de fase bidimensional é lagrangiana,

dado que em qualquer ponto dessas curvas, dois vetores tangentes são paralelos.
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Definimos um circuito redut́ıvel nesta superf́ıcie como um circuito que pode ser

reduzido a um ponto por uma transformação cont́ınua[69, 8]. Como exemplo, para

um toro, os circuitos redut́ıveis são todos aqueles que não circundam nenhum dos

seus buracos, circuitos que envolvem um dos buracos são chamados de irredut́ıveis.

Para circuitos redut́ıveis nessas superf́ıcies
∮

γ

p(q) · dq = 0, se γ é redut́ıvel.

Para um irredut́ıvel, esta integral não é nula e no caso dos toros invariantes de um

sistema integrável, define a transformação canônica para a variável de ação I. Pode-

se mostrar[2, 52] o resultado acima formalmente, utilizando o Teorema de Stokes.

Notemos agora que esta última equação define uma função potencial,

S(q) = S0(q0) +

q∫

q0

p(q′) · dq′, (2.2)

onde o ponto q0 é um ponto qualquer do espaço configuracional.

O que até aqui foi descrito contou com a unicidade da função p(q) = ∂S
∂q

que,

a prinćıpio, pode ser invertida e resultar na função q(p). Nos casos onde det dp
dq

diverge, essa inversão não pode ser realizada e a ação não pode ter a forma simples

(2.2). Os pontos onde esse determinante diverge são conhecidos como singulares e

sua projeção no espaço configuracional são cáusticas. A ordem de uma cáustica é

definida como a nulidade1 de dq
dp

, quando todos os autovalores são zero, esse ponto é

uma cáustica de ordem máxima, n, e recebe o nome de foco.

Na presença de cáusticas a função p(q) é multivalorada e, como dito, não pode

ser invertida. O que pode ser feito é dividir a superf́ıcie lagrangiana em ramos, cujas

fronteiras são as superf́ıcies singulares. A equação (2.2) deve ser substitúıda por

Sj(q) = S0(q0) +

q∫

q0

pj(q) · dq, (2.3)

1Nulidade é a dimensão do espaço nulo de um operador ou o número de autovalores nulos da
matriz do operador.
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onde o ı́ndice j indica o ramo espećıfico da função p(q). No caso de um oscilador

unidimensional p(q) = ±
√

2mE − V (q), as cáusticas são os pontos de retorno no

espaço de fase que dividem os ramos p±(q); para sistemas com mais de um grau de

liberdade, em geral, as cáusticas não ocorrem nos pontos de retorno.

Sob uma transformação canônica, X(x) = (Q(q, p), P (q, p)), escrevemos para

uma ação em função de novas coordenadas

S̃(Q) = S̃0(Q0) +

Q∫

Q0

P (Q′) · dQ′.

Uma transformação canônica trivial, que corresponde a uma rotação de π/2 no

espaço de fase2, troca os papéis de q com p; para isto, basta considerar as novas

variáveis como (Q,P ) = (p,−q) e desse modo, a ação fica determinada por

S̃(p) = S̃0(p0) −
p∫

p0

q(p′) · dp′.

As duas ações, S(q) e S̃(p), são relacionadas por uma transformada de Legendre,

S̃(p) = S(q)− q · p + q0 · p0, (2.4)

como pode ser apreendido da relação das áreas da figura 2.1.

As singularidades da variedade lagrangianas ocorrem nos pontos onde det dq
dp

= 0;

num novo conjunto de coordenadas canônico, elas ocorrerão em det dQ
dP

= 0 e nada

nos garante que as estas singularidades estarão nos mesmos pontos da variedade, ou

seja, o conceito de cáustica é dependente da representação, mesmo sendo o conceito

de variedade lagrangiana independente das coordenadas canônicas escolhidas [52, 2].

Como exemplo, retornemos ao caso do oscilador unidimensional: como foi dito,

na representação q as cáusticas são os pontos de retorno (onde dq
dp

= 0), mas se

realizarmos a transformação que troca (q, p) por (p,−q), as cáusticas serão os pontos

onde dp
dq

= 0 ou dq
dp

→ ∞.

2Esta rotação é representada pela aplicação da matriz J de (1.2) no vetor (q, p).
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p’

q’

p

p0

qq0

p q0 0

S(q)

S(p)
~

p’(q’)

Figura 2.1: Relação gráfica da transformada de Legendre entre as ações S̃(p) e S(q).

2.1.2 Função Principal de Hamilton

Dado um conjunto de pontos iniciais, ou melhor, uma variedade lagrangiana

inicial, utilizamos as equações de Hamilton para descobrir qual a trajetória de cada

um desses pontos; agora vamos determinar como evolui a função geratriz da varieda-

de lagrangiana inicial. Ou seja, partimos para evoluir funções cujo gradiente indica

qual a direção da trajetória de uma part́ıcula.

Supomos que a variedade inicial no instante t = t′, L′(q′, p′, t′), não contém

cáusticas3. Aqui faremos uma pequena mudança de notação, a função geratriz

dessa variedade lagrangiana será escrita como S(q′, t′). Cada ponto (p′, q′) dessa

variedade evolui, segundo as equações de Hamilton, num outro ponto definido por

(p′′, q′′) num instante t′′, formando outro conjunto denominado de L′′(q′′, p′′, t′′).

Como a evolução hamiltoniana preserva o produto simplético, cf. seção 1.1.2, ou

seja, a evolução temporal é uma transformação canônica, então, L′′ também será

lagrangiana.

Sabemos que a equação que governa a evolução de ações como funções de coorde-

3E se contiver, sempre podemos dividi-la em ramos livres de cáusticas e propagar cada ramo
separadamente, isto é o que Berry faz desde o ińıcio em [8].
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nadas é a equação de Hamilton-Jacobi. A solução para a função geratriz de S(q′′, t′′)

deve satisfazer a equação (2.1) e a condição inicial S(x′′, t′′) = S(x′, t′) para t′′ = t′.

Segundo Berry em [8], a solução pode ser obtida pelo método das caracteŕısticas e

é dada por

S(q′′, t′′) = S(q′, t′) +

∫

Γ

(p · dq −H dt), (2.5)

onde S(q′, t′) é dada por (2.2). A integral no tempo é a função principal de Hamilton,

cuja integração é realizada ao longo da trajetória Γ que evolui o ponto (p′, q′, t′) em

(p′′, q′′, t′′).

Utilizando o teorema de Poincaré-Cartan[2, 69], pode-se encontrar outro modo

de representar a solução (2.5). Este teorema estabelece que a integral num caminho

fechado, Ω, da ação completa, p · dq −Hdt, no espaço de fase estendido é nula, ou

seja, ∮

Ω

(p · dq −H dt) = 0.

Um caminho apropriado para nossos propósitos foi desenhado no espaço de fase

estendido da figura 2.2. Este caminho corresponde a

Ω = γ ∪ Γ ∪ (−σ) ∪ (−C0),

onde (i) γ é um caminho na seção t = t′ constante que liga os pontos q0 e q′; (ii) Γ

é a trajetória que liga os pontos (q′, p′) e (q′′, p′′); (iii) σ é outro caminho a tempo

constante, porém, na seção t = t′′, unindo os pontos q0 e q′′; (iv) C0 é o caminho

resultante da interseção do feixe de trajetórias que liga L′ e L′′ com o plano q = q0.

Por meio do teorema de Poincaré-Cartan podemos escrever que

∫

Γ

(p · dq −H dt) = −
∫

γ

p · dq +

∫

C0

H(q0, p(q0, t), t) dt+

∫

σ

p · dq,

de modo que a equação (2.5) pode ser reescrita como uma constante, mais a integral

ao longo da variedade evolúıda p(q, t) e a integral de uma hamiltoniana num plano
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p
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γ

t

q0

q’

L
t’

L
t’’

q’’

q0

Γ

C0

σ

Figura 2.2: Circuito fechado no espaço de fase estendido.

de coordenada constante, ou seja,

S(q′′, t′′) = S0(q0) +

q′′∫

q0

p · dq +

t′′∫

t′

H(q0, p(q0, t), t) dt. (2.6)

Para nossos propósitos, esta forma é mais adequada do que as equações (2.5).

2.2 Função de Onda Semiclássica

No limite semiclássico da mecânica quântica esperamos que as influências de uma

hamiltoniana caótica sobre um sistema quântico possam ser aparentes. Quando

se diz do limite semiclássico, procuramos enfatizar comportamentos clássicos que

são substratos do comportamento quântico, esse limite deve ser considerado como

tomando a constante de Planck reduzida, ~, muito menor que ações t́ıpicas do sis-

tema clássico.

Suponhamos que a função de onda quântica num instante de tempo inicial, t,



2.2 Função de Onda Semiclássica 57

possa ser caracterizada por uma fase e uma amplitude, ou seja,

ψ(q, t) = A(q, t) e
i
~S(q,t). (2.7)

Esta equação pode ser encarada como uma solução genúına da equação de Schrö-

dinger. Portanto, colocando essa função nesta equação, calculando as derivadas

parciais e re-arrumando os termos em ordem de potências de ~, obtemos
[
∂S

∂t
+

1

2m

(
∂S

∂q

)2

+V (q, t)

]
−i~

[
∂A

∂t
+

1

m

∂A

∂q
· ∂S
∂q

+
A

2m

∂2S

∂q2

]
− ~2

2m

∂2A

∂q2
= 0. (2.8)

No limite ~ → 0, o último termo de potência ~2 pode ser desprezado. O primeiro

termo é reconhecido como a equação de Hamilton-Jacobi (2.1). O termo em ordem

de ~1 é uma equação que pode ser transformada numa equação de transporte para a

densidade de probabilidade |A(q, t)|2, basta que multipliquemos este termo por A∗

e somemos o resultado obtido com seu complexo conjugado, assim obtendo

∂

∂t
|A(q, t)|2 +

1

m

∂

∂q
·
(
∂S

∂q
|A(q, t)|2

)
= 0. (2.9)

Para resolvermos o problema da propagação de uma função de onda semiclássica

devemos então resolver as duas equações mencionadas no parágrafo anterior. A

equação de Hamilton-Jacobi está resolvida na seção 2.1.2. A equação (2.9), como

dito, é uma equação de transporte com a densidade de probabilidade dada por

ρ(q, t) = |A(q, t)|2 e a corrente j := 1
m
∂S
∂q
ρ. Podemos obter sua solução diretamente

considerando uma dinâmica de probabilidade governada pela mudança de variáveis

(q′, t′) → (q′′, t′′) que corresponde à evolução temporal hamiltoniana. Ou seja,

ρ(q′′, t′′) =

∫
δ(q′′ − q′(t′, t′′, q′′)) δ(t′′ − t′) ρ(q′, t′) dt′dq′,

que é equivalente a ρ(q′′, t′′)dq′′ = ρ(q′, t′)dq′. Este processo de obtenção da solução

para a densidade de probabilidade está descrito em [24, 89]. Ainda, se escrevermos

que ρ(q, t) = |A(q, t)|2, obtemos a solução para a função A(q, t):

A(q′′, t′′) = A(q′, t′)

∣∣∣∣det
∂q′

∂q′′

∣∣∣∣
1
2

. (2.10)
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Com as equações (2.10) e (2.1) resolvemos completamente a propagação semi-

clássica da função de onda (2.7) como uma aproximação com correções em termos

da ordem de ~2.

2.2.1 Fase Estacionária e Representação de Momentos

O método da fase estacionária consiste em obter soluções assintóticas para in-

tegrais do tipo

I := lim
ω→∞

b∫

a

f(z) eiωφ(z)dz.

Nesse limite, o integrando é altamente oscilatório e pequenas variações de φ(z) provo-

cam grandes variações no integrando. As contribuições das oscilações são canceladas,

por um lado, devido à simetria de paridade das funções oscilatórias e por outro, por

causa da finura dessas oscilações. As únicas contribuições relevantes para a integral

são aquelas calculadas no entorno de um ponto onde a fase seja estacionária, isto é,

φ′(z) = 0. Ao redor de um ponto z0 que satisfaça essa condição, dito ponto de fase

estacionária, a fase φ(z) varia lentamente. Portanto, aproximamos a integral por

I ≈
n∑

i=1

eiω φ(zi
0)

b∫

a

f(z) eiω φ
′′(zi

0)(z−zi
0)2dz,

onde a > zi0 > b são o n pontos satisfazendo φ′(zi0) = 0. Se além disso pudermos

contar com o bom comportamento de f(z) na vizinhança dos pontos zi0, esta função

pode ser avaliada apenas nestes pontos e retirada da integral, tornando o integrando

uma gaussiana complexa, que pode ser realizada pelas regras do apêndice A. Mais

detalhes sobre este método e suas aplicações em mecânica semiclássica estão muito

bem descritos em [58].

Em mecânica quântica, a transformada de Fourier faz o tráfego entre as repre-

sentações de momentos e coordenadas; no caso clássico, as ações em coordenadas e

em momentos são ligadas por uma transformada de Legendre. Não é surpresa que
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num limite semiclássico essas duas transformadas estejam intimamente relacionadas,

nesta seção mostraremos que essa relação se revela por meio do método da fase

estacionária.

A transformada de Fourier de uma função de onda semiclássica na representação

de coordenadas, ψ(q′, t′), escrita na forma (2.7) é dada por meio da equação abaixo:

ψ̃(p, t′) =

(
1

2π~

)n
2

+∞∫

−∞

A(q′, t′) e
i
h
S(q′,t′)− i

h
p·q′ dq′. (2.11)

No limite ~ → 0, esta integral pode ser resolvida pelo método descrito: a con-

tribuição predominante vem dos pontos que são solução da equação

∂

∂q′
[S(q′, t′) − p · q′] = 0, (2.12)

tendo em vista a equação que define S(q′, t′), eq. (2.2), obtemos, pela regra de

derivação de Leibniz, a condição p(q′) = ∂S
∂q

∣∣
q=q′

=: p′. Isto indica que o ponto de

fase estacionária é o ponto q′ sobre a variedade lagrangiana p(q). Se p for uma função

uńıvoca de q′, esta relação pode ser invertida encontrado o ponto de fase estacionária

dado por q′ = q(p′). Ou seja, a integral em dq′ que tem p como um parâmetro (para

cada p no lado esquerdo da eq. (2.11), temos um ponto q = q(p′) no lado direito) e

pode ser aproximada por uma integral gaussiana com a fase aproximada em Taylor,

até segunda ordem, em torno do ponto de fase estacionária, assim,

S(q′, t′) − p · q′ ≈ S(q′, t′) +
1

2

∂2S

∂q2

∣∣∣∣
q=q(p′)

(q′ − q(p′))
2 − p′ · q(p′).

Como os pontos de fase estacionária são os únicos pontos relevantes para a

integral, o único valor da função A(q′, t′) que também contribuirá é A(q′ = q(p′), t′),

assim a integral se torna

ψ̃(p, t′) = A(q(p′), t′) e[
i
h
S(q(p′),t′)−p·q(p′)]

+∞∫

−∞

dq′ e
i

2h
(q′−q(p′))2 ∂2S

∂q2

∣∣∣
q=q(p′).
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Levando em conta as regras de integração do Apêndice A e o fato de que ∂2S
∂q2

= ∂p
∂q

,

então a última integral rende o seguinte resultado:

ψ(p′, t′) = A(p′, t′) e
i
h
S̃(p′,t′)+ iπ

4
Sn

(
∂p′
∂q′

)
, (2.13)

com

A(p′, t′) := A(q′, t′)

∣∣∣∣det
∂p′

∂q′

∣∣∣∣
− 1

2

, (2.14)

o que mostra que a amplitude em momentos não é nada além do que uma solução

de uma equação de transporte idêntica à encontrada na equação (2.10).

A fase da exponencial em (2.13) é a transformada de Legendre da ação em

coordenadas: isto demonstra a união entre transformadas de Fourier quânticas e de

Legendre clássicas no limite semiclássico.

2.2.2 Cáusticas e Índices de Maslov

A resolução das equações semiclássicas para ψ(q, t) não levou em consideração

a possibilidade de existirem cáusticas no espaço de fase, nesta seção mostraremos

como incluir estes elementos na teoria WKB e ainda reescrever a função de onda

semiclássica final para o caso geral.

Vamos analisar o caso de uma função de onda semiclássica apoiada em uma

variedade lagrangiana sem cáusticas que pela evolução hamiltoniana se torna uma

variedade com estas singularidades. Suporemos que as cáusticas de momento e

posição não coincidam pontualmente, caso contrário, a demonstração da fórmula

final WKB incluindo cáusticas ainda é posśıvel, só demanda um pouco mais de tra-

balho técnico que consiste em determinar uma representação mista de q e p ausente

de cáusticas[52], neste caso o leitor interessado pode procurar essa demonstração no

livro de V.P. Maslov e M.V. Fedoriuk[58].

Nas cáusticas, a amplitude da função de onda semiclássica da eq. (2.10) diverge,

pois que, nestes pontos det (∂q′/∂q′′) → ∞, tal como ∂p′′

∂q′′ , porém, a função de onda
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na representação de momentos deve ser cont́ınua, já que na região das cáusticas de

posição não existem cáusticas de momento. O método utilizado para obtenção do

ı́ndice de Maslov4 que é o objeto necessário para unir os ramos das funções de onda

quando a variedade lagrangiana atravessa uma cáustica será descrito abaixo e pode

ser acompanhado no diagrama da figura 2.3.

ψ(q′, t′) = A′ e
i
~S

′ WKB−−−→
∆t

ψ(q′′, t′′) =
∑
ν

A′′
ν e

i
h
S′′

ν − iπ
2
µν

T.F.

yF.E. T.F.

xF.E.

ψ̃(p′, t′) = Ã′ e
i
~ S̃

′+ iπ
4

Sn
(

∂p′
∂q′

)
WKB−−−→
∆t

ψ̃(p′′, t′′) = Ã′′ e
i
h
S̃′′

Figura 2.3: Diagrama esquemático do processo de obtenção do ı́ndice de Maslov. Uti-
lizamos as abreviações T.F. para transformada de Fourier, F.E. para fase estacionária. A
sigla WKB indica que o estado foi evolúıdo por meio de uma dinâmica de mesmo nome
por um intervalo de tempo ∆t = t′′ − t′.

1. Inicialmente começamos na representação de coordenadas correspondente à

variedade inicial em t = t′. Como a variedade inicial não possui cáusticas, a

função de onda é descrita por um único ramo, eq. (2.7).

2. Mudamos a representação da função de onda para a de momento utilizando

uma transformada de Fourier e realizamos a integral por meio de uma fase

estacionária, como descrito na seção 2.2.1, obtendo a função de onda (2.13).

3. A variedade evolúıda possui cáusticas de posição, mas não apresenta cáusticas

de momento em seu entorno, por isto, nesta região, a evolução WKB de ψ̃(p′, t′)

4O Método aqui descrito só difere do método apresentado em [52] pela representação inicial
escolhida, lá a função inicial se encontra na representação de momentos, enquanto aqui ela estará
em coordenadas. Optamos por um método distinto devido à conveniência para nossos resultados.
Cabe enfatizar que no artigo [52] um erro tipográfico no exemplo final do artigo acarreta algumas
confusões com respeito à obtenção do ı́ndice de Maslov.
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gera a função

ψ̃(p′′, t′′) = Ã(p′′, t′′) e
i
h
S̃(p′′,t′′)+ iπ

4
Sn

(
∂p′
∂q′

)

onde

Ã(p′′, t′′) = Ã(p′, t′)

∣∣∣∣det
∂p′

∂p′′

∣∣∣∣
1
2

e S̃(p′′, t′′) = S(p′, t′) −
∫

Γ

(p · dq +H dt).

4. Para transformar a função evolúıda de momentos para coordenadas, realizamos

mais uma transformada de Fourier inversa, sendo que agora, a presença da

cáustica determina mais de um ponto de fase estacionária:

A transformada de Fourier é escrita como

ψ(q′′, t′′) =

(
1

2π~

)n
2

e
iπ
4

Sn
(

∂p′
∂q′

) +∞∫

−∞

ψ̃(p′′, t′′) e
i
h
p′′·q′′ dp′′.

A condição de fase estacionária,

∂

∂p′′

[
S̃(p′′, t′′) + p′′ · q′′

]
= 0,

gera a função q′′ = − ∂S̃
∂p′′

que pela regra de derivação de Leibniz dá q′′ = q(p′′).

Como estamos em uma região onde há presença de cáusticas e por isso mais

de um ramo, obtemos que os pontos de fase estacionária são denominados

p′′ν := p(q′′ν ), onde o valor máximo de ν é o número de pontos estacionários.

Expandimos a fase em série de Taylor em torno destes pontos e consideramos

que a amplitude é constante em torno destes, de modo que Ã(p′′, t′′) = Ã(p′′ν , t
′′)

pode ser retirado da integral. Realizando a integração segundo o critério do

apêndice A, obtemos a função de onda

ψ(q′′, t′′) =
∑

ν

Aν(q
′′, t′′) e

i
h
Sν(q′′,t′′)− iπ

2
µν , (2.15)

onde

µν :=
1

2

[
Sn

(
∂q′′

∂p′′

)∣∣∣∣
p=pν

− Sn

(
∂p′

∂q′

)]
.
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O ı́ndice de Maslov é a denominação de

∆µ := µν+1 − µν = Sn

(
∂q′′

∂p′′

)∣∣∣∣
p=pν+1

− Sn

(
∂q′′

∂p′′

)∣∣∣∣
p=pν

e considera apenas a variação dos ı́ndices µν , ou a defasagem entre os dois ramos,

ao se atravessar uma cáustica. Um modo de obter diretamente o ı́ndice de Maslov é

considerá-lo não como uma função da variedade lagrangiana, mas sim, como função

das trajetórias e nesse caso, o ı́ndice µν é chamada de ı́ndice de Morse. Littlejohn

em [52] mostra como calcular o ı́ndice de Morse. De certo, há alguma confusão na

literatura com a nomeação destes ı́ndices.

2.3 Propagação Linear de Gaussianas

A teoria WKB dependente do tempo descrita nas seções anteriores servirá para

propagar um pacote gaussiano apoiado numa superf́ıcie lagrangiana no espaço de

fase, i.e., cuja a fase esteja relacionada com uma variedade p(q) por meio de (2.2).

A estrutura semiclássica de propagação de um estado gaussiano, surpreenden-

temente, nunca havia sido estudada. Uma razão, ao menos, óbvia para isso é a

natural e direta associação de estados coerentes do oscilador harmônico com as

elipses do espaço de fase do oscilador clássico: este estado quando evolúıdo pela

dinâmica de um oscilador quântico, tem seus centros, de momento e coordenadas,

movimentando-se sobre os toros clássicos[4, 71].

2.3.1 Evolução Quântica

Na seção 1.4.2, definimos os estados coerentes gerais, apresentaremos aqui dois

casos particulares destes estados que usaremos explicitamente nesta seção.

Um estado coerente redondo localizado na origem do espaço de fase é descrito

pela equação (1.71) com W = In, cf. eq. (1.77):

ψ(q, t = t0) := 〈q|0〉 =
(

1
2π∆q2

)1
4
exp
(
− q2

4∆q2

)
, (2.16)
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com largura igual a ∆q =
√

~/2. Como já dito, este estado é o estado fundamental

de um oscilador harmônico com massa e frequência unitárias. Neste sistema de

unidades, este pacote é dito redondo, pois que, garantido pelo prinćıpio de incerteza

de Heisenberg ∆p = ∆q.

A denominação “redondo” é um tanto patológica para o estado coerente, já

que p e q possuem unidades distintas; a melhor definição que podeŕıamos dar para

esta nomenclatura seria a de que um pacote gaussiano redondo é aquele que possui

dispersões da ordem de
√

~ em comparação com escalas clássicas, ambas da ordem

de ~0, ou seja, ∆p ∼ ∆q ∼
√

~. Quando tratarmos do exemplo não-linear, veremos

que a associação do estado quântico a uma variedade do espaço de fase clássico

implica num redimensionamento do sistema e, consequentemente, a definição para

este termo se torna mais consistente, cf. seção 2.4.

A evolução temporal segundo a dinâmica do oscilador harmônico desse estado

pode ser descrita pela ação de um operador metaplético associado a matriz simplética

de rotação Sωt em (1.11), assim, de (1.79) com ξ = 0, obtemos

〈q|M̂Sωt|0〉 =
(

1
2π∆q2

)1
4
exp
(
− q2

4∆q2
− iωτ

2

)
, (2.17)

e único efeito de uma rotação num pacote coerente redondo na origem é a adição de

uma fase correspondente ao ângulo de rotação ωτ .

Consideramos, também, a rotação de um estado esticado no espaço de fase.

Este estado pode ser representado por um operador metaplético, associado a matriz

Ss em (1.11), aplicado a um estado coerente redondo e, de acordo com (1.79) com

ξ = 0, temos que

〈q|M̂Ss|0〉 =
(

1
2π∆q2s

)1
4
exp
(
− q2

4∆q2s

)
com ∆qs =

√
~
2s
, ∆ps =

√
~s
2
. (2.18)

A evolução de (2.18) será calculada como 〈q|M̂Srs|0〉, onde a matriz simplética

Srs := SωtSs é a composição de uma transformação canônica de esticamento seguida

de uma rotação, ambas as matrizes estão descritas em (1.11). De acordo com (1.79)
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com ξ = 0, então, escrevemos

〈q|M̂Srs|0〉 =
(

1
π~

)1
4 1√

s−
1
2 cosωτ+is

1
2 sinωτ

exp
[
− q2

2~

(
s

1
2 cosωτ+is−

1
2 sinωτ

s−
1
2 cosωτ+is

1
2 sinωτ

)]
. (2.19)

2.3.2 Propagação WKB de Estados Coerentes

Considerando o estado coerente circular, eq. (2.16), apoiado na variedade la-

grangiana p(q) = 0, sua evolução por meio de um oscilador harmônico via método

WKB pode ser calculada de acordo com as regras apresentadas nas seções prece-

dentes. Sob a forma WKB, podemos identificar

A(q′, t′) =
(

1
2π∆q2

)1
4
exp
(
− q′2

4∆q2

)
e S(q′, t′) = 0. (2.20)

A variedade lagrangiana associada a este estado é tomada como p0 = 0 e a dinâmica

hamiltoniana é dada por Sωt em (1.11).

Para a evolução da fase, primeiramente notamos que S(q′, t′) = 0 na equação

acima, garante que S0(q0) = 0 em (2.2), pois, que p′ = p0 = 0. Integramos a equação

(2.6) sob estas condições e encontramos que

S(q′′, t′′) = −tgω(t′′ − t′) q′′2. (2.21)

A amplitude final é calculada por meio de (2.10), ou seja,

∂q′

∂q′′
= 1

cosω(t′′−t′) ⇒ A(q′′, t′′) =
(

1
2π∆q2

)1
4
exp
(
− q′2

4∆q2

) ∣∣∣ 1
cosω(t′′−t′)

∣∣∣
1
2
. (2.22)

Identificando agora q′′ com q e t′′ − t′ com t, obtemos,

ψ(q, t) =
(

1
π~ cos2ωt

)1
4 exp

(
− q2

2~ cos2 ωt
− i

2~tg ωt q2
)
. (2.23)

Este estado WKB difere consideravelmente do estado quântico (2.17). Observe a

figura 2.4, na qual desenhamos os gráficos da parte real e imaginária das funções de

onda das equações (2.17) e (2.23).

O método WKB aqui descrito falha para a propagação de um pacote coerente

redondo, dois fatos são responsáveis por essa discrepância: a simetria de rotação em



2.3 Propagação Linear de Gaussianas 66

q

Re[ (q,t)]ψ

q

Im[ (q,t)]ψ

Figura 2.4: Funções de onda quântica e WKB para o pacote coerente redondo sob
dinâmica do oscilador harmônico. O gráfico esquerdo (direito) corresponde à parte real
(imaginária) das funções de onda WKB (linha pontilhada) e quântica (linha cont́ınua).
Nesta figura usamos os parâmetros com valores numéricos ~ = 0.0128, ωt = π

3 .

torno da origem do pacote impede que o associemos à variedade lagrangiana p0 = 0

que supostamente o apoiaria e a aproximação realizada na eq. (2.8) não é leǵıtima,

isto é, para o estado coerente, o termo de ordem ~2 não pode ser desprezado, pois

que,

lim
~→0

~2

2m

∂2A

∂q2
6= 0. (2.24)

O método correto para propagar tal pacote seria o WKB complexo que considera o

estado inicial apoiado em um a variedade complexa[59].

A t́ıtulo de curiosidade, a não anulação do terceiro termo em (2.8) é responsável

pela não-localidade do potencial quântico na interpretação de Bohm-de Broglie da

mecânica quântica[4].

2.3.3 Propagação WKB de Pacotes Esticados

A simetria do pacote circular na origem torna sua associação com uma variedade

lagrangiana dúbia. Um pacote esticado ao longo do eixo de posição quebra essa

simetria e a associação de uma variedade lagrangiana p0 = 0 torna-se mais natural.

A propagação WKB dependente do tempo do estado (2.18) segue a mesma
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receita do estado redondo, rendendo um resultado muito parecido com (2.23):

ψ(q, t) =
(

1
2π∆q2s cos2ωt

)1
4
exp
(
− q2

4∆q2s cos2ωt
− i

2~tg ωt q2
)

com ∆qs =

√
~
2s
. (2.25)

Como no caso do pacote circular, a equação (2.25) também difere consideravel-

mente da propagação quântica em (2.19), porém, esta pode ser reescrita:

〈q|M̂Srs|0〉=

(
1

2π∆q2
s cos2ωt

)1
4 1√

1 + is tg ωt
×

× exp
[
− q2

4∆q2s cos2ωt

(
1 − s2tg2ωt

1+s2tg2ωt

)
− i q

2

2~ tgωt
(
1 − s2+s2tg2ωt

1+s2tg2ωt

)]
. (2.26)

Observamos que nos limites em que ~ → 0 e s� 1, a largura ∆qs do pacote é finita

e os termos em ordem s2 na equação acima podem ser desprezados, de modo que

〈q|M̂Srs|0〉
s�1−→ ψ(q, t) em (2.25).

Na figura 2.5 apresentamos quatro gráficos mostrando que a parte real da função

de onda (2.26) converge para a parte real de (2.25) no limite s � 1. Mantendo ~

constante, diminúımos s e consequentemente aumentamos ∆qs. Para o gráfico (a)

temos que s = 1 e ∆qs = 0.08, para (b) s = 0.5 e ∆qs = 0.11, em (c) s = 0.25 e

∆qs = 0.16 e em (d) s = 0.00625 e ∆qs = 0.32.

Para entender a convergência da função de onda (2.26) na (2.25) como função

do parâmetro de esticamento, reescrevemos (2.26) da seguinte forma :

〈q|M̂Srs|0〉 = ψ
wkb

(q, t)E(q,~, s),

onde ψ
wkb

(q, t) se refere à equação (2.25) e

E(q,~, s) =
1√

1 + is tg ωt
e

q2

4∆q2 cos2ωt

(
s2tg2ωt

1+s2tg2ωt

)
+i q2

2~ tgωt

(
s2+s2tg2ωt

1+s2tg2ωt

)

.

Como já observado a cerca da eq. (2.26), esta função tende a um no limite s� 1. Na

figura 2.6 desenhamos a fase (gráfico (a)) e a amplitude (gráfico (b)) desta função

para os valores 1, 0.1, 0.01, 0.001 de s e para ~ = 0.0128. Note que no gráfico (b)

as linhas correspondentes a s = 0.01 e s = 0.001 coincidem, enquanto que para a
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Figura 2.5: Partes reais das funções de onda quântica (linha cont́ınua) e WKB (linha
pontilhada) para pacotes coerentes esticados sob dinâmica do oscilador harmônico. Nesta
figura usamos os parâmetros com valores numéricos ~ = 0.0128, ωt = π

3 ; (a) s = 1; (b)
s = 0.5; (c) s = 0.25; (d) s = 0.0625.
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Figura 2.6: Função correspondente ao erro da aproximação da função de onda WKB
pela função de onda quântica para os valores do parâmetro de esticamento mostrados nos
gráficos. O gráfico (a) corresponde à fase da função e o (b) à amplitude. Nesta figura,
~ = 0.0128, ωt = π

3 .
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fase isto não acontece, indicando que a fase converge mais lentamente com respeito

à variação de s quando comparada com a amplitude.

Outra quantidade importante para analisar a convergência das duas funções de

onda é o produto escalar entre elas. Calculando P (s) := 〈ψ
wkb

|M̂Srs|0〉, obtemos que

P (s) =

+∞∫

−∞

∣∣ψ
wkb

(q, t)
∣∣2 E∗(q,~, s) dq =

[
1 − i

s

2
tgωt

]− 1
2
.

Esta função só depende de s e no limite s � 1 tende para um, confirmando que

neste limite as funções de onda convergem. No plano complexo, observamos o com-

portamento deste produto escalar na figura 2.7.
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Figura 2.7: Produto escalar entre as funções de onda WKB e quântica como função do
parâmetro de esticamento s. A variação de s corresponde ao intervalo (0, 1) e é mostrada
nos eixos superior e esquerdo do gráfico. Nesta figura, ~ = 0.0128, ωt = π

3 .

E por fim, o limite (2.24) é modificado para

lim
~,s→0

~2

2m

∂2A

∂q2
= 0,
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e o terceiro termo da eq. (2.8) é de fato despreźıvel. Neste limite, a associação do

pacote com a variedade lagrangiana p0 = 0 é leǵıtima e o pacote pode ser propagado

pelo método WKB.

2.4 Propagação Não-Linear de Pacotes Gaussianos

Tudo o que foi apresentado até aqui corresponde à propagação de estados gaus-

sianos sob a dinâmica linear do oscilador harmônico, nesta seção apresentaremos

os resultados do método WKB para o caso de um oscilador harmônico chutado

(OHC), ou seja, para um sistema cuja hamiltoniana gera equações de movimento

não-lineares.

2.4.1 Propagação WKB do Pacote Circular

Propagaremos agora um pacote coerente via WKB sob a dinâmica o OHC,

porém, antes, vamos definir o que chamamos de pacote circular ou redondo com

relação a este sistema. A mudança de variáveis que realizamos no sistema não-

linear (1.92) altera as larguras do estado coerente dado em (2.16) para5

∆q =
1

k

√
~ef
2

e ∆p =
mω

k

√
~ef
2

com ∆q∆p =
~
2
,

ou seja, mantemos o principio da incerteza, porém reescalamos as larguras do pacote

coerente; atribuir o eṕıteto redondo ao pacote, neste contexto, se torna mais razoável,

já que agora, levamos em consideração as dimensões caracteŕısticas do sistema e,

assim, podemos utilizar a mesma definição para pacote redondo já comentada na

seção 1.4.2.

Consideremos um estado inicial coerente redondo dado pela equação (2.16)

apoiado na variedade lagrangiana p = 0, a propagação WKB deste estado é realizada

de acordo com os métodos descritos na seção 2.2.

5Apenas na equação que segue, fazemos a distinção entre ~ e ~ef . Após, voltamos a utilizar ~
denotando a quantidade efetiva.
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A variedade evolúıda é obtida propagando-se a variedade inicial, p = 0, por

meio do mapa clássico (1.94). Na figura 2.8, mostramos quatro variedades, cada

uma correspondendo ao número de aplicações do mapa do OHC na reta p = 0: a

linha vermelha representa a evolução de p = 0 por uma aplicação do mapa OHC,

enquanto a azul corresponde a duas aplicações, a verde a três e a violeta a quatro;

a linha cinza representa a variedade instável do OHC da figura 1.2.

-2,5 -2,0 -1,5 -1,0 -0,5 0,0

0,0

0,5

1,0

1,5

2,0

p

q

Figura 2.8: Evolução da variedade lagrangiana inicial p = 0 de um até quatro aplicações
do mapa OHC. As linhas verde, marrom, azul, violeta correspondem ao tempo de evolução
t = 1, 2, 3 e 4 respectivamente, ou seja, ao número de aplicações do mapa do OHC em
p = 0. A linha cinza representa a variedade instável do OHC.

A fase é obtida pela solução da equação de Hamilton-Jacobi dada em (2.6), como

se trata de um sistema não-linear, devemos apelar para os métodos numéricos: a

primeira integral em (2.6) deve ser discretizada ao longo das variedades da figura

2.8 e somadas do ponto de referência q0 = 0 (escolhido por se tratar de um ponto
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fixo do mapa) até o ponto q no qual desejamos calcular a ação ou a função de onda

evolúıda.

Para uma única aplicação do mapa OHC, realizamos a integração sobre a va-

riedade violeta da figura 2.8. A integral no tempo de (2.6) é calculada diretamente

da hamiltoniana do OHC e seu resultado é

t∫

0

H(q0, p(q0, t
′), t′) dt′ = K t,

já que (q0, p0) = (0, 0) é um ponto fixo do mapa. O resultado para o cômputo

numérico da ação (2.6) para uma evolução do mapa do OHC é mostrado no gráfico

da figura 2.9.
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0,00
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S(
q,
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q

Figura 2.9: Fase do pacote circular propagado via WKB (ćırculos) e via TRF (linha
cont́ınua) sob a dinâmica do OHC para t = 1, ~ = 0.0128 e ωt = π/3.
A linha pontilhada corresponde também à fase WKB, porém, calculada pela inte-
gração numérica de (2.6). No interlúdio da p. 73 explicamos com mais detalhes as
disntinções entres as fases WKB mostradas.

Amplitude da função de onda propagada é encontrada de acordo com a eq. (2.10).

O jacobiano presente nesta equação é calculado construindo a função q(t, q(t = 0))

— que não é nada além do que evolução da variedade configuracional p = 0 para
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uma aplicação do mapa do OHC. Um gráfico desta variedade está na figura 2.10

e o gráfico da amplitude final está mostrado na figura (c) de 2.11. Os pontos de

cáusticas correspondem aos pontos onde ∂
∂q
q(t, q(t = 0)) = 0 da figura 2.10.
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Figura 2.10: Variedade configuracional evolúıda pela dinâmica do OHC para t = 1 e
ωt = π/3.

Mostramos na figura 2.11 algumas das caracteŕısticas da função de onda WKB

comparadas com as da evolução quântica. No gráfico (a), temos a parte real das

funções de onda; em (b), a parte imaginária; em (c), mostramos a amplitude, ou

seja, o módulo da função de onda; em (d) encontramos a derivada do argumento

da função de onda6 multiplicada por ~, para a função WKB que é escrita na forma

(2.7), isto se resume a ∂S
∂q

que é a linha violeta da fig. 2.8.

Nessa figura, observamos a discordância entre o resultado WKB e a propagação

quântica do OHC que também ocorre no caso da propagação do mesmo pacote sob

a dinâmica linear do oscilador harmônico. O motivo da discrepância coincide em

parte com os apresentados na seção 2.3.2 e serão analisados na próxima seção.

6Para o caso da função de onda quântica, como se trata de uma função complexa, podemos
escrevê-la na forma polar: ψ(q, t) = |ψ(q, t)| exp(iArg [ψ(q, t)]).
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Figura 2.11: Evolução WKB (pontos) de um pacote coerente circular pela dinâmica do
OHC comparada com a evolução quântica (linha). (a) parte real das funções de onda,
(b) parte imaginária, (c) amplitude, (d) derivada do argumento das funções de onda. Os
parâmetros têm valores: ~ = 0.0128, ωt = π/3 e t = 1.

Interlúdio

Antes de prosseguirmos, faz-se necessário alguns comentários sobre detalhes dos

resultados até aqui obtidos.

A função de onda WKB na forma geral (2.15) é a forma correta de uma função

semiclássica sempre que nas variedades envolvidas no problema existam cáusticas.

No caso da dinâmica do oscilador harmônico chutado aplicado à variedade inicial

p = 0, existe um número infinito delas que decorrem da caracteŕıstica caótica do

sistema: estas são provindas das dobras da variedade instável por sobre estável,

formando a denominada figura homocĺınica. Sob esta ótica, nesta variedade, oca-

sionalmente, podemos encontrar um ponto onde ∂p
∂q

= 0, ou seja, uma cáustica. A

razão de não utilizarmos a equação (2.15), é fruto do comportamento da amplitude
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WKB desse sistema, i.e., no gráfico 2.11(c) percebe-se que a amplitude se aproxima

rapidamente de zero antes mesmo da primeira cáustica — assinalada na figura 1.2;

numericamente, nos pontos |q| = 1.5 a amplitude é da ordem de 10−9. Adiante

trataremos casos onde a amplitude não pode ser ignorada na região das primeiras

cáusticas e, decerto, utilizaremos a forma correta da função de onda WKB.

Sobre o aspecto de alguns gráficos até aqui apresentados, e que ainda aparecerão,

devem-se destacar algumas peculiaridades.

Nos gráficos que envolvem as fases das funções de onda, p.ex. 2.9, são obser-

vadas descontinuidades. Este percalço é creditado às debilidades inerentes ao cálculo

numérico, assim como na figura 2.11(d), observamos oscilações abruptas na derivada

da fase da função de onda quântica. O primeiro caso deve-se ao comportamento de-

scont́ınuo da função intŕınseca do compilador FORTRAN, DATAN2(y,x), que corre-

sponde ao arco-tangente de um ângulo; nos pontos onde há descontinuidade, a parte

imaginária da função de onda muda de sinal e a função do compilador também; o se-

gundo caso refere-se a denominadores pequenos que acarretam algumas divergências

no cálculo de derivadas numéricas. Ao longo desse texto, inadvertidamente, essas

situações se repetirão.

Um último comentário cabe ao gráfico da fase do pacote circular, figura 2.9.

Neste gráfico a linha pontilhada corresponde à fase WKB (2.6), o processo de

obtenção desta curva está explicado em sua legenda. A curva com linha cont́ınua re-

presenta a fase da função de onda quântica obtida numericamente como ~ Arg [ψ(q, t)].

E a curva representada pelos ćırculos é, também, a fase WKB, porém, obtida como

no caso quântico, ou seja, depois de construir a função de onda WKB (2.7), extráımos

a fase utilizando Arg [ψ(q, t)]. A função Arg [ψ(q, t)] é representada numericamente

pela já comentada função intŕınseca do compilador.

A diferença entre as duas curvas obtidas para a fase WKB, a qual se mostra no

gráfico 2.12, é uma constante de valor ∆S1 = 2.01062 no intervalo q ∈ (−1, 1); fora
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desse intervalo, recáımos no problema da descontinuidade da função DATAN2(y,x)

comentado no parágrafo anterior; os dois patamares inferiores têm valor ∆S2 =

1.93019; depois dos pontos |q| ≈ 2.28, obtemos novamente a diferença de 2.01062

até a cáustica, onde esta casualmente explode.
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Figura 2.12: Diferença numérica das fases WKB de um pacote gaussiano de acordo com
o processo numérico escolhido para o cálculo da fase na figura 2.9.

Cabe observar que a diferença constante entre as fases WKB em nada muda o

comportamento da função de onda, pois que acarreta uma multiplicidade de 2π no

argumento da exponencial, ou seja, explicitamente temos que

∆S

~
:=

1

~
|(S(q)− ~ Arg [ψ(q, t)]| = 2πN, N ∈ N,

substituindo os valores de ∆S1 e ∆S2, temos que N1 = 25 e N2 = 24.

2.4.2 Propagação WKB do Pacote Esticado

Vamos realizar agora a propagação WKB de um estado esticado do tipo da

equação (2.18). A evolução da variedade de suporte, p = 0, é mostrada na figura

2.8. A integração da fase procede tal qual a do pacote redondo e para uma evolução

do mapa do OHC, o gráfico desta fase é mesmo que o da figura 2.9, porém, a fase da
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função de onda quântica é alterada pela forma do pacote. Na figura 2.13, mostramos

as fases para um pacote de largura ∆q = 0.4, onde usamos que s = 0.04.
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Figura 2.13: Fase do pacote esticado propagado via WKB (linha pontilhada e ćırculos) e
TRF (linha cont́ınua) sob a dinâmica do OHC para t = 1, ~ = 0.0128, s = 0.04, ∆q = 0.4
e ωt = π/3. A diferença entre as duas curvas que representam a fase WKB é devida ao
processo numérico de cálculo, vide p.73.

A amplitude também é calculada como no caso do pacote circular, novamente

utilizamos a função q(t, q(t = 0)) mostrada na figura 2.10. Para o pacote coerente

esticado sintetizamos os resultados na figura 2.14.

Observando os gráficos relativos ao pacote esticado, podemos notar claramente

a necessidade de utilizarmos o método WKB para mais de um ramo, eq. (2.15), a

função de onda de um único ramo não é suficiente para que atravessemos as cáusticas.

Porém, esta condição ainda não afeta o resultado na região entre cáusticas devido

ao tamanho do pacote, ou seja, a amplitude no segundo ramo da função de onda

ainda possui valores muito baixos comparados com a contribuição da amplitude no

primeiro ramo.
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Figura 2.14: Evolução WKB (ćırculos) pela dinâmica do OHC de um pacote coerente
esticado comparada com a evolução quântica (linha). (a) parte real das funções de onda,
(b) parte imaginária, (c) amplitude, (d) derivada do argumento das funções de onda. Os
parâmetros têm valores: ~ = 0.0128, s = 0.04, ωt = π/3 e t = 1.

2.5 Transição Quântico-Semiclássico

Tudo o que fizemos até agora garante que o método WKB falha para pacotes

circulares, tanto para dinâmicas lineares, quanto para as não-lineares. E ainda,

observamos que para um pacote esticado este método tem eficiência garantida.

Se pensarmos no esticamento como fruto de uma dinâmica hiperbólica, um pa-

cote posicionado ao longo da variedade instável de um ponto fixo hiperbólico esticará

ao longo dessa variedade e encolherá ao longo da variedade estável. Essa dinâmica,

por exemplo, pode ser obtida por meio do OHC e um pacote coerente redondo locali-

zado na origem do espaço de fase. Vamos mostrar que o esticamento produzido pela

variedade instável leva o pacote coerente redondo em um pacote semiclássico WKB,
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i.e., um pacote ao qual podemos associar uma variedade lagrangiana no espaço de

fase.

2.5.1 Aspectos Semiclássicos da Evolução Quântica

A evolução quântica para um pacote coerente circular é calculada numericamente

aplicando-no o propagador quântico do OHC sucessivamente, ou seja, utilizamos a

equação (1.97) com |ψ(t = 0)〉 dado na representação de coordenadas por (2.16)

para obter iterativamente ψ(q, t = nτ ) com n = 1, 2, 3, ...

Como já realizado, de modo geral, os estados evolúıdos podem ser escritos da

forma:

ψ(q, nτ ) := |ψ(q, nτ )| exp [iφ(q, nτ )] , com φ(q, nτ ) := Arg [ψ(q, t)]. (2.27)

Nos gráficos da figura 2.15, mostramos a derivada da fase (gráfico (b)) e a amplitude

(gráfico (a)) da função de onda ψ(q, nτ ) resultante da aplicação do propagador

quântico do OHC a um pacote inicial coerente e circular de largura ∆q =
√

~/2.

Algumas peculiaridades desta evolução devem ser comentadas:

— O pacote inicial (curva preta) encontra-se sobre a variedade p = 0.

— A amplitude alarga-se nos instantes de tempo posteriores (curvas verde, grená,

azul).

— A derivada da fase em t = 1 (curva verde), que inicialmente se encontrava acima

da variedade do ponto hiperbólico (curva cinza), sofre aparentemente uma

rotação anti-horária após a primeira aplicação do propagador.

— Nos instantes de tempo posteriores, t = 2, 3, a derivada da fase se aproxima da

variedade instável do oscilador (curva cinza).

— Em t = 4 (curva violeta), encontramos oscilações na derivada da fase e na

amplitude, indicando que a cáustica foi atingida.
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Figura 2.15: Amplitude (gráfico (a)) e derivada da fase (gráfico (b)) da evolução quântica
de um pacote coerente circular com largura inicial ∆q = 0.08 e ~ = 0.0128 pela dinâmica
do OHC para t = 0, 1, 2, 3, 4, respectivamente dadas pelas cores preto, verde, grená, azul,
violeta. Mostramos também a variedade instável do oscilador harmônico chutado do ponto
hiperbólico da origem (cinza). Devido à simetria do mapa OHC, limitamo-nos a mostrar
a metade esquerda dos gráficos.

Note que as curvas verdes em (a) e (b) da figura 2.15 correspondem, respecti-

vamente, aos gráficos (c) e (d) da figura 2.11.

Para ressaltar o comportamento da fase da evolução quântica, mostramos na

figura 2.16 as evoluções da variedade p = 0 de uma até quatro aplicações do mapa do

OHC que foram apresentadas na figura 2.8 e comparamo-las com as derivadas das

fases da evolução quântica da função de onda da figura 2.15(b). Pode-se observar

que a derivada da fase em t = 1 (ćırculos verdes) aproxima-se da variedade nos

tempos posteriores, até que em t = 4, a cáustica é atingida e as oscilações aparecem.

Uma condição necessária para a propagação de pacotes pelo método WKB im-

põe que a largura do pacote seja maior que a escala determinada por ~, vide a

referência [22], isto garante a eficiência da aproximação realizada em (2.8). No caso

em estudo, a evolução da amplitude como função do tempo mostra que o pacote

inicial, de largura ∆q =
√

~/2, alarga-se atingindo tamanhos maiores que ~, reveja

no gráfico 2.15(a) e compare as curvas em t = 0, 1, 2, 3. Outro fato determinante

para o método é o estabelecimento de uma variedade lagrangiana de sustentação ao

pacote e nesse caso podemos garantir pelas figuras 2.15(b) e 2.16 que a derivada da
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Figura 2.16: Variedades Lagrangianas p = 0 (linha) evolúıdas pelo mapa OHC (mesmas
da figura 2.8) e derivada da fase (ćırculos) da evolução quântica de um pacote coerente
circular (mesmas da figura 2.15(b)). t = 1: verde, t = 2: grená, t = 3: azul e t = 4:
violeta.

fase, que constitui a principal opção para esta variedade, se aproxima da variedade

instável do oscilador sobre a qual um pacote WKB seria apoiado. Então, conclúımos

que a evolução quântica leva um pacote coerente redondo em um pacote semiclássico,

i.e., um pacote cuja dinâmica pode ser descrita pelo método WKB.

2.5.2 Evolução Semiclássica de Pacotes Circulares

Aqui mostraremos que, de fato, a evolução quântica transforma um pacote

coerente redondo em um pacote semiclássico. Para tanto, iremos evoluir um pacote

coerente redondo sob a dinâmica quântica, como na seção anterior, e em seguida

mostraremos que o pacote resultante dessa aplicação pode ter sua evolução conti-
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nuada pelo método WKB dependente do tempo.

A evolução quântica do pacote coerente circular inicial com largura ∆q0 = 0.08

será realizada numericamente. A função de onda da evolução quântica para t = 1,

ou seja, para uma aplicação do mapa quântico do OHC sob o estado coerente ini-

cial, já foi mostrada na figura 2.11 e de acordo com as conclusões da seção anterior,

descartamos essa possibilidade por não se tratar de um estado que exiba as carac-

teŕısticas necessárias a um estado WKB, vide a figura 2.16. Para t = 2, obtemos

a função de onda dada na figura 2.17, esse pacote tem largura, calculada numeri-

camente ∆q(t = 1) = 0.44 que é da ordem da largura do pacote esticado utilizado

como pacote inicial WKB na figura 2.14.
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Figura 2.17: Função de onda do pacote circular de largura inicial ∆q = 0.08 e ~ = 0.0128
pela dinâmica do OHC para t = 2. (a) parte real e (b) parte imaginária.

Escrevendo a função de onda da figura 2.17 na forma dada na equação (2.27),

extráımos a amplitude, a fase e a superf́ıcie lagrangiana,

A(q, t̃ = 0) := |ψ(q, t = 2)|,

S(q, t̃ = 0) := ~ Arg [ψ(q, t = 2)] e

p(q, t̃ = 0) := ~
∂

∂q
Arg [ψ(q, t = 2)] =

∂S

∂q
, (2.28)

para um pacote WKB do tipo da equação (2.7), onde t̃ se refere ao tempo de

propagação por WKB e t se refere ao tempo de propagação por meio da dinâmica
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quântica. A escolha da equação simplificada (2.7) no lugar da descrição mais com-

pleta dada por meio da equação (2.15) se dá devido ao comportamento das funções

de onda até este instante de tempo: tanto a parte real como a parte imaginária, e

por isto também a amplitude, vão a zero muito antes de atingirmos as cáusticas do

oscilador.

Propagando via WKB o pacote definido pelo conjunto de equações (2.28) por

mais de duas evoluções do mapa OHC, certamente, a cáustica se revelará importante

na descrição do movimento do sistema, ou seja, a amplitude na região da cáustica

será não mas despreźıvel. É imperativo que utilizemos a fórmula (2.15) e para

isto, evolúımos a variedade p(q, 0) do conjunto de equações (2.28) com a aplicação

sucessiva do mapa OHC durante o tempo desejado e, obtendo p(q, t), procuramos

os pontos de cáustica, onde dq
dp

= 0, e realizamos a divisão desta nova variedade em

ramos. Note que o ponto de cáustica muda de acordo com o tempo de evolução,

observe, por exemplo, a figura 2.8.

Na figura 2.18 mostramos a variedade inicial WKB, p(q, t̃ = 0), retirada do

pacote evolúıdo quanticamente para t = 2 e a variedade final resultante de três

aplicações do mapa do OHC, p(q, t̃ = 3).

Note que na figura 2.16, a variedade grená t = 2 (que corresponde à variedade

inicial WKB, linha vermelha na figura 2.18) possui apenas concordância com pontos

iniciais da variedade p = 0 evolúıda. Escolhemos esta ao invés da da figura azul,

que por sua vez possui uma concordância muito maior, por que, mesmo com esta

deficiência, os primeiros pontos vão se espalhar pela variedade de acordo com as

subseqüentes aplicações do mapa OHC: o fato destes pontos estarem com boa con-

cordância, garante que suas evoluções também estarão. E ainda, cada aplicação do

mapa OHC leva os pontos da variedade inicial cada vez mais próximos da variedade

do ponto hiperbólico do mapa, ou seja, assintoticamente, a inicial p = 0 vai tender

à instável do mapa e duas variedade que difiram por pouco, tais quais as do gráfico
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Figura 2.18: Variedades inicial (vermelha) e final (preta) resultante da propagação WKB
após três aplicações do mapa OHC. Os pontos assinalados com ćırculos pretos correspon-
dem às cáusticas da variedade evolúıda.

grená de 2.16, também se aproximarão da mesma forma.

As dobras da figura 2.18 e os pontos de cáustica lá assinalados determinam a

divisão em ramos da variedade lagrangiana. O ramo entrecáusticas é denominado

principal, os outros dois serão denominados superior e inferior; devido à simetria do

problema, estes dois possuem as mesmas caracteŕısticas e sempre que nos referirmos

a um deles (preferencialmente o superior), imediatamente a extensão ao outro valerá.

Para calcular a amplitude WKB, utilizamos a fórmula (2.10) para cada ramo,

Aν(q
′′, t′′) := A(q′, t′)

∣∣∣∣
∂q′

∂q′′

∣∣∣∣
1
2

com ν = 1, 2, 3 ,

onde escrevemos que q′′ := q(t̃, q′), q′ := q(t̃ = 0) e A(q′, t′) := A(q, t̃ = 0) como

definido em (2.28).

Mostramos na figura 2.19(a) a função q′′ := q(t̃, q(t̃ = 0)) e a utilizamos para

calcular numericamente o jacobiano ∂q(t̃, q(t̃ = 0))/∂q(t̃ = 0), obtendo a amplitude

para os três ramos na figura 2.19(b). Como esperávamos, os três ramos da amplitude

divergem nos pontos de cáusticas.
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Figura 2.19: (a) Variedade configuracional após três aplicações do mapa do OHC à var-
iedade inicial gerada pela propagação quântica. Os pontos de derivada nula correspondem
aos pontos de cáusticas. (b) Ramos da amplitude WKB após três aplicações do mapa do
OHC. A curva verde corresponde ao ramo principal, a azul ao ramos superior e a preta ao
inferior.

Determinamos a fase da evolução WKB, como antes, utilizando a fórmula (2.6)

e integrando numericamente ao longo da variedade preta da figura 2.18 de q0 até o

ponto q onde desejamos calculá-la. O termo S0(q0) é a fase acumulada pelo ponto

de referência (p0, q0) = (0, 0) pela evolução quântica, i.e., de acordo com as equações

(2.28):

S0(q0) = S(q = 0, t̃ = 0) = ~ Arg [ψ(q = 0, t = 2)] .

A integral no tempo em (2.6) é calculada utilizando a hamiltoniana do OHC e seu

resultado é
t̃∫

0

H(q0, p(q0, t
′), t′) dt′ = K t̃ = 3K,

já que (q0, p0) = (0, 0) é um ponto fixo do mapa. O resultado para o cômputo

numérico da ação (2.6) para três evoluções do mapa do OHC é mostrado no gráfico

da figura 2.20.

Só nos resta agora determinar os ı́ndices de Maslov da variedade lagrangiana

na figura 2.18. Como hav́ıamos comentado na seção 2.2.2, vamos determinar estes
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Figura 2.20: Ramos da Fase WKB após três aplicações do mapa do OHC. A curva verde
corresponde ao ramo principal, a azul ao ramo superior e a preta ao inferior.

ı́ndices por meio de mudanças de representação entre momento e coordenada, isto é

facilitado pela unidimensionalidade do sistema em questão — já que nesses sistemas,

as cáusticas de momento não coincidem com as de coordenada — e pelo fato da

variedade inicial não possuir cáusticas nem de momento e nem de coordenadas.

Acompanharemos estritamente o processo descrito na seção 2.2.2, levando em conta

apenas que o sistema em questão é unidimensional.

1. A representação de coordenadas correspondente à variedade inicial em t′ =

t̃ = 0 (variedade vermelha da figura 2.18) é descrita por um único ramo, já

que não possui cáusticas.

2. Realizamos a transformada de Fourier via fase estacionária para passarmos

para a representação de momentos. Observe que a variedade também não

possui cáusticas de momento, obtendo a função de onda

ψ̃(p′, t′) = Ã(p′, t′) e
i
~ S̃(p′,t′)+ iπ

4
sn

(
∂p′
∂q′

)
,

onde sn(y) = y/|y| é a função sinal do número real y.
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3. A variedade evolúıda, curva preta da figura 2.18, possui cáusticas de posição,

porém não apresenta em seu entorno cáusticas de momento, por isto, nessa

região, a evolução WKB de ψ̃(p′, t′) gera a função

ψ̃(p′′, t′′) = Ã(p′′, t′′) e
i
h
S̃(p′′,t′′)+ iπ

4
sn

(
∂p′
∂q′

)
.

4. Para obter a função de onda final e os ı́ndices de Maslov realizamos mais

uma transformada de Fourier calculada por meio de uma fase estacionária.

A anulação da derivada da fase gera os pontos p′′ν := p(x′′ν), ν = 1, 2, 3 ditos

estacionários: observe que na figura 2.18, para |q| > 0.5, cada q possui dois

valores de p correspondentes. A função de onda é escrita como:

ψ(q′′, t′′) = e
iπ
4

sn
(

∂p′
∂q′

) 3∑

ν=1

Aν(q
′′, t′′) e

i
h
Sν (q′′,t′′)− iπ

2
µν ,

onde µν = 1
2
sn
(
∂q′′

∂p′′

)∣∣∣
pν

.

Se indexarmos o ramo principal da variedade evolúıda da figura 2.18 por ν = 1

e notarmos que sn
(
∂p′

∂q′

)
= sn

(
∂q′′

∂p′′

)∣∣∣
ν=1

, então, finalmente, a função de onda final

para o oscilador harmônico chutado é

ψ(q′′, t′′) = A1(q
′′, t′′) e

i
h
S1(q′′,t′′) +A2(q

′′, t′′) e
i
h
S2(q′′,t′′)− iπ

2 +A3(q
′′, t′′) e

i
h
S3(q′′,t′′)− iπ

2 ,

onde A1, A2 e A3 estão mostradas no gráfico 2.19(b) e S1, S2 e S3 no gráfico 2.20.

O gráfico desta função pode ser visto nas figuras 2.21 e 2.22, onde comparamos a

evolução semiclássica do pacote com a evolução quântica para o tempo total t = 5.

Concluindo, após mostrarmos que um estado coerente circular não possui a

estrutura WKB, notamos que a evolução quântica deste pacote acarreta em um

pacote com estrutura WKB, ou seja, em um pacote ao qual podemos associar uma

variedade lagrangiana inicial e uma amplitude do tipo WKB. Isto se deve à dinâmica

caótica do sistema, que por causa do ponto fixo hiperbólico da origem, expande

um pacote inicial ao longo da variedade instável e comprime ao longo da estável,
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Figura 2.21: Parte real da função de onda semiclássica do pacote coerente circular
evolúıdo pela dinâmica quântica para duas aplicações do propagador do OHC (t = 2)
mais três evoluções por WKB (t̃ = 3) (ćırculos) e a evolução quântica do mesmo pacote
por t = 5 para comparação (linha). Devido à simetria de paridade da função de onda,
apresentamos apenas a parte esquerda dos gráficos. Veja a figura 2.22.
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Figura 2.22: Parte imaginária (ćırculos) da mesma função de onda cuja parte real é dada
na figura 2.21 e a evolução quântica (linha). Também consideramos a simetria de paridade.
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lembremos que a variedade instável do OHC é muito próxima da variedade inicial

associada ao pacote, o eixo p = 0.

Para um valor de ~, ou melhor, ~ef menor que o tratado nesse caso, a estrutura

de propagação quântica mais semiclássica permanece a mesma, apenas precisamos

evoluir por mais tempo o pacote coerente circular inicial pela dinâmica quântica até

que sua largura atinja uma escala suficientemente grande para possuir uma estrutura

semiclássica; o tempo necessário para que isto aconteça é da ordem do tempo de

Ehrenfest do sistema.

2.6 Aproximação de Transição

Na região das cáusticas, a função de onda WKB diverge, cf. grafs. 2.21 e 2.22,

isto se deve ao comportamento da amplitude nessa região, observe o gráfico 2.19(b).

Um modo de estudarmos o comportamento semiclássico da função de onda próximo

às cáusticas é realizarmos uma aproximação de transição. Utilizaremos a simetria

do mapa OHC e realizaremos os cálculos apenas para a transição do ramo principal

para a o ramo superior.

Antes de realizarmos a aproximação de transição, necessitamos modificar o ponto

de referência para o cálculo da ação. Explicitamente, vamos escrever a ação (2.6) em

termos de um novo ponto de referência, denominado (qc, pc), que, não casualmente,

corresponde à cáustica de posição mostrada na figura 2.18. A ação calculada na

figura 2.20 utilizou o ponto de referência (q0, p0) = (0, 0), porém, quando realizarmos

a aproximação de transição ficará claro o porquê dessa mudança. A ação dada pela

equação (2.6) tendo como ponto de referência (q0, p0) será denominada S(q, t̃; q0),

enquanto que a nova ação com respeito ao novo ponto de referência será denominada

S(q, t̃; qc); desejamos que estas ações não sejam modificadas com relação a esta
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mudança, ou seja, queremos que S(q, t̃; qc) = S(q, t̃; q0), conseqüentemente

S0(qc) = S0(q0) +




q∫

q0

−
q∫

qc



(
p dq′

)
+

t̃∫

0

[
H
(
q0, p(q0, t), t

)
−H

(
qc, p(qc, t), t

)]
dt

= S(qc, t̃; q0) −
t̃∫

0

H
(
qc, p(qc, t)

)
dt .

Utilizando a equação acima para S0(qc), a ação com respeito ao ponto de referência qc

pode ser reescrita como S(q, t̃; qc) = S(qc, t̃; q0) +
q∫
qc

p(q′) dq′, onde o termo S(qc, t̃; q0)

corresponde ao ponto de coordenada q = qc da figura 2.20. Fazendo uma transfor-

mada de Legendre, tal qual a da equação (2.4), representamos a ação como uma

função de momentos:

S̃(p, t̃; pc) = S(q, t̃; qc) − p q. (2.29)

Partimos, então, para a aproximação de transição efetivamente. Em torno da

cáustica, a função de onda de posição diverge, porém, não a função de onda de

momento, nesta representação obtemos, uma função de onda bem comportada em

torno das cáusticas de posição. De fato, conhecemos a função de onda em qualquer

ponto da variedade lagrangiana, porém, em distintas representações. A aproximação

de transição que iremos realizar permite estudar o caráter semiclássico da função de

onda na representação de coordenadas em torno das cáusticas.

Consideramos inicialmente uma função de onda na representação de momentos

do tipo da eq. (2.13). Aproximando a variedade evolúıda da figura 2.18 por uma

parábola em torno dos pontos de cáustica,

q
T
(p) = a(p− pc)

2 + qc com a :=
d2q

dp2

∣∣∣∣
p=pc

,

onde o coeficiente angular a = 0.73 é determinado numericamente e o ponto (qc, pc) =

(−2.62, 0.56) corresponde às coordenadas da cáustica, podemos calcular a ação de
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transição referente à parábola,

S̃
T
(p, t̃; pc) = S̃0T

(pc) −
p∫

pc

q(p′) dp′ = S̃0T
(pc) −

a

3
(p − pc)

3 − qc (p − pc) .

O termo S̃0T
(pc) é encontrado impondo que no ponto (qc, pc) as ações S̃

T
(p, t̃; pc) e

S̃(p, t̃; pc) da equação (2.29) coincidam. Assim,

S̃
T
(p, t̃; pc) = S(qc, t̃; q0) − qc pc −

a

3
(p− pc)

3 − qc (p− pc) .

O gráfico da aproximação parabólica está na figura 2.23.
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Figura 2.23: Aproximação parabólica (linha descont́ınua) da variedade (linha cont́ınua)
da função de onda semiclássica do pacote coerente circular. A parábola, de coeficiente
angular a = 0.74, tem o vértice no ponto de cáustica de posição (qc, pc) = (−2.62, 0.56)
correspondente ao ponto ressaltado na figura. A área Φ(q, p) ≈ ~ determina a região de
eficiência da aproximação, ou seja, p ∈ (0.33, 0.80).

Agora nos falta determinar a amplitude em momento, fazemos isto utilizando a

fórmula (2.14) e calculando numericamente ∂q
∂p

que é a derivada da variedade preta

em 2.18, o que resulta no gráfico 2.24. A despeito de aproximarmos a fase por uma

fase de transição, não realizamos nenhuma aproximação ou consideração especial

para a amplitude.



2.6 Aproximação de Transição 92

-2,5 -2,0 -1,5 -1,0 -0,5 0,0 1,0 1,5 2,0 2,5

0,0

0,5

1,0

1,5

2,0
Ã

(p
,t)

p (p -p )c
* (p +p )c

*pc

~

Figura 2.24: Ramos da amplitude da função de onda semiclássica na representação de
momentos para t̃ = 3. Cada cor indica um ramo diferente. O ponto ressaltado corresponde
à coordenada da cáustica de momento, pc = 0.56, e também mostramos a região de
eficiência da aproximação, p ∈ (0.33, 0.80).

Constrúımos a função de onda de transição em posição como a transformada de

Fourier da função ψ̃
T
(p) definida pela amplitude da figura 2.24 (note que, como não

existem cáusticas de momento na região de interesse, só levamos em conta a linha

vermelha da figura) e pela variedade parabólica da figura 2.23:

ψ
T
(q) =

(
1

2π~

) 1
2

+∞∫

−∞

Ã(p, t̃) exp

[
i

~
S̃T (p, t̃; pc) +

i

~
q p− i

π

4

]
dp,

onde a fase constante provém da função de onda (2.13). Para realizar esta integração,

ao menos aproximadamente, consideramos que a amplitude em torno do ponto pc

não varie consideravelmente, de modo que podemos tomá-la como uma constante

de valor igual à Ã(pc, t̃) (olhando a figura 2.24 isto pode não parecer verdade, mas,

mesmo assim, o resultado final corroborará com esta aproximação). Com efeito,

ψ
T
(q) ≈ Ã(pc, t̃)

(2π~)
1
2

e
i
~S(qc,t̃;q0)−iπ

4

+∞∫

−∞

exp

[
−i a

3~
(p− pc)

3 +
i

~
(q − qc) p

]
dp,
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realizando a seguinte mudança de variáveis na integral p′ = −
(
a
~

) 1
3 (p− pc) , escrevemo-

lá como

+∞∫

−∞

exp

[
−i a

3~
(p − pc)

3 +
i

~
(q − qc) p

]
dp = 2π

(
~
a

)1
3

e
i
~ pc(q−qc) Ai

(
− 1

(a~2)
1
3

(q − qc)

)
,

onde Ai(z) é a função de Airy definida na seção A.2 do apêndice A. Finalmente, a

função de onda de transição é descrita por

ψ
T
(q) ≈

(
2π

a
2
3 ~ 1

3

)1
2

Ã(pc, t̃) e
i
~ [S(qc,t̃;q0)+pc(q−qc)−iπ

4 ] Ai

(
− 1

(a~2)
1
3

(q − qc)

)

e seu gráfico pode ser visto nas figuras 2.25 e 2.26. Este gráfico contém apenas a

região de transição da função de onda apresentada nos gráficos 2.21 e 2.22, fora

dessa região, a aproximação de transição falha, o que também pode ser observado

nestas figuras.

A já comentada região de eficiência da aproximação de transição, cf. figuras

2.23 e 2.24, pode ser calculada tendo em mente que desejamos uma aproximação

semiclássica para a função de onda quântica cujo erro deve ser da ordem de ~2
ef e

que no limite ~ → 0, esse erro também se anule. Dessa forma, pensamos em uma

área no espaço de fase, Φ(q, p), determinada pela parábola da figura 2.23, da ordem

de ~. Essa área pode ser calculada:

Φ(q, p) =

∣∣∣∣∣∣

pc+p∗∫

pc

q
T
(p) dp

∣∣∣∣∣∣
− |2pc qc| ≈ ~

e desta equação, retiramos o valor p∗ ≈
(

3~
4a

) 1
3 . Substituindo os valores numéricos

da figura 2.23, os limites de eficiência da aproximação: p ∈ (pc − p∗, pc + p∗) =

(0.332, 0.802). A cota superior da área pode ser obtida diretamente da equação da

parábola q
T
(p) com q∗ = q

T
(p∗ + pc) = q

T
(p∗ − pc) = −2.582 .
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Figura 2.25: Aproximação de transição para a função de onda (pontos vermelhos). A linha
cont́ınua é a função de onda quântica e os pontos pretos a função de onda semiclássica.
Aqui mostramos a parte real, a parte imaginária está na figura 2.26.

2.7 Estrutura Semiclássica da Função Wigner

Todos os resultados para a dinâmica semiclássica de pacotes gaussianos já foram

apresentados nas seções anteriores, nesta seção apenas os reinterpretaremos sob a

ótica da função de Wigner. Por uma questão apenas estética apresentamos nos

trabalhos [54, 55] estes resultados nesta ótica.

A função de Wigner da função de onda semiclássica (2.7) é obtida se a inserirmos

na definição (1.64):

W (q, p, t) =
1

π~

∫
dξq A(q + ξq, t)A

∗(q − ξq, t) e
i
~φ(ξq), (2.30)

onde as amplitudes obedecem à equação de transporte (2.10) e a fase fica definida
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Figura 2.26: Aproximação de transição para a parte imaginária da função de onda (pontos
vermelhos). A linha cont́ınua é a função de onda quântica e os pontos pretos a função de
onda semiclássica. A parte real está na figura 2.25.

por

φ(ξq) := S(q, t)

∣∣∣∣∣

q=q+ξq

q=q−ξq

− 2pξq =

q+ξq∫

q−ξq

p(q′′)dq′′ − 2pξq, (2.31)

sendo p(q) a variedade de suporte do estado WKB.

No limite semiclássico, a exponencial oscila rapidamente e a integral (2.30) tem

as contribuições mais relevantes dadas pelos pontos de fase estacionária, c.f. seção

2.2.1. Igualando a zero a derivada da fase em (2.31), os pontos estacionários são

determinados pela seguinte condição:

p =
1

2
[p(q + ξq) + p(q − ξq)] , (2.32)

lembre-se que p = ∂S/∂q. Diretamente de (2.32), existem duas soluções para a

equação acima, basta notar que se ξ0
q for solução, então, −ξ0

q também será, e assim,
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podemos definir

x± := (q±, p±) =

(
q ± ξq,

∂S

∂q

∣∣∣∣
q±

)
.

Portanto, a função de Wigner no ponto médio, ou centro, x := (q, p) é determinada

pelos extremos x± de uma corda que une dois pontos da variedade lagrangiana p(q).

Na realidade, a existência de apenas duas soluções da equação (2.32) só é garan-

tida se o ponto médio x estiver numa região côncava da variedade lagrangiana p(q)

e próximo a esta, porém com os extremos x± não coalescentes, caso contrário, ou-

tras soluções podem aparecer e o método da fase estacionária pode não funcionar,

tornando-se necessário a utilização de métodos assintóticos mais complexos tais como

os de aproximação uniforme. Este procedimento de fase estacionária para a função de

Wigner é desenvolvido em [7], tão bem como as aproximações uniformes necessárias

quando de sua falha. O fato de nos encontrarmos próximos à variedade garante,

segundo [7], que não necessitamos de outros ramos, ou seja, não é preciso utilizar a

fórmula (2.15) para a função de onda WKB.

Aplicando as condições de fase estacionária na integral (2.30), encontramos que

W (x, t) ≈ 2
√

2

π~
A0(q+)A0(q−)

cos
(

1
~Φ(x, t) − π

4

)

|v+ ∧ v−|
, (2.33)

onde usamos (2.10), A0(q) := A(q, t = 0), v± := dx±/dq
′, q′ é a coordenada de um

ponto na variedade inicial p′ = p(q′, t′ = 0) e Φ(x, t) é a área entre o seguimento, ou

corda, determinado por (x+, x−) e a variedade. A função oscilatória aparece devido

às contribuições complexas e conjugadas dos dois pontos de fase estacionária e seu

denominador é uma composição da segunda derivada de φ(ξq) com os jacobianos da

amplitude A(q, t) em (2.10). Na figura 2.28, mostramos um exemplo dos pontos x±,

do ponto médio x com relação à variedade do OHC e, também, à função Φ(x, t).

2.7.1 Dinâmica Quântica da Função de Wigner

A função de Wigner de um estado é calculada utilizando-se a definição (1.64).

Sob uma dinâmica hamiltoniana sua evolução é descrita pela equação (1.66).
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Devido a não linearidade da hamiltoniana do OHC, a equação de evolução da

função de Wigner, eq. (1.66), não possui solução anaĺıtica e, portanto, necessitamos

aderir, mais uma vez ao cálculo numérico.

Na seção 1.2.1, descrevemos como realizar a evolução de um estado sob a

dinâmica do OHC, a saber, utilizando uma transformada rápida de Fourier, como

explicado na seção D.3 do apêndice D. Utilizando a definição (1.64) e observando

que esta corresponde a uma transformada de Fourier, podemos calcular a função

de Wigner do OHC para qualquer instante de tempo utilizando o mesmo método

numérico. Este método está descrito também no apêndice D na seção D.4. Resu-

mindo: dado um estado inicial, calculamos sua evolução via uma TRF e obtemos a

função de onda evolúıda; para calcular a função de Wigner deste estado, realizamos

mais uma TRF.

Como exemplo, evolúımos a função de Wigner de um pacote inicial esticado de

largura ∆q = 0.44 por três aplicações do OHC. O resultado obtido é graficado na

figura 2.27.

Partiremos agora para a descrição semiclássica da evolução de um estado coe-

rente para a função de Wigner.

2.7.2 Dinâmica Semiclássica da Função de Wigner

Tal qual nas seções anteriores para funções de onda, queremos encontrar as

estruturas semiclássicas presentes na propagação quântica da função de Wigner. A

análise dessas estruturas nos mostrou que a dinâmica leva um pacote redondo num

que possui uma variedade lagrangiana associada e portanto constitui um estado

WKB. Os estágios iniciais da evolução não podem ser descritos pelo método WKB,

devidos às restrições com respeito a sua largura, então, repetimos o mesmo processo:

iniciamos com um pacote redondo e evolúımo-lo por duas aplicações do OHC para

depois associarmos uma variedade lagrangiana ao estado resultante. Este estado

evolúıdo possui a mesma estrutura do estado esticado mostrado da figura 2.27 que
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Figura 2.27: Função de Wigner de um pacote coerente de largura inicial ∆q = 0.44
sob três evoluções do OHC. Mostramos na figura a função de Wigner do pacote inicial
esticado, um pacote redondo de largura ∆q = 0.08 para comparação e a função resul-
tante da propagação. As estruturas hiperbólicas que aparecem nesta figura são efeitos da
discretização (“aliasing”).

é a evolução do pacote redondo de largura ∆q = 0.08 sob duas aplicações do OHC.

Voltamos, então, para a fórmula (2.33). Como comentado, essa aproximação

pode falhar em alguns pontos do espaço de fase e isto está expĺıcito nesta equação:

os pontos onde v+ ∧ v− = 0 são denominados de cáusticas de Wigner. Mostramos o

conjunto desses pontos na figura 2.28 para o caso do OHC.

Dois conjuntos distintos de cáusticas são presentes na função de Wigner. O

conjunto de pontos vermelhos é aquele em que os vetores v± são idênticos, ou ainda,

são os pontos de coalescência de cordas do tipo x+ → x− e correspondem à variedade

WKB associada ao estado quântico, ou ainda, à variedade instável da dinâmica. O

conjunto azul é descrito pelo conjunto de pontos onde os vetores v± são paralelos

nos pontos x±. A distinção entre os conjuntos pode ser realizada com mais minúcias

que compreendem o número de cordas que definem um ponto, ou seja, no conjunto
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vermelho apenas uma corda determina um centro x, no conjunto azul temos duas

ou mais cordas que são soluções de (2.32) e realizam o paralelismo de v±, maiores

detalhes estão em [7].

Figura 2.28: Cáusticas da função de Wigner. Também mostramos a estrutura de centros
e cordas que determinam o ponto x do argumento da função de Wigner, a corda une os
pontos x±, a área simplética Φ(x, t) entre a corda e o filamento e a seção q = −2 utilizada
para a comparação entre a evolução WKB e quântica (linha pontilhada).

Para comparar a evolução quântica do pacote, fig. 2.27, com a evolução semiclás-

sica dada pela equação (2.33) para a dinâmica do OHC, apresentamos a seção q = −2

(indicada na figura 2.28) da função de Wigner na figura 2.29, ou seja, graficamos os

valores de W (q = −2, p, t = 3). Nesta figura, podemos notar a divergência presente

nas cáusticas que representam o filamento.

Comparando as figuras 2.27 e 2.28, a evolução na representação de Wigner,

mostra que o pacote inicial se estica ao longo da variedade instável numa estrutura
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Figura 2.29: Seção q = −2 da função de Wigner de um pacote coerente esticado evolúıdo
pela dinâmica do OHC quântica (linha) e semiclássica (ćırculos cheios). Graficamos
também a aproximação de transição (ćırculos vazados).

filamentar clássica, porém, recheada de franjas de interferência.

Um último comentário. Ao invés de utilizarmos a aproximação (2.33) podeŕıamos

calcular a função de Wigner semiclássica diretamente de sua definição (1.64) com a

função de onda calculada pelo método WKB, e.g., os dados da figura 2.21. O pro-

blema das cáusticas da função de onda poderia ser facilmente resolvido, alternando

de representação e utilizando o calculo da função de Wigner na base de momentos,

eq. (1.65).

2.7.3 Aproximação de Transição

Do mesmo modo que estudamos o comportamento da função de onda em torno

das cáusticas, vamos fazê-lo para a função de Wigner. O método descrito aqui segue

a mesma conduta do realizado na seção 2.6: aproximamos a variedade por uma

parábola e a amplitude como uma constante em torno dos pontos de cáustica.
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A variedade instável do oscilador é algo como o que da figura 2.30(a), onde,

próximo ao ponto z∗ = (q∗, p∗), esta se aproxima de uma parábola.

P

Q

Φ1

Φ2

(q,p)

q+ξq-ξ

P0

p

q

P

Q

q*

p*

θ

a) b)

Figura 2.30: (a) Variedade do oscilador harmônico chutado e sistema de coordenadas uti-
lizado para calcular aproximação de transição. (b) Aproximação da variedade do oscilador
harmônico chutado por uma parábola.

Definindo o sistema de coordenadas (Q,P ) como o da figura 2.30(a), vamos

calcular a ação da variedade entre dois extremos (q+ ξ, q− ξ) aproximando a curva

P (Q) pela equação de uma parábola,

P (Q) = P0 −
1

2
aQ2, a =

∣∣∣∣
d2P

dQ2

∣∣∣∣ (2.34)

de coordenada P0 e concavidade a, cf. figura 2.30(b). Enfim, a ação entre os

extremos (q − ξ, q + ξ) é calculada utilizando a função em (2.34):

S(q − ξ, q + ξ) =

∫ q+ξ

q−ξ
P (Q) dQ = −a

3
ξ3 − aq2ξ + 2P0ξ; (2.35)

esta equação pode ser escrita como função das áreas da figura 2.30(b) como S(q −

ξ, q + ξ) = Φ1 + Φ2.

A fase (2.31) é, então, encontrada fazendo uso da ação (2.35) e seu resultado

fica expresso em termos das áreas da figura 2.30(b):

φ(ξ) = Φ2 = S(q−ξ, q+ξ)−Φ1 = S(q−ξ, q+ξ)−2pξ = −a
3
ξ3−2ξ(p−P (q)). (2.36)
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Considerando a amplitude A(q, t) em (2.10), podemos argumentar que sua variação

entre os extremos (q+ ξ, q− ξ) é pequena comparada com as variações do expoente

em (2.30). Desse modo, esta amplitude pode ser retirada da integral e, assim,

calculamos

I1(q, p) :=

+∞∫

−∞

dξ e
i
~φ(ξ),

para a fase dada em (2.36). Obteremos, realizando a mudança de variáveis y3 =

−a
~ξ

3, que

I1(q, p) = 2π

(
~
a

)1/3

Ai

[(
8

a~2

)1/3

(p − P (q))

]
.

Por fim, a função de Wigner de transição fica descrita em termos de

WT (q, p, t) =
2A2

t

(a~2)1/3
Ai

[
2 (p − P (q))

(a~2)1/3

]
, (2.37)

onde definimos

At := [A(q − ξ, t) +A(q + ξ, t)] /2 (2.38)

como sendo a amplitude no ponto médio, ou vértice da parábola.

A função de transição, eq. (2.37), está graficada na figura 2.29 para que com-

paremos com o resultado exato; colocamos apenas a região de entorno das cáusticas

que é a que nos é interessante. A região de validade dessa aproximação é obtida da

mesma maneira que fizemos para a função de onda na seção 2.6.

Em alguns casos, que não é o nosso, a aproximação realizada sobre a ampli-

tude, como a que fizemos para obter (2.37), pode não ser razoável. Para contornar

isto, podeŕıamos considerá-la como uma gaussiana de largura muito maior que as

oscilações caracteŕısticas desse expoente: At(q − ξ) = At(q + ξ) = Ate
− b

4
ξ2 com At

em (2.38).

Podemos, ainda sim, aplicar o método da fase estacionária em (2.30), basta

utilizarmos a identidade integral (A.4), assim, a função de Wigner, cuja ação é
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tomada de (2.36), torna-se

WT (q, p, t) =
2A2

t

(a~2)1/3
e

b3~2

12a2 + b
a
(p−P (q)) Ai

[
2 (p− P (q))

(a~2)1/3
+
b2

4

(
~
a

)4/3
]
.

Pudemos observar na figura 2.29 que a função de Airy descreve muito bem o

comportamento da Wigner próximo ao filamento. Como mostrado no apêndice A,

fig. A.1, o máximo da função de Airy se encontra deslocado com relação à origem e o

mesmo ocorre em (2.37), onde o máximo que caracteriza a cáustica do filamento não

se encontra sobre ele, porém, deslocada ao lado convexo. Reduzindo o valor de ~,

esse pico se desloca em direção ao filamento e no limite semiclássico ~ → 0, podemos

utilizar a equação (A.5) e mostrar que a Wigner se torna uma delta de Dirac, ou

seja, lim~→0 WT (x, t) = δ(p − P (q)), cuja concentração é exatamente no filamento.

Situação parecida é encontrada no caso de funções de Wigner semiclássicas atreladas

a toros de um sistema integrável[8].



Caṕıtulo 3

Interferência Pura de Gaussianas

“Há uma grandeza nessa visão da vida, com seus diversos poderes, havendo sido
originalmente insuflados em algumas poucas formas ou em uma só; e que, enquanto
este planeta esteve revolucionando de acordo com a fixa lei da gravidade, a partir de
um ińıcio tão simples, infinitas formas, as mais belas e mais maravilhosas, evolúıram
e continuam evoluindo.”

(C. Darwin, A Origem das Espécies, 1872)

Nosso interesse em pacotes gaussianos, agora, estender-se-á às suas superposições

no espaço de fase. Estas superposições também denominadas de “estado de gato”

surgem neste trabalho no contexto de um método uniforme de propagação semiclás-

sica desenvolvido por nós em [64].

Neste caṕıtulo apresentamos o método de propagação uniforme cuja estrutura é

baseada em termos de superposições de estados coerentes. Dedicaremos, então,

atenção a estas superposições e a sua geometria no espaço de fase. Discutimos alguns

exemplos bidimensionais e acabamos por descrever a estrutura de uma superposição

num espaço de fase de dimensão arbitrária. Terminamos o caṕıtulo apresentando

uma proposta experimental para criação de tais gatos.
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3.1 Superposições e Propagação Uniforme

Se considerarmos um estado puro descrito por meio de superposições de M

vetores |ψj〉, ou seja,

|Ψ〉 =
M∑

i=1

Ci|ψi〉,

sua função de Wigner pode ser calculada utilizando a definição (1.63):

WΨ(x) :=
1

(π~)n

[
M∑

i=1

|Ci|2〈ψi|R̂x|ψi〉
]

+
2

(π~)n
Re

[
M∑

j>i=1

CiC
∗
j 〈ψj |R̂x|ψi〉

]
, (3.1)

donde usamos a ciclicidade do traço. Como pode ser observado, o conhecimento da

função de Wigner de cada estado |ψi〉 não é determinante para o cálculo da função de

Wigner do estado |Ψ〉, pois que restam os termos denominados de interferência ou de

coerência, representados por 〈ψi|R̂x|ψj〉. E, ainda, devido à linearidade do operador

de reflexão, estes termos são obtidos pelas interferências dos estados |ψi〉 apenas aos

pares, ou seja, a soma final da superposição é uma soma entre as interferências de

pares de pacote, ou de superposições de pares de pacote.

O fenômeno de interferência é uma das caracteŕısticas quânticas mais peculiares

e inconceb́ıveis ao mundo macroscópico. A vantagem de observar a função de Wigner

de superposições consiste em podermos analisar sua estrutura geométrica no espaço

de fase.

No caṕıtulo anterior, realizamos a propagação de um pacote coerente por meio

do método WKB e revelamos o esqueleto clássico subjacente à propagação do es-

tado quântico. As cáusticas são elementos presentes e influenciadores na dinâmica

do espaço de fase, elas limitam o movimento clássico atuando como envelopes de

trajetórias[69], contudo, constituem um dos entraves do método WKB, nesses pontos

esta aproximação falha. Para contornarmos esse problema, realizamos uma aproxi-

mação de transição para descrever a estrutura no entorno das cáusticas.

Nesta seção, delinearemos um método de propagação semiclássica baseado em

pacotes gaussianos cujo esqueleto final recai no estudo de superposições do tipo (3.1),
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onde os estados |ψi〉 constituintes são gaussianos. Este método recebe a alcunha de

uniforme, pois, é indiferente à presença das cáusticas no espaço de fase.

Em [51], R.G. Littlejohn propôs um “ansatz” para a solução da equação de

Schrödinger dependente do tempo a fim de propagar pacotes de onda linearizando

sua dinâmica em torno da trajetória do seu centro, isto é o que ele chamou de

aproximação por órbitas adjacentes (AOA)1.

Remonta-se a E.J. Heller[38] em 1975, os primeiros métodos semiclássicos para a

propagação de gaussianas aproximando uma dinâmica, em geral, não-linear por uma

dinâmica linear. Esta concepção difere muito da WKB vigente até então. A proposta

de Littlejohn consiste numa generalização do trabalho de Heller para a propagação

de quaisquer pacotes de onda, desde que decomposto numa soma supercompleta de

estados coerentes.

O que aqui é chamado AOA uniforme é um passo seguinte ao trabalho de Heller-

Littlejohn, onde tentamos estender à dinâmica linear a tempos indefinidos por meio

de um algoritmo iterativo de propagação.

3.1.1 Dinâmica AOA

Não existe, a priori, razão para que a propagação de um pacote quântico seja

similar à de uma equação de Liouville clássica, mas um fato marcante é que a

evolução do centro de um pacote de onda permanece, aproximadamente, ao longo

de sua trajetória clássica, garantidamente pelo teorema de Ehrenfest[4, 51, 71] pelo

menos para tempos curtos. O prinćıpio da correspondência de Bohr garante que no

limite ~ → 0 essa aproximação melhore e, consequentemente, a propagação possa

ser estendida a tempos maiores. O intervalo temporal em que geralmente podemos

aproximar uma dinâmica quântica por métodos semiclássicos é o já mencionado

1Tradução do inglês “nearby orbit approximation”, ou NOA.
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tempo de Ehrenfest[83] e é definido por

τE :=
1

λL
ln

(
2
S

~

)
, (3.2)

onde S é uma ação clássica t́ıpica do sistema e λL é o expoente de Lyapunov da

dinâmica[35]. Este tempo pode ser considerado como o tempo limite em que o teo-

rema de Ehrenfest perde sua validade. Note que quando S/~ � 1 ⇒ τE � 1

e que como λL é uma medida da não-linearidade do sistema, τE é inversamente

proporcional a ele. Descreveremos agora, o método de Littlejohn retirado de [51].

Tomando a transformada de Weyl (1.59) de uma hamiltoniana H(x̂, t), podemos

expandi-la em torno da trajetória x(t) := 〈ψ(t)|x̂|ψ(t)〉, do centro do pacote de onda

|ψ(t)〉. Tomando, agora, sua inversa, escrevemos

H(x̂, t) = H(x(t)) + (x̂− x(t)) · ∂H
∂x̂

∣∣∣∣
x(t)

+ (x̂− x(t)) · ∂
2H

∂x̂2

∣∣∣∣
x(t)

(x̂− x(t)) + ... (3.3)

O “ansatz” de Littlejohn foi associar a cada termo da equação acima um operador

unitário quântico e construir com ele um propagador da seguinte forma:

|ψ(t)〉 = Ûx0|ψ0〉 = e
i
~γ(t)T̂x(t)M̂StT̂

†
x0
|ψ0〉, (3.4)

onde (i) a primeira translação, T̂x0, traz o pacote inicial do seu centro, x0 :=

〈ψ0|x̂|ψ0〉 com |ψ0〉 := |ψ(t = 0)〉, à origem do espaço de fase; (ii) o operador

metaplético atua no pacote na origem deformando-o por meio da matriz simplética

St descrita em (1.5); (iii) a última translação, T̂x(t), transporta o pacote distorcido

da origem para o ponto x(t) que corresponde à evolução hamiltoniana clássica de

x0 obtido pela solução das equações de Hamilton e, finalmente, (iv) γ(t) é uma fase

similar à ação lagrangiana:

γ(t) =
1

2

t∫

0

dt [p · q̇ − q · ṗ−H(x, t)] . (3.5)

Basicamente o que o propagador (3.4) nos diz é que se a dinâmica, por al-

gum intervalo de tempo curto, for bem aproximada pela hamiltoniana expandida
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até a segunda ordem, o centro do pacote se moverá aproximadamente bem por sua

trajetória clássica no espaço de fase e a deformação será bem descrita pela trans-

formação canônica clássica. O saldo dessa aproximação é resolver um problema

quântico de propagação com três equações clássicas de movimento, uma para fase,

uma para o centro e outra para a deformação. Note que se H(x̂, t) for quadrática,

então, a expansão é exata, o propagador também e o pacote se move como no movi-

mento clássico pela equação de Liouville. Já comentamos isto em termos da função

de Wigner na seção 1.3.4.

A validade da aproximação é controlada pela divergência de trajetórias clássicas,

i.e., determinada pelo expoente de Lyapunov do sistema. Um pacote que não é bem

localizado no espaço de fase, ou seja, que suas dispersões sejam largas comparadas

com ~ não se comportará bem sob a propagação semiclássica e a razão para isto é

bem simples: a dispersão do pacote são calculadas por médias de δx̂ = (x̂ − x(t))

que são exatamente os deslocamentos sobre os quais a expansão da hamiltoniana

foi realizada; se δx̂ não for pequeno, a expansão não é boa. Este argumento está

obviamente relacionado com a divergência de Lyapunov das trajetórias e muito

concorda com a definição de tempo de Ehrenfest na equação (3.2).

Para a propagação de um estado |Ψ0〉 podemos realizar ainda mais uma apro-

ximação, agora baseada numa decomposição em estados coerentes, dada a ı́ntima

relação entre os operadores semiclássicos e estes estados, cf. seção 1.4. Para o

conjunto dos estado coerentes |η〉, do tipo (1.78), a relação de completeza é descrita

como

Î =
1

(2π~)n

+∞∫

−∞

dη |η〉〈η| =
1

(2π~)n

+∞∫

−∞

dη |U; η〉〈U; η|,

onde η ∈ Ξ2n e a integral é realizada nas 2n variáveis do espaço de fase. A primeira

relação é uma generalização n-dimensional daquela retirada dos livros [4, 71] de

mecânica quântica e a segunda segue da definição de estado coerente generalizado

— eq. (1.80), da unitariedade dos operadores metapléticos e da simpleticidade de S.
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O propagador exato é dado pela equação (1.15) e quando aplicado ao estado

|Ψ0〉 o leva em um estado |Ψ(t)〉. Se decompusermos o estado inicial em termos dos

pacotes coerentes utilizado a relação de completeza acima, podemos aproximar o

propagador para cada estado da soma, ou seja,

|Ψ(t)〉 =

+∞∫

−∞

dη

(2π~)n
Û(t)|S; η〉〈S; η|Ψ0〉 ≈

+∞∫

−∞

dη

(2π~)n
〈S; η|Ψ0〉 Ûη(t)|S; η〉, (3.6)

onde Ûη(t) é o propagador em (3.4) linearizado em torno da trajetória do centro

de cada pacote coerente. Enfim, a propagação do estado |Ψ0〉 é representada sobre

uma soma cont́ınua de centros de pacotes coerentes sobre todo espaço de fase.

Este esquema de propagação foi introduzido por Littlejohn em [51], cuja validade

é garantida até o tempo de Ehrenfest. Em [64], nossa proposta foi criar um método

extenśıvel a tempos indeterminados baseado num algoritmo iterativo de propagação

numérica que consiste em três etapas sucessivas: (i) discretizar a decomposição do

estado inicial |Ψ0〉 em pacotes coerentes; (ii) linearizar, como Littlejohn, o propa-

gador em torno das órbitas do centro de cada pacote e propagá-los individualmente

e (iii) reconstruir o pacote evolúıdo pela soma das evoluções individuais. Quando

atingirmos um tempo de Ehrenfest, cada pacote resultante da propagação dos pa-

cotes individuais pode ser propagado por durante mais um tempo de Ehrenfest se

aplicado novamente o algoritmo. Do modo como é constrúıdo, este algoritmo é

indiferente as cáusticas no espaço de fase e por isso o nomeamos AOA uniforme.

A eficiência da AOA uniforme dependerá, em parte, de nossa habilidade para

discretizar o estado inicial em pacotes coerentes. Como um exemplo, vamos descre-

ver os três passos acima para um estado inicial gaussiano e a dinâmica caótica do

OHC num espaço de fase bidimensional.
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3.1.2 Decomposição

Se utilizarmos explicitamente a equação (3.6) na base de posição, podemos

integrar apenas sobre a parte de momento de η e manter a integral apenas em ηq:

|Ψ0〉 =
1

2π~

+∞∫

−∞

dηqC(ηq)|φ〉, (3.7)

onde 〈q|φ〉 = φ(q−ηq) é uma função de onda que depende unicamente de q e ηq. Isto

é uma manifestação de supercompleteza dos estados coerentes: apenas necessitamos

de uma linha no espaço de fase para a decomposição. Aqui nós usaremos o eixo q,

mais geralmente, com uma parametrização suave ηq 7→ ηq(z), z ∈ R, podemos con-

struir uma integral de linha sobre qualquer curva no espaço de fase[87]; por exemplo,

no caso de |Ψ0〉 sendo um estado coerente, em (3.7), uma escolha natural é a direção

de um dois semi-eixos da função de Wigner do pacote; outro exemplo interessante é

podermos realizar a decomposição em linhas fechadas, como o ćırculo[87].

Para diferentes estados |Ψ0〉, os coeficientes C(ηq) de (3.7) estão desenvolvi-

dos em [87]. Como um exemplo de aplicação do método uniforme de propagação,

evoluiremos um estado gaussiano esticado posicionado na origem do espaço de fase

e de largura suficientemente grande para que a aproximação linear do propagador,

eq. (3.4), não funcione. A função de onda desse estado é dada em (1.79) com

S = Diag(ν, 1/ν) do tipo Ss em (1.11) e ξ = 0. Escolhemos os estados da decom-

posição do mesmo tipo,

φ(q − ηq) =
1

(π~µ)
1
4

e−
1

2~µ
(q−ηq)2, (3.8)

também obtidos de (1.79), mas com S = Diag(µ, 1/µ) e distribúıdos ao longo do

eixo das coordenadas. Neste caso, os coeficientes são dados por

C(ηq) :=
s

1
2√

2π~µ (s2 − 1)
exp

[
−

η2
q

2~µ (s2 − 1)

]
com s :=

√
ν

µ
< 1. (3.9)
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O parâmetro s definido acima é chamado de parâmetro de esticamento relativo e é

igual a razão das larguras dos pacotes. Note que no limite limν→µ C(ηq) = δ(ηq).

A extensão da fórmula (3.7) para o caso de um pacote coerente mais geral é

trivialmente obtida aplicando-se translações e metapléticos nesta relação. Os coefi-

cientes C(ηq) para o nosso caso podem ser deduzidos diretamente da relação (3.7)

sem apelar para [87], apenas notando-se que esta equação é uma convolução de duas

gaussianas — isto foi feito em [56].

Agora, vamos partir para os métodos numéricos. Escolhemos a compressão do

pacote inicial |Φ0〉 como ν = 0.02 e a dos pacotes da decomposição µ = 2.04, então,

s ≈ 0.1, indicando que os pacotes da decomposição são dez vezes mais estreitos

que o pacote inicial. Para realizarmos a decomposição numérica, vamos truncar e

discretizar a integral (3.7) na representação de coordenadas e estudar seu compor-

tamento.

Dispomos N pacotes pequenos ao longo do eixo das coordenadas cujos centros

estão localizados em

ηkq = Q0 +

(
k − N + 1

2

)
δηq, k = 1, ..., N , (3.10)

onde δηq é a distância entre os centros do pacotes e ±Q0 são os cortes da inte-

gral (3.7). Estes parâmetros aparecem naturalmente no processo de discretização:

primeiro truncamos a integral num intervalo simétrico (−Q0, Q0) e depois discretizamo-

la numa soma de N pacotes localizados como em (3.10), assim,

|Ψ0〉 ≈
Q0∫

−Q0

dηq C(ηq) |φ〉 ≈ δηq

N∑

k=1

Ck|φk〉 =: |ΨN 〉, Ck := C(ηq(k)). (3.11)

A eficiência da discretização pode ser vista na figura 3.1. Lá graficamos as

funções 〈q|Ψ0〉 e 〈q|ΨN〉 em (a) para serem comparadas. No gráfico (b) desta figura,

mostramos o erro da aproximação com função do número de pacotes e da distância

entre eles. Mais detalhes técnicos sobre o processo de discretização podem ser en-

contrados em [64] .
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Figura 3.1: Processo de Discretização. (a) Função de onda exata (linha) e a recon-
strução com a soma discreta (ćırculos vazados) para N = 65 e Q0 = 3.9; (b) Erro
da discretização como função de N e δηq. Note que determinando Q0, δηq torna-se
definida e vice-versa.

3.1.3 Propagação Uniforme

Passamos agora para o próximo estágio do nosso método semiclássico: a pro-

pagação numérica. Vamos utilizar a dinâmica do OHC descrita na seção 1.5 e

basicamente vamos construir o propagador do tipo (3.6).

A linearização do mapa do OHC em torno do centro de um pacote é a expansão

dos termos K sin q em (1.94), assim,

xn+1 = SωτSc xn (3.12)

onde Sωτ e Sc são dadas em (1.11) com t = τ , c = K cos(ηkq (n)) e ηkq (n) sendo

a coordenada q do centro do k-ésimo pacote, após a n-ésima aplicação do mapa

(1.94).

Para a solução do problema da propagação do pacote esticado, então, calcu-

lamos a trajetória do centro de cada pacote da decomposição por meio de (1.94);

constrúımos um operador metaplético para a matriz simplética em (3.12) entre os

instantes (nτ, (n+ 1)τ ) e calculamos a fase (3.5) por integração numérica.

A escala quântica fica determinada pelo valor escolhido de ~ = 0.0128. O
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comprimento do pacote inicial é ∆qν ≈ 0.57 com ν = 0.02 e é apresentado na figura

2.27. Após o primeiro chute, esta pacote atingirá os pontos de cáustica da variedade

por causa da alta taxa de expansão gerada pelo expoente de Lyapunov do ponto

hiperbólico da origem.

Aplicamos o método AOA propagando cada pacote da decomposição em (3.11)

sob a dinâmica linerizada do OHC em (3.12). A evolução é esquematizada por:

ÛOHC(t)|Ψ0〉 ≈ δηq

N∑

k=1

C(ηkq (n))Û(t)|φk〉 ≈ δηq

N∑

k=1

C(ηkq (n))Ũ
n
k |φk〉, (3.13)

onde Ũn
k é o propagador em (3.4) linearizado na vizinhança do centro de cada pacote

ηqk(n). Depois de evoluir as três equações de movimento para cada pacote, podemos

compor o propagador final como Ũ τ
k :=

∏n

i=1 Ũ
i
k, obtendo a mesma forma de (3.4)

graças às relações entre os operadores de translação e metapléticos eqs. (1.27),(1.44)

e (1.49).

Para observamos a estrutura da propagação no espaço de fase, utilizamos a

função de Wigner calculada da definição (1.63):

WΨ(x, nτ ) ≈ δη2
q

N∑

k=1

C2
k〈φk|Ũ τ†

k R̂xŨ
τ
k |φk〉 + δη2

q

∑

k 6=k′
CkCk′〈φk|Ũ τ†

k R̂xŨ
τ
k′ |φk′〉 (3.14)

que tem a mesma forma de (3.1). Para n = 2, a evolução quântica é mostrada

na figura 2.27. O resultado da aproximação uniforme é mostrado na figura 3.2

comparado com a evolução exata no corte q = −2 no espaço de fase.

Como podemos ver, o método semiclássico por nós criado, possui uma con-

cordância perfeita com a evolução quântica e ainda, ignora a presença das cáusticas

no espaço de fase. Porém, como nem tudo são flores, o tempo de Ehrenfest deste

sistema é curto: para n = 3 nós já temos problema, já que a não linearidade da

hamiltoniana altera consideravelmente a forma dos pacotes que vão perdendo bru-

talmente sua gaussianidade, ou seja, eles deixam de ser descritos por operadores

de translação e metapléticos aplicados a estados coerentes. Porém, o sucesso para
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Figura 3.2: Seção Transversal da Função de Wigner, reta q = −2 para n = 2.
Evolução Quântica Exata (linha) vs. aproximação AOA uniforme (pontos).

tempos longos ainda é posśıvel, apenas devemos aplicar iterativamente o método

AOA antes que o pacote da decomposição perca sua forma gaussiana. Um estudo

da evolução da gaussianidade dos pacotes da decomposição está em [64].

3.2 Comentários e Conclusões

Nossa aproximação semiclássica — AOA — consiste, então em decompor um

estado |ψ0〉 em pacotes gaussianos distribúıdos sobre todo o espaço de fase, cen-

trados em coordenadas ηk e evolúı-los sob a ação dos operadores metapléticos e de

translações, que representam quanticamente as transformações canônicas clássicas.

Os pacotes da decomposição podem não ser redondos, no nosso exemplo, pos-

suem µ = 2.04. Podeŕıamos tê-los escolhido assim, porém como a variedade instável

encontra-se quase que em cima do eixo das coordenadas, estes pacotes, de acordo

com a evolução, vão se comprimir nesta direção, é útil tê-los esticados ao longo da



3.3 Interferência no Espaço de Fase 115

direção do eixo p para melhorar a eficiência do processo.

Uma das condições que determinam a eficiência da aproximação semiclássica é a

unitariedade do propagador. Aquele em (3.8) só é unitário quando a Hamiltoniana

é quadrática e neste caso a aproximação de órbitas adjacentes é exata, já que a

expansão em (3.6) é nula a partir do terceiro termo.

No método WKB apresentado no caṕıtulo anterior, sua eficiência é determinada

pelo limite na eq.(2.24) sobre a amplitude do estado inicial. Distintamente aqui,

a eficiência da aproximação é descrita em termos do tipo de dinâmica, além de

considerações sobre a largura do estado inicial. Porém, ambas estão atreladas ao

prinćıpio da correspondência de Bohr sobre a relação entre as escalas quânticas e

clássicas dos sistemas, o que as une na categoria de dinâmica semiclássica.

A eficiência da aproximação semiclássica, no entanto, deve equivaler à eficiência

da aproximação clássica. Enquanto a dinâmica clássica caótica puder ser bem re-

presentada pela linear, a dinâmica quântica será bem descrita pela semiclássica.

E finalmente, a função de Wigner da equação (3.14) é uma soma de funções de

Wigner de pacotes gaussianos. No nosso exemplo, tanto o esqueleto clássico, como

as franjas de interferência da figura 2.27 são descritos como uma soma deste tipo.

Os termos diagonais já foram estudados, são todos da forma (1.86). Porém, os não

diagonais são os termos de interferência que terão sua estrutura geométrica estudada

na seção seguinte.

3.3 Interferência no Espaço de Fase

A interação dos operadores semiclássicos com os estados gaussianos, seção 1.4,

permitir-nos-á compreender a estrutura geométrica das superposições entre esses

estados no espaço de fase — este é o principal resultado deste caṕıtulo.
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3.3.1 Superposição de Estados Coerentes

O estado puro de uma superposição normalizada entre os dois estados coerentes

gerais |U;u〉 e |V; v〉 definidos em (1.80) é descrito por

|ψ〉 =
1√

1 + 2Re [a∗b〈U;u|V; v〉]
(a|U;u〉+ b|V; v〉) , (3.15)

onde a e b são números complexos tais que |a|2 + |b|2 = 1. Da definição (1.64),

podemos calcular a função de Wigner desta superposição:

Wψ(x) =
(π~)−n

1 + 2Re[a∗b〈U;u|V; v〉] ×

×
{
|a|2〈U;u|R̂x|U;u〉 + |b|2〈V; v|R̂x|V; v〉+ 2Re

[
a∗b〈U;u|R̂x|V; v〉

]}
(3.16)

que possui três termos: dois diagonais que correspondem exatamente a funções

de Wigner (1.86) de estados coerentes gerais e um terceiro, de interferência ou de

Wigner-Moyal que será calculado agora.

Utilizando as regras de composição (1.38) e a regra de covariância (1.50), es-

crevemos

〈U, u|R̂x|V, v〉 = 〈0|M̂ †
UT̂

†
uR̂xT̂vM̂V|0〉 = e

i
~x∧ζ+

i
2~ ζ∧η̄ 〈0|R̂

U
−1

(x−η̄)M̂U
−1

V
|0〉, (3.17)

onde

η̄ =
1

2
(u+ v) e ζ := u− v (3.18)

são, respectivamente, o ponto médio da corda que liga o centro dos pacotes e a

distância relativa entre eles. Agora, utilizamos a expansão do operador metaplético

na representação de Weyl (1.58) com śımbolo dado por (1.61):

〈0|R̂
U
−1

(x−η̄)
M̂

U
−1

V
|0〉 =

2n i
ν
U
−1

V
− 1

2
sngC

U
−1

V

(π~)n |det(S + I2n)|
1
2

∫
dx′〈0|R̂

U
−1

(x−η̄)
R̂x′ |0〉 exp

(
i

~
x′ · C

U
−1

V
x′
)

=
2n i

ν
U
−1

V
− 1

2
sngC

U
−1

V

(π~)n |det(S + I2n)|
1
2

∫
dx′〈0|T̂

2
[
U
−1

(x−η̄)−x′
]|0〉 e

i
2~ U

−1

(x−η̄)∧x′+ i
~ x

′·C
U
−1

V
x′

=
2n i

ν
U
−1

V
− 1

2
sng C

U
−1

V

(π~)n |det(S + I2n)|
1
2

∫
dx′〈0|2U

−1

(x− η̄) − 2x′〉 e
i

2~ U
−1

(x−η̄)∧x′+ i
~ x

′·C
U
−1

V
x′

,
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onde da primeira para a segunda linha, compomos as duas reflexões utilizando (1.37).

O produto escalar entre dois estados coerentes dentro da integral acima é encontrado

na maioria dos textos clássicos de mecânica quântica, p.ex. [71], e pode ser expresso

por

〈0|2U
−1

(x− η̄) − 2x′〉 :=

(
π~
4

)n
GR

2n

⌊
x′; 4I2n;

1
2
U
−1

(x− η̄)
⌉
.

Colocando este resultado em (3.17) e realizando a integral gaussiana sob as regras

do apêndice A, encontramos

〈0|R̂
U
−1

(x−η)
M̂

U
−1

V
|0〉 = (2π~)n

i
ν− 1

2
sngC

U
−1

V√
det[(U+V)+i(U−V)J]

GC
2n bx;G; ηe ,

onde G é a matriz complexa, simétrica e simplética dada por

G = 2
(
UU>+VV>)−1

−i
(
UU>+VV>)−1(

UU>−VV>) J. (3.19)

Para determinar completamente a função de Wigner da superposição (3.15),

calculamos o produto escalar que aparece no denominador desta; para tanto uti-

lizamos o elemento de matriz (3.16) convenientemente adaptado e o uso das regras

de composição (1.38), ou seja,

〈U, u|V, v〉 = 〈U, u|R̂0|V,−v〉 = (2π~)n 22ni
ν− 1

2 sng C
U
−1

V e
− i

2~ ζ∧η̄√
det[(U+V)+i(U−V)J]

GC
2n

⌊
ζ; 1

4
G; 0

⌉
. (3.20)

Só nos resta analisar o ı́ndice ν em (3.20). Calcularemos primeiro o ı́ndice de

Maslov dessas operações e posteriormente utilizaremos a conversão para o ı́ndice

de Conley-Zehnder dada em (1.57). Este ı́ndice provém de duas operações com os

metapléticos: a inversão de U e a composição de U−1 com V. A inversão de U possui

ı́ndice dado por (B.7) e a composição dado por (B.6), de tal forma que podemos

escrever o ı́ndice final ν por

ν = ν
U
−1

V
= νV − νU − 1

2
sng (CV −CU) . (3.21)
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Finalmente determinamos os três termos da função de Wigner (3.16) da super-

posição de estados gaussianos:

Wψ(x) = 1
1+2Re[a∗b〈U;u|V;v〉]

{
|a|2GR

2n

⌊
x;
(
UU>

)−1

;u
⌉

+ |b|2GR
2n

⌊
x;
(
VV>

)−1

; v
⌉

+ 2Re
(
a∗bIC

2nbx;G; ζ, η̄e
)}

, (3.22)

onde

IC
2nbx;G; ζ, η̄e =

2n i
ν− 1

2
sng C

U
−1

V√
det[(U+V)+i(U−V)J]

e
i
~x∧ζ+

i
2~ ζ∧η̄ GC

2nbx;G; η̄e , (3.23)

e η̄ e ζ são dados em (3.18), G em (3.19), 〈U;u|V; v〉 em (3.20) e ν em (3.21).

A função de Wigner (3.22) foi obtida primeiramente em [64], porém, descrita de

outra forma, mais complexa o que obscurecia sua interpretação geométrica; de Gos-

son obteve um fórmula equivalente em [30] escrita em termos de matrizes positivas

definidas gerais, o que da mesma forma obscurece a estrutura geométrica intŕınseca

da superposição; para o caso de um espaço bidimensional, essa fórmula é descrita

na presente forma em [56].

3.3.2 Estrutura Geométrica da Superposição

A função de Wigner apresentada na eq. (3.22) é a fórmula mais geral posśıvel

para a superposição de dois estados gaussianos puros. Mostraremos agora que essa

superposição possui uma estrutura geométrica nova e simples quando descrita no

espaço de fase.

Espaço de Fase Bidimensional

A forma mais simples e bem conhecida de uma superposição é o que chamaremos

de caso degenerado que consiste na interferência de dois pacotes gaussianos de uma

mesma famı́lia, ou seja, sujeitos a uma mesma transformação metaplética. Esta é

descrita pelo estado puro

|ψ〉 =
1√

1 + 2Re [a∗b〈S;u|S; v〉]
[a|S;u〉+ b|S; v〉] . (3.24)
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A função de Wigner deste estado é calculada diretamente de (1.63), ou pode ser

obtida colocando U = V = S em (3.22). Os dois primeiros termos de (3.22) tornam-

se funções gaussianas sujeitas à mesma transformação metaplética, porém em centros

distintos no espaço de fase. O terceiro termo é determinado pela função

IC
2

⌊
x;
(
SS>
)−1

; ζ, η̄
⌉

= 〈S;u|R̂x|S; v〉 = 〈0|M̂ †
ST̂

†
uR̂xT̂vM̂S|0〉

= (π~) e
i
~x∧ζ+

i
2~ ζ∧η̄ GR

2

⌊
x;
(
SS>
)−1

; η̄
⌉
,

onde utilizamos as regras de composição (1.38), a covariância metaplética do ope-

rador de translação (1.50) e, finalmente, a eq.(1.82). Assim, este termo torna-se

2Re
[
a∗b IR

2

⌊
x;
(
SS>
)−1

; ζ, η̄
⌉]

:= 2Re
[
a∗b e

i
~x∧ζ+

i
2~ ζ∧η̄

]
GR

2

⌊
x;
(
SS>
)−1

; η̄
⌉

= 2 |a∗b| GR
2

⌊
x;
(
SS>
)−1

; η̄
⌉

cos
(

1
~x ∧ ζ + 1

2~ζ ∧ η̄ + φ
)
,

onde φ := Arg(a∗b). Este termo consiste de uma função gaussiana modulando um

cosseno de argumento linear em x. Portanto, este cosseno é constante em retas

paralelas no espaço de fase e as oscilações alinham-se com a direção do eixo que une

os centros dos dois pacotes com vetor de onda dado por J(u− v)/~; a frequência da

oscilação depende explicitamente da distância entre os centros dos pacotes (u−v), ou

seja, quando mais próximos os pacotes, menor a frequência das oscilações e quanto

mais longe, maior, cf. fig.3.3.

Na figura 3.3 desenhamos a função de Wigner de (3.24) para o caso em que

a transformação simplética é uma rotação de ωt = π/4 composta com uma trans-

formação hiperbólica de s = 2, ou seja, S = Sωt=π/4Ss=2 de acordo com a notação

(1.11). No gráfico (a) os pacotes são centrados nos pontos u = (2.5, 7.5), v =

(7.5, 2.5) e assim, ζ = (−5, 5), η̄ = (5, 5); já em (b), temos que u = (3.75, 6.25),

v = (6.25, 3.75) e assim, ζ = (−2.5, 2.5), η̄ = (5, 5). Como dito no parágrafo ante-

rior, a frequência de oscilação do termo de interferência varia com a distância entre

os pacotes.
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Figura 3.3: Função de Wigner do gato degenerado. A transformação metaplética é uma
rotação de π/4 composta com uma hiperbólica com s = 2. (a) ζ = (−5, 5)>, η̄ = (5, 5)>;
(b) ζ = (−2.5, 2.5)>, η̄ = (5, 5)>.

A influência da transformação canônica S na função de Wigner do gato aparece

na forma dos pacotes e da envoltória do termo de interferência. Encontramos a

forma dos pacotes diagonalizando a matriz de correlação das gaussianas,
(
SS>
)−1

que é simplética, obtendo seus autovetores que dão a orientação dos eixos das elipses.

No caso da figura 3.3, os autovetores são ê1 = (1, 1) e ê2 = (−1, 1) associados aos

autovalores (λ1, λ2) = (4, 1/4). O caso trivial em que S = I2 é o mais difundido na

literatura, cf. [98], onde os pacotes e a envoltória são circulares.

Voltamos agora para o caso geral do padrão de interferência, eqs.(3.22, 3.23).

Como primeiro exemplo de padrão não-linear de interferência, estudaremos o caso

V 6= U = I2. A função de Wigner do pacote |U;u〉 é uma gaussiana redonda,

enquanto a do pacote |V; v〉 é uma gaussiana com os eixos orientados na direção dos

autovetores de
(
VV>

)−1
. Já o termo de interferência, eq.(3.23), fica escrito como

IC
2 bx;G′; ζ, η̄e =

2n iν−
1
2
sngCV

√
det[(I2 +V)+i(I2 −V)J]

e
i
~x∧ζ+

i
2~ ζ∧η̄ GC

2 bx;G′; η̄e , (3.25)

onde

G′ = 2
(
I2 +VV>)−1

−i
(
I2+VV>)−1(

I2−VV>) J. (3.26)
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Escrevendo a parte real de (3.25),

ReIC
2 bx;G′; ζ, η̄e ∝

GR
2 bx; ReG′; η̄e cos

(
− 1

~(x− η̄)·ImG′(x− η̄) + 1
~x∧ζ+

1
2~ζ∧η̄+ φc

)
, (3.27)

onde φc é o argumento da constante complexa em (3.25). Para analisar a estrutura

desse termo de interferência, escolhemos como exemplo V = Sωt=π/4Ss=4 de acordo

com a notação em (1.11) e mostramos na figura 3.4 a função de Wigner (3.22) para

este caso.
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Figura 3.4: Função de Wigner da superposição entre um pacote redondo e outro genérico.
Para o pacote geral, a transformação metaplética é uma rotação de π/4 composta com
uma hiperbólica com s = 4, u = (2, 2)>, v = (−3, 3)>, η̄ = (−0.5, 2.5)> e ζ = (5,−1)>.
Mostramos também as curvas de ńıvel das oscilações.

Para um V genérico (o que também inclui o caso 2n-dimensional), os autovetores

de ReG′ são os mesmos de VV>, ou seja, a envoltória do termo de interferência em

(3.27) e o pacote distorcido possuem a mesma orientação, porém, com autovalores

diferentes: os autovetores de VV> são ê1 = (1, 1); ê2 = (−1, 1) associados aos auto-

valores (λ1, λ2) = (1/16, 16) e os autovalores de ReG′ são dados por (2/17, 32/17),
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mostrando que as larguras da envoltória são diferentes das larguras do pacote de-

formado.

A matriz ImG′ da forma quadrática no argumento do cosseno em (3.27) é uma

matriz diagonal cujos autovalores são (λ1, λ2) = (−15/17, 15/17), o que é carac-

teŕıstico de uma hipérbole, como é mostrado na figura 3.4. Como esta é uma ma-

triz diagonal, os eixos da hipérbole são paralelos aos eixos do espaço de fase e as

asśıntotas estão rodadas de π/4 com relação a estes, isto pode ser visto na figura (3.4)

através das curvas de ńıvel do argumento do cosseno em (3.27. A forma diagonal

da matriz ImG′ é uma caracteŕıstica peculiar da escolha de V desta figura.

Podemos calcular facilmente o determinante de ImG′ em (3.25) para qualquer V:

se λ é autovalor de VV>, então, det (ImG′) = −
(
λ−1
λ+1

)2
< 0, já que λ ∈ R, pois que

VV> é simétrica e positiva definida. Assim, mostra-se que o padrão de interferência

para esse caso será sempre hiperbólico independente da escolha de V.

O caso geral bidimensional correspondente a duas matrizes simpléticas tais que

U 6= V com U 6= I2 e V 6= I2. A parte real do termo de interferência é também descrita

por (3.27), contudo com G em (3.19) bidimensional. Utilizando a simpleticidade

de U,V, J, mais especificamente o fato de que seus determinantes são 1, podemos

calcular o determinante de ImG:

det ImG =
det

[
(V−1U)(V−1U)

>
−I2

]

det[(V−1U)(V−1U)>+I2]
= −

(
λ − 1

λ + 1

)2

< 0

se λ ∈ R for autovalor de (V−1U) (V−1U)
>

que é simétrica. Como um exemplo,

escolhemos U = Sωt=π/18Ss=3, ou seja, uma rotação de −10o composta com uma

transformação hiperbólica com s = 3 e V = Sc=0.7, um cisalhamento vertical de

acordo com a notação estabelecida em (1.11); um gráfico da função de Wigner

(3.22) para este caso pode ser visto na figura 3.5.

Um caso que perde um pouco da generalidade, porém importante, pois será

utilizado no futuro, é o caso em que definimos um pacote inicial por meio de uma

transformação canônica qualquer e o outro como sendo uma rotação do primeiro,
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Figura 3.5: Função de Wigner da superposição entre dois pacotes gerais. Para o pacote
inferior no gráfico, a transformação metaplética é uma rotação de −π/18 composta com
uma hiperbólica com s = 3. O pacote superior é deformado por uma transformação
metaplética relativa a um cisalhamento com c = 0.7. Os centros no espaço de fase são
u = (−1,−3.5)> e v = (1, 3.5)>, de modo que η̄ = (0, 0)> e ζ = (−2,−7)>. Mostramos
também as curvas de ńıvel das oscilções.

ou seja, o estado que é descrito pela superposição

|ψ〉 = N
(
|U;u〉 + M̂Sωt|U;u〉

)
= N (|U;u〉 + |SωtU;Sωtu〉) . (3.28)

Os autovalores de UU> são os mesmos de (SωtU) (SωtU)
>
, porém seus autovetores

são distintos, ou seja, os dois pacotes possuem a mesma forma, mas não a mesma

orientação2. Como exemplo, escolhemos ωt = π/3, U = Ss=3, u = (8, 0)>, e conse-

quentemente, V = SωtU, v = Sωtu ≈ (4, 6.93)>. Podemos ver um gráfico para esse

caso na figura 3.6.

Outro exemplo, um pouco mais espećıfico, é dado pelas seguintes matrizes

simpléticas U = V−1 = Sωt=π/4Ss=2. Escolhemos o centro dos dois pacotes na origem

2Cabe comentar que a superposição de pacotes que possuem a mesma forma e a mesma ori-
entação é o caso da figura 3.3.
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Figura 3.6: Função de Wigner da superposição entre dois pacotes da mesma famı́lia rota-
cionados entre śı. O primeiro pacote é um pacote esticado no eixo q via uma transformação
hiperbólica com s = 3. O segundo pacote é uma rotação de π/3 do primeiro. Os centros
dos pacotes são u = (8, 0)>, v = (4, 6.93)>. Mostramos também as curvas de ńıvel das
oscilações.

do espaço de fase de modo que ζ = 0 e o termo linear do argumento do cosseno

é anulado e o padrão de interferência fica determinado exclusivamente pela matriz

ImG da forma quadrática. O gráfico para esta função de Wigner é a figura 3.7; os

autovetores de U,V e ImG são os mesmos, podendo ser obtidos pela diagonalização

de apenas uma dessas matrizes; ainda em tempo, os eixos da hipérbole são os eixos

do espaço de fase.

Em contraste com o caso anterior da figura 3.6, as matrizes das gaussianas

possuem os mesmos autovalores e autovetores, porém trocados aos pares, ou seja,

se (λ1, λ2) é o par de autovalores associados aos autovetores (ê1, ê2) de UU>, então

o par de autovetores de UU> também é (ê1, ê2), porém associados ao par (λ2, λ1).

Esta seção se concentrou nas superposições entre estados gaussianos num espaço

de fase bidimensional. A forma hiperbólica das superposições bidimensionais e suas
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Figura 3.7: Função de Wigner da superposição entre dois pacotes perpendiculares. A
transformação metaplética é uma rotação de π/4 composta com uma hiperbólica de s = 2
para um pacote e sua inversa para o outro com u = v = η̄ = ζ = (0, 0)>.

análises nos dão intuição para descrevermos casos em dimensões maiores onde a

visualização da função de Wigner é imposśıvel.

Geometria da Função de Wigner

Os termos que definem a função de Wigner (3.22) são funções gaussianas das

variáveis x ∈ Ξ2n. Sua estrutura geométrica vai depender das caracteŕısticas das

matrizes de correlação que compõem os expoentes dessas gaussianas. Dedicamos

essa seção ao cálculo dos autovalores dessas matrizes. Recomendamos ao leitor uma

passada d’olhos na seção C.2 do apêndice C para esclarecimento de notação e de

alguns resultados que aqui serão utilizados.

As matrizes dos termos diagonais de (3.22) possuem estrutura idêntica. Analise-

mos apenas um dos casos. Como U,U> ∈ Sp(2n,R) e este conjunto é um grupo,

a matriz simétrica positiva definida (UU>)−1 ∈ Sp(2n,R), ou seja, é também não
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singular, pois possui determinante um. Portanto, seus autovalores são reais e posi-

tivos e possuem as propriedades explicitadas em (C.7). Como autovalores da matriz

de covariância são todos positivos e esta é simétrica, o termo diagonal da função

de Wigner, GR
2n

⌊
x;
(
UU>)−1

;u
⌉
, é uma gaussiana real cujas intersecções com hiper-

planos paralelos ao plano do espaço de fase, W (x) constante, são elipsóides centrado

em u, cujos semi-eixos ortogonais são descritos por seus autovetores.

Se a matriz U provier de uma evolução hamiltoniana, a evolução temporal de

U respeitará a simpleticidade, ou seja, detU = detU(t) = 1 e o mesmo vale para

a matriz UU> que tem a estrutura dos autovalores descrita acima. Definimos[51] o

elipsóide de Wigner como a curva de ńıvel da gaussiana dada por

(x− u) ·
[
UU>]−1

(x− u) =

√
2

~
,

cujo volume é (π~
2

)n e será conservado pela evolução temporal. Caso todos os semi-

eixos do elipsóide estejam orientados na direção dos eixos do espaço de fase, ou seja,

a matriz U é diagonal, garantimos a mı́nima incerteza em (1.18) para este pacote.

Caso contrário, existirão correlações momento-posição determinadas pela matriz de

covariância da gaussiana.

Partimos agora para analisar a estrutura da forma quadrática do termo de

interferência, eq.(3.23). Inicialmente vamos analisar o caso em que VV> = I2n, de

modo que a matriz em (3.23) se torna

G = 2
(
UU> + I2n

)−1 − i
(
UU> + I2n

)−1 (
UU> − I2n

)
J. (3.29)

Bidimensionalmente, este caso foi estudado nas seções precedentes, cf. figura 3.4.

A parte real desta última matriz, definida como G<, é positiva definida, pois é o

inverso da soma de duas matrizes positivas definidas e portanto possui autovalores

positivos, note que isto também vale para o caso em que VV> 6= I2n.

Os autovalores de G< podem ser obtidos dos autovalores de UU> observando-se
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a decomposição de Euler (C.6) por uma matriz ortogonal DUU>, explicitamente,

G< =
(
I2n + UU>)−1

=DUU> (I2n + ΛUU>)
−1

D−1

UU>.

Utilizando (C.7) para ΛUU> , temos

ΛG< := D−1
UU>G<DUU> = (I2n + ΛUU>)

−1

= Diag

[(
1+λUU>

1

)−1

, ...,
(
1+λUU>

n

)−1

,
(
1+1/λUU>

1

)−1

, ...,
(
1+1/λUU>

n

)−1
]
,

e assim,

λG<
i > 0 ; i = 1, .., n e

1

2
≥ λG<

i ≥ 1 ; i = n+ 1, .., 2n.

Como λUU>

i > 0∀i, todos os autovalores λG<
i de G< são positivos, como já era espe-

rado. Já para a parte imaginária de (3.29),

G= := −
(
I2n + UU>)−1 (

UU> − I2n

)
J, (3.30)

utilizamos, mais uma vez, a decomposição de Euler para UU> e encontramos que

G= = −DUU> (I2n + ΛUU>)−1 (ΛUU> − I2n)D−1

UU>J. (3.31)

Como DUU> é ortogonal e simplética, da relação (1.6), escrevemos D>
UU>J = JD>

UU>.

Fazendo esta substituição na última equação, temos o seguinte:

D>
UU>G=DUU> =


 Θ 0n

0n −Θ


 J =


 0n Θ

Θ 0n


 , (3.32)

onde definimos o bloco diagonal n× n

Θ := −Diag

(
λUU>

1 − 1

λUU>
1 + 1

, ...,
λUU>

n − 1

λUU>
n + 1

)
,

o que mostra que D>
UU> antidiagonaliza G=.
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Para obter os autovalores de G=, procuramos uma transformação ortogonal que

diagonaliza a matriz (3.32). A matriz (simplética e ortogonal) de rotação por um

ângulo de π/4 realiza isto, ou seja, se

Rπ
4

:=




1√
2
In 1√

2
In

− 1√
2
In 1√

2
In

,




então

Rπ
4
D>

UU>G=DUU>R>
π
4

=


 Θ 0n

0n −Θ


 .

Como esta matriz constitui uma transformação de similaridade de G=, podemos

concluir que seus autovalores são dados pelos elementos de Θ:

EspecR (G=) =

{
λUU>

1 − 1

λUU>
1 + 1

, ...,
λUU>

n − 1

λUU>
n + 1

,−λ
UU>

1 − 1

λUU>
1 + 1

, ...,−λ
UU>

n − 1

λUU>
n + 1

}
(3.33)

e

λG=
i :=

λUU>

i − 1

λUU>

i + 1
≥ 0 ; i = 1, .., n e λG=

i :=
1 − λUU>

i

λUU>

i + 1
≤ 0 ; i = n+ 1, .., 2n.

Excetuando-se o caso degenerado, onde λG=
i = 0, que descreve a situação do gato

simétrico UU> = I2n e logo será comentada, metade dos autovalores de G= são

positivos e a outra metade, negativos.

Para estudarmos o caso geral VV> 6= I2n, vamos observar a relação entre os auto-

valores da matriz G e a covariância metaplética da função de Wigner. Consideremos

a seguinte superposição de estados coerentes:

|φ〉 =
1

N

[
aT̂

V
−1
u
M̂

V
−1

U
|In〉 + bT̂

V
−1
v
|̂In〉
]
,

esta função de onda gera uma função de Wigner do tipo (3.22), onde o termo de

interferência é basicamente constitúıdo pela seguinte gaussiana:

Gφ(x) := GC
2nbx;Gφ; η̄φe ,
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com o centro e a matriz da forma quadrática dados por

Gφ = 2

[
I2n + V

−1

U
(
V
−1

U
)>]−1

− i

[
I2n + V

−1

U
(
V
−1

U
)>]−1[

I2n − V
−1

U
(
V
−1

U
)>]

J ,

η̄φ =
1

2

(
V
−1

u+ V
−1

v
)
. (3.34)

Construindo o estado |ψ〉 pela aplicação de um operador metaplético associado a

uma matriz simplética V no estado |φ〉, podemos calcular sua função de Wigner

utilizando a covariância metaplética, eq.(1.67), ou seja,

|ψ〉 = M̂V|φ〉 =⇒ Wψ(x) = Wφ

(
V
−1

x
)
.

Para uma escolha conveniente dos ı́ndices de Maslov dos operadores metapléticos,

cf. eqs.(B.6), o estado |ψ〉 descrito acima é idêntico ao estado (3.15).

O termo de interferência de Wψ(x) é, então, descrito pela função gaussiana

Gψ(x) := GC
2n

⌊
V
−1

x;Gφ; η̄φ
⌉

= GC
2n

⌊
x;V

−1>
GφV

−1

;Vη̄φ

⌉

e podemos constatar que

Vη̄φ = η̄ψ e V
−1>

GφV
−1

= Gψ.

Como Gφ e Gψ estão relacionados por uma transformação de congruência, cf.

seção C.2, a inércia dessas duas matrizes são idênticas. Dessa forma, conclúımos

que a estrutura do espectro de autovalores da parte imaginária da matriz do termo

de interferência (3.34) é idêntica a dos autovalores de (3.29), i.e., o espectro dos

autovalores de G= em (3.30) é constitúıdo por metade positiva e metade negativa.

Concluindo, o termo de interferência da função de Wigner (3.22),

Re
[
GC

2nbx;G; η̄e e
i
~ (u−v)∧(x−η̄)+ i

2~u∧v
]

=

GR
2nbx;G<; η̄e cos

[
− 1

~(x− η̄) · G= (x− η̄) + 1
~(u− v) ∧ (x− η̄) + 1

2~u ∧ v
]
,

corresponde a uma gaussiana real e um cosseno de uma forma quadrática. A matriz

de covariância da gaussiana é a parte real de (3.34) que possui apenas autovalo-

res positivos, já o argumento do cosseno no termo de interferência é uma forma
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quadrática cuja matriz é a parte imaginária da matriz (3.34) e seu espectro de

autovalores possui a mesma estrutura do espectro (3.33).

O caso degenerado dessa forma quadrática, UU> = VV>, recai num cosseno de

uma função linear do argumento, tal qual o estado do gato (3.15). E repetindo, o

caso geral, não degenerado, as oscilações do cosseno são constantes em hipérbolóides,

já que a forma quadrática de G= apresenta metade dos seus autovalores positivos e

outra metade negativos.

3.4 Construção de Superposições Hiperbólicas

Nesta seção mostraremos como é posśıvel construir uma superposição de es-

tados gaussianos bidimensionais e outras superposições envolvendo estados mais

gerais. Também citaremos referências para sua criação experimental em termos de

estados coerentes do campo eletromagnético, e em termos de ı́ons em armadilhas.

A descrição que aqui segue é uma generalização do processo descrito em [40].

Consideremos um sistema inicial composto por dois subsistemas independentes

descritos pelo produto tensorial de estados

|Ψ0〉 =
1√
2

[|0〉 + |1〉] ⊗ |ψ〉; (3.35)

o estado do primeiro subsistema,

|A〉 :=
1√
2

[|0〉 + |1〉] ,

é composto por uma superposição do estado fundamental de um oscilador harmônico

e do primeiro estado excitado |1〉 = â|0〉, o segundo é, a prinćıpio, um estado

genérico. Chamaremos |A〉 de ancila e o outro de principal. Em termos das matrizes

densidade, escrevemos,

ρ̂
Ψ0

:= |Ψ0〉〈Ψ0| = |A〉〈A| ⊗ |ψ〉〈ψ| := ρ̂A ⊗ ρ̂B. (3.36)
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A hamiltoniana não-linear de Kerr que será utilizada para fazer a interação entre

os dois subsistemas é escrita como

Ĥ = γâ†â b̂†b̂, (3.37)

onde â e b̂ são os operadores de aniquilação do oscilador harmônico atuantes nos

respectivos subsistemas e γ é a intensidade da interação. Cada termo do estado

inicial |Ψ0〉 evoluirá temporalmente em virtude dessa hamiltoniana como

|nA〉 ⊗ |ψ〉 −→ |nA〉 ⊗ e−
i
~ (γtnA)b̂†b̂|ψ〉, nA = 0, 1. (3.38)

A exponencial na fórmula acima é uma rotação descrita por um operador metaplético

M̂Rθ
,

e−
i
~ (λtnA)b̂†b̂ = M̂Rθ

ei
θ
2 ,

associado à transformação simplética Rθ = Sωt=θ em (1.11) de rotação.

A matriz densidade inicial do sistema composto evoluirá, de acordo com a

hamiltoniana de Kerr, em uma matriz emaranhada descrita por

ρ̂
Ψ0

(t) =
1

2

{
|0〉〈0| ⊗ |ψ〉〈ψ| + e−i

θ
2 |0〉〈1| ⊗ |ψ〉〈ψ|M̂ †

Rθ
+

ei
θ
2 |1〉〈0| ⊗ M̂Rθ

|ψ〉〈ψ| + |1〉〈1| ⊗ M̂Rθ
|ψ〉〈ψ|M̂ †

Rθ

}
. (3.39)

Se simplesmente traçarmos o sistema a, obtemos uma mistura estat́ıstica:

TrA [ρ̂(t)] =
1

2

{
|ψ〉〈ψ|+ M̂Rθ

|ψ〉〈ψ|M̂ †
Rθ

}
,

porém, podemos construir um novo estado que mantenha os termos de coerência.

Para isto, realizamos uma medida projetiva no subsistema A em (3.39) no estado

|φA〉 := [|0〉 ± |1〉] /
√

2 ou P̂φA
= |φA〉〈φA|, (3.40)

ou seja, segundo o postulado da medição da mecânica quântica, obteremos a seguinte

matriz densidade

ρ̂φA
:=

P̂φA
ρ̂(t)P̂φA

Tr
[
ρ̂(t)P̂φA

] (3.41)
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que é a matriz densidade do sistema após a realização da medida no estado |φA〉.

Para calculá-la, determinamos

P̂φA
ρ̂(t)P̂φA

=
1

4
P̂φA

⊗
[
|ψ〉〈ψ| ± e−i

θ
2 |ψ〉〈ψ|M̂ †

Rθ
± ei

θ
2M̂Rθ

|ψ〉〈ψ|+ M̂Rθ
|ψ〉〈ψ|M̂ †

Rθ

]

e

Tr
[
ρ̂(t)P̂φA

]
= TrB TrA

[
ρ̂(t)P̂φA

]

=
1

4
TrB

[
|ψ〉〈ψ| ± e−i

θ
2 |ψ〉〈ψ|M̂ †

Rθ
± ei

θ
2M̂Rθ

|ψ〉〈ψ|+ M̂Rθ
|ψ〉〈ψ|M̂ †

Rθ

]

=
1

4

[
2 ± 2Re

(
ei

θ
2 〈ψ|M̂Rθ

|ψ〉
)]
.

A equação (3.41) é composta com esses dois últimos resultados. Agora, se re-

alizarmos o traço sobre o sistema A em (3.41), obtemos a evolução do estado ρ̂B(t),

ou seja,

ρ̂B(t) := TrA [ρ̂φA
] =

[
|ψ〉±ei θ

2 M̂Rθ
|ψ〉

][
|ψ〉±ei θ

2 M̂Rθ
|ψ〉

]†

2±2Re

(
ei θ

2 〈ψ|M̂Rθ
|ψ〉

) (3.42)

que é a matriz densidade do estado puro

|ψ(t)〉 =

[
|ψ〉±ei θ

2 M̂Rθ
|ψ〉

]

√
2±2Re

(
ei θ

2 〈ψ|M̂Rθ
|ψ〉

) . (3.43)

Este procedimento pode ser resumido em um circuito quântico, basta observar-

mos que a evolução com a hamiltoniana de Kerr, representada em (3.38), é uma

rotação controlada pelo sistema A. Representamos na figura 3.8 este circuito e sua

simplificação em termos de uma rotação controlada junto com uma porta de fase.

No primeiro circuito a primeira porta Hadamard, H, cria o estado |A〉 como uma su-

perposição uniforme [65]; a segunda porta realiza a aplicação do operador de evolução

temporal relativo à hamiltoniana não-linear de Kerr, cuja ação é escrita em (3.38)

e o resultado é o estado em (3.41); a segunda porta Hadamard junto com quarta

porta gera uma medida na base de Bell, representando a medida projetiva no estado

|φA〉 em (3.40). Como o resultado é uma rotação controlada pelo q-bit ancila, re-
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presentamos as mesmas operações por apenas uma porta no segundo circuito: uma

rotação mais uma fase controlada.

H H

Figura 3.8: Circuitos quânticos que realizam a rotação controlada, cujo resultado, |ψ(t)〉
é uma superposição de estados. A porta H é a porta Hadamard, a porta grande representa
a evolução pela hamiltoniana de Kerr e a última porta do primeiro circuito representa a
medida sobre o estado ancila. A porta do segundo circuito é a rotação controlada com
adição de uma fase. Os dois circuitos são equivalentes.

Podemos generalizar ainda esse resultado para um estado ρ̂0 genérico, puro ou

mistura, basta realizar o mesmo procedimento descrito com o estado inicial ρ̂0 ao

invés de ρ̂B em (3.36). Dessa forma a ação do algoritmo descrito na figura 3.8 é

ρ̂0

eiθ2M̂Rθ−→ ρ̂(t) = N
1∑

i,j=0

(±1)δij+1e
i
2
θ(δi,1−δj,1)M̂Rθi

ρ̂0M̂
†
Rθj
, θj := θδ1,j, (3.44)

onde

N := Tr
[
ρ̂(t)P̂φA

]
.

Esta superposição impura é tema do próximo caṕıtulo.

Como um exemplo, tomemos um estado gaussiano: se em (3.43) fizermos

|ψ〉 = |S; η〉, obtemos uma superposição idêntica a (3.15) fazendo as seguintes iden-

tificações:

U = S, V = RθS, u = η, v = Rθ η , a = 1 e b = ±ei
θ
2 , (3.45)

que corresponde ao caso exposto na figura 3.6. Porém, utilizando esse algoritmo e

estados gaussianos, só é posśıvel construir os casos das figuras 3.6 e 3.7.

Para darmos conta de casos mais gerais, como os expostos nas figuras 3.4 e 3.5,

teoricamente, podemos generalizar o método com uma hamiltoniana de interação
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do tipo

Ĥ = γâ†âĤB, (3.46)

onde ĤB é uma hamiltoniana quadrática nas variáveis canônicas (b̂, b̂†) ou (q̂, p̂).

Com essa hamiltoniana, constrúımos um operador metaplético da forma (1.47) as-

sociado à matriz simplética K e assim, a evolução de uma matriz densidade pode ser

constrúıda da mesma maneira que fizemos para a hamiltoniana de Kerr, obtendo o

seguinte resultado:

ρ̂0

M̂K(t)−→ ρ̂(t) = N
1∑

i,j=0

(±1)δij+1M̂Ki(t)ρ̂0M̂
†
Kj(t)

(3.47)

com Kk(t) := K(tδ1,k), k = 0, 1 e onde K(0) = I2n e N idêntica a dada em (3.44).

É posśıvel encontrar na literatura criação de superposições do tipo (3.44) para

alguns estados particulares via uma interação do tipo Kerr[40], inclusive existem

alguns casos em que essas superposições podem ser constrúıdas experimentalmente

no contexto da ótica quântica utilizando interações entre átomos e campos dentro

de cavidades óticas[16] e também via transparência eletromagnética induzida[77]. O

que aqui fizemos foi generalizar o método para qualquer matriz densidade inicial, a

prinćıpio, fact́ıvel experimentalmente. Teoricamente, buscamos uma generalização

do tipo de interação, para que possamos construir superposições mais gerais.

A estrutura não-linear do oscilador harmônico chutado, garante que para tempos

curtos esta dinâmica pode ser aproximada pela matriz simplética (3.12). Para uma

superposição inicial de estados de gato linear, a aplicação do mapa do OHC é descrita

com boa aproximação pela linearização em torno dos centros dos pacotes, isto é,

utilizando o propagador (3.4) para cada pacote, a estrutura da interferência do gato

será hiperbólica dada por um estado do tipo (3.15), onde cada pacote será submetido

a um cisalhamento linear diferente, pois que seus centros estão localizados em pontos

distintos do espaço de fase.

E por fim, é posśıvel a utilização de armadilhas de Paul para a criação do gato
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descrito no último parágrafo. Como dito a atuação dos “lasers” num ı́on dentro

da armadilha faz com este evolua com a hamiltoniana do OHC. Já são conhecidos

métodos para a criação de gatos lineares com sequências de pulsos lineares de “lasers”

no interior dessa armadilha[37], portanto, de acordo com o comentado no parágrafo

anterior esta estrutura pode ser produzida. Outro método experimental para a

criação de gatos lineares óticos foi descrito em [67] e a introdução de alguma dinâmica

não-linear pode gerar um gato hiperbólico.

Algoritmo de Grover

O padrão de interferência hiperbólico também pode ser observado no contexto

de funções de Wigner discretas[10] usadas para descrever a ação de mapas quânticos

em q-bits no espaço de fase. Um exemplo é a implementação do algoritmo de

busca de Grover[65]. Este algoritmo realiza uma busca entre N estados quânticos

utilizando um número de operações da ordem de
√
N , enquanto que uma busca

clássica realiza uma procura com o número de operações estimado em ordem de

N/2. Descreveremos pragmaticamente o processo desse algoritmo no espaço de fase

discreto, o leitor interessado nos detalhes deve procurar as referências [10, 65], bem

como as que estas citam.

O estado inicial é uma superposição discreta uniforme na base de posição:

|ψ〉 =
1√
N

N−1∑

q=0

|q〉. (3.48)

No contexto da transformada de Fourier discreta, esta superposição é o autoestado

de momento nulo, ou seja, |ψ〉 = |p = 0〉, já que as bases de momento e coordenada

estão relacionadas através desta transformada, cf. eq. (D.1). Cada estado |q〉 da

base representa uma sequência de n d́ıgitos binários onde cada elemento é um q-bit

de modo que N = 2n.

Segundo [65], uma busca realizada pelo algoritmo é resumida pelo mapa unitário
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de Grover,

M̂G :=
(
2|ψ〉〈ψ| − Î

)
Ô, (3.49)

atuando no estado inicial (3.48), cujo efeito é amplificar a probabilidade, |〈ψ′|ψ〉|2,

de se medir um estado

|ψ′〉 =

N ′′∑

q=N ′

Cn|q〉 (3.50)

que queremos buscar. O operador Ô é denominado de oráculo e sua ação consiste em

discriminar o estado procurado em meio à superposição inicial, invertendo sua fase;

o outro operador, 2|ψ〉〈ψ|− Î, de fato amplifica a probabilidade do estado procurado

e por razões técnicas é denominado inversão da média. A ação desses operadores

ficará mais bem descrita no exemplo dado abaixo.

Escolhemos, por exemplo, buscar o estado |ψ′〉 = |q = 0〉. O primeiro passo

consiste em aplicar o oráculo ao estado (3.48) e encontrar que

Ô|ψ〉 =
1√
N

N−1∑

q=1

|q〉 − 1√
N
|q = 0〉,

ou seja, selecionamos o estado a ser procurado pela inversão de sua fase. Para aplicar

a inversão da média na equação acima, notamos que

2|ψ〉〈ψ| − Î =
2

N

N−1∑

q′=0

N−1∑

q′′=0

|q′〉〈q′′| − 1√
N

N−1∑

q′=0

|q′〉〈q′| ,

de modo que se utilizarmos a ortogonalidade dos estados da base 〈q′|q′′〉 = δq′′,q′ e

lembrarmos que |p = 0〉 é o estado (3.48), obtemos

M̂G|ψ〉 = N−4
N

|p = 0〉 + 2√
N
|q = 0〉, (3.51)

ou seja, no espaço de fase a aplicação do mapa de Grover gera franjas de interferência

correspondendo à superposição entre o estado inicial e o estado procurado, essas

franjas são similares às oscilações da figura 3.9.
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Figura 3.9: Função de Wigner da superposição dos dois eixos do espaço de fase, obtida
como um limite da função de Wigner de dois pacotes esticados perpendiculares. Essa
função de Wigner aparece na aplicação do algoritmo de busca de Grover sendo o estado
inicial o autoestado |p0 = 0〉 e estado a ser procurado, |q0 = 0〉.

Calculando a função de Wigner, eq. (1.64), de uma superposição normalizada do

tipo

|φ〉 = a|p0〉 + b|q0〉, (3.52)

com |p0〉 e |q0〉 autoestados de momento e posição unidimensionais e cont́ınuos,

obtemos, consequentemente,

W (q, p) =
1

2π~

{
|a2| δ(q − q0) + |b2| δ(p− p0)

+
4|a∗b|√

2π~
cos
(

2
~ (q − q0)(p − p0) + 1

~p0q0 + Arg(a∗b)
)
}
.

O gráfico desta função esta na figura 3.9. Podemos, também, obtê-la tomando

cuidadosamente o limite

U = V−1 = lim
s→∞

Diag(s, 1/s)
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em (3.22). Gráficos da função de Wigner do estado (3.51) no espaço de fase discreto

podem ser vistos em [10]. Cabe salientar que a função de Wigner de (3.51) não

pode ser obtida pelo limite acima devido à natureza discreta do espaço de fase e

suas subsequentes condições periódicas de contorno.



Caṕıtulo 4

Superposições Impuras

“Gregos, subgregos e antigregos, toda a longa série dos homens tem-se debruçado
sobre o poço para ver sair a verdade, que não está lá. Gastaram cordas e caçambas;
alguns mais afoitos desceram ao fundo e trouxeram um sapo.”

(Machado de Assis, Memórias Póstumas de Brás Cubas, 1990)

Em contraste com o caṕıtulo anterior, aqui estudaremos a geometria de super-

posições impuras (ou misturas estat́ısticas) no espaço de fase. Iniciamos o caṕıtulo

com uma superposição constrúıda pelo método discriminado no anterior.

A abstração de um sistema isolado de seu entorno é modelo simplificado e útil para

a descrição de algumas caracteŕısticas do sistema. Em distintos graus esse isola-

mento pode ser realizado, mas nunca completamente. O entorno ou ambiente é

um sistema complexo com muitos graus de liberdade tal que uma completa de-

scrição não só é improvável, como também é inútil, tornando imprescind́ıvel uma

modelagem estat́ıstica. Analisaremos superposições impuras de estados gaussianos

também quando estas são produzidas através da interação com o ambiente.
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4.1 Estados Impuros

Até este caṕıtulo só hav́ıamos considerado evoluções de estados puros no espaço

de fase. Agora, duas novas situações surgem quando tratamos de superposições

impuras.

A primeira segue da aplicação do algoritmo descrito na seção 3.4. Ao iniciarmos

com um estado mistura, o método descrito gera uma superposição final impura. A

segunda situação ocorre quando temos um estado quântico que evolui sob o efeito

do ambiente.

Em ambas as situações, é imprescind́ıvel que conheçamos a evolução de pacotes

gaussianos e suas interferências sobre descoerência. No trabalho [56], desenvolveu-se

um método de propagação AOA tal qual na seção 3.1, porém, com a inclusão de di-

fusão e lá a função de Wigner é uma soma de pacotes gaussianos e suas interferências

numa convolução com gaussianas; como veremos esta operação é caracteŕıstica de um

processo de descoerência. Destacando por exemplo a função de Wigner do oscilador

harmônico chutado, figura 2.27, podemos nos perguntar qual será o comportamento

de suas franjas de interferência quando da atuação do ambiente.

4.2 Estados Gaussianos Impuros

Definimos um estado gaussiano como sendo aquele que tem sua função de Wigner

descrita por uma gaussiana. Representaremos a função de Wigner de um estado

desse tipo por

W0(x) = GR
2n

⌊
x;∆−1

0 ; η0

⌉
, (4.1)

onde utilizamos a notação de gaussiana padrão (1.81).

Um estado gaussiano impuro se difere do caso puro por sua matriz de covariância:

os puros são aqueles tais que o determinante de tal matriz se iguala a unidade; caso

seja maior que um este estado é dito impuro.



4.2 Estados Gaussianos Impuros 141

A função de cordas deste estado pode ser calculada pela transformada de Fourier

de (4.1), via (1.60), encontrando que

χ0(ξ) = ER
2n bξ;∆0; η0e , (4.2)

onde utilizamos a notação definida em (1.87). É importante notar que as matrizes

de covariância nesta gaussiana e em (4.1) são inversas, exceto por uma conjugação

por J, cf. eq. (1.87). Mais a frente, discutiremos como produzir um estado gaussiano

impuro, através da interação com o ambiente gerando descoerência.

Estado Térmico

Um caso interessante que corresponde a um exemplo de estado gaussiano im-

puro é o estado térmico do oscilador harmônico que passaremos a estudar a seguir.

Este é o estado de equiĺıbrio desse oscilador em contato com um banho térmico a

temperatura fixa (ensemble canônico):

ρ̂T :=
(
1 − e

− ~ω
KBT

) ∞∑

N=0

e
−N ~ω

KBT |N〉〈N |,

onde |N〉 é o estado da base de Fock. Esta matriz densidade pode ser representada

como uma expansão numa base de infinitos estados coerentes:

ρ̂T =
1

(2π~) 〈â†â〉

+∞∫

−∞

d2η′ e
− 1

2~〈â† â〉
η′2 |η′〉〈η′|, (4.3)

que é conhecida como representação de Glauber-Sudarshan[78, 57] do estado térmico,

onde 〈â†â〉 = Tr(ρ̂T â
†â). Métodos experimentais para a criação de um estado deste

tipo são descritos em [43, 57] e possuem grande semelhança com os utilizados para

a criação de estados coerentes.

Imediatamente podemos generalizar esta última expressão e criar um estado
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térmico n-dimensional geral, ou seja,

ρ̂T (S, η̃) := T̂η̃M̂S (ρ̂T1 ⊗ · · · ⊗ ρ̂Tn) M̂ †
ST̂

†
η̃

=
1

(2π~)n detN

+∞∫

−∞

d
2n

η′ e−
1
2~ (η′−η)·(SNS>)

−1

(η′−η̃) |S, η′〉〈S, η′| (4.4)

com

N := Diag
(
〈â†1â1〉, ..., 〈â†nân〉, 〈â

†
1â1〉, ..., 〈â†nân〉

)
, 〈â†i âi〉 =

(
e

~ωi

KT − 1

)−1

(4.5)

que nós chamamos de matriz de ocupação.

Calculando a função de Wigner de (4.4) por meio de (1.63), obtemos que

WT (x) = GR
2n

⌊
x;
(
SS> + 2SNS>

)−1
;Sη̃
⌉
, (4.6)

na qual usamos as fórmulas de composição (1.27), (1.39) e (1.49). Esta equação tem

a mesma forma do estado gaussiano (4.1). Note que para T = 0, o estado térmico

se converte em um estado coerente e que com o aumento da temperatura todos os

elementos de sua matriz de covariância aumentam.

4.3 Gatos Impuros

A produção de gatos puros foi discutida na seção 3.4, porém, lá também desen-

volvemos o mesmo processo para a criação de um gato cuja matriz densidade inicial

pode descrever um estado não puro, cf. eq.(3.44). Nesta seção, vamos analisar a

função de Wigner de uma superposição deste tipo e suas caracteŕısticas peculiares.

Consideremos um estado descrito pela matriz densidade ρ̂ tal que 〈x̂〉 = 0, dele

constrúımos o estado

ρ̂η := T̂ηρ̂T̂
†
η . (4.7)

De acordo com o algoritmo utilizado para a criação de superposições da seção 3.4, sob

ação da hamiltoniana de interação (3.46), uma superposição desse estado é criada
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como em (3.47). Ao fim de um determinado instante de tempo t, durante o qual o

sistema evoluiu, a superposição é descrita por

ρ̂η(t) = N
1∑

i,j=0

(±1)δij+1M̂Ki
ρ̂ηM̂

†
Kj
. (4.8)

Utilizando a definição (1.63), a regra de composição (1.49), as de covariância (1.44)

e (1.50) podemos calcular a função de Wigner dessa superposição, com efeito,

W (x, t) = N
{
W ρ̂(x− η) +W ρ̂(K

−1

x− η)

± 2

(π~)n
Re
[
e

i
~x∧ζ+

i
2~ ζ∧η̄ Tr

(
R̂x−η̄M̂Kρ̂

)]}
, (4.9)

onde

η̄ :=
1

2
(I2n + K) η e ζ := (I2n − K)η (4.10)

são, respectivamente, o centro do termo de interferência e a distância relativa entre os

pacotes principais; a constante de normalização, N , pode ser obtida pela condição de

normalização da função de Wigner. A função de Wigner (4.9) é composta também

por três termos, dois dos quais relativos aos pacotes principais e um relativo à

interferência. Note também que esta é uma função do tempo de interação através

da matriz simplética K.

4.3.1 Gato Linear Impuro

Um caso curioso é se tomarmos o tempo de interação tal que K = −I2n, por

exemplo, uma rotação de π. Nesta situação η̄ = 0 de acordo com (4.10); escrevendo

o operador de paridade como um metaplético, eq. (1.48) e usando a composição de

operadores de reflexão dada em (1.37) mostra-se que o termo de interferência é uma

função de cordas de acordo com a definição (1.70):

IW :=
2

(π~)n
Re
[
e

i
~x∧ζ+

i
2~ ζ∧η̄ Tr

(
R̂x−η̄M̂Kρ̂

)]

=
2

(π~)n
Re
[
e

2i
~ x∧η+in

π
2 Tr

(
T̂2xρ̂

)]
= 2n+1 Re

[
e

2i
~ x∧η+in

π
2 χ∗

ρ̂(2x)
]
.(4.11)



4.3 Gatos Impuros 144

Então, a função de Wigner da superposição nesse caso fica

W (x, t0) = N
{
W ρ̂(x− η) +W ρ̂(−x− η) ± 2n+1 Re

[
e

2i
~ x∧η+in

π
2 χ∗

ρ̂(2x)
]}

; (4.12)

note a inversão dos eixos do segundo pacote.

Funções de cordas e funções de Wigner são relacionadas por meio de uma trans-

formada de Fourier, cf. eq.(1.70), sob este ponto de vista, espera-se um compor-

tamento inverso com relação a as larguras das funções envolvidas — para estados

gaussianos, isto fica claro nas equações (4.1) e (4.2). Neste caso, a função de cordas

em (4.12) é também uma função de Wigner.

Como um exemplo, tomaremos o estado térmico. Identificamos ρ̂T (S, η̃) de (4.4)

com ρ̂η de (4.7) e utilizamos (4.12) para determinar a função de Wigner da super-

posição. Os pacotes principais têm função de Wigner dada por (4.6); passamos ao

cálculo do termo de interferência. De acordo com a relação entre (4.1) e (4.2), pode-

mos obter a função de cordas diretamente da função de Wigner, assim, escrevemos

que χ∗
ρ̂(2x) = ER

2n

⌊
2x;
(
SS> + 2SNS>

)
;Sη̃
⌉
. Podemos, agora, construir (4.12) para a

superposição de estados térmicos:

WT (x) = N
{
GR

2n

⌊
x;
(
SS> + 2SNS>

)−1

;Sη̃

⌉
+ GR

2n

⌊
x;
(
SS> + 2SNS>

)−1

;−Sη̃

⌉

± 2√
det(I2n+2N)

GR
2n

⌊
x; J>(SS> + 2SNS>)J; 0

⌉
cos
(

4
~x ∧ Sη̃ + nπ

2

)}
. (4.13)

De acordo com (4.5), conforme a temperatura aumenta, a matriz N dada em (4.5)

tem seus elementos amplificados e isto implica que a largura dos pacotes princi-

pais aumenta, enquanto que a da envoltória do termo de interferência diminui.

Mostramos esse comportamento na figura 4.1.

4.3.2 Gato Não-Linear Impuro

O que determinou a estrutura linear do gato impuro acima foi a escolha par-

ticular do tempo de interação t. Para um tempo genérico, partiremos de (4.9) e

calcularemos a função de Wigner de um estado gaussiano impuro do tipo (4.1).
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Figura 4.1: Superposição de estados térmicos como função da temperatura. O gráfico (a)
desta figura corresponde à figura 3.3(a). Definimos T ′ := KBT

~ω . (a) T ′ = 0, (b) T ′ = 1, (c)
T ′ = 5 e (d) T ′ = 10.

A função de Wigner dos pacotes principais já estão determinadas explicitamente

pelos dois primeiros termos de (4.9) e são duas gaussianas:

W ρ̂(x− η) = GR
2n

⌊
x;∆−1

0 ; η
⌉

e W ρ̂(K
−1

x− η) = GR
2n

⌊
x;
(
K∆0K

>)−1
;Kη

⌉
. (4.14)

O termo de interferência deve ser trabalhado para que possamos revelar sua estrutura

geométrica no espaço de fase. A superposição, então, fica descrita por

W (x, t) = N
{
GR

2n

⌊
x;∆−1

0 ; η
⌉

+ GR
2n

⌊
x;
(
K∆0K

>)−1
;Kη

⌉
± 2ReI[x;K]

}
, (4.15)

onde definimos a interferência por

I[x;K] := (π~)−ne
i
~x∧ζ+

i
2~ ζ∧η̄ Tr

(
R̂x−η̄M̂Kρ̂

)
. (4.16)
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Utilizamos a expansão do operador densidade ρ̂ em termos do seu śımbolo de

Weyl, ou melhor, de sua função de Wigner, eq.(1.62), para obter que

Tr
(
R̂x−η̄M̂Kρ̂

)
=

∫
dx′W (x′)Tr

(
R̂x′R̂x−η̄M̂K

)

=

∫
dx′W (x′) e2 i

~x
′∧(x−η̄) Tr

[
T̂2(x′−x+η̄)M̂K

]
,

onde utilizamos a ciclicidade do traço e a composição (1.37) de operadores de re-

flexão. Nesta equação o traço do produto de operadores é a representação de cordas

do operador metaplético, eq. (1.56). Se inserirmos este śımbolo e a função de Wigner

de um estado gaussiano impuro, eq. (4.1), na integral, podemos efetuá-la explicita-

mente obtendo que

I[x;K] =
2n iν(K)−n e

i
~x∧ζ+

i
2~ ζ∧η̄√

det [(K + I2n)∆0 − i(K − I2n)J]
exp

[
−1

~
(x− η̄) · E(x− η̄)

]
, (4.17)

onde

E := (JC
−1

KJ − J)
[
∆
−1

0 + iJC
−1

KJ
]−1

(JC
−1

KJ + J) + iJC
−1

KJ (4.18)

e CK está definida em (1.12). Cabe ressaltar que este termo se reduz ao da su-

perposição pura na (3.23), se fizermos o estado inicial ser gaussiano puro, ou seja,

∆0 = SS> para qualquer matriz simplética S.

Se tomarmos a parte real de (4.17), o termo de interferência em (4.16) pode ser

escrito tal qual no caso puro:

ReI[x;K] ∝ GR
2nbx; ReE; η̄e cos

[
− 1

~(x− η̄)·ImE(x− η̄) + 1
~x∧ζ+ φc

]
, (4.19)

onde φc é o argumento das constantes complexas em (4.17).

Toda a informação sobre a estrutura geométrica da superposição está contida

na matriz E que pode ser separada em termos de suas partes real e imaginária
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utilizando a equação (C.8):

ReE = (JC
−1

KJ − J)
[
∆
−1

0 + JC
−1

KJ∆0JC
−1

KJ
]−1

(JC
−1

KJ + J)

= 4
[
(K− I2n) J>∆

−1

0J
(
K> − I2n

)
+ (K + I2n)∆0

(
K> + I2n

)]−1

ImE = (J − JC
−1

KJ)
[
JC

−1

KJ + ∆
−1

0JCKJ∆
−1

0

]−1

(JC
−1

KJ + J) + JC
−1

KJ

=
1

4
ReE

[
(K − I2n) J>∆

−1

0J
(
K> + I2n

)
+ (K + I2n)∆0

(
K> − I2n

)]
J.

A função de Wigner (4.9) para um pacote gaussiano inicial têm os pacotes principais

da superposição, dados em (4.14), gaussianos, como já dito. O primeiro não tem

sua largura modificada, enquanto que o segundo, é deformado pela ação metaplética

associada a matriz simplética K. Como a parte real de E é a inversa de uma soma

de matrizes positivas definidas, portanto, positiva definida, fica demonstrado que a

envoltória do termo de interferência em (4.19) é uma gaussiana. A parte imaginária

não possui nenhuma propriedade especial além de sua simetria, seus autovalores

dependerão da matriz K e da largura do pacote inicial, ∆0, que determinarão as

franjas, em geral não-lineares, do padrão de interferência no espaço de fase. Note

que o caso linear, eq. (4.11), é uma degenerescência obtida tomando-se o limite

K → −I2n.

Analisaremos dois casos bidimensionais do padrão de interferência com matrizes

de covariância dadas por

∆0a =

(
5 1

1 5

)
e ∆0b =

(
3 3

3 4

)
. (4.20)

Escolhemos K = J, uma rotação de π/2 no espaço de fase. Na figura 4.2, mostramos

estes dois casos: em (a) obtemos o padrão eĺıptico, onde os autovalores de ImE

são dados por (−15/17,−35/17) e em (b) os autovalores são aproximadamente

(−0.95, 0.65), correspondendo a uma hipérbole. Se o estado inicial for diagonal,

∆0 = δ I2 com δ > 1 e K for uma rotação, a parte imaginária da matriz (4.18)
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torna-se diagonal,

ImE =
(
δ+1
δ−1

cscθ + ctgθ
)−1

I2,

e portanto, o termo de interferência corresponde a ćırculos no espaço de fase que

são degenerescência de elipses do caso não diagonal ∆0a.
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Figura 4.2: Superposição de estados gaussianos impuros. Os estados iniciais em (a) e
em (b) correspondem a estados gaussianos com matrizes de correlação discriminadas em
(4.20) centrados em η = (5, 5). Em ambos os casos, a matriz simplética é K = J> e, assim,
o centro do outro pacote da superposição fica descriminado por J>η = (-5,5) em ambos
os casos. O centro da envoltória é localizado em η̄ = (0, 5). As linhas pontilhadas são as
curvas de ńıvel do termo de interferência.

Em contraste com as superposições puras descritas no caṕıtulo anterior, os

padrões de interferência podem assumir quaisquer formas compat́ıveis com uma

forma quadrática: a forma geral do termo de interferência não especifica nenhuma

estrutura particular, a análise depende da influência mútua entre a matriz simplética

da interação, K, e a largura do pacote inicial, ∆0.

As superposições gerais do tipo (4.9) podem ser realizadas experimentalmente

pelo método descrito no caṕıtulo anterior e o estado inicial pode ser escolhido como

um estado térmico geral do tipo (4.6) de acordo com uma escolha apropriada das

matrizes S e N, isto inclui os dois exemplos apresentados.
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Nas próximas seções estudaremos outros tipos de superposição relativos à in-

teração de estados com um ambiente.

4.4 Gatos Gaussianos

O processo de descoerência ocorre devido à atuação de um ambiente em um

estado quântico. Nesta seção desenvolvemos um primeiro exemplo para estudar os

efeitos dessa interação, particularmente estaremos interessados nas conseqüências

deste processo na estrutura de superposições no espaço de fase.

As superposições da seção anterior não são inclúıdas nesta situação, pois que já

partimos de um estado inicial impuro e dele criamos uma superposição cuja estrutura

geométrica no espaço de fase pode apresentar distintos padrões. Estes dependem,

dentre outras coisas, do estado inicial.

Em contraste, a ação do ambiente preservará a estrutura geométrica de um

estado gaussiano e de suas superposições, sejam eles puros ou impuros.

4.4.1 Canal Gaussiano

O canal gaussiano bosônico têm sua definição inspirada no teorema do limite

central[24]. Seguindo C.M. Caves[20], quanticamente a atuação de um canal desses

tipo é descrita pela soma de infinitas translações atuando na matriz densidade do

estado inicial ponderadas por uma distribuição gaussiana1:

[[ρ̂0] :=
(π~)−n√

det Γ

+∞∫

−∞

dξ e−
1
~ ξ·Γ

−1

ξ T̂ξρ̂0T̂
†
ξ , (4.21)

onde Γ ∈ Mat(2n,R) é uma matriz positiva definida e ξ ∈ Ξ2n. De acordo com essa

definição, note que o estado térmico, eq.(4.3), é aplicação de um canal gaussiano

no estado de vácuo do oscilador. Podemos ainda escrever o canal gaussiano em

1O śımbolo [ é denominado bemol e provém da notação musical. Aqui, seu uso é inspirado na
literal tradução de seu nome em inglês: “flat”.
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termos das funções de Wigner, ou seja, tomando a transformada de Weyl de (4.21),

encontramos que2

[[W0(x)] =
(π~)−n√

det Γ

+∞∫

−∞

dξ e−
1
~ ξ·Γ

−1

ξW0(x− ξ) (4.22)

é uma convolução da função de Wigner de ρ̂0 com uma gaussiana de covariância Γ

e valor médio nulo.

Se ρ̂0 tiver função de Wigner gaussiana do tipo (4.1), então, a função de Wigner

final de acordo com (4.22) será outra determinada pelos parâmetros

∆[ = ∆0 + Γ e η[ = η0. (4.23)

Garantimos a forma gaussiana da função final devido à positividade de Γ e a conse-

quente positividade da soma. A ação do canal num estado gaussiano, então, aumenta

a largura do pacote inicial, diminuindo sua altura devido à normalização e mantém

seu centro imóvel.

Como veremos adiante, este canal pode ser realizado pela ação puramente difu-

siva durante um intervalo de tempo apropriado de um ambiente sobre um sistema

quântico.

4.4.2 Geometria dos Gatos Gaussianos

Definimos aqui um gato gaussiano como uma superposição pura que sofreu a

ação de um canal gaussiano. No espaço de fase, analisaremos a estrutura geométrica

deste gato.

Para estudarmos a função de Wigner (3.22) da superposição sob ação do canal

gaussiano, calculamos a convolução em (4.22). Os pacotes principais de (3.22) terão

exatamente a mesma forma de (4.23), para ∆0 = UU>,VV>. Já o termo de inter-

2Cometemos um abuso de notação ao indicar pelo mesmo śımbolo o canal gaussiano atuando
na função de Wigner e na matriz densidade.



4.4 Gatos Gaussianos 151

ferência IC
2nbx;G; ζ, η̄e dado em (3.23) se tornará

I[(x) =
2n i

ν− 1
2
sng C

U
−1

V√
det [(U + V) + i (U − V) J]

e−
1
4~ ζ∧ΓΩ[Jζ− i

2~ η̄·[GΓ−I2n]Ω[Jζ

× GC
2nbx; E[; η̄[e exp

(
− i

~x · Ω[Jζ
)
, (4.24)

onde

η̄[ := η̄, E[ :=
(
G
−1

+ Γ
)−1

e Ω[ := E[G
−1

(4.25)

são os parâmetros que caracterizam a evolução do gato. No limite Γ → 02n, reco-

bramos a equação (3.23) e comparando diretamente, percebemos que: (i) na primeira

exponencial está presente uma fase que só depende dos centros dos pacotes e um

termo quadrático em ζ, basicamente de normalização, pois que não existia em (3.23);

(ii) na segunda exponencial encontramos a atuação do canal no termo linear; (iii)

na gaussiana complexa, temos a envoltória e o termo quadrático de interferência sob

ação do canal.

Se escrevermos toda a primeira linha de (4.24) como um número complexo de

módulo K e fase φ, a parte real desta equação fica descrita por

ReI[(x) = K GR
2nbx; ReE[; η̄[e exp

(
1
~x · ImΩ[Jζ

)

× cos
[
− 1

~(x− η̄[) · ImE[(x− η̄[) + 1
~x · ReΩ[Jζ + φ

]
. (4.26)

Descreveremos, a partir de agora, a estrutura geométrica desta superposição que

fica definida pelos parâmetros em (4.25), mormente mostraremos que as inércias de

ReE[ e ImE[ são as mesmas das respectivas partes de G−1.

Matrizes Simétricas e Positivas

Por uma questão de comodismo, organização e economia de espaço, vamos

demonstrar quatro proposições gerais sobre matrizes e depois as associaremos aos

casos que nos interessam. Na seção C.2 são encontrados algumas definições e resul-

tados aqui utilizados.
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Definições: Sejam A,E ∈ Mat(n,R) matrizes simétricas e positivas definidas,

B ∈ Mat(n,R) simétrica e não singular e F ∈ Mat(n,R) simétrica.

Proposição 1: A matriz simétrica C := A + BA
−1

B é positiva definida.

Demonstração 1: Para qualquer vetor real n-dimensional não nulo z, constrúımos

a forma quadrática z ·Cz; a matriz A por ser simétrica e positiva definida pode ser

fatorada num produto simétrico A = A′A′>; calculando a forma quadrática, obtemos

que

z ·
[
A′A′> + B

(
A′A′>)−1

B
]
z =

(
A′z · A′z + A′−1

Bz · A′−1
Bz
)
> 0,

o que mostra que C é positivo definido, pois, z · Cz é a soma dos módulos de dois

vetores. �

Proposição 2: A matriz simétrica C′ := B + AB
−1

A possui o mesmo ı́ndice de

inércia de B.

Demonstração 2: Escrevemos

C′ = B + A′A′>B
−1

A′A′> = A′

[(
A′>B

−1

A′
)−1

+ A′>B
−1

A′

]
A′>,

utilizando a mesma decomposição para A da demonstração anterior. Mas, A′>B
−1

A′

é uma matriz simétrica e pode ser diagonalizada por uma matriz ortogonal D, ou

seja,

A′>B
−1

A′ = DΛD>,

onde Λ é a matriz diagonal de seus autovalores. Assim, ficamos com

C′ = A′
[
DΛD> +

(
DΛD>)−1

]
A′> = A′D

[
Λ + Λ

−1
]
(A′D)

>
.

Segundo a lei da inércia de Sylvester, relações de congruência não alteram o ı́ndice

de inércia de uma matriz, dessa forma, temos que

Iner [C′] = Iner
[
Λ + Λ

−1]
= Iner [Λ] = Iner

[
A′>B

−1

A′
]

= Iner
[
B
−1]

= Iner [B] . �
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Proposição 3: O produto EA tem autovalores positivos.

Demonstração 3: Fatoramos a matriz A num produto simétrico positivo: A =

A′A′>. Da equação secular de EA, obtemos

det (EA − λIn) = det
(
EA′A′> − λIn

)
= det

(
A′EA′> − λIn

)
,

ou seja, λ ∈ EspecR(EA) = EspecR(A′EA′>). Como A′EA′> é simétrica e positiva

definida, então, λ > 0. �

Proposição 4: O produto FA tem o ı́ndice de inércia de F.

Demonstração 4: Novamente fatoramos a matriz A = A′A′>. A matriz A′FA′> é

simétrica e portanto possui autovalores reais, mas da equação secular de FA, obtemos

que EspecR(FA) = EspecR(A′FA′>). Diagonalizando A′FA′>, por uma matriz orto-

gonal D, obtemos a matriz Λ de seus autovalores, ou seja, DA′FA′>D> = Λ. Como

(DA′) F (DA′)
>

é uma transformação de similaridade de F, pela lei de Sylvester da

inércia,

Iner
[
(DA′) F (DA′)

>
]

= Iner [F] = Iner [FA] . �

Passamos agora a análise das matrizes de nosso interesse.

Termo Quadrático

Analisaremos aqui E[ em (4.25). Vemos que esta pode ser decomposta em sua

parte real e imaginária utilizando a fórmula (C.8):

E[ =

[(
ReG

−1

+ Γ
)

+ ImG
−1(

ReG
−1

+ Γ
)−1

ImG
−1

]−1

− i

[
ImG

−1

+
(
ReG

−1

+ Γ
)(

ImG
−1)−1(

ReG
−1

+ Γ
)]

−1

, (4.27)
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onde G−1 := JGJ>, pois é simplética e simétrica.

Convenientemente, identificamos as matrizes que compõe a fórmula acima com

as matrizes da definição 1: A = ReG
−1

+ Γ e B = ImG
−1

. Notando que a inversão

de uma matriz não altera a positividade, nem o ı́ndice de inércia, mostramos, de

acordo com as proposições 1 e 2, que as partes real e imaginária de (4.27) têm,

respectivamente, o mesmo ı́ndice de inércia que as partes real e imaginária da matriz

G, i.e.,

Iner [ReE[] = Iner [ReG] ⇒ ReE[ > 0 e Iner [ImE[] = Iner [ImG] . (4.28)

Como o termo linear em Ω[ em (4.24) apenas altera a posição do centro da

envoltória e do padrão de interferência no espaço de fase, demonstramos com (4.28)

que a atuação do canal em (4.22) não altera a forma gaussiana da envoltória, nem

o padrão hiperbólico da interferência de um gato generalizado. Este é o principal

resultado desta seção.

Pontos Centrais

Como dissemos, a gaussiana de envoltória da superposição pura (3.23) tem valor

médio (centro) no ponto médio da distância entre os dois pacotes principais, ou seja,

em η̄. Porém, a presença do termo linear em x no argumento do cosseno na mesma

equação faz com que o centro da hipérbole no espaço de fase seja localizado no ponto

η∗ := η̄ − 1
2
(ReG)−1Jζ, para obtê-lo, simplesmente completamos o quadrado dentro

do argumento do cosseno.

Um dos efeitos do canal gaussiano é alterar a posição dos dois centros do caso

puro devido à presença dos termos lineares na equação (4.26). Completando quadra-

dos, obtemos que os centros da envoltória gaussiana e da hipérbole dentro do cosseno

são, respectivamente, dados por

xc = η̄ + 1
2
(ImE[)

−1

ReΩ[Jζ e ηc = η̄ − 1
2
(ReE[)

−1

ImΩ[Jζ, (4.29)
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ou seja, os argumentos da gaussiana e do cosseno em (4.26) são escritos como formas

quadráticas de (x− xc) e (x− ηc), respectivamente.

A prinćıpio não podemos estabelecer nenhum comportamento desses centros.

Apenas por curiosidade demonstramos algumas propriedades das matrizes que com-

põem (4.29).

Primeiramente, olharemos para a matriz Ω[ em (4.25) que pode ser reescrita

por

Ω[ = Γ
−1

Re
(
G + Γ

−1
)−1

+ iΓ
−1

Im
(
G + Γ

−1
)−1

, (4.30)

onde as partes real e imaginária podem ser expandidas utilizando (C.8):

Re
(
G + Γ

−1
)−1

=

[(
ReG + Γ

−1
)

+ ImG
(
ReG + Γ

−1
)−1

ImG

]−1

Im
(
G + Γ

−1
)−1

=

[
ImG+

(
ReG+Γ

−1
)
(ImG)

−1(
ReG + Γ

−1
)]−1

. (4.31)

Segundo a proposição 1, a primeira equação de (4.31) é positiva definida e então,

a parte real de Ω[ em (4.30) tem autovalores positivos, segundo a proposição 3. A

segunda equação de (4.31) tem o mesmo ı́ndice de inércia de ImG de acordo com

a proposição 2, portanto, utilizando a proposição 4, mostramos que ImΩ[ tem o

mesmo ı́ndice de inércia que ImG. Resumindo,

Iner [ReΩ[] = Iner [ReG] ⇒ ReΩ[ > 0 e Iner [ImΩ[] = Iner [ImG] . (4.32)

E por fim, as matrizes em (4.29) têm as seguintes caracteŕısticas:

Iner

[
(ImEt)

−1

ReΩt

]
= Iner [ImG] e Iner

[
(ReEt)

−1

ImΩt

]
= Iner [ReG] ,

onde a primeira equação segue da proposição 4 e de (4.32), enquanto a segunda

segue da mesma proposição e de (4.28).
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4.4.3 Exemplos

A geometria das superposições impuras de seção anterior ficam determinadas

pela matriz (4.18) que, como pode ser observado, diferem consideravelmente de E[

em (4.25), mostrando que se tratam de tipos estados distintos. Aqui demonstramos

que o padrão de interferência sob ação do canal permanece hiperbólico enquanto lá,

ele pode ser, por exemplo, eĺıptico, cf. fig. 4.2.

Na figura 4.3, encontramos um exemplo do canal (4.22) com Γ = 1
2
I2 atuando no

gato puro da figura 3.5. Note que a estrutura hiperbólica é preservada com previsto

por nossos cálculos.

A matriz de covariância da envoltória, cf. (4.26), é descrita pela matriz (ReE[)
−1.

De acordo com (4.27), esta é adição de termos positivos a ReG, aumentando a

largura da envoltória. Já a frequência de oscilação, determinada por ImE[, diminui

por se tratar da inversa de (ImE[)
−1 que aumenta também devido a uma adição

de termos positivos. A largura dos pacotes principais segue a equação (4.23) e,

portanto, também é ampliada pelo canal. Tudo isso pode ser observados na figura

4.3. Estes efeitos combinados, reduzem as franjas de interferência no espaço de fase,

porém, mantendo seu padrão sempre hiperbólico. Notemos que o centro do padrão

de interferência e da gaussiana de envoltória se movem.

Outro exemplo que ilustra a distinção das superposições desta seção e da seção

anterior é o gato degenerado que constitui um caso particular de (4.24). Seu termo de

interferência sob descoerência pode ser obtido diretamente desta equação impondo

que V = U, ou ainda, G−1 = UU>, ou seja,

I`[ (x) = e
− 1

4~ ζ∧ΓΩ[
`Jζ− i

2~ η̄·
[
(UU>)

−1

Γ+I2n

]
Ω[

`Jζ
GC

2n

⌊
x; E`

[; η̄
`
[

⌉
exp

(
− i

~x · Ω[
`Jζ
)
, (4.33)

onde

η̄`[ := η̄, E`
[ :=

(
UU>+ Γ

)−1

e Ω[
` :=

[(
UU>)−1

Γ + I2n

]−1

. (4.34)

Note que neste caso, quando da parte real tomada, o centro do pacote permanece
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Figura 4.3: Função de Wigner de uma superposição sob ação do canal gaussiano. O
estado inicial é o estado da figura 3.5 e o canal fica determinado por (a) Γ = 1

5 I2 e (b)
Γ = 1

2 I2. Mostramos também as curvas de ńıvel das oscilações.

η̄`[ e a largura, a inversa de E`
[, dessa forma a envoltória tem seu comportamento

descrito tal qual ao dos pacotes gaussianos principais em (4.23). Só nos resta analisar

a matriz do termo de interferência, Ω[
`.

Identificando as matrizes A 7→ Γ, B 7→ UU> e segundo a proposição 3, é fácil

notar que a matriz Ω[
` nunca será singular devido à soma com a identidade dentro

dos colchetes.

Na figura 4.4. a atuação do canal gaussiano no gato linear apresentado na figura

3.3(b) é mostrada. O termo de interferência após a ação do canal é descrito pela

parte real de (4.33).

Escolhemos em (4.33) a matriz do canal como Γ = SNS> para que possamos

comparar com a superposição de estados térmicos na figura 4.1; a matriz N é dada

na equação (4.5). Lá, com o aumento da temperatura, a largura da envoltória é

diminúıda, porém, a frequência de oscilação não é alterada, enquanto que aqui,

temos o mesmo comportamento da largura dos pacotes, enquanto que a envoltória

tem sua largura aumentada e a frequência das franjas de interferência é diminúıda.
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Figura 4.4: Gato linear sob canal gaussiano. O estado inicial é o mesmo da figura 4.1(a).
A matriz do canal é Γ = SNS>, N é a matriz de ocupação do estado térmico. (a) T ′ = 0.3
e (b) T ′ = 1.0. T ′ está definida na fig. 4.1, enquanto que S é a mesma matriz simplética
que atua nos pacote das figuras 4.1 e 3.3.

Uma caracteŕıstica importante da atuação do canal gaussiano ainda não comen-

tada é a diminuição da negatividade da função de Wigner que pode ser observada

nas figuras 4.3 e 4.4. Tendo em mente que as partes negativas da superposição

se encontram apenas nos termos de interferência, três fatores contribuem para este

efeito: (i) a redução da altura do pico da gaussiana envoltória provocada pelo au-

mento da matriz de covariância, o que reduz o módulo dos picos de interferência; (ii)

o alargamento dos pacotes principais provocados pelo aumento de suas matrizes de

covariância, o que acaba inundando a região de interferência, somando partes posi-

tivas de probabilidade a essa região e (iii) a diminuição das frequências de oscilação,

que afastam a distância entre dois picos consecutivos do padrão de interferência e

expulsa-os da região de maior probabilidade encerrada pela gaussiana envoltória.

Apresentamos aqui o efeito do canal gaussiano nas superposições puras de esta-

dos gaussianos do caṕıtulo anterior. A extensão desses resultados é imediata para

as outras superposições (impuras) de estados gaussianos da seção 4.3 deste caṕıtulo,

basta notarmos que as forma dos termos de interferência (4.17) e (3.23) são idênticas.
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Sob a ação do canal, então, os padrões de interferência encontrados para os gatos

apresentados na figura 4.2 se mantém inalterados e, além, todas as conseqüências

descritas aqui são igualmente válidas.

Os efeitos do canal gaussiano em estados quânticos quaisquer podem ser obtidos

dinamicamente pela interação de um sistema com um ambiente puramente difusivo,

este por sua vez, constitui um caso particular de uma evolução aberta de um sistema

quântico que sujeita o sistema ao fenômeno de descoerência. A evolução aberta será

o tema das próximas seções.

4.5 Sistema Aberto

A descrição que aqui segue é retirada e adaptada de [14, 18, 62, 73]. A dinâmica

unitária de um sistema fechado num contexto de “ensemble” estat́ıstico é descrita

pela equação de Liouville - von Neumann,

d

dt
ρ̂ =

i

~

[
ρ̂(t), Ĥ(t)

]
,

para o operador densidade, ρ̂(t), do sistema.

Considerando um sistema global fechado, constitúıdo por um sistema simples

e seu entorno, sua matriz densidade deve seguir a evolução descrita pela equação

anterior com a hamiltoniana dada por

Ĥ = ĤS ⊗ ÎA + ÎS ⊗ ĤA + ĤI , (4.35)

formada por uma parte exclusiva que determina a dinâmica do sistema simples S,

outra parte relativa ao ambiente A e uma interação entre os dois. Estatisticamente

as propriedades desses dois sistemas podem ser separadas por meio de um traço

parcial realizado no espaço de Hilbert de cada uma das partes. Realizando esse

traço, podemos obter a dinâmica do sistema S:

d

dt
ρ̂S =

i

~
TrA

{[
ρ̂(t), Ĥ(t)

]}
=⇒ ρ̂S(t) =

i

~
TrA

t∫

0

dt′
[
ρ̂(t′), Ĥ(t′)

]
. (4.36)
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Esta equação descreve completamente a dinâmica do sistema S em contato com o

ambiente A, contudo a solução ρ̂S(t) depende de toda a história anterior de ρ̂(t).

Para tornar fact́ıvel alguma solução razoável para ρ̂S , iremos agora comentar uma

série de aproximações que realizadas levam esta equação em uma forma mais con-

veniente.

Assumimos que o estado inicial do sistema composto é descorrelacionado, dessa

forma sua matriz densidade inicial é descrita por ρ̂0 = ρ̂S(0) ⊗ ρ̂A(0). Se o acopla-

mento entre o sistema e o reservatório é fraco o suficiente para que ρ̂(t) se diferencie

do estado descorrelacionado apenas em primeira ordem com relação ao acoplamento

— essa hipótese é chamada de aproximação de Born[18] —, e também se o ambiente,

como tal, for grande o suficiente, afim de que a influência do sistema S o mantenha

inalterado, então, o estado futuro do sistema ρ̂S(t+ dt) dependerá apenas de ρ̂S(t).

Esta última é, obviamente, a aproximação markoviana.

Sob as duas hipóteses acima, é posśıvel[14, 50] reescrever a equação (4.36) como

d

dt
ρ̂S(t) = Lt [ρ̂S(t)] , (4.37)

onde Lt é o super-operador gerador do semigrupo dinâmico V definido por V(t) =
↼

T exp
∫ t
0
Lt′dt′ de forma que a solução para ρ̂S(t) é descrita por

ρ̂S(t) = V(t)ρ̂S(0) (4.38)

em analogia com o super-operador de Liouville[14] que gera a evolução hamiltoniana

do estado de um sistema isolado. O semigrupo dinâmico V(t) deve, então, respeitar

a positividade de ρ̂S(t) e obedecer à lei de composição:

V(t)V(dt) = V(t+ dt) com dt > 0. (4.39)

Sob essas condições, G. Lindblad demonstrou em [50] que a forma mais geral para

e evolução de ρ̂S(t) é descrita pela equação que leva seu nome:

d

dt
ρ̂S =

i

~

[
ρ̂S(t), Ĥ

′
S(t)

]
− 1

2~

M∑

k=1

(
2L̂j ρ̂S L̂

†
j − L̂j L̂

†
j ρ̂S − ρ̂SL̂j L̂

†
j

)
, (4.40)
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que é composta por uma dinâmica hamiltoniana do sistema fechado S em geral

diferente da encontrada em (4.35) e a evolução devido à influência do ambiente

— representada pelos M operadores de Lindblad L̂j do sistema remanescentes do

acoplamento ĤI . Estes operadores, a prinćıpio, dependem do estado inicial do

ambiente e do tempo de evolução[14, 73]. Uma dedução bastante simples da equação

(4.40) está descrita em [73] e utiliza a representação de Kraus[14, 73] para evolução

de ρ̂S.

De acordo com [14, 73], podemos associar equações de Langevin a equação mes-

tra (4.40) e nestas os termos L̂j ρ̂S L̂
†
j descrevem a mudança do sistema pela ação

do ambiente via os operadores L̂j, ação denominada de salto quântico. Os outros

dois não-hamiltonianos são responsáveis por uma normalização correta, caso esta

mudança não ocorra[14, 18, 73]. Os operadores de Lindblad são responsáveis por um

processo cont́ınuo de medição[37, 70] dos observáveis L̂j realizado pelo ambiente no

sistema. A interação de um sistema com o ambiente governada por (4.40) gera

uma perda irreverśıvel de informação sobre o estado do sistema[14, 37, 73], o processo

que denominamos de descoerência. Como veremos, uma das caracteŕısticas princi-

pais deste processo é transformar estados quânticos puros em misturas estat́ısticas

clássicas, ou estados impuros.

4.6 Descoerência da Função de Wigner

Uma solução geral para a equação (4.40) só existe em alguns casos particu-

lares. Aqui apresentamos resumidamente o argumento de O. Brodier e A. Ozorio

de Almeida em [15] para, talvez, o caso mais geral posśıvel de solução para esta

equação. Esta perspectiva será a guia para o desenvolvimento subsequente de nosso

trabalho.

Consideremos a hamiltoniana quadrática (1.46) e M operadores de Lindblad
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lineares definidos por,

L̂j(x̂) := l′j · x̂+ il′′j · x̂, l′j, l
′′
j ∈ Ξ2n, j = 1, ...,M . (4.41)

A prinćıpio Ĥ e L̂j podem ter dependência temporal expĺıcita através de H, l′j e l′′j .

Tomando a transformada de Weyl, eq. (1.59), em ambos os lados da equação

(4.40), obtemos, a equação de evolução da função de Wigner associada à matriz

densidade ρ̂S(t) para hamiltonianas quadráticas e lindblads lineares:

∂W

∂t
(x, t) = LHW [W (x, t)] + L[W [W (x, t)] + L]W [W (x, t)] . (4.42)

O primeiro termo é o parêntesis de Poisson clássico entre o śımbolo de Weyl de H(x̂)

e a função de Wigner:

LHW [W (x, t)] = {H(x),W (x, t)} . (4.43)

O segundo é o denominado de termo de difusão e é definido por

L[W [W (x, t)] =
~
2

M∑

j=1

[
Jl′j ·

∂2W

∂x∂x
Jl′j + Jl′′j ·

∂2W

∂x∂x
Jl′′j

]
. (4.44)

E por fim, o terceiro denominado de dissipação:

L]W [W (x, t)] = α

[
x · ∂W

∂x
+ 2nW (x, t)

]
, α :=

M∑

j=1

(l′′j ∧ l′j) (4.45)

onde α é denominado coeficiente de dissipação.

Para descrever a ação de (4.44) e de (4.45) na função de Wigner, utilizaremos

um argumento provindo da fórmula de Trotter[60, 81]. A evolução (4.38), gerada

pelo semigrupo dinâmico, pode ser decomposta em evoluções infinitesimais para

ρ̂S(t), ou seja, ρ̂(t + δt) = V(δt)ρ̂(t), de acordo com (4.39). Durante este pequeno

intervalo de tempo, podemos separar V(δt) em três termos: cada um representando

a ação exclusiva dos três termos do lado direito da equação (4.42). Formalmente,

escrevemos a solução da equação (4.37) como (4.38) com

Vt =
↼

T exp

∫ t

0

(
LHt′ + L]t′ + L[t′

)
dt′ = lim

n→∞

∏

n

VH
t
n
V]

t
n

V[
t
n
, (4.46)
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onde V i
t
n

= exp(Litδt) com i ∈ {H, ], [} para um instante de tempo infinitesimal

δt := t/n. Em termos da função de Wigner, a equação (4.46) fica representada

pela atuação dos termos LiW em (4.42) durante um instante de tempo infinitesimal

separadamente.

Consideraremos a ação de cada termo em (4.42) separadamente. A evolução

exclusiva pelo termo (4.43) já foi apresentada nesse texto, de fato, como a hamiltoni-

ana é quadrática, esta é dada pela regra de covariância (1.68) e mostra que a função

de Wigner se propaga como uma densidade clássica no espaço de fase. Sob ação do

termo (4.44), podemos observar que a equação diferencial Ẇ = L[W [W (x, t)] é uma

equação de difusão e cuja solução é função de Wigner dada pelo canal gaussiano em

(4.22) com

Γ = 2

∫ t

0

M∑

j=1

J>
(
l′jl

′
j
>

+ l′′j l
′′
j
>
)
J dτ. (4.47)

A integral deve-se ao fato de que l′ e l′′ podem, a prinćıpio, depender do tempo.

A terceira parte da equação (4.42) é representada pela equação (4.45). Sua ação

exclusiva é dada pela função de Wigner

W (x, t) = e2nγtW0 (eγtx) , γt :=

∫ t

0

α dt′ (4.48)

e corresponde a uma contração. Note que esta solução não é viável para qualquer

sistema f́ısico, já que se, por exemplo, o pacote inicial for um estado coerente e

γt > 0, a contração reduziria a matriz de covariância do estado, violando o prinćıpio

da incerteza de Heisenberg. Em contraste com LHW e L[W , podemos concluir que a

ação exclusiva de L]W não é uma operação f́ısica, ou seja, sua presença em (4.42) só

é garantida em conjunto com L[W .

Reservatório Térmico

Um caso particular importante de interação sistema-ambiente cuja evolução é

dada por uma equação do tipo (4.40) é o oscilador harmônico amortecido[14, 18, 62, 70].
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Este modelo descreve um modo do campo eletromagnético quantizado em contato

com um reservatório térmico composto por infinitos osciladores. Sua evolução é

dada pela seguinte equação:

d

dt
ρ̂S = iω

[
ρ̂S , â

†â
]

+
γ

2
(n̄ + 1)

(
2âρ̂S â

† − â†âρ̂S − ρ̂S â
†â
)

+
γn̄

2

(
2â†ρ̂S â− ââ†ρ̂S − ρ̂S ââ

†) , (4.49)

onde n̄ = Tr
(
ρ̂T â

†â
)

é a ocupação média do sistema no “ensemble” canônico com

ρ̂T sendo o estado de equiĺıbrio térmico do sistema a temperatura T , ou seja, ρ̂T :=

ρ̂S(t→ ∞) e γ é uma constante derivada da densidade de estados do reservatório[18].

Reconhecemos nesta equação dois operadores de Lindblad: L̂1 := i
√
γ(n̄+ 1) â e

L̂2 := i
√
γn̄ â† e por meio de (4.41),

l′1 =
(
0,−

√
γ
2ω

(n̄+ 1)
)>
, l′′1 =

(√
ωγ
2

(n̄+ 1), 0
)>
,

l′2 =
(
0,
√

γn̄
2ω

)>
, l′′2 =

(√
ωγn̄
2
, 0
)>
. (4.50)

O primeiro termo do lado esquerdo de (4.49) gera a evolução clássica da função

de Wigner dada em (4.43) com a hamiltoniana do oscilador harmônico e, portanto,

governada pela matriz simplética Sωt em (1.11).

A evolução correspondente a um canal gaussiano, ou seja, uma evolução pu-

ramente difusiva, é caracteŕıstica de um reservatório a temperatura muito alta,

T → ∞. Nestas condições, reescrevemos a equação mestra levando em conta que

n̄ � 1, consequentemente, n̄ + 1 ≈ n̄ e definindo γn̄ := α0. Reescrevemos também

os lindbladianos em (4.50) como l′1 = −l′2 =
(
0,−

√
α0

2ω

)>
, l′′1 = l′′2 =

(√
ωα0

2
, 0
)>

de

modo que α = 0 em (4.45) e Γ = 2α0t I2n em (4.47).

Se escrevermos os operadores de criação e aniquilação da equação (4.49) em

termos de q̂ e p̂, no limite puramente difusivo, ou seja, n̄+ 1 ≈ n̄, obtemos que

d

dt
ρ̂S =

i

~

[
ρ̂S ,

ω

2
(p̂2 + q̂2)

]
+
α0

2~
(
2q̂ρ̂S q̂ − q̂2ρ̂S − ρ̂Sq

2 + 2p̂ρ̂S p̂ − p̂2ρ̂S − ρ̂Sp
2
)
,
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que é uma equação de Lindblad do tipo (4.40) com lindblads hermitianos L̂1 = α0q̂/~

e L̂2 = α0p̂/~. Em geral, a hermiticidade dos Lindbladianos geram evoluções abertas

puramente difusivas, basta notar que se tomarmos l′′ = 0 em (4.41), o termo de

dissipação em (4.45) se anula, já que α = 0.

Num sistema interagindo com um reservatório térmico a temperatura zero, a

ocupação assintótica do sistema se anula, ou seja, a evolução pode ser obtida de

(4.49) com n̄ = 0 e apenas um lindbladiano L̂ = i
√

~γâ. A função de Wigner evolui

de acordo com Ẇ = LHW [W (x, t)] + L0
W [W (x, t)] , onde

L0
W [W (x, t)] :=

~γ
4

(
∂2W

∂q2
+
∂2W

∂p2

)
+
γ

2

(
x · ∂W

∂x
+ 2W

)
(4.51)

é uma combinação de dois termos do tipo dos L[W e L]W .

4.7 Pacotes e Gatos Gaussianos

Analisaremos agora a ação dos três termos do lado esquerdo de (4.42), doravante

denominados desleixadamente de canais, em estados gaussianos e suas superposições.

Como dito em (4.43), a evolução sob o canal hamiltoniano é dada pela relação de

covariância (1.68), então, para um estado gaussiano qualquer inicial (4.1), a função

de Wigner evolúıda fica descrita por

WH(x, t) = GR
2n

⌊
x; (S∆0S

>)−1;Sη0

⌉
. (4.52)

Notamos que o centro se move sobre a trajetória hamiltoniana e a matriz de co-

variância continua positiva definida, já que é uma transformação de similaridade da

matriz de covariância inicial ∆, mantendo a forma gaussiana do pacote.

Sob o canal gaussiano, L[W , calculamos a convolução em (4.22), cujo resultado

é uma gaussiana com os parâmetros determinados em (4.23), ou seja,

W[(x, t) = GR
2n

⌊
x; (∆0 + Γ)−1; η0

⌉
(4.53)
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com Γ dada em (4.47). Como já notado, a gaussianidade é preservada já que a

matriz de covariância é a soma de matrizes positivas definidas e, portanto, positiva

definida. O centro se mantém imóvel, porém, as larguras são aumentadas.

A ação do canal de contração é dada em (4.48) e para a gaussiana inicial pode

ser descrita por:

W](x, t) = GR
2n

⌊
x;
(
e−2γt∆0

)−1
; e−γtη0

⌉
(4.54)

com γt definido em (4.48). Como e−2γt ≥ 0, a positividade da matriz de covariância

é garantida. Sua forma permanece gaussiana, porém sua largura é diminúıda, en-

quanto que o centro se move para a origem.

Voltamos agora para a equação mestra (4.42), onde novamente consideraremos

uma evolução durante um intervalo de tempo infinitesimal afim de que utilizemos

a fórmula de Trotter. A combinação dos três canais, LHW ,L[W e L]W , atuando nesta

ordem em (4.1) gera a função de Wigner

W (x, t) = GR
2n

⌊
x; e2γt

(
S∆0S

> + Γ
)−1

; e−γtSη0

⌉
. (4.55)

Como e2γt ≥ 0 e a soma de matrizes positivas é positiva, então a aplicação dos três

canais simultâneos não altera o caráter gaussiano do estado. A ordem de aplicação

dos canais pode ser alterada gerando um estado final diferente, porém, a gaussiani-

dade é sempre preservada.

O estado (4.55) é um estado tal qual (4.1) e uma nova e subsequente aplicação

dos três canais gerará outro estado também gaussiano. Com isso, podemos concluir

que a evolução aberta para lindblads lineares e hamiltonianas quadráticas pode ser

reconstrúıda em termos de evoluções infinitesimais que preservam a forma gaussiana

de pacotes que o sejam inicialmente.

Passaremos a estudar a evolução aberta de uma superposição de estados gaus-

sianos. Uma superposição do tipo (4.9) criada a partir de uma matriz densidade

de um estado gaussiano rende uma função de Wigner descrita pela superposição

dos pacotes (4.15) cujo termo de interferência é dado por (4.17). Cabe lembrar que
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esta superposição inclui, como caso particular, as superposições puras do caṕıtulo

anterior. Nosso objetivo aqui é estudar os efeitos do ambiente, governados por uma

evolução dada pela equação de Lindblad (4.42), nestas superposições.

Ação do ambiente nos pacotes principais dados em (4.14), foi descrita nos

parágrafos acima, estes evoluirão tal qual (4.55). Resta compreender a evolução

do termo de interferência.

A ação do canal hamiltoniano, segundo a regra de covariância (1.68), é sim-

plesmente realizar as substituições ζ → Sζ, η̄ → Sη̄ e E → S>−1
ES−1 em (4.17).

Já o canal gaussiano evolui a superposição inicial da mesma forma que em (4.24)

com G → E e Γ descrita em (4.47). Por fim, a ação da contração fica descrita pelas

substituições ζ → eγtζ, η̄ → e−γt η̄ e E → e2γtE em (4.17).

A ação ordenada e conjunta de LHW ,L[W e L]W em (4.17) rende

I(x, t) =
2n iν(K)−n

√
det [(K + I2n)∆0 − i(K− I2n)J]

e−
1
4~ Sζ∧ΓΩtJSζ− i

2~ Sη̄·[EΓ−I2n]Ω′JSζ

× GC
2n

⌊
x; e2γt

(
SE−1S> + Γ

)−1
; e−γtSη̄

⌉
exp

(
− i

~x · Ω
′Jζt
)

(4.56)

com Ω′ :=
(
SE−1S> + Γ

)−1
SE−1S>. Note a semelhança deste termo com (4.47).

Notando que e2γt ≥ 0 e escrevendo a matriz de covariância da gaussiana com-

plexa em (4.56) em termos de suas partes real e imaginária, mostramos utilizando

as proposições 2 e 3 da página 151 que a atuação dos canais não altera o ı́ndice de

inércia destas partes. O mesmo racioćınio foi utilizado para a superposição sob ação

exclusiva do canal gaussiano dada pela superposição (4.47).

Conclúımos que a atuação dos canais alternadamente durante um tempo in-

finitesimalmente pequeno preserva a geometria do padrão de interferência. No

caso do caṕıtulo anterior, onde tratamos as superposições puras, este padrão era

hiperbólico e segundo nosso resultado se manterá pela evolução aberta dada pela

equação (4.42). Nos casos das superposições impuras das seções 4.3.1 e 4.3.2, os

padrões são quaisquer compat́ıveis com uma forma quadrática e também são man-

tidos pela evolução.
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4.8 Convolução da Função de Wigner

Uma solução geral para a equação de Lindblad foi desenvolvida em [15]. Neste

trabalho os autores calculam primeiramente a evolução para a função de cordas e

depois encontram a função de Wigner realizando a transformada de Fourier descrita

em (1.70). Outra maneira de obter a mesma solução é tomarmos as soluções dos

canais individuais, como p.ex., (4.48) como “anzatz” para a solução final.

Mostraremos nesta seção que esta evolução, como caso particular da analisada

na seção anterior, também preserva a gaussianidade de um estado inicialmente gaus-

siano e a geometria do padrão de interferência.

A evolução gerada apenas pelo termo LHW em (4.42) por um instante será ig-

norada, pois que ela atua globalmente nas coordenadas do espaço de fase através

da covariância (1.68). A ação exclusiva do canal L[W , descrita pelo canal gaussiano

(4.22), é uma convolução da função de Wigner inicial; como a ação do termo L]W ,

também, atua apenas nas coordenadas do espaço de fase, vide (4.48), podemos supor

uma solução do tipo

W (x, t) =
(2π~)−ne2nαt

√
det M̃

∫
dx′W0(x

′) exp

[
− 1

2~
(
eαtx− x′

)
·M̃

−1(
eαtx− x′

)]
,

onde M̃ é uma matriz positiva semidefinida que será explicitada a posteriori. Note

que no limite α → 0: M̃ → Γ dada em (4.47).

Munido da evolução hamiltoniana eq. (1.68) e da solução acima para a parte

não-hamiltoniana, pode-se construir uma solução geral para a equação (4.42). Em

[15], os autores encontram essa solução primeiramente para a função caracteŕıstica

do sistema, ou seja, tomando a transformada de Fourier, eq.(1.60), da equação (4.42)

tem-se a solução

χ(ξ, t) = χ0

(
e−αtS−1

t ξ
)

exp

[
− 1

2~
ξ · M′(t)ξ

]
(4.57)
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para a condição inicial χ0(ξ), com a matriz do expoente dada por

M′(t) =
M∑

j=1

∫ t

0

dt′S>
t′−t

(
l′jl

′>
j + l′′jl

′′>
j

)
St′−t e

2α(t′−t). (4.58)

Essa matriz é positiva semidefinida, já que é constitúıda de uma soma (cont́ınua) de

matrizes positivas definidas com coeficientes e2α(t′−t) ≥ 0. Observamos claramente

que a descoerência atua na função de cordas pela simples multiplicação de uma

gaussiana. Tomando agora a transformada inversa de (4.57), encontramos a solução

para a função de Wigner da eq. (4.42):

W (x, t) = e2nαt

(2π~)n
√

detM

∫
dx′W0(x

′) exp

[
− 1

2~

(
x′ − eαtS

−1

tx
)
·M

−1(
x′ − eαtS

−1

tx
)]

(4.59)

com M = M(t) := e2αt S
−1

tJ
>M′JS

−1

t

>
denominada de matriz de descoerência, também

positiva semidefinida como M′ dada em (4.58). Por conveniência, se definirmos a

matriz simétrica e positiva definida

Λ = Λ> :=

M∑

j=1

(
l′jl

′>
j + l′′jl

′′>
j

)
> 0, (4.60)

reescrevemos M como

M =

∫ t

0

dt′J>S>t′ ΛSt′J e2αt′. (4.61)

A matriz M̃ da página anterior é a matriz M acima com St = I2n.

Como a função de Wigner expressa em (4.59) é uma convolução de Fourier

como uma gaussiana, gastaremos algumas palavras sobre seu comportamento; pro-

priedades de convoluções de Fourier podem ser encontradas na referência [12]. No

caso geral, existem dois efeitos competindo, o difusivo e o dissipativo; este segundo

diminui as dispersões da função de Wigner inicial por um fator exponencial simul-

taneamente com o deslocamento de seu valor médio para o centro do espaço de fase.

Para uma convolução em geral, a função de Wigner final é uma convolução com

uma gaussiana, a função de Wigner inicial teria sua largura alargada[12], porém, a
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presença do fator e−αt também diminui a largura inicial. Esse mesmo fator é re-

sponsável pelo deslocamento do centro da função original para origem do espaço de

fase. Suponhamos que L̂j = L̂†
j, então, l′′j = 0 ⇒ α = 0, nesse caso, o segundo termo

em (4.42) anula-se e a função de Wigner fica descrita por

W (x, t) =
(2π~)−n√

detM

∫
dx′W0(x

′) e
− 1

2~

(
x′−S

−1

t x

)
·M
−1(

x′−S
−1

t x

)

com M := M|α=0 (4.62)

que é o caso denominado puramente difusivo – esta situação é caracterizada pelo

aumento indefinido das dispersões da função de Wigner inicial.

As propriedades aqui descritas são propriedades gerais de convoluções, na próxima

seção veremos um caso espećıfico de nosso interesse que exemplificará esses conceitos.

4.8.1 Descoerência de Estados Gaussianos

O caso particular de nosso interesse é a evolução de estados gaussianos gerais.

A evolução aberta desse estado é calculada usando (4.59) e seu resultado é

W (x, t) = GR
2n

⌊
x;∆−1

t ; ηt
⌉
, (4.63)

com

ηt = e−αtStη0 e ∆t = e−2αt St [∆0 + 2M]S>
t . (4.64)

Estes parâmetros definem a evolução da gaussiana, já que esta é completamente

determinada pelo primeiro e segundo momentos. Para a função de cordas, a evolução

dessa função pode ser calculada por meio de (4.57):

χ(ξ, t) = ER
2n

⌊
ξ;∆t; e−αt S>

t

−1
η0

⌉
. (4.65)

É importante notar as diferenças entre essa equação e de evolução da função de

Wigner (4.64): as matrizes nos expoentes das gaussianas são inversas e então, en-

quanto que o termo de dissipação, exp(−2αt), lá contribui para a diminuição da

largura do pacote, aqui ele aumenta; o oposto vale para a matriz M, aqui ela tende

a diminuir a largura, lá, tende a aumentar.
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4.8.2 Descoerência Pura das Superposições

Nosso maior interesse é entender o comportamento das franjas de interferência

no espaço de fase quando sujeitas a a ação de um ambiente markoviano, portanto,

estudaremos aqui a evolução aberta dos gatos generalizados.

A função de Wigner (4.15) da superposição sob ação do ambiente evoluirá de

acordo com (4.57). Os pacotes principais evoluirão como a (4.64), já o termo de

interferência I[x;K] dado em (4.17) se tornará

I[x;K; t] = 2n iν(K)−n√
det[(K+I2n)∆0−i(K−I2n)]

e−
1
2~ e−αtζ∧M̃ΩtJζ− i

2~ e−αtη̄·[2EM̃+I2n]ΩtJζ

× GC
2nbx; Et; η̄te exp

(
− i

~x · ΩtJζ
)
, (4.66)

onde M̃ está definida em (4.61) e

η̄t := e−αtStη̄, Et := e2αt
(
StE

−1

S>
t + 2StMSt

>
)−1

e Ωt := e−αtEtStE
−1

(4.67)

são os parâmetros que caracterizam a evolução da interferência do gato.

O termo descrito acima carrega grande semelhança com o (4.24) e seus co-

mentários podem ser transportados para cá. Nota-se que no limite em que t → 0

recobramos a equação (4.15). Escrevendo toda a primeira linha de (4.66) como um

número complexo de módulo K e fase φ, a parte real desta equação fica descrita por

I[x;K; t] = K GR
2nbx; ReEt; η̄te exp

(
1
~x · ImΩtJζ

)

× cos
[

1
~(x− η̄t) · ImEt(x− η̄t) + 1

~x · ReΩtJζ + φ
]
, (4.68)

que é de fato o termo de interferência da superposição sob descoerência.

A estrutura geométrica de (4.68) guarda grande similaridade com (4.26) e con-

siste, também, numa gaussiana envoltória modulando um cosseno que oscila de

acordo com uma forma quadrática. Se definirmos E′ := (E−1+ 2M)
−1
, observamos

que esta matriz tem as mesmas propriedades de E[ em (4.25) e portanto, suas partes

reais e imaginárias possuem o mesmo ı́ndice de inércia das partes de E. Notando
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que, exceto por uma multiplicação por uma função exponencial positiva, Et é uma

transformação de similaridade de E′, e assim, o mesmo vale sobre suas partes reais

e imaginárias. Ou seja, a evolução cont́ınua aberta não altera o ı́ndice de inércia da

parte de interferência o que manterá o padrão da forma quadrática do estado inicial,

tanto da gaussiana como a interferência.

4.8.3 Exemplos e Comentários

O primeiro exemplo a ser considerado tratará apenas da evolução aberta, con-

sideraremos um caso em que St = I2n em (4.67).

Na figura 4.5, graficamos a evolução sob três regimes de descoerência distintos. O

estado inicial é escolhido como uma superposição hiperbólica pura e já foi mostrado

na figura 3.5 e nos três casos, também, escolhemos para todos a mesma matriz (4.60)

como Λ = I2.

A linha (a) desta figura corresponde à evolução no regime com α > 0 e suas

colunas correspondem à evolução para t = 0.1, t = 0.5 e t = 1. Basicamente, temos

dois efeitos distintos: um de expansão gerado por pela parte difusiva engendrada

na matriz M e outro de contração, o dissipativo, gerado pela exponencial eαt. O

efeito do alargamento é similar ao discutido no canal gaussiano na seção 4.4.2. Já

a contração atua diminuindo as larguras dos pacotes a aproximando os centros dos

pacotes e da envoltória para a origem do espaço de fase. A largura dos pacotes e da

envoltória do termo de interferência tendem a uma constante devido à competição,

dos efeitos e esta pode ser determinada pelo limite t → ∞ em (4.67). As franjas

de interferência diminuem e os centros dos pacotes e da envoltória se aproximam do

centro do espaço de fase. O centro do padrão de interferência se afasta do seu valor

inicial, o que pode ser observado nas linhas tracejadas nos gráficos.

No caso da linha (b), temos α = 0, ou seja, o regime puramente difusivo; seu

comportamento já foi discutido na seção 4.4.2. Em (c), temos o caso α < 0: este

é um caso também difusivo, onde as larguras aumentam indefinidamente, porém,
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os centros, todos, se afastam da origem. As frequências de oscilação neste caso

diminuem como no caso difusivo padrão.

A despeito da particularidade do exemplo escolhido, os efeitos descritos nos três

casos podem ser estendidos em geral.
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Figura 4.5: Evolução de um gato generalizado sob dinâmica descoerente. O estado inicial
na figura 3.5 é evolúıdo com (a) α = 0.5; (b) α = 0; (c) α = −0.5. As linhas pontilhadas
são as curvas de ńıvel do termo de interferência.

Para observar o comportamento das franjas de interferência, na figura 4.6 en-

contramos a evolução do gato puro da figura 3.7 sob o regime de difusão exclusiva

(α = 0), cuja matriz de descoerência é dada por M = tI2. Notamos o amortecimento

das frequências de oscilação no espaço de fase, assim como o aumento da gaussiana
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envoltória dessas. As partes negativas da interferência são reduzidas devido ao au-

mento da largura dos pacotes pricipais. A evolução das franjas no caso α > 0 não

difere muito desta, já que a esta é adicionada uma compressão global.
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Figura 4.6: Evolução de um gato não-linear sob difusão pura. O estado inicial é o mesmo
da figura 3.7. Mostramos os gráficos da evolução o estado inicial por t = 0.01, t = 0.1;
t = 0.5.

A presença da dinâmica hamiltoniana altera a função de Wigner de uma super-

posição globalmente, já que de acordo com (4.43) e (4.59), atua uniformemente nas

variáveis do espaço de fase. Mostramos na figura 4.7 os mesmos casos da 4.5, porém

com a presença de uma dinâmica hiperbólica unidimensional com matriz simplética

Ss em (1.11) com s = 0.5. Nota-se claramente a compressão na direção do eixo das

coordenadas e a expansão ao longo do eixo dos momentos causadas pela dinâmica

hamiltoniana.

Caso a dinâmica seja eĺıptica, ou seja, uma evolução limitada por um poço

de potencial, a evolução do gato é uma simples rotação dos exemplos apresentados

na figura 4.5, não modificando o comportamento geral do gato sob descoerência,

pudemos observar isto explicitamente no caso do gato linear. Os casos loxodrômico

e parabólico são obtidos através dos dois acima mencionados como explicitado na

seção 1.1.2.
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Figura 4.7: Evolução de um gato não-linear sob descoerência e hamiltoniana hiperbólica.
O estado inicial é o mesmo da figura 4.5. Mostramos os gráficos da evolução o estado inicial
por t = 0.1, t = 0.5; t = 1. As linhas correspondem aos mesmos casos de descoerência da
figura 4.5.



Conclusão

“Achamos que estamos brincando com o gato, mas como saber se não é o gato
que está brincando conosco?”

(J.M. Coetzee, Elisabeth Costello, 1999)

Cada qual com suas peculiaridades, o mundo clássico e o quântico são di-

namicamente descritos pela presença de hamiltonianas. A prinćıpio, não existe uma

resolução teórica para esta “coincidência”, apenas resultados emṕıricos — obtidos

de forma completamente distinta para estas duas escalas materiais — garantem

suas construções em termos do mesmo objeto. Por si só, esta constatação carece de

compreensão e inspira uma busca de similaridades entre os dois mundos ontologi-

camente separados. Sob outro ponto de vista, entender a fronteira entre eles, como

um acarreta o outro e as conseqüências de um sobre o outro se tornam questões

fundamentais para nossa compreensão da natureza.

Neste trabalho, tratamos alguns aspectos da relação quântico-clássico para pa-

cotes gaussianos, visto que são representações abundantemente utilizadas para des-

crever estados de sistemas f́ısicos. Sobre a dinâmica destes pacotes, o trabalho

concentra-se nas estruturas clássicas presentes na evolução quântica do estado uti-

lizando o método WKB dependente do tempo. Assim, pudemos entender como as

caracteŕısticas da dinâmica clássica do sistema se manifestam ao longo da evolução

quântica.

Num sistema integrável, a evolução gera no espaço de fase toros invariantes.

Uma dinâmica desse tipo e ainda descrita por uma hamiltoniana quadrática, o
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centro do pacote descreve exatamente a trajetória clássica por sobre esses toros,

de acordo com o teorema de Ehrenfest. Um estado WKB t́ıpico é aquele que se

enquadra no limite semiclássico, ou seja, estados que possuam números quânticos

elevados e, consequentemente, ações muito maiores que a escala determinada pela

constante de Planck. Neste limite, geometricamente, podemos associar variedades

lagrangianas no espaço de fase ao estado e as suas evoluções. Um estado coerente

não pode ser considerado um estado desse tipo, já que é um estado fundamental

de um oscilador harmônico, sua evolução é descrita apenas em vias do teorema de

Ehrenfest. Mostramos, no entanto, que uma dinâmica caótica evolui um estado co-

erente em um que possa naturalmente ser associável a uma variedade lagrangiana no

espaço de fase, portanto, um estado WKB. Sob este ponto de vista, a condição im-

posta pelo limite de ~ pode ser relaxada por outras condições impostas às variações

da amplitude do estado na representação de coordenadas.

Incidentalmente, o método WKB possui divergências nos pontos de cáusticas

que são fenômenos recorrentes no espaço de fase, estas apontam máximos globais das

amplitudes quânticas. O comportamento da função de onda entorno desses pontos é

tal como uma função de Airy, a qual determinamos por uma aproximação uniforme

denominada de aproximação de transição. Descrevemos a mesma evolução para a

função de Wigner do estado e também constrúımos um mesmo tipo de aproxima-

ção em torno das cáusticas de Wigner. Estes resultados foram apresentados nas

referências [54, 55] e constituem o segundo caṕıtulo da tese.

Anteriormente a esta tese, hav́ıamos desenvolvido[64] um método semiclássico

de propagação de pacotes de onda alcunhado de AOA. Esta aproximação utiliza a

decomposição do estado inicial em pacotes gaussianos generalizados e a função de

Wigner do estado final é, então, composta por uma soma de funções de Wigner de

estados gaussianos generalizados e seus termos de interferência. Num espaço de fase

de dimensão arbitrária, mostramos neste trabalho que estes termos possuem uma
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geometria hiperbólica e analisamos alguns casos particulares bidimensionais.

Como a função de Wigner é definida em termos de valores esperados de um

operador hermitiano — operador de reflexão — esta é um observável e pode ser

medida experimentalmente, assim, desenvolvemos, também, um método baseado em

medidas realizadas em estados emaranhados que possibilita a criação experimental

de uma superposição desse tipo a qual denominamos estados de gato generalizados

ou hiperbólicos.

Franjas de interferência fazem parte dos fenômenos quânticos classicamente in-

explicáveis e não observados. Uma tentativa de conexão entre os domı́nios quântico

e clássico, atualmente é realizada pela interação de um sistema quântico com um am-

biente. A ação deste consiste em apagar progressivamente os termos de interferência

de uma superposição quântica, levando esta numa mistura estat́ıstica clássica. Por-

tanto, nos foi interessante estudar o comportamento dos gatos generalizados como

um primeiro modelo de eliminação de franjas quando da interação com o ambiente.

Mostramos que sob determinadas condições, hamiltonianas quadráticas e operadores

de Lindblads lineares, o caráter hiperbólico desses termos não é alterado.

Como dissemos, o método AOA descreve um estado quântico evolúıdo por meio

de superposições lineares de gatos hiperbólicos, ou seja, a descoerência das fran-

jas de interferência de estados quânticos é compreendida, por nossos cálculos, por

atenuações de padrões hiperbólicos dos gatos. Até onde sabemos, não há na literatu-

ra um estudo anaĺıtico teórico da descoerência atuante em padrões de interferências

de estados cont́ınuos que vão além das franjas do gato linear. Ou seja, dada a sim-

plicidade geométrica do padrão dos gatos generalizados, o processo de atenuação

cuja geometria é descrita nesta tese, pode ser tomado como base para o estudo de

descoerência de sistemas mais complexos.

No que tange a experiência, as armadilhas lineares de ı́ons acopladas a lasers

são valiosas para o estudo do limite semiclássico do OHC. Por um lado, destaca-se o
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alto grau de controle experimental alcançado: em comparação com a eletrodinâmica

quântica em cavidades, a vida útil de um ı́on na armadilha é muito maior que a de

um fóton na cavidade. Por outro, a facilidade de obtenção do limite semiclássico:

este pode ser manipulado pela simples modificação do ângulo de incidência dos lasers

com relação ao eixo da armadilha.

Utilizando uma dessas armadilhas, outra possibilidade de realização experimen-

tal de um gato hiperbólico emerge, e ainda, neste contexto é posśıvel observar os

efeitos geométricos da descoerência neste estado. É conhecido na literatura, e.g.

[37], que a utilização de interações de lasers com o ı́on dentro da armadilha torna

posśıvel a criação de um estado de gato linear. Mais, a dinâmica do OHC, gerada

pela incidência periódica de pulsos de lasers, pode ser utilizada para evoluir este

gato inicial; nos primeiros instantes da evolução, a dinâmica se comporta como o

mapa linearizado do OHC em torno do centro de cada pacote, como a dinâmica

linear depende da posição do centro e esta é um cisalhamento composto com uma

rotação, então, o gato linear original evolui num estado de gato hiperbólico. E

ainda, também é sabido da possibilidade de engenharia de reservatórios no interior

da armadilha[19, 37, 90], o que torna fact́ıvel a observação da atenuação das franjas

do gato hiperbólico. A parte da descrição das superposições puras está colocada no

caṕıtulo 3, enquanto que a parte relativa à descoerência se encontra no caṕıtulo 4.

Uma operação gaussiana fica definida como sendo uma operação que preserva

a gaussianidade do estado, ou seja, mantém a forma gaussiana de uma função

de Wigner, dentro deste conceito são inclúıdos[28] os operadores metapléticos e de

translação do caṕıtulo 1 e a convolução de descoerência do caṕıtulo 4 também co-

nhecidas por canais gaussianos em informação quântica. Apresentamos um exemplo

ao final do último caṕıtulo da tese que, apesar de preservar a forma gaussiana de

um estado, não preservam a estrutura dos gatos no espaço de fase. Partindo de uma

superposição de um estado gaussiano impuro (superposição de estados térmicos do
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oscilador harmônico), e aplicando um canal descoerente não conseguimos construir

o mesmo estado final como a aplicação de um único canal a um gato puro, pois que

as funções de Wigner se comportam de modo completamente distinto com relação

aos termos de interferência.

Resumindo: neste trabalho, descrevemos a dinâmica semiclássica de um pacote

gaussiano e a descrição da geometria dos padrões de interferência entre estados gaus-

sianos e do processo de descoerência destes sempre do ponto de vista semiclássico,

aliando transformações canônicas clássicas e propagadores quânticos. Em ambos os

casos, nos referimos ao sistema do OHC para a posśıvel realização experimental da

teoria aqui descrita. No caso das superposições puras, desenvolvemos um método

teórico plauśıvel de experimentação, diferente do OHC, para observação de franjas

de interferência baseado em medidas realizadas em estados emaranhados.

Perspectivas

Emaranhamento em estados gaussianos, principalmente em estados bipartidos,

é um tópico muito relevante em teoria de informação quântica, um trabalho interes-

sante é [13], onde se encontra um resumo deste assunto para pacotes gaussianos. O

estudo das superposições hiperbólicas em dimensões gerais pode render resultados

interessantes sobre a relação entre o emaranhamento de part́ıculas e transformações

canônicas clássicas: cada dimensão é associada ao espaço de fase uma part́ıcula e o

estado de gato n-dimensional como um emaranhado de n-part́ıculas. Assim, pode-

mos relacionar emaranhamento, superposições e descoerência no espaço de fase.

Outro caminho a ser continuado, é a inclusão de descoerência na propagação

semiclássica AOA, um estudo inicial foi realizado em [56], porém, ainda carece da

inclusão da dissipação no processo evolutivo.

Com estas duas perspectivas terminamos esta tese.



Apêndice A

Fórmulas Integrais

Descrevemos aqui duas fórmulas integrais que são utilizadas no texto: a integral

de uma gaussiana e a função de Airy.

A.1 Integrais Gaussianas

A integral de funções gaussianas segue o critério estabelecido em [25]:
∞∫

−∞

dx exp
(
− x · Ax± iξ · x

)
=

πl/2√
detA

exp
(
− 1

4
ξ · A

−1

ξ
)
,

para A ∈ Mat(l,C) e A> = A e Re (A) ≥ 0 e
√

detA =
∏l

i=1

√
λA
i . Das duas

posśıveis escolhas de uma ráız quadrada, tomamos a que satisfaça

−π < Arg
(
λA

i

)
≤ π =⇒ −π

2
< Arg

(√
λA

i

)
≤ π

2
, (A.1)

ou seja, aquela que garante a positividade da parte real da raiz. Para o caso de

uma matriz B = B> ∈ Mat(l,R), a integral de uma gaussiana puramente complexa

pode ser realizada tomando-se o limite com uma parte real positiva pequena, ou

seja, B = limε→0+(B + iεIl), dessa forma
∞∫

−∞

dx eix·Bx±iξ·x = lim
ε→0+

πl/2√
det(εI−iB)

e−
1
4
ξ·(εI−iB)

−1

ξ = πl/2√
|detB|

e−
i
4
ξ·B

−1

ξ+iπ
4
Sn(B). (A.2)

Note que B não necessáriamente é positiva definida e que as ráızes seguem (A.1).
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A.2 Funções de Airy

A função de Airy, tal qual [1, 11], é definida através da integral unidimensional

Ai(x) =
1

2π

∞∫

−∞

dy exp

(
i
y3

3
+ ixy

)
. (A.3)

Esta função é uma solução da equação diferencial de Airy[1, 11]. Note que esta é

uma função real, já que a parte ı́mpar da exponencial se anula devido à simetria do

intervalo de integração. Esta função está graficada na figura A.1.
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Figura A.1: Função de Airy - Ai(x). Assinalamos o ponto de máximo global: x∗ ≈
−1.02 com Ai(x∗) ≈ 0.54 e o zero: x0 ≈ −2.34. A abscissa vale Ai(0) ≈ 0.36.

Uma identidade importante para a função de Airy, denominada de relação de

deslocamento, cuja demonstração está em [11], é descrita por

1

2π

+∞∫

−∞

ds e
i
3
s3+isx− k

2
s2 = e

k
2
x+ k3

12 Ai

(
x+

k2

4

)
. (A.4)

Utilizando o método da fase estacionária na integral (A.3), pode-se mostrar[11, 78]

o limite:

lim
ε→0

1

ε
Ai

(
x− y

ε

)
= δ(x− y). (A.5)



Apêndice B

Índices de Maslov de Metapléticos

A atrelagem entre transformações simpléticas a operadores unitários dá-se de acordo

com a representação metaplética cujo ônus é a aparição de um sinal, cf. eqs. (1.42

- 1.45), que pode ser representado por meio do ı́ndice de Maslov. Trataremos aqui

deste fenômeno e do estritamente relacionado, denominado de cáusticas do operador

metaplético.

B.1 Índice de Maslov

Uma transformação canônica linear é realizada por meio da função geratriz

G(q, q′) :=
1

2
q · DB−1q − q′ · B−1q +

1

2
q′ · B−1Aq′, (B.1)

onde x := (q, p), x′ := (q′, p′) ∈ Ξ2n, A,B,D ∈ Mat(n,R) são os blocos da matriz

simplética S em (1.7). As novas coordenadas (q′, p′) são encontradas de acordo com

as relações abaixo:

p =
∂G

∂q
= DB−1q − B−1>q′ e p′ = −∂G

∂q′
= B−1q − B−1Aq′.

Estas equações são equivalentes à x′ = Sx. Note que estamos tratando apenas de

matrizes simpléticas livres, ou seja, aquelas que possuem det B 6= 0.



B.2 Grupo Metaplético 184

A transformada de Fourier generalizada[31, 33, 25] de uma função ψ(q), associada

à forma quadrática (B.1), é definida por

F̂G {ψ(q)} :=

√
detB−1

(2πi~)
n
2

∫
e

i
~G(q,q′)ψ(q′) dnq′. (B.2)

Como por definição detB ∈ R, então existem quatro possibilidades para a raiz

quadrada em (B.2), se reescrevermos esta raiz como
√

detB−1 :=
√

|detB−1| imS,

temos que

mS π = arg (detB) mod 2π, ou seja, mS = 0, 1, 2, 3. (B.3)

Agora, reescrevendo o fator da equação (B.2):
√

detB−1

(2πi~)
n
2

=

√
|detB−1|
(2π~)

n
2

ei
π
4
(2mS−n), en-

contramos o número inteiro

µS := (2mS − n) mod4 (B.4)

que é alcunhado de Índice de Maslov da transformada de Fourier quadrática.

O elemento de matriz (1.42) do operador metaplético é a transformada de Fourier

(B.2) de uma função delta, ou seja,

〈q′|M̂S|q′′〉 = F̂G{δn(q′ − q′′)}, (B.5)

como associamos µS em (B.4) à transformada de Fourier, este também será o ı́ndice

de Maslov do operador metaplético da eq. (B.5), ou da (1.42).

B.2 Grupo Metaplético

Já hav́ıamos observado que os operadores metapléticos formam um grupo, de-

nominado Mp(2n), porém ficou pendente naquela seção a determinação de alguns

sinais referentes à inversão, cf. eq. (1.45) e a composição, cf. eq. (1.44), de ope-

radores metapléticos. Nesta seção utilizaremos a notação M̂m
S para descrever um

operador metaplético associado a matriz simplética S e ao ı́ndice mS de (B.3).
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Ainda trabalhamos com a hipótese de que todas as matrizes simpléticas aqui

tratadas são livres, em breve essa hipótese será relaxada. A lei de composição do

grupo dos operadores metapléticos pode ser descrita como

M̂m′

S′ M̂m′′

S′′ = M̂m
S ⇐⇒ S = S′S′′ e m = m′ +m′′ − In(B′−1

BB′′−1

). (B.6)

As matrizes B,B′,B′′ são, respectivamente, os blocos superior-esquerdos das ma-

trizes simpléticas S,S′,S′′, desde que escritas na forma padrão (1.7). Um modo de

demonstrar a fórmula (B.6) é utilizar uma relação de completeza na base de coor-

denadas na equação (B.6) e realizar a integral para os elementos de matriz de cada

um dos operadores[51].

O inverso de M̂m
S é derivado em [31] por meio das transformadas quadráticas

de Fourier:

M̂m
S

−1
= M̂m′

S′ ⇐⇒ S′ = S−1 e m′ = (n−m) mod4. (B.7)

As relações (B.6) e (B.7) descrevem o que faltava para demonstrarmos a exis-

tência do grupo Mp(2n), tal qual foi comentado na seção 1.2.2.

Como o conjunto das matrizes simpléticas formam um grupo, qualquer matriz

simplética pode ser decomposta (não univocamente) no produto de outras duas, o

mesmo vale para os operadores metapléticos[31, 33], i.e.,

M̂m
S = M̂m′

S′ M̂m′′

S′′ = M̂m′′′

S′′′ M̂m′′′′

S′′′′ .

Aqui percebemos o caráter dos ı́ndices descritos na seção anterior, para duas decom-

posições posśıveis de um operador metaplético, estes permanecem invariantes:

mS = m′
S′ +m′′

S′′ − In(B′−1

BB′′−1

) mod4 = m′′′
S′′′ +m′′′′

S′′′′ − In(B′′′−1

BB′′′′−1

) mod4,

ou ainda, em termos dos ı́ndices de Maslov da eq. (B.4):

µS = µS′ + µS′′ + Sn(B′−1

BB′′−1

) mod4 = µS′′′ + µS′′′′ + Sn(B′′′−1

BB′′′′−1

) mod4.
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B.3 Cáusticas dos Metapléticos

Agora nos preocuparemos em incluir as transformações simpléticas que não

livres, ou seja, aquelas que possuem o bloco superior direito com determinante nulo.

Um exemplo de operador metaplético corresponde ao propagador do oscilador

harmônico dos textos de mecânica quântica[4, 71, 76]. Este propagador é o metaplético

associado à matriz simplética a matriz simplética Sωt em (1.11). Neste caao, o

propagador diverge para ωτ = 0, 2π.

Uma matriz simplética não-livre S pode ser decomposta em duas outras livres:

S :=


 A B

C D


 =


 A′ B′

C′ D′




︸ ︷︷ ︸
:= S′


 A′′ B′′

C′′ D′′




︸ ︷︷ ︸
:= S′′

=


 ∗ A′B′′ + B′D′′

∗ ∗


 ,

como por hipótese detB′ 6= 0 e detB′′ 6= 0, para que tenhamos detB = 0, fazemos

B′′ = −A′
−1

B′D′′; note que este é exatamente o caso da matriz identidade decomposta

no produto SS−1. Dessa maneira, associamos um operador metaplético a uma matriz

simplética não-livre utilizando as fórmulas de composição (B.6).

A divergência do elemento de matriz do operador metaplético, eq. (1.42), que

ocorre quando detB = 0, é conhecida como cáustica do operador metaplético. Se

considerarmos uma transformação simplética x′ = Sx e construirmos as funções

q(q′, p) e q′(q, p′), as cáusticas no espaço configuracional ocorrem em pontos, cf.

seção 2.2.2, onde

det
∂p′

∂q′
= det

(
∂p′

∂q

∂q

∂q′

)
→ ∞, (B.8)

o que é equivalente a detB = 0 para detD 6= 0. Assim, as cáusticas dos operadores

metapléticos são as mesmas cáusticas das variedades lagrangianas p(q) no espaço

de fase. Do mesmo modo, esta descontinuidade pode ser contornada pela mudança

de representação de coordenadas para momentos e vice-versa: introduzindo uma
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relação de completeza em (1.42), obtemos

〈p |M̂S |q〉 =
im

′
S

(2πi~)
n
2
√

detD
exp

[
i

2π~

(
q · D

−1

Cq − 2q · C
−1

p − p · BD
−1

p
)]

, (B.9)

onde m′
S ∈ {0, 1, 2, 3} é um inteiro relacionado ao sinal da raiz no denominador.

Aqui, mudamos as cáusticas que ocorriam nos locii onde detB = 0 para aqueles

onde detD = 0, ou ainda, onde

det
∂q′

∂p′
= det

(
∂q′

∂p

∂p

∂p′

)
→ ∞.

Uma representação especial pode ser invocada para os operadores metapléticos:

a de estados coerentes, na qual não existem cáusticas. Nesta representação, o e-

lemento de matriz é obtido também por uma relação de completeza aplicada em

(1.42), porém, em estados coerentes, cf. eq. (1.79). A diante estudaremos com

muito cuidado essa representação.

B.4 Quantização Lagrangiana

A evolução temporal de um sistema f́ısico é uma transformação canônica entre

dois pontos do espaço de fase. No caso de uma transformação linear, a matriz

simplética S depende explicitamente do tempo.

Suponhamos que a função Z(t) := detB seja uma função bem comportada e

que passe pelo zero num instante t = τ vindo de valores negativos para positivos.

Para t < τ , escolhemos um valor de m ∈ {1, 3} em (1.42) e isto determina um ramo

no plano complexo

m = 1 =⇒ −π < arg(Z) ≤ π =⇒ −π
2
< arg(

√
Z) ≤ π

2

m = 3 =⇒ 0 ≤ arg(Z) < 2π =⇒ 0 ≤ arg(
√
Z) < π .

(B.10)

Em t = τ , o elemento de matriz (1.42) diverge, nestas redondezas podemos mudar de

representação, como por exemplo, a de momentos em (B.9). Ultrapassada a cáustica
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em t > τ , podemos voltar à representação de coordenadas, mas agora detB(t) > 0 e

a escolha do ı́ndice m ∈ {0, 2} deve mudar para garantir a continuidade do operador

metaplético1, então

m = 1
t>τ−→ m = 0 ou m = 3

t>τ−→ m = 2 . (B.11)

Esta troca de ı́ndices, ou sinais, ocorre mesmo quando estivermos em uma rep-

resentação onde não haja cáusticas, basta que tenhamos uma raiz quadrada de um

número complexo no denominador, como exemplo, a representação de estados coer-

entes, eq. (1.79). A mudança de sinal ocorre novamente para manter a continuidade

do operador metaplético.

A alternância de sinal ao atravessarmos uma cáustica, como no caso de
√

detB,

é também uma caracteŕıstica do método WKB, onde as derivadas (B.8) mudam de

sinal, e nesse caso, também entram em cena os ı́ndices de Maslov, cf. seção 2.2.2.

Em [31], de Gosson mostra a igualdade de µS = 2m − n definido para operadores

metapléticos e o ı́ndice topológico de Maslov calculado para planos lagrangianos do

espaço de fase — é por esta relação que alcunhamos os dois pelo o mesmo nome.

E ainda, no artigo [53] utiliza-se a representação de estados coerentes para obter os

ı́ndices das superf́ıcies lagrangianas clássicas.

Um último comentário: podemos pensar em associar um estado quântico a uma

superf́ıcie no espaço de fase; trivialmente, associamos autoestados de momento e

posição com retas verticais e horizontais no espaço de fase, respectivamente, p = p0 e

q = q0 e a representação de estados coerentes pode ser associada com retas inclinadas

no espaço de fase do tipo p(q) = p0 + c q. Assim, pensando no operador metaplético

como um propagador associado a uma hamiltoniana, eq. (1.47), quando aplicados aos

estados descritos acima, podemos pensá-lo também como um propagador de retas no

espaço de fase. Esse quadro semiclássico, denominado de quantização lagrangiana

por J. Leray[49], é a guia dos trabalhos [30, 31, 32, 33] de de Gosson.

1Note que a divergência ocorre para o elemento de matriz e não para o operador.



Apêndice C

Matrizes e Autovalores

Alguns dos resultados mais importantes desta tese baseiam-se em propriedades de

matrizes especiais e seus autovalores. Por uma questão de organização, os resulta-

dos desenvolvidos originalmente por nós encontram-se ao longo do texto e dedicamos

este apêndice a um compêndio de definições e resultados conhecidos na literatura. A

maioria deles pode ser encontrada nos livros [23] e em uma busca rápida e eficiente

no śıtio [60].

Recomendamos ao leitor conferir a página xii afim de esclarecer a notação utilizada.

C.1 Matrizes Positivas

Comentaremos aqui alguns resultados importantes para matrizes positivas de-

finidas e semidefinidas. Não apresentamos demonstrações, em alguns casos apenas

argumentos e em outros, nem isso; lembramos que estes resultados e suas demons-

trações estão em [23].

Uma matriz A ∈ Mat(n,K) é dita positiva definida, ou ainda, A > 0, se

Re (z∗· Az) > 0 (C.1)

para qualquer vetor complexo z não nulo. Dizemos que uma matriz é positiva
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semidefinida, ou ainda, A ≥ 0 se

Re (z∗·Az) ≥ 0. (C.2)

Para uma matriz qualquer, B ∈ Mat(n,K), a matriz BB† ∈ Mat(n,C) é positiva

definida, pois,

z∗ · BB†z = B>z∗· B†z =
(
B†z
)∗ · B†z =

∣∣B†z
∣∣2 > 0.

Se K = R, podemos substituir B† por B> na demonstração acima. O mesmo vale

para a matriz B†B. As matrizes B†B e BB† são hermitianas (ou simétricas, se K = R)

e positivas defindas, portaanto, seus autovalores são todos positivos.

Uma matriz hermitiana (ou simétrica) e positiva definida ou semidefinida sempre

pode ser fatorada num produto do tipo BB†. Por outro lado, uma matriz hermitiana

(ou simétrica) é positiva definida se e somente se todos os seus autovalores são

positivos. A inversa de uma matriz positiva definida também é positiva definida.

C.2 Autovalores

Para uma matriz A ∈ Mat (n; R), denotamos seu conjunto de autovalores por1

EspecK (A) := {λA
1 , ..., λ

A
n}, (C.3)

onde λA
i é um autovalor não degenerado de A e o subscrito K = R,C denotará,

respectivamente, se os autovalores são reais ou complexos. Definimos a matriz ΛA

como sendo a matriz dos autovalores de A, ou seja,

ΛA := Diag
(
λA

1 , ..., λ
A
n

)
. (C.4)

A matriz DA é a matriz que diagonaliza a matriz A, ou seja,

D
−1

AADA = ΛA. (C.5)

1O termo “Espec” é a abreviatura de “espectro” tomado de empréstimo da teoria espec-
troscópica para designar espectro ou o conjunto de autovalores de um observável.
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Diz-se que duas matrizes A,B ∈ Mat(n,R) são similares se estão relacionadas

através de uma transformação de similaridade por meio de uma matriz C ∈ Mat(n),

ou seja, se A = CBC
−1

. Duas matrizes similares possuem o mesmo conjunto de auto-

valores, EspecK (A) = EspecK (B), pois que det(A − λIn) = 0 =⇒ det
(
C
−1

AC − λIn
)
.

O espectro da matriz inversa da matriz A é dado por

EspecK

(
A
−1
)

:= {1/λA
1 , ..., 1/λ

A
n}, ou seja, Λ

A
−1 = Λ

−1

A.

Já o espectro da transposta é o espectro de A, ou seja, EspecK
(
A>) = EspecK (A).

E ainda, se A for simétrica, A> = A, seus autovalores são reais e DA é uma matriz

ortogonal, DA
−1 = DA

>. A m-ésima potência de A possui o espectro

EspecK (Am) := {
(
λA

1

)m
, ...,

(
λA
n

)m}, ou seja, Λ
A
m = Λ

m

A.

Decomposição de Euler

Um resultado não trivial, porém importante para nosso cálculo, é a decom-

posição de Euler para matrizes simpléticas[82]: pode-se decompor a matriz S ∈

Sp(2n,R) num produto de três matrizes,

S = OZO′, com Z = Diag (z1, ..., zn, 1/z1, ..., 1/zn) , zi ≥ 1 ∀i (C.6)

e O′,O ∈ Sp(2n,R) ∩ SO(2n), ou seja, são ortogonais e simpléticas.

Com a decomposição (C.6), é posśıvel calcular os autovalores de uma matriz

simplética simétrica do tipo (1.10). Colocando S na forma de Euler,

SS> = OZO′O′>ZO> = OZ2O>,

notamos que a transformação acima é de similaridade, pois O ∈ SO(2n) e, portanto,

DSS> = O e EspecR
(
SS>) =

{
λSS>

1 , ..., λSS>

n , 1/λSS>

1 , ..., 1/λSS>

n

}

com

λSS>

i ≥ 1 e 1 ≥ 1/λSS>

i > 0 ∀i. (C.7)
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Lei da Inércia

Uma transformação de congruência[60] da matriz A pela matriz B é descrita

pela operação BAB>. Uma matriz simétrica A tem sua inércia definida pelo terno

ordenado (n+, n−, n0) constitúıdo, respectivamente, pelo número de seus autovalores

positivos, negativos e nulos.

A lei da inércia de Sylvester[72] garante que, sob uma transformação de con-

gruência, a inércia de uma matriz não se altera; essa afirmação está demonstrada

em [86].

C.3 Matriz Complexa

Outra fórmula que diz respeito a inversão de matrizes complexas e é utilizada

ostensivamente é a seguinte: se M := X + iY ∈ Mat(n,C) com X,Y ∈ Mat(n,R),

temos que

M
−1

=
[
X + YX

−1

Y
]−1

− i
[
Y + XY

−1

X
]−1

, (C.8)

se, é claro, X e Y não forem singulares.

C.4 Semiplano de Siegel

Aqui estudaremos a função αS que aparece em (1.74):

αS (W) := −i (C + iDW) (A + iBW)−1 , (1.74)

que é de suma importância para a compreensão de estados gaussianos. Todos os

comentários feitos aqui a respeito da função αS foram retirados ou adaptados dos

textos [30, 31, 21, 25], cabe comentar que existem diferenças sutis nas definições das

matrizes W e αS nestas referências e, também, entre elas e este texto.

O semiplano de Siegel, Σn, é definido pelo conjunto das matrizes simétricas com
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parte real positiva2: Σn := {W ∈ Mat(n,C) ` W = W>,ReW > 0}.

Para uma matriz simplética S ∈ Sp(2n,R) particionada na forma (1.7) e outra

W ∈ Σn, constrúımos uma função αS : W 7−→ αS(W) ∈ Σn definida em (1.74).

No que segue, demonstraremos a afirmação acima e determinaremos algumas das

propriedades de αS.

Para mostrarmos que αS(W) ∈ Σ(n), constrúımos duas funções E,F ∈ Mat(n,K)

da seguinte forma 
E

F


 := S


 In

iW


 =


A + iBM

C + iDM


 , (C.9)

e constrúımos o seguinte produto de matrizes:


E

F



>

J


E

F


 = E>F − F>E =


 In

iW



>

S>JS


 In

iW


 = 0n,=⇒ E>F = F>E, (C.10)

onde utilizamos a simpleticidade de S. Como definido em (1.74), αS (W) = −iFE
−1

.

Mas, se isolarmos F> de (C.10), temos que
(
FE

−1
)>

= E>
−1

F> = E>
−1

E>FE
−1

= FE
−1

, ou

seja, [αS (W)]
>

= αS(W) é simétrica.

Agora, demonstraremos a positividade de αS. Definimos o produto:


E

F



>

J


E∗

F∗


 = E>F∗ − F>E∗ =


 In

iW



>

S>JS


 In

−iW∗


 = −2iReW,

e utilizamos novamente a simpleticidade de S, ou seja,

ReW =
1

2i

[
F>E∗ − E>F∗] . (C.11)

Como por definição ReW é simétrica e positiva definida, a matriz E>
−1

ReW E∗
−1

é

positiva definida, pois

z∗ ·
(

E>
−1

ReW E∗
−1
)
z =

(
E
−1

z∗
)
· ReW

(
E∗

−1

z
)

=
(
E∗

−1

z
)∗
· ReW

(
E∗

−1

z
)
> 0.

2A definição matemática cércea afirma que este é o plano de Poincaré, contudo, para unificar
nossas definições de estados gaussianos com as das referências citadas, subvertemos esta definição.
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Mas, utilizando (C.11), vemos que

E>
−1

ReW E∗
−1

=
1

2i

[
E>

−1

F> − F∗E∗
−1
]

=
1

2i

[
FE

−1

− F∗E∗
−1]

= ReαS(W) . (C.12)

O que demonstra a positividade de αS(W) e junto com a simetricidade, o fato que

αS(W) ∈ Σn.

Outras duas propriedades importantes da função αS, cuja demonstração sai

diretamente de (1.74), são: αSS′(W) = αS (αS′(W)) e αS=I(W) = W. Estas mostram

que a função αS gera uma representação do grupo simplético no plano de Siegel.

A primeira propriedade está relacionada diretamente com a composição de dois

operadores metapléticos da equação (B.6).

Aproveitamos a seção para mostrar que o estado descrito em (1.73) está corre-

tamente normalizado,

∫ ∞

−∞
〈q|M̂S|W〉〈q|M̂S|W〉∗dq = 1.

De fato, utilizando a fórmula (1.73) e realizando a integral, encontramos

det (ReW)

det[(A + iB) (A− iB)ReαS(W)]
= det

[
EE∗

(
FE

−1

−F∗E∗
−1)(

F>E∗−E>E∗)−1
]

=

det

[(
F−F∗E∗

−1

E
)(

F>−E>F∗E∗
−1)−1
]

= det

[(
F−F∗E∗

−1

E
)(

E>FE
−1

−E>F∗E∗
−1)−1
]

=

det

[(
F−F∗E∗

−1

E
)(

FE
−1

F∗E∗
−1)−1

E>
−1

]
= det

[(
FE

−1

−F∗E∗
−1)(

FE
−1

−F∗E∗
−1)−1

]
= 1,

onde na primeira igualdade, utilizamos as equações (C.9), (C.11) e (C.12); na ter-

ceira, utilizamos F> discriminado de (C.10); na quinta, notamos que detE> = detE.



Apêndice D

Transformada de Fourier
Numérica

No que segue, discutiremos o método para realizar numericamente transformada

de Fourier utilizando algoritmos computacionais baseados na sua discretização. Isto

nos auxilia nos cáalculos de funções e Wigner e na evolução segundo a dinâmica do

OHC.

D.1 Transformada de Fourier Discreta e Rápida

Como a mesma interpretação da transformada de Fourier cont́ınua, o objetivo

da discreta é encontrar a decomposição em termos de componentes sinusoidais de

um conjunto discreto de números complexos.

Definimos[74] a transformada discreta de Fourier do vetor X := (X0, ...,XN−1)

por

xn =
N−1∑

k=0

Xk e
2πi
N
n k, n = 0, ..., N − 1. (D.1)

e sua inversa como

Xk =
N−1∑

n=0

xn e−
2πi
N
k n, k = 0, ..., N − 1. (D.2)

As equações (D.1,D.2) nada mais são do que a forma discretizada da transfor-
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mada de Fourier

g±(ω) =

∫ +∞

−∞
dx e±2πiωxf(x), (D.3)

definida como uma integral de um núcleo de Fourier multiplicado por uma função

f(x). O processo numérico elementar para seu cálculo seria a simples discretização

desta numa soma de Riemann, contudo, este processo é por demais dispendioso em

termos de tempo computacional dado que o integrando é uma multiplicação de duas

funções com argumentos distintos, um em ω e outro em x.

O método conhecido como Transformada de Fourier Rápida (TRF) — do inglês,

“Fast Fourier Transform”, donde a sigla FFT — permite realizar numericamente

uma integral do tipo (D.3) quando aproximada por uma soma do tipo (D.1). O

ganho é descrito em termos do número de operações realizadas e para TRF, esse

número é N log2N , enquanto para uma discretização via soma de Riemann seria N2.

O único ônus do processo é a imposição N = 2n em (D.1), ou seja, os intervalos da

discretização devem ser potências de 2.

Para realizar numericamente o algoritmo de TRF, utilizamos a rotina four1

obtida de [74] num compilador FORTRAN.

D.2 Coordenadas e Momentos

A relação de Fourier que une na mecânica quântica as representações de mo-

mento e coordenadas é expressa da seguinte forma

φ(p) =
1√
2π~

+∞∫

−∞

dq ψ(q) e−
i
~pq. (D.4)

Para aplicar a TRF, descreveremos aqui a discretização e o truncamento da

integral (D.4). Para funções ψ(q) suaves e decrescentes no limite x→ ±∞ podemos

truncar a integral em limites (Qmim, Qmax) suficientemente grandes para garantir
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boa qualidade na aproximação. A integral então se torna

φ(p) ≈ 1√
2π~

Qmax∫

Qmin

dq ψ(q) e−
i
~pq.

Discretizando agora a variável q no intervalo (Qmim, Qmax) e p em (Pmim, Pmax),

obtemos

q(n) = Qmin + (n− 1)δq, n = 1, ..., N + 1

p(k) = Pmin + (k − 1)δp, k = 1, ..., N + 1,

onde δq = (Qmax −Qmim)/N e δp = (Pmax − Pmim)/N .

Se definirmos ψn := ψ(q(n)) e φk := φ(p(k)), aproximamos a integral por

φk ≈ δq√
2π~

N−1∑

n=0

ψn e−
i
~p(k)q(n)

=
δq√
2π~

e−
i
h
Q0 p(k)

N∑

n=1

e−
i
~ (n−1)δqP0 ψn e−

i
~ (n−1)(k−1)δqδp;

se realizarmos uma mudança nos ı́ndices n = n− 1 e k = k − 1 e definirmos

ψ̃n+1 := e−
i
~n δq P0 ψn+1,

obtemos uma representação discreta aproximada para a integral (D.4),

φk+1 =
δq√
2π~

e−
i
h
Q0 p(k+1)

N−1∑

n=0

ψ̃n+1 e−
i
~ n k δqδp, (D.5)

onde k = 0, ..., N − 1. Esta última equação carrega grande semelhança com a

definida em (D.2), ou seja, nos resguardando das constantes multiplicativas e das

fases externas ao somatório, podemos utilizar a TRF para calcular a integral definida

em (D.4), desde que o produto δq δp obedeça a seguinte relação com os parâmetros

fixos N e ~:

δq δp =
2π~
N

(D.6)

imposta pelo expoente do núcleo de (D.1). É importante lembrar que N deve ser

uma potência de 2.
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D.3 Propagação via Oscilador Harmônico Chutado

Como descrito na seção 1.2.1, a evolução de um estado pela hamiltoniana de um

oscilador harmônico chutado pode ser descrita por um mapa quântico estroboscópico

que em unidades adequadas é descrito em termos da função de onda (1.97), repet́ımo-

la aqui:

〈q|ψ(t+ 1)〉 := ψt+1(q) =

+∞∫

−∞

dq 〈q|M̂Sωτ |q〉〈q|Ĉ(K)|ψ(t)〉, (1.97)

onde os elementos de matriz no integrando são dados, respectivamente em (1.42)

com Sωτ em (1.11) e (1.96).

Reproduzindo o método da última seção, podemos descrever a evolução (1.97)

por meio de uma TRF:

ψt+1
k+1 ≈ δq

√
mω

2π~ sinθ
e−

iπ
4

+ i
h
F (k)

N−1∑

n=0

ψ̃t
n+1 e−

imω
~ sinθ

n k δq δq,

onde ψt+1
k := ψt+1(q(k)) e ψ̃t

n := ψ̃t(q(n)) com

q(n) = q0 + (n− 1)δq, n = 1, ..., N + 1

q(k) = q0 + (k − 1)δq, k = 1, ..., N + 1

e δq = 2q0/N e δq = 2q0/N . E ainda,

ψ̃t
n+1 := e

i
h
G(n) ψt

n+1

F (k) :=
mω

2 sinθ

(
q2
k+1 cosθ − 2 q0 qk+1

)

G(n) := −Kcos(qn+1) +
mω

2 sinθ

(
q2
n+1 cosθ − 2n q0δq

)
.

E por fim, realizar a concordância entre os expoentes dos núcleos das transformadas

de Fourier, dada por:

δq δq =

(
sinθ

mω

)
2π~
N

.
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D.4 Função de Wigner-Moyal

Definimos a função de Wigner-Moyal de um par de funções (ψ, φ) [30, 32, 33]

em uma dimensão por

W (ψ, φ)(q, p) :=
1

2π~

∫
e−

i
~pyψ(q + 1

2
y)φ∗(q − 1

2
y)dy. (D.7)

No que segue, queremos utilizar a transformada rápida de Fourier para resolver

esta integral numericamente.

Primeiramente, notemos que o integrando de (D.7) é muito parecido com o de

(D.4), portanto o único cuidado que tem ser tomado aqui é atentar para a presença

de mais uma coordenada a ser discretizada nas funções em questão. Como esta se

apresenta dentro dos argumentos das funções ψ e φ sempre ao lado de y, utilizaremos

para esta coordenada a mesma discretização imposta para y, ou seja,

y(n) = y0 + (l − 1)δy, n = 1, ..., N + 1,

q(l) = y0 + (n− 1)δy, l = 1, ..., N + 1 e

p(k) = p0 + (k − 1)δp, k = 1, ..., N + 1,

onde δy = 2q0/N e δp = 2p0/N .

Agora, definindo a função

Ψ̃n+1(l + 1) := ψ
(
ql+1 + 1

2
yn+1

)
φ∗(ql+1 − 1

2
yn+1

)
e−

i
~n δpy0

podemos escrever

Wk+1(l + 1) ≈ δy

2π~
e−

i
h
y0 p(k+1)

N−1∑

n=0

Ψ̃n+1,l+1 e−
i
~ n k δyδp

e aplicar o método numérico desejado desde que satisfeita a condição (D.5).
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[2] V.I. Arnold, Métodos Matemáticos da Mecânica Clássica (Mir, Moscou, 1987).

[3] N.L. Balazs & B.K. Jennings, Phys. Rep. 104, 347-391 (1984) — Wigner’s

Function and Other Distribution Functions in Mock Phase Spaces.

[4] L.S. Ballentine, Quantum Mechanics - A Modern Development (World Scientific

Publishing, Londres, 2000).

[5] V. Bargmann, Comm. Pure Appl. Math. 14, 187-214 (1961) — On a Hilbert

Space of Analytic Functions and an Associated Integral Transform.

[6] M.V. Berry, N.L. Balazs, M. Tabor & A. Voros, Ann. Phys. 122, 26-63 (1979)

— Quantum Maps.

[7] M.V. Berry, J. Phys. A: Math. Gen. 12, N.5, 625-642 (1979) — Evolution of

Semiclassical Quantum States in Phase Space.

[8] M.V. Berry, Phil. Trans. R. Soc. 287, 237-271 (1977) — Semi-Classical Me-

chanics in Phase Space: A Study of Wigner’s Function.

∗Versão gratuita dispońıvel em
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