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Resumo

Estudamos processos de quatro ondas (instabilidade noozhd#) descritos pela
Equa@o de Schidinger Nao Linear (NLS) com o auko de um modelo de baixa di-
meng0, no qual o aimero de modos linearmente iageisé controlado em um espaco de
palametros bidimensional. Testamos a validade do modelorartdg numericamente a
NLS. Nas simula@es se observa o desenvolvimento de caosemiam, e as causas de sua
origem §0 examinadas.



Abstract

Four wave processes (modulational instability) descrietthe Nonlinear Sclidin-
ger Equation (NLS) are studied with the help of a low dimenalanodel, where the
number of unstable linear modes is controlled in a two dinoerad parameter space. We
test the validity of the model via numerical integrationloé NLS equation. In the nume-
rical simulations the development of numerical chaos i®olel, and the reason for it is
examined.
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1 Introducao

Ondas @o lineares em meios céntios [24] ou discretos [6tn & muito de-
safiado profissionais enisfca e matemtica a compreender seu comportamento. Em
particular processos de inteaxde tés e quatro ondas apresentam uma rica variedade
de ferbmenos, com forte impacto em diversasas daifica, comadtica rao linear [9],
fisica de plasmas [19], condensados de Bose-Einstein [brip #a formago de padies
[4], redes discretas [6], etc. Nesta dissedtaQos ocuparemos, para definir um sistema
fisico espeifico, dos processos de quatro ondas que ocorrem em plasmeggreos
e isotbpicos, na awEncia de campos magticos externos. Tan@mn vamos abordar a
guesio da propaga@p de $litons neste meio, embora dmsemos falar mais precisa-
mente em propagag de ondas soéitias. No caftulo 2 vamos apresentar, de forma
resumida, a fundamentag da teoria. Vamos comentar, seguindo a ésfeia [22], como,
partindo da descrap de fluido de um plasma se chega nas Egesi¢le Zakharov (sis-
tema ZK), e destas na Equagde Schidinger r@o Linear (NLS - do indgds Nonlinear
Schibdinger). No caftulo 3 desenvolvemos um modelo de baixa dindnapropri-
ado a introdugo controlada de modos linearmente &vsis via um espaco reduzido de
palametros (uma escala de energia e uma escala espacial). &$téora foi desenvol-
vido em trabalho anterior [11], mas édeaqui estendido, introduzindo naédise efeitos
de segunda ordem. De posse do modelo vamos, rituttag, testar a sua validade e os
seus limites com o aubo da integra@o nungrica da NLS, bem como verificar a pre-
cisao dos algoritmos nuémicos usados para implementar a referida intégraginérica.
Finalmente, no cdfulo 5 apresentamos a nossa interpr&tagara os resultados obtidos
nos dois caftulos anteriores, bem como sugerimos trabalhos que dasatmuidade ao
desenvolvido nesta disseréarx
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2 A NLS e as Instabilidades
Parametricas

2.1 Introducao

Neste cajiulo seBo apresentados alguns dos conceittsdns necedsios para o
estudo de instabilidades em plasma. Na primeiragegmentaremos sobre as cobeis
em que o0 nosso plasma aedratado, posteriormente consideraremos a déscipelas
equades de Maxwell e de fluidos para 0 mesmo, a partir das quaswbe as Equaes
de Zakharov (sistema ZK), que por meio das aproxieagconsideradas se reduzam
Equa@o de Schidinger Nao Linear (NLS). Na segunda $ex;seéo introduzidos os con-
ceitos de Instabilidades Parétricas em plasmas, comentaremos sobre seus tipos e fa-
remos algumas considef@s em rela@o as condifes necessias para sua oc@ncia.
Por fim introduziremos o conceito délgéon, comentaremos sobre a eqaagd<orteweg-
de Vries (KdV), devido a sua imp@mcia hisbrica, e encontraremos a saagde onda
solitaria da NLS.

2.2 Equag@es de Zakharov

Para o desenvolvimento deste trabalho, consideraremss@taque sejam com-
pleta e uniformemente ionizadogamagnetizados, e nos quais existem duas temperatu-
ras: Te, temperatura dos &lrons, €T;, temperatura do®ns, de modo qu@ < Te. Esta
relag@o indica-nos que os modam-adisticos 80 fracamente dissipados.

As rela@es de disped® [22] para os modos naturais existentes em um plasma
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téermico e 1@o magnetizadcé®:

Onda eletromaggtica (T):

wf = Wi+ c7kE. (2.1)

Onda eletbnica de plasma ou onda de Langmiuliy:

Wf = Whe+ Vi (2.2)
Ondaion-adistica §):
Q3 =C3KE. (2.3)
ondeooge = 4”;292 e a freqé&ncia de plasma elétnica,vre = 4 /;—i € a velocidadegrmica

dos eétronsCs = 4 /% € a velocidadéon-adistica,ng € a densidade de eqjitio, me €
a massa do étron,m € a massa dmn, c € a velocidade da lugé a carga elementar do
proton, ek &€ o vetor de onda. Nesta disseBtagisaremos o sistema de unidacgs

Selo considerados, neste trabalho, apenas os modos éttastde Langmuir
(w) eion-adisticos Q). Podemos desprezar a dissipagle energia (amortecimento Lan-
dau), desde que os campos de Langmuioreadisticos oscilem de forma tal que as
velocidades de fase sejam muito maiores que as velocidadegas envolvidadas no
processo, de modo quém existam interdies ressonantes conebns. Plasmas nas
condigoes acima apresentam seu movimento descrito em duas esgafawais muito
diferentes:

Escala lenta:escala de tempo ddsns, dada por

Ti > wp (2.4)
ondewy; €& a freqé@&ncia de plasmanica.

Escala épida: escala de tempo dosédtons, dada por

Te < il

be - (2.5)

A partir disto pode-se separar as eqiescde Maxwell e de fluidos que descrevem
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o plasma em partes lenta&pida, nas quais aparea@ertermos de interap que envolvem

médias de vaéveis lentas eapidas, na escala lenta. Tais procedimentos encontraim-se n

refeléncia [22], de onde resultam uma eqaaga escalaapida,

- - - - on -
(dt2+ Vedt + 20 x (Ox) — 32 0(0:) + wge) & = — (n—o) Whebs,  (2.6)

e uma equadp escala lenta,

on 2<é‘}2>

2 A (22 i
(0F + vidy CSD)(nO)_D Srmgm” (2.7)

nas quaison € a varia@o da densidade de eqbiiio, e ve € v; sao as freqancias de
amortecimento dos efrons e do$ons, respectivamente.

Estas equdies, em termos do campa#ico &, sao denominadas equzes ge-
neralizadas, ouibridas, de Zakharov por indiem os efeitos eletromagticos. Quando
se considera apenas as ondas eldtiasis (ondas longitudinais ondex & = 0), as
equades de Zakharov tornam-se

S . . on S
OF &t + Whebs — Vi (0 &) = — (n_o) Whebt, (2.8)
dn an < EF >
2 22 2
— | -Cs°( — | =01 2.
% <no> = <n0> 8rmom; ’ (2.9)

de modo que o sulrdice f indica componente na escafpida.

Podemos colocar a equagpara o campo eletr@gico na escala lenta introduzindo
uma modulago complex&, de variado lenta, de modo que

—

&y = %[ax,t)ei‘“pet +E*(x,1)d ], (2.10)

na qual “*” indica o complexo conjugado. Inserindo 2.10 e® €.2.9, desprezando o
termod?E em relado ao termm)pedtzﬁ, e usando as normalizaes e adimensionalizaes
(ver refeéncia [22])

3 /me X 2Me E 4 don
)= =X 53— t, —— —E, —%— —n, 2.11
2\/m Ao — 3mi00pet—> 87Tmen0-|-e—> 3%n0—> ( )
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ondeAp & o comprimento de Debye, obtemos as eGeac
I E(X,1) 4+ 2E(x,1) = n(x,t)E(x1), (2.12)

a2n(x,t) — a2n(x.t) = B E(x1)[2 (2.13)

nas quai€(x,t) € o campo eletrogtico normalizado, @(x,t) &€ o campo de flutuées
de densidade normalizado.

Sabe-se que o sistema ZK possui as constantes de moviméhto [1

Vs :/]E(x,t)|2d>g (2.14)

1
SV(x )| dx (2.15)

nas quais#” & chamado iimeros de plasmons . est relacionado com a energia.

= {\dXE(x,t)|2+ N0t E ()2 + %n(x,t)2+

V(x,t) &€ dada pelas relaes

V(x,t)=—du(xt), e au(xt)=n(xt)+]|Ext)> (2.16)

Temos tambm, aém das constantes de movimento acima, a consesnvag mo-
mento linear e do momento angular.

Faremos uso da chamada aproxiamgubénica, a qual sujeem que o campo de
flutuages de densidadetal qued?n < d2n, de modo que podemos escrewet —|E|?
e as equdtes de Zakharov reduzem-se a

IGE(X,t) + 0ZE(x,t) + |E(x,)[*PE(x,t) = 0. (2.17)

A equa@o obtida acim& a bem conhecida Equig de Schisdinger Nao Linear
(NLS), que sabe-se possuir infinitas constantes de movanentem como sol@p N
solitons (entre outras), sol&g esta que pode ser encontrada por meio da teoria do espa-
lhamento inverso, sendo por conséqcia um sistema inte@vel (se pode mostrar; ver
refeéncia [5]). E importante observar que a NIESum limite integavel do sistema ZK,

0 qual tem indica@es de &o ser integavel [11].
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2.3 Instabilidades Parangtricas

Dentre todas as interaes rao lineares onda-onda, o fameno Instabilidades Pa-
ramétricas talvez seja o mais estudado. Este tekrmeado para designar fiamenos de
amplifica@o de modos de oscilag devido a modul@p perobdica de algum pametro
gue caracteriza um dado sistema.

Em plasmas estas instabilidades consistem na irstend&p linear de #&s ou mais
ondas, no qual uma onda, dita “pump wave”, decai em outras tHeeainda processos de
fusdo, no qual a onda fonte junta-se com outra, formando ou Acapldo uma terceira

onda.

No regime linear a instabilidade cresce exponencialmemtempo. a no regime
nao linear, a instabilidade crescé attingir um valor raximo ou ponto de saturag. Em
uma instabilidade paragtrica a amplitude cresceéatim ponto de saturag, a partir do

gual a oscilago entra em um regime estaciuio.

Instabilidades paraétricas ocorrem para ondas que obedeésntondifes de

resso@ncia, tambm denominadas condies de casamento,
ZKJ'ZO, Za)j(kj):O, (2.18)
] ]

ondej representa os diferentes modos de osaitac

A Instabilidade de decaimen®oo tipo mais simples de instabilidade paédrita
gue pode ocorrer em um plasma, na qual a onda indutora dead®isrmodos naturais
do plasma. Ocorre quando as fréquiasw, € 0s rumeros de ond&, (a = 1,2,3) da
onda indutorad = 1) e dos modos naturais satisfazem as ca@reigle casamento acima,

dadas neste caso em particular por:

W1 = W+ w3 e ki =k +Kks. (2.19)

As rela@es de dispe® para os modos naturais existentes em um plasmmaco
e rho magnetizadajforam vistas, 2.1, 2.2 e 2.3. A partir destas cobelscde casamento
e das relages de dispe&® dos modos de um plasmammagnetizado, pode-se construir
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conjuntos de tripletos de modos naturais que satisfacaroraighes de casamento para
o caso de instabilidade de decaimento ressonante (veemefas [7, 21, 23]):

1. Espalhamento Raman estimulado: para uma onda indutdranetgretica com
frequenciaw; > 2wpe, €sta onda pode decair em uma onda éfeta de plasma e
em uma outra onda eletromagjita.

T—>T/—|—L, w=wr+w, ki=kr+Kk_. (2.20)

2. Espalhamento de Brillouin estimulado: papa > wpe a onda indutora eletro-
magretica pode decair em uma ondan-adistica e em uma outra onda eletro-
magretica.

T->T+S w=wr+ws, ki=ky+ks (2.21)

3. Instabilidade de “dois plasmons”: pama = 2wpe a Onda indutora eletromagtica
pode decair em duas ondas &weicas de plasma.

T—L+Ll, wm=w +a, ki=Kk_+k|. (2.22)

4. Instabilidade de decaimento eletromético: quando a fredncia da onda indutora
& aproximadamente igual a fregncia de plasmaug ~ wpe), ela pode decair em
uma onda ele@mica de plasma e em uma orida-adistica.

T—-L+S w=w +ws ki=Kk_+Kks (2.23)

5. Instabilidade de decaimenttbhida: quando a onda indutogauma onda de Lang-
muir, ela pode decair em uma onda eletron@iga e em uma ondan-adistica.

L—>T,+S W) = Wr + Ws, k]_:kT—|—k5. (2.24)

6. Instabilidade de decaimento de Langmuir: quando a imdétoma onda de Lang-
muir, ela pode decair em outra onda déleica de plasma e em uma onota-
adlstica.

L—-L'4+4S wm=w+ws, ki=k +ks (2.25)
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(5) (6)
w w
Wp -7 \(ml’kl) P
-7 \\ /// (wl’kl)
9z \\ O =/
@ k) k) k) /7@ k)
0 k 0 k

Figura 2.1: Diagramas de casamento de fase de processés dadas no espa¢w,k):
(1) espalhamento Raman estimulado; (2) espalhamento Bnilkstimulado; (3) instabi-
lidade de decaimento de dois plasmons; (4) instabilidademidrica de decaimento; (5)
instabilidade de decaimentdbnida; e (6) instabilidade de Langmuir.
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Os processos [1], [2] e [6]é® considerados como um espalhamento estimulado
por um outro modo do plasma. Os processos [3] e 8 sonsiderados efetivos em
transformar a energia externa em energia interna do plasntganto o processo [5]
contribui para a perda de energia por rad@glo plasma. Estes processos podem ser
visualizados nos diagramas da figura (2.1). Observe quesdsigramas as condegs
de casamentd@® obedecidas gficamente, sendo cada par(k),k) representado por um
vetor abstrato. A soma de dois destes vetores deve sempseloss uma curva da relag
de dispergo para que tenhamos de fato uma intacagssonante.

Como exemplo espéo destes processos désrondas, consideremos a instabi-
lidade de decaimento de Langmuir, na qual, como observad@maoma onda indutora
(e, ko) decai em outra onda de Langmui,k;), chamada Stokes, e em uma onda
ion-adistica(Q, k). Estas ondas obedecém relades de dispe®

w=k, w=kK, Q=k (2.26)

A instabilidade ocorre se as ondas obedeasroondifes de ress@mcia

Wy = w1 +Q, ko = ki1 +k. (2.27)

Das condiges de ress@mcia e das relégs de dispeéo, obém-se
k=2ky—1, ki =—ko+ 1. (2.28)

Portanto dadd, todos os outros pametros da inter@p 20 impostos pelas condies
de casamento. Uma ilusti@g simples do proces&oapresentada na figura (2.2)

Para ocorrerem 0s processos acima, se houver digsipag plasma (amorteci-
mento de Landau), a amplitude da onda indutora @ee@ceder uma certa amplitude
critica, necesaia para compensar a dissipacde energia. Neste caso 0s modos nos
guais a indutora decai comegam a crescer a partiindd de rido, absorvendo energia e
momento da indutora.

No plasma que estamos considerando, os modos de Langnetriogéltico) eion-

adisticos permitem a oc@ncia da instabilidade de decaimento de Langmuir (processo
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(0 Ko=K)

(o, ko)

(Q, k)

Figura 2.2: llustrago de processo deés ondas que ocorre na instabilidade de decai-
mento.

de tiés ondas). Am deste processo, tagrh pode ocorrer a chamada instabilidade mo-
dulacional. Esta instabilidad® um processo de quatro ondas que pode ser descrito no
contexto do sistema ZK, assim como a instabilidade de decdaon Esta instabilidade
tamkEm pode ser descrita no contexto da NLS, embora e€stacontemple processos
de tiés ondas. Em outras palavras, a NLS descreve exclusivamemtessos de quatro

ondas.

A instabilidade modulacional (foco desta dissefitggpode ser descrita da seguinte
maneira: uma onda indutora, chamada “pump wavu@), ko), decai em uma onda Stokes
(w1,k1) € em um modo puramente cresceiote-adistico(Q, k), Q sendo um imagiario
puro. Uma segunda onda indutora, uma segunda “pump waweieta com freqéncia e
nimero de onda dados p@iy, ko), funde-se com o modimn-adistico(Q, k), formando
a chamada onda anti-Stoké&s_1,k_1), resultando em uma forte troca de energia entre
as indutoras e as ondas Stokes e anti-Stokes. Por procaessognie crescente quere-
mos dizer que a onden-adistica envolvida @ao obedece a sua refaxg de dispeio,
basicamente porque a referida orelauito &pida em relago ao tempo caractstico
da instabilidade modulacional, se comportando de fornt&risica. Colocado de outra
forma, a onddon-adistica responde instantaneameaseperturbaes associadas com
a instabilidade modulacional, agindo como um meio ativogiador da mesma. Uma
ilustragao simples do processo de quatro ondaad espresentado na figura (2.3). Na fi-
gura (2.4) temos a represersiagno espacauf,k) do processo de quatro ondas. Veja que
nesta representag a ponta dos vetores associados aos mumeadisticos Ao repou-
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Figura 2.3: llustrago do processo de inte@g de quatro ondas que ocorre na instabili-
dade modulacional.

Figura 2.4: Diagrama de casamento de fase da instabilidadalacional.

sam sobre a respectiva redacde dispei@o, pois estes modo&® puramente crescentes,
como observamos acima.

2.4 Slitons

Solitons f.0 ondas localizadas espacialmente e/ou temporalmerméntguagem
inelasticamente frente a cdliss com outrosdditons, e que ma@m sua forma inalterada
a medida que se propagam, pois em tese se dispersam nem se dissipam [10, 12]. Os
sblitons surgem tipicamente de alguns tipos de egesadiferenciais parciai€o lineares.

Em 1834 houve a primeira obser@éacde onda sofitria, quando John Scott Rus-
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Figura 2.5: Experimento de Russel para gerar ondasgakt

sel, engenheiro naval baico, observava um barco sendo puxado por dois cavalos no
canal que liga Edinburgh a Glasgow,na &sa. Observou ele que quando o barco foi
subitamente freado, surgiu uma grande onda de forma adadanbem definida. Perse-
guindo a onda propagante formada, observou que a mesma seguturso ao longo do
canal sem mudar a forma ou diminuir a velocidade (velocidguieximada de 1&m/h)

por um longo trecho (em torno dek&n).

Russel ficoudo interessado pelo que acabava de ver que posteriormenimée
serie de experimentos na tentativa de reproduzir a tal ondaredda por ele. Para tanto
ele utilizou um canal dagua raso e longo, onde poderia jogar pesos, como indicara figu
(2.5). Tais expeéncias o fizeram descobrir:

e A Existéncia de ondas sdlitias em canais daguas rasas, ondas estas de perfil
invariavel a medida que se propagavam;

e Para estas ondas a velocidaderia dada powv = y/g(h+ n) (ondas de maior am-
plitude se propagam maiépido), onde] & a amplitude da ondh,a profundidade
do canal g a acelerago da gravidade (nesse experimeﬁlt@( 1).

Russel percebeu quéo havia teoria mateatica que explicasse e desse respaldo
aos resultados encontrados por ele, fazendo com godassem aceitos por parte da
comunidade mateatica. Ness&poca ainda @ havia uma equag que descrevesse
ondas enmagua rasa, equag a qual ele propunha uma sdog¢ No ano de 1845 Airy
publicou em seu livro “Ondas e Mas” (Tides and Waves), uma teoria de ondas longas
onde ele conclui quedo existem ondas que se propagam sem modificar seu perfil, o que
levou a um confronto de @as entre Russel e Airy.

Em 1895, D. J. Korteweg e G. de Vries puseram diffdisputa” entre Russel e
Airy, onde encontraram teoricamentetarfiula de Russel para a velocidade e mostraram
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gue a forma envaltria da onda solitria era dada por
n(x,t) = noseckB(x—vt)], (2.29)
2
ondeB 2= %n:’m), sendong a amplitude da onda sdiitia.

A equa@o encontrada por D. J. Korteweg e G. de Vries recebeu o noiBgLdeiio
Korteweg-de Vries, ou simplesmente Kd¥uma equago diferencial parcial @ linear
formulada inicialmente para explicar a propa@@ade ondas em um canal @guas rasas.
Posteriormente verificou-se que tal ecaaesa relacionada a uma grande variedade de

fendbmenos fsicos, principalmente aqueles relacionados a&xgsa de ondas de choque
e litons.

Korteweg e de Vries tomaram a eqéagasica da diamica dos fluidos, a equag
de Navier-Stokes, em uma dimé@as e consideraram uma expaagerturbativa. Em pri-
meira ordem de perturbag encontraram uma equxlinear unidirecional cujas soldes
sAo ondas que se propagam com velocidade constgnte,/gh. Em segunda ordem, em
um referencial que se move com velocidageencontraram a equag

on 3w _odn vh?d3n
a2 Tax T e a2 (2.30)

Fazendo as transform@gsx — ax,t — Bt en — yn, coma, 3, y constantes reais e dife-
rentes de zero, pode-se notar que os coeficientes que adwempas termos da equEs
acima podem ser escolhidos arbitrariamente. Por co@meid reescreve-se a eqaac

acima como

Mt — 6N Nx+ Nxxx= 0. (2.31)

E esta equap que chamaremos, a partir de agora, de equKdV. Ela possui, entre ou-
tras, a solugo (2.29) quando as transfornd@&s indicadas acima@se aplicadas em sentido

reverso.

Do ponto de vista mateatico, os élitons f10 solu@es de equdies ou sistemas de
equa@es diferenciasao lineares integveis, dentre elas a NLS. Najpica, os élitons
podem representar fémenos que apresentam as carastieas de seremao lineares,
localizados, e interagem fortemente mantendo sua idelgidama grande variedade de
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fendmenos apresentam tais propriedades, o que despertouesgg@le alguns ramos da
fisica, como a@tica rao linear e aikica de plasmas.

Os Dlitons quando interagem m&mh a mesma forma e velocidade que tinham
antes da inter@p, com apenas uma pequena mudanca de fase como frutosda coli

Se considerarmos a NLS,
iUg 4 Uk +U|u[? = 0, (2.32)
e supormos como solag uma onda propagante do tipo
u(&) =r(&)le&rn, (2.33)

comr(¢), 8(&) fungdes reaisé = x— vt, even constantes reais, por meio de integres
€ possvel mostrar que:

. 1 A .
0= > <v+ 5) , e S=-2F(9), (2.34)

comS=r2eF(S =S - <2n — ";) +BS+ 3A2, sendoA e B constantes de integrag.
Teremos soluies reais para a equsg; (2.32) quand®(S) <0, jaqueF >0e

& = —2F(S). Existirao solu@es petbdicas quandd (S) < 0. Para que a solég do

tipo onda soli@ria exista, sér necesario queS, S, S— 0 quandoé — 0 (uma melhor

explica@o pode ser obtida na reégrcia [5]), assim teremos= B = 0.

Dessa forma obtemos como sdiiog

U(x,t) = adlSocten sech{a(x—gt)} , (2.35)

ondea® = 2n— °—22 > 0. Neste caso a velocidade de propa@geaadepende da amplitude, e
0 modulo deu(x,t) se propaga sem mudar seu petfit) & uma quantidade complexa).
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3 O Modelo de Baixa Dimeren

3.1 Introducao

Neste cafiulo introduzimos o modelo de baixa dimé&as no qual o amero de
modos linearmente insteis (instabilidade modulacion&xontrolado por dois pametros,
a escala de energ@ (aqui usamos o termo energia de forma pouco rigorosa) e fesca
de espacd, sendok o nimero de onda do modo fundamental, ou primeiro lGaico,
dado pork = ZT" na qualL & o tamanho do sistema, e suporemos ca@matigle contorno
periddicas. Primeiramente faremos o tratamento adequado cdr® @ im de obtermos
as equages de movimento que governam o nosso sistésiaf Num primeiro momento
consideraremos o caso dipolatitnero de onda da “pump wavkg = 0). Na Se&o 3.3
faremos o tratamento do casaadipolar ky # 0). Na Se@o 3.4 relaxaremos a condig
m; = m_ = p, (estas quantidade&a definidas mais adiante) utilizada nagzanterior.
Por fim, na sego 3.5, incluimos termos de segunda ordem na teoria.

3.2 Equag@es de Movimento do Caséy =0

Na Se@o 2.2 obtivemos a NLS, dada por

itE + 07E +|E|°’E = 0. (3.1)

Como mencionamos acima, suporemos um sistemagieo no espaco, com pe-



28

riodicidadel, na quak = ZT" Escrevemos o camp® como uma &rie de Fourier,

E(xt) = i Ep(t)ePk (3.2)
p=—oo
Na expan&o deE vamos supor que o sistema opera em um regime tal que os mo-

dos de FourieEp(t) tenham suas ordens de grandeza dadash@ome <« 1, mas @o
e infinitesimal. Veremos mais adiante gquésicamente corresponde a diferenca entre o
nimero de onda @ico no qual o sistema se torna modulacionalmentéuedtchamare-
mos esta quantidade #g) e o rumero de ond&. AssimEg pode ser chamado de modo
de ordem zero, modo dipolar, ou “pump wave”. Os moose E_1, que vamos chamar
simplesmente d&, e E_, sA0 os modos de primeira ordem, ou modos de ordeos
modoskE, . eE__, seguindo a not&p que acabamos de adot@o s modos de segunda
ordem, ou modos de ordegd, e assim por diante. Inicialmente vamos supor a enisa
de um regime onde apenas os mo#gsE, e E_ determinam a di@mica do sistema
(modelo de baixa dime@s). Claro que esta hiese devex ser verificada a posteriori.
Esta abordagem nos legaa equages que na literaturéa® chamadas genericamente de
equa@es de amplitude [4]. Assim propomos que o caripe bem representado pela
expando truncada

E(xt) = Eo(t) + E ()& + E_(t)e ... (3.3)

Aqui escrevemos 0 campo da “pump wave” como um campo dipkdas Q), ou
seja, sem depe@dcia enx, sendo este esquema de ex@aresessencialmente 0 mesmo
apresentado na refarcia [11].

Substituindo esta expa@sna NLS, e levando em conta apenas termos ressonantes
(instabilidade modulacional), obtemos o conjunto de egesc

iEo+ (|E+|*+ |E-|*)Eo+ 2E6ELE- =0, (3.4)

i} + (|Eol*+ |E-|*—K*)E} + EE =0, (3.5)

iE_ + (|Eol*+|E;|?—K?)E_ +E3EL =0. (3.6)
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Escrevemos,
Eo=+po)e®Y, E;=p 0",  E =p )"V, (37
Y(t) = 240(t) — @ (1) — @-(1). (3.8)
compo 4 — real positivo egy  _ real.

Substituindo nas equaes acima, separando em partes real e indginobtemos
0 seguinte conjunto de seis eqdes:

Po = 4po/P+p-sery), (3.9)

@ = (0:+ +p-)+2y/psp_cos(), (3.10)
B: = —200\/Prpsen(). (3.11)

6. = K+ (po+p.) +Po\/% cos(), (3.12)
6. = —2p0yprpser(y), (3.13)

¢ = —K+ (po+p-)+Po Z—*cosw)- (3.14)

Os pares de vaeisp; e ¢ sao canonicamente conjugad@g,= —% e (pJ =

—%’ff, e suas equées seguem do Hamiltoniano
]

H = 2p0\/Pr P cog ) —K*(py + p-) + po(ps +Pp-) + PP (3.15)

A partir das equaies 3.9-3.14, notamos que

po(t) +204 () =0, (3.16)
po(t) +2p (1) =0, (3.17)
de modo que
po(t) +2p.(t) =my, (3.18)
Po(t) +2p-(t) =m_, (3.19)

ondem, em._ sao as chamadas constantes de Manley-Rowe. Aqui, nesta, selptare-
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mos
my =m. = p,, (3.20)
assim obtemos a relag
1
P+ = p- = 5(P<—Po). (3.21)

Com o auxlio das constantes de movimentay( p. € p_), podemos reduzir o
nimero de graus de liberdade para um, e asvars cadnicas passam a sgg e ¥,

Po = 2po(P« — Po)ser(y), (3.22)
@ = 2k + (ps — po) + 2[(ps — Po) cOS ) — po(1+cog))]. (3.23)

Estas equdies podem ser obtidas do Hamiltoniano
1
H = (P~ Po) | 200(1+cosY)) + 5 — po) — 2K . (3.24)

Antes de analisar o espaco de fase gerado por este Hamiltgramos examinar
a quesido da estabilidade linear do modo de ordem zero, a “pump WEayeajue supore-
mos constante, quando perturbada pelos mé&dos E,€“ eE_ =E_e ¥t ondeE,
eE_ s3o constantes deddulo infinitesimal.

Substituindo nas equaes 3.5 e 3.6, obtemos
(—w+ |Eo|? — K?)E, + E2E* =0, (3.25)
(w* 4 |Eo|? —K*)E_ +EZE} = 0. (3.26)

Do sistema de equéaes acima, escrevendo= « + il obtemos a taxa de cresci-
mento da instabilidade modulacional

[ = 4ky/2|Eg|2 — k2, (3.27)

assim a instabilidade ocorre para

2|Eo|2 — k2 > 0 — K2 < 2|Eq|?, (3.28)
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e maxocorrea quandog—f( =0, de modo que

Vale observar que dadculo da instabilidade linear implica em tongar(t = 0) = p_(t =
0) =0, epo(t = 0) = p, = |Eg|*.

Definindok, = 1/2p., a condi@o para a ocoéncia da instabilidade fida< ky,
na qualk, que chamamos de escala espaciah sensiderado um pametro de controle
da instabilidade, pois a medida em que variakae um valor maior qué&,, para um
valor menor, o sistema sai de uma gegido espaco de gametros onde a instabilidade
modulacional &o atua, para entrar em uma @gina qual a mesma um dos atores
principais.

A figura (3.1) mostr& como fun@o dek, onde se observa, como calculado acima,
gue ainstabilidade ocorre em um intervalo finito de féggria. Como supusemos um sis-
tema perbdico, os valores que oiumero de ond& assume &o na verdade discretos,
dados pompk, ondep= —,...,—2,-1,0,1,2,...,+. Neste caso, escolhendo conveni-
entemente o valor dke podemos controlar oimero de modos de Fourier linearmente
instaveis que atuam no sistema. Se toman%os k < ky, temos apenas um modo line-
armente instvel atuando. S@ <k< % temos dois, a assim por diante. A figura (3.2)
ilustra o caso em que dois modos linearmenteaieis esio presentes (se contarmos
apenas os valores positivos assumidos pétoero de onda).

Este conjunto de ideidsbem representado pelo espaco dametrosp, x k mos-
trado na figura (3.3). Quando por exemglgara um dadp,, se localiza entre as curvas
ky, e % esperamos que o modelo de baixa dind@nseproduza com relativa preasas
solu@es da NLS. Devemos salientar que o gran@eitm desta abordagem, a nosso ver,
€ o controle do amero de modos linearmente iageis por um espaco de panetros
bidimensional fisicamente significativo, pois envolve as&ss de energiq,, e espaco,

k.

Voltemos ao problemaao linear, onde o Halmiltoniano 3.24 depende apenas
dos paametrosp, e k. Nele, como era de se esperar, o papekgé determinante.
Quandok > k, 0 espaco de fasean tem pontos fixos (na rég que tem significado



|

1/2

0 E| 215 | K
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Figura 3.3: Espaco de @ganetros ., k).

fisico 0< pg < ps), 0 que resulta em troca ineficiente de energia emire, e p_, como
veremos no f@ximo captulo. Parak < k, aparecem &s pontos fixos, dois iristeis, com

coordenadas:
k2
Po=p« € Y=-— arccos(— — 1) , (3.30)
k2
Po = P« e Y= arccos<— — 1) , (3.31)
e um ponto fixo estvel com coordenadas
Po = % (k2+gp*) e Y=0. (3.32)

A presenca destes pontos fixos pode ser observada na figliraof8lek = 0.95k,.
A presenca de uma separatip fato mais né@tvel, embora ela ocupe uma pequenaaegi
do espaco de fase disgwal. Quando dimintmos o valor dek para poximo da regho
de instabilizago linear dos modos de segunda ordkm,0.51k,, a regao ocupada pela
separatriZ muito maior, como podemos ver na figura (3.5).

Em relag@o a conedio entre a NLS e o sistema ZK, pode-se mostrar, veraedea
[11], que o regime suldmico ocorre quando as seguintes cofdg&o observadas:

p. <1, ou [20,—K <1 (3.33)
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Figura 3.4: Trajdirias no espaco de faspo((), do modelo de baixa dimeas, para
p« =0,1, ek=0,95K,.
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Figura 3.5: Trajdirias no espac¢o de faspp(y) do modelo de baixa dimeas, para
P« =0,1, ek=0,51k,.

De qualquer modo, estaac condies fsicas. A NLS tem propriedades de in-
variancia frente a transformaes nas escalas de espaco e tempo que tornam, do ponto de
vista de regime de operag, a escolha do valor nwarico dep, € irrelevante.

3.3 Equages de Movimento do Caség # 0

Na se@o anterior consideramos o camBa@omo sendo um campo dipolar, com
ko = 0. Agora consideraremds nao dipolar, Ky # 0)(este casodo é contemplado na
refeléncia [11]). Para tanto escreveremos o caB@omo

E — B koat) 4 g dlkotkx—(aral] 4 g dlko-kx-(@-olt ... (334)

Substituindo na equag 2.17, obtemos

iEo+ [|E¢[*+ [E_ [+ (a0 — k§)|Eo + 2EGEE_ =0, (3.35)
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iE, + [(w+ w) 4 |Eo>+ |E_|? — (ko +K)?]E + E2E* =0, (3.36)

iE_ +[(a— @)+ |Eo>+|EL|>— (ko— K)2JE_ + E2EX =0. (3.37)
Usando a relago de dispeo wy = k% e observando que

iE, =iE, + (wp+ w)E,, (3.38)

iE_ =iE_+ (awp— w)E_, (3.39)

reescrevemos as equaas 3.36-3.37 como

iEo+ [[E4|>+|E_|?Eo+ 2ESELE_ =0, (3.40)
iEy +[—(ko+K)?+|Eo|?+ |E_||E} + EZE* =0, (3.41)
iE_ + [~ (ko —K)?+|Eo|?+ |[E+|’|E- + ESEX = 0. (3.42)

Substituindo o€ = ,/pg €%+~ e separando em parte real e imagia, obte-
mMos as equdes

fo = 4poy/Prpser(yp). (3.43)
@ = (p+ +p-)+2,/pp_cody), (3.44)

b = —2p0/Prpser(y), (3.45)

. = (o +9 + (po )+ poy [ cosy), (3.46)
b = —2p0/Prpser(y). (3.47)

¢ = (ko =K’ +(Po 1)+ poy 7 coSW). (3.48)

Como no caso dipolar, vamos supar =m, = p,, tal quep; = p_ = %(p* —Po),
e 0 conjunto de equaes acima se reduz a

Po = 2po(p« — po)seny), (3.49)

= 2(k§+ k) + (p.. — po) + 2[(p. — po) cog @) — po(L+cog )], (3.50)
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gue podem ser obtidas do Hamiltoniano
1
7 = (P, po) [2p0(L-+coky) + (0.~ o) -20G+1E)| . (35)

Os pontos fixos neste casacsdados por

=0 e Y= arccos[— G+ }] : (3.52)
P+ 2
2. 12
Po=pP: € Y= arccos{(k%ﬂ — 1] , (3.53)
2,5 .o 3
=28+ 30)| e y=o (3.54)
po=[p.—2k5+K))] e Y=+ (3.55)

Procedemos novamente aatige da estabilidade linear. Vamos escrever

E, =g, d@tot o E —pg @0 (3.56)

Substituindo nas equaes 3.41 e 3.42, resulta o sistema
[— (o0 + ) — (ko +k)?+ |Eo|*| E; + EGE" =0, (3.57)
[— (o — w) — (ko — k)®+ |Eo|?| E* + E5%E, =0. (3.58)
Das equa@es acima obtemos a retag;de dispeio

[(wo+ w) + (ko + k) — |Eo|?] [(two — w) + (ko —k)? — |Eo|?] — |Eo|*=0.  (3.59)

Escrevendav = w +il", e inserindo na equag acima obtemos
o = —2Kok, (3.60)
2 = 2|Eo|2(2K3 + k?) — 4k3 (k3 + k?) — K. (3.61)

Parakg = 0 reobtemos o resultado da 8e@cima. Parky # 0, ekg < p—z*, obtemos
o indicado na figura (3.6), onde agdta= ,/2(p, — kg). Como anteriormente, teremos
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Figura 3.6: Taxa de crescimento da instabilidade modutati@aso 0< k§ < 5. Lem-
bramos que, = |Ep|?.

instabilidade na rego k < k,. A taxa maxima de instabilidade ocorre ekn= knax=

A/ Ps— 2k§. Para% < k% < P«, 0 pico mostrado na figura (3.6) desaparég& dado pela
mesma relago do caso anterior, e o valoraximo del” ocorre par& = 0, como indica a
figura (3.7). Par&3 > p, ndo ocorre instabilidade.

3.4 Equag@es de Movimento do Cas@y#0em, £ m._ #
P-

Na Se@o 3.2, fizemos as alises considerando, = m_ = p,. Mas perguntamo-
nos agora: 0 que ocorgrom o sistema quando passamos ateg: m. # p,, Ou seja,
os valores den, e m_ forem diferentes d@, (este caso tan#m rao foi abordado na
refeencia [11])?

Temos agora

po+2p4 =my, (3.62)
Po+2p- =m_. (3.63)
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Figura 3.7: Taxa de crescimento da instabilidade modutaticasoy < k3 < p.. Lem-
bramos quep, = |Eo|°.

Fazendo uso dos mesmos procedimentos deos&@, obtemos agora

Po = 2p0+/ (M — po) (M- — po)ser(y), (3.64)

P = 2(K5+k?)+ E(m++m_) —3po} - (3.65)

{2\/(rm — po) (M- — po) —Po( :; :ZZ + ;L_F :gz)} cogy).

Estas equdies &0 obtidas do Hamiltoniano

A =2p0\/(My — po) (M- — po) cO ) + [2(KG+K*) + %(rm +m_)]po— gp& (3.66)

E interessante notar que podemos escrever

+m_
potpitp =M (3.67)
Vamos erdo definir a quantidada = %(rm —m_) = py — p_, que representa o
desnvel de energia depositada gm e p_. Considerando que o valorarimo quep. e

p— podem assumi p,, concluimos qué pode assumir valores no interval@, <A <
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p.. Podemos agora escrever

P+ = S[(P« — po) + 4], (3.68)

p- = =[(p —po) —A]. (3.69)

NI NI

Para as equées depg e , e 0 Hamiltonianas#” temos

bo = 200\/[(p- — Po) + A [(p- — po) — Aser(y), (3.70)

¢ = [205+K)+p]—3p0+ (3.71)
2\/ (P« — po) +Al[(p« — po) — Al cogY) —

[(Px — po) — 4] (P — po) +4]
& (\/ b —po) 48] " \/ (0.~ o) A]) o)

= 200\/[(p. — Po) + Bl[(p: — po) — A cosw) + (28 +K2) + p.Jpo— 8. (3.72)

O menor valor quep;. pode assumié p, = 0. O mesmo vale parg_. Destas
considerages deduzimos que oarimo valor queoy pode assumié o menor valor do
conjunto de valorep, + A, p, — A

3.5 Dinamica dos Modos de Segunda Ordem

No modelo de baixa dimeas supusemos que os modos de segunda ordem per-
manecem desprazis na regio % < k < ky. Esperamos que seja verdade, pelo menos
guandok ~ k. Nesta seg§o vamos investigar mais detalhadamente esta @uesdu-
zindo as equdies para estes modos. Para simplificar a an’alise, impé&gmne®. Vamos

enfo escrever

E(x,t) = Eo(t) +E, (1) +E_(t)e ™+ E, , (1)e® ™ +E__(t)e 2 4.... (3.73)
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Substituindo na equag 2.17 (NLS) obtemos

iEo+Rg =0, (3.74)

iE, —k’E.+R. =0, (3.75)
iE. —Kk’E_+R_=0, (3.76)
iE,, —4k°E,, +R,, =0, (3.77)
iE__ —4k’E__+R__ =0, (3.78)

onde definimos

Ro= (|E+[*+ [E-[*+ [E++|*+|E-—|*)Eo+ 2E§ (E+E- + B4 E_ ) +
2E,E*E__+2E*E_E,, +E2E*_+E2E;,, (3.79)

R, = (|Eol®+|E_[*+|Ey(*+|E__|)E; +EJE" +
2(EoE* +ESE_ +E*E__)E,, +2EE E* _, (3.80)

R- = (|Eof* + [E4[*+[Es1|*+|E--[))E- +EGEL +
2(EoE* + ELE, + ETE,L)E__ + 2EE.E" . (3.81)

Ryt = (|Eol*+|E+ P+ [E_ P+ |E-[))Eys +ESEZ +
2EoE . E* + (E5+2E,E )E* _, (3.82)

R = ([Eof*+ [E+ [P+ [E_|*+|E++[)E_— +EE® +
2E0ETE_ + (E§+2E,E )EL.. (3.83)

Supondo quéE__ | ~ |[E4 | < |E_|, |Eol, |E+|, pois $i0 termos de segunda ordem,
obtemos
iEo+ (|E.|?+|E_|?)Eg+ 2ESE, E_ =0, (3.84)

iE, + (|Eol>+|E_|?—K?)E, +EZE* =0, (3.85)
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iE_ + (|Eof?+ |E+ | —K?)E_ + E2E* =0, (3.86)
iE__ —4k’E__ +2EQE*E_+E(E? =0, (3.87)
iE, —4K°E | +2EQE,E* + E{E2 =0. (3.88)

Notamos que as equaes 3.84-3.86a0 icenticasas equages 3.4-3.6, encontradas

na seé@o 3.2.

Observando atentamente as e@@es;3.87-3.88, notamos que as mesmas reduzem-

seas equa@es de um oscilador hafnico forcado
iE,, —4K%E,, = —(2EoE,E* + E}E?), (3.89)
iE__ —4k’E__ = —(2E0E*E_+EJE?). (3.90)
Fazendaw = 4k?, reescrevemos 3.89 como

iE,, — WE,, = —(2EE, E* +EZE?). (3.91)

Para procurar a soléig deste oscilador, definiremBs | = A(t)e™'“!, e encontra-

mos .
At) =i /0 (2E0E.E* + ESE2)e dt, (3.92)

Avaliando a solugoA(t) exatamente em cima do ponto fixo, utilizando 3.7, tere-

mos
t !/ t !
At) = 2i~/pop+p_/ glot +“b“ﬂ“‘“’)dt’+i,/pop+/ el —®+2e gy (3.93)
0 0
Das equages 3.9-3.14, sabendo que no ponto fjxe- 0, e reescrevendo

Po — Pof P+ — P+1, pP- — p-1, (394)

obtemos
po=p; =p-=0, (3.95)
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@ =it +P-t+2/Pr 1Pt (3.96)
@ = —k°+ pof + Pt + Pof Pt (3.97)

P+t
0 =K+ por+por-+pory [0 (3.98)
Integrando ent’ e tendo como condép inicial g(0) = ¢, (0) = ¢_(0) =0, obte-

mos

@ = (Prt+p_t+2¢/PrtP_1)L, (3.99)
@ = (—k2+P0f + Pt + Pot ﬂ) t, (3.100)

P f
P = (—k2+p0f + P+ + Pot %) t. (3.101)

Entdo, no ponto fixo
(Wt+@+@. — @) = 40K +pr)t, (3.102)
ondep, s = p_t = ps. Pelas relages 3.21 e 3.32, obtemos
1 2
pr = =(2p: —K°), (3.103)

assim,
8
(@t + @+ — @) =5 (3K +p.)t. (3.104)

Do mesmo modo, encontramos (no ponto fixo) que

8
(Wt — @+2¢,) = ?(3k2+P*)t. (3.105)

Definindo esta frecgncia encontrada como

Q, = §(3k2+ 0:), (3.106)
a solu@o 3.93 fica 3
At) = pr— vPof (eiQ*t - 1) , (3.107)
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ou seja, no ponto fixo

3ps/Pof , ;
[Evilt =pptt = Q—|elQ*t - 1.

(3.108)

Vamos estimar o valor de; 1 quando nos distanciamos muito poucadkgePor
convenéncia de alculo definimok? = kﬁ —¢&’. Com isso teremogs = %e’, e

Q.=8 (p* - ;d) . (3.109)
Considerando qug, > €', obtemos

- 9 1 1211 2
p++f_748p*s [1—coqQ,t)]". (3.110)

Finalmente, redefinindo= k, — &, ondes < 1, encontramos o resultado desejado,

Pyt = 9—9882[1— cog Q.t)]%. (3.111)

Observamos que na relagacimap, . 1 independe dg., a escala de energiagah
de variar com o tempo. O valorédio dep. , 1 € dado por

< Pigf>= & (3112)

Vamos testar a veracidade desta exf@eswm pboximo captulo.



45

4 Simulages Nungricas

4.1 Introducao

Neste cajiulo vamos primeiramente verificar, via integaagqiungérica da NLS, se
0 estado de baixa dimefs de fato ocorre nas condigs previstas pelo modelo. Vamos
verificar se, de fato, ocorre uma trar@icquando variamaosde valores maiores que
para valores menores qig. Pelo modelo, na rego % < k < ky, devemos ter apenas
uma freg@ncia fpica. Investigaremos tareln se a soll#ip de onda sofitria & de fato
reproduzida em nossas simuiag, bem como se pequenas pertudleacem torno da
solu@o de onda sofitria tem 0 comportamento esperado. Para finalizar, vamisagr
como previsto no modelo, a exésicia da indeperghcia, em relgo a escala de energia,
para a ordem de grandeza dos modos de segunda ordem, logo@ aparecimento da
instabilidade modulacional.

4.2 Testando o Modelo

Nesta seg§o e nas que seguem usaremos como umecesgde guia para as nossas
simula@es o espaco de panetros da figura (3.3). Nesta figura percorremos em geral
0 seguinte caminho: mantemps fixo, e variamosk de valores maiores para menores.
Inicialmente vamos analisar o que ocorre em termos de &edugunéricas, na re@io
em torno da trans#p, k ~ ky. Nas simulages seguimos fielmente as coriiég iniciais
e definies do modelo de baixa dimé&ws Portanto a notag aqui empregada segue as
definigdes do caftulo anterior.

Vamos em geral integrar numericamente a NLS usando um agnRFT (“Fast
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Fourier Transform”) para a depe#rtia espacial, e um integrador tipo Burlich-Stoer com
controle de passo para a dependa temporal [18]. Observamos que o uso da EfeT
mais natural para o nosso modelo de baixa dirdensaseado em exp@m@s em érie de
Fourier do campo eletrastico.

Nas simulades a seguir usamds= 64 (nimero de modos de Fourier)pe= 0.1
(de fato usamos este valor deem quase todas as simules). Comecamos analisando o
resultado obtido nas figuras (4.1) e (4.2), dom 1,5k, portanto antes do aparecimento
da instabilidade modulacional. Nela vemos que a troca degiendepg comp, e p_
e ineficiente. Apenas uma pequena &@agla energia contida inicialmente ¢ aqui
tomamospg = 0,99p,, € trocada com 0os modos de primeira ordem. Queremos frisar que
apesar de ineficiente, ocorre uma int@@entre os modos. Outro aspecto a saliediar
fato de a va@velanguloy assumir todos os valores posss no intervald—rt, 77. Como
veremos, troca eficiente de energigagnuitas vezes associada a presenca de um intervalo
restrito de valores dg¢g, comumente chamado, numa tradagivre, de chaveamento de
fase (“phase locking”). A figura (4.3) most(&(x,t)|?> como fun@o do tempo, basica-
mente o estado constarig somado aos modds, e E_, de freq@ncia angulatw = k2.
A figura seguinte, figura (4.4), mostra 0 mapa de contorne@spondente, revelando sua
padronagem perdica.

Na figura (4.5) ultrapassamos levemente o ponto de ti@amsignandd = 0, 95k,
pPo = 0,99%., e ¢ = 0 (em todas as simulaes tomamog = 0). Estas condiges inici-
ais equivalem a lancar o sistemayimo da separatriz indicada na figura (3.4). Vemos
gue a figura mostra de fato uma troca bem mais significativandeg entrepg € 0s
modos de primeira ordem, confirmando com pr&@eis® aparecimento da instabilidade
modulacional. Na figura (4.6) observamos a tfajet correspondente no espaco de fase
de baixa dimer@o. Observe que a vanelangulo agora tem uma varig bem restrita,
indicando a presenca de “phase locking”, umdieeno tipicamentedo linear. Outras
indicagdes da presenca de uma escala tempdallmear esto nas figuras (4.7), que
mostra a evoluio temporal déE(x,t)|?, e (4.8), que mostra o mapa de contorno corres-
pondente. A assinatura definitiva da referida escala temhpode ser apreciada na figura
(4.9), na qual o espectro de patia depg(t) &€ mostrado. Nela vemos a presenca de
muitos harndnicos de Fourier da fre@acia fundamental. Ela mostra que de fato, temos
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Figura 4.3: Evolugo temporal déE(x,t)|?
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apenas uma fre@mcia, como previsto pelo modelo de baixa dinden® que a evol@p

temporal est longe de ser senoidal, requerendo muitos modos de Foariarspr des-

crita, o que pode ser facilmente compreendido, pois langsactondifes iniciais muito
proximas da separatriz, e longe do ponto fixo central da teertzaitka dimergo.

Se nos restringirmos a observar apenas 0 que ocorre com @s edrdem zero
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(po) e de primeira ordemg(. e p_), pelo menos inicialmente tudo parece transcorrer
dentro do previsto pelo modelo de baixa din@nsao menos para valoreskigao muito
distantes dé. Veremos na fxima secgo que infelizmente algoao esh bem quando
olhamos para os modos de segunda ordem.

4.3 Rastreando os Modos de Segunda Ordem

Na figura (4.10) mostramos a evoaa;temporal d@,  (t) para as mesmas condes
iniciais da figura (4.5), na qual mostramast). Observe que, como esperado, a ampli-
tude dep, . (t) & de segunda ordem. Na figura (4.11) mostramos 0 espectrd&ecizo
de p,(t), e na figura (4.12) apresentamos uma ampbada mesma. Esp®@ramos
um espectro do tipo modo escravo, reproduzindo, em meremsidtade, o espectro de
po(t), mas observe que&h do espectro esperado, tem-se, aparentemente, umaaegund
frequéncia, 1o prevista para esta régi de pametros, e que merece uma investiyac
mais detalhada. Com este objetivo, diminuimos o valok demandok = 0,51k, tal
gue nos aproximamos da ragina qual os modos de segunda orda@mesxcitados line-
armente K = @). Na figura (4.13) temos o espectro degatia depp(t), aqui tomamos

a condi@o inicial pp(t = 0) = 0,99p,.. Observe que novamente este espectro nada revela.
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Se agora olhamos para o espectr@de, que se mostra mais sévsl aé o momento, ve-
mMos novamente a presenca da segunda &mgja na figura (4.14). A figura (4.15) mostra
a trajebria no espaco de fase correspondente, essencialmei@ratsig ocupando agora
grande parte do intervala@lisporivel a varével y. Tomamos er@o como condigo ini-
cial po(t = 0) = 0,9p,, tal que nos distanciamos um pouco da separatriz. Agoraafigu
(4.16) revela a presenca de uma segunda &egja na diamica depp(t) claramente, e
voltamos a enfatizar que pelo modelo de baixa dirdereda &o deveria estar ali. Ou-
tro ponto a enfatizag que a presenca desta segunda faqia se faz notar para régis
mais afastadas da separatriz do modelo de baixa daneRara testar esta ténttia, va-
mos tomar uma condip inicial bem pdxima do ponto fixo eéivel, po(t = 0) = 0, 3p..

A figura (4.17) mostra o espectro correspondente, e a figui8)(4nostra a trajéria

no espaco de fase. Em termos de@paia relativa, comparando com o pico principal,
houve um aumento na energia depositada na segund&ifragquObserve que o segundo
harmbnico da freqéncia principale bem pequeno, confirmando a proximidade com o
ponto fixo eshvel. Observamos targin que a trajétria no espaco de fase adiastante
borrada, diferente das trajeias bem definidas apresentada@sagora.

Vamos agora cruzar a linha que determina o aparecimento @segunda fregncia
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pela instabilizago linear dos modos de segunda ordem, dad& po% Na figura (4.19)
apresentamos o espectro@t) tomando como cond#p inicial pp(t = 0) = 0,99%.,, e

com o paametrok dado pork = 0,4%,. Vemos claramente o aparecimento da segunda
frequencia linear, com o mesmo padrdescendente de intensidade dos modos de Fourier
visto anteriormente, mas vemos tanib um aumento apreniel da energia depositada
em freq&ncias baixas, agun do “gap” determinado pelas fregncias esperadas. Veja
gue este marulhar de baixa frécia o pode ser explicado simplismente por um aco-
plamento e subtr&p entre as duas fregncias previstas pela teoria, pois a égile baixa
frequencia p estava presente antes mesmo de penetrarmosia ifggi k < % A figura
(4.20) mostra o espectro correspondent@de(t), e a figura (4.21) o espaco de fase.

Para estes mesmos paretros, analisamos novamente o que acontece para pontos
mais pbximos do ponto fixo eéel. Tomandgy(t = 0) = 0,3p,, obtemos o espaco
de fase mostrado na figura (4.22) e o espectrpgie mostrado na figura (4.23). No-
tamos novamente a presenca de duas &egas previstas pelo modelo, e claramente o
acoplamento, ainda que fraco, destas féggas com aquela de fregpcia baixa mais
proeminente. Neste ponto resolvemos testar a seguiriiteiga se esta fregacia baixa
tem origem em erro nu@mico. Para algoritmos baseados em FFT, como o que estamos
usando, o que podemos fazemaumentar o imero de modos de Fouri® usados na
simula@o. A& o momento, em todas as simuias, usamodl = 64. Vamos er#o to-
marN = 256 e ver 0 que acontece quando comparamos com 0 espectroadpaerens de
examinar. O resultado ésha figura (4.24), e 0 mais surpreendeéntpie essencialmente
nada mudou! Realizamos outras simdkg comN mais alto,N = 1024, e continuamos
obtendo o mesmo espectro. Assim, se esta &negaé de origem nur@rica, a causa deve
ser mais sutil. Resolvemos @ot simplismente mudar de algoritmo, adotando o algo-
ritmo conhecido por IDNLS [2], baseado em um esquema deetifas finitas. Para fins
de compara@o, usando este novo algoritmo, obtivemos o espectymdg nas mesmas
condiges dos dois espectros que acabamos de examinar, dividsiskema de tamanho
L, ondeL = ZT" em 256 segmentos (resoligzespacial). O resultado pode ser verificado
na figura (4.25), aqui notamos apenas diferencas muite satintensidade de alguns pi-
cos, mas essencialmente o resultédomesmo, ed@o notamos uma melhora apr@eél
guando aumentamos a res@ogspacial para 1024 partes de dwaislo tamanho do sis-
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Figura 4.20: Espectro de @tcia deo, .

tema.

Diminuindo ainda mais o valor de tomandok = 0,4k, e po(t = 0) = 0,99%.,,
vemos no espectro de f@oicia depp(t) da figura (4.26) um aumento da atividade na
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regido do “gap” mencionado acima, com uma quantidade aprekde energia sendo
depositada na mesma. Tomando valores ainda menores daesgatialk = 0, 3k, < %

ou seja, incluindo termos de terceira ordem linearmenti@vess, obtemos o espectro
de poéncia depy(t) mostrado na figura (4.27). Este espectro ag@@consegue mais
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Figura 4.24: Espectro de f@tcia deog paraN = 256.
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separar claramente as fré&meias, sendo indicador da presenca de caos no sistema [16]
Para esta mesma simudag;tami@m mostramos as figuras: (4.28), onde podemos ver
gue o rumero de modos de Fourier espaciais excitadgmsaresce com o tempo; (4.29),
aqui mostramos o perfil de intensidade deste espectro nodilnegmpo de simula&p,
mostrando um cater sinétrico como deve ser, pois usamos cofdg; iniciais pares,

e a evolugo da NLS preserva a paridade; (4.30), que mostra a émltegmporal de
|E(x,t)|%; e finalmente a figura (4.31) mostra 0 mapa de contorno da fapieaior, aqui

a conservago do caater par déE(x,t) pode ser tamiém apreciada.

Sabidamente a NL8 uma equadp integavel, e a presenca de caos torna evidente
a exiséncia de dificuldades para os esquemas de intggraceste problema parece ser
bem geral, § que todas as simuldgs apresentadas tem resultados semelhantes, quer
usemos um esquema de integrapaseado em FFT ou diferencas finitas. Para enfatizar
gue o aparecimento da segunda fi@&ugia citada acima (na rég do “gap” e par >
%) ocorre muito antes da instabliZzaglinear dos modos de segunda ordem, mostramos
0 espectro de péhcia dep, (t) na figura (4.32), sob as seguintes codés: po(t =
0) = 0,982, e k = 0.9%,. Na figura (4.33) mostramos a trdjeia no espaco de fase
correspondente. Veja que nestas cobegcacabamos de instabilizar os modos lineares de
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primeira ordem, poik es&t muito pbximo dek,, € mesmo assim a assinatura irgdel de
uma segunda fre@ncia de origemisica inexpli@vel aparece no espectro de,, e na
verdade aparece tamm acoplada, embora de forma ineficiente, com o grau de &derd
fisico.

Para finalizar esta s@g mostramos o perfil do espectro degraiia de|E(x,t =
5x 10%) |2 parak = 0,15k,. Na figura (4.34) tomamol = 256, e na figura (4.35), te-
mosN = 512. Veja que nesta régp de paitimetros comecamos a ter problemas com a
conservago da paridade do campo eletagto. TomanddN = 512, a paridade foi par-
cialmente recuperada, mas mesmo aumentando o valNr éeuma ques$to de tempo
de simula@o para vermos a paridade ser quebrada. O tempo de s@oulaado nestas
figurasé o mesmo utilizado nas simufgs comentadas acima.

4.4 Simulando Ondas Solirias

para o0 modelo de baixa dimé&is Seria, no entanto, interessante observar se o tipo
de problema nugrico apresentado na $eanterior tamém aparece em simuldgs de
solitons, considerando a imparicia que este conceito tem pardsich de sistemasiio
lineares [20]. Para simplificar a alise vamos simular o caso mais simples da cd@uali¢
inicial tipo onda soli&ria, ou se quisermos, tafn podemos chamar de cordticinicial
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g

Figura 4.36: Evolugo temporal déE (x,t)]2.

de um $liton.

Como vimos na sé&p 2.4, a condio inicial de um 6&liton pode ser escrita sim-
plismente como

1
0 .
cosf(@ Eo X)

E(x,t)=E (4.1)

Se tomarmos, usando os paretros do modelo de baixa dimaonsky = p, =
0,1, enfo o tamanhad do sistema deve ser da ordemlde 0, 1k, para que possamos
acomodar confortavelmente olgon no mesmo. Usando estes @iaetros e conddp
inicial na simula@o, obtemos o resultado esperado, como na figura (4.36) senmdestra
a evolugio temporal deE(x,t)|?. Nestas condiges a evolu@o temporal dos Bdulos
dos modos de Fourier se mostra constante. Assim, {@jtoomop,, p+, etc., o
constantes de movimento.

Vamos agora perturbar levementedtiton. Vamos modificar levemente a sua am-
plitude, impondoEg = 1,01p,, mas mantendo sua escala espacial, dada@cp*. 0]
gue se espera nestas colidisé que o éliton emita inicialmente um pouco de radsag
para eréio oscilar em torno de uma nova amplitude de éopid, sendo estas oscil@es
atribudas a modos internos de oscaacdo $liton. A figura (4.37), onde mostramos a
evolu@o temporal da amplitude délgon, confirma este cémio, e a figura (4.38) mos-
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tra 0 espectro de pencia das oscildgs (de fato uma ampliag ou regho parcial do
mesmo). Observe que novamente temos umaoede “gap”, com um pado decres-
cente de intensidades (picos mais intensos cortados lpaecige), mas cuja sepagag
em freq@ncia cresce com a mesma (sua distridaigarndnica lembra osineis de ener-
gia de umatomo e correspondem aos modos internos de oaojjadlas o que devemos
enfatizaré o aparecimento novamente de fréqgcias dentro da re@p do “gap”. Estas
frequencias novamenteam parecem se encaixar em um quadsicd. Sea que pode-
mos novamente induzir caos de natureza @tica neste sistema? A figura (4.39) re-
sulta de intensificarmos a perturBagda amplitude de eqtlibrio estaciorria, tomando
Eo = 1,5p,. O espectro de péncia correspondente, figura (4.40), mostra nhovamente o
aparecimento de bandas conias de fregéncia, revelando a presenca de caosémicn.

4.5 Modos de Segunda Ordem e a Escala de Energia

As discus8es acima mostram que soligs nungricas da NLS podem eventual-
mente estar fortemente contaminadas pobdip de energia na reap de baixa freggncia.
Uma discusdo mais detalhada dos resultados das sindesieed feita no péximo captulo,
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mas podemos dizer que pelo menos naéneg* < k < ky esta contaminap é relativa-
mente fraca, e soldgs nungricas &o confaveis, embora requeiram um exame cuidadoso
via espectro de péhcia, aparentemente uma ferramenta de disiipo eficiente. Assim,
podemos procurar confirmar via simuaca prevido feita na seo 3.5 de que a inten-
sidade dos modos de segunda ordem permanecem infinitesincgigendente da escala
de energia, quando nos afastamos infinitesimalmente do pertransigok = k,, como
indica a relago 3.111. Seguindo as defibgs introduzidas na s&g 3.5, reescrevemos

k = ky — &, tal ques & um rumero puro, independente da escala de engxgia

Como anteriormente, tomamos inicialmeme= 0,1. Impomos tamém que
€ =0,01. Como as estimativas foram calculadas sobre o ponto fixoatetemos que
primeiramente, por insp@g das simulggp nunéricas, determinar um ponto de opérag
ao menos muito @ximo do correspondente ponto fixo nérito. Isto o € dificil de
implementar, pois tudo o que temos a fagdocalizar no espaco de fase a separatriz,
lancandopg = 0,999, e da figura gerada estimar a p@sigdo ponto fixo, ajustando
sucessivamente as condigs inicias tal qu@o(t) tenha variago desprexel. O resultado
pode ser conferido na figura (4.41), onaigt = 0) = 0,955811, e de fatopp(t) apre-
senta uma vari@p muito pequena. Na figura (4.42) temos a correspondentacaeo
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temporal dep, ;(t). Nesta figura reconhecemos todas as cafatiteas previstas pela
relago 3.111p, . (t) tem uma componenteC (média diferente de zerog uma fungo

tipo cossenoidal, p, ; (t) ndoé constante sobre o ponto fixo, onde aproximadamente os
modos de ordem zero e primeira ordemam.s A figura (4.43) apresenta o espectro de
poténcia correspondente, confirmando oatar harndnico dep, . (t), e que na re@io
muito proxima ao ponto fixo a componente de baixa fi&mugia r&o aparece (nesta fi-
gura tomamos o tempo de simudaccinco vezes maior que o das duas figuras anteriores,
t = 5x 10%), validando plenamente a simuax

Para testar a inva@tnca na escala de energia, impomos agora 10,0, ou seja,
duas ordens de grandeza maior que o valor adotado na s@oudexterior. Tomando
po(t = 0) = 0,9955337p. e mantendo, obviamente = 0,01, obtemos a figura (4.44).
Parap, ;(t) temos a figura (4.45). A semelhanca com a sinadagnterioré evidente,
confirmando a inva@incia de escala prevista na teoria de segunda ordem. A figyd&) (
mostra o espectro de [@otcia correspondente, apresentando as mesmas tsiiedsr &
comentadas, da simukag anterior. Para gerar esta figura impomos tempo de sigmlag
t =50.

Do primeiro conjunto de simulégs temos, aproximadamentep,  (t) >=2,38x
107, e do segundox p, . (t) >=2,34x 107°. O valor previsto fornece corretamente
a ordem de grandeza, levando em consideragfator nurarico 9—98 ~ 107! presente na
relago 3.111< p, (1) >=9,18x 108~ 107>,
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5 Discus$io dos Resultados e
Conclues

5.1 Introducao

Neste cafulo discutimos os resultados do @ago anterior, propomos uma interpreac
destes resultados, e apontamos pesquisas futuras que sieverecutadas para efetiva-
mente compreender 0 que ocorre nas sinadague apresentamos.

5.2 ANLS e sua Relago com o sistema ZK

A existencia de caos nuénico na NLS @o & novidade, ela foi pela primeira vez
relatada por Herbst e Ablowitz [8] em 1989. Contudo este thabeao tem o caater
sisten@tico que a nossa abordagem, em termos de um modelo de baizagid, per-
mite. O modelo de baixa dime&s foi introduzido por Oliveira, Rizzato e Chian [11] em
1995, no contexto das equiss ZK. Neste trabalho se mostra o aparecimento de caos no
sistema ZK devido, essencialmente, a presenca das antagisticas (equap para as
flutuagdes de densidade). Este aspecto do problema foi abordatértaem outros tra-
balhos [13, 14, 15]. Lembrando a &e¢2.2, quando a damica das ondaen-adisticas
é escrava diramica do fluido eletimico, o sistema ZK pode ser aproximado pela NLS,
e na NLS @o sobra nada da dimica aéstica. Se observarmos oarios espectros de
potencia apresentados no dapo anterior, um padmo emerge, a presenca de um ramo
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adistico de caater nunérico, pois a NLS tem apenas o rariiico, utilizando uma lin-
guagem de redes. A presenca de um ranistao equivale a introduzir ondas de @imr
adistico no sistema, ondas estas geseamente &o existem!, e como mostrado nos arti-
gos j citadosg exatamente a presenca de ondastras que possibilita o surgimento de
caos (nurarico, no nosso caso). A abordagem, em termos do modelo xke diaiengo,

nos permite uma leiturddica do erro nui@rico. Em trabalho posterior, Ablowitz et all
[1] apontam a estrutura homaaica da NLS como respoasel pela exi€incia de caos
numérico (ver tambm [3]), onde aparentemente todos esquemaseriaas, baseados
em discretizago, devem levar a soles nungricas contaminadas por caos raro.
Estaé uma interpreta&p bastante mateatica do problema, a nossa abordagem nos per-
mite dizer que erro nuarico pode aparecer mesmo antes do aparecimento do ca®s, poi
a introdu@o de um ramo drstico possibilita o surgimento de processos és tmdas, e

o sistema podérdesenvolver regimes talvez semelhantes aos apresepildagstema
ZK, tudo depende da particular refax;de dispei@ do modo agstico introduzida pela
discretiza@o nunérica. Este problema taraim esh presente nas simuldgs que envol-
vem Dlitons, como relatado na seg4.4.

A propriedade de inva@inca com a escala de energia, apontada s, talvez
possa ser derivada das propriedades de iwea da NLS frente a transforn@ss nas
escalas de tempo e espaco, mas oéajae elas foram derivadas partindo de um conjunto
complicado de equées, as equées 3.74-3.78, 0 que nosidonfianca no modelo de
baixa dimengo. Tamigmé interessante notar qpe, (t) (e obviamentg@__(t)) introduz
uma diramica de espessugano espaco de fase de baixa dimmsao menos em torno do
ponto fixo, 0 que pode eventualmente estar relacionado canrunérico observado.

5.3 Continuidade do Trabalho

Os resultados obtido&s inquietantes, pois lancarovddas sobre a veracidade dos
resultados de trabalhos que envolvem a NLS. Acesgayu ponto 0S erros N@mcos
de natureza intnsica podem mudar as condies de dado trabalhe dificil de dizer.
Certamente trabalhos de natureza éstiaf, que envolvem longos tempos de simatac

seriam os mais fortemente afetados.
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Outro problema a ser examinaéd@g que ponto o sistema Z&Kafetado por estas
guesbes, dada a sua reBgintima com a NLS. A discretizap poderia criar um falso
ramo adistico, em adigo ao ramo dgstico verdadeiro? Se sim, como acessar o tama-
nho do dano nugrico causado em termos de @sjfto de energia nos graus de liberdade
numericos, por exemplo?

Outro ponto que nos interesssa particularméntempreender melhor a chamada
estrutura homoahica da NLS, e suas rel@es com o modelo de baixa diméoes Com-
preender em detalhe a dimica dos modos de segunda ordem ajudaria nesteagQ@est



[1]

[2]

[3]

[4]

[5]

[6]

[7]

[8]

[9]

[10]

[11]

78

Refeencias Bibliogiaficas

ABLOWITZ, M. J., SCHOBER, C., HERBST, B. MNumerical Chaos, Roundoff
Errors, and Homoclinic Manifolds, Physical Review Letters, v. 71, n. 17, p. 2683-
2686, 1993.

ABLOWITZ, M. J., PRINARI, B., TRUBATCH, A. D.;Discrete and Continuous
Nonlinear Schrodinger SystemsLondon Mathematical Society Lecture Notes Se-
ries 302, Cambridge University Press, 2004.

ABLOWITZ, M. J., HERBST, B. M., SCHOBER, CDiscretizations, Integrable
Systems and ComputationJournal of Physics A: Mathematical and General, v. 34,
p. 10671-10693, 2001.

CROSS, M. C., HOHENBERG, P. (Rattern Formation Outside of Equilibrium .
Rewiews of Modern Physicsv. 65, n. 3, p.852-998, 1993.

DRAZIN, P. G.; JOHNSON, R. SSolitons: an Introduction. Cambridge Univer-
sity Press, 1996.

FLACH, S.; WILLIS, C. R.; Discrete BreathersPhysics Reportsv. 295, p. 181-
264, 1998.

GUEDE, J. R. A,; Dinamica ndao Linear de Ondas de Langmuir e Eletro-
magnéticas em Plasmas Espaciag995. 106p. (INPE-5982-TDI/577). Tese (Dou-
torado em Geds$ica Espacial) - Instituto Nacional de Pesquisas Esma&ad Jog
dos Campos, 1995.

HERBST, B. M., ABLOWITZ, M. J.;Numerically Induced Chaos in the Nonli-

near Schrodinger Equation, Physical Review Letters, v. 62, n. 18, p. 2065-2068,
1989.

KIVSHAR, Y. S.; AGRAWAL, G. P.; Optical Solitons: From Fibers to Photonic
Crystals. Academic Press, 2003.

KIVSHAR, Y. S., MALOMED, B. A.; Dynamics of Solitons in Nearly Integrable
Systems Rewiews of Modern Physics v. 61,n. 4, p. 765-915, 1989.

OLIVEIRA, G. |. de; RIZZATO, F. B.; CHIAN, A. C.-L.;Length Scale , Quasi-
periodicity, Resonances, Separatrix Crossings, and Chaas the Weakly Rela-
tivistic Zakharov Equations. Physical Review E v. 52, n. 2, p. 2025-2036, 1995.



79

[12] OLIVEIRA, G. I. de.; Método Perturbativo Redutivo Aplicado a Plasmas de
Maltiplas Espécies no Regimelon-AcUstico. Porto Alegre, 1993. Dissertag
(Mestrado em fsica de Plasmas) - Instituto déskea, Universidade Federal do Rio
Grande do Sul.

[13] OLIVEIRA, G. I. de.; Dinamica Regular e Catica nas Equa@es de Zakharov
Porto Alegre, 1997. Tese (Doutorado eisi€a Térica) - Instituto de isica, Uni-
versidade Federal do Rio Grande do Sul.

[14] OLIVEIRA, G. I. de; OLIVEIRA, L. P. L. de; RIZZATO, F. B.Low-Dimensional
Phase-Locked States in the Zakharov EquationsPhysical Review E v. 54, n. 4,
p. 3239-3249, 1996.

[15] OLIVEIRA, G. I. de, OLIVEIRA, L. P. L. de, RIZZATO, F. B.;Nonintegrable
Three Mode Interaction in the Zakharov Equations. Physica D, Amsterdam, v.
104, p. 119-126, 1997.

[16] OTT, E.;Chaos in Dynamical System&ambridge University Press, 1993.

[17] PETHICK, C.J., SMITH, H.Bose-Einstein Condensation in Dilute Gase£am-
bridge University Press, 2002.

[18] PRESS, W. H., TEUKOLSKY, S. A., VETTERLING, W. T., FLANNERB. P,;
Numerical Recipes in C Second Edition. Cambridge University Press, 1997.

[19] ROBINSON, P. A.;Nonlinear Wave collapse and Strong TurbulenceRewiews
of Modern Physics. v. 69,n. 2, p. 504-704, 1997.

[20] SCOTT, A. C.; CHU, F. Y. F.; MCLAUGHLIN, D. W.;The Soliton: A New Con-
cept in Applied Science Proceedings of the IEEE v. 61, n. 10, p.1443-1483,
1973.

[21] SIMOES JUNIOR, F. J. RDistribui¢ &0 de Energia Entre Modos Excitados Por
Ondas Indutoras de Langmuir Contrapropagantes Sao Jogé dos Campos, 2005.
Disserta@o (Mestrado em Gefsiica Espacial) - INPE.

[22] THORNHILL, S. G.; HAAR, D. Ter;Langmuir Turbulence and Modulational
Instability . Physics Reportsv. 43, n. 2, p. 43-99, 1978.

[23] WEILAND, J.; WILHELMSSON, H.;Coherent Non-Linear Interaction of Wa-
ves in PlasmasPergamon Press, 1977.

[24] WHITHAM, G. B.; Linear and Nonlinear Waves John Wiley and Sons, INC,
1999.

[25] ZAKHAROQV, V. E.; OSTROVSKY, L. A.; Modulational Instability: The Begin-
ning. Physica D v. 238, n. 5, p. 540-548, 2009.



Livros Gratis

( http://www.livrosgratis.com.br )

Milhares de Livros para Download:

Baixar livros de Administracao

Baixar livros de Agronomia

Baixar livros de Arquitetura

Baixar livros de Artes

Baixar livros de Astronomia

Baixar livros de Biologia Geral

Baixar livros de Ciéncia da Computacao
Baixar livros de Ciéncia da Informacéo
Baixar livros de Ciéncia Politica

Baixar livros de Ciéncias da Saude
Baixar livros de Comunicacao

Baixar livros do Conselho Nacional de Educacdo - CNE
Baixar livros de Defesa civil

Baixar livros de Direito

Baixar livros de Direitos humanos
Baixar livros de Economia

Baixar livros de Economia Doméstica
Baixar livros de Educacao

Baixar livros de Educacdo - Transito
Baixar livros de Educacao Fisica

Baixar livros de Engenharia Aeroespacial
Baixar livros de Farmacia

Baixar livros de Filosofia

Baixar livros de Fisica

Baixar livros de Geociéncias

Baixar livros de Geografia

Baixar livros de Histdria

Baixar livros de Linguas



http://www.livrosgratis.com.br
http://www.livrosgratis.com.br
http://www.livrosgratis.com.br
http://www.livrosgratis.com.br
http://www.livrosgratis.com.br
http://www.livrosgratis.com.br
http://www.livrosgratis.com.br
http://www.livrosgratis.com.br
http://www.livrosgratis.com.br
http://www.livrosgratis.com.br/cat_1/administracao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_1/administracao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_1/administracao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_1/administracao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_1/administracao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_1/administracao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_1/administracao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_2/agronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_2/agronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_2/agronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_2/agronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_2/agronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_2/agronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_2/agronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_3/arquitetura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_3/arquitetura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_3/arquitetura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_3/arquitetura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_3/arquitetura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_3/arquitetura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_3/arquitetura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_4/artes/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_4/artes/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_4/artes/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_4/artes/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_4/artes/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_4/artes/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_4/artes/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_5/astronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_5/astronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_5/astronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_5/astronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_5/astronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_5/astronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_5/astronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_6/biologia_geral/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_6/biologia_geral/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_6/biologia_geral/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_6/biologia_geral/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_6/biologia_geral/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_6/biologia_geral/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_6/biologia_geral/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_6/biologia_geral/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_6/biologia_geral/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_8/ciencia_da_computacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_8/ciencia_da_computacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_8/ciencia_da_computacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_8/ciencia_da_computacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_8/ciencia_da_computacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_8/ciencia_da_computacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_8/ciencia_da_computacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_8/ciencia_da_computacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_8/ciencia_da_computacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_8/ciencia_da_computacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_8/ciencia_da_computacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_9/ciencia_da_informacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_9/ciencia_da_informacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_9/ciencia_da_informacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_9/ciencia_da_informacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_9/ciencia_da_informacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_9/ciencia_da_informacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_9/ciencia_da_informacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_9/ciencia_da_informacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_9/ciencia_da_informacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_9/ciencia_da_informacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_9/ciencia_da_informacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_7/ciencia_politica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_7/ciencia_politica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_7/ciencia_politica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_7/ciencia_politica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_7/ciencia_politica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_7/ciencia_politica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_7/ciencia_politica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_7/ciencia_politica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_7/ciencia_politica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_10/ciencias_da_saude/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_10/ciencias_da_saude/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_10/ciencias_da_saude/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_10/ciencias_da_saude/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_10/ciencias_da_saude/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_10/ciencias_da_saude/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_10/ciencias_da_saude/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_10/ciencias_da_saude/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_10/ciencias_da_saude/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_10/ciencias_da_saude/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_10/ciencias_da_saude/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_11/comunicacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_11/comunicacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_11/comunicacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_11/comunicacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_11/comunicacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_11/comunicacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_11/comunicacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_13/defesa_civil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_13/defesa_civil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_13/defesa_civil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_13/defesa_civil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_13/defesa_civil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_13/defesa_civil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_13/defesa_civil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_13/defesa_civil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_13/defesa_civil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_14/direito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_14/direito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_14/direito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_14/direito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_14/direito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_14/direito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_14/direito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_15/direitos_humanos/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_15/direitos_humanos/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_15/direitos_humanos/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_15/direitos_humanos/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_15/direitos_humanos/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_15/direitos_humanos/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_15/direitos_humanos/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_15/direitos_humanos/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_15/direitos_humanos/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_16/economia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_16/economia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_16/economia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_16/economia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_16/economia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_16/economia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_16/economia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_17/economia_domestica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_17/economia_domestica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_17/economia_domestica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_17/economia_domestica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_17/economia_domestica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_17/economia_domestica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_17/economia_domestica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_17/economia_domestica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_17/economia_domestica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_18/educacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_18/educacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_18/educacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_18/educacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_18/educacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_18/educacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_18/educacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_19/educacao_-_transito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_19/educacao_-_transito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_19/educacao_-_transito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_19/educacao_-_transito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_19/educacao_-_transito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_19/educacao_-_transito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_19/educacao_-_transito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_19/educacao_-_transito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_19/educacao_-_transito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_20/educacao_fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_20/educacao_fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_20/educacao_fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_20/educacao_fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_20/educacao_fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_20/educacao_fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_20/educacao_fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_20/educacao_fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_20/educacao_fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_21/engenharia_aeroespacial/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_21/engenharia_aeroespacial/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_21/engenharia_aeroespacial/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_21/engenharia_aeroespacial/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_21/engenharia_aeroespacial/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_21/engenharia_aeroespacial/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_21/engenharia_aeroespacial/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_21/engenharia_aeroespacial/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_21/engenharia_aeroespacial/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_22/farmacia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_22/farmacia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_22/farmacia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_22/farmacia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_22/farmacia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_22/farmacia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_22/farmacia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_23/filosofia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_23/filosofia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_23/filosofia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_23/filosofia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_23/filosofia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_23/filosofia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_23/filosofia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_24/fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_24/fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_24/fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_24/fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_24/fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_24/fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_24/fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_25/geociencias/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_25/geociencias/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_25/geociencias/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_25/geociencias/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_25/geociencias/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_25/geociencias/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_25/geociencias/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_26/geografia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_26/geografia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_26/geografia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_26/geografia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_26/geografia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_26/geografia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_26/geografia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_27/historia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_27/historia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_27/historia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_27/historia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_27/historia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_27/historia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_27/historia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_31/linguas/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_31/linguas/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_31/linguas/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_31/linguas/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_31/linguas/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_31/linguas/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_31/linguas/1

Baixar livros de Literatura

Baixar livros de Literatura de Cordel
Baixar livros de Literatura Infantil
Baixar livros de Matematica

Baixar livros de Medicina

Baixar livros de Medicina Veterinaria
Baixar livros de Meio Ambiente
Baixar livros de Meteorologia
Baixar Monografias e TCC

Baixar livros Multidisciplinar

Baixar livros de Musica

Baixar livros de Psicologia

Baixar livros de Quimica

Baixar livros de Saude Coletiva
Baixar livros de Servico Social
Baixar livros de Sociologia

Baixar livros de Teologia

Baixar livros de Trabalho

Baixar livros de Turismo



http://www.livrosgratis.com.br/cat_28/literatura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_28/literatura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_28/literatura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_28/literatura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_28/literatura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_28/literatura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_28/literatura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_29/literatura_infantil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_29/literatura_infantil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_29/literatura_infantil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_29/literatura_infantil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_29/literatura_infantil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_29/literatura_infantil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_29/literatura_infantil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_29/literatura_infantil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_29/literatura_infantil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_32/matematica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_32/matematica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_32/matematica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_32/matematica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_32/matematica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_32/matematica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_32/matematica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_33/medicina/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_33/medicina/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_33/medicina/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_33/medicina/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_33/medicina/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_33/medicina/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_33/medicina/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_34/medicina_veterinaria/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_34/medicina_veterinaria/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_34/medicina_veterinaria/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_34/medicina_veterinaria/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_34/medicina_veterinaria/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_34/medicina_veterinaria/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_34/medicina_veterinaria/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_34/medicina_veterinaria/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_34/medicina_veterinaria/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_35/meio_ambiente/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_35/meio_ambiente/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_35/meio_ambiente/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_35/meio_ambiente/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_35/meio_ambiente/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_35/meio_ambiente/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_35/meio_ambiente/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_35/meio_ambiente/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_35/meio_ambiente/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_36/meteorologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_36/meteorologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_36/meteorologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_36/meteorologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_36/meteorologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_36/meteorologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_36/meteorologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_45/monografias_e_tcc/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_45/monografias_e_tcc/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_45/monografias_e_tcc/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_45/monografias_e_tcc/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_45/monografias_e_tcc/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_45/monografias_e_tcc/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_45/monografias_e_tcc/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_37/multidisciplinar/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_37/multidisciplinar/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_37/multidisciplinar/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_37/multidisciplinar/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_37/multidisciplinar/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_38/musica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_38/musica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_38/musica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_38/musica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_38/musica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_38/musica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_38/musica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_39/psicologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_39/psicologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_39/psicologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_39/psicologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_39/psicologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_39/psicologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_39/psicologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_40/quimica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_40/quimica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_40/quimica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_40/quimica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_40/quimica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_40/quimica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_40/quimica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_41/saude_coletiva/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_41/saude_coletiva/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_41/saude_coletiva/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_41/saude_coletiva/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_41/saude_coletiva/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_41/saude_coletiva/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_41/saude_coletiva/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_41/saude_coletiva/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_41/saude_coletiva/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_42/servico_social/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_42/servico_social/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_42/servico_social/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_42/servico_social/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_42/servico_social/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_42/servico_social/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_42/servico_social/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_42/servico_social/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_42/servico_social/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_43/sociologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_43/sociologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_43/sociologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_43/sociologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_43/sociologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_43/sociologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_43/sociologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_44/teologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_44/teologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_44/teologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_44/teologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_44/teologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_44/teologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_44/teologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_46/trabalho/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_46/trabalho/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_46/trabalho/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_46/trabalho/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_46/trabalho/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_46/trabalho/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_46/trabalho/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_47/turismo/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_47/turismo/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_47/turismo/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_47/turismo/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_47/turismo/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_47/turismo/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_47/turismo/1

