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Resumo

Estudamos processos de quatro ondas (instabilidade modulacional) descritos pela

Equaç̃ao de Schr̈odinger Ñao Linear (NLS) com o auxı́lio de um modelo de baixa di-

mens̃ao, no qual o ńumero de modos linearmente instáveisé controlado em um espaço de

par̂ametros bidimensional. Testamos a validade do modelo integrando numericamente a

NLS. Nas simulaç̃oes se observa o desenvolvimento de caos numérico, e as causas de sua

origem s̃ao examinadas.



Abstract

Four wave processes (modulational instability) describedby the Nonlinear Schrödin-

ger Equation (NLS) are studied with the help of a low dimensional model, where the

number of unstable linear modes is controlled in a two dimensional parameter space. We

test the validity of the model via numerical integration of the NLS equation. In the nume-

rical simulations the development of numerical chaos is observed, and the reason for it is

examined.
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2.3 Instabilidades Paraḿetricas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . p. 18
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1 Introdução

Ondas ñao lineares em meios contı́nuos [24] ou discretos [6] têm h́a muito de-

safiado profissionais em fı́sica e mateḿatica a compreender seu comportamento. Em

particular processos de interação de tr̂es e quatro ondas apresentam uma rica variedade

de fen̂omenos, com forte impacto em diversasáreas da fı́sica, comóotica ñao linear [9],

fı́sica de plasmas [19], condensados de Bose-Einstein [17], teoria da formaç̃ao de padr̃oes

[4], redes discretas [6], etc. Nesta dissertação nos ocuparemos, para definir um sistema

fı́sico espećıfico, dos processos de quatro ondas que ocorrem em plasmas homoĝeneos

e isotŕopicos, na auŝencia de campos magnéticos externos. Também vamos abordar a

quest̃ao da propagação de śolitons neste meio, embora devêssemos falar mais precisa-

mente em propagação de ondas solitárias. No caṕıtulo 2 vamos apresentar, de forma

resumida, a fundamentação da teoria. Vamos comentar, seguindo a referência [22], como,

partindo da descriç̃ao de fluido de um plasma se chega nas Equações de Zakharov (sis-

tema ZK), e destas na Equação de Schr̈odinger ñao Linear (NLS - do ingl̂es Nonlinear

Schr̈odinger). No caṕıtulo 3 desenvolvemos um modelo de baixa dimensão apropri-

ado a introduç̃ao controlada de modos linearmente instáveis via um espaço reduzido de

par̂ametros (uma escala de energia e uma escala espacial). Este modelo j́a foi desenvol-

vido em trabalho anterior [11], mas eleé aqui estendido, introduzindo na análise efeitos

de segunda ordem. De posse do modelo vamos, no capı́tulo 4, testar a sua validade e os

seus limites com o auxı́lio da integraç̃ao nuḿerica da NLS, bem como verificar a pre-

cisão dos algoritmos nuḿericos usados para implementar a referida integração nuḿerica.

Finalmente, no capı́tulo 5 apresentamos a nossa interpretação para os resultados obtidos

nos dois caṕıtulos anteriores, bem como sugerimos trabalhos que dariamcontinuidade ao

desenvolvido nesta dissertação.
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2 A NLS e as Instabilidades
Paramétricas

2.1 Introdução

Neste caṕıtulo ser̃ao apresentados alguns dos conceitos básicos necessários para o

estudo de instabilidades em plasma. Na primeira seção comentaremos sobre as condições

em que o nosso plasma será tratado, posteriormente consideraremos a descrição pelas

equaç̃oes de Maxwell e de fluidos para o mesmo, a partir das quais obtém-se as Equações

de Zakharov (sistema ZK), que por meio das aproximações consideradas se reduzemà

Equaç̃ao de Schr̈odinger Ñao Linear (NLS). Na segunda seção ser̃ao introduzidos os con-

ceitos de Instabilidades Paramétricas em plasmas, comentaremos sobre seus tipos e fa-

remos algumas considerações em relaç̃ao às condiç̃oes necessárias para sua ocorrência.

Por fim introduziremos o conceito de sóliton, comentaremos sobre a equação Korteweg-

de Vries (KdV), devido a sua importância hist́orica, e encontraremos a solução de onda

solitária da NLS.

2.2 Equaç̃oes de Zakharov

Para o desenvolvimento deste trabalho, consideraremos plasmas que sejam com-

pleta e uniformemente ionizados, não magnetizados, e nos quais existem duas temperatu-

ras: Te, temperatura dos elétrons, eTi, temperatura dośıons, de modo queTi ≪ Te. Esta

relaç̃ao indica-nos que os modosı́on-aćusticos s̃ao fracamente dissipados.

As relaç̃oes de dispersão [22] para os modos naturais existentes em um plasma
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térmico e ñao magnetizado são:

Onda eletromagńetica (T):

ω2
T = ω2

pe+c2k2
T . (2.1)

Onda eletr̂onica de plasma ou onda de Langmuir (L):

ω2
L = ω2

pe+3v2
Tek

2
L. (2.2)

Ondaı́on-aćustica (S):

Ω2
S = C2

Sk2
S. (2.3)

ondeω2
pe= 4πn0e2

me
é a freqûencia de plasma eletrônica,vTe=

√

Te
me

é a velocidade térmica

dos eĺetrons,CS =
√

Te
mi

é a velocidadéıon-aćustica,n0 é a densidade de equilı́brio, me é

a massa do elétron,mi é a massa dóıon,c é a velocidade da luz,e é a carga elementar do

próton, ek é o vetor de onda. Nesta dissertação usaremos o sistema de unidadescgs.

Ser̃ao considerados, neste trabalho, apenas os modos eletrostáticos de Langmuir

(ω) e ı́on-aćusticos (Ω). Podemos desprezar a dissipação de energia (amortecimento Lan-

dau), desde que os campos de Langmuir eı́on-aćusticos oscilem de forma tal que as

velocidades de fase sejam muito maiores que as velocidades térmicas envolvidadas no

processo, de modo que não existam interaç̃oes ressonantes com elétrons. Plasmas nas

condiç̃oes acima apresentam seu movimento descrito em duas escalastemporais muito

diferentes:

Escala lenta:escala de tempo dosı́ons, dada por

τi ≥ ω−1
pi , (2.4)

ondeωpi é a freqûencia de plasma iônica.

Escala ŕapida: escala de tempo dos elétrons, dada por

τe ≤ ω−1
pe . (2.5)

A partir disto pode-se separar as equações de Maxwell e de fluidos que descrevem
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o plasma em partes lenta e rápida, nas quais aparecerão termos de interação que envolvem

médias de varíaveis lentas e rápidas, na escala lenta. Tais procedimentos encontram-se na

refer̂encia [22], de onde resultam uma equação na escala rápida,

(

∂ 2
t +νe∂t +c2~∇× (~∇×)−3v2

Te
~∇(~∇·)+ω2

pe

)

~E f = −
(

δn
n0

)

ω2
pe

~E f , (2.6)

e uma equaç̃ao escala lenta,

(

∂ 2
t +νi∂t −C2

S∇2)
(

δn
n0

)

= ∇2
< ~E 2

f >

8πn0mi
, (2.7)

nas quaisδn é a variaç̃ao da densidade de equilı́brio, e νe e νi são as freqûencias de

amortecimento dos elétrons e dośıons, respectivamente.

Estas equaç̃oes, em termos do campo elétrico ~E f , s̃ao denominadas equações ge-

neralizadas, ou hı́bridas, de Zakharov por incluı́rem os efeitos eletromagnéticos. Quando

se considera apenas as ondas eletrostáticas (ondas longitudinais onde~∇× ~E f = 0), as

equaç̃oes de Zakharov tornam-se

∂ 2
t
~E f +ω2

pe
~E f −3v2

Te
~∇(~∇ · ~E f ) = −

(

δn
n0

)

ω2
pe

~E f , (2.8)

∂ 2
t

(

δn
n0

)

−C2
S∇2

(

δn
n0

)

= ∇2
< ~E 2

f >

8πn0mi
, (2.9)

de modo que o sub-ı́ndice f indica componente na escala rápida.

Podemos colocar a equação para o campo eletrostático na escala lenta introduzindo

uma modulaç̃ao complexa~E, de variaç̃ao lenta, de modo que

~E f =
1
2
[~E(x, t)e−iωpet +~E∗(x, t)eiωpet ], (2.10)

na qual “*” indica o complexo conjugado. Inserindo 2.10 em 2.8 e 2.9, desprezando o

termo∂ 2
t
~E em relaç̃ao ao termoωpe∂ 2

t
~E, e usando as normalizações e adimensionalizações

(ver refer̂encia [22])

3
2

√

me

mi

x
λD

→ x,
2
3

me

mi
ωpet → t,

E
√

8π
3

me
mi

n0Te

→ E,
4
3

δn
me
mi

n0
→ n, (2.11)



17

ondeλD é o comprimento de Debye, obtemos as equações

i∂tE(x, t)+∂ 2
x E(x, t) = n(x, t)E(x, t), (2.12)

∂ 2
t n(x, t)−∂ 2

x n(x, t) = ∂ 2
x |E(x, t)|2, (2.13)

nas quaisE(x, t) é o campo eletrostático normalizado, en(x, t) é o campo de flutuações

de densidade normalizado.

Sabe-se que o sistema ZK possui as constantes de movimento [10]:

N =
∫

|E(x, t)|2dx, (2.14)

H =
∫

[

|∂xE(x, t)|2 +n(x, t)|E(x, t)|2 +
1
2

n(x, t)2 +
1
2
|V(x, t)|2

]

dx, (2.15)

nas quaisN é chamado ńumeros de plasmons eH est́a relacionado com a energia.

V(x, t) é dada pelas relações

V(x, t) = −∂xu(x, t), e ∂tu(x, t) = n(x, t)+ |E(x, t)|2. (2.16)

Temos tamb́em, aĺem das constantes de movimento acima, a conservação do mo-

mento linear e do momento angular.

Faremos uso da chamada aproximação subŝonica, a qual sup̃oem que o campo de

flutuaç̃oes de densidadée tal que∂ 2
t n≪ ∂ 2

x n, de modo que podemos escrevern = −|E|2

e as equaç̃oes de Zakharov reduzem-se a

i∂tE(x, t)+∂ 2
x E(x, t)+ |E(x, t)|2E(x, t) = 0. (2.17)

A equaç̃ao obtida acimáe a bem conhecida Equação de Schr̈odinger Ñao Linear

(NLS), que sabe-se possuir infinitas constantes de movimento, e tem como soluç̃ao N

sólitons (entre outras), solução esta que pode ser encontrada por meio da teoria do espa-

lhamento inverso, sendo por consequência um sistema integrável (se pode mostrar; ver

refer̂encia [5]). É importante observar que a NLSé um limite integŕavel do sistema ZK,

o qual tem indicaç̃oes de ñao ser integŕavel [11].
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2.3 Instabilidades Paraḿetricas

Dentre todas as interações ñao lineares onda-onda, o fenômeno Instabilidades Pa-

ramétricas talvez seja o mais estudado. Este termoé usado para designar fenômenos de

amplificaç̃ao de modos de oscilação devido a modulação períodica de algum parâmetro

que caracteriza um dado sistema.

Em plasmas estas instabilidades consistem na interação ñao linear de tr̂es ou mais

ondas, no qual uma onda, dita “pump wave”, decai em outras duas. Há ainda processos de

fusão, no qual a onda fonte junta-se com outra, formando ou amplificando uma terceira

onda.

No regime linear a instabilidade cresce exponencialmente no tempo. J́a no regime

não linear, a instabilidade cresce até atingir um valor ḿaximo ou ponto de saturação. Em

uma instabilidade paraḿetrica a amplitude cresce até um ponto de saturação, a partir do

qual a oscilaç̃ao entra em um regime estacionário.

Instabilidades paraḿetricas ocorrem para ondas que obedecemàs condiç̃oes de

resson̂ancia, tamb́em denominadas condições de casamento,

∑
j

k j = 0, ∑
j

ω j(k j) = 0, (2.18)

ondej representa os diferentes modos de oscilação.

A Instabilidade de decaimentóe o tipo mais simples de instabilidade paramétrica

que pode ocorrer em um plasma, na qual a onda indutora decai emdois modos naturais

do plasma. Ocorre quando as frequênciasωα e os ńumeros de ondakα (α = 1,2,3) da

onda indutora (α = 1) e dos modos naturais satisfazem as condições de casamento acima,

dadas neste caso em particular por:

ω1 = ω2 +ω3 e k1 = k2 +k3. (2.19)

As relaç̃oes de dispersão para os modos naturais existentes em um plasma térmico

e ñao magnetizado já foram vistas, 2.1, 2.2 e 2.3. A partir destas condições de casamento

e das relaç̃oes de dispersão dos modos de um plasma não magnetizado, pode-se construir
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conjuntos de tripletos de modos naturais que satisfaçam ascondiç̃oes de casamento para

o caso de instabilidade de decaimento ressonante (ver referências [7, 21, 23]):

1. Espalhamento Raman estimulado: para uma onda indutora eletromagńetica com

freqûenciaω1 > 2ωpe, esta onda pode decair em uma onda eletrônica de plasma e

em uma outra onda eletromagnética.

T → T ′ +L, ω1 = ωT +ωL, k1 = kT +kL. (2.20)

2. Espalhamento de Brillouin estimulado: paraω1 > ωpe a onda indutora eletro-

magńetica pode decair em uma ondaı́on-aćustica e em uma outra onda eletro-

magńetica.

T → T ′ +S, ω1 = ωT +ωS, k1 = kT +kS. (2.21)

3. Instabilidade de “dois plasmons”: paraω1 = 2ωpe a onda indutora eletromagnética

pode decair em duas ondas eletrônicas de plasma.

T → L+L′, ω1 = ωL +ω ′
L, k1 = kL +k′

L. (2.22)

4. Instabilidade de decaimento eletromagnético: quando a freqûencia da onda indutora

é aproximadamente igual a frequência de plasma (ω1 ≈ ωpe), ela pode decair em

uma onda eletr̂onica de plasma e em uma ondaı́on-aćustica.

T → L+S, ω1 = ωL +ωS, k1 = kL +kS. (2.23)

5. Instabilidade de decaimento hı́brida: quando a onda indutoraé uma onda de Lang-

muir, ela pode decair em uma onda eletromagnética e em uma ondáıon-aćustica.

L → T ′ +S, ω1 = ωT +ωS, k1 = kT +kS. (2.24)

6. Instabilidade de decaimento de Langmuir: quando a indutora é uma onda de Lang-

muir, ela pode decair em outra onda eletrônica de plasma e em uma ondaı́on-

aćustica.

L → L′ +S, ω1 = ωL +ωS, k1 = kL +kS. (2.25)
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Figura 2.1: Diagramas de casamento de fase de processos de três ondas no espaço(ω,k):
(1) espalhamento Raman estimulado; (2) espalhamento Brillouin estimulado; (3) instabi-
lidade de decaimento de dois plasmons; (4) instabilidade paramétrica de decaimento; (5)
instabilidade de decaimento hı́brida; e (6) instabilidade de Langmuir.



21

Os processos [1], [2] e [6] são considerados como um espalhamento estimulado

por um outro modo do plasma. Os processos [3] e [4] são considerados efetivos em

transformar a energia externa em energia interna do plasma,enquanto o processo [5]

contribui para a perda de energia por radiação do plasma. Estes processos podem ser

visualizados nos diagramas da figura (2.1). Observe que nestes diagramas as condições

de casamento são obedecidas gráficamente, sendo cada par (ω(k),k) representado por um

vetor abstrato. A soma de dois destes vetores deve sempre cair sobre uma curva da relação

de dispers̃ao para que tenhamos de fato uma interação ressonante.

Como exemplo especı́fico destes processos de três ondas, consideremos a instabi-

lidade de decaimento de Langmuir, na qual, como observado acima, uma onda indutora

(ω0,k0) decai em outra onda de Langmuir(ω1,k1), chamada Stokes, e em uma onda

ı́on-aćustica(Ω,k). Estas ondas obedecemàs relaç̃oes de dispersão

ω0 = k2
0, ω1 = k2

1, Ω = k. (2.26)

A instabilidade ocorre se as ondas obedecemàs condiç̃oes de ressonância

ω0 = ω1 +Ω, k0 = k1 +k. (2.27)

Das condiç̃oes de ressonância e das relações de dispersão, obt́em-se

k = 2k0−1, k1 = −k0 +1. (2.28)

Portanto dadok0, todos os outros parâmetros da interação s̃ao impostos pelas condições

de casamento. Uma ilustração simples do processoé apresentada na figura (2.2)

Para ocorrerem os processos acima, se houver dissipação no plasma (amorteci-

mento de Landau), a amplitude da onda indutora deverá exceder uma certa amplitude

cŕıtica, necesśaria para compensar a dissipação de energia. Neste caso os modos nos

quais a indutora decai começam a crescer a partir do nı́vel de rúıdo, absorvendo energia e

momento da indutora.

No plasma que estamos considerando, os modos de Langmuir (eletrost́atico) éıon-

aćusticos permitem a ocorrência da instabilidade de decaimento de Langmuir (processo
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Figura 2.2: Ilustraç̃ao de processo de três ondas que ocorre na instabilidade de decai-
mento.

de tr̂es ondas). Aĺem deste processo, também pode ocorrer a chamada instabilidade mo-

dulacional. Esta instabilidadée um processo de quatro ondas que pode ser descrito no

contexto do sistema ZK, assim como a instabilidade de decaimento. Esta instabilidade

tamb́em pode ser descrita no contexto da NLS, embora esta não contemple processos

de tr̂es ondas. Em outras palavras, a NLS descreve exclusivamenteprocessos de quatro

ondas.

A instabilidade modulacional (foco desta dissertação) pode ser descrita da seguinte

maneira: uma onda indutora, chamada “pump wave”(ω0,k0), decai em uma onda Stokes

(ω1,k1) e em um modo puramente crescenteı́on-aćustico(Ω,k), Ω sendo um imagińario

puro. Uma segunda onda indutora, uma segunda “pump wave”, também com freqûencia e

número de onda dados por(ω0,k0), funde-se com o modóıon-aćustico(Ω,k), formando

a chamada onda anti-Stokes(ω−1,k−1), resultando em uma forte troca de energia entre

as indutoras e as ondas Stokes e anti-Stokes. Por processo puramente crescente quere-

mos dizer que a ondáıon-aćustica envolvida ñao obedece a sua relação de dispers̃ao,

basicamente porque a referida ondaé muito ŕapida em relaç̃ao ao tempo caracterı́stico

da instabilidade modulacional, se comportando de forma isotérmica. Colocado de outra

forma, a ondáıon-aćustica responde instantaneamenteàs perturbaç̃oes associadas com

a instabilidade modulacional, agindo como um meio ativo, mediador da mesma. Uma

ilustraç̃ao simples do processo de quatro ondas está representado na figura (2.3). Na fi-

gura (2.4) temos a representação no espaço (ω,k) do processo de quatro ondas. Veja que

nesta representação a ponta dos vetores associados aos modosı́on-aćusticos ñao repou-



23

(ω  ,      )

(ω  ,         )

k  =0

k  =0

0(ω  ,         )0

0 0 1

−k

k

−1

k(Ω ,     )S

(ω  ,    )
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Figura 2.4: Diagrama de casamento de fase da instabilidade modulacional.

sam sobre a respectiva relação de dispers̃ao, pois estes modos são puramente crescentes,

como observamos acima.

2.4 Śolitons

Sólitons s̃ao ondas localizadas espacialmente e/ou temporalmente, que interagem

inelasticamente frente a colisões com outros śolitons, e que mantêm sua forma inalterada

a medida que se propagam, pois em tese não se dispersam nem se dissipam [10, 12]. Os

sólitons surgem tipicamente de alguns tipos de equações diferenciais parciais não lineares.

Em 1834 houve a primeira observação de onda solitária, quando John Scott Rus-
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Figura 2.5: Experimento de Russel para gerar ondas solitárias.

sel, engenheiro naval britânico, observava um barco sendo puxado por dois cavalos no

canal que liga Edinburgh a Glasgow,na Escócia. Observou ele que quando o barco foi

subitamente freado, surgiu uma grande onda de forma arredondada, bem definida. Perse-

guindo a onda propagante formada, observou que a mesma seguia seu curso ao longo do

canal sem mudar a forma ou diminuir a velocidade (velocidadeaproximada de 15km/h)

por um longo trecho (em torno de 3km).

Russel ficou t̃ao interessado pelo que acabava de ver que posteriormente fez uma

série de experimentos na tentativa de reproduzir a tal onda observada por ele. Para tanto

ele utilizou um canal déagua raso e longo, onde poderia jogar pesos, como indica a figura

(2.5). Tais experîencias o fizeram descobrir:

• A Existência de ondas solitárias em canais déaguas rasas, ondas estas de perfil

invariável a medida que se propagavam;

• Para estas ondas a velocidadev seria dada por:v=
√

g(h+η) (ondas de maior am-

plitude se propagam mais rápido), ondeη é a amplitude da onda,h a profundidade

do canal eg a aceleraç̃ao da gravidade (nesse experimentoη
h ≪ 1).

Russel percebeu que não havia teoria mateḿatica que explicasse e desse respaldo

aos resultados encontrados por ele, fazendo com que não fossem aceitos por parte da

comunidade mateḿatica. Nessáepoca ainda ñao havia uma equação que descrevesse

ondas eḿagua rasa, equação a qual ele propunha uma solução. No ano de 1845 Airy

publicou em seu livro “Ondas e Marés” (Tides and Waves), uma teoria de ondas longas

onde ele conclui que não existem ondas que se propagam sem modificar seu perfil, o que

levou a um confronto de id́eias entre Russel e Airy.

Em 1895, D. J. Korteweg e G. de Vries puseram fimà “disputa” entre Russel e

Airy, onde encontraram teoricamente a fórmula de Russel para a velocidade e mostraram
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que a forma envoltória da onda solit́aria era dada por

η(x, t) = η0sech2[β (x−vt)], (2.29)

ondeβ−2 = 4h2(h+η0)
3η0

, sendoη0 a amplitude da onda solitária.

A equaç̃ao encontrada por D. J. Korteweg e G. de Vries recebeu o nome deEquaç̃ao

Korteweg-de Vries, ou simplesmente KdV.É uma equaç̃ao diferencial parcial ñao linear

formulada inicialmente para explicar a propagação de ondas em um canal deáguas rasas.

Posteriormente verificou-se que tal equação est́a relacionada a uma grande variedade de

fenômenos f́ısicos, principalmente aqueles relacionados a existência de ondas de choque

e śolitons.

Korteweg e de Vries tomaram a equação b́asica da din̂amica dos fluidos, a equação

de Navier-Stokes, em uma dimensão, e consideraram uma expansão perturbativa. Em pri-

meira ordem de perturbação encontraram uma equação linear unidirecional cujas soluções

são ondas que se propagam com velocidade constantev0 =
√

gh. Em segunda ordem, em

um referencial que se move com velocidadev0, encontraram a equação

∂η
∂ t

+
3v0

2h
η

∂η
∂x

+
v0h2

6
∂ 3η
∂x3 = 0. (2.30)

Fazendo as transformaçõesx→ αx, t → β t eη → γη , comα,β ,γ constantes reais e dife-

rentes de zero, pode-se notar que os coeficientes que acompanham os termos da equação

acima podem ser escolhidos arbitrariamente. Por conveniência reescreve-se a equação

acima como

ηt −6ηηx +ηxxx = 0. (2.31)

É esta equaç̃ao que chamaremos, a partir de agora, de equação KdV. Ela possui, entre ou-

tras, a soluç̃ao (2.29) quando as transformações indicadas acima são aplicadas em sentido

reverso.

Do ponto de vista mateḿatico, os śolitons s̃ao soluç̃oes de equaç̃oes ou sistemas de

equaç̃oes diferencias ñao lineares integráveis, dentre elas a NLS. Na prática, os śolitons

podem representar fenômenos que apresentam as caracterı́sticas de serem não lineares,

localizados, e interagem fortemente mantendo sua identidade. Uma grande variedade de
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fenômenos apresentam tais propriedades, o que despertou o interesse de alguns ramos da

fı́sica, como áotica ñao linear e a f́ısica de plasmas.

Os śolitons quando interagem mantêm a mesma forma e velocidade que tinham

antes da interação, com apenas uma pequena mudança de fase como fruto da colisão.

Se considerarmos a NLS,

iut +uxx+u|u|2 = 0, (2.32)

e supormos como solução uma onda propagante do tipo

u(ξ ) = r(ξ )ei[θ(ξ )+nt], (2.33)

comr(ξ ), θ(ξ ) funções reais,ξ = x−vt, ev en constantes reais, por meio de integrações

é posśıvel mostrar que:

θ̇ =
1
2

(

v+
A
S

)

, e Ṡ2 = −2F(S), (2.34)

comS= r2 eF(S) = S3−
(

2n− v2

2

)

+BS+ 1
2A2, sendoA eB constantes de integração.

Teremos soluç̃oes reais para a equação (2.32) quandoF(S) ≤ 0, já queṠ2 ≥ 0 e

Ṡ2 = −2F(S). Existirão soluç̃oes períodicas quandoF(S) < 0. Para que a solução do

tipo onda solit́aria exista, será necesśario queS, Ṡ, S̈→ 0 quandoξ → 0 (uma melhor

explicaç̃ao pode ser obtida na referência [5]), assim teremosA = B = 0.

Dessa forma obtemos como solução

u(x, t) = aei[ c
2(x−ct)+nt]sech

[

a(x−ct)√
2

]

, (2.35)

ondea2 = 2n− c2

2 > 0. Neste caso a velocidade de propagação independe da amplitude, e

o módulo deu(x, t) se propaga sem mudar seu perfil (u(x, t) é uma quantidade complexa).
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3 O Modelo de Baixa Dimens̃ao

3.1 Introdução

Neste caṕıtulo introduzimos o modelo de baixa dimensão, no qual o ńumero de

modos linearmente instáveis (instabilidade modulacional)é controlado por dois parâmetros,

a escala de energiaρ∗ (aqui usamos o termo energia de forma pouco rigorosa) e a escala

de espaçok, sendok o número de onda do modo fundamental, ou primeiro harmônico,

dado pork = 2π
L , na qualL é o tamanho do sistema, e suporemos condições de contorno

periódicas. Primeiramente faremos o tratamento adequado com a NLS a fim de obtermos

as equaç̃oes de movimento que governam o nosso sistema fı́sico. Num primeiro momento

consideraremos o caso dipolar (número de onda da “pump wave”k0 = 0). Na Seç̃ao 3.3

faremos o tratamento do caso não dipolar (k0 6= 0). Na Seç̃ao 3.4 relaxaremos a condição

m+ = m− = ρ∗ (estas quantidades são definidas mais adiante) utilizada na seção anterior.

Por fim, na seç̃ao 3.5, incluimos termos de segunda ordem na teoria.

3.2 Equaç̃oes de Movimento do Casok0 = 0

Na Seç̃ao 2.2 obtivemos a NLS, dada por

i∂tE +∂ 2
x E + |E|2E = 0. (3.1)

Como mencionamos acima, suporemos um sistema periódico no espaço, com pe-
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riodicidadeL, na qualk = 2π
L . Escrevemos o campoE como uma śerie de Fourier,

E(x, t) =
∞

∑
p=−∞

Ep(t)e
ipkx. (3.2)

Na expans̃ao deE vamos supor que o sistema opera em um regime tal que os mo-

dos de FourierEp(t) tenham suas ordens de grandeza dadas porε p, comε ≪ 1, mas ñao

é infinitesimal. Veremos mais adiante queε fisicamente corresponde a diferença entre o

número de onda crı́tico no qual o sistema se torna modulacionalmente instável (chamare-

mos esta quantidade deku) e o ńumero de ondak. AssimE0 pode ser chamado de modo

de ordem zero, modo dipolar, ou “pump wave”. Os modosE+1 eE−1, que vamos chamar

simplesmente deE+ e E−, s̃ao os modos de primeira ordem, ou modos de ordemε, os

modosE++ eE−−, seguindo a notação que acabamos de adotar, são os modos de segunda

ordem, ou modos de ordemε2, e assim por diante. Inicialmente vamos supor a existência

de um regime onde apenas os modosE0, E+ e E− determinam a din̂amica do sistema

(modelo de baixa dimensão). Claro que esta hipótese deverá ser verificada a posteriori.

Esta abordagem nos levará a equaç̃oes que na literatura são chamadas genericamente de

equaç̃oes de amplitude [4]. Assim propomos que o campoE é bem representado pela

expans̃ao truncada

E(x, t) = E0(t)+E+(t)eikx +E−(t)e−ikx + · · · . (3.3)

Aqui escrevemos o campo da “pump wave” como um campo dipolar (k0 = 0), ou

seja, sem dependência emx, sendo este esquema de expansãoé essencialmente o mesmo

apresentado na referência [11].

Substituindo esta expansão na NLS, e levando em conta apenas termos ressonantes

(instabilidade modulacional), obtemos o conjunto de equac¸ões

iĖ0 +(|E+|2 + |E−|2)E0 +2E∗
0E+E− = 0, (3.4)

iĖ+ +(|E0|2 + |E−|2−k2)E+ +E2
0E∗

− = 0, (3.5)

iĖ− +(|E0|2 + |E+|2−k2)E− +E2
0E∗

+ = 0. (3.6)
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Escrevemos,

E0 =
√

ρ0(t)e
iφ0(t), E+ =

√

ρ+(t)eiφ+(t), E− =
√

ρ−(t)eiφ−(t), (3.7)

ψ(t) = 2φ0(t)−φ+(t)−φ−(t). (3.8)

comρ0,+,− real positivo eφ0,+,− real.

Substituindo nas equações acima, separando em partes real e imaginária, obtemos

o seguinte conjunto de seis equações:

ρ̇0 = 4ρ0
√

ρ+ρ−sen(ψ), (3.9)

φ̇0 = (ρ+ +ρ−)+2
√

ρ+ρ− cos(ψ), (3.10)

ρ̇+ = −2ρ0
√

ρ+ρ−sen(ψ), (3.11)

φ̇+ = −k2 +(ρ0 +ρ−)+ρ0

√

ρ−
ρ+

cos(ψ), (3.12)

ρ̇− = −2ρ0
√

ρ+ρ−sen(ψ), (3.13)

φ̇− = −k2 +(ρ0 +ρ+)+ρ0

√

ρ+

ρ−
cos(ψ). (3.14)

Os pares de variáveisρ j e φ j são canonicamente conjugados,ρ̇ j = −∂H

∂φ j
e φ̇ j =

∂H

∂ρ j
, e suas equações seguem do Hamiltoniano

H = 2ρ0
√

ρ+ρ− cos(ψ)−k2(ρ+ +ρ−)+ρ0(ρ+ +ρ−)+ρ+ρ−. (3.15)

A partir das equaç̃oes 3.9-3.14, notamos que

˙ρ0(t)+2 ˙ρ+(t) = 0, (3.16)

˙ρ0(t)+2 ˙ρ−(t) = 0, (3.17)

de modo que

ρ0(t)+2ρ+(t) = m+, (3.18)

ρ0(t)+2ρ−(t) = m−, (3.19)

ondem+ em− são as chamadas constantes de Manley-Rowe. Aqui, nesta seção, adotare-



30

mos

m+ = m− = ρ∗, (3.20)

assim obtemos a relação

ρ+ = ρ− =
1
2
(ρ∗−ρ0). (3.21)

Com o aux́ılio das constantes de movimento (ρ0, ρ+ e ρ−), podemos reduzir o

número de graus de liberdade para um, e as variáveis can̂onicas passam a serρ0 e ψ,

ρ̇0 = 2ρ0(ρ∗−ρ0)sen(ψ), (3.22)

ψ̇ = 2k2 +(ρ∗−ρ0)+2[(ρ∗−ρ0)cos(ψ)−ρ0(1+cos(ψ))]. (3.23)

Estas equaç̃oes podem ser obtidas do Hamiltoniano

H = (ρ∗−ρ0)

[

2ρ0(1+cos(ψ))+
1
2
(ρ∗−ρ0)−2k2

]

. (3.24)

Antes de analisar o espaço de fase gerado por este Hamiltoniano, vamos examinar

a quest̃ao da estabilidade linear do modo de ordem zero, a “pump wave”E0, que supore-

mos constante, quando perturbada pelos modosE+ = E+eiωt e E− = E−e−iω∗t , ondeE+

eE− são constantes de ḿodulo infinitesimal.

Substituindo nas equações 3.5 e 3.6, obtemos

(−ω + |E0|2−k2)E+ +E2
0E

∗
− = 0, (3.25)

(ω∗ + |E0|2−k2)E− +E2
0E

∗
+ = 0. (3.26)

Do sistema de equações acima, escrevendoω = ωr + iΓ obtemos a taxa de cresci-

mento da instabilidade modulacional

Γ = ±k
√

2|E0|2−k2, (3.27)

assim a instabilidade ocorre para

2|E0|2−k2 > 0→ k2 < 2|E0|2, (3.28)
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e Γmax ocorreŕa quandodΓ
dk = 0, de modo que

Γmax→ k = ±|E0|. (3.29)

Vale observar que o cálculo da instabilidade linear implica em tomarρ+(t = 0) = ρ−(t =

0) = 0, eρ0(t = 0) = ρ∗ = |E0|2.

Definindoku ≡ √
2ρ∗, a condiç̃ao para a ocorrência da instabilidade ficak < ku,

na qualk, que chamamos de escala espacial, será considerado um parâmetro de controle

da instabilidade, pois a medida em que variamosk de um valor maior queku, para um

valor menor, o sistema sai de uma região do espaço de parâmetros onde a instabilidade

modulacional ñao atua, para entrar em uma região na qual a mesmáe um dos atores

principais.

A figura (3.1) mostraΓ como funç̃ao dek, onde se observa, como calculado acima,

que a instabilidade ocorre em um intervalo finito de frequência. Como supusemos um sis-

tema períodico, os valores que o número de ondak assume s̃ao na verdade discretos,

dados porpk, ondep = −∞, ...,−2,−1,0,1,2, ...,+∞. Neste caso, escolhendo conveni-

entemente o valor dek podemos controlar o número de modos de Fourier linearmente

inst́aveis que atuam no sistema. Se tomarmosku
2 < k < ku, temos apenas um modo line-

armente inst́avel atuando. Seku
3 < k < ku

2 , temos dois, a assim por diante. A figura (3.2)

ilustra o caso em que dois modos linearmente instáveis est̃ao presentes (se contarmos

apenas os valores positivos assumidos pelo número de onda).

Este conjunto de ideiaśe bem representado pelo espaço de parâmetrosρ∗×k mos-

trado na figura (3.3). Quando por exemplok, para um dadoρ∗, se localiza entre as curvas

ku e ku
2 , esperamos que o modelo de baixa dimensão reproduza com relativa precisão as

soluç̃oes da NLS. Devemos salientar que o grande mérito desta abordagem, a nosso ver,

é o controle do ńumero de modos linearmente instáveis por um espaço de parâmetros

bidimensional fisicamente significativo, pois envolve as escalas de energia,ρ∗, e espaço,

k.

Voltemos ao problema não linear, onde o Halmiltoniano 3.24 depende apenas

dos par̂ametrosρ∗ e k. Nele, como era de se esperar, o papel deku é determinante.

Quandok > ku o espaço de fase não tem pontos fixos (na região que tem significado
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Figura 3.1: Taxa de crescimento da instabilidade modulacional.
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Figura 3.2: Exemplo onde dois modos (k positivo) s̃ao linearmente instáveis.
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Figura 3.3: Espaço de parâmetros (ρ∗,k).

fı́sico 0< ρ0 < ρ∗), o que resulta em troca ineficiente de energia entreρ0, ρ+ eρ−, como

veremos no pŕoximo caṕıtulo. Parak < ku aparecem tr̂es pontos fixos, dois instáveis, com

coordenadas:

ρ0 = ρ∗ e ψ = −arccos

(

k2

ρ∗
−1

)

, (3.30)

ρ0 = ρ∗ e ψ = arccos

(

k2

ρ∗
−1

)

, (3.31)

e um ponto fixo estável com coordenadas

ρ0 =
2
7

(

k2 +
3
2

ρ∗

)

e ψ = 0. (3.32)

A presença destes pontos fixos pode ser observada na figura (3.4), ondek= 0.95ku.

A presença de uma separatrizé o fato mais not́avel, embora ela ocupe uma pequena região

do espaço de fase disponı́vel. Quando diminúımos o valor dek para pŕoximo da regĩao

de instabilizaç̃ao linear dos modos de segunda ordem,k = 0.51ku, a regĩao ocupada pela

separatriźe muito maior, como podemos ver na figura (3.5).

Em relaç̃ao a conex̃ao entre a NLS e o sistema ZK, pode-se mostrar, ver referência

[11], que o regime subsônico ocorre quando as seguintes condições s̃ao observadas:

ρ∗ ≪ 1, ou |2ρ∗−k2| ≪ 1. (3.33)
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Figura 3.4: Trajet́orias no espaço de fase (ρ0,ψ), do modelo de baixa dimensão, para
ρ∗ = 0,1, ek = 0,95ku.
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Figura 3.5: Trajet́orias no espaço de fase (ρ0,ψ) do modelo de baixa dimensão, para
ρ∗ = 0,1, ek = 0,51ku.

De qualquer modo, estas são condiç̃oes f́ısicas. A NLS tem propriedades de in-

variância frente a transformações nas escalas de espaço e tempo que tornam, do ponto de

vista de regime de operação, a escolha do valor numérico deρ∗ é irrelevante.

3.3 Equaç̃oes de Movimento do Casok0 6= 0

Na seç̃ao anterior consideramos o campoE como sendo um campo dipolar, com

k0 = 0. Agora consideraremosE não dipolar, (k0 6= 0)(este caso ñao é contemplado na

refer̂encia [11]). Para tanto escreveremos o campoE como

E = E0ei(k0x−ω0t) +E+ei[(k0+k)x−(ω0+ω)t] +E−ei[(k0−k)x−(ω0−ω∗)t] + · · · . (3.34)

Substituindo na equação 2.17, obtemos

iĖ0 +[|E+|2 + |E−|2 +(ω0−k2
0)]E0 +2E∗

0E+E− = 0, (3.35)
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iĖ+ +[(ω0 +ω)+ |E0|2 + |E−|2− (k0 +k)2]E+ +E2
0E∗

− = 0, (3.36)

iĖ− +[(ω0−ω)+ |E0|2 + |E+|2− (k0−k)2]E− +E2
0E∗

+ = 0. (3.37)

Usando a relaç̃ao de dispers̃aoω0 = k2
0, e observando que

iĖ+ = iĖ+ +(ω0 +ω)E+, (3.38)

iĖ− = iĖ− +(ω0−ω)E−, (3.39)

reescrevemos as equações 3.36-3.37 como

iĖ0 +[|E+|2 + |E−|2]E0 +2E∗
0E+E− = 0, (3.40)

iĖ+ +[−(k0 +k)2 + |E0|2 + |E−|2]E+ +E2
0E∗

− = 0, (3.41)

iĖ− +[−(k0−k)2 + |E0|2 + |E+|2]E− +E2
0E∗

+ = 0. (3.42)

Substituindo osE =
√ρ0,+,+eφ0,+,− e separando em parte real e imaginária, obte-

mos as equaç̃oes

ρ̇0 = 4ρ0
√

ρ+ρ−sen(ψ), (3.43)

φ̇0 = (ρ+ +ρ−)+2
√

ρ+ρ− cos(ψ), (3.44)

ρ̇+ = −2ρ0
√

ρ+ρ−sen(ψ), (3.45)

φ̇+ = −(k0 +k)2 +(ρ0 +ρ−)+ρ0

√

ρ−
ρ+

cos(ψ), (3.46)

ρ̇− = −2ρ0
√

ρ+ρ−sen(ψ), (3.47)

φ̇− = −(k0−k)2 +(ρ0 +ρ+)+ρ0

√

ρ+

ρ−
cos(ψ). (3.48)

Como no caso dipolar, vamos suporm− = m+ = ρ∗, tal queρ+ = ρ− = 1
2(ρ∗−ρ0),

e o conjunto de equações acima se reduz a

ρ̇0 = 2ρ0(ρ∗−ρ0)sen(ψ), (3.49)

ψ̇ = 2(k2
0 +k2)+(ρ∗−ρ0)+2[(ρ∗−ρ0)cos(ψ)−ρ0(1+cos(ψ))], (3.50)
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que podem ser obtidas do Hamiltoniano

H = (ρ∗−ρ0)

[

2ρ0(1+cos(ψ))+
1
2
(ρ∗−ρ0)−2(k2

0 +k2)

]

. (3.51)

Os pontos fixos neste caso são dados por

ρ0 = 0 e ψ = arccos

[

−(k2
0 +k2)

ρ∗
− 1

2

]

, (3.52)

ρ0 = ρ∗ e ψ = arccos

[

(k2
0 +k2)

ρ∗
−1

]

, (3.53)

ρ0 =
2
7

[

(k2
0 +k2)+

3
2

ρ∗)

]

e ψ = 0, (3.54)

ρ0 = [ρ∗−2(k2
0 +k2)] e ψ = ±π. (3.55)

Procedemos novamente a análise da estabilidade linear. Vamos escrever

E+ = E+ei(ω0+ω)t , e E− = E−ei(ω0−ω∗)t . (3.56)

Substituindo nas equações 3.41 e 3.42, resulta o sistema

[

−(ω0 +ω)− (k0 +k)2 + |E0|2
]

E+ +E2
0E

∗
− = 0, (3.57)

[

−(ω0−ω)− (k0−k)2 + |E0|2
]

E
∗
− +E∗2

0 E+ = 0. (3.58)

Das equaç̃oes acima obtemos a relação de dispers̃ao

[(ω0 +ω)+(k0 +k)2−|E0|2][(ω0−ω)+(k0−k)2−|E0|2]−|E0|4 = 0. (3.59)

Escrevendoω = ωr + iΓ, e inserindo na equação acima obtemos

ωr = −2k0k, (3.60)

Γ2 = 2|E0|2(2k2
0 +k2)−4k2

0(k
2
0 +k2)−k4. (3.61)

Parak0 = 0 reobtemos o resultado da seção acima. Parak0 6= 0, ek2
0 < ρ∗

2 , obtemos

o indicado na figura (3.6), onde agoraku =
√

2(ρ∗−k2
0). Como anteriormente, teremos
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Figura 3.6: Taxa de crescimento da instabilidade modulacional, caso 0< k2
0 < ρ∗

2 . Lem-
bramos queρ∗ = |E0|2.

instabilidade na região k < ku. A taxa ḿaxima de instabilidade ocorre emk = kmax =
√

ρ∗−2k2
0. Paraρ∗

2 < k2
0 < ρ∗, o pico mostrado na figura (3.6) desaparece,ku é dado pela

mesma relaç̃ao do caso anterior, e o valor máximo deΓ ocorre parak = 0, como indica a

figura (3.7). Parak2
0 > ρ∗ não ocorre instabilidade.

3.4 Equaç̃oes de Movimento do Casok0 6= 0 em+ 6= m− 6=
ρ∗

Na Seç̃ao 3.2, fizemos as análises considerandom+ = m− = ρ∗. Mas perguntamo-

nos agora: o que ocorrerá com o sistema quando passamos a term+ 6= m− 6= ρ∗, ou seja,

os valores dem+ e m− forem diferentes deρ∗ (este caso também ñao foi abordado na

refer̂encia [11])?

Temos agora

ρ0 +2ρ+ = m+, (3.62)

ρ0 +2ρ− = m−. (3.63)
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Figura 3.7: Taxa de crescimento da instabilidade modulacional, casoρ∗
2 < k2

0 < ρ∗. Lem-
bramos queρ∗ = |E0|2.

Fazendo uso dos mesmos procedimentos da seção 3.2, obtemos agora

ρ̇0 = 2ρ0

√

(m+−ρ0)(m−−ρ0)sen(ψ), (3.64)

ψ̇ = 2(k2
0 +k2)+

[

1
2
(m+ +m−)−3ρ0

]

+ (3.65)
[

2
√

(m+−ρ0)(m−−ρ0)−ρ0

(√

m−−ρ0

m+−ρ0
+

√

m+−ρ0

m−−ρ0

)]

cos(ψ).

Estas equaç̃oes s̃ao obtidas do Hamiltoniano

H = 2ρ0

√

(m+−ρ0)(m−−ρ0)cos(ψ)+ [2(k2
0 +k2)+

1
2
(m+ +m−)]ρ0−

3
2

ρ2
0. (3.66)

É interessante notar que podemos escrever

ρ0 +ρ+ +ρ− =
(m+ +m−)

2
= ρ∗. (3.67)

Vamos ent̃ao definir a quantidade∆ ≡ 1
2(m+ −m−) = ρ+ −ρ−, que representa o

desńıvel de energia depositada emρ+ e ρ−. Considerando que o valor máximo queρ+ e

ρ− podem assumiŕe ρ∗, concluimos que∆ pode assumir valores no intervalo−ρ∗ ≤ ∆ ≤
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ρ∗. Podemos agora escrever

ρ+ =
1
2
[(ρ∗−ρ0)+∆], (3.68)

ρ− =
1
2
[(ρ∗−ρ0)−∆]. (3.69)

Para as equações deρ0 e ψ, e o HamiltonianoH temos

ρ̇0 = 2ρ0

√

[(ρ∗−ρ0)+∆][(ρ∗−ρ0)−∆]sen(ψ), (3.70)

ψ̇ = [2(k2
0 +k2)+ρ∗]−3ρ0 + (3.71)

2
√

[(ρ∗−ρ0)+∆][(ρ∗−ρ0)−∆]cos(ψ)−

ρ0

(
√

[(ρ∗−ρ0)−∆]

[(ρ∗−ρ0)+∆]
+

√

[(ρ∗−ρ0)+∆]

[(ρ∗−ρ0)−∆]

)

cos(ψ),

H = 2ρ0

√

[(ρ∗−ρ0)+∆][(ρ∗−ρ0)−∆]cos(ψ)+ [2(k2
0 +k2)+ρ∗]ρ0−

3
2

ρ2
0. (3.72)

O menor valor queρ+ pode assumiŕe ρ+ = 0. O mesmo vale paraρ−. Destas

consideraç̃oes deduzimos que o máximo valor queρ0 pode assumiŕe o menor valor do

conjunto de valoresρ∗ +∆,ρ∗−∆.

3.5 Dinâmica dos Modos de Segunda Ordem

No modelo de baixa dimensão supusemos que os modos de segunda ordem per-

manecem desprezı́veis na regĩao ku
2 < k < ku. Esperamos que seja verdade, pelo menos

quandok ∼ ku. Nesta seç̃ao vamos investigar mais detalhadamente esta questão dedu-

zindo as equaç̃oes para estes modos. Para simplificar a an’alise, impomosk0 = 0. Vamos

ent̃ao escrever

E(x, t) = E0(t)+E+(t)eikx +E−(t)e−ikx +E++(t)e2ikx +E−−(t)e−2ikx + · · · . (3.73)
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Substituindo na equação 2.17 (NLS) obtemos

iĖ0 +R0 = 0, (3.74)

iĖ+−k2E+ +R+ = 0, (3.75)

iĖ−−k2E− +R− = 0, (3.76)

iĖ++−4k2E++ +R++ = 0, (3.77)

iĖ−−−4k2E−− +R−− = 0, (3.78)

onde definimos

R0 = (|E+|2 + |E−|2 + |E++|2 + |E−−|2)E0 +2E∗
0(E+E− +E++E−−)+

2E+E∗
−E−− +2E∗

+E−E++ +E2
−E∗

−− +E2
+E∗

++, (3.79)

R+ = (|E0|2 + |E−|2 + |E++|2 + |E−−|2)E+ +E2
0E∗

− +

2(E0E∗
+ +E∗

0E− +E∗
−E−−)E++ +2E0E−E∗

−−, (3.80)

R− = (|E0|2 + |E+|2 + |E++|2 + |E−−|2)E− +E2
0E∗

+ +

2(E0E∗
− +E∗

0E+ +E∗
+E++)E−− +2E0E+E∗

++, (3.81)

R++ = (|E0|2 + |E+|2 + |E−|2 + |E−−|2)E++ +E∗
0E2

+ +

2E0E+E∗
− +(E2

0 +2E+E−)E∗
−−, (3.82)

R−− = (|E0|2 + |E+|2 + |E−|2 + |E++|2)E−− +E∗
0E2

− +

2E0E∗
+E− +(E2

0 +2E+E−)E∗
++. (3.83)

Supondo que|E−−| ∼ |E++|≪ |E−|, |E0|, |E+|, pois s̃ao termos de segunda ordem,

obtemos

iĖ0 +(|E+|2 + |E−|2)E0 +2E∗
0E+E− = 0, (3.84)

iĖ+ +(|E0|2 + |E−|2−k2)E+ +E2
0E∗

− = 0, (3.85)
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iĖ− +(|E0|2 + |E+|2−k2)E− +E2
0E∗

+ = 0, (3.86)

iĖ−−−4k2E−− +2E0E∗
+E− +E∗

0E2
− = 0, (3.87)

iĖ++−4k2E++ +2E0E+E∗
− +E∗

0E2
+ = 0. (3.88)

Notamos que as equações 3.84-3.86 s̃ao id̂enticas̀as equaç̃oes 3.4-3.6, encontradas

na seç̃ao 3.2.

Observando atentamente as equações 3.87-3.88, notamos que as mesmas reduzem-

seàs equaç̃oes de um oscilador harm̂onico forçado

iĖ++−4k2E++ = −(2E0E+E∗
− +E∗

0E2
+), (3.89)

iĖ−−−4k2E−− = −(2E0E∗
+E− +E∗

0E2
−). (3.90)

Fazendoω = 4k2, reescrevemos 3.89 como

iĖ++−ωE++ = −(2E0E+E∗
− +E∗

0E2
+). (3.91)

Para procurar a solução deste oscilador, definiremosE++ = A(t)e−iωt , e encontra-

mos

A(t) = i
∫ t

0
(2E0E+E∗

− +E∗
0E2

+)eiωt ′dt′. (3.92)

Avaliando a soluç̃aoA(t) exatamente em cima do ponto fixo, utilizando 3.7, tere-

mos

A(t) = 2i
√

ρ0ρ+ρ−
∫ t

0
e(ωt ′+φ0+φ+−φ−)dt′ + i

√
ρ0ρ+

∫ t

0
e(ωt ′−φ0+2φ+)dt′. (3.93)

Das equaç̃oes 3.9-3.14, sabendo que no ponto fixoψ = 0, e reescrevendo

ρ0 → ρ0 f , ρ+ → ρ+ f , ρ− → ρ− f , (3.94)

obtemos

ρ̇0 = ρ̇+ = ρ̇− = 0, (3.95)
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φ̇0 = ρ+ f +ρ− f +2
√ρ+ f ρ− f , (3.96)

φ̇+ = −k2 +ρ0 f +ρ− f +ρ0 f

√ρ− f

ρ+ f
, (3.97)

φ̇− = −k2 +ρ0 f +ρ+ f +ρ0 f

√ρ+ f

ρ− f
. (3.98)

Integrando emt ′ e tendo como condição inicialφ0(0) = φ+(0) = φ−(0) = 0, obte-

mos

φ0 = (ρ+ f +ρ− f +2
√ρ+ f ρ− f )t, (3.99)

φ+ =

(

−k2 +ρ0 f +ρ− f +ρ0 f

√ρ− f

ρ+ f

)

t, (3.100)

φ− =

(

−k2 +ρ0 f +ρ+ f +ρ0 f

√ρ+ f

ρ− f

)

t. (3.101)

Ent̃ao, no ponto fixo

(ωt +φ0 +φ+−φ−) = 4(k2 +ρ f )t, (3.102)

ondeρ+ f = ρ− f = ρ f . Pelas relaç̃oes 3.21 e 3.32, obtemos

ρ f =
1
7
(2ρ∗−k2), (3.103)

assim,

(ωt +φ0 +φ+−φ−) =
8
7
(3k2 +ρ∗)t. (3.104)

Do mesmo modo, encontramos (no ponto fixo) que

(ωt −φ0 +2φ+) =
8
7
(3k2 +ρ∗)t. (3.105)

Definindo esta freqûencia encontrada como

Ω∗ =
8
7
(3k2 +ρ∗), (3.106)

a soluç̃ao 3.93 fica

A(t) =
3ρ f

√ρ0 f

Ω∗

(

eiΩ∗t −1
)

, (3.107)
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ou seja, no ponto fixo

|E++| f = ρ++ f =
3ρ f

√ρ0 f

Ω∗
|eiΩ∗t −1|. (3.108)

Vamos estimar o valor deρ++ f quando nos distanciamos muito pouco deku. Por

convenîencia de ćalculo definimosk2 = k2
u− ε ′. Com isso teremosρ f = 1

7ε ′, e

Ω∗ = 8

(

ρ∗−
3
7

ε ′
)

. (3.109)

Considerando queρ∗ ≫ ε ′, obtemos

ρ++ f =
9

748
1
ρ∗

ε ′2[1−cos(Ω∗t)]2. (3.110)

Finalmente, redefinindok= ku−ε, ondeε ≪ 1, encontramos o resultado desejado,

ρ++ f =
9
98

ε2[1−cos(Ω∗t)]
2. (3.111)

Observamos que na relação acimaρ++ f independe deρ∗, a escala de energia, além

de variar com o tempo. O valor ḿedio deρ++ f é dado por

< ρ++ f >=
9
98

ε2. (3.112)

Vamos testar a veracidade desta expressão no pŕoximo caṕıtulo.
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4 Simulaç̃oes Nuḿericas

4.1 Introdução

Neste caṕıtulo vamos primeiramente verificar, via integração nuḿerica da NLS, se

o estado de baixa dimensão de fato ocorre nas condições previstas pelo modelo. Vamos

verificar se, de fato, ocorre uma transição quando variamosk de valores maiores queku

para valores menores queku. Pelo modelo, na região ku
2 < k < ku, devemos ter apenas

uma freqûencia t́ıpica. Investigaremos também se a soluç̃ao de onda solitária é de fato

reproduzida em nossas simulações, bem como se pequenas perturbações em torno da

soluç̃ao de onda solitária tem o comportamento esperado. Para finalizar, vamos verificar,

como previsto no modelo, a existência da independência, em relaç̃ao a escala de energia,

para a ordem de grandeza dos modos de segunda ordem, logo após o aparecimento da

instabilidade modulacional.

4.2 Testando o Modelo

Nesta seç̃ao e nas que seguem usaremos como uma espécie de guia para as nossas

simulaç̃oes o espaço de parâmetros da figura (3.3). Nesta figura percorremos em geral

o seguinte caminho: mantemosρ∗ fixo, e variamosk de valores maiores para menores.

Inicialmente vamos analisar o que ocorre em termos de soluções nuḿericas, na região

em torno da transiç̃ao,k ∼ ku. Nas simulaç̃oes seguimos fielmente as condições iniciais

e definiç̃oes do modelo de baixa dimensão. Portanto a notação aqui empregada segue as

definiç̃oes do caṕıtulo anterior.

Vamos em geral integrar numericamente a NLS usando um algoritmo FFT (“Fast
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Fourier Transform”) para a dependência espacial, e um integrador tipo Burlich-Stoer com

controle de passo para a dependência temporal [18]. Observamos que o uso da FFTé o

mais natural para o nosso modelo de baixa dimensão, baseado em expansões em śerie de

Fourier do campo eletrostático.

Nas simulaç̃oes a seguir usamosN = 64 (ńumero de modos de Fourier), eρ∗ = 0.1

(de fato usamos este valor deρ∗ em quase todas as simulações). Começamos analisando o

resultado obtido nas figuras (4.1) e (4.2), comk = 1,5ku, portanto antes do aparecimento

da instabilidade modulacional. Nela vemos que a troca de energia deρ0 com ρ+ e ρ−

é ineficiente. Apenas uma pequena fração da energia contida inicialmente emρ0, aqui

tomamosρ0 = 0,99ρ∗, é trocada com os modos de primeira ordem. Queremos frisar que

apesar de ineficiente, ocorre uma interação entre os modos. Outro aspecto a salientaré o

fato de a varíavelânguloψ assumir todos os valores possı́veis no intervalo[−π,π]. Como

veremos, troca eficiente de energia está muitas vezes associada a presença de um intervalo

restrito de valores deψ, comumente chamado, numa tradução livre, de chaveamento de

fase (“phase locking”). A figura (4.3) mostra|E(x, t)|2 como funç̃ao do tempo, basica-

mente o estado constanteE0 somado aos modosE+ e E−, de freqûencia angularω = k2.

A figura seguinte, figura (4.4), mostra o mapa de contorno correspondente, revelando sua

padronagem periódica.

Na figura (4.5) ultrapassamos levemente o ponto de transição tomandok= 0,95ku,

ρ0 = 0,99ρ∗, e ψ = 0 (em todas as simulações tomamosψ = 0). Estas condiç̃oes inici-

ais equivalem a lançar o sistema próximo da separatriz indicada na figura (3.4). Vemos

que a figura mostra de fato uma troca bem mais significativa de energia entreρ0 e os

modos de primeira ordem, confirmando com precisão o aparecimento da instabilidade

modulacional. Na figura (4.6) observamos a trajetória correspondente no espaço de fase

de baixa dimens̃ao. Observe que a variável ângulo agora tem uma variação bem restrita,

indicando a presença de “phase locking”, um fenômeno tipicamente ñao linear. Outras

indicaç̃oes da presença de uma escala temporal não linear est̃ao nas figuras (4.7), que

mostra a evoluç̃ao temporal de|E(x, t)|2, e (4.8), que mostra o mapa de contorno corres-

pondente. A assinatura definitiva da referida escala temporal pode ser apreciada na figura

(4.9), na qual o espectro de potência deρ0(t) é mostrado. Nela vemos a presença de

muitos harm̂onicos de Fourier da frequência fundamental. Ela mostra que de fato, temos
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Figura 4.2: Evoluç̃ao temporal deρ0
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Figura 4.3: Evoluç̃ao temporal de|E(x, t)|2

Figura 4.4: Mapa de contorno da evolução temporal de|E(x, t)|2
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Figura 4.5: Evoluç̃ao temporal deρ0.
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Figura 4.6: Espaço de fase.

apenas uma frequência, como previsto pelo modelo de baixa dimensão, e que a evolução

temporal est́a longe de ser senoidal, requerendo muitos modos de Fourier para ser des-

crita, o que pode ser facilmente compreendido, pois lançamos condiç̃oes iniciais muito

próximas da separatriz, e longe do ponto fixo central da teoria de baixa dimens̃ao.

Se nos restringirmos a observar apenas o que ocorre com os modos de ordem zero
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Figura 4.7: Evoluç̃ao temporal de|E(x, t)|2.

Figura 4.8: Mapa de contorno da evolução temporal de|E(x, t)|2.
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Figura 4.9: Espectro de potência deρ0.

(ρ0) e de primeira ordem (ρ+ e ρ−), pelo menos inicialmente tudo parece transcorrer

dentro do previsto pelo modelo de baixa dimensão, ao menos para valores dek não muito

distantes deku. Veremos na pŕoxima secç̃ao que infelizmente algo não est́a bem quando

olhamos para os modos de segunda ordem.

4.3 Rastreando os Modos de Segunda Ordem

Na figura (4.10) mostramos a evolução temporal deρ++(t) para as mesmas condições

iniciais da figura (4.5), na qual mostramosρ0(t). Observe que, como esperado, a ampli-

tude deρ++(t) é de segunda ordem. Na figura (4.11) mostramos o espectro de potência

de ρ++(t), e na figura (4.12) apresentamos uma ampliação da mesma. Esperávamos

um espectro do tipo modo escravo, reproduzindo, em menor intensidade, o espectro de

ρ0(t), mas observe que além do espectro esperado, tem-se, aparentemente, uma segunda

freqûencia, ñao prevista para esta região de par̂ametros, e que merece uma investigação

mais detalhada. Com este objetivo, diminuimos o valor dek tomandok = 0,51ku, tal

que nos aproximamos da região na qual os modos de segunda ordem são excitados line-

armente (k = ku
2 ). Na figura (4.13) temos o espectro de potência deρ0(t), aqui tomamos

a condiç̃ao inicialρ0(t = 0) = 0,99ρ∗. Observe que novamente este espectro nada revela.
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Figura 4.10: Evoluç̃ao temporal deρ++.

Se agora olhamos para o espectro deρ++, que se mostra mais sensı́vel at́e o momento, ve-

mos novamente a presença da segunda frequência na figura (4.14). A figura (4.15) mostra

a trajet́oria no espaço de fase correspondente, essencialmente a separatriz ocupando agora

grande parte do intervalo 2π dispońıvel à varíavelψ. Tomamos então como condiç̃ao ini-

cial ρ0(t = 0) = 0,9ρ∗, tal que nos distanciamos um pouco da separatriz. Agora a figura

(4.16) revela a presença de uma segunda frequência na din̂amica deρ0(t) claramente, e

voltamos a enfatizar que pelo modelo de baixa dimensão ela ñao deveria estar ali. Ou-

tro ponto a enfatizaŕe que a presença desta segunda frequência se faz notar para regiões

mais afastadas da separatriz do modelo de baixa dimensão. Para testar esta tendência, va-

mos tomar uma condição inicial bem pŕoxima do ponto fixo estável,ρ0(t = 0) = 0,3ρ∗.

A figura (4.17) mostra o espectro correspondente, e a figura (4.18) mostra a trajetória

no espaço de fase. Em termos de potência relativa, comparando com o pico principal,

houve um aumento na energia depositada na segunda frequência. Observe que o segundo

harm̂onico da freqûencia principalé bem pequeno, confirmando a proximidade com o

ponto fixo est́avel. Observamos também que a trajetória no espaço de fase está bastante

borrada, diferente das trajetórias bem definidas apresentadas até agora.

Vamos agora cruzar a linha que determina o aparecimento de uma segunda freqûencia
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Figura 4.11: Espectro de potência deρ++(t) versusω (freqûencia angular).
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Figura 4.12: Ampliaç̃ao do espectro de potência deρ++(t).
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Figura 4.13: Espectro de potência deρ0.
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Figura 4.14: Espectro de potência deρ++.
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Figura 4.16: Espectro de potência deρ0.
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Figura 4.17: Espectro de potência deρ0.
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Figura 4.18: Espaço de fase.
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pela instabilizaç̃ao linear dos modos de segunda ordem, dada pork = ku
2 . Na figura (4.19)

apresentamos o espectro deρ0(t) tomando como condição inicialρ0(t = 0) = 0,999ρ∗, e

com o par̂ametrok dado pork = 0,49ku. Vemos claramente o aparecimento da segunda

freqûencia linear, com o mesmo padrão descendente de intensidade dos modos de Fourier

visto anteriormente, mas vemos também um aumento apreciável da energia depositada

em freqûencias baixas, aquém do “gap” determinado pelas frequências esperadas. Veja

que este marulhar de baixa frequência ñao pode ser explicado simplismente por um aco-

plamento e subtração entre as duas frequências previstas pela teoria, pois a região de baixa

freqûencia j́a estava presente antes mesmo de penetrarmos a região ku
3 < k < ku

2 . A figura

(4.20) mostra o espectro correspondente deρ++(t), e a figura (4.21) o espaço de fase.

Para estes mesmos parâmetros, analisamos novamente o que acontece para pontos

mais pŕoximos do ponto fixo estável. Tomandoρ0(t = 0) = 0,3ρ∗, obtemos o espaço

de fase mostrado na figura (4.22) e o espectro deρ0(t) mostrado na figura (4.23). No-

tamos novamente a presença de duas frequências previstas pelo modelo, e claramente o

acoplamento, ainda que fraco, destas frequências com aquela de frequência baixa mais

proeminente. Neste ponto resolvemos testar a seguinte hipótese: se esta frequência baixa

tem origem em erro nuḿerico. Para algoritmos baseados em FFT, como o que estamos

usando, o que podemos fazeré aumentar o ńumero de modos de FourierN usados na

simulaç̃ao. At́e o momento, em todas as simulações, usamosN = 64. Vamos ent̃ao to-

marN = 256 e ver o que acontece quando comparamos com o espectro que acabamos de

examinar. O resultado está na figura (4.24), e o mais surpreendenteé que essencialmente

nada mudou! Realizamos outras simulações comN mais alto,N = 1024, e continuamos

obtendo o mesmo espectro. Assim, se esta frequênciaé de origem nuḿerica, a causa deve

ser mais sutil. Resolvemos então simplismente mudar de algoritmo, adotando o algo-

ritmo conhecido por IDNLS [2], baseado em um esquema de diferenças finitas. Para fins

de comparaç̃ao, usando este novo algoritmo, obtivemos o espectro deρ0(t) nas mesmas

condiç̃oes dos dois espectros que acabamos de examinar, dividindo osistema de tamanho

L, ondeL = 2π
k , em 256 segmentos (resolução espacial). O resultado pode ser verificado

na figura (4.25), aqui notamos apenas diferenças muito sutis na intensidade de alguns pi-

cos, mas essencialmente o resultadoé o mesmo, e ñao notamos uma melhora apreciável

quando aumentamos a resolução espacial para 1024 partes de divisão do tamanho do sis-
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Figura 4.19: Espectro de potência deρ0.
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Figura 4.20: Espectro de potência deρ++.

tema.

Diminuindo ainda mais o valor dek, tomandok = 0,4ku e ρ0(t = 0) = 0,999ρ∗,

vemos no espectro de potência deρ0(t) da figura (4.26) um aumento da atividade na
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Figura 4.21: Espaço de fase.
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Figura 4.22: Espaço de fase.

regĩao do “gap” mencionado acima, com uma quantidade apreciável de energia sendo

depositada na mesma. Tomando valores ainda menores da escala espacial,k= 0,3ku < ku
3 ,

ou seja, incluindo termos de terceira ordem linearmente instáveis, obtemos o espectro

de pot̂encia deρ0(t) mostrado na figura (4.27). Este espectro agora não consegue mais
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Figura 4.23: Espectro de potência deρ0.
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Figura 4.24: Espectro de potência deρ0 paraN = 256.
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Figura 4.25: Espectro de potência deρ0 usando o algoritmo IDNLS.

separar claramente as frequências, sendo indicador da presença de caos no sistema [16].

Para esta mesma simulação tamb́em mostramos as figuras: (4.28), onde podemos ver

que o ńumero de modos de Fourier espaciais excitados não cresce com o tempo; (4.29),

aqui mostramos o perfil de intensidade deste espectro no finaldo tempo de simulação,

mostrando um caráter siḿetrico como deve ser, pois usamos condições iniciais pares,

e a evoluç̃ao da NLS preserva a paridade; (4.30), que mostra a evolução temporal de

|E(x, t)|2; e finalmente a figura (4.31) mostra o mapa de contorno da figuraanterior, aqui

a conservaç̃ao do caŕater par deE(x, t) pode ser tamb́em apreciada.

Sabidamente a NLŚe uma equaç̃ao integŕavel, e a presença de caos torna evidente

a exist̂encia de dificuldades para os esquemas de integração, e este problema parece ser

bem geral, j́a que todas as simulações apresentadas tem resultados semelhantes, quer

usemos um esquema de integração baseado em FFT ou diferenças finitas. Para enfatizar

que o aparecimento da segunda frequência citada acima (na região do “gap” e parak >
ku
2 ) ocorre muito antes da instablização linear dos modos de segunda ordem, mostramos

o espectro de potência deρ++(t) na figura (4.32), sob as seguintes condições: ρ0(t =

0) = 0,982ρ∗ e k = 0.99ku. Na figura (4.33) mostramos a trajetória no espaço de fase

correspondente. Veja que nestas condições acabamos de instabilizar os modos lineares de
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Figura 4.26: Espectro de potência deρ0.
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Figura 4.27: Espectro de potência deρ0.
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Figura 4.28: Mapa de contorno do espectro de potência espacial de|E(x, t)|2.

Figura 4.29: Perfil do espectro de potência espacial de|E(x, t)|2 parat = 5×103.

Figura 4.30: Evoluç̃ao temporal de|E(x, t)|2.
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Figura 4.31: Mapa de contorno da evolução temporal de|E(x, t)|2.

primeira ordem, poisk est́a muito pŕoximo deku, e mesmo assim a assinatura indelével de

uma segunda frequência de origem fı́sica inexplićavel aparece no espectro deρ++, e na

verdade aparece também acoplada, embora de forma ineficiente, com o grau de liberdade

fı́sico.

Para finalizar esta seção mostramos o perfil do espectro de potência de|E(x, t =

5×103)|2 parak = 0,15ku. Na figura (4.34) tomamosN = 256, e na figura (4.35), te-

mosN = 512. Veja que nesta região de par̂ametros começamos a ter problemas com a

conservaç̃ao da paridade do campo eletrostático. TomandoN = 512, a paridade foi par-

cialmente recuperada, mas mesmo aumentando o valor deN, é uma questão de tempo

de simulaç̃ao para vermos a paridade ser quebrada. O tempo de simulação usado nestas

figurasé o mesmo utilizado nas simulações comentadas acima.

4.4 Simulando Ondas Solit́arias

Até o momento, nas simulações executadas, usamos condições iniciais apropriadas

para o modelo de baixa dimensão. Seria, no entanto, interessante observar se o tipo

de problema nuḿerico apresentado na seção anterior tamb́em aparece em simulações de

sólitons, considerando a importância que este conceito tem para a fı́sica de sistemas não

lineares [20]. Para simplificar a análise vamos simular o caso mais simples da condição

inicial tipo onda solit́aria, ou se quisermos, também podemos chamar de condição inicial
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Figura 4.32: Espectro de potência deρ++(t)
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Figura 4.33: Espaço de fase.
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Figura 4.34: Perfil do espectro de potência espacial de|E(x, t)|2 parat = 5×103, eN =
256.
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Figura 4.36: Evoluç̃ao temporal de|E(x, t)|2.

de um śoliton.

Como vimos na seção 2.4, a condiç̃ao inicial de um śoliton pode ser escrita sim-

plismente como

E(x, t) = E0
1

cosh(
√

(2)
2 E0 x)

. (4.1)

Se tomarmos, usando os parâmetros do modelo de baixa dimensão, E0 = ρ∗ =

0,1, ent̃ao o tamanhoL do sistema deve ser da ordem dek = 0,1ku para que possamos

acomodar confortavelmente o sóliton no mesmo. Usando estes parâmetros e condiç̃ao

inicial na simulaç̃ao, obtemos o resultado esperado, como na figura (4.36), ondese mostra

a evoluç̃ao temporal de|E(x, t)|2. Nestas condiç̃oes a evoluç̃ao temporal dos ḿodulos

dos modos de Fourier se mostra constante. Assim, tantoρ0, comoρ+, ρ++, etc., s̃ao

constantes de movimento.

Vamos agora perturbar levemente o sóliton. Vamos modificar levemente a sua am-

plitude, impondoE0 = 1,01ρ∗, mas mantendo sua escala espacial, dada por
√

2
2 ρ∗. O

que se espera nestas condiçõesé que o śoliton emita inicialmente um pouco de radiação,

para ent̃ao oscilar em torno de uma nova amplitude de equilı́brio, sendo estas oscilações

atribúıdas a modos internos de oscilação do śoliton. A figura (4.37), onde mostramos a

evoluç̃ao temporal da amplitude do sóliton, confirma este cenário, e a figura (4.38) mos-
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Figura 4.37: Evoluç̃ao temporal deρ0.

tra o espectro de potência das oscilaç̃oes (de fato uma ampliação ou regĩao parcial do

mesmo). Observe que novamente temos uma região de “gap”, com um padrão decres-

cente de intensidades (picos mais intensos cortados parcialmente), mas cuja separação

em freqûencia cresce com a mesma (sua distribuição harm̂onica lembra os ńıveis de ener-

gia de umátomo e correspondem aos modos internos de oscilação). Mas o que devemos

enfatizaré o aparecimento novamente de frequências dentro da região do “gap”. Estas

freqûencias novamente não parecem se encaixar em um quadro fı́sico. Seŕa que pode-

mos novamente induzir caos de natureza numérica neste sistema? A figura (4.39) re-

sulta de intensificarmos a perturbação da amplitude de equilı́librio estaciońaria, tomando

E0 = 1,5 ρ∗. O espectro de potência correspondente, figura (4.40), mostra novamente o

aparecimento de bandas contı́nuas de freqûencia, revelando a presença de caos numérico.

4.5 Modos de Segunda Ordem e a Escala de Energia

As discuss̃oes acima mostram que soluções nuḿericas da NLS podem eventual-

mente estar fortemente contaminadas por depósito de energia na região de baixa freqûencia.

Uma discuss̃ao mais detalhada dos resultados das simulações seŕa feita no pŕoximo caṕıtulo,
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Figura 4.40: Espectro de potência deρ0.

mas podemos dizer que pelo menos na região ku
2 < k < ku esta contaminação é relativa-

mente fraca, e soluções nuḿericas s̃ao confíaveis, embora requeiram um exame cuidadoso

via espectro de potência, aparentemente uma ferramenta de diagnóstico eficiente. Assim,

podemos procurar confirmar via simulação a previs̃ao feita na seç̃ao 3.5 de que a inten-

sidade dos modos de segunda ordem permanecem infinitesimais, independente da escala

de energia, quando nos afastamos infinitesimalmente do ponto de transiç̃aok = ku, como

indica a relaç̃ao 3.111. Seguindo as definições introduzidas na seção 3.5, reescrevemos

k = ku− ε, tal queε é um ńumero puro, independente da escala de energiaρ∗.

Como anteriormente, tomamos inicialmenteρ∗ = 0,1. Impomos tamb́em que

ε = 0,01. Como as estimativas foram calculadas sobre o ponto fixo central, temos que

primeiramente, por inspeção das simulaç̃ao nuḿericas, determinar um ponto de operação

ao menos muito próximo do correspondente ponto fixo numérico. Isto ñao é dif́ıcil de

implementar, pois tudo o que temos a fazeré localizar no espaço de fase a separatriz,

lançandoρ0 = 0,999ρ∗, e da figura gerada estimar a posição do ponto fixo, ajustando

sucessivamente as condições inicias tal queρ0(t) tenha variaç̃ao despreźıvel. O resultado

pode ser conferido na figura (4.41), ondeρ0(t = 0) = 0,955811ρ∗ e de fatoρ0(t) apre-

senta uma variação muito pequena. Na figura (4.42) temos a correspondente evolução
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temporal deρ++(t). Nesta figura reconhecemos todas as caracterı́sticas previstas pela

relaç̃ao 3.111,ρ++(t) tem uma componenteDC (média diferente de zero),é uma funç̃ao

tipo cossenoidal, eρ++(t) nãoé constante sobre o ponto fixo, onde aproximadamente os

modos de ordem zero e primeira ordem o são. A figura (4.43) apresenta o espectro de

pot̂encia correspondente, confirmando o caráter harm̂onico deρ++(t), e que na região

muito pŕoxima ao ponto fixo a componente de baixa frequência ñao aparece (nesta fi-

gura tomamos o tempo de simulação cinco vezes maior que o das duas figuras anteriores,

t = 5×103), validando plenamente a simulação.

Para testar a invariânça na escala de energia, impomos agoraρ∗ = 10,0, ou seja,

duas ordens de grandeza maior que o valor adotado na simulação anterior. Tomando

ρ0(t = 0) = 0,99553373ρ∗ e mantendo, obviamente,ε = 0,01, obtemos a figura (4.44).

Paraρ++(t) temos a figura (4.45). A semelhança com a simulação anterioŕe evidente,

confirmando a invariância de escala prevista na teoria de segunda ordem. A figura (4.46)

mostra o espectro de potência correspondente, apresentando as mesmas caraterı́sticas, j́a

comentadas, da simulação anterior. Para gerar esta figura impomos tempo de simulação

t = 50.

Do primeiro conjunto de simulações temos, aproximadamente,< ρ++(t)>= 2,38×
10−5, e do segundo,< ρ++(t) >= 2,34×10−5. O valor previsto fornece corretamente

a ordem de grandeza, levando em consideração o fator nuḿerico 9
98 ≈ 10−1 presente na

relaç̃ao 3.111,< ρ++(t) >= 9,18×10−6 ≈ 10−5.
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5 Discuss̃ao dos Resultados e
Conclus̃oes

5.1 Introdução

Neste caṕıtulo discutimos os resultados do capı́tulo anterior, propomos uma interpretação

destes resultados, e apontamos pesquisas futuras que devemser executadas para efetiva-

mente compreender o que ocorre nas simulações que apresentamos.

5.2 A NLS e sua Relaç̃ao com o sistema ZK

A exist̂encia de caos nuḿerico na NLS ñao é novidade, ela foi pela primeira vez

relatada por Herbst e Ablowitz [8] em 1989. Contudo este trabalho não tem o caŕater

sisteḿatico que a nossa abordagem, em termos de um modelo de baixa dimens̃ao, per-

mite. O modelo de baixa dimensão foi introduzido por Oliveira, Rizzato e Chian [11] em

1995, no contexto das equações ZK. Neste trabalho se mostra o aparecimento de caos no

sistema ZK devido, essencialmente, a presença das ondası́on-aćusticas (equaç̃ao para as

flutuaç̃oes de densidade). Este aspecto do problema foi abordado também em outros tra-

balhos [13, 14, 15]. Lembrando a seção 2.2, quando a dinâmica das ondaśıon-aćusticas

é escravàa din̂amica do fluido eletr̂onico, o sistema ZK pode ser aproximado pela NLS,

e na NLS ñao sobra nada da dinâmica aćustica. Se observarmos os vários espectros de

pot̂encia apresentados no capı́tulo anterior, um padrão emerge, a presença de um ramo
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aćustico de caŕater nuḿerico, pois a NLS tem apenas o ramoótico, utilizando uma lin-

guagem de redes. A presença de um ramo acústico equivale a introduzir ondas de caráter

aćustico no sistema, ondas estas que fı́sicamente ñao existem!, e como mostrado nos arti-

gos j́a citados,́e exatamente a presença de ondas acústicas que possibilita o surgimento de

caos (nuḿerico, no nosso caso). A abordagem, em termos do modelo de baixa dimens̃ao,

nos permite uma leitura fı́sica do erro nuḿerico. Em trabalho posterior, Ablowitz et all

[1] apontam a estrutura homoclı́nica da NLS como responsável pela exist̂encia de caos

numérico (ver tamb́em [3]), onde aparentemente todos esquemas numéricos, baseados

em discretizaç̃ao, devem levar a soluções nuḿericas contaminadas por caos numérico.

Estaé uma interpretaç̃ao bastante mateḿatica do problema, a nossa abordagem nos per-

mite dizer que erro nuḿerico pode aparecer mesmo antes do aparecimento do caos, pois

a introduç̃ao de um ramo aćustico possibilita o surgimento de processos de três ondas, e

o sistema poderá desenvolver regimes talvez semelhantes aos apresentadospelo sistema

ZK, tudo depende da particular relação de dispers̃ao do modo aćustico introduzida pela

discretizaç̃ao nuḿerica. Este problema também est́a presente nas simulações que envol-

vem śolitons, como relatado na seção 4.4.

A propriedade de invariânça com a escala de energia, apontada na seção 3.5, talvez

possa ser derivada das propriedades de invariânça da NLS frente a transformações nas

escalas de tempo e espaço, mas o fatoé que elas foram derivadas partindo de um conjunto

complicado de equações, as equações 3.74-3.78, o que nos dá confiança no modelo de

baixa dimens̃ao. Tamb́emé interessante notar queρ++(t) (e obviamenteρ−−(t)) introduz

uma din̂amica de espessuraε no espaço de fase de baixa dimensão, ao menos em torno do

ponto fixo, o que pode eventualmente estar relacionado com o caos nuḿerico observado.

5.3 Continuidade do Trabalho

Os resultados obtidos são inquietantes, pois lançam dúvidas sobre a veracidade dos

resultados de trabalhos que envolvem a NLS. Acessar até que ponto os erros numéricos

de natureza intrı́nsica podem mudar as conclusões de dado trabalhóe dif́ıcil de dizer.

Certamente trabalhos de natureza estatı́stica, que envolvem longos tempos de simulação,

seriam os mais fortemente afetados.
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Outro problema a ser examinadoé at́e que ponto o sistema ZḰe afetado por estas

quest̃oes, dada a sua relação ı́ntima com a NLS. A discretização poderia criar um falso

ramo aćustico, em adiç̃ao ao ramo aćustico verdadeiro? Se sim, como acessar o tama-

nho do dano nuḿerico causado em termos de depósito de energia nos graus de liberdade

numéricos, por exemplo?

Outro ponto que nos interesssa particularmenteé compreender melhor a chamada

estrutura homoclı́nica da NLS, e suas relações com o modelo de baixa dimensão. Com-

preender em detalhe a dinâmica dos modos de segunda ordem ajudaria nesta questão?
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