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Resumo

Neste trabalho estudamos as anomalias gravitacionais (anomalia de Ein-
stein e anomalia de Weyl) em duas dimensoes através do método de regu-
larizagao implicita (RI). Uma breve revisao das ferramentas matematicas
minimas para tratarmos o problema ¢é feita. Com isto em maos, utilizamos o
método de RI para calcular a amplitude relativa ao problema, e consequente-
mente as identidades de Ward. Mostramos que nossos resultados independem
de ponto de subtragao das integrais divergentes e que dois parametros de-
pendentes de regularizagao permanecem até o final dos calculos. O valor
numérico destes parametros sao estipulados através de argumentos sobre a
propria simetria. Por fim apresentamos o resultado final das anomalias de
Einstein e de Weyl.
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Abstract

In this work we study the gravitational anomalies (Einstein anomaly and
Weyl anomaly) in two dimensions through the method of implicit regular-
ization (RI). We present a brief review on the minimal mathematical tools
to treat the problem. After that, we use the method of RI to calculate the
amplitude relative to the problem, and consequently the Ward identities. We
show that our results do not depend on the subtraction point of the diver-
gent integrals and that two regularization dependend parameters remain in
the end of the calculations. The numeric values of these parameters are stip-
ulated through symmetry arguments. Finally we show the final results about
the Einstein and Weyl anomalies.
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CapiTULO 1

Introducao

“Nao entre em panico!”

O guia do mochileiro das galdxias

Simetrias e suas correspondentes leis de conservagao tém tido um papel
importante na construcao das interacoes fundamentais da natureza. Em li-
nhas gerais, a simetria de uma lei da natureza significa que podemos efetuar
uma transformacao que é traduzida por uma mudanga nas varidveis e/ou
nas coordenadas espaco-temporais tal que as equacoes de movimento nessas
novas variaveis nao mudam sua forma, i.e. sao covariantes.

Essas transformacoes de simetria podem ser genericamente classificadas
como geométricas (se elas operam sobre as coordenadas espago-temporais,
por exemplo as transformagoes de Lorentz) ou internas (quando nao afetam
as coordenadas espago temporais, por exemplo as transformagoes de calibre).

A descricao matematica das simetrias e sua implementacao em teorias
fisicas é feita dentro da Teoria de Grupos. Em fisica, os Grupos de Lie, que
descrevem transformacgoes continuas e finitas sao de fundamental importancia
na construcao do chamado Modelo Padrao das particulas elementares, onde
a forma das interagoes ¢é fortemente restrita por simetrias geométricas (co-
variancia relativistica) e pelas simetrias de calibre que essencialmente fixam
todas as interacoes fundamentais (eletro-fraca, forte e gravitacional).

E importante contudo contextualizar uma dada teoria que foi construida
com base em principios de simetria, dentro do seu limite de validade. Isto
é, temos que levar em conta que, como a teoria unificada da fisica nao esta
pronta ainda e como muitas vezes é mais interessante trabalharmos com



modelos efetivos, é natural nos perguntarmos em que escala estamos as-
sumindo tal simetria (macroscépica/microscopica, alta/baixa temperatura,
etc.). Podemos ainda nos perguntar se a simetria se da a nivel cldssico ou
quantico ou ainda se ela é exata, aproximada ou quebrada.

No caso especifico de quebra de simetria, essa pode ser basicamente de
3 tipos: quebra explicita, quebra espontanea ou quebra quantica de simetria
(ou anémala) assunto que serd tratado nessa dissertagdo. Embora a presenca
de simetrias numa teoria fisica implique na auséncia de estruturas compli-
cadas e irrelevantes, sua quebra é necessaria para descrevermos a variedade
de configuracoes ou solugoes desta teoria. De fato, os fenomenos fisicos reais
raramente traduzem o grau de regularidade presente na teoria fisica que o
descreve. Por exemplo, embora a lei de Newton da gravitacao possua simetria
esférica, as orbitas dos corpos celestes em geral sdo conicas (elipses, hipér-
boles, pardbolas ou circulos). Neste caso a quebra da simetria esférica é
conseguida através de condigoes iniciais diferentes.

Particularmente, a teoria quantica de campos (TQC) é simétrica sob
transformacoes de Lorentz e, portanto, ¢ bem comportada num espago-tempo
plano. Podemos citar também a eletrodinamica quantica (QED) como um
exemplo de teoria de calibre; na QED, usando argumentos de simetria de cali-
bre, obtemos a conservacao da carga elétrica e esta teoria é livre de anomalias
de gauge. De fato, esta caracteristica é crucial na prova da renormalizibili-
dade da teoria e consequentemente do seu poder de predicao enquanto teoria
fisica. Porém, a TQC e a relatividade geral (RG) (a teoria de gravitacao
relativistica) ndo seguem os mesmos tipos de transformagoes e nés ainda nao
possuimos uma teoria que unifique as duas. A primeira aproximagao a ser
feita é usar um campo quantizado em um “fundo” gravitacional (espago-
curvo). O caso particular de modelos bi-dimensionais de férmions acoplados
a gravitacao tem sido extensivamente usado como modelo “brinquedo” para
o entendimento de anomalias gravitacionais e de calibre [2]; eles também sao
importantes devido ao fato de que, se existem anomalias em 2 dimensoes, elas
também estao presentes em 4k + 2 dimensodes (k = 1,2,3...) como mostrado
por Gaumé e Witten na referéncia [1].

A gravitacao vista como teoria de gauge também sofre de anomalias. No
caso quantico a lei de conservagao classica do tensor energia-momento pode
ser quebrada (anomalia de Einstein), ou pode existir uma parte anti-simétrica



do tensor energia-momento (anomalia de Lorentz) ou ainda o trago deste ten-
sor pode nao ser nulo (anomalia de Weyl) ([1], [9]). O estudo das anomalias
gravitacionais comegou com o trabalho de Alvarez-Gaumé e Witten em 1983
[1]. Vérios métodos foram empregados para o estudo das anomalias, tanto
tratamentos perturbativos [3]-[4] quanto nao-perturbativos [2].

Em abordagens perturbativas, é usual tratar as anomalias de modo que
o proprio método de regularizacao escolha onde a anomalia deve ser que-
brada. Por exemplo, quando estudamos o modelo de Schwinger quiral (que
iremos discutir brevemente neste trabalho) através do método de regulariza-
¢ao dimensional, este escolhe a priori que a anomalia esteja na parte axial
do tensor de polarizagao. Esta nao é uma linha que gostariamos de seguir,
mas sim que a prépria fisica implicasse onde a simetria fosse quebrada ou
nao. Esta idéia foi proposta por Jackiw [11], e nosso método de regulariza-
cao implicita é a arena ideal para a implementa-la matematicamente. Ou
seja, estamos usando um método de regularizacao que deixa as leis de con-
servacao intactas até o término dos célculos e, somente no final escolhemos
os valores para os parametros arbitrarios que surgem em todos os métodos
de regularizacao.

Iremos organizar nosso trabalho da seguinte maneira: no capitulo 2 ire-
mos apresentar as ferramentas minimas necessarias relativas a relatividade
geral e a teoria quantica de campos; no capitulo 3 vamos apresentar o pro-
blema a ser estudado. Com isso, iremos calcular as integrais relativas ao tra-
balho, utilizando a nosso método de regularizagao, no capitulo 4. No capitulo
5, iremos apresentar os resultados e discuti-los. Finalmente, no capitulo 6,
vamos apresentar as nossas conclusoes.



CAPITULO 2

Introducao a Relatividade
Geral e a Teoria Quantica de
Campos

“We have some rules to follow
That and these

These and those

No one Knows”

Queens of the Stone Age

Neste trabalho iremos lidar com férmions acoplados a um campo gravita-
cional cléssico (Einsteniano). Neste capitulo vamos apresentar as ferramentas
minimas necessarias para estudar um campo fermionico quantico minima-
mente acoplado a gravitacao cléssica.

2.1 Relatividade Geral

A relatividade geral, teoria da gravitacao formulada por Einstein em
1915, é, hoje, a melhor teoria capaz de descrever essa interacao e vem sendo
comprovada por experiéncias e fazendo novas predigoes. Além disso, ela é,
na opiniao de muitos, a teoria mais bela de toda a fisica, onde a interagao é
descrita pela curvatura do espago-tempo, contrariamente a maior parte das
teorias para os quais a cinematica e a dinamica sao completamente indepen-
dentes; a relatividade geral nao as distingue, o que torna, por exemplo, o
problema de sua quantizagao tao complicado. O principio basico da RG é o
principio de equivaléncia, que se baseia na igualdade entre massa inercial e
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gravitacional. Em outras palavras, podemos dizer: a cada ponto do espago-
tempo em um campo gravitacional arbitrario é sempre possivel escolher um
sistema localmente inercial, tal que, mesta pequena regido, as leis da fisica
sao governadas pela relatividade restrita. O segundo principio da RG é o
principio de covariancia geral, que nos diz que uma lei fisica deve ser escrita
da mesma “forma” em qualquer sistema de coordenadas. A implementacao
matematica desse principio implica no uso de tensores para escrevermos as
equagoes. O espaco-tempo na RG é caracterizado por uma geometria es-
pecial, a geometria Riemanniana[8]. Para estudarmos os férmions em um
espago-tempo curvo, teremos que estudar o espaco tangente (TF, tangent
frame) a este, e como o TF se relaciona ao espago-tempo. Para derivarmos
as equagoes de movimento encontraremos a acao classica e a partir dela as
simetrias a serem estudadas.

Antes de falarmos sobre a relatividade geral, iremos estudar a relativi-
dade restrita e os motivos que levaram Einstein a formular a relatividade
geral.

2.1.1 Relatividade Restrita

2.1.1.1 Transformagoes de Lorentz

A fisica, no final do século XIX / comego do século XX, sofria de algumas
inconsisténcias (catastrofe do ultravioleta, existéncia/inexisténcia do “éter”
etc.). O éter luminifero foi proposto devido ao fato de a luz possuir cardter
ondulatério, e, segundo a mecanica Newtoniana. Uma onda com uma veloci-
dade finita necessita de um meio para se locomover, dai propuseram o éter,
pois a luz para vir do Sol para a Terra teria que atravessar o vacuo, fato
inconcebivel na época. Porém, os experimentos discordavam totalmente do
conceito do éter. Entao, havia duas alternativas: ou Newton estava correto e
a teoria de Maxwell estava errada, ou Maxwell estava certo e Newton errado.
Einstein, em 1905, decidiu seguir a teoria de Maxwell. Para isso ele teve que
reestruturar totalmente o espago-tempo newtoniano (que é absoluto e tempo
e espago sao independentes), pois este é incompativel com as equagoes de
Maxwell.

A diferenca entre o espaco-tempo Newtoniano e o Maxwelliano estd na
definicao de distancia. Para Newton, tempo e espaco sao independentes,
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portanto temos duas “distancias™

di* = da® + dy? + dz? (distancia espacial)
dt = dt (distancia temporal). (2.1)

Ja na relatividade restrita temos somente uma distancia (pois espaco e tempo
estao interligados em um continuum):

ds* = Adt* — da® — dy? — d2* (distancia espago-temporal) (2.2)

onde ¢ é a velocidade da luz.

E importante notar que a distancia é um escalar, portanto possui o
mesmo valor nao importa o sistema de coordenadas utilizado, ou seja, deve
ser invariante sobre uma transformacao de coordenadas, e isso impoe o tipo de
transformacao relativo a mecanica Newtoniana (transformagoes de Galileu)
e relativo a relatividade restrita (transformagoes de Lorentz). Se um refe-
rencial inercial se move com velocidade constante em relagdo a outro (com
velocidade na diregao ) e exigimos que a distancia seja invariante (dl’? = dI?
e dt’ = dt para Newton e ds”? = ds® na relatividade) temos:

Transformacoes de Galileu - espaco e tempo Newtoniano

t =t

x’ r — vt

Y y

2 2, (2.3)

Transformagoes de Lorentz - espaco-tempo Relativistico

v t —vz/c?
1= (v/c)?
, T — vt
¥ = Y
1—(v/c)?
yo=y
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As trasformagoes de Lorentz (TL) impoem restrigoes as leis fisicas. Elas
nos dizem que, quando tratamos de particulas livres e de luz, nao hé distincao
entre referenciais inerciais, ou seja, as particulas livres obedecem as mesmas
leis em todo sistema inercial. Esse principio de simetria (simetria de Lorentz)
pode ser escrito da seguinte forma: Todas as leis da fisica sdo invariantes
sob transformacoes de Lorentz. A partir desse principio e do principio de
constancia da velocidade da luz, Einstein assumiu que a mecanica Newtoni-
ana estava errada e, consequentemente, a teoria eletromagnética de Maxwell
estava correta.

2.1.1.2 Tensores de Lorentz

Podemos escrever o elemento de distancia como:
ds® = ny,dzdz” (2.5)

onde 7, ¢ a métrica de Minkowski:

1 0 0 0
e
0O 0 0 -1
Vamos definir o seguinte 4-vetor:
L=, t=a, =y, =2 (2.7)
e o vetor covariante relativo a esse:
Tg=ct, 11 =—T, To=—Y, T3 = —2. (2.8)

As quantidades z* e z, sao chamadas, respectivamente, componentes con-
travariante e covariante do 4-vetor posicao. Entao, em termos de x*, temos:

ds® = dx"dx,,.

A partir de z* as transformacoes de Lorentz podem ser escritas da
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seguinte forma:

o a’—ovx!

AR wr

n o at—ovad

T e

IL‘/2 — :L‘2

? = 2 (2.9)

Nestas equacgoes estamos usando unidades onde ¢ = 1. Podemos expressar
(2.9) da seguinte forma:
't = A" x” (2.10)

onde temos:

VI —o/VT= 0
o VI=@ INVI= 0
0 0 1
0 0 0

At =

v

(2.11)

_ o O O

A TL acima possui essa forma pois a velocidade relativa entre os sistemas
é somente no eixo x. Em geral as transformacoes de Lorentz possuem 6
parametros: 3 componentes para as velocidades relativas e 3 para as rotacoes
dos eixos.

Agora, vamos introduzir a definicao de tensores. Tensores sao entidades
matemdticas que possuem um tipo de transformacao bem definida. Podemos
classificar os tensores como (no caso desta secao, tensores de Lorentz):

e cscalar (tensor de ordem 0): ®'(2') = P(z) (entdo, um escalar sera
sempre invariante)

e vetor contravariante (tensor de ordem 1): V'*(z') = A* V¥ (x)
e vetor covariante: V(z') = AV, (z)

e tensor misto: 7" (z') = A#QAVﬁAU“fTaﬂV(x)

e assim por diante.
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Em particular, a lei de transformacao para o vetor posicao é:

" = A ¥ + ot (2.12)

L=ANSr, = = A (2.13)

Ly

Derivando as duas ltimas equacoes temos:

ox'*
no_
N = S (2.14)
, 0¥
A= (2.15)

Esta forma de representar as TL serao 1teis, pois as transformacoes de coor-
denadas gerais serao do mesmo tipo, porém no espago-tempo curvo.

O operador gradiente é definido como:

o o0 0 0
Ou = <6x0’ ozrl’ Ox?’ 6m3>‘ (2.16)

Usando a regra da cadeia temos, a partir da representagao da TL:

5 0 _ 0

B Qxn Oxm Oxv

(2.17)

2.1.2 Geometria Riemanniana

A partir das TL descritas na secao anterior, Einstein deduziu a mecanica
e a cinematica relativisticas, ou seja, reformulou a mecanica Newtoniana
quase por completo. O problema era a forca gravitacional. A interacao da
gravitacao de Newton se propaga com velocidade infinita; se o Sol desapare-
cesse de repente, nés, na Terra, sentirfamos esse efeito instantaneamente.
Porém, a relatividade nao permitia que isso acontecesse, a interacao deveria
se propagar no maximo a velocidade da luz. Einstein estava ciente disso e
passou alguns anos tentando unir a relatividade restrita com a gravitacao.
O grande passo dado por ele foi pensar o seguinte: uma pessoa em um ele-
vador, parado na Terra, nao consegue diferenciar seu movimento de uma
pessoa em um foguete acelerado para cima (com aceleragao igual a da gravi-
dade terrestre) no espago livre (ou uma pessoa em queda livre na terra nao
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consegue diferenciar seu movimento de uma pessoa solta no espago livre).
Ou seja, é equivalente a Terra atrair o elevador ou o elevador atrair a Terra.
Porém, devido ao formato da Terra, pessoas em lugares diferentes deveriam
estar acelerando em diregoes diferentes, mas mantendo a mesma distancia
entre elas. Entao, Einstein percebeu que essa equivaléncia estaria correta
se o espaco-tempo fosse curvo. Os objetos se moveriam em linha reta no
espaco-tempo curvo, porém suas trajetérias pareceriam curvas devido a essa
curvatura.

Utilizando o principio de equivaléncia descrito acima, Einstein (com a
ajuda de Marcel Grossman) desenvolveu a teoria da Relatividade Geral, a
teoria da gravitagao que respeitava a invariancia da velocidade da luz. Para
isso, eles estudaram a teoria de espagos curvos e a dinamica nesses espagos,
que vamos discutir brevemente agora.

2.1.2.1 Transformagoes de coordenadas gerais e Tensores

Na segao anterior trabalhamos com coordenada cartesianas, pois no es-
paco plano a métrica n*¥ e as TL assumem sua forma mais simples. Porém,
em um espaco curvo nem sempre é conveniente trabalharmos com coorde-
nadas cartesianas. Portanto, iremos trabalhar com coordenadas gerais para
descrever pontos nesse espaco. Essas coordenadas podem ser escolhidas de
acordo com qualquer regra, desde que seja bem definida. Usaremos z# =
(20, 2, 2%, 23) para essas coordenadas. Uma mudanga infinitesimal nas coor-

denadas gerais nos da:

7
dz'" = %d:p” (2.18)
ozt
dat = axwdx' : (2.19)

Que sao exatamente da mesma forma das TL descritas na secao anterior,
porém as derivadas acima nao sdo necessariamente constantes (como para
TL). A lei de transformagcao descrita nas equagoes(2.18-2.19) sao chamadas
transformacoes de coordenadas gerais (TCG).

Assim, chegamos a definicao mais geral de tensores. Eles sao os objetos
matematicos que se transformam de acordo com TCG. Podemos classificar
os tensores como:
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e escalar (tensor de ordem 0): ®'(z') = ®(x) (entdo, um escalar serd
sempre invariante)

e vetor contravariante (tensor de ordem 1): V'#(2') = %ﬁf V¥(x)

e vetor covariante: V(2') = 222V, ()

; . oipy (0 o Ox'F 9z'V Bz paf
e tensor misto: T (2') = 55555 52T ()

e assim por diante.
2.1.2.2 Meétrica

Se nao ha campo gravitacional, escrevemos um elemento infinitesimal de
espago-tempo por:

ds® = n,,dztdz”. (2.20)

Caso haja um campo gravitacional, a equacao acima somente descrevera
esse elemento para uma pequena regiao. Na vizinhanca dessa regiao, o sis-
tema serd acelerado (pelo campo gravitacional) e o elemento infinitesimal de
espago-tempo sera dado por:

ds® = g, (v)dxtdx”, (2.21)

onde g,, € a métrica do espaco Riemanniano e descreve o campo gravita-
cional. Por exemplo, temos que em coordenadas esféricas: ds? = dt? — dr? —
r2d9? — r’sin®0d¢?, o que implica em um tensor métrico da seguinte forma:

1 0 0 0
0O -1 0 0

Guv = 0 0 2 0 (222)
0 0 0 —r2sin%d

O tensor acima é a métrica de Minkowski em coordenadas esféricas, ou
seja, nao é uma métrica de um espaco curvo. Um exemplo de métrica com
curvatura é a métrica de Schwarzschild:

2 2
ds* = (1— —m>dt2 -(1- —m)fldr2 — 12(d0* + sin®(theta)d¢?).  (2.23)

r T



2.1 Relatividade Geral 16

O tensor métrico possui algumas propriedades bastante tteis, como:

e ¢ um tensor simétrico, ou seja: g,, = Gy,
o o A ] A 3 . vo __ g
e possui um tensor inverso, também simétrico: g,, "7 = o i

® g, ¢ usado para subir e descer indices de tensores: g, A" = A
g,uegoéAde = g,ueAfy =A

s

oy € assim por diante.

2.1.2.3 Derivada Covariante

Uma quantidade til em relatividade geral é o simbolo de Christoffel,
definido por:

1 v
Tas = 59” (9ves + 9pu.p — Gapw) (2.24)

onde a virgula representa derivagao em relacao a variavel relativa ao simbolo
que a segue (¢, = 0,¢). Mas o simbolo de Christoffel ndo é um tensor sob
transformacoes gerais de coordenadas. A transformacao correspondente ao
simbolo de Christoffel é:

o Oz Ox” da”™ ,  OJa¥ Ja” O’
B v Gt x'B OT  rte x'B DT Ox

(2.25)

que segue da transformacgao gerais de coordenadas do tensor métrico g,,.
Note que a diferenca entre (2.24) e a lei de transformacao de um tensor é
o segundo termo da direita. O simbolo de Christoffel é a conexao afim do
espaco Riemanniano, se I'? 5 = 0 temos que o espago € plano. Para a descricao
do espago tangente, usaremos outro tipo de conex@o (no caso, a conexao de
spin, wy.).

Uma das razoes para usar objetos como o simbolo de Christoffel é que
eles podem ser utilizados para construir tensores por diferenciacao de outros
tensores. Diferenciando um tensor transformado em relacao a uma coorde-
nada também transformada, obtemos:

QA" da'* dxP DA N .08 02
ozx™ x> Qx! OxP ox' 0xPoxe’

(2.26)

pois a transformacao para o operador diferencial é (usando a regra da cadeia):

0 oz 0

dr't Ot Oz
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Se escrevermos: 9.4+
— + T
oxP

isto é um tensor de ordem 2, caso A" seja um tensor. Apesar de A“ﬁ e

A (2.27)

I3 ndo serem tensores, a combinagdo deles (2.26) é um tensor. O tensor
construido a partir de (2.26) é chamado de derivada covariante e pode ser
indicada (no caso de uma derivagao covariante em relagdo a coordenada x*)
por ponto-e-virgula (;u), por D,, ou pelo simbolo V ,:

AV =V, A" = DAY = A + TV, A% (2.28)

Uma propriedade importante das derivadas covariantes é que, em geral, elas
nao comutam, ou seja, Ag.... 7 Aguip-

2.1.2.4 Coordenadas Geodésicas

Como dito antes, é sempre possivel encontrar coordenadas tal que, em
um dado ponto, a métrica é a do espago plano (ou métrica de Minkowski).
Seja a métrica de um sistema de coordenadas igual a g, (). E conveniente,
como veremos a seguir, introduzir um novo sistema de coordenadas por uma
transformacao linear 2’ * = 0" z¥ onde b, sdo constantes. Os valores dessas
constantes podem ser escolhidos para obtermos ¢** = n*” em um ponto.

Como temos: ) »
02" o

= 3939
Oz OxP
a métrica no novo sistema de coordenadas sera igual a n*” em um ponto se

m7

(2.29)

n = b b g7 (2.30)

Este é um sistema de 10 equacoes para 16 constantes desconhecidas b,
ou seja, sempre existe uma solugao. A nova métrica s6 € igual a n** no ponto
em questdao, uma transformacao geral vem de (2.28). Se ¢g"” é constante
em todo o espaco, entao ele pode sempre ser transformado em n*” em qual-
quer ponto. Mas sempre podemos fazer uma transformacao de coordenadas,
qualquer que seja a forma de g, tal que ¢’*” = n* em um ponto do espago.

As coordenadas z'* que, em um dado ponto P, fazem com que o simbolo
de Christoffel e as primeiras derivadas da métrica sejam iguais a zero (ou seja,
que a métrica seja localmente plana) sao chamadas coordenadas geodésicas.
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O nome ¢ devido ao fato que as equagoes de movimento de uma particula
colocada no ponto P permanece em repouso ou com velocidade constante
vistos a partir das coordenadas geodésicas. Isso significa que o sistema de
coordenadas estd instantaneamente em queda livre com a mesma aceleracao
da particula. E importante notar que as coordenadas sao geodésicas somente
por um instante, pois as derivadas da métrica sao iguais a zero somente em
um ponto P do espago-tempo.

2.1.2.5 Transporte Paralelo

Podemos entender melhor o significado da derivada covariante se intro-
duzirmos o conceito de transporte paralelo de um vetor. O transporte pa-
ralelo é definido como sendo o transporte de um vetor sobre uma geodésica,
paralelamente a ele mesmo, por uma pequena distancia. Podemos escrever o
transporte paralelo como sendo:

0a” = —Faﬁya”&rﬁ

onde estamos trasnportando o vetor a” por uma distancia dz”. Se da® # 0,
temos que o espacgo é curvo, pois durante o transporte do vetor, houve uma
alteracao do mesmo.

Entao, qual a conexao do transporte paralelo com as derivadas covari-
antes? Se tentarmos definir da maneira usual uma derivada de um tensor
teremos:

. A%(x + dx) — A%(x)

o dz? '
Porém, o numerador nao é um tensor. A diferenca de dois tensores calculada
no mesmo ponto é um tensor, mas a diferenca calculada em pontos dife-
rentes nao. Para termos um tensor no numerador, é necessario transportar
paralelamente antes de fazermos a subtracao:

. A%z 4 dx) — A%(z) - 0AY A%z +dx) — A%(x) . 0"
C};To daP B dxf A dzf’
(2.31)

A expressao acima é a definicao de derivada covariante. Entao, a derivada
covariante (transporte paralelo) nos indica se o espago é curvo ou nao. Se
nao ha mudanca no tensor transportado paralelamente e, consequentemente,
a derivada covariante é a derivada convencional, o espaco é plano. Senao
temos que o espaco é curvo.
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2.1.2.6 Tensor de Curvatura de Riemann

Como dissemos antes, as derivadas covariantes nao comutam, ou seja
A # Apwu. Vamos expandir a derivada segunda covariante Ag,,.,, usando
a defini¢ao de V :

Aﬂ;u;v = Aﬁ;u,v - J,BVAU;;L - FUWAﬂ;U (2-32)

e como Ag é um vetor, temos:

Aﬁ;u;v = [Aﬂ,,u,l/_ aﬁVAa,V_ UﬁVAOHN_FU,uV<A,3,U_ aﬁaAOé>] ¥ AO&+FU VraauAOé'

T Buy

(2.33)

A expressao para Ag.,., ¢ a mesma trocando p po v. A diferenca fica
entao:
Aﬁ?ﬂ?’/ - Aﬁﬂ’;# = (_ a,@u,l/ + 1" )Aa + ( Uﬁl/raoy - UB,uFaUV)Aa' (234)

By,

Podemos reescrever essa equa(;éo COIMo:

Agsw — A = RaﬂﬂvAa (2.35)
onde
Raﬁ,u,l/ - — aﬂM,V _|_ Faﬁu,u ‘I‘ FU VFa0u - OﬂMFaUV' (236)

O lado esquerdo de (2.35) é um tensor de 4* ordem. Ele é chamado
tensor de curvatura de Riemann (TR). Podemos descer o indice aw do TR para
obtermos um tensor puramente covariente, R,g,,. O TR ¢ o tnico tensor
que pode ser construido com combinagoes lineares das segundas derivadas da

métrica. Por contracao do primeiro e do tltimo indice de R“

5, Obtemos:

Rpu = R, (2.37)

que é chamado tensor de Ricci, que é simétrico (Rg, = R,3). Fazendo mais
uma contragao obtemos um escalar:

R= R’ (2.38)

que é chamado escalar de curvatura.
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O tensor de Riemann satisfaz algumas identidades algébricas (que reduz
o numero de componentes independentes do TR de 256 para 20), e também
algumas identidades diferenciais:

R + R + R%,, =0 (2.39)

(6% (6%
Buv;o Byo;u

1
(R, = 50, R), 4= 0 (2.40)

que sao chamadas identidades de Biancha.

(6%
Buv

que ter, obrigatoriamente, R% , = 0 (e consequentemente 'y = 0), de-

Qual a relacao entre R e a curvatura? Em um espaco plano temos
vido ao fato de um vetor transportado paralelamente nao poder depender do
caminho seguido. Ou seja, qualquer dependéncia de caminho em um trans-
porte de vetores é uma indicacao de curvatura. Utilizando uma analogia com
o eletromagnetismo, temos que g,, faz um papel tipo o do vetor potencial
A
o

eletrodinamica.

(&7

ﬂw) faz um papel analogo ao de E e B na

e o tensor de curvatura (

Em suma: Fxiste um campo gravitacional presente se, e somente se,
R%,,, possui componentes diferentes de zero.

Observagao: Podemos ter I',, # 0 e R}, 5 = 0, como por exemplo no

caso de escrevermos a métrica de Minkowski em coordenadas esféricas.

2.1.3 Espaco Tangente

Neste trabalho iremos estudar campos fermionicos em um espago curvo.
Os espinores, no entanto, nao se transformam de acordo com transformacoes
de coordenadas gerais (grupo de difeomorfismo), como é necessario em RG.
Os espinores obedecem ao grupo de Lorentz, nao ao grupo de difeomorfismo.
Para resolvermos essa dificuldade, utilizamos o formalismo das tetradas (ou
vierbeinpara 4-D e wvielbein em 2-D), que, através do principio de equivalén-
cia, relaciona o espago tangente (TF) a um ponto do espago-tempo [9]. Os
vielbeins, sao os vetores base do espago tangente, consequentemente eles mu-
dam de ponto a ponto. Essa mudanca é feita através de uma conexao afim,
no caso a conexao de spin. Podemos fazer analogia de um plano tangente a
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uma esfera através da figura ! (2.1).

Figura 2.1: Visualizagao do plano tangente a um ponto de uma esfera.

2.1.8.1 Vielbein

Devido ao principio de equivaléncia nés podemos sempre achar um con-
junto de coordenadas &, (onde @ = 1,...,m = dimM e M ¢é o ntmero de
dimensoes do espago-tempo) que é localmente inercial em z. Entao a métrica
(2.28) é dada por:

g,uu(x) = nabea;L(x)ebu(I) (241)
onde

e, (z) = 0,8, (7). (2.42)

I'No plano, em vermelho, é onde iremos trabalhar com os férmions. Fica facil visualizar
que a cada ponto da esfera existe um plano tangente diferente.
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Em um outro ponto diferente de xy temos que escolher outro conjunto de
coordenadas, a menos que g, = 7. A quantidade e, é chamada vielbein
(no caso 2-D). Iremos usar indices gregos para o sistema de coordenadas
original, e indices latinos para o novo sistema de coordenadas (localmente
inercial).

Definimos a inversa do vielbein por:
E M (x) = napg" ()€’ (2). (2.43)
O vielbein e sua inversa satisfazem as seguintes equagoes:
° eauEbM — 5ab
o [ Het =M
® b = Gur () E, (2) B, ()

Definimos também o determinante do vielbein:

e = |dete®,| = \/|detg..| = v/gl- (2.44)

Podemos também relacionar qualquer campo tensorial do sistema de co-
ordenadas com o espaco tangente através dos vielbeins:

o V& =e (2)VH(z)
o Vi =Vu(2)E,

e ¢ asslm sucessivamente.

Ou seja, usamos os vielbeins e suas inversas para relacionar um tensor de um
sistema de coordenadas com um referencial tangente e vice-versa.

2.1.3.2 Conexao de spin e Curvatura

Podemos também, assim como fizemos com o simbolo de Christoffel (que
é a conexao para o espa¢o Riemanniano), definir a conexao afim referente ao
espaco tangente. Chamada de conexdao de spin:

W = wh,dat. (2.45)
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A derivada covariante para o espacgo-tangente é definida de forma andloga
ao que foi feito para o espaco de coordenadas, ou seja:

V.V =09,V +uw, VP (2.46)

A curvatura é também dada pelo fato de as derivadas covariantes nao
comutarem e podemos muda-la para o sistema de coordenadas com a ajuda
dos vielbeins:

an‘R“deebﬁecuedU = R%,,. (2.47)

Ou seja, através da conexao de spin podemos relacionar cada espaco tan-
gente (existe um para cada ponto do espaco de coordenadas) ao espago de
coordenadas.

2.1.4 Principio da Agao

Para derivarmos as equacoes de movimento de um sistema fisico nés
utilizamos o principio de minima acao, que significa que a acao se mantém
estacionaria com relagao a pequenas variagoes do campo. Vamos primeira-

mente fazer uma abordagem sem incluir espinores, depois iremos encontrar
a acao a ser abordada neste trabalho.

2.1.4.1 Acao de Einstein-Hilbert

A teoria da relatividade geral descreve a dinamica da geometria, dai o
termo geometrodinamica dado por Wheeler. A agao correspondente é dada

1
Spn = ﬁ/dmx\/ lg|R (2.48)

onde fazemos ¢ =1 e Kk = 87, G é a constante gravitacional, R é o escalar

por:

de curvatura e o fator 1/2x é escolhido para reproduzir a teoria no limite
Newtoniano (ou seja, limite de campo gravitacional fraco).

Variando a métrica arbitrariamente, com a variacao se anulando nos
contornos de integragao, ou seja

G (x) = g (x) + 09,0 () , 09 (x) — 0 quando |x| — contorno, (2.49)

aplicamos o principio de minima agao (utilizando as férmulas de variagoes
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dos campos contidas no apéndice A), Sgy = 0, para obtermos as equagoes
de movimento. Elas sao:

1 1
0SEy = — /dmx l9|(z9""R — R")6g,, =0 (2.50)
2K 2
e, assim, temos a equagao de Einstein (sem matéria):

1
R* — S g" R =0, (2.51)

O tensor G = R* — % g"” é usualmente chamado tensor de Finstein.
2.1.4.2 Tensor Energia-Momento

Agora, iremos incluir matéria considerando a agao:

Sy = /dm\/ELM, (2.52)

onde L,; é a densidade de Lagrangeana de matéria.

A mudanga na densidade de matéria sob uma variagao dg,, define o
tensor energia-momento TH do sistema:

1 S(VTglLy) 1
3Sum = §/dmfc 917" 6,0 ; % = 5V 19l (2.53)
n%

As seguintes propriedades valem:

o TH =T que segue da simetria de g,

o V,T" =0, o tensor energia-momento é conservado covariantemente,
o que segue das identidades de Bianchi (2.39) e da relacao entre 7" e
GH.

Agora, consideremos uma agao composta de um campo gravitacional e
um campo de matéria. Deste modo:

S =Spg+ Sy (2.54)
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de modo que o principio de minima agao fica:

1 1
55 =3 / TGl R~ R 4 KT)ig, (2.55)

Fazendo 65 = 0 temos a equagao de Einstein com matéria:

1
R — Sg" R=KT". (2.56)

O que (2.55) nos diz? Que a matéria/energia diz como a geometria
do espago-tempo deve se alterar, e o espago-tempo por sua vez diz como a
matéria/energia deve se mover nele. Nesta equagido esta visivel a caracteris-
tica altamente nao-linear das equagoes da relatividade geral (caracteristica
que esta explicita no fato de Rj,,, ser nao-linear em G-

2.1.4.83 Acao Fermionica

Quando trabalhamos com férmions temos que expressar a acao em termos
dos vielbeins. A variagao dos vielbeins se da por:

e’ (z) — e, (z) + de’,(z) , de’,(z) — 0 quando |x| — contorno, (2.57)

e o tensor energia-momento do sistema fermionico é definido por:

0Sm
5SM = /dm$€T/fl5€aM ; W = eTlfl. (258)

nw
O tensor T* representa um tensor contravariante coordenado e um vetor
covariante de Lorentz (devido aos indices latinos e gregos, respectivamente).

Ele é relacionado a T* por:

1
T = (T B™ + T',E™). (2.59)

A agao deve respeitar dois principios:

e Ela deve ser covariante, ou seja, todos os campos devem ser tratados
como escalares, exceto pela tetrada;

e A acao deve ser invariante sob Transformacgoes de Lorentz.
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Para construir uma acao invariante de Lorentz, precisamos de uma derivada
covariante de um espinor que também seja. Podemos conseguir isto através
das tetradas:

Doy = E D, . (2.60)

Onde D, = 0, + w, e w, é a conexao de spin (D, é a derivada covariante no
espacgo tangente).

No formalismo espinorial a métrica é constante, 7,,, € também as ma-
trizes de Dirac v*. Quando referimos o espaco tangente ao sistema coorde-
nado, obtemos matrizes de Dirac dependentes em x:

() = ES (x)y". (2.61)

A agdo fermionica (para férmions ndo-massivos com uma dada quirali-
dade Py = (1 £15)) ¢, finalmente, dada por:

1 —
Sy = /dm:c e Ly, = /dmx§ ey i (YD, — Efy“)Piz/;. (2.62)

2.1.4.4 Invariancias

N6s queremos estudar as simetrias cldssicas da agao fermidnica (2.61).
Através das transformagdes infinitesimais (ou variagoes) dadas no Apéndice
A, encontramos as seguintes invariacias (com rela¢ao a cada varia¢do men-
cionada):

1. 6£S, =0 & T =T ou seja, o tensor energia-momento € simétrico
(invariancia de Lorentz);

2. 0¢Sy =0edkS, =0=V,T" =0, ou seja, o tensor energia-momento
¢ conservado covariantemente (invariancia de Einstein);

3. 6},’VS¢ =0« T =0, ou seja, o tensor energia-momento possui trago
nulo (invariancia de Weyl).

As relacoes acima sao devidas a transformacoes infinitesimais de rotacoes,
transformacoes infinitesimais de coordenadas e tranformacoes infinitesimais
de escala respectivamente (ver Apéndice A).
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Sumdrio

Agora de posse da agao e das invariancias a serem estudadas, podemos
discutir um pouco sobre como essas ferramentas irao nos ajudar neste tra-
balho. Antes um breve resumo: primeiro, estudamos as transformacoes de
Lorentz e a relatividade restrita; depois revisamos brevemente o formalismo
utilizado na RG, inclusive como a curvatura do espago-tempo entra nesta teo-
ria. Terminado o estudo da geometria Riemanniana, estudamos o formalismo
das tetradas (que seguem as TL), e as agoes relativas ao espago tangente.
Ou seja, iremos estudar férmions acoplados a um campo gravitacional (es-
pinores em um espaco curvo). Porém, os férmions nao “sabem” como se
transformar em um espago curvo (ou seja, segue as TL), e sua dinamica é
dada pela acao fermionica relativa ao problema.

O acoplamento entre os férmions e o campo gravitacional se dard através
do wvielbein e, consequentemente, da conexao de spin.

As leis de conservacao citadas acima sao demonstradas pela variacao
da agdo, mas essas leis sao cldssicas (apesar de conter o espinor) e, neste
limite (cldssico) sempre valem. Nosso objetivo é estuda-las quando usamos
um campo fermionico quantizado, e um pouco do formalismo utilizado para
estudar os férmions quantizados sera descrito na préoxima secao.

2.2 Teoria Quantica de Campos

“Let me bring you love from the field:
poppies red and roses filled with summer rain.”

Jethro Tull

A eletrodinamica quantica (QED) é, hoje, a teoria fisica que melhor
descreve dados experimentais. A finalidade das teorias quanticas de campos
é descrever como se dd a intera¢do da matéria com o campo atuante (forca
eletromagnética, forca forte e forga fraca) e, em consequéncia, com outras
particulas.

A primeira teoria (ndo-quantica) de campos foi o eletromagnetismo de
Maxwell, onde, pela primeira vez, a fisica teve que recorrer a um campo
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com propriedades fisicas (momento, energia, etc.). Logo depois Einstein,
percebendo que a teoria da gravitagao Newtoniana era incompativel com a
sua relatividade especial, propos o que, hoje, é a melhor teoria da gravitacao
- a relatividade geral. Em 1900, Plank “quantizou”o campo eletromagnético
em uma cavidade para solucionar o problema da catédstrofe do ultra-violeta,
e alguns anos depois Einstein utilizou a idéia de Planck de quantizacao do
campo eletromagnético para explicar o efeito fotoelétrico. Mais tarde, em
1926 Dirac publicou sua famosa equagao, e com isso, surgiu o nascimento
da TQC, pois, seus “‘campos”’espinoriais nao respondiam aos mesmo princi-
pios da mecanica quantica tradicional (conservac¢ao do nimero de particulas,
solugbes com energia “negativa’para férmions livres, etc.). A partir dai o
desenvolvimento foi crescente, culminando na eletrodinamica quantica, que
descreve a interacao da matéria com os fétons. Nessa breve introducao que
iremos fazer neste capitulo, falaremos do formalismo de integrais de caminho

da TQC [10).

2.2.1 Integrais de Caminho

2.2.1.1 Propagadores

Na formulagao usual de mecanica quantica, trabalhamos com as quanti-
dades z e p como operadores que obedecem a relagoes de comutagao (Heisen-
berg). Na abordagem de integrais de caminho, utilizamos a no¢ao de propa-
gadores K (qsty; qit;). Para entendermos a nocao de propagadores, vamos
utilizar o exemplo de processos de espalhamento. Imaginemos um pacote de
ondas que ¢ representado por ¥(g;,t;) em um instante inicial. O que acon-
tece a este pacote quando ele se aproxima do centro de espalhamento? Como
serd este pacote num momento posterior? Para responder a essas pergun-
tas, utilizamos o principio de Huygens. Se uma funcdo de onda v (z;,t;) é
conhecida em um tempo ¢;, entao sua forma em um tempo posterior ¢y pode
ser deduzida olhando para cada ponto espacial £ em um dado tempo t como
uma fonte de ondas esféricas criada em z. Entao, o principio de Huygens,
em termos matematicos, pode ser expresso por:

lap ty) = / Ags K (gL i 1) (s ). (2.63)

A quantidade K (qsts;qiti) é a fungao de Green ou propagador do pacote
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de onda citado. Essa equagao descreve o efeito da onda v (z;,t;), que estava
num ponto x; em um tempo t; (onde t; < ts), na onda ¥ (xs, %), que estd no
ponto xy num tempo posterior t;. Dividindo o intervalo de tempo em dois
encontramos:

V(qy,ty) ://K<thf§qt)K(qt§Qiti)w(Qiati)indQ- (2.64)
E segue que
K(qsty;qiti) = / K(qrty; qt) K (qt; giti)dg, (2.65)

entdo a transigao de (¢;,t;) para (g, ty) pode ser visto como uma transigao de
(gi, t;) por todos os pontos intermedidrios seguidos por uma transicao de (g, t)
para (¢g,ts). Pode-se mostrar que o propagador é a quantidade (gstf|git;)
(mais comum em mecanica quantica). Seja

¥(g,t) = (qltr)s

onde o estado [1;)g é relacionado ao estado na abordagem de Heisenber por:

—iHt

[V)s =e " |Y)g.
Definindo o estado:
—iHt
gt) = e " |q) (2.66)
Nos teremos, entao:
Y(g,t) = (qt|Y) m. (2.67)

A completeza de estados nos diz que:

(grtslv) = /<thf|%'ti><q1'tz'|¢>d%
que, utilizando (2.66), nos da:

U(gyp,ty) = /<thf’q1'ti>¢(%,ti)d%;-

Comparando esta tltima equacao com (2.62) vemos que:

(grtslaits) = K(qrts; aiti)- (2.68)
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Concluimos que o propagador K resume a mecanica quantica do sistema,
pois ele nos d& a amplitude de probabilidade de uma transicao entre estados
(justamente o objetivo principal da teoria).

2.2.1.2  Propagadores e integrais de caminho

Vamos agora expressar o propagador como uma integral de caminho.
Para isso, separemos o intervalo de tempo entre t; e t; entre (n + 1) pedagos
iguais 7. A equacao (2.64) se torna:

(qrtslaits) :/---/dqldcm---dqn<qftf!qntn>(qntn!qn_ltn_ﬁ.--(qltllqim.
(2.69)

Calculando o propagador sobre um segmento na integral de caminho, a
partir de (2.65):

—iHT

(@iratizalgits) = (gjyale® |qj>

= (a1 = 2 HT + O()|0;)
= 8051 — 47) — el Hlap)

1 in(aiei—a) T
= %/dpehp(qﬁl qj)—ﬁ<Qj+1|H|Qj>-
(2.70)

No caso especial onde
2
p
H=—+V
2m +Via)

a ultima parte da equacdo (2.69) fica:

yy
qj> = / dp’dp<qj+1|p’><p’

ol 2 »
*1om 2m

i qJ+1

p><p\Qj>,
e usando o fato que (gj11]p) = (27h)"ze 1 temos

p2
B S Y

onde é importante notar que na parte esquerda p? é um operador e na parte

direita é um numero.
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De modo analogo temos,

(@GlV(Dlg) =V <%1T+qj) (gj1la;)

V<%H—2q”>5(qj+1 —q))
/ hP qj+1— q])v( ) (2'72)

Combinando as duas ultimas equagbes na equagao (2.69) temos:

1 L (i —ai ) H (s T
(gi1tjlgit;) = ﬁ/dpjeh[l?](%-&-l a;)—7TH(p;:q5)] (2.73)

Este é o propagador para um seguimento de um possivel caminho. O propa-
gador completo é obtido substituindo este resultado na equagao (2.64), ou
seja:

(qrtrlait;) = hm /qu]H—ea:p[

n

pi(qj+1 — q;) — TH(pj, QJ)]]

(2.74)
com ¢p = @i € ¢py1 = (. Normalmente escreve-se o resultado acima da

Jj=

seguinte forma:

(grtslaits) z/qupexp{%[/ttf dt[pq — H(p, Q)]} } (2.75)

i

pois no limite continuo, ¢ se torna uma funcao de t e a integral se torna uma
integral funcional (uma integral sobre todas as fungoes). A equagao (2.74) é
a integral de caminho para a amplitude. E importante notar novamente que
q e p sao fungoes dentro da integral, nao operadores.

Uma outra forma de expressar a equagao (2.74), quando o Hamiltoneano
é da forma H = % +V(q), é

(itslat) =N [ D xp{ﬁ | q)dt} (2.76)
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(basta fazermos a integral em p, que é uma integral gaussiana e levarmos
em conta o limite continuo). Onde N ¢é uma constante de normalizacao.
Na equagdo (2.75) o integrando da exponencial ¢ a agdo cldssica S = [ Ldt.
Portanto, o propagador é a integral sobre todas as trajetorias da agao cldssica
correspondente ao movimento da particula.

2.2.1.3 Representacao Momento e Regras de Feynman

Podemos também fazer uma transformada de Fourier do propagador (em
suas dependéncias em ¢ e t) para obtermos uma representacao de momento
e energia de K. Fazendo isso obtemos:

th

ko(p1Ev; poEo) = (2771)45(290 —p1)d(Eo — Ey) 2
Ey — 3k +ie

(2.77)

onde € é muito pequeno e positivo e é usado para garantir a convergéncia da
transformacao da funcao 6 (fungao degrau).

Num processo tipico em TQC, particulas sao criadas e destruidas cons-
tantemente e nés queremos estudar as amplitudes de transicao da acao do
campo no vacuo, basicamente. Por exemplo, a amplitude para propagacao
de uma particula de y para x é (0|¢(x)@(y)|0), onde ¢ é o operador do campo
em questao (ou seja, (0|¢(x)d(y)|0) = (zt,|yt,) na notacao anterior). Devido
a causalidade (termos contendo a fungao degrau nos propagadores), devemos
tomar cuidado com a ordem com que aplicamos o operador do campo no
vacuo (se fizermos (0|¢(z)¢p(y)|0) teremos que usar a fungao de Green “re-
tardada”; se fizermos (0|¢(y)p(x)|0) teremos que usar a fungdo de Green
“adiantada”). Para escrevermos a causalidade de um modo simples definimos
o operador de ordenamento temporal - T':

(OIT ¢(x)(y)[0) = O(t, —1,)(0[d(x)d(y)[0) +0(t, —12) (06 (y)#()[0). (2.78)

Esta definicao de T é muito importante pois podemos representar a funcao
correlacao de n pontos ou funcao de Green de n pontos por:

(O[T ¢(x1)¢(x2) - .. p(0)]0), (2.79)

e essa amplitude (a fun¢do de n pontos) pode ser escrita por uma soma de
produtos de diagramas de Feynman (devido ao teorema de Wick). Até este
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ponto nao hé aproximagao. Quando colocamos uma interagao na teoria é
que utilizamos métodos perturbativos.

Por exemplo, vamos considerar o caso de 4 campos escalares. A ampli-

tude (0|T'¢(x1)d(x2)p(23)p(24)|0) &

(O[T d(1)¢(x2)d(23)p(24)|0) = {0l¢(21)p(22)|0)(Od(23)p(4)0) +
+(0[@(21)(23)[0) (0] ¢ (22)p(4)|0
)¢(x5)]

(z3) +
(4)|0)(0[¢(22)p(23)]0

Ty >
).
(2.80)

) )
+(0lp(21)¢ 3)

Esta expressao pode ser entendida como a seguinte soma de diagramas:

2 2

111 X
3——>—4| |3 4 3

Figura 2.2: Representagao diagramdtica da equagao (2.79).

4

A figura (2.2) pode ser entendida da seguinte forma: para cada uma,
particulas sao criadas em dois pontos do espago-tempo, se propagam até
outro ponto, entao se aniquilam. Neste caso usamos apenas campos livres;
quando temos interacao obtemos termos mais complexos e mais interessantes
fisicamente.

Por exemplo, analisemos a funcao de 2-pontos da teoria A\¢* até primeira
ordem em \. A Lagrangeana dessa teoria é:

_1 2_1 22_&4

que corresponde a equacao de Klein-Gordon com interacao. Neste caso, te-
remos:

OTo(ol)(-i) [ dr [ d=500) =

_ 3<—4_ﬁ) (016(x)6(1)]0) / '2(016(2)9(2)10) (0]6(=)6(2)[0) +
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+1z<‘4—?) [ =0lo@e10) Qo0 0600 (281

devido ao teorema de Wick, que reduz o niimero de possiveis jeitos de arranjar
os termos ¢. Podemos representar cada termo da equagao acima por um
diagrama de Feynman, cada propagador sera uma linha cheia, e cada ponto
(z,y e z) um vértice. Porém, notemos que hé uma distin¢ad entre os pontos
x,y e z. O vértice correspondente ao ponto z é chamado de vértice interno.
Cada vértice interno estd associado com um fator (—iA) [ d*z (nesta teoria).
Entao, a equagao (2.80) é representada pelos seguintes diagramas:

Figura 2.3: Representagao diagramaética da equagao (2.80).

Podemos resumir numa série de regras, chamadas regras de Feynman
que, para a teoria \¢* é:

1. para cada linha cheia escrevemos um propagador;
2. para cada vértice escrevemos um termo (—i\) [ d*z;
3. para cada ponto externo escrevemos um fator 1.

Estas regras estao escritas para a representacao de coordenadas. E mais
comum (e mais 1til) escrevé-las na representagdo momento:

1. para cada linha cheia escrevemos um propagador na representacao mo-
i )
mento (pQ_mQHE),

2. para cada vértice escrevemos um termo —i\;

3. para cada ponto externo escrevemos um fator e="7%;

4. impomos conservagao de momento em cada vértice;
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. . . d4
5. integramos sobre os momentos indeterminados: [ ﬁ.

O primeiro item representa a propagagao da particula criada/destruida nos
pontos externos. O item nimero 2 representa o termo de interacao.

A generalizacao para uma fungdo de n pontos é simples:

(0T P(x1)p(x2) ... p(x,)|0) = (soma de todos os diagramas).

Em geral, as regras de Feynman sao obtidas variando a integral de Acao
da teoria com relagao aos campos no espago de momentos, para se obter os
termos dos vértices e os propagadores.

2.2.2 Meétodo de Regularizagao Implicita

A idéia do método é tratar as integrais divergentes supondo que exista
um regularizador que nos permite fazer manipulacoes ao nivel do integrando
[5]-[7]. As integrais divergentes sdo deixadas como integrais e, em especial,
o que difere este método de outros é que ao impormos uma regularizagao
ab initio, por exemplo na regularizacao dimensional ou Pauli-Villars, arbi-
trariedades geradas no calculo, como diferenca entre integrais divergentes,
terao automaticamente um valor. No presente esquema deixamos para o fi-
nal do célculo a eliminacao ou interpretacao dessas quantidades, lancando
mao de aspectos fisicos do problema, isto é, renormalizibilidade, simetrias ou
anomalias conhecidas.

As integrais sobre [oops internos (como da figura (2.3)) nos dao resultados
divergentes. Mas, quando trabalhamos com teorias com interagao, fazemos
uso de uma série perturbativa, entao temos que ter certeza que a série faca
algum sentido fisico. Na TQC, as quantidades de interesse fisico (massa,
carga, constantes de acoplamento, etc.), em cada ordem de expansao, podem
ser renormalizadas. Neste trabalho, porém, a teoria é nao-renormalizavel.
Mas a amplitude a 1-loop pode ser trabalhada.

Por exemplo a seguinte integral, que aparece normalmente em calculos

de TQC:
d*k 1

¢é quadraticamente divergente (possui no numerador k’s em poténcia 4, e no
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denominador em poténcia 2) no ultra-violeta, além de poder ser divergente
no infra-vermelho (quando k£ — 0).

A regularizacao é um método para isolar as divergéncias nas integrais de
Feynman. Existem muitas técnicas de regularizacao (cut-off, Pauli-Villars,
Regularizagdo Dimensional, t’'Hooft, etc.), cada qual com sua qualidade ou
defeito. Neste trabalho vamos utilizar o método de Regularizacao Implicita
(RI). A principal caracteristica desse método é que ele separa totalmente as
integrais divergentes dos termos finitos, além de nao alterar a dimensao do
espaco-tempo durante os calculos. As integrais divergentes sao deixadas na
forma de integrais e diferencas entre integrais divergentes de mesma ordem
sao parametrizadas através de relagoes de consisténcia, que serao tabeladas
no apéndice C.

Basicamente a RI consiste em manipular algebricamente a amplitude,
através da seguinte identidade:

i Y2+ 2k k)Y (=D)L + 2k, - k)N

+ 2 —m?2)i -m + Ki)c—m

k k p= 2 j+1 kZ 2\N+1 k k 2 21’
(2.83)

onde ¢ varia de 1 até o nimero de momentos externos do diagrama e N ¢ tal
que o tltimo termo de (2.82) seja finito sobre integracao em k (integragao
incluindo todos os outros termos da amplitude).

Como exemplo, vamos calcular explicitamente a seguinte integral (que
aparece nos calculos do nosso trabalho):

&k ok
L= | G e (2:84)

que é superficialmente logaritmamente divergente. Teremos, utilizando a
identidade (2.82):

B Pk Rk, 1 B (p? +2p - k)
e = / (2m)2 (k2 — m?) [(k?—ma (k2 = m?)[(k + p)* — m?]

_ / Pk ik, / &2k ki, -
(27)? (k2 — m?)? (2m)? (k2 —m?)*[(k + p)* — m’]

e Kok k,
2 [ oy G (2:59)
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As duas ultimas integrais de (2.84) sao finitas e podemos calculd-las uti-
lizando técnicas apropriadas. No caso, utilizamos a parametrizacao de Feyn-
man, que serd explicada a seguir. A primeira integral é divergente, e serd
identificada em uma relacao de consisténcia. As integrais divergentes ficam
rotuladas (esta no caso seria ©,,) e, apds terminado o célculo das integrais
finitas, analisamos a atuacgao das relagoes de consisténcia - RC - (e conse-
quentemente dos infinitos) na teoria. As RC sao definidas no Apéndice B.

Outra relagao importante entre integrais logaritmamente divergentes para
a RI é a relagao entre [j,,(1?) e Ijoy(A?), onde A é a escala do grupo de re-
normalizacao. Pode-se facilmente deduzir a seguinte identidade:

2

A
Tiog (1) = Tiog(\?) = b zn(ﬁ) (2.86)
onde b = ﬁ para 2 dimensoes. As integrais quadraticamente divergentes
podem sempre ser tomada iguais a zero em teorias nao massivas [7].

A parametrizacao de Feynman é um “truque’muito utilizado para re-
solver as integrais finitas acima. Ela consiste da seguinte identidade:

1 1 dx
ab /0 [ax + b(1 — 2)]2

Derivando com relacao a b dos dois lados n vezes obtemos:

o bode(l —2)nt
b /0 laz + b(1— 2 (287)

No caso das integrais finitas da equagao (2.84) temos:
a = [(k +p)2 - m2]7

b= (k*—m?)

e n = 2. Com isso, podemos obter integrais somente em k que possuem a
seguinte solucao:
/ d?k kpuku, -k, i I'la—5-1)
(

27T)2 <k2 +H2)a - EF(O() HQ)Oéflfp/QTNINZ-.Mp) (288)




2.2 Teoria Quantica de Campos 38

onde:
Tinpzeop = (2)717/29{#1#29#3#4 < Gup_app} (2.89)

Nesta expressao (., u,Jusps - - - Gup_1pu,} € @ soma de todas as permutagoes
possiveis dos indices envolvidos e, para o caso que estudamos, p € sempre par.
Se p pudesse assumir valores impares, a férmula seria um pouco diferente. E
também temos que: T'(a) = (o — 1)!.

2.2.2.1 Regularizagao implicita e o modelo de Schwinger quiral

Como exemplo de como a RI trata as anomalias, vamos discutir o caso
da anomalia quiral no modelo de Schwinger. Este é um modelo que descreve
a eletrodinamica quantica de férmions sem massa em duas dimensoes. No
modelo de Schwinger (aqui estamos tratando este modelo brevemente, na
referéncia [5] ele é tratado com mais detalhes) o féton (sem massa) adquire
massa (igual a e?/m, e é a constante de acoplamento) em calculos a 1-loop.
No caso sem quiralidade, o tensor de polarizagao do vacuo é:

Lrg"  p'p”
T (p) = TI% 4 — (— - ) 2.
s () =+~ = (2.90)
onde Pk (—k2g 4 2
] _ g v + 14
e =9 2.91
v o ey 220

e 2 é um cut-off infravermelho.

Agora, consideremos a seguinte diferenca de integrais (que é uma das RC
citadas anteriormente):

A0 = /A Lk g Q/A Tk luky (2.92)
p = (27)2 k2 — m? (27)2 (k2 — m2)? '

Particularmente, se fizermos Agy igual a 0 na expressao de II4”, nés obtemos
o valor correto para o tensor de polarizacao do véacuo, além de restaurar
a invariancia de calibre da teoria (se assim desejarmos). Assim, a RC faz
o papel de uma parte indeterminada da agao, e o valor particular A?w =
0 explica a massa que o féton adquire. Esse tipo de abordagem, em que
o método de regularizagao nao deve impor restricoes prévias a teoria, foi
proposto por Jackiw [11] e implementado na abordagem da RI.

Vamos fazer uma andlise do modelo de Schwinger quiral. O tensor de
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polarizacao relativo a ele fica :
Y =118 + gap(e° T’ + e"°T1Y) + e g o5, (2.93)

onde IT%” é o mesmo encontrado na discussao anterior. Nesse modelo ocorre
uma anomalia: ele nao pode ser invariante de calibre. Essa anomalia vem da
nao conservacao da corrente quiral:

1
Pl = ——p" (2.94)

onde II* = &"%(II.)s. BEscrevendo para a RC (devido a invaridncia de
Lorentz) Agy = %gwj , teremos para a parte infinita do tensor de polari-

A+1
I = (—;; )g‘“’ (2.95)

onde o valor A = 0 assegura invariancia de calibre no modelo de Schwinger.

7acao:

Podemos escrever a lei de conservagao (2.93) como:

A+2
JIEY = — i 2.96
buily o p ( )

Se quisermos preservar essa lei de conservacao, que diz respeito a identidade
de Ward em sua parte axial, temos que fazer A = —2. Mas isso transfere a
anomalia para a parte vetorial, e obtemos

pully’ - _;ﬁ/ (2.97)
A=-2

Temos também que a imposi¢ao de invariancia de calibre para o modelo
de Schwinger quiral nao fixa o valor de A, pois a lei de conservacao nao zera
para nenhum valor de \:

P = L0 1 — ). (2.98)

™

Ou seja, neste caso, se satisfizermos a identidade de Ward em sua parte
axial, violamos a sua parte vetorial e vice-versa, além de podermos violar em
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ambas. Entao, o método da RI esta de acordo com as idéias de Jackiw em
que nao seria o método de regularizacao que impoe onde a anomalia deve
existir, mas sim a propria fisica do problema.



CApPiTULO 3

O Problema

“And I m still Alive!”

Pearl Jam

3.1 Introducao

Neste capitulo iremos introduzir o problema a ser estudado neste tra-
balho. Primeiro, apresentaremos a Lagrangeana e sua versao linearizada,
apos feito isso, iremos apresentar as identidades de Ward (e suas respecti-
vas identidades canonicas, ou naive), depois iremos achar a amplitude e os
fatores de forma a serem calculados através da RI. Seguiremos de perto o
artigo de Bertlmann e Kohlprath [3]. Nosso problema é, entao, calcular a
amplitude relativa ao diagrama de Feynman de 1-loop abaixo.

Figura 3.1: Diagrama de Feynman correspondente a este trabalho.
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3.2 A Lagrangeana

A Lagrangeana que iremos estudar corresponde a agao da equagao (2.61).

Entao, temos:
— 1+
—5 v, (3.1)

onde e, é o vielbein e E,/ é sua inversa, e = [det e®,| é seu determinante.

L= zeE““¢7a—D

D, = 0, +w, ¢ a derivada covariante com a conexao de spin, como explicado
no capitulo anterior. Usamos as seguintes convencoes:

=0 )
()

1 0

No caso das anomalias de Einstein e de Weyl é suficiente usar o campo
gravitacional linearizado:

v = N + Khyy + 0(52)7 g =" — kh" + (O)(/<;2)

1 1
e, =0+ §/<hau + (O)(liz), B = np% — §/<;h“” + (0)(K?).

Em 2-D a conexao de spin nado contribui para a amplitude ([1], [3]).
Entao, a Lagrangeana de interagao linearizada é:

L =~ (h% R R a%) (3.2)
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Nesta expressao, o fator Qﬁf’ atua somente no espinor. Desta expressao temos:

in 1 v
Lhn = — 5 T

3.3 As identidades de Ward

Desta tltima expressao tiramos as seguintes regras de Feynman para os

vértices do diagrama:

1 1+~
_Z('Vu(kl — ko), + (k1 — k2)u) 5 °
e 0 tensor energia-momento:
1
™ = §(T’3E‘W + T E*)
U= a1 £V —an. L V3
= 1 (@ZJE %T5D“¢ +YE “%TE)D ¢>~ (3.3)

A amplitude total é dada pela funcao de 2-pontos:

Tosopp) =1 [ e (01T T, @) T 0)0): (3.4

Devido a covariancia de Lorentz e a estrutura geral da amplitude pode-
mos escrevé-la da seguinte forma:

Towop =TV, + T4

prop pvop pvop

(3.5)

Trwy = DubuleDT1(D%) + (DuDvGpo + DpPogun) To(p?) +
+(PuPpYov + PuPoGpw + PpPuluo + PuPodus) Ts(p?) +
+ 0 9o Ta (D) + (GupGvo + Guo 9o ) Ts(P%) (3.6)
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Tirsp(P) = (€D PuPoDo + Evel DulpPo + EprD PubuDo + EorD PubPp) To (D7) +
(D PuGpo + EvrD PuGpos + EprD PoGuw + EarD Do) Tr(p?) +

+1€ur D" (PpGvo + PoGuvp) + €D (PpGuo + Polup) +

+€pr D" (PuGvo + Poluo) + €orD” (PuGvp + PuGup) | Ts (). (3.7)

O termo T;X/o‘p vem da parte vetorial de (3.3) e a parte T/ﬁ,ap, que é

pseudo-tensorial, vem da parte axial de TH". As fungoes Ty (p?), Ta(p?), . . ., Te(p?)
sao os fatores de forma a serem calculados através da regularizacao implicita.

Como dito no capitulo anterior, T*” satisfaz, classicamente, as seguintes
(naives) identidades de Ward (IW):

1. T/“,pg(p) = Tuupo<p)
2. pP"Tupe(p) =0

3. g“”Tng(p) =0

que correspondem, respectivamente a invariancia de Lorentz, Einstein e Weyl.
Podemos sempre fazer o tensor energia-momento simétrico [1]. Entao o item
nimero 1 é satisfeito automaticamente. Porém, as outras duas identidades
de Ward nao necessariamente precisam ser satisfeitas, o que da origem as
anomalias de Einstein e Weyl.

A invariancia de Einstein pode ser expressa em termos dos fatores de
forma:

puT;X/pg (p) = pl/pppa (p2T1 + T2 + 2T3) + pugpa(p2T2 + T4) -+
+(ppgua + pagyp)(p2T3 + T5> (38)

P'Tin o) = 0 [pp0e (0°Ts + 2T%) + gpopT7] +
e, (PP (P°Ts + Ts + T7) + Guop” T3] +
+e0rP” PPy (P*To + Ty + T4) + Gupp°Ts). (3.9)
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A invariancia de Weyl fica da seguinte forma:

T, (D) = pppo(P*Th + 2Ty + 4T3) + g0 (P°To + 274 + 2T5)  (3.10)

nvpo
T (D) = (EprD Do + E0rD"D,) (P* T + 2T + 4Ty). (3.11)

nvpo

Escritas dessa forma, podemos escrever as identidades de Ward (IW) da
seguinte maneira:

e Para a parte vetorial da invariancia de Einstein:

p*Ty +Th + 275 =0
p275 +-72 =0
p*T3+T5 =0 (3.12)

e Para a parte vetorial da invariancia de Weyl:

P*Ty+ 2T + 4T3 =0
p* Ty + 2T, +2T5 = 0 (3.13)

e Para a parte axial da invariancia de Einstein:

3p°Ts + 217 +4T5 = 0
Ty + 2p*T5 = 0 (3.14)

e Finalmente a parte axial da invariancia de Weyl:

p*Ts + 2T + 4T = 0 (3.15)
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3.4 A Amplitude

Calculando a amplitude (colocando as regras de Feynman e os propa-
gadores na equagao (3.4)) obtemos:

Tol) = ~55 7r [ 57’;{[%<p+zk>y+%<p+2k>u]1ﬂ;%
pP+E+m

Vo(p +2K) + Vo (p + 2k),)] L5 frm }

2 k2 —m2+ie
(3.16)

(p+ k)2 —m? +ie

Fazendo o traco nas matrizes v acima, podemos escrever a parte vetorial
da equagao (3.16) da seguinte forma:

14 i ni ni ni
THVPU o T/WPU + TVMPU + T/WUP + TVMUP'

(3.17)

A parte axial da amplitude total estd conectada a parte vetorial através da
relagao (vélida em duas dimensoes):

T Vs = —Euw Y-

1 T i Tt 1 Trmi Tmi
T/ﬁ’PU - :F{é(g,uTTVpo + 5p,'r,um—cr) + _(5 T +e T ) +
1

Q\TvT T prvuro

Tms Trmi 1 Trmi T rmni
+§(€,uT‘ruap + gaT;un'p) + §<€VTTH,O'p + gaTu;rrp)' (318)

O fator T™ é:

v po

i / Pk 057K + Qo ok — 7 - Ky, (3.19)

wor = | @m2 T ((k+p)2 — m2kE — m?]

onde

g=p+2k e r=p+k.
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x : « ” : ni :
Entao, precisamos “apenas” calcular a amplitude 7777 . — pois sabendo

17, sabemos a amplitude total (3.16) através das relagoes acima (3.17 -
3.18) — e inserir os resultados obtidos nas IW.

Expandindo o numerador de (3.19) observamos que sera necessario o
calculo das seguintes integrais:

B (320
b= | Grp T (321
e e (322
oo = | g i 42

d%k k2
= [ @R [ 1 )% — nl[i — ) (3.24)

A’k Kk,

tieo = [ g s = e (3:29)
&2k K2k, k,

lew = | G e a7 e (3:20)

Somente a primeira integral é convergente, as outras 3 sao infinitas, por-
tanto, tém que ser regularizadas. O calculo destas integrais e analise dos
resultados obtidos serd o objetivo do proximo capitulo.



CAPiTULO 4

Calculos das Integrais

“Working from seven to eleven every night...”

Led Zeppelin

4.1 Introducao

A teoria de campos nos da resultados infinitos e estes precisam ser re-
gularizados/renormalizados. Neste capitulo vamos calcular as integrais do
capitulo anterior (3.20 - 3.23) utilizando a RI. Os passos intermediérios que
sao feitos até que se encontre o fator finito nao serao feitos explicitamente,
pois sao demasiado longos e enfadonhos.

4.2 Calculo de I,
Temos a seguinte integral:

&2k k,
he = / @n) [k + p)2 — mAke —m2]

Ela ¢é finita (temos 3 k’s no numerador e 4 no denominador). Utilizando a
parametrizacao de Feynman (2.2.2) temos:

1 dz kK,
= / / ([ +p)? = ma + [} = (1~ 2))?

Manipulando o denominador (que serd igual em todas as integrais), te-
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remos sempre:
[(k+p)? —m?|x + [k* —m?(1 —2) = (pr + k)* + (pP*x(1 — ) —m?).
De agora em diante, chamaremos o fator p?z(1 — z) — m? de H?. Ou seja:

H? =p’z(1 — 2) — m> (4.1)

A integral I, ficard entao:

; _//1 dz k,
Y Sido (pr k)P + H?)Y

Neste ponto, fazemos uma mudanca de variaveis:

pr+k=F

=k=Fk—px

B dz (k' —px),
- // WP+ 1)

e agora podemos chamar k' de k sem problemas. Portanto:

I, —// d ’: lgf) . (4.2)

Como esta integral é em todo o espaco de momentos k's, quando tivermos
numeros impares de k’s no numerador a integral vale zero. Para as demais
integrais em k utilizamos a férmula (2.87). Entao, o resultado dessa integral

’

é:
Ly dx
[;U' = _pﬂb ; F’ (43)

onde definimos:

b

i

e

Por conveniéncia deixamos as integrais em x inalteradas, para depois calcu-
larmos todas que serao necessarias.

O calculo das demais integrais finitas sera feito da mesma maneira como
foi feito para esta integral, porém com muito mais termos , ou seja, apos
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regularizadas elas serao parametrizadas, as integrais em k serao feitas com a
ajuda da equagao (2.87) e as integrais em x estao tabeladas no apéndice C.
Entao, para as proximas integrais, apenas iremos regulariza-las.

4.3 Calculo de [,

Calcularemos agora a integral:

&k Kk,
= / (2m) [(k +p)? — m?|[k? — m?]

que é logaritmamente divergente.

Utilizando a seguinte identidade:

1 _ 1 _ pP+2p-k
G0 —ne] W] W -wp k-] Y
teremos
- d*k kuk, ‘ 1 B P2k
- / (27)? [k —m?] [W —m? k2 —m?|[(p+ k) — m?]

_ / LI . / 2k Kk, -
(27)? [k> — m?)? k (2m)2 [k2 = m?]?[(p + k) — m?]

o[ &k Kk ko
o / (27m)? [k2 — m?2[(p + k) — m?]’ )

Nesta ultima equagao aparece nossa primeira integral logaritmamente diver-
gente, que definiremos:

d?*k k. k,
@WE/( K (4.6)

2m)2 [k2 — m?]2’
Assim nossa integral I, fica da seguinte forma:
d*k k. k
Ly = O —7p° — —
" it | (2m)? [k = m?2[(p + )2 — m?]

L[ Ak Kok ke
2 [ el = D
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O termo ©,, ird entrar em uma relacao de consisténcia, como descrito no
capitulo 2 (equagao (2.91)).

4.4 Calculo de [,

Calculando a integral I, temos:

&k Kk k,
o = / (2m) [(k + p)? = m?|[k* — m?]

que ¢ linearmente divergente. Temos:

[ Pk kb, 1 P2+ 2k
fowe = / (2m)? (k2 — m?] [[k2 —m? [k —m3[(p+ k) — m?]
Pk kkk, o [ &Pk kuk,k,
N / (2m)2 [k? — m?)? / (2m)2 [k2 — m?2[(p + k) — m?]
[ &k Kk ki ko
o / (2m)2 [k — m?]?[(p + k)2 — m?]’ 48)

A primeira integral na equacao anterior é igual a 0, pois é impar em relacao
a k no numerador e par no denominador. A tltima integral ainda ¢ infinita,
portanto tem que ser regularizada. Assim:

v = = | ety
[ Gt S
8 | it T 49
De agora em diante chamaremos: | (327’)“2 = /.-

Agora, definimos a nossa segunda integral logaritmamente divergente:

k. k,k,k
Oupn = [ —H2Z27 4.10
HYp: /k[kz_mQ]g ( )
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Portanto:
k.k,k
II/ :_2a@ua_2 nvrp
" b p/k[k2—m212[<p+k>2—m2]+
kuk, koK
2 2 o phvlvplho
" | i s ]
k. kK ko k
Ap*p” wovprath . 4.11
0 | e
4.5 Calculo de [,,,,,
Finalmente, vamos regularizar a integral I,,,,,. Temos:
7 _/ kukykp ko
M Ji [k = m?[(k + p)? = m?]
Regularizando esta integral:
7 B / kukykoky 1 B p?+2p-k
e R = |[RB2 = m? (R = m?][(k o+ p)? = m?
B / kukokpks 2/ k kK ko
I R A O (CRE
kuk,k,kok
—2p“ atllt i 4.12
| 2

Agora vamos definir a integral quadraticamente divergente:

03 = [ aluhke
I

pvpa k2 — m2]? :
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As outras duas integrais sao continuam divergentes, entao:

[,Wpa = @Zupo -
—p2/ kK pke ' 1 B P+ 2k B
=R | JE =] = (k) — ]
Qw/hﬁ@%%_ 1 P42k |
= | =] = [k o+ ) —
(4.13)
2

kK Kok k. k kK
oy = ©O? _2/#1/;)0 4/ uhvivpho
wor = Do 0 J et T, T = o+ = ]

k k k k. k
22a phvvivphohvg
ey /kw 2Pk 4 p)? —m]

k. k. k k. .k
2042 phylhvphgfvg
ey / %2 — 2Pk + p)? —md]
k. k k k k. k
App® povopo hatp . 4.14
TP /k[kQ—mQP[(Hp)?—m?] (4.14)

A 1ltima integral ainda precisa ser regularizada. Definindo a integral
logaritmamente divergente:

kky koK
@I/UE Lz
e |

Utilizando a identidade (4.4) teremos:

ki ki
Iucr = > —p° vpo 4/ "
o = Owor =P Ouwe ¥ | G sl p — ]
ki ki ik
4042 pvvhvphohg
+app /k[kQ—mZ]?’[(k—l—p)Q—mz] *
+@%ﬁ/%h%%%%' I P +2p -k
e B2 =meP B2 =m?] (k2 = ml[(k o+ p)? = m?]

(4.15)
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kuk,k,k
2 2 4 v g
I,uupcr - @,prcr -Pp @#VPU +p /k [kQ _ mQ]g[(k :_p)Q _ mQ] T

k. k. k k. .k
4042 phvhvphgfvg
Ay /m “ Pkt p)? —m]

k. k. k k. k. k k. k. k k. k. k
o, B phwvhphghalbg o 3 2 ulhvRphohalpg _
P / T /k[kZ—m2J4[<k+p>2—m2J

kokok ko koksks
—8kakﬁk5/ wv pRo Do tl . 4.16
k [K2 = m2]Y(k + p)? — m?] (4.16)

Aqui definimos mais uma integral logaritmamente divergente:

[ kukukokokokg
Owrooad = | e — ]t

Assim, nosso ultimo resultado (com as integrais finitas ainda por fazer):
Lipe = @pra - p2@uww + 4pap6@uwwaﬁ
kukyk ks
+p' / 2 2 g Y i
w (B2 = m?Pl(k + p)* —m?]

k. k. k k. .k
4a2 phyhphghg .
A /mz — 2Pk + p)? — m?]

k. k k k k. k
_4aﬁ2/ uhvvphohalvg .
PUP | = m? (ke + p)2 — m?]

k. k. k k. k.ksk
_QpaBLe plvBphoRalghg _ 4.17
SRR /kw—m214[<k+p>2—m2] (4.17)

4.6 Cdlculo de [j2, I;5, € Loy,

Agora iremos calcular as integrais com o termo k? no numerador. Temos:

k2
fie = / [(k + p)2 — m2|[k2 — m?]’

Para calcularmos essas integrais, somamos e subtraimos no numerador o
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fator m?2, entdo teremos:

1
fie = / 6+ p)? —m2)

que ¢ divergente. Aplicando a RI:

O T R ACETT (e

(o ka
" | e .

onde definimos .
L= | ———. 4.19
log /k [kz — m2] ( )

As duas tltimas integrais na equagao (4.18) sao finitas e sao calculadas como
dito anteriormente.

As integrais Ij2, € Ij2p,k, sao calculadas de forma anédloga a essa e ja
teremos as suas respectivas partes finitas, pois serao idénticas as das integrais
anteriores.



CAPITULO b

Resultados e discussao

“If ignorance is bliss
Then knock the smile off my face”

Rage against the machine

5.1 Introducao

Depois de calculadas as integrais citadas no capitulo anterior (e com a
ajuda da tabela do apéndice C), obtivemos os fatores de forma T a Ty e,
a partir deles, vamos analisar as identidades de Ward (IW). Neste capitulo
vamos apresentar os resultados obtidos e discuti-los.

5.2 Fatores de forma 7} a Ti

Com as integrais devidamente regularizadas, e tendo feito o célculo das
integrais nos momentos internos e nos parametros de Feynman, podemos
encontrar os fatores de forma 77,75, ..., Ts. Devido a invariancia de Lorentz,
e a forma dos fatores Ty, 77 e Ty, temos:

T, — T4T, (5.1)
1
1

Entao, precisamos das expressoes de 11,15, 15,T, e T5. Calculando as in-
tegrais, isto é, calculando seus termos finitos e coletando os termos infinitos
teremos (utilizando as RC do apéndice B) :
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T = i (5.4)
T, = —18% - 48% In ( . 2—2) . f—6 EI,OQ(V) ~ day + 8ag — ?ag] (5.5)
T, = ﬁ + %m ( - 2—2) - %[— %Ilog()\Q) — 5ay + 10as — ?a:&]

(5.6)
T, = 11;—1 + % In ( - ;—z> . i% [ - %J,OQ(V) +dag — gag} (5.7)
T, = —15; - % In ( - 2-2) - z’% [;Ilog()\Q) — 4oy + 6y — gag} (5.8)

: ! 2 16
B | (__) _[__ L) — 00, 10 } |
576m 384w . P2 T 64 37! g(A") = 5ay + 10a 3 o

(5.11)

T, = i(LJF L (_A_Q)jLi[il log(,\2)_4a1—|—8a2—%6a3]) (5.10)

Onde a1, as e a3 sao definidas no apéndice B.

Os fatores de forma nao possuem divergéncia no infravermelho, pois a
parametrizacao das integrais com a escala A (que é arbitraria) nos garante
a convergéncia quando m — 0. Esta parametrizacao é feita a partir da
identidade (2.85). De posse destes resultados podemos calcular as identidades
de Ward e analisar seus termos andomalos.

5.3 Identidades de Ward

Nosso proximo passo é coletar esses fatores de forma nas identidades de
Ward (3.12 - 3.15). Fazendo isso, obtemos:
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Invariancia de Einstein
Parte Vetorial
p2T1 —+ T2 + 2T3 = 0
1
= [ ~ 14y + 28a5 — 16a3} =0 (5.12)
P’y +T,=0
P
o [ ~day + 120y — 8043} —0 (5.13)
P’y +Ts =0
e
= [ — 9a; + 160y — 8043} —0 (5.14)
Parte Axial
3p*Ts + 2T +4T5 =0
1 1
T7 + 2Tg - 0
1+1[ 1 +28a; — 1605] | =0 (5.16)
— + — | — lda oy — 16 = )
T 967 " 62 ! 2 3

Podemos observar que todas as divergéncias se cancelam automatica-
mente (i.e., 0s termos ;,,), sem precisarmos fazer um procedimento de sub-
tracao nos fatores de forma. Este é um importante resultado, pois, como a
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teoria é nao-renormalizavel seria inconveniente fazermos uma subtracao de
infinitos a priori.

Invariancia de Weyl

Parte Vetorial

p2T1 —+ 2T2 + 4T3 = 0
1

1
—+ — | —28ay + — 32 ] = 1
1 16 8ay + 56a — 32a3 0 (5.17)

p*Ty + 2Ty +2T5 = 0

PP
—% + E — 120 + 28y — 16a3| =0 (518)

Parte Axial

p2T6 + 2T7 + 4T8 = 0
1 1
:F<— T 6—4[— 980, + 560 — szagD —0  (5.19)
Quando juntamos os resultados para a invariancia de Weyl também

percebemos que o resultado final independe de subtracao dos infinitos nos
fatores de forma.

5.4 Analise dos resultados

A partir dos dados da se¢ao anterior, podemos ver que as anomalias (a
quebra de alguma lei de conservagao classica) consistem na analise simultanea
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das 8 equacoes acima. Dentre estas equacoes, notamos que 2 delas sao multi-
plas uma da outra - equagao (5.17) e equagao (5.19). Assim, temos liberdade
para “excluir” um dos parametros a. Mesmo assim, em nosso método, ainda
nos restam dois parametros dependentes de regularizagao, resultado também
obtido na referencia [2], onde este problema foi tratado a partir da técnica
de Fujikawa, que é nao-perturbativa.

Uma outra observacao é que seria conveniente que a anomalia esteja
presente em uma “parte” da identidade de Ward (vetorial ou axial), ou
na IW por inteiro (vetorial e axial) ou que nao haja anomalia (identidade
de Ward satisfeita). Seguindo este raciocinio, e observando as equagoes
acima, podemos ver que na IW relativa a invariancia de Einstein, sempre
havera anomalia em sua parte axial. Entao, chegamos a conclusao que os
dois parametros restantes (digamos, v e ap) devem ser iguais a zero, pois so-
mente assim teremos anomalia apenas em sua parte axial (de outra maneira,
poderiamos ter somente uma das equacoes relativas a parte axial satisfeita e
a outra quebrada). Este resultado obriga a IW relativa a invariancia de Weyl
ser quebrada por inteiro.

Assim, chegamos aos mesmos resultados obtidos na literatura para as
anomalias de Einstein e Weyl:

Anomalia de Einstein

1 T
puTuupU = ;ZPZTlgu‘rp (pppa - gpap2) (520)

Anomalia de Weyl

v 1 T T
gﬂ T,uupcr = _p2T1 (pppo - p2gpo) q: Z(spr Do + EqrD Op)] (521)

Estes resultados sao os mesmo obtidos utilizando a regularizagao dimen-
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sional, porém, esta ja assume por construcao que todos os «’s sao iguais
a zero. No nosso calculo, este valor é obtido como conclusao. Além disso,
temos outras escolhas possiveis de como quebrar as IW, porém nao seria
conveniente, muito menos elegante, quebrar a IW em pontos diferentes.
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Conclusoes

Neste trabalho estudamos o problema de férmions sem massa acoplados
a um campo gravitacional, as relativas leis de conservagao classica (invarian-
cia de Einstein e de Weyl) e a ocorréncia de quebras quanticas de simetria
(anomalias). Através do método de regularizacdo implicita encontramos,
como na referéncia [3|, os fatores de forma da amplitude e as identidades
de Ward (IW) relevantes. Os fatores de forma encontrados nao possuem di-
vergéncia no infravermelho como esperado, esta caracteristica é bem descrita
dentro da RI. Neste ponto do trabalho obtivemos um resultado importante
pois nas IW todas as integrais divergentes se cancelam, sobrando apenas pa-
rametros arbitrarios o s advindos de diferencas de integrais divergentes; isto
é interessante ja que a teoria é nao-renormalizdvel. Assim, nao precisamos,
como em [3], de fazer um procedimento de subtragao “natural” nas integrais.

Outro resultado encontrado é que as IW dependem, em seu resultado
final, de dois parametros arbitrarios dependentes de reqularizacdo, resultado
também encontrado em [2] utilizando o método de Fujikawa, que é nao-
perturbativo. Quando os calculos sao feitos utilizando outro método de re-
gularizagao, estes parametros sao fixados a priori. Seguindo o raciocinio de
Jackiw [11] e de Smailagic [2], em que a fisica deve fixar onde a anomalia deve
ou nao surgir e que temos que observar as identidades de Ward por inteiro,
chegamos a conclusao que os dois parametros devem ser nulos para garantir
este raciocinio. Para isso também levamos em conta o fato de que, caso haja
uma anomalia, ela deve estar presente somente em uma “parte” da identi-
dade de Ward (axial ou vetorial) ou nela inteira. Este resultado é o mesmo
encontrado na literatura (ver [3]), porém chegamos a ele por conclusao, e néo
por construcao.
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Sendo um trabalho de mestrado é importante ressaltar que varios temas
foram abordados. Um pouco do formalismo de relatividade geral, a repre-
sentacao de integrais de caminho da teoria quantica de campos, o método
de regularizacao implicita e também os calculos relativos ao problema, que
foram longos, porém nao tao complexos. Portanto além de termos obtido
resultados originais e relevantes, a nivel de aprendizado este foi um trabalho
excelente.



APENDICE A

Variacoes do campo e
Invariancias

Para chegarmos as trés leis de conservacao que iremos estudar, vamos
analisar a seguinte acao fermionica

1—|—fy5
2

1 —. —
So= [ drazeditr D, - D) 5 0 (A1)
sob transformacoes infinitesimais de Lorentz, Einstein e Weyl.

A.1 Invariancia de Lorentz

A acgao fermionica é invariante sob transformacoes de Lorentz locais in-
finitesimais, que sao:

(556‘1# = —oﬂbebu
5£Eau = Ebuaba
Ske = 0
55“%;; = D,
o = —%aaw“biﬂ
S = Sawio® (A.2)

onde g ¢ a matriz de rotagao (anti-simétrica), o® = 1[y*,7"] e D, ¢ a

derivada covariante.
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A variagao da ac¢do (A.1) sob transformagoes de Lorentz nos da:
6LS, = /dmxeTé‘éﬁeau = —/dmxeT’fl&“bebﬂ (A.3)
entao temos que: o tensor energia-momento € simétrico, pois:
6LS, = /dmxeaabT“b (A.4)

como a matrix de rotagao é anti-simétrica, para a variacao da agao ser zero,
T tem que ser simétrico,

6L =0e 1% =T, (A.5)

A.2 Invariancia de Einstein

A acado fermionica é invariante também sob transformacoes infinitesimais
de Einstein:

oge”, = £"0,e", +e,0,8"
et = 0B} - 0,8"E,)”
ge = &"0,e+e0,&”

gwabu = gyanabu+wabuaﬂgy
b = o
o= o (A.6)

onde £” é uma mudanga nas coordenadas (z® — 2'* = z® — £%(x)).

Assim, variagao da agao (A.1) fica:
0eSy = / d" el o¢e”,
- /dmx(e“,jvug” + &'V, )elT",. (A7)

Integrando por partes o primeiro termo e manipulando o segundo para expressa-
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lo em funcao da conexao de spin, temos:
0f = — / d"zet” (VT — wa, T™). (A.8)

O segundo termo se anula, pois o tensor energia-momento é simétrico en-
quanto a conexao de spin ¢ anti-simétrica. Entao, o tensor energia-momento
€ covariantemente conservado, ja que:

5Sp=0 e §L=0=V,T"=0. (A.9)

Note que precisamos de invariancia de Einstein e Lorentz para chegar a esse
resultado.

A.3 Invariancia de Weyl
As transformacoes de Weyl sao devidas a um reescalonamento dos cam-

pos (sao chamadas transformagoes conformais). As transformagoes de Weyl
infinitesimais sao:

W _a _ a
J9, e . = o€,
5ZVEa“ = —oB}t
5;/[/6 = moe
5?/“)(1@ = 8l,a(eauEb” — e BY)
o = —roy
SWVep = —rov. (A.10)
onde o é a reescala do campo, m é a dimensao do espago e r = mT_l
Para a variacao da acao sob transformacoes de Weyl temos:
5EVSw = /dmxeT’flcS}f/eau = /dmxeaT’L. (A.11)

Entao temos que o tensor energia-momento possui traco nulo. Esse fato vem
diretamente de:
Wa _ _
0, S¢—0<:>T’L—0. (A.12)



APENDICE B

Relacoes de consisténcia

O método de Regularizacao implicita faz uso de diferencas de integrais di-
vergentes de mesma ordem. Através de tabelas de integrais temos as seguintes

relagoes de consisténcia (todas as integrais sao em 2-D, ou seja, fk =/ (fT’;Q):
Guw Kk,
AV = | o | Y B.1
R A =R A e (B.1)
v9op + GuoGvp + GupGov) kukykok
AO _ (v op + GuoGvo + Gup _ 8/u B2
pvop /k (k2 — m?] L (k2 — m?]? e (B2)

Agb’,uuap = / { [gaﬂgpl/gop + 9apGuocYvp + GoBYGupYov +
k

+gaugﬁugap + GaudpoYvp + Jau9ppYov +
+gauguﬁgap + Gav9B8o9up + Gov9pp9uc +
tY9a09usYvp + JaoJup9sv + Jac 989w +

1
+gapguﬁgua + GapdpvYou + goapg;wgaﬁ] : m} -

k
—48 /k ] (B.3)

2_m2]'

Estas sao as 3 relacoes de consisténcia utilizadas neste trabalho.



APENDICE C

Tabela das integrais em =«

utilizadas

Para referéncia futura, listamos as integrais em x utilizadas no trabalho,

fazendo o limite m — 0 sao:

/ol o e

/01 = )~

! z(l —x)
/o W (1 —2) )

p
m2
n(-2)
1
P?
()
P
_ =
ln<—’;—;>+2
_ p
ln(—’;—;>+1
— ;-
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/old"’”<p2x8:33f2m2)2 - QLpél (C.19)
/01 dx(p%((11_—xa;)3_m2) ) _21n(—2p’£—22>+3 a0
/oldw(p%g:i))?mz) - 3%2 (C.21)
/oldm<pzx8:§§3f7m2)4 = —3111(_35_?“1 (C.22)
[t - -
/oldx(p2x8:33f5m2)3 - 3%6- (C.24)

As integrais acima assumem os valores dados somente no limite m — 0.
Ainda no limite m — 0, porém conservando todos os termos temos por
exemplo, para a primeira integral (C.1):

2
p

/1 dx 1 = —
o (PPz(l—z)—m?) P2 Pl

NG}
—
=

~—

|
*sw| )
—
[\

W
—
)

~—
|
3

)+1
m?+0(m?),
(C.25)

mas os termos de segunda ordem em m e acima sao nulos para m = 0, entao
as integrais possuem os valores mencionados na tabela acima.
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Baixar livros de Literatura

Baixar livros de Literatura de Cordel
Baixar livros de Literatura Infantil
Baixar livros de Matematica

Baixar livros de Medicina

Baixar livros de Medicina Veterinaria
Baixar livros de Meio Ambiente
Baixar livros de Meteorologia
Baixar Monografias e TCC

Baixar livros Multidisciplinar

Baixar livros de Musica

Baixar livros de Psicologia

Baixar livros de Quimica

Baixar livros de Saude Coletiva
Baixar livros de Servico Social
Baixar livros de Sociologia

Baixar livros de Teologia

Baixar livros de Trabalho

Baixar livros de Turismo
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