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Resumo

Cortines, Anderson Alexander Gomes; Anteneodo, Celia Beatriz;
Freire, Rosane Riera. Fatores deterministicos e estocasticos
das grandezas observaveis financeiras. Rio de Janeiro, 2009.
[[20p. Tese de Doutoramento — Departamento de Fisica, Pontificia
Universidade Catolica do Rio de Janeiro.

As flutuagoes de precos e de outras grandezas observaveis nos mercados
financeiros apresentam comportamentos nao triviais, tais como longas
correlagoes temporais, nao gaussianidade ou leis de escala, cuja origem
nao ¢ ainda bem compreendida. Neste trabalho investigamos possiveis
mecanismos deterministicos e estocasticos responséaveis pelas distribuigoes
de probabilidade anémalas observadas para os indices de mercado e para
os volumes de acoes comercializadas. No primeiro caso, consideramos a
expansao de Kramers-Moyal como ponto de partida para descrever a
evolugao das densidades de probabilidade. Para a modelagem dos volumes
negociados, consideramos misturas estatisticas que surgem das flutuagoes
em escalas longas dos parametros internos que descrevem a dindmica em
escalas mais curtas. Este estudo prové uma demonstragao consistente,
a partir de analise empirica de séries temporais reais, de como funcgoes
de densidade de probabilidade com caudas em lei de poténcia podem
emergir através de mecanismos diversos, tais como processos estocasticos
com flutuagoes aditivo-multiplicativas, ou como resultado de misturas

estatisticas.

Palavras—chave
Econofisica.  Equacao de Fokker-Planck. Equacao de Langevin.

Indices de Mercado. Volume de negociacdo. Misturas Estatisticas.



Abstract

Cortines, Anderson Alexander Gomes; Anteneodo, Celia Beatriz;
Freire, Rosane Riera. Deterministic and stochastic factors
of financial observables. Rio de Janeiro, 2009. [20p. Tese de
Doutoramento — Departmento de Fisica, Pontificia Universidade
Catolica do Rio de Janeiro.

The fluctuations of prices and other observables in financial markets have
non-trivial behaviors, such as long temporal correlations, non-Gaussianity
or scaling laws, whose origin is not well understood so far. In this work
we have investigated possible deterministic and stochastic mechanisms
responsible for the anomalous probability distributions observed for market
indexes and volumes of traded shares. In the first case, we consider the
Kramers-Moyal expansion as a starting point to describe the evolution of
probability densities. For the modelling of trading volumes, we consider
the mixed statistics that emerges from the long-scale fluctuations of inner
parameters that describe the dynamics on shorter scales. This study
provides a consistent demonstration, from empirical analysis of real time
series, on how probability density functions with power laws tails may
emerge through various mechanisms, such as stochastic processes with

additive-multiplicative fluctuations or as a result of mixed statistics.

Keywords
Econophysics. Fokker Planck equation. Langevin equation. Market

Index. Traded Volume. Statistical mixture.
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1
Introducao

JUST A NORMAL DAY AT THE NATIONS MUST TMPORTANT FINANCIAL IMSTITUTION...

O mercado financeiro pode ser caracterizado como um dos mais
fascinantes e desafiadores arquétipos de sistemas complexos reais devido ao
grande ntmero e heterogeneidade dos agentes envolvidos, e a diversidade de
interagoes entre os mesmos, que podem ser tanto de natureza cooperativa
quanto competitiva. O pre¢co de um titulo financeiro (que pode ser uma
agao, uma commodity ou moeda estrangeira) emerge a partir dessa constante
atividade de negociacao do mercado, através de mecanismos internos de
regulacao. Dessa forma, podemos considerar os pregos como uma observavel
macroscopica resultante das interagoes microscopicas entre os agentes.

Os precos dos ativos financeiros possuem carater estocastico devido
a principalmente dois fatores. O primeiro decorre de que o mercado esta
sujeito a um constante fluxo de informacoes externas, que sao imprevisiveis.

O segundo reside no fato do que a tomada de decisao de compra ou venda dos

L International Herald Tribune, 27/10/1989. Kal, Sindicato de Cartunistas e Escritores,
1989.
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agentes possui um grande grau de incerteza devido & capacidade limitada de
processamento das informagoes disponiveis.

Modelos matematicos e estatisticos provenientes da descricao de
sistemas fisicos tem sido cada vez mais utilizados para realizar previsoes
sobre a dindmica dos sistemas financeiros, obtendo leis para descrever seu
comportamento esperado (médio) assim como as flutuagbes em torno deste
comportamento padrao. HA um grande e crescente interesse econdmico e
cientifico em tentar prever a dindmica do mercado e, em tltima analise, avaliar
os riscos envolvidos nesta atividade econémica.

Um dos principais problemas na Fisica Estatistica consiste no estudo
das propriedades macroscopicas de sistemas complexos nos quais flutuagoes
desempenham um papel central, por exemplo, na difusao e transi¢oes induzidas
por ruido. Por essas caracteristicas, as grandezas observaveis financeiras podem
ser descritas com as ferramentas da Fisica Estatistica.

De fato, algumas observaveis financeiras, como as flutuagoes de precos,
tem sido recentemente estudadas em analogia com processos de difusao
anomala [I], turbuléncia [2], intermiténcia [3] e outros fendmenos fisicos.
Reciprocamente, a analise da dinamica de precos pode ajudar a esclarecer
processos fisicos mais gerais.

A descricao dos dados financeiros por processos estocasticos é de grande
importancia tedrica, devido & dinamica fortemente complexa das flutuagoes
das séries temporais financeiras, que impoe novos desafios as tentativas de
modelagem das leis dinamicas responséveis pelas propriedades estatisticas

observadas.

1.1
Grandezas Observaveis Financeiras

Nesta tese, analisaremos duas grandezas observaveis financeiras
importantes: o retorno de precos de indices de mercados e o volume de
negociacao. A nossa expectativa é que, ao analisar estas séries financeiras,
possamos identificar os mecanismos deterministicos e estocéasticos que
governam a dindmica do mercado financeiro.

As séries financeiras sao coletadas e organizadas pelas Bolsas de Valores.
Estas entidades financeiras divulgam um conjunto de informacoes sobre os
negocios realizados ao longo do dia. Os principais indicadores referem-se a
precos e volumes das agoes negociadas. Para retratar o comportamento médio
dos pregos das acgoes e servir de parametro para identificar as tendéncias
gerais do mercado de um pais ou de segmentos especificos da economia, foram

desenvolvidos os indices do mercado acionério, que hoje sao considerados como
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auténticos termometros das expectativas dos investidores em relagao ao futuro
desempenho da economia.

Assim, os indices de mercado sao formados por uma média dos precos
das agoes mais negociadas, ponderadas pelo volume da transagao de cada
uma. Dessa forma, podem ser efetivamente caracterizados como a medida da
performance dos respectivos mercados. No Brasil, o indice que acompanha
a evolugao média das cotagoes das agOes brasileiras, e que foi um dos
indices analisados nesta tese, € o IBOVESPA. Além dele, existem diversos
indices internacionais importantes. Abordaremos no nosso trabalho, indices
que abrangem todas as regioes do mundo, bem como mercados desenvolvidos
e emergentes.

Precos e indices relacionados & moeda possuem flutuacoes no tempo que
sdo inerentes ao processo econdmico. A unidade monetaria analisada pode
sofrer alteracoes devido a diversos fatores, como, por exemplo, crescimento ou
recessao da economia, influéncia de outros mercados devido a globalizagao e
inflagao.

Entre as observaveis financeiras, as mais importantes sao aquelas que
determinam ganhos e perdas, e que podem ser estimadas a partir da estatistica
das flutuagoes das séries de preco em diferentes escalas de tempo At.

Ha muitas formas de se definir a variavel que avalia lucro e prejuizo. As
mais utilizadas na literatura sao os incrementos e os retornos logaritmicos, ou
simplesmente retornos, de pregos de indices.

A primeira e mais simples definicio consiste em representar os

incrementos de preco
Az(t) = z(t + At) — x(t) . (1.1)

Contudo, variacoes no preco ao longo do tempo, como ajustes de moeda e
inflacao, afetam significativamente os incrementos. Essa observavel é adequada
apenas em periodos no qual a economia de determinado mercado se mantenha
muito estavel.

A segunda defini¢ao, mais utilizada na literatura, é o retorno logaritmico
z(t + At)

r(t) = loga(t+ At) — log(f) = log =05

(1.2)

Esta definicao fornece uma medida em escala logaritmica da variacao
dos precos. Essa definicao tem a vantagem de fornecer o lucro ou prejuizo
percentual, informagao mais adequada para os investidores, pois fornece o

retorno do investimento relativo ao capital empregado.
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Em economias com niveis de inflagao historicos significantes (como a
brasileira antes do Plano Real), é importante realizar um tratamento nas
observaveis de preco visando descontar a inflagao do periodo por um fator
deflacionario D(t). Com essa aproximagao, os pregos passam a refletir apenas
a variacao de seu valor intrinseco.

Todas as séries de preco do IBOVESPA utilizadas nesta tese foram
deflacionadas pelo IGP-DI2, tendo como referéncia o més de agosto de 1994.
O indice diario de deflagao foi calculado a partir do indice mensal acumulado
da data de referéncia até o dia em questao.

A seguir, na Fig.[[LT], apresentamos a série temporal diaria do IBOVESPA
nominal e a deflacionada pelo IGP-DI, que foi a utilizada nesta tese.

E importante ressaltar que a analise apresentada neste estudo ndo é
designada para capturar valores extremos e seus efeitos, como booms ou crashs

econdmicos.
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Figura 1.1: Série do IBOVESPA entre 1991 e 2006 (periodo analisado nesta tese)
com valores historicos e com precos deflacionados pelo IGP-DI conforme indicado
em legenda.

Apresentamos, como exemplo, na Fig. [[2 a série de retorno diario do

IBOVESPA deflacionado no periodo indicado na figura. Podemos perceber

2Indice Geral de Precos. E calculado mensalmente pela Fundacdo Getilio Vargas. O
IGP-DI/FGV foi instituido em 1944 com a finalidade de medir o comportamento de pregos
em geral da economia brasileira. E uma média aritmética, ponderada dos indices: Indice
de Precos no Atacado (60%), Indice de Pregos ao Consumidor (30%) e Indice Nacional da
Construcao Civil (10%). DI ou Disponibilidade Interna é a consideragdo das variagoes de
precos que afetam diretamente as atividades econémicas localizadas no territério brasileiro.
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que apoés a implantacao do Plano Real em 1994, a amplitude dos retornos
gradualmente diminuiu em relagdo ao periodo anterior, com excecao de
algumas épocas de crises internacionais, como por exemplo as crises dos Tigres
Asiaticos em 1997 e do Brasil em 1999.
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Figura 1.2: Série dos retornos diarios do IBOVESPA entre 1991 e 2006.

A segunda observavel que serd estudada nesta tese é o volume de
negociagao, que pode ser definido como o nimero de agbes ou entao,
alternativamente, de contratos negociados entre vendedores e compradores
durante um determinado periodo de tempo. Nesse estudo, utilizamos a primeira
definicao. O volume é um indicador importante na anélise do mercado pois ele
mede o valor de uma jogada de negociacao, e serve como medida da atividade
financeira. Se os mercados fizerem uma forte pressao para os pre¢os moverem-
se para cima ou para baixo, a percepcao dessa forca depende do volume para
esse periodo. Quanto maior o volume de negociagao que gerou o movimento
do preco, mais significativo é este movimento.

O volume de negociacao nas Bolsas de Valores é uma medida da liquidez
das acoes e também pode fornecer informacgoes tuteis para a realizacao de
estratégias de negociagao [4].

Tomamos como exemplo representativo nesta tese, o volume negociado
intradiario da BOVESPA, de 3 de janeiro de 2005 a 13 de setembro de 2007.
Os dados foram obtidos em intervalos de 30 minutos. A série original de

volume de negociagao, V' (t), foi reescalonada pelo valor empirico médio (V') e é



Capitulo 1. Introdugcdo 21

apresentada na Fig. [[.3] para o periodo estudado nesta tese. Podemos perceber

o padrao intermitente da atividade de negociacao.
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Figura 1.3: Série temporal dos volumes negociados na BOVESPA no periodo de
3/01/05 a 13/09/07. Os valores representam o volume negociado em intervalos At =
30 minutos, normalizados pelo valor médio em todo o periodo (v = V/(V)).

1.2
Resultados na Literatura

A maioria dos modelos matemaéticos utilizados em Econofisica tem sua
origem na tese de doutorado de Louis Bachelier sobre a Teoria da Especulagao
na Bolsa de Paris em 1900, na qual ele propo6s um modelo para o processo
estocéstico dos precos, descrito por uma caminhada aleatoria, ou random walk,
com flutuagoes regidas por uma distribui¢ao gaussiana [5].

Mais recentemente, uma explicacao importante da hipdétese de random
walk foi apresentada por Fama e Samuelson [6] na década de 70, que consiste na
formulagao da Hipotese do Mercado Eficiente, e que se tornou um paradigma
utilizado até hoje.

A Hipoétese do Mercado Eficiente estabelece que o preco atual da acao
reflete todas as informacoes e expectativas dos participantes do mercado.
Conseqilientemente, nenhum lucro pode ser obtido a partir de negociagoes
baseadas em informagoes do mercado, pois estas ja foram absorvidas no
preco. Assim, o retorno esperado de investimento futuro é nulo. Baseado
nesta hipotese, o movimento da cotacao de uma acgao seria completamente
imprevisivel a partir de informacgoes tais como preco e volume de transacao

passados.
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Assim, segundo essa teoria, a propriedade de ajustamento instantaneo
dos precos das acoes devido as informacgoes piblicas implica na independéncia
entre variacoes sucessivas de precos na seqiiéncia das negociagoes. Um mercado
que apresenta tal comportamento é, por definicao, um mercado random walk,
onde a série de mudancas de precos nao tem memoria, isto é, a historia
passada da série nao pode ser usada para prever o futuro. Neste mercado
informacionalmente eficiente, onde todos os participantes detém o mesmo nivel
de informacao e agem racionalmente, ajustando os precos imediatamente,
nao haveria espaco para que os fundamentalistas obtivessem lucros acima
da média do mercado. Da mesma forma, os grafistas também nao poderiam
antecipar nenhuma nova tendéncia ou movimento de precos em formacao.
Neste caso, somente restariam os fatos imprevisiveis a comandar as quebras de
expectativas.

No entanto, no mercado real, a atualizacao dos precos nao é instantanea
e as negociacoes tem custo. O grau de ineficiéncia do mercado é o que
permite oportunidades de lucro que compensam os investidores dos custos das
transagoes e da obtenc¢ao de informacao. O mercado real segue portanto apenas
aproximadamente o mercado eficiente, pois caso contrario, qualquer esforco de
previsao baseada em analise da série historica seria intutil. Apesar da Hipotese
do Mercado Eficiente ser uma idealizacao economicamente irrealizavel, ele serve
como referéncia para outras modelagens do processo estocéstico dos precos.

Nessa mesma época, na década de 60, Mandelbrot [7], ao analisar o
mercado americano de algodao, verificou que as distribui¢oes de retornos de
precos se comportavam segundo as chamadas distribui¢oes de Lévy, com caudas
mais longas que as distribui¢cbes gaussianas. A partir de entdo, numerosas
observagoes nos mercados por todo o mundo mostraram que as caudas das
distribuicoes de diversos ativos, tais como commodities, taxas de cambio e
retorno de precos de acoes, decaiam mais devagar do que a distribuicao
gaussiana predizia. Muitos modelos foram propostos na literatura para
caracterizar a distribuigao de retornos de pregos nestes mercados, para varias
escalas de tempo e com especial interesse para as distribuices leptocurticad?
- assim chamadas as distribui¢coes com caudas mais acentuadas do que a da
distribuicao normal.

A Fig. [[4] apresenta a distribuicdo empirica para os retornos
normalizados do IBOVESPA na escala de tempo de At=1 minuto e a sua
comparagao com a distribuicao gaussiana. O periodo de observacao considerado

neste exemplo foi de 4 anos, entre Novembro de 2002 e Julho de 2006. Verifica-

3Distribuicdes leptocirticas sio aquelas que possuem curtose maior do que a da
distribuigdo normal, igual a 3. Comparando-se duas distribui¢ées com mesmo desvio padrao,
a distribuigdo com maior curtose possui caudas mais longas.
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se que a distribuicao gaussiana ¢ inadequada para descrever a distribuicao

empirica.
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Figura 1.4: Comparacao dos histogramas de retornos normalizados para At = 1
minuto do IBOVESPA (simbolos), de novembro de 2002 a julho de 2006, com a
distribui¢ao gaussiana (linha cheia), em grafico semi-logaritmico.

A anélise de varios tipos de titulos financeiros em diferentes mercados
tem fornecido distribuigoes com caudas em lei de poténcia com expoente
de decaimento tipicamente na faixa de 2 < a < 5, fora do dominio das
distribuicoes de Lévy. Distribuigoes com caudas exponenciais também tem
sido reportadas para alguns mercados mundiais [8], 9.

Recentemente foi apresentada uma modelagem para os dados de alta
frequéncia do mercado americano utilizando distribui¢oes g-gaussianas [10, [11],
uma generalizagao da distribuicao gaussiana, que sera descrita com mais
detalhes no Capitulo 2. A Fig. mostra respectivamente as distribuigoes
empiricas para o NYSE e para a Bolsa eletronica NASDAQ em 2001. As
distribuicoes sao bem descritas por g-gaussianas com parametro 6timo g = 1.4,
como verificado na Fig. [12].

Por outro lado, sabe-se que a dinamica de preco em escalas de tempo
longas (regime mensal), é regida por distribuigdes gaussianas. Os dois regimes
de escalas longas e curtas tem sido modelados na literatura como dois regimes
separados. Um dos objetivos desta tese é o de prover um caminho possivel para
conectar estes dois regimes através de uma descri¢ao tnica.

O volume de negociagoes financeiras foi objeto de anéalise estatistica

apenas recentemente. Mostrou-se primeiramente que a funcao de densidade
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High-Frequency Retums in 2001 High-Frequency Returns in 2001
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Figura 1.5: Distribui¢bes empiricas (simbolos) e g-gaussianas (linhas cheias) para
retornos normalizados das 10 empresas com maior volume de negociac¢ao na (a) NYSE
e (b) Nasdaq em 2001. A linha pontilhada representa a distribuigao gaussiana [9].

de probabilidade (FDP) dos volumes de agoes individuais, negociadas em alta-
frequéncia, tem decaimento em lei de poténcia [13, 14]. A forma da distribuigao
g-Gama [I5], uma generalizagao da fungdo Gama, que sera descrita com mais
detalhes no Capitulo 2, foi proposta para a descricao da FDP dos volumes de
negociacao de alta frequéncia em diversos mercados: para as 10 agoes de maior
volume no NYSE e no Nasdaq em 2001, com ticks! de 1, 2 e 3 minutos [12, [15];
para as 30 agoes do Dow Jones Industrial Average em 2004, com ticks de 1
minuto |16, [17, [18]; e para as a¢oes do Citigroup no NYSE em 2004 [19], com
ticks de 1 minuto, conforme apresentado na Fig. [12].

1.3
Motivacdo e Objetivos

Uma caracteristica tipica dos sistemas complexos é a existéncia de
estruturas nao-triviais em diferentes escalas de tempo. No mercado financeiro,
em particular, as flutuagoes de prego em escalas longas e curtas, sao
caracterizadas por FDPs gaussianas e com cauda longa, respectivamente.

Para a descricao de ambos os regimes, assim como da transicao entre
eles, vamos adotar o procedimento proposto por Friedrich e colaboradores [20],
que explora uma correspondéncia entre a dindmica do mercado financeiro
e a turbuléncia hidrodinamica [2], assumindo a existéncia de um fluxo de

informacao em cascata em uma hierarquia de escalas temporais longas e curtas.

4Marcadores de registro de dados financeiros.
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High-Frequency Volumes in 2001
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Figura 1.6: Distribuigbes empiricas (pontos) e ajustes g-exponenciais (linhas) para
volumes normalizados das 10 agdes de maior volume na NYSE em 2001 [9].

Para tal, computamos diretamente das séries temporais empiricas de
retorno, os coeficientes da expansao de Kramers-Moyal (KM) que governam
a evolucao temporal das FDPs ao longo de diversas escalas de tempo.
Reproduzimos a plena evolugao dos histogramas empiricos dos retornos do
IBOVESPA, abracando a transi¢cao de FDPs gaussianas as com caudas longas,
quando se passa de escalas de tempo longas para curtas.

Apresentamos também solugoes analiticas consistentes com a familia
das FDPs que emergem da equacao de evolucao temporal. Mostramos que
estas distribuigoes pertencem & classe de distribuicoes g¢-gaussianas, que
compreendem as familias de FDPs invariantes e nao-estacionarias observadas
em ambos os limites temporais assintoticos.

Em seguida, estendemos nossa analise a diversos mercados ao redor
do mundo. Por um lado, a deteccao de padroes universais entre esses
mercados é importante para identificar os mecanismos fundamentais que
governam a dinamica dos pregos. Por outro lado, é também importante
quantificar e distinguir os mercados, de acordo com algumas propriedades, tais
como eficiéncia, resisténcia a pressoes externas, a especulagao internacional,
ou o tempo de relaxacao para que os efeitos provocados por choques
macroeconomicos se dissipem.

Neste cenario, a obtencao dos coeficientes de KM diretamente das
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séries temporais empiricas, pode ser considerada uma técnica alternativa para
comparar as dindmicas dos indices de mercado, uma vez que o conhecimento
destes coeficientes permite acessar quantitativamente as leis deterministicas e
estocésticas que governam a dindmica dos pregos.

Para este fim, foi realizada uma anélise extensiva, obtendo e comparando
os coeficientes de 24 indices diarios de mercados ao redor do mundo, englobando
desde mercados desenvolvidos até os considerados emergentes.

Nossa analise revela a existéncia de padroes universais dos coeficientes de
KM, e que estes sao descritos em termos de um pequeno nimero de parametros
microscopicos.

Esses parametros permitem quantificar caracteristicas, tais como desvios
da gaussianidade ou da eficiéncia, fornecendo uma ferramenta util para
discriminar os diversos mercados. Esta abordagem permite ainda ranquear
ou segregar os mercados, de acordo com os parametros microscopicos que
caracterizam os coeficientes de KM.

No caso dos volumes financeiros, também podemos identificar processos
caracterizados por diferentes escalas temporais. Por um lado, o volume de agoes
negociadas ao longo do pregao é o resultado de um processo de negociacao
caracterizado por varias etapas: a chegada de ordens de compra, de venda e de
ajuste entre essas ordens. Este processo determina uma escala microscopica de
formacao de precos e de volume negociados. Por outro lado, as flutuagoes
no ambiente do mercado tais como fluxo nao estacionario de noticias e
rumores, afetam o volume global de negociacao, implicando na existéncia de
inomogeneidades na atividade do mercado. A flutuacao desta atividade, de
acordo com a época de observagao, por sua vez possui uma escala temporal
caracteristica mais longa do que os tempos caracteristicos de formacgao do
prego.

Para a anélise dos volumes, vamos caracterizar sua FDP tendo como base
processos de Poisson microscopicos de diferentes escalas misturadas, no qual a
atividade do mercado é também um parametro flutuante.

Na literatura, as tentativas de modelagem, tanto da dinadmica de precos
como a de volumes, sao geralmente construidas fenomenologicamente a partir
de modelos propostos a priori.

Um dos objetivos desta tese é desvendar a dinamica estocastica
subjacente das flutuagoes dos precos e dos volumes, através de medidas diretas

das séries temporais, identificado os fatores deterministicos e estocasticos.
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Referencial Teédrico

Neste capitulo, apresentaremos de forma resumida, a base matemaéatica
fundamental para os capitulos seguintes e as principais ferramentas tedricas

utilizadas no desenvolvimento de nosso trabalho |21} 22], 23] 24].

2.1
Variaveis Aleatérias e Distribuicoes de Probabilidade

Uma varidvel aleatoria unidimensional X é uma funcao S — Sy C R que
associa a cada elemento s de um espago amostral S (conjunto dos resultados
possiveis (numéricos ou nao) de um experimento aleatério), um niamero real
X(s). A variavel X pode ser discreta (Sx finito ou infinito enumeravel) ou
continua (Sx infinito nao-enumeréavel).

A distribuicao de probabilidade de uma variavel aleatoria X cujo
contradominio é Sx = {x1,zs,...} (caso discreto) é dada pelo conjunto de
pares (z;,p;), i = 1,2,..., onde p; = P(X = z;), probabilidade de x;, devem

satisfazer

I- p; > 0 (ndo-negatividade);

II- > 5, pi = 1 (normalizagdo).

No caso continuo, a distribuicao de probabilidade de uma variavel
aleatoria X é dada pela funcao fx, chamada func¢ao densidade de probabilidade
(FDP), tal que fx(z)dz representa a probabilidade P(z < X < z+dx). Assim,
a FDP permite calcular a probabilidade de que X se encontre dentro de um

intervalo real [a, b]:

Pla<X <b) = /b dz fx(x). (2.1)

A FDP conjunta de duas (ou mais) variaveis aleatorias X, Y (facilmente
generalizavel para N) é fxy(x,y), tal que fxy(z,y)dzdy = Pz < X <
r+dr,y <Y < y+dy). O par (X,Y) representa também uma variavel
aleatoria bidimensional.

A FDP marginal, por exemplo, da variavel X é dada por
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fx(x) = / dy fxy(z,y), (2.2)
enquanto a FDP condicionada de X, dado um certo valor de Y =y, é
x?
fX|Y(x7y) = Ma com fY > 07 (2?))
fr(y)

onde fy é a FDP marginal de Y.
Uma FDP é caracterizada pelos momentos. O momento de ordem n da
variavel X é dado por:
(X" = / dz 2" fx(x). (2.4)
O momento centrado de ordem n da variavel X é:

(X =gl = [ de (o= )" f(o) 25

o0

onde pux = (X) é a média (aritmética) ou valor esperado. A varidncia ou desvio
quadrdtico é o momento centrado de ordem 2, (X — px)?), e o desvio padrao

ox = V{(X —px)?). (2.6)

a sua raiz quadrada:

2.1.1
FDPs usuais

E comum utilizar como primeira aproximacao ou primeira tentativa de

modelagem das distribui¢oes empiricas, uma distribui¢ao gaussiana ou normal

1 _(z—u20)2
f(x):\/me 207 (2.7)

com média pg e desvio padrao o.

Esta FDP aparece em diversos fendbmenos na natureza, e em particular
em processos relacionados a difusao normal ou Browniana. A razao da
presenca praticamente universal da distribuicao gaussiana se deve a ela emergir
naturalmente como uma distribuicao limite para processos aleatorios, como
consequéncia do Teorema Central do Limite (TCL): a soma de variaveis
aleatorias independentes e identicamente distribuidas cujo segundo momento
¢ finito é normalmente distribuida. Se as variaveis nao possuem a mesma
distribuigao, deve ser satisfeita adicionalmente a condi¢ao de Lindeberg [21]
para a validade do TCL.

Sendo distribuigao limite por agregagao de varidveis aleatorias
minimamente bem comportadas, a gaussiana é estavel. Diz-se que uma
familia de varidveis independentes e identicamente distribuidas possui
distribuicao estével se a soma delas possuir a mesma distribuicao das varidveis

individualmente.



Capitulo 2. Referencial Tedrico 29

Uma outra distribuicao usual para variaveis aleatorias definidas positivas

¢ a distribuigdo Gama ou erlangiana [25]
xﬁflef:r/G
0°r(B)
sendo 3,60 > 0 e onde ['(z) = [;~ t* 'e~'dt ¢ a fungao Gama.

Esta FDP decai exponencialmente e inclui como casos particulares a FDP

fz) = (2.8)

exponencial (se = 1) e a x-quadrado (se # = n/2, com n inteiro e 0 = 2).

Embora a parte central de uma distribuigao geralmente é a regiao de
maior probabilidade de ocorréncia, é nas suas caudas que obtemos informacoes
relativas aos valores extremos. Assim, em qualquer modelagem de distribuicao
de retornos de pregos ou outras variaveis financeiras é fundamental a anélise
das caudas das FDPs, pois permite estimar lucros e prejuizos relevantes para
o mercado financeiro.

Em geral, a frequéncia de ocorréncia de valores extremos nas séries
financeiras apresenta desvios do comportamento exponencial, sendo ordens
de grandeza maiores do que os previstos pelas FDPs usuais, como ilustrado
na Fig. [[L4l Diz-se que esses histogramas empiricos possuem caudas gordas
ou pesadas. A seguir, vamos analisar as propriedades de algumas distribuicoes

que foram utilizadas na modelagem de variaveis financeiras nesta tese.

2.1.2
FDPs generalizadas

Em problemas tradicionais da mecéanica estatistica de equilibrio a energia
e a entropia sao quantidades extensivas. Para que estes resultados sejam validos
é necessario que diferentes regides do sistema sejam independentes. Existem
sistemas com interacao de longo alcance, no entanto, para os quais nao é
possivel assumir esta independéncia como, por exemplo, estrelas interagindo
sob a influéncia da interacao gravitacional. Da mesma forma, sistemas
complexos cujo estado fundamental é altamente degenerado ou que possuem
memoria microscopica de longo alcance apresentam tempo de relaxagao ao
equilibrio muito longo e nao podem ser na pratica descritos pela mecanica
estatistica de Boltzmann-Gibbs. Recentemente, foi proposto por Tsallis [10]
um formalismo para a anédlise desses sistemas baseado em estatisticas nao-
extensivas. Deste formalismo, emergem naturalmente FDPs em que a fungao

exponencial é generalizada segundo
exp,(2) = [1+ (1 - q)a] =5 , (2.9)

onde q € R.
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Esta funcao, conhecida como g-exponencial, permite generalizar varias

FDPs usuais, tal como a gaussiana, segundo a expressao
Go(x) = Nyexp,(—B(z — no)*) = N[l = B(1 — )z — po)*|™=7,  (2.10)

onde > 0 é um parametro de escala e A, é a constante de normaliza¢do, que

para 1 < ¢ < 3 é dada por:

B
No= (6 q7T : )F [[Eiﬁq;}} ' (2.11)

2(q—1)
Esta FDP, conhecida como g¢-gaussiana, possui como limite do parametro
g — 1 a gaussiana usual. Assintoticamente, a g-gaussiana tem comportamento
em lei de poténcia para ¢ > 1. Com efeito, de (ZI0), com F~/2|z| >> 1:

Gylw) ~ 1/]2|@D . (2.12)

O parametro (3 controla a largura, e consequentemente, pelo vinculo de
normalizacao, a altura da FDP em x = 0. A variancia é finita somente para
q < 5/3. Neste caso é dada por:

2 2 2 1
7= (o= m)?) = [ @ =0 Gyla)ds = =
e o parametro de escala (3 é inversamente proporcional a variancia. De acordo
com a Eq. ([ZI3), podemos reescrever a Eq. (ZI0) como:

(2.13)

Gy(x) = N, {1 + ((59’__313) (@ _02“0) r) . (2.14)

A distribuigdo Gama, dada pela Eq. (Z8]), também pode ser generalizada

de forma a descrever distribui¢oes com caudas pesadas, através de

I, (z) = N’ [1 + (¢ — 1)%} a0 : (2.15)
onde
C(a-1y Tl
N = ( 0 ) T[T [q%l —ﬁ} ' (219

Esta distribui¢ao, conhecida como g-Gama, no limite ¢ — 1 tende a

distribuicao Gama usual e para ¢ > 1 possui cauda em lei de poténcia.

2.2
Processos Estocasticos

Uma fungao aleatoria Px(t) ¢ uma aplicagdo que atribui a cada valor
do indice ¢t € T uma variavel aleatoria X;. Um processo estocastico (PE) é

uma fungao aleatoria do tempo [24]. O processo pode ser de tempo discreto
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ou continuo dependendo da natureza do conjunto T. Atribuindo-se um valor
particular () & variavel aleatoria X; (que alternativamente denotaremos
X(t)), para cada t, temos uma realizagdo do processo, uma fung¢ao ordinaria
do tempo. Um PE Px(¢) também pode ser visto como o conjunto ou ensemble

de todas as suas realizagdes {x(t), t € T} L,

2.2.1
Classes de processos estocasticos

As caracteristicas que permitem distinguir entre PEs sao a natureza do
espago de estados (espago amostral de cada X (t), com ¢t € T), a natureza do
conjunto de indices T e as relagoes de dependéncia entre as variaveis aleatorias
X(t), que se derivam das distribui¢oes conjuntas.

Conhecendo a hierarquia infinita de FDPs conjuntas correspondentes
a n valores arbitrarios da variavel temporal f,(zq,t1;20,t0;.. . ;2,,t,) =
fo(X(t1) = x1,...; X (tn) = x,), com n = 1,2,..., o PE (seja discreto ou
continuo) fica completamente definido [23]. As FDPs f; da hierarquia com
1 < j < n sao obtidas por integracao de f,. Dadas estas fungoes podemos
calcular valores médios. Por exemplo, a funcao de autocorrelacao de dois

tempos é dada por

(X(t1)X(t2)) = //dxldxg 1o fo(x1,t1; X, t) . (2.17)

Se as f; nao mudam ao substituir ¢; por ¢; + 7 (com 7 arbitrario),
entao trata-se de um processo estaciondrio, ou seja, nao sao afetadas por um

deslocamento no tempo:
(1t + ALt + AL) = fo(r, b5 @, L) (2.18)

para todo n, T e ty, ..., t,. Em particular os momentos resultam ser estacionarios
no tempo. O PE ¢é dito estaciondrio em sentido amplo, se possui segundos
momentos finitos e se a covariancia? cov(X (t;), X (t; + 7)) depende somente de
T,Vt; € T.

Uma possivel classificagdo dos processos estocasticos é a seguinte [24]:

Processos puramente aleatérios:

A FDP condicional fip,—1, com n > 1, independe dos valores em instantes

anteriores, ou seja

f1|n71(xna tn|x1> tl, ooy Tn—1, tn—l) = fl(xna tn) (219)

1Veja também a interessante descri¢io alternativa de van Kampen [23].
2Se X e Y sdo duas variaveis aleatérias continuas, a covariancia ¢ dada por [(z—pux)(y—
py )dzdy.
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Um exemplo deste tipo de processo é dado pela sequéncia de resultados
ao jogar muitas vezes um dado. Nesse caso particular as varidveis X; sao

identicamente distribuidas além de serem independentes.

Processos markovianos:

A FDP condicional fy,,—1, com n > 1, depende somente do valor no
instante anterior, ou seja, se o valor presente ¢ conhecido exatamente, o
conhecimento futuro nao é alterado por informacao adicional sobre o passado.
Mais formalmente, para qualquer conjunto de tempos sucessivos t; < ty <

o<ty
f1|n—1(xn7 tnlxla tla ey Tn—1, tn—l) - f1|1(xn7 tn‘xn—la tn—l)' (220>

Um exemplo de processo markoviano é dado pelo caminhante aleatorio.
A probabilidade de transicao da posi¢ao i’ ao tempo t para a posicao i ao

tempot+1¢é

P(Z,t + 1‘2’,25) = p5-,17i/ + (1 — p)5i+1,i’ , (221)

que depende somente da informacao ao tempo imediatamente anterior.

Processos mais gerais:

Uma possivel generalizacao dos PEs descritos acima corresponde ao caso
em que as FDPs condicionais dependem de dois ou mais tempos.

Seja, por exemplo, um caminhante que apresenta tendéncia a persistir
ou mudar de direcao: ele continua na mesma direcao com probabilidade p e
muda de direcao com probabilidade ¢ = 1 — p. Neste caso a variavel X; que
descreve a posicao do caminhante ao tempo ¢ nao ¢ mais markoviana, ja que a
probabilidade condicional depende nao somente de X; ; mas também de X; .

Porém, isto pode ser remediado introduzindo uma variavel de duas
componentes (X, X;_1) [23]. Esta nova variavel resulta ser markoviana. Com

efeito, sua probabilidade de transi¢ao é dada por

P(iy,dg, t + 1]i}, 45, 1) = iyt [POiy—in it —i, + (1 = )i 1] - (2.22)

Como consequéncia geral, nota-se que um processo pode ser markoviano ou
nao dependendo das varidveis utilizadas para descrevé-lo. Se a memoria da
caminhada envolvesse mais tempos, seriam necessarias mais variaveis para
poder tratar o processo como markoviano. Porém, se a memoria se estende

sobre todos os passos anteriores, esse procedimento nao pode ser aplicado e
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o processo é irremediavelmente nao-markoviano. Um exemplo é o dos “self-
avoiding random walks” ou polimeros infinitos com volume excluido.
Dentre os diversos tipos de processos estocasticos, aprofundaremos nas

propriedades dos processos markovianos.

2.2.2
Processos markovianos

Um processo de Markov é um processo estocéstico que nao possui
memoria de "tempos" anteriores. Isto corresponde a casos experimentais em
que a "janela" de tempo entre medidas At excede o tempo de correlagao
Atc < At do processo. Assim, a probabilidade condicional deste processo
perde a memoria das situagoes anteriores & ultima medida, verificando a
Eq. (220). Apenas o conhecimento sobre o ponto (z,_1,t, 1) é necessario
para sabermos o que acontece em (x,,t,).

A sua hierarquia de FDPs f, fica totalmente caracterizada pelas

densidades fi; e fi. Por exemplo, para t; <ty < ts:

fa(@1,t1; w0, tos 23, t3) = fo(w1, ti; w2, t2) frjn (s, ts|ve, tos 21, 1)

= filz, 1) fip (e, ta| 1, 1) fip (23, 3] 22, t2) - (2.23)

Podemos proceder da mesma maneira para todas as FDPs f, dessa
hierarquia. Assim podemos expressar f, por um produto de probabilidades
condicionais e por fi. Se soubermos as formas de fij1(z2,t2]@1,t1) € fi(@1,t1),
podemos calcular todas as quantidades de interesse para o processo. Devido
a essas relacoes, as probabilidades condicionais também sao conhecidas como
probabilidades de transicao.

No processo markoviano s6 ha memoria do valor da variavel aleatoéria
para o ultimo tempo, onde medimos x. O intervalo de tempo ty — t; da
FDP condicional f(xs,ts|z1,t1) de um processo de Markov é arbitrario. Se
a diferenga é grande, a dependéncia de f em z; serd pequena (ou seja, a
memoria do valor da variavel aleatoria é quase inexistente). Se a diferenca de
tempo é infinitesimal (porém maior que o tempo de correlagao), a probabilidade
condicional tera idealmente valor exato em xq, ou seja, tli_r}r;1 f(za, to]zy,t1) =

5(%1 — l’g).

Equacido de Chapman-Kolmogorov

Integrando a Eq. (223) em x5 (para t; <t < t3) obtemos:

fo(@r,t1; 23, t3) = f1(9517t1)/d$2f1|1($37t3‘$2,t2)f11($2,t2|$1>t1); (2.24)
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logo
Jip (s, ts|x, th) = /dl’2f11($37t3’3527t2)f1|1(5627t2|$1,t1)- (2.25)

A Eq. (228) é chamada de equacao de Chapman-Kolmogorov (CK). Ela
¢ uma identidade que deve ser obedecida por todo processo de Markov. E
essencial que t; < ty < t3. Ou seja, a integragao é feita sobre um estado

intermediario . A FDP f; também deve satisfazer

fi(za, ta) = /d$1f1|1(1’27t2|371>t1>f1(5517tl)- (2.26)

A Eq. (225)) pode ser interpretada como a probabilidade de transi¢ao de
21 no instante de tempo t; para x3 no instante t3 € a mesma que a probabilidade
de transicao de z; em t; para x, em t; multiplicado pela probabilidade de
transicao de xo em ty para x3 em t3 para todos os possiveis valores de xs.
Para um processo markoviano estacionario, a probabilidade fi1(z2, t2|21,1)

depende apenas do intervalo At = t5 — t;. No que segue, simplificaremos a

notagao por fi(z,t) = f(x,t).

2.2.3
Expansao de Kramers-Moyal

Da definicao de probabilidades condicionais podemos verificar que a
densidade de probabilidade f(x,t+ At) em um instante ¢ + At e a densidade
de probabilidade f(x,t) em um instante ¢ estdo conectadas (para At > 0)
segundo
flx, t+At) = /f(x,t—I—At|x',t)f(x’,t)d:1:'. (2.27)

Para obter o diferencial 0Of(x,t)/0t, precisamos conhecer as
probabilidades de transigao f(z,t+ At|z’,t) para At pequeno. Por outro lado,

assumimos que conhecemos todos os momentos My, (para k > 1):

My (' t, At) = ((X(t+ At) — X (O] | x()=ar = /(x — e f(a, t+ Atla! t)dx .

(2.28)
Existem diversas formas de obter uma expansao geral para a

probabilidade de transicao. Um dos métodos mais diretos é utilizar a expansao
de Taylor para a FDP e para a probabilidade de transicao. Definindo Az =
x — ', podemos expandir o integrando da Eq. (Z217) em séries de Taylor:

flx,t+ Atla’ t) f(2',t) = f(x — Az + Az, t + Atjx — Ax, t) f(x — Az, t)

— (=DF 0"
_ ZT<M) oo/ (@ Aat o+ Atle 1) f(x,1). (2.29)
k=0

Inserindo a Eq. (229) na Eq. [227) e integrando em relacao a Az,
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obtemos diretamente:

flz,t + At) = f(z,t) + i(——)kWﬂx + Az, t + Atlz, t) f(x,t) .

(2.30)
Assumindo que os momentos M, podem ser expandidos em séries de
Taylor em relagao a At (k> 1),

W — D (2, )AL+ O(AR) (2.31)

e levando em conta apenas os termos lineares em At, temos:

—8f((?:;,t) = Z (—%) D® (z, ) f(x,1). (2.32)

A Eq. ([232) ¢ conhecida como Expansao de Kramers-Moyal.

Para processos markovianos, D®) ndo depende dos valores de X(t')
em instantes de tempo anteriores. Dessa forma, a Eq. ([Z32) pode ser
entendida como uma equagao diferencial de primeira ordem e a densidade
de probabilidade f(z,t) pode ser totalmente determinada por integragao com
distribuigao inicial f(z,t) (t > t9) e com condi¢oes de contorno adequadas.

A probabilidade de transi¢ao f(x,t|2’,t') é a FDP f(x,t) para a condigao
inicial especial f(x,t') = §(x —2’). Assim, a probabilidade condicional também
deve seguir a Eq. (2.32).

2.2.4
Equacao de Fokker-Planck

Se a expansao de KM pode ser truncada apos o segundo termo, a equagao
resultante é chamada de Equacdo de Fokker-Planck (EFP). Ela se escreve de

forma geral:

) d . 2
o (x,t):—%[D( )f(x,t)]+@[D( ) f(x,1)]. (2.33)

Neste formalismo D® > 0 é chamado de coeficiente de difusao local e
DM & um campo de forca externo, conhecido como coeficiente de tendéncia.
Esses coeficientes podem ou nao depender do tempo. Matematicamente a
Eq. (233) é um equagao diferencial parcial de segunda ordem linear parabélica.
Na literatura matematica, a Eq. (2.33]) também é conhecida como Equagao de
Kolmogorov.

Um importante teorema relacionado a& EFP ¢é o teorema de Pawula [24].
De acordo com este teorema, se qualquer coeficiente D?*) = 0 para s > 2,
todos os coeficientes D™ com n > 3 devem ser zero, reduzindo naturalmente

uma expansao de KM a uma equagao EFP.
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Os coeficientes de KM, D™ (z,t) sdo definidos, a partir da Eq. (231
como: .
DW(z,t) = Alimo DW(z,t, At), (2.34)

COo1m
~ M®) (¢, At)
D) At) = — 277
(2,8 A1) WAL

sendo M*) os momentos das FDPs, obtidos pela Eq. ([2.28).

A EFP proporciona uma poderosa ferramenta para lidar com os

(2.35)

problemas levantados até aqui e tem sido utilizada em muitos campos diferentes
em ciéncias naturais, incluindo os de estado soélido e fisica de plasma, oOtica
quantica, reacao cinética quimica e nuclear, biologia molecular e dinamica
populacional [24].

Esta abordagem também tem sido aplicada para muitas observaveis
econdmicas tais como taxas de cambio [20, 26, 27] e prego de petroleo [2§],
reproduzindo com sucesso, e a evolucao completa dos histogramas empiricos
de retorno ao longo de diversas escalas temporais [20], 26], 29].

Quando a EFP nao admite solucao analitica, ela pode ser integrada
numericamente. Uma forma de realizar essa integracao numérica é utilizar
variaveis discretas [, que podem ser definidas como x; = rl;, com tempos
discretizados t; = [;At. Dessa forma, se os diferenciais forem aproximados por
diferencas consistentes, resolver a EFP se reduz a iteracoes de uma equagao de
diferencas. Essas diferencas devem ser estaveis a ponto da probabilidade dos

€rros nao crescerem.

2.2.5
Equacdo de It6-Langevin
Muitos processos estocésticos podem ser representados mediante

equagoes diferenciais estocasticas, do tipo
i =DW +V2D@n(t), (2.36)

onde 7 é um ruido branco, com (n(t)) =0 e (n(t)n(t')) =To(t —t').

Esta equacao, que tem a forma de uma equacao de Langevin generalizada,
tem sido utilizada h& muitos anos para descrever problemas relacionados
a movimentos Brownianos. Ela leva em consideracao, além da contribuicao
deteministica para a evolugao da varidavel z, uma outra, que representa as
forcas flutuantes ou aleatoérias.

E facil mostrar que a EFP associada a equacdo estocastica (2.36), com a

convengao de Itd (que sera adotada nesta tese), é a Eq. (233) [24].
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2.2.6
Processos de Poisson

Um tipo de processo estocéstico muito frequente em processos fisicos e
que também serd considerado nesta tese é o processo de Poisson. Seja um
processo Px(t) de tempo continuo em que a variavel aleatéria X; conta o
namero de vezes que ocorre um dado "evento"durante o intervalo [0,t) e
pn(t) = P(X; =n),comn = 0,1,2,.... Um processo de Poisson ¢é caracterizado

pelas seguintes propriedades:

— as variaveis que representam o nimero de ocorréncias em intervalos

disjuntos sao variaveis aleatérias independentes;

— se Y; representa o nimero de ocorréncias durante [to, t, + t), entao para

qualquer t, > 0, X; e Y; tem a mesma FDP;
- p1(At) ~ AAt, onde A é uma constante positiva, se At > 0 for

suficientemente pequeno;

— D k=2 Pe(At) = 0, ou seja, a probabilidade de duas ou mais ocorréncias

durante um intervalo suficientemente pequeno é desprezivel;

- Xo =0, ou seja, po(0) = 1.

Estas hipoteses permitem deduzir uma expressao para p,(t) chegando-se
a pu(t) = e ()" /n! [21].

Para um processo de Poisson a distribuicao de intervalos de tempo T
entre chegadas é a exponencial

1
fr(t) = e, (2.37)
onde 7 = 1/\.

Consideremos agora eventos cuja ocorréncia depende da realizacao de
varias etapas (um numero [ de etapas) independentes e ocultas, cada uma
resultante de um processo de Poisson. Entao a distribuicao de intervalos de
tempo entre os eventos observéveis sera a distribuicao da soma de variaveis
exponenciais. Por convolucao temos
1
~ TL(B)

definida para t > 0. No caso particular § = 1, recupera-se a FDP exponencial.

fr(t) (t/7) e T =Ty (t). (2.38)
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2.3
Misturas Estatisticas

Analisando as interagoes de hadrons em cascatas de raios cosmicos [30],
Wilk e Wlodarczyk observaram desvios da distribuicao de momentos
transversos em relagao a distribuicao exponencial esperada. Eles explicaram
os desvios mediante possiveis flutuacoes da secao transversa o e ainda

determinaram que a grandeza

(0?) — (0)?
w=-——"" 2.39
permitia medir o grau de afastamento da lei exponencial.
Eles obtiveram a lei empirica, supondo que a FDP observada podia ser

derivada como 00
f(z) / doe "“g(0), (2.40)
0

onde o é o parametro flutuante com FDP g(o). Ou seja, a lei exponencial e

pode ser vista como uma FDP condicionada dado o valor de o (f(z]o) o< e77)

Y

de tal forma que

fz) = / " dof(zlo)g(o). (2.41)

Este tipo de composicao de probabilidades é conhecida como mistura
estatistica.

A partir do trabalho de Wilk e Wlodarczyk [30], Cohen e Beck [31]
consideraram sistemas de nao-equilibrio com dinamica complexa em
estados estacionarios com grandes flutuagoes de quantidades intensivas (e.g.
temperatura, potencial quimico). Dependendo das propriedades estatisticas
das flutuacoes, eles reproduziram uma descri¢ao de mecénica estatistica efetiva.
Esta proposta generaliza a apresentada por Tsallis [10]32], onde, em particular,
o parametro entropico ¢ surge como ¢ = 1 + w.

Desta perspectiva, a FDP estaciondria de certos sistemas fora do
equilibrio surge do fator de Boltzmann efetivo

o
BE) = [ dsro)e ", (2.42)
0
onde f() é a distribui¢ao da temperatura inversa (3. Por isso esta abordagem é
denominada superestatistica, ja que B(F) representa a estatistica da estatistica
e P,
Cabe notar que muito antes desta interpretagao de mecanica estatistica,

misturas estatisticas eram consideradas nas ciéncias econdmicas e afins [33] 134].



3
Analise do Indice Acionario Brasileiro

3.1
Introducao

No Brasil, a primeira Bolsa de Valores foi fundada em 1890 com o nome
de Bolsa Livre. Essa instituicao pioneira passou por diversas reestruturagoes
ao longo da histéria, modificando algumas vezes seu nome. Em 1967 passa
a chamar-se Bolsa de Valores de Sao Paulo, ou simplesmente BOVESPA.
Nela se negociam titulos emitidos por empresas privadas ou estatais no
Brasil. Em 2007, passa a chamar-se BOVESPA Holding S.A. e, por fim, em
2008, ha uma integracao com a Bolsa de Mercadorias & Futuros, BM&F
S.A., transformando-a na atual Bolsa de Valores, Mercadorias e Futuros,
BM&FBOVESPA S.A. atualmente a terceira maior Bolsa mundial em valor de
mercado, a US$ 23,34 bilhoes (nos pregos de 2 de maio), atras apenas da alema
Deutsche Bérse (US$ 31,41 bilhoes) e da americana CME (Chicago Mercantile
Exchange), com valor de US$ 25,98 bilhoes.

O Indice BOVESPA, ou IBOVESPA, é o indice que acompanha
a evolucao meédia das cotagoes das acoes brasileiras. Sua composicao é
basicamente formulada da mesma forma que a maioria dos indices mundiais.
E um valor atual, em moeda corrente, de uma carteira teérica de acoes.
Para que sua representatividade se mantenha ao longo do tempo, é feita
uma reavaliagao periodica, alterando-se a composicao e peso da carteira.
Considerando-se seu rigor metodolédgico e o fato de que a BM&FBOVESPA
S.A. concentra mais de 90% do total de negocios do pais, e é responsavel
por 100% das agoes transacionadas no mercado brasileiro, trata-se do mais
importante indicador do desempenho médio das cotacoes do mercado de agoes
brasileiro disponivel, permitindo tanto avaliacoes de curtissimo prazo, como
observagoes de expressivas séries de tempo.

Para a analise do IBOVESPA, selecionamos trés conjuntos de dados:
3960 precos de fechamento, no periodo entre 02 de janeiro de 1991 e 28 de
dezembro de 2006, 37984 valores do indice gravados a cada 15 minutos entre 21
de janeiro de 1998 e 31 de marco de 2003 e 794310 valores do indice catalogados
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a cada 30 segundos entre 01 de novembro de 2002 e 19 de julho de 2006.
Todas as séries estao deflacionadas pelo indice diario do IGP-DI. O tempo foi
contado em dias de pregao, descartando finais de semana, feriados e periodos
sem atividade. Apresentamos abaixo na Fig. 3.1l as séries de preco diaria e

intradiarias utilizadas nesta tese.

18000 - 100001
-4 8000

15000 4 ooo0 W
i 40004

12000 -

9000

6000 — /
3000

12000

0+ 90004

IBOVESPA Deflacionado

-3000 4 6000

30004

-6000 L . , . , : : : : : :
2111991  5/1/1994  21/1/1997  1/2/2000  14/2/2003  22/2/2006

Figura 3.1: Representacao das séries diaria e intradiarias do IBOVESPA analisadas.
Série intradiaria de 15 minutos compreende periodo entre 21/01/98 e 31/03/03 (em
vermelho) e série intradiaria de 30 segundos relativa ao periodo entre 01/11/02 e
19/07/06 (em azul). Todas as séries estao deflacionadas pelo indice diario do IGP-
DI.

3.2
Analise de Kramers-Moyal

Neste capitulo da tese, vamos investigar a evolugao "temporal"das FDPs
dos incrementos logaritmicos de prego ou retornos r, definidos na Eq. (L.2]).

Consideramos, como equagao de evolugao geral para as FDPs dos
retornos, a expansao de KM, valida para processos de Markov, apresentada
na Eq. (232).

Em analogia com o tratamento de fendmenos turbulentos [20], sobre
modelos de eventos que ocorrem em escalas hierarquicas, definimos, como

escala temporal, uma escala logaritmica reversa, dada por

T = logy(Aty/At), (3.1)
onde Aty é uma escala arbitréaria, definida aqui como 32 dias de negociagao
(ver também Apéndice [A2.2]).
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A utilizacao da escala logaritmica nos permite avangar mais rapidamente
no tempo t. Notem que quanto maior a escala de tempo At, menor a escala
hierarquica 7. A escala reversa surge do pressuposto de que a informacao flui
através de cascatas de energia a partir de escalas de tempo mais longas em
dire¢@o a escalas mais finas. [20]

Os retornos medidos foram dados, por conveniéncia, em unidades de
desvio padrao o3y da respectiva série de dados em uma escala temporal
(arbitraria) de Aty = 32 dias.

De acordo com a Eq. (23), as FDPs condicionais, dadas por
P(ry, mo|r1, 1) = P(re, 19571, m)/P(r1, 1) com 75 > 11, foram obtidas das séries
reais construindo os histogramas para a probabilidade conjunta P(ry, 79571, 71),
computando os pares de retornos r; que incidem no mesmo instante inicial.

A forma tipica da FDP conjunta do IBOVESPA ¢ apresentada na Fig.
bidimensionalmente para retornos diarios e na Fig. B3] tridimensionalmente
para retornos intradiarios. A FDP conjunta descreve a dependéncia estatistica

dos incrementos em escalas temporais proximas.

r, (paralAt, = 8 dias)

45 40 95 00 05 10 15
r; (para/At; = 16 dias)

Figura 3.2: Curvas de nivel tipicas da FDP conjunta para retornos obtida a partir
de dados diarios do IBOVESPA para At; = 16 dias e Aty = 8 dias. Niveis das curvas
correspondem a log1g = -1,5; -2,0; -2,5; -3,0; -3,5 do centro até a borda.

As propriedades markovianas do processo estocastico podem ser
investigadas mediante a anélise das probabilidades condicionais. Para tal,

calculamos a equagao de CK, a partir da Eq. (2Z23):

P<T27T2’T1,T1) = /dT’/P<7’2,T2|T/,TI)P(TI,T/|7’1,7'1), (32>

onde 75 > 7/ > 7. A validade dessa equacao foi examinada para diferentes

tripletos (72,7’,71). Como um exemplo ilustrativo, na Fig. B4 comparamos
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Figura 3.3: Distribuigao conjunta tipica para retornos obtida para 7o = 6,88 (Ats
= 120 min) e 71 = 6,18 (At; = 195 min).

as FDPs condiconais integradas e as obtidas diretamente (o lado direito e o
esquerdo da Eq. (3.2), respectivamente). A boa concordancia entre as FDPs
condicionais calculadas diretamente e as integradas sustenta a markovianidade,
validando dessa forma a nossa abordagem.

Os primeiros coeficientes D® foram computados, para 7 = T“LTT?,
com AT = 75 — 71, diretamente a partir dos dados, utilizando suas
definigoes estatisticas, dadas pela Eq. (2.35)). Para cada par de valores (7, A7),
encontramos que D® e D® como funcao de r, seguem, em muito boa

aproximacao, leis lineares e quadréticas, respectivamente, como ilustrado na
Fig. B8l A saber,

DW= —ar+ ao, (3.3)
D(Z) = BQ[T]Q + 617" + BQ.

Mediante ajustes linear e quadratico para DM e D® | respectivamente,
obtivemos os parametros {&i,i)j} para cada par (7,A7). Os valores limites
{ai,b;} para AT — 0 determinam a dependéncia em r dos coeficientes de
tendéncia DU e de difusdao D®. Comportamentos similares para D e
D® foram observados para incrementos logaritmicos e lineares de indices de

preco e para taxas de cambio envolvendo mercados nos E.U.A., Alemanha e
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Figura 3.4: Corte de P(rq,72|r1,71) em r; = 30, obtido para 7o = 11,75 (At =
4 min), 7/ = 10,75 (At = 8 min) e 77 = 9,75 (At = 16 min). Os simbolos cheios
correspondem & FDP condicional calculada diretamente e os simbolos abertos & FDP
integrada. Grafico inserido: representagao log-linear dos mesmos dados.
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Figura 3.5: Coeficientes D) (a) e D) (b) em funcéo de r, calculados em Aty = 109
min e At; = 125 min (logo 7 = 6,9 e A7 = 0,2). As linhas cheias correspondem aos
intervalos utilizados nos ajustes.

Japao [20, 35] 136].
Obtivemos também os coeficientes de quarta ordem D™ em funcéio de 7,
e realizamos um ajuste polinominal de quarta ordem, para cada par (7, AT).

Observamos que ao diminuir A7, com 7 fixo, as curvas de D (Az, 7, A7) se
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achatam, como apresentado na Fig. Supondo o limite D™ (Ax, 7) em ([2.34)
desprezivelmente pequeno, de acordo com o teorema de Pawula [24], a expansao
de KM (232) pode ser truncada apds a segunda ordem, reduzindo-a dessa

forma a uma EFP.

6 T T T T T
1.0
| 0.81 |
0.64
(o]
4+ _
% 0.47
l% , I 024 |
0.10
O 1 1 I 1
-0.2 0.0 0.2

Figura 3.6: Coeficiente D*) em funcéo de r, calculado em 7 = 8,35 e diferentes
valores de A7, indicados na figura. Linhas sélidas correspondem a ajustes polinomiais
de quarta ordem nos dados.

E importante mencionar que as escalas de tempo das amostras impoem
limites naturais ao valor minimo de A7 acessivel empiricamente. Por exemplo,
a escala didria dos dados impoe o limite de 1 dia para a variacao entre as escalas
Aty e Aty consideradas na Eq.(234). Assim, A7 = 0,1, (At;/Aty ~ 1,07)
s6 pode ser atingido para 7 < 1,09 (At > 15 dias), enquanto A7 = 0,2
(Aty /Aty ~ 1,15) s6 é acessivel quando 7 < 2 (At > 8 dias).

Levando-se em conta estas restricoes, observa-se que dentro das
flutuagoes estatisticas, o comportamento limite dos pardmetros pode ser
estimado considerando os resultados obtidos para A7 = 0,2 como aqueles que
definem {a;,b;} para cada 7. A dependéncia em 7 de @; e E é exemplificada

no Apéndice [A.2.1], para diferentes valores de Ar.

3.3
Dependécia temporal dos parametros
A dependéncia dos parametros limites {a;, b;} de acordo com a escala 7 é

apresentada nas Figs. B.7H3.8l Apresentamos essa dependéncia nas Eqgs. (B.4])-

BI):
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Figura 3.7: Dependéncia dos parametros a; e ag do coeficiente de tendéncia
DW(r,7) com a escala temporal 7. A analise foi realizada com dados de séries diarias

(circulos), de 15 minutos (quadrados) e de 30 segundos (tridngulos).

CLOZO,

a; = —0,642,

b= 0,5 (1= (1+exp(—7 +3,5/0,2)) " (1 +exp(r +2,5/1,7) "

by = 0,1364 (1 — (1 + exp(7 +2,5/0,49)) ) ,

by =0,2/27,
bo = 0,3/2417

Eq. (310) foi usada para 7 < 6,6 e Eq. (3.8)) para 7 > 6, 6.

(3.4)

_1)7

(3.5)
(3.6)

(3.8)

Os parametros de ajuste ay e a; permanecem aproximadamente

constantes ao longo das escalas diaria e intradiarias. As flutuagoes observadas

nas figuras para 7 pequeno sao devidas & menor significancia estatistica dos

resultados.

O parametro de difusao by aumenta com 7 desde proximo de zero,

em escalas mensais, até um valor limite, no regime de alta frequéncia,
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Figura 3.8: Dependéncia dos pardmetros bo,b; e by do coeficiente de difusao
D® (r,7) com a escala temporal 7. Simbolos como na Fig. Bl Em (c), incluimos
para comparagao o2(7) = 02 /03, (simbolos pequenos) junto com seu comportamento
assintotico (linhas finas) para escalas de tempo longas e curtas como previsto pela
Eq. BI4), com v =1 e 1,17, respectivamente.

sinalizando uma transi¢ao na dinamica subjacente dos retornos. Por outro lado,
o parametro by apresenta valores nao nulos apenas em escalas semanal /mensal,
indicando desvios de simetria das FDPs.

Entretanto, o parametro de difusao by apresenta um decaimento
exponencial persistente & medida que 7 aumenta, caracterizado por by(7) ~
2777, Comportamento semelhante de by foi relatado para taxas de cambio [20],
embora, para um menor alcance de escalas temporais. E importante ressaltar
que, apesar do decaimento exponencial de by, ele nao pode ser genericamente
negligenciado para grandes escalas em 7 pois ele representa a amplitude

da componente aditiva do ruido, que proporciona estabilidade ao processo
2

T

decaimento exponencial do tipo 2777, como mostrado na Fig. B.8|(¢), definindo

estocéstico para pequenos r. De fato, a varidncia o2 também segue um

assim o nivel de referéncia para by. Dois regimes associados a decaimentos um
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Figura 3.9: FDPs dos retornos normalizados. Comparacao entre as solugoes
numeéricas da EFP ([39) (linhas cheias) e os dados empiricos (simbolos). As escalas
temporais correspondem de 7 = —2 a 7 = 15. As FDPs estao deslocadas
verticalmente, para melhor visualizagdo. A condicao inicial foi um ajuste gaussiano
aos dados para 7 = —2 (At=128 dias). As escalas 7 apresentadas sdo informadas na
tabela A.5 (apéndice).

pouco diferentes sdo observados para as duas quantidades (ver Fig. B.8(c)),
sugerindo que by(7) esteja relacionado a 2. No limite de 7 pequeno ambas as
quantidades sao caracterizadas por v = 1, o que corresponde ao regime difusivo
normal, enquanto que em escalas de alta frequéncia, v >1, correspondente a um
regime superdifusivo. Para 7 > 11, a impossibilidade de obtenc¢ao de resultados

para A7 suficientemente pequenos impedem a estimativa dos parametros,
segundo a Eq. (2.34).

3.4
Evolugcao temporal

A partir da EFP (2:33]), mapeando x — r e t — 7, a equagao de evolugao

resultante se escreve explicitamente

0. P = 0,(a1P) + 07 ((bo + bir + bor®)P) | (3.9)
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onde a dependéncia em 7 dos parametros foi suavizada através dos ansdtze
representados nas Figs. B.TH3.8 A Eq. (3.9) foi integrada numericamente por
meio de um esquema FTCS (do inglés Forward-Time Centred-Space) [37].

Um ajuste gaussiano no histograma empirico em At=128 dias (7 = —2)
foi utilizado como condigao inicial. A evolucao foi conduzida em direcao a escala
de 30 segundos, a mais alta resolu¢ao temporal dos nossos dados. Para 7 >
11, o prosseguimento da evolugao da EFP, foi realizado pela extrapolacao da
dependéncia em 7 dos coeficientes a partir dos ansdtze utilizados. Na Fig. [3.9]
mostramos as FDPs de retornos normalizados (reescalonados por o) gerados
pela EFP, juntamente com os dados empiricos. Sua adequacao é notavelmente
boa em toda a regiao de dados, validando fortemente a nossa estimativa dos
coeficientes de KM.

Dentro da dindmica de Langevin, D e D® estdo relacionados com as
forgas deterministas e aleatorias, respectivamente [24]. Apesar do amplo leque
de escalas de tempo analisadas, a intensidade da for¢a harménica restauradora,
dada por D(l)(r, T) =~ —ay(7T)r, manteve-se praticamente constante para
T > —2. Isto significa que os mecanismos de relaxagao dos mercados, regidos
entre outros fatores, por limite de capital e aversao ao risco, sao semelhantes
em diversas escalas temporais.

O coeficiente de difusao no entanto, apresenta caracteristicas
diferenciadas de acordo com a escala temporal. Para a maioria das escalas
temporais, D@ (r,7) ~ by(7) + by(7) r? é dominado pelo termo independente e
pelo termo quadratico, associados respectivamente, as componentes aditiva
e multiplicativa do ruido. Devido ao carater acumulativo das flutuacoes,
a componente aditiva by aumenta com At. Entretanto, a mudanca de
b, para um patamar mais elevado para pequenos intervalos At indica
um grande efeito multiplicativo nessa regiao temporal. Isto significa que
o comportamento endégeno do mercado, que cria espontaneamente a
amplificacao dos mecanismos de resposta a flutuacoes de precos, apresenta
diferentes niveis para as escalas micro e macroscopicas. A presenca de ruido
multiplicativo ¢ um conhecido mecanismo gerador de FDPs estacionarias com
caudas gordas [38, [39, [40]. Verificou-se que para um grande conjunto de
parametros de controle, caudas em lei de poténcia prevalecem, cujo expoente
depende da razao a; /by, sendo independente de by.

A luz desses tltimos resultados, os platds observados para a; e by nas
Figs. B.7 e B.8 sugerem que a FDP seja invariante com relagdo & 7 em ambos
os limites assintoticos. De fato, a EFP (B.9) admite solugdes T-invariantes como
sera discutido a seguir.

De acordo com nossos resultados empiricos, para escalas de tempo longas
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e curtas, assumindo valores estacionarios para a; e by e uma lei exponencial

para by, temos:

bo(1) = A2, (3.10)

e negligenciando by, a Eq. ([B9) é reescrita como:

0;P = 0,(a1 P) + 07 ((bo(T) + bar®) P) . (3.11)
A solugao invariante da EFP (3I1)) ¢ (ver Apéndice [A.11):

P(r,7) ~ 1/(bo(T) + byr?)@+D/2 " com (3.12)
p = 14 (a1 —B/2)/bs, (3.13)

onde B = —b[/by = v1n2 nao depende do tempo.

Comparando-se com a Eq. (2I0), a solu¢ao (BI2]) é uma g-gaussiana
com ¢ =1+2/(p+ 1) (ver Apéndice [AIT]). No caso particular by — 0, as
solugdes se reduzem a forma gaussiana (q=1).

A variancia reescalonada 0?(7) = 02/02, das solugoes invariantes é (ver

no Apéndice [AT.T]):
o?(1) = bo(7) /(a1 — B/2 — by) . (3.14)

No limite de grandes escalas de tempo At, o coeficiente de difusao é
dominado pelo termo estacionério independente, by, que obedece a Eq. (3.10),
com A = by(0). A substituigdo dos valores numéricos de by(0) e a;, na
Eq. (3I4) retorna, em muito boa aproximacad®, ¢(7) = 27 (difusdo normal
na escala linear de tempo) de acordo com os resultados numéricos (mostrados
na Fig. B.8(c)). Como consequéncia, nesse limite, a equacao de evolugao
recupera a gaussianidade, governada por um equilibrio entre a for¢ca harmoénica
deterministica e o ruido aditivo dependente do tempo.

No limite oposto para grandes 7, by possui um valor estacionario nao nulo,
enquanto by(7) evolui de acordo com a Eq. (BI0), com v > 1. Nesse caso, a
Eq. (3I4) também prevé um comportamento assintotico para o?(7) em acordo
com os valores empiricos, conforme mostrado na Fig. B.8(c). Como a evolugao
dos demais parametros, com excecao de by, ¢ lenta, também investigamos se
as FDPs poderiam ser efetivamente descritas pelo ansatz (3.12) em um regime
temporal estendido.

Os resultados dos ajustes (por minimos quadrados) estdo em boa

concordancia com as FDPs empiricas, para praticamente todos as escalas T,

Weja que 02(0) = 1 por construgao.
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como podemos verificar na Fig. B.10. Para 7 = 0, os valores nao nulos de by,
impoem uma corre¢ao a forma ¢-gaussiana, devido a presenca de assimetria.

Os valores de g resultantes dos ajustes para as g¢-gaussianas sao
apresentados na Fig. .11l juntamente com os valores assintoticos obtidos a
partir da Eq. (313). Para pequenos valores de 7, os valores crescentes dos p
efetivos apontam para a laténcia do regime gaussiano. Para grandes valores
de 7, os expoentes de cauda empiricos tendem para um valor estacionario em
bom acordo com os valores teéricos.

Caudas em lei de poténcia sao frequentemente citadas na literatura
para descrever ativos financeiros em regimes de alta frequéncia [1, 4T, [42].
O ansatz da forma g¢-gaussiana ja havia sido proposto para dados de alta-
frequéncia [I, 12, 43| e para retornos logaritmicos diarios [44], através de
uma abordagem fenomenolégica. No entanto, em nossa anélise, elas surgem
naturalmente da equagao de evolugao obtida empiricamente através do calculo
dos coeficientes de KM ao longo das escalas temporais.

Lembremos que os resultados da evolucao das FDPs para 7 > 11

(At < 4 minutos), mostrados na Fig. 3.9 foram gerados pela extrapolagao da

P(r,7)

Figura 3.10: FDPs empiricas dos retornos normalizados (simbolos), solugoes
numéricas da EFP ([39) (linhas pretas) e ajustes g-gaussianos aos dados empiricos
(linhas vermelhas).
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Figura 3.11: Dependéncia do expoente p em relagdo as escalas temporais 7.
Simbolos correspondem ao ajuste da Eq. (3.12) aos histogramas empiricos, linhas

pontilhadas representam os valores assintoticos dados pela Eq. (313)).

dependéncia em 7 dos coeficientes obtidos, que no entanto, forneceram uma

boa previsao dos histogramas empiricos até 7 = 14, 75 (At = 30 segundos). Se

por um lado, isso sugere a confiabilidade dos parametros estimados, por outro,

evidencia a previsibilidade das estatisticas intradiarias, devido a existéncia

de efeitos de memoria na dindmica dos retornos de pregos no regime de alta

frequéncia. Vale a pena mencionar que o desvio observado do histograma

empirico para as menores escalas de tempo analisadas (30 segundos) exprime

o inicio de um regime nao-markoviano [45].
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3.5
Consideracdes finais

Do conhecimento dos coeficientes de KM, é possivel acessar
quantitativamente as leis deterministicas e estocasticas que governam a
dindmica dos pregos de mercado.

Esta abordagem tem sido aplicada para muitas grandezas economicas
tais como indices de mercado [35], 44], taxas de cambio |20, 26] 27] e preco de
petroleo 28], reproduzindo com sucesso a evolu¢do completa dos histogramas
empiricos de retorno ao longo de diversas escalas temporais |20, 26].

Nosso estudo revela padroes universais na dependéncia funcional dos
coeficientes de KM, que podem ser descritos por um pequeno nimero de
parametros microscopicos.

Neste capitulo do trabalho, também apresentamos solugoes assintoticas
consistentes para a equacao de evolucao temporal que emerge a partir
da anélise empirica. Dessas solugoes surgem novas relagoes matematicas
conectando caracteristicas das FDPs, tais como o expoente das caudas, aos
parametros dos coeficientes de KM.

Os resultados revelam um caminho dindmico que conduz de estatisticas
gaussianas a caudas em lei de poténcia, oferecendo perspectivas de descri¢ao
de outros sistemas complexos onde transicoes semelhantes sao observadas.

O contetdo deste capitulo pode também ser encontrado na Ref. [29).



4
Analise Comparativa dos Indices de Mercados Mundiais

4.1
Introducao

A deteccao de padroes universais dentre os diferentes mercados
financeiros é importante pois revela os mecanismos fundamentais que governam
a dindmica dos precos. Por outro lado, é também importante identificar as
caracteristicas proprias de cada mercado, tais como eficiéncia, resisténcia a
pressoes externas e a especulacao internacional, ou o tempo caracteristico de
dissipagao dos efeitos provocados por choques macroeconémicos, para efetuar
comparagoes entre eles.

Estudos comparativos ja foram realizados utilizando diversas quantidades
como volatilidade [46, 47, [48], [49], expoentes de Hurst [46] 50l 51, 52] (3] H4]
e outras propriedades estatisticas dos mercados [55], 56]. Neste capitulo temos
como objetivo mostrar que a obtencao dos coeficientes de KM diretamente
das séries temporais empiricas é uma técnica alternativa para comparar as
flutuagoes dinamicas dos indices de mercado.

Com efeito, apos termos verificado a robustez da expansao de KM para
o indice do mercado brasileiro, estendemos nossa analise para outros mercados
mundiais. Realizamos uma anéalise comparativa de 24 indices diérios de Bolsas
ao redor do mundo, englobando mercados desenvolvidos e emergentes.

Nesta parte da tese, visamos elucidar caracteristicas comuns e distintas
da dinadmica dos indices de mercado e, potencialmente, ranquear ou segregar
os mercados, de acordo com parametros microscopicos que caracterizem os
coeficientes de KM.

4.2
indices de Mercados Mundiais

Existem diversos indices importantes no mundo. Abordaremos no nosso
trabalho, 24 indices ao redor do mundo (listados na tabela [L.T]). Este conjunto

engloba todos os continentes e inclui tanto mercados desenvolvidos como
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emergentes L

Como exemplo, podemos citar os mais abordados na literatura cientifica:

— New York Stock Exchange Composite Index (NYSE) - E o indice da Bolsa
de Valores de Nova York, a maior, mais importante e tradicional Bolsa de
Valores do mundo em volume de agoes negociadas, com U$21,79 trilhoes
de dolares negociados em 2006. Localizada na Wall Street, Nova York,
ali sao negociados titulos e agoes das principais empresas dos Estados

Unidos e do mundo.

— S&P 500 - Indice calculado pela consultoria americana Standard &
Poor’s que reflete o desempenho de 500 maiores acoes atualmente

negociadas os Estados Unidos.

— Dow Jones Industrial Average (DJIA) - Indice americano baseado na

cotagao das 30 maiores e mais importantes empresas industriais do pais.

— National Association of Security Dealers Automated Quotation System
(Nasdaq) - E o indice da primeira Bolsa do mundo a negociar
exclusivamente acoes de empresas de Internet, informatica e de alta
tecnologia. Como as operagoes de compra e venda sao feitas por meio
de computadores no mercado de balcao, a Nasdaq ficou conhecida como
a "Bolsa Eletronica". Ela é atualmente composta por mais de 3000 acoes

diferentes.

— Nikkey 225 - Indice da Bolsa de Valores de Toquio, que reflete o preco

das 225 acoes mais negociadas no mercado japonés.

— DAX - Principal indice alemao, baseado no prego das 30 agoes mais

negociadas na Bolsa de Valores de Frankfurt.

As séries dos indices de prego e dos respectivos retornos didrios dos
mercados considerados sao apresentadas na Fig. [4.Jl Todas as séries de prego
foram coletadas do website da Yahoo finance?.

Para compararmos os diversos mercados ao redor do mundo, é necessério
considerar um periodo proximo ou, se possivel, um mesmo periodo de tempo.
Somente hé informacao sobre um grande nimero de mercados mundiais a partir
de 1997. Dessa forma, consideramos o periodo de 1997 a 2007 neste estudo.
Os indices BSE30, CMA, JSXC, KOSPI e TWI foram considerados, devido
a disponibilidade dos dados, a partir em julho de 1997 e os demais a partir
de janeiro de 1997. Os retornos diarios para o periodo analisado na tese sao
apresentados na Fig.

1Usamos as classificagoes de mercados utilizadas em http://globaledge.msu.edu. Outras
fontes, tais como as http://www.ftse.com ou http://www.mscibarra.com, coincidem, com
excecao de Hong-Kong e Cingapura que sao classificadas como desenvolvidos.
2yahoo.finance.com
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Rotulo indice pais # dias
1 AEX Holanda 2678
2 ATX Austria 2597
3 BEL 20 Bélgica 2669
4 CAC 40 Franca 2669
5 DAX Alemanha 2662
6 FTSE 100 | Reino Unido | 2652
7 SMI Suica 2647
8 BSE 30 India 2477
9 HSI Hong Kong 2599
10 JSXC Indonésia 2428
11 KLSEC Malésia 2591
12 KOSPI Coréia do Sul | 2490
13 Nikkei 225 Japao 2581
14 STI Cingapura 2643
15 TWI Taiwan 2462
16 DJIA EUA 2666
17 Nasdaq EUA 2652
18 NYSE EUA 2652
19 S&P 500 EUA 2645
20 IBOVESPA Brasil 2596
21 IPC México 2631
22 Merval Argentina 2597
23 | CMA |  Egito | 1964
24 |  AOX | Austrdlia | 2666

Tabela 4.1: Indices mundiais e seus correspondentes rétulo, abreviatura, pais e
nimero de dias de negociagao entre 1997 e 2007.

4.3
Analise Preliminar

Nesta tese, o tempo foi contado em dias de pregao, descartando finais de
semana e feriados. Os retornos medidos foram dados em unidades de desvio
padrao o3, da respectiva série de dados na escala temporal de 32 dias.

A estacionariedade dos retornos foi verificada através de dois
métodos usualmente utilizados em testes econométricos: Augmented Dickey-
Fuller(ADF) e Philip-Perron(PP) [57] (ver Apéndice [A.1.4]). Embora algumas
séries apresentem focos repentinos de volatilidade, ambos os testes forneceram
diagnosticos positivos para estacionariedade para todos os mercados
examinados. Isso significa que as séries de dados permitem considerar, pelo
menos em um bom grau de aproximagao, medidas estacionarias. Em qualquer
caso, os resultados podem ser adotados como médios ou efetivos para cada

série completa.
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Figura 4.1: Séries de retorno de preco dos indices mundiais apresentados em
legenda. Linha vertical representa o inicio do ano de 1997. As séries foram deslocados
verticalmente para melhor visualizagao.

Com o objetivo de investigar as propriedades markovianas dos processos
estocasticos, calculamos a equagdo de CK, apresentada na Eq. (2.25).

Como no caso do mercado brasileiro, a validade da equagao de CK foi
examinada para diferentes tripletos (72, 7/, 71 ), a0 comparar FDPs condicionais
calculadas diretamente a partir de P(ry, mo|ry,7) com as FDPs integradas
calculadas com o membro direito da Eq. (3.2). Como um exemplo ilustrativo,
na Fig. 3] comparamos cortes para valores escolhidos de r; para duas
FDPs diferentes computadas para o indice de Cingapura STI. Dentro dos
erros estatisticos, os histogramas coincidem, providenciando evidéncias para
a validade da Eq. (B:2]). Resultados similares foram encontrados para todos os
mercados analisados.

A verificagao direta da equacao de CK pode também ser utilizada
para estimar a escala temporal minima na qual as séries de retornos podem
ser aproximadas por um processo markoviano [28|. Escolhendo diferentes 71,
realizamos o teste para varios valores fixos de 71 enquanto diminuimos 75 — 7’.
Nao verificamos desvios significativos até a escala de resolugao mais curta de

nossos dados.
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Figura 4.2: Séries de retornos diarios dos indices de mercado mundiais (apresentados

ao lado do respectivo indice) no periodo utilizado nesta tese. As séries foram
deslocadas verticalmente para melhor visualizagao.
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Figura 4.3: Cortes de nivel através de P(ra, 72|r1,71) em 1 = -2,0, 0,5 e 3,0 (da
esquerda para a direita) para 7o = 0,24, 7/ = 0,14 e 71 = 0,04, para o indice
de Cingapura STI. Os histogramas foram deslocados horizontalmente para melhor
visualizagao. Os simbolos preenchidos correspondem as FDPs condicionais calculadas
diretamente e os simbolos abertos as FDPs integradas de acordo com a Eq. (3:2)).
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4.4
Analise de Kramers-Moyal

Uma vez atestada a validade da expansao de KM para nossos dados,
passamos ao calculo de seus coeficientes. Encontramos que as séries de dados
analisadas apresentam, para todo —4 < 7 < 4 (512 dias< At < 2 dias) e A7
suficientemente pequeno, um comportamento comum dos coeficientes D) e
D® definidos na Eq. ([235). Nas Figs. E4l(a) e E4L(b), ilustramos as formas

tipicas desses coeficientes em fungao de r.

Figura 4.4: Coeficientes D) (a), D@ (b) ¢ D® (c¢), em funcio de r, calculados em
7 = 1,2 (escala temporal semanal) e A7 = 0,2 para o indice alemao DAX. As linhas
cheias correspondem as curvas ajustadas e as mais espessas aos intervalos utilizados
para os ajustes.

De acordo com a Eq. (234]), os valores de {'&i,gj}, definidos nas Eqgs. (33),
determinam, no limite A7 — 0, para um dado 7, os parametros {a;,b;} que
descrevem a dependéncia em r dos coeficientes DM e D@, Deste modo, em
concordancia com os resultados apresentados na literatura para um grupo
restrito de mercados [20, 26, 29, [35, 144], obtivemos que a dependéncia
em r desses coeficientes é bem descrita por formas lineares e quadraticas

respectivamente.
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O coeficiente de quarta ordem D é consistente com um valor préximo
de zero para todos os mercados analisados, como sugerido na Fig. 4l (c) para
o indice alemao DAX. Assim, a Eq. (Z32) pode ser truncada na segunda
ordem da expansao, reduzindo-se a EFP dada pela Eq. (811]). Portanto, esta
EFP representa uma evolugao universal para as FDPs dos retornos, totalmente
caracterizada por poucos parametros dependentes de 7.

A dependéncia em 7 dos parametros a; e E é exemplificada na Fig. [4.5]

utilizando o indice mexicano IPC, para diferentes valores de Ar.
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Figura 4.5: Dependéncia dos parametros @, (a), ba (b) e by (c) nas escalas temporais
T, para diferentes valores de A7 indicados em (c), para o indice Mexicano IPC. As
linhas cheias correspondem aos intervalos utilizados para a estimativa dos pardmetros
aj, b3, A e v, como explicado no texto, usando o resultado para A7 =0, 2.

Em nossa analise, descartamos os resultados para (7 < —2), devido a
estatistica pobre desta regiao temporal. Levando-se em conta as restrigoes de
acessibilidade empirica do limite de A7 — 0, apresentados na segao (3.2) (que
é diferente para cada 1), observa-se que dentro das flutuagoes estatisticas, o
comportamento limite dos pardmetros para toda a regidao (7 > —2) pode ser
estimado a partir dos resultados para AT = 0, 2.

Assim, nossa analise comparativa é feita considerando os resultados

obtidos para A7 = 0,2 como aqueles que definem {a;,b;} para cada 7.
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Como resultados gerais para a dependéncia em 7 dos parametros dos
coeficientes de KM, encontramos para todos os mercados, os comportamentos
ilustrados na Fig. .5t

(i) O parametro a; apresenta comportamento estacionario dentro das escalas
temporais —2 < 7 < 2 (Fig. L5 (a)). A média de a; nesse intervalo foi

definida como o valor estacionario para aj.

(ii) O parametro by apresenta um aumento em fungao de 7 de um valor
proximo do zero até um nivel estacionario, b5 (Fig. 5 (b)). Considerando
que em 7 = —1 todos os mercados atingiram um nivel estacionério,

estimamos b5 como a média de by no intervalo —1 <7 < 2.

(iii) O parametro by cai exponencialmente com o tempo segundo a
Eq. BI0)(Fig. £3(c)), analogamente ao obtido anteriormente para o
IBOVESPA. Ajustamos uma lei exponencial tinica no intervalo —2 <

7 < 2, obtendo os valores efetivos para A e v para cada mercado.

Os parametros ag e b; (ndo mostrados) nao aparecem como medidas
significantes para comparagoes entre os mercados. Analogamente ao obtido
para o IBOVESPA, encontramos valores do parametro ay despreziveis,
enquanto o parametro b; é notavelmente negativo para todos os mercados. Este
resultado credencia b; como um parametro relevante que regula as assimetrias
observadas nas distribui¢coes empiricas de retornos em escalas temporais
semanais/mensais. No entanto, b; nao exibe valores estacionérios nessas escalas
de tempo, tornando dificil a sua utilizacao para fins comparativos. Além disso,
ele tende a desaparecer para grandes 7, concomitantemente com a extincao da
assimetrias nas escalas intradiarias.

Em conclusao, nosso estudo mostra que a equacao de evolucao das
FDPs dos retornos se reduz a EFP (8.11]) para todos os mercados analisados.
Cada coeficiente de KM (D™ ou D®) tem a mesma dependéncia funcional
de r para todos os mercados, e a dependéncia em 7 dos seus parametros
também apresenta caracteristicas universais para as escalas semanais/mensais
consideradas. Nossa analise preliminar, forneceu o seguinte conjunto de
quantidades relevantes, computadas como definido anteriormente: os valores
estacionarios aj e b3, e os parametros A e v que caracterizam a dependéncia

em 7 de bg.



Capitulo 4. Analise Comparativa dos Indices de Mercados Mundiais 61

4.5
Analise Comparativa

Ao longo desta secao, usaremos os rotulos numéricos mostrados na
tabela [41] para identificar os mercados. Depois de terem sido detectadas
propriedades dinamicas qualitativamente compartilhadas por todos esses
mercados, agora, vamos realizar comparacoes quantitativas das medidas que

surgiram a partir da analise preliminar.
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Figura 4.6: Parametro a] medido para todos os mercados listados na tabela[4.1] de
acordo com seus rotulos. O erro de aj é de cerca de 10%. A linha cheia corresponde
ao valor médio 0,57.

O parametro aj estima a forca de restauracao do mercado contra
flutuagoes de prego. Seu valor para cada mercado é representado na Fig. [4.6l
Encontramos um comportamento universal entre os mercados, com valor
médio 0,57 e desvio padrao 0,05 (menor que o erro de af). Embora estes
resultados descartem aj como uma medida de classificacao, é um resultado
relevante uma vez que manifesta que as leis deterministicas que governam a
dinamica dos mercados sao universais nao s6 qualitativamente, mas também
quantitativamente, nas escalas de tempo analisadas.

A seguir, apresentamos nas Figs. 4.7 e 4.8 os valores numéricos para os
parametros do coeficiente de difusao para os mercados mundiais analisados.

Enquanto A descreve a amplitude de by em 7 = 0, v é o inverso do
tempo de decaimento. Observa-se que A apresenta uma grande dispersao entre
mercados (um fator de cerca de trés entre os valores extremos).

Na Fig. apresentamos os mercados (com simbolos mais escuros para
os mercados desenvolvidos) no plano (v, A) dos dois parametros livres da

componente aditiva do ruido by.
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Figura 4.7: Parametro b5 medido para todos os mercados listados na tabela 1] de
acordo com seus roétulos.
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Figura 4.8: Inclinagao 7 (a) e nivel A (b) do parametro by medido para todos os
mercados listados na tabela 4.1l de acordo com seus rotulos.

A Fig. também mostra que mercados desenvolvidos, exceto os da
Austria e Bélgica (rotulos 2 e 3, respectivamente), se aglutinam na regiao de A
grande e v pequeno. Esta descoberta sugere que esse conjunto de parametros
tem capacidade em potencial para classificar os mercados. Note que valores
grandes de A e pequenos de v implicam que a componente aditiva da flutuacao
dos indices é grande e possui um lento e estavel decaimento ao longo das escalas
temporais, sugerindo mercados mais eficientes.

De fato, a solugao invariante (3.12) ¢ consistente com by(7) oc (),
conforme mostrado no Apéndice [A.1.1l De (310), a componente aditiva do

ruido escala com o intervalo de tempo At segundo by = (At)?. Logo, desvios
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Figura 4.9: Representacao dos mercados no plano de parametros (,A), de acordo
com os rotulos numéricos da tabela [LJl Os simbolos mais escuros representam
os mercados desenvolvidos. Os erros sao de cerca de 5%. As linhas pontilhadas
representam uma regressao linear como guia visual.

da linearidade (v # 1) indicam difusdo anomala, sugerindo que vy possa ter
um papel similar ao do expoente de Hurst H (usualmente associado com o
escalonamento da variancia com o tempo o?(At) o« At?H), fornecendo uma
medida de eficiéncia do mercado. Indices de mercado tem sido ranqueados
na literatura de acordo com seus expoentes de Hurst através de diferentes
abordagens [50, 51], 52, 53, 54]. E importante mencionar que embora alguns
trabalhos tenham reportado expoentes de Hurst nao estacionarios [52] 53], [54]
58|, somente os expoentes globais ou médios fornecem uma ferramenta para
comparagcao.

Na Fig. B.I0, exibimos os valores de <, avaliados neste trabalho, e
os valores de H, relatados na literatura. Consideramos a Ref. [50], devido
ao grande nimero de mercados comuns em ambas as amostras, incluindo
desenvolvidos e emergentes, bem como o alinhamento dos periodos analisados.
A Fig. .10 mostra claramente uma correlacao positiva entre ambos os
parametros. Além disso, h4 uma tendéncia para os mercados mais maduros
serem ranqueados como os mais eficientes, com valores de vy (e 2H) menores
daqueles dos mercados emergentes. A fronteira de eficiéncia (y =1 e 2H = 1)
também mostra a boa concordancia entre as segregacoes geradas por cada
medida, qualificando v como um parametro significante de classificagao da
eficiéncia dos mercados.

Os valores de b5, que descrevem a amplitude da componente
multiplicativa randémica no mecanismo de flutuacao de preco, apresenta uma

variacao relativa grande entre os mercados (em torno de um fator 3 entre os
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Figura 4.10: Representagao dos mercados de acordo com a medida de 2H em [49]
e v (este trabalho). Simbolos sdo como os da Fig. L9l O erro de v é de cerca de
5%. As fronteiras pontilhadas (y = 1, 2H = 1 e v = 2H) estao desenhadas para
comparagao.

valores detetados minimos e maximos), (ver Apéndice ??). Contudo, a simples
visualiza¢ao dos valores de b5 nao manifesta uma ordem econdémica clara de
classificacao dos mercados. De fato, uma quantidade mais significativa para
caracterizar a dinamica dos mercados é a forcga relativa das componentes de
ruido multiplicativo e aditivo. Esse fato sera discutido a seguir em conexao
com as caudas das FDPs de retorno.

Assumindo, de acordo com nossas observacoes, dependéncias ex-
ponenciais em 7 para by, valores estacionarios para a; e by, assim como valores
despreziveis para ag e valor assintoticamente desprezivel para by, mostramos
a EFP resultante (3.I1]) admite uma solugao assintotica da forma (B.12]) com
expoente p dado por (3.I3) e variancia reescalonada o?(7) dada por (3.I4).

Devido ao escalonamento dos retornos com 3o, 02(7) é unitariaem 7 = 0.

Entao, a partir de (8.14), segue-se que

=2+ A/by. (4.1)

Por consisténcia da solugao da EFP BI11)
apresentada no Apéndice[A.1.1l os parAmetros de KM nao sao independentes.
De acordo com as Eqgs. (8.10) e (8:14), os parametros estao relacionados através

da formula A = a; — by —y1In 2/2. Esta relagao vale somente aproximadamente,
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uma vez que o limite assintotico intradiario, 7 >> 1, nao foi atingido nas
escalas analisadas. Da mesma forma, o valor teérico de i, dado pela Eq. (4.1]),
determina o expoente das caudas das FDP somente assintoticamente para
grandes 7 (pequenos intervalos de tempo). Ainda assim, este limite é alcan¢ado
somente se a dependéncia exponencial em 7 do by, juntamente com os niveis
estacionarios a; e by persistirem para muitas hierarquias de escalas temporais.

Com o objetivo de explicitar possiveis conexoes entre as medidas
microscopicas e as propriedades das caudas das FDPs, obtivemos os valores
empiricos de g, ftemp, na escala diaria (7 = 5), a maior escala temporal dos
nossos dados. Eles foram computados efetuando-se um ajuste de minimos

quadrados com a forma padronizada da Eq. (Z10):

(w/2)V/m(p—2)  p—2 ’
com somente um parametro de ajuste, u, como ilustrado na Fig. [LTT] para os

indices argentino Merval e americano Dow Jones.

10° (a) Merval 1 (b) Dow Jones
107 5 E
P(r) | E
107+ E
10° 4 E
-8 J4 6 4‘1 8 -8 8

Figura 4.11: FDPs padronizadas para retornos diérios para o indice argentino
Merval (a) e indice americano Dow Jones (b). Os simbolos correspondem aos
histogramas empiricos e as linhas sé6lidas aos ajustes de minimos quadrados utilizando
a forma padronizada da Eq. (2.10).

Na Fig. 12l os mercados estao representados no plano do expoente
Uemp € da razao b3/A . Pode-se observar uma correlacao notéavel entre ambas
as quantidades que seguem aproximadamente a relacao tedrica dada pela
Eq. (@J). Isto sugere que um contetido de informacao relevante foi capturado
pela razdo das amplitudes dos ruidos multiplicativo/aditivo. No processo

aditivo-multiplicativo, o papel do tltimo ruido para gerar caudas em lei de
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poténcia é bem conhecido [39, 40, (9, [60]. Em concordancia, uma razao
5/A maior leva a valores menores de femp, provocando desvios mais fortes
da gaussianidade, que é recuperada no limite y — o00. Pode-se também
observar a tendéncia seguida pelos mercados desenvolvidos, assim como pelos
grandes mercados emergentes, de ter menor razao b3/A. Este resultado indica
que a medida composta b5/A tem um potencial papel classificador. Assim,
independentemente de <, ela representa uma perspectiva alternativa para

examinar a eficiéncia como afastamento da gaussianidade.
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Figura 4.12: Mercados representados no plano (temp,b3/A). Simbolos sdo como
os da Fig. Mercados desenvolvidos representados com simbolos mais escuros. A
linha pontilhada é a localizagao dos pontos dados pela Eq. (41]).

4.6
Mais exemplos do calculo dos coeficientes de KM para os mercados
mundiais

Como ilustragao do procedimento utilizado para as determinagoes dos
parametros dos coeficientes de KM obtidos a partir das séries de retorno,

apresentamos mais alguns exemplos para os mercados mundiais. Os demais

mercados nao apresentados aqui, possuem comportamentos semelhantes.
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4.13(a): 4.13(b):

Figura 4.13: Parametros (i) by, (ii) by e (iii) @; calculados para o periodo de jul.1997
a jul.2007, para os indices (a) BSE30 (India) e (b) CMA (Egito).
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4.14(a): 4.14(b):

Figura 4.14: Parametros (i) by, (i) by e (iii) @; calculados para o periodo de jan.1997
a jul.2007, para os indices (a) BEL20 (Bélgica) e (b) Nikkei (Japao).
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4.15(a): 4.15(b):

Figura 4.15: Parametros (i) o, (ii) by e (iii) @; calculados para o periodo de jan.1997
a jul.2007, para os indices (a) FTSE100 (Reino Unido) e (b) DJIA (Estados Unidos).
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4.7
Consideracdes finais

Nosso estudo revela, por um lado, padroes universais nos coeficientes
de KM dos diferentes mercados mundiais, envolvendo tanto fatores
deterministicos quanto estocéasticos da dindmica dos retornos de indices de
precos. Por outro lado, esta técnica possibilitou a deteccao de diferencas
quantitativas de alguns parametros, fornecendo uma ferramenta alternativa
para discriminar dindmicas de mercado. A partir desses resultados, é
possivel quantificar algumas caracteristicas observadas, tais como desvios da
gaussianidade das FDPs de retornos e a eficiéncia dos mercados.

O contetdo deste capitulo pode também ser encontrado na Ref. [61].



5
Analise do Volume de Acbes Negociadas

5.1
Introducao

Neste capitulo investigamos a estatistica dos volumes negociados em
mercados financeiros. Mostramos que processos estocasticos de volumes
negociados podem ser entendidos tendo como base processos de Poisson

misturados em uma escala mesoscopica.

5.2
Estatistica descritiva dos volumes negociados

Utilizamos como exemplo representativo o volume negociado intradiario
da BOVESPA, de 3 de janeiro de 2005 a 13 de setembro de 2007. Os dados
foram obtidos em intervalos de 30 minutos, consistindo de 9970 pontos. O
tempo é contado apenas em dias de negdcio, descartando finais de semana e

feriados. A série original de volume negociado, V'(t), foi reescalonada pelo valor
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empirico médio (V). A série de v = V/(V) esta representada na Fig. [3] e
mostra o padrao intermitente da atividade de negociagao.

Verificamos que nossos histogramas de volumes negociados empiricos em
diferentes escalas temporais de agregacao At, podem ser bem aproximados pela
FDP ¢-Gama dada na Eq. (2I5), como ilustrado na Fig. 5] (linhas cheias).

Os ajustes dos histogramas dos volumes de negociagao usando a FDP

Gama dada por

n 81
Pv) = —=(nv exp(—nv), 0.1
(v) I 5)( ) (=nv) (5.1)
sao bastante bons para valores intermediérios, como ilustrado na Fig. .1

(linhas pontilhadas). Contudo, eles manifestam desvios para volumes pequenos

e grandes.
10° 3
P(v)
10" E
1074
10°
10°

Figura 5.1: Gréfico log-log da FDP dos volumes negociados a cada 30 minutos
na BOVESPA no periodo entre 3/01/05 a 13/09/07. Os simbolos representam o
histograma empirico e a linha solida o ajuste por minimos quadrados da Eq. (2.15)
com parametros mostrados na Fig. 5.2l A linha pontilhada corresponde ao ajuste
da Eq. (ZI8) com ¢ = 1, representado para comparagdo. Os graficos inseridos
correspondem as representacoes do grafico principal em escalas linear-linear e log-
linear.

O ajuste da g-Gama apresenta um desvio notavel somente para volumes
muito pequenos (ver também Refs. [12, 15, [16]). O excesso na frequéncia
empirica pode ser devido a um patamar minimo para transacoes nos mercados,
cujas estatisticas nao fazem parte do escopo da tese. Todavia, ha uma
concordancia muito boa para toda a regiao de ajuste englobando a maioria
dos volumes significantes. Um ajuste de minimos quadrados na Eq. (2.15]) foi
realizado ao longo da regiao dos dados da amostra, descartando a regiao de

menor volume (tipicamente abaixo de v ~ 107!). Neste ajuste, foi considerado
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0 peso estatistico 1/P(v) com o objetivo de ponderar volumes extremos. Os
valores resultantes do ajuste dos parametros sao apresentados na Fig.
e na tabela [5.Jl De forma consistente com um volume reescalonado médio
unitario, enquanto os trés parametros variam, a média da distribuicao ¢-Gama,

B0/((1—q)B+2—q), permanece proxima a 1 (com a discrepancia de no maximo

6%).
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Figura 5.2: Parametros de ajuste da distribuigdo ¢-Gama, 3 (a), ¢ (b) e 6 (c),
para a FDP dos volumes normalizados entre 3/01/05 e 13/09/07, em funcao de At
(tridngulos). Os circulos correspondem aos valores teoricos obtidos das Eqs. (5.3).
As linhas pontilhadas sdo um guia visual. As linhas cheias em (a) correspondem a
um ajuste linear.

Para esclarecer o surgimento das FDPs ¢-Gama neste cenario, é
importante verificar a independéncia de sucessivos volumes. Dessa forma,
calculamos as fungoes de autocorrelagao de primeira e segunda ordem, e nao
encontramos niveis importantes de correlagao para nenhuma janela de tamanho
maior do que 30 minutos. Na Fig. 5.3 apresentamos o fungao de autocorrelagao

de primeira ordem do volume C,, em funcao do intervalo de tempo . Ela
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Escala | S 0 q 1079(V)
30min | 4,48 | 0,103 | 1,093 1,61
60min | 5,58 | 0,085 | 1,075 3,21
90min | 7,06 | 0,061 | 1,067 | 4,81
120min | 6,93 | 0,070 | 1,060 | 6,42
180min | 10,1 | 0,041 | 1,050 | 9,63
240min | 10,9 | 0,040 | 1,045 12,8

Tabela 5.1: Parametros de ajuste da fungao ¢-Gama obtidos para as FDPs dos
volumes de negociagao em diferentes escalas de agregacao para a BOVESPA no
periodo entre 3.jan.05 e 13.set.2007. Incluimos também os valores médios (V') das
séries originais. A P(v) ajustada foi calculada com peso estatistico e descartando
volumes (v < 1071).

mostra que os efeitos de memoria em sucessivos ticks de volumes neste nivel

de agregacao de dados é fraco.
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Figura 5.3: Funcao de autocorrelagao para os dados de volume de negociagao
analisados nesta tese.

5.3
Modelagem

Nesta segao, modelamos o processo que gera as distribui¢oes empiricas
dos volumes negociados. Nossa argumentacao se darda em termos de processos
de ponto ou de chegada.

Em um determinado nivel de agregacao de dados, cada intervalo de
largura At contém o volume total negociado naquele intervalo. Em At, ocorre

um nimero de negociagoes, cada uma envolvendo um dado volume de agoes.
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Uma vez que nossa base de dados nao fornece nenhuma informacao sobre
os volumes individuais em cada negociacao, pensamos, alternativamente, na
chegada de intervalos através do fluxo de volumes cumulativos. O intervalo
de volume acumulado entre sucessivos ticks é Av, = v. Entao, deduzimos a
estatistica de v em analogia aquela dos intervalos de tempo (ou tempos de
espera) em processos de chegada usuais.

Nesse cenéario, a estatistica do processo de ponto se constitui, em esséncia,
em um processo de chegada poissoniano. De fato, é uma aproximacao valida

considerar:

(i) onamero de eventos (ticks) em incrementos de volumes sem sobreposicao
como independentes e estacionarios (nas escalas de tempo intradiarias

analisadas);

(ii) que para odv. suficientemente pequeno, a probabilidade de acon-

tencimento de um tick é proporcional a dv,;

(iii) que a probabilidade de mais de um tick chegar em duv, é desprezivel.

Nesse caso, se a taxa de ocorréncia (ntimero médio de ticks por volume
acumulado) é 7, entao a FDP dos intervalos v seguird uma lei exponencial
simples P(v) = nexp(—nv), se assemelhando aos tempos de espera entre
ocorréncias sucessivas em processos de chegada poissonianos [21]. Contudo,
as transacoes no mercado sao atividades complexas envolvendo muitos passos
para tomar uma decisao no nivel microscopico de eventos individuais, e os
volumes em qualquer escala maior sao construidos de volumes na escala desses
eventos. Entao, é razoavel assumir que, ao invés de ser um processo poissoniano
simples, o processo poissoniano dos volumes é descrito por 3 estagios ocultos,
cada um associado a uma estatistica exponencial simples, com taxas similares.
Como vimos no Capitulo 2 (2.38)), para estégios independentes, ocorrendo a
uma taxa 7, a distribui¢do dos volumes serd dada pela Eq. (B.1]), também
conhecida como a distribuigao Gama, I'g 1y,

Nesse caso, o parametro de forma [ pode ser interpretado como um
ntmero efetivo de estégios do processo combinado. Lembramos também que a
Eq. (B1) é equivalente a Eq. (2I5) quando ¢ — 1.

Entretanto, o comportamento ligeiramente nao exponencial na cauda
pode ter uma origem mais fundamental. A analise das correlagoes indica
que os desvios nao sao devidos & presenca de fortes correlagoes. Entao,
passamos a investigar outras fontes das caudas longas observadas. Por um
lado, a negociagao nao é homogénea. Por outro, como vimos no Capitulo 2, foi
mostrado por Wilk e Wlodarcsyk [30] que as distribui¢bes com cauda em lei

de poténcia emergem de forma natural de flutuagoes lentas de um parametro
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relacionado ao inverso de uma medida de temperatura aparecendo em uma
distribuigao originalmente exponencial. Assim, observamos cuidadosamente o
possivel carater estocastico da taxa n na Eq. (5.1), que quantifica o niimero
médio de eventos (ticks) por volume acumulado v, de cada estagio. Para tal,

construimos um grafico do namero de ticks em funcao do v., que é apresentado
na Fig. 5.4

10000

5000

ticks de 30 minutos

Figura 5.4: Nimero de ticks de 30 minutos em fun¢ao do volume acumulado v, na
BOVESPA durante o periodo entre 3/01,/05 e 13/09/07. Gréafico inserido: ampliac¢ao
da curva.

Pode-se observar que o declive local efetivo, o qual chamaremos de o,
flutua em diferentes escalas, como mostrado na Fig.[5.4l Podemos notar que o~ !
é aproximadamente uma medida local de (v), que, de acordo com a Eq. (5.1)),
satisfaz (v) = Bn~1. A taxalocal é entao ) = (o correspondendo a taxa de cada
estagio (escondido) do processo. De fato, a natureza composta do processo de
volume implica que a taxa efetiva observada é diminuida quando comparada
com a taxa real de estégio simples.

Com o objetivo de quantificar as flutuagoes da taxa, os declives locais da
Fig. B.4] foram calculados para janelas de igual comprimento Awv,.. Pequenas
janelas sao muito ruidosas enquanto janelas mais largas escondem a estrutura
das flutuagoes. Portanto, consideramos janelas de tamanho intermediario
correspondentes tipicamente a intervalos de 30 ticks (cerca de 2 dias de
negociacao). Na Fig. apresentamos a série temporal de o em funcgao do
nimero de pontos por janela.

O histograma de declives locais é apresentado na Fig. Esta figura
mostra que a estatistica dos declives o (logo, aquela das taxas locais 7)

segue, em boa aproximagao, uma distribuicao Gama. O teste de ajuste de
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Figura 5.5: Série temporal de o em fungédo de v, para diferentes nimeros de pontos
por janela Av, (indicado na figura).

Kolmogorov-Smirnoff (teste KS) [37], mostra como resultado uma adequagao
forte a hipotese da distribuicao Gama para o. De forma contréaria, outras
distribuicoes padroes de dois parametros foram rejeitadas, por exemplo a Gama

inversa, com valor de referéncia (p-valor) menor que 0,035.

=
o
lo

[N
S
)

o
()]

Figura 5.6: Histograma dos declives locais do grafico mostrado na Fig. [5.4]
calculados em janelas de 30 ticks (simbolos). Linhas solidas correspondem ao melhor
ajuste de minimos quadrados de uma FDP Gama. Grafico inserido: o mesmo gréfico
em escala linear.

Os parametros da FDP I', /. associada aos histogramas de 7 foram
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obtidos do ajuste da FDP T\, 1/ ao histograma de o = n/B. Valores
para diferentes escalas de agregacao analisadas podem ser encontrados na
tabela B2 Espera-se que a distribuigdo dos declives dependa somente
fracamente do intervalo de ticks At. De fato, os valores « e k3 nao sao afetados
significativamente pela escolha de At. Além disso, os resultados empiricos estao
de acordo com a média tedrica dos declives, (o) = a/(k3), que é unitéaria por
construgao ({(o) = (v) = 1).

A partir de séries de volumes de 30 minutos, podemos gerar novas séries
em diferentes escalas, agregando os dados, obtendo assim, séries de volumes
acumulados a cada 60 minutos, 120 minutos, etc.

Observamos que nas diferentes escalas de agregagao a distribuigao dos
volumes segue a forma ¢-Gama. Apresentamos a seguir, na Fig. 5.7 as ¢-

Gamas obtidas para as escalas utilizadas na tese e apresentadas na tabela L.l
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Figura 5.7: Ajustes da funcdo ¢-Gama obtidos para as FDPs dos volumes
de negociagao para diferentes escalas para a BOVESPA no periodo de 3/01/05
a 13/09/07: 60min(a), 90min(b), 120min(c), 180min(d). A ¢-Gama ajustada foi
calculada com peso estatistico e desconsiderando volumes < 10~

O fato da taxa de ocorréncia n nao ser uma constante, e sim
uma quantidade flutuante, pode explicar o comportamento das caudas das
distribuicoes dos volumes negociados. Se n flutua com uma escala caracteristica
maior que o processo estocastico subjacente, podemos interpretar a PF I'g 1/,
em (5.I) como a probabilidade condicional f,), da varidavel v dado 7, onde

n & uma variavel estocastica. Além disso, vamos considerar que 7 possui
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Escala | « K 1/6k | qmn O | O /0 | ain/q
30min | 7,93 | 1,605 | 0,139 | 1,081 | 0,129 | 1,25 | 0,99
60min | 7,50 | 1,248 | 0,144 | 1,076 | 0,095 | 1,12 | 1,00
90min | 7,33 | 0,966 | 0,147 | 1,069 | 0,067 | 1,09 | 1,00
120min | 8,30 | 1,090 | 0,132 | 1,066 | 0,072 | 1,02 | 1,00
180min | 7,78 | 0,704 | 0,141 | 1,056 | 0,039 | 0,96 | 1,00

Tabela 5.2: Parametros obtidos para o ajuste da distribuigdo Gama para os
histogramas das taxas em diferentes escalas para a BOVESPA no periodo de 3/01/05
a13/09/07. A P(o) foi ajustada utilizando toda a regiao dos dados. Para comparagao,
incluimos os valores teodricos dos pardmetros da FDP ¢-Gama, obtidos a partir da

Eq. (B3).

uma distribuicdo Gama, i.e., f,(z) = I, .(z). Embora, essa seja apenas
uma estimativa da distribuicao das taxas locais, ela leva em conta suas
caracteristicas principais, com pequenos desvios nas caudas, como observado
na Fig. 5.6l Com esses pressupostos, a PF marginal dos volumes passa a ter a

forma:

P(v) = /dxfn(:p)fvw(v, z) = Nv'le (5.2)
onde N é um fator de normalizacao e a fungao g-exponencial (e,) foi definida
no Capitulo 2.

Assim, vemos que para a variavel aleatéria 7, regida pela distribuicao
Gama de parametros « e r, a FDP incondicional (ou misturada) dos volumes
se torna uma ¢-Gama.

Os valores teoricos dos parametros da FDP ¢-Gama resultante

generalizada (2.10]) sdo:

K
(S ch:

1
a+pf3 a+p8’

Note-se que, enquanto [ controla o aumento da FDP para volumes menores,

(5.3)

Bin =10, qn=1+

« controla a cauda: lei de poténcia com expoente o + 1 para « finito, e lei
exponencial para a — oo.

Obtivemos uma boa concordancia entre os valores ¢, e 0, e os resultados
dos ajustes da distribuicao empirica dos volumes, nas diferentes escalas de
agregacao. Esta comparagao é apresentada na tabela [5.21

Em resumo, nossa analise leva & FDP ¢-Gama que descreve, em muito
boa aproximagao os histogramas empiricos (veja Fig. B.]), em todas as escalas
de agregacao.

Na Fig. 5.2(a), pode-se observar que (5 aumenta linearmente com At a
partir de um valor 3y > 1, nas diferentes escalas de agregacao. Isso implica

a existéncia de um numero invariante efetivo de estagios [, associado com o
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nivel de tempo mais fundamental da descricao das observaveis financeiras. A
linearidade caracteriza as propriedades de agregacao do processo do volume.
Na Fig. B.2[(b) pode-se observar que g decai enquanto At aumenta. Isso implica
que inomogeneidades se reduzem para grandes intervalos de acumulacao At.
E notavel que, para as 10 acdes de maior volume na Nasdaq e NYSE para
intervalos de 1, 2 e 3 minutos, sdo observados [12, [15] comportamentos
similares.

Das Egs. (63), ¢ ¢ determinado de uma maneira tnica a partir do
numero efetivo o + § de estégios ou graus de liberdade independentes que
especificam ambas as distribuicbes Gama. Entao, por um lado, ¢ reflete o
grau de granularidade na descri¢do do processo de negociacao (através de f3).
Por outro, isso também reflete a presenga de inomogeneidades (através de «),
decorrentes das flutuacoes no ambiente do mercado, tais como o fluxo nao
estacionario de noticias e rumores. Ambos os efeitos se dissipam para grandes
intervalos de acumulacao At.

Investigamos também uma outra grandeza observavel financeira, a série
da quantidade de transacoes realizadas, ou agdes negociadas, para diferentes
escalas de agregacao. Ao contrario da FDP dos volumes, a FDP obtida segue
uma distribuicao Gama, e nao foram observadas flutuagdes no grafico da
taxa local do grafico do nimero de ticks em funcao da grandeza acumulada.

Apresentamos este resultado no Apéndice [A.4]
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5.4
Consideracdes finais

Em resumo, investigamos um banco de dados real dos volumes negociados
em uma escala temporal mesoscopica onde a natureza granular das transacoes e
propriedades de agregacao estao presentes. Além de fornecer novas perspectivas
para a compreensao da dindmica dos volumes, o estudo presente prové uma
demonstragao consistente com dados reais sobre como as FDPs com leis de
poténcia emergem de efeitos de flutuagao observaveis, de acordo com a visao
superestatistica.

O contetdo deste capitulo pode também ser encontrado na Ref. [62].



6

Reconstrucao de Séries Financeiras

6.1
Introducao

Muitos fendmenos fisicos que envolvem grandezas flutuantes podem ser
descritos por uma equagao diferencial estocéstica do tipo de Ito-Langevin com
a forma apresentada na Eq. (230). Sabe-se que a FDP associada é governada
pela EFP (2.33) correspondente [24].

Para uma série temporal ideal, regida pela Eq. (2.36) e colecionada por
um periodo suficientemente longo e com alta resolugao, a dindmica do processo
pode ser reconstruida diretamente obtendo D™ e D@ como foi feito nos
Capitulos 3 e 4, usando sua definigao estatistica, dada pela Eq. (2.34]). Nesta
secao da tese reconstruiremos mediante esse método e utilizando um algoritmo

numérico, uma série de retornos intradiarios do IBOVESPA.

6.2
Calculo dos coeficientes de KM

Utilizamos como exemplo de reconstru¢ao de uma série temporal, a
série de retornos normalizados do IBOVESPA para a escala temporal linear
de quatro minutos. Eles foram calculados a partir de uma série de pregos
catalogados a cada 30 segundos, sem sobreposicao dos dados. O periodo
adotado foi de 01 de novembro de 2002 a 19 de julho de 2006, totalizando
794.310 dados. Desta forma, a série de retornos de quatro minutos possui
99.288 dados.

Definimos como unidade de tempo a escala de 4 minutos, para a qual,
portanto, 7 = At = 1.

Da obtencéo dos momentos condicionais, calculamos as funcoes DM (z, 7)
e D®(z,7) na Eq. (230), obtendo formas lineares e quadraticas em x
respectivamente, como apresentado na Fig. 6.1l Para 7 = 1, obtivemos
(a1, by, b) = (0,85 4 0,05; 0,45 & 0,03; 0,40 £ 0, 02).

Para calcular os coeficientes de KM necessarios para a integracao da

Eq. ([236), consideramos como primeira aproximagao, as fungoes DWW e D@,
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Figura 6.1: Coeficientes D e D® dos dados numéricos para 7 = 1. Linhas
correspondem aos melhores ajustes, linear e quadratico respectivamente, por minimos
quadrados aos dados.

obtidas para a menor escala disponivel, ou seja, 7 = 1. Dado que DM (x) =

—ayx e D@ (z) = by + bya?, a solucdo estacionaria da Eq. ([Z33) ¢
Fy
P(r) = —————ar (6.1)
(14 2z e

que possui forma g¢-gaussiana e constante de normalizacao F, dada por

[ +1]
b2 b2 . o~
\ o e A condicao

surge do fato de que, uma vez que os dados estao normalizados, a variancia

b() = a; — bQ (62)

0% =by/(a; — by), deve ser unitaria.

Os valores dos parametros dos coeficientes de KM calculados com 7 =1
produzem uma FDP estacionaria, Eq. (6.I), em boa concordancia com o
histograma empirico, conforme mostrado na Fig. [6.2

A Eq. ([230) foi integrada numericamente através do método de
Euler [63]. Para comparagao, utilizamos também os métodos de Milstein e
Runge-Kutta [63], e os resultados nao foram significativamente diferentes. O
passo de integracao foi dt = 1073, e os dados foram gravados a cada 1/dt
passos, consistentemente com nossa escolha de 7 = 1. Apresentamos a série
empirica na Fig.[6.3(a) e a gerada numericamente na Fig. [63|(b). O histograma
da série artificial coincide, naturalmente, com a distribuicao estacionéria dada
pela Eq. (6.1]).

Além de obter os histogramas, em concordancia com os valores teéricos,

também monitoramos as correlacoes. Na Fig. [6.4], observamos que a funcao de
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Figura 6.2: FDPs dos retornos normalizados. Simbolos correspondem aos
histogramas empiricos. FDPs teoricas dadas pela Eq. (B2 com (&1,52,50) =
(0,85;0,45;0,40) obtidas do célculo dos coeficientes de tendéncia e difusao de acordo
com as Egs. (63)) e (6.4]) (linhas pontilhadas), e (a1, b2, by) = (1,9;1,10;0,81) obtidos
da Egs. (6.I5) e (6I6]) (linhas cheias).

autocorrelagao da série obtida a partir dos coeficientes para 7-finito possuia
um tempo de correlagao maior que o da série empirica, apesar das FDPs serem

muito semelhantes.

6.3
Correcao dos coeficientes de KM

O resultado apresentado acima nos leva a algumas consideragoes. Em
alguns casos, estimativas numéricas nao podem ser sempre extrapoladas em
direcao ao limite 7 — 0, devido a taxa limitada de aquisicao dos dados reais.
Dessa forma, como vimos, temos acesso apenas as estimacoes finitas em 7 dos
parametros DM e D@ onde 7 nem sempre ¢ pequeno em comparagio com os
tempos caracteristicos do processo. Assim, para algumas séries temporais reais,
como as séries financeiras, os métodos de reconstrugao precisam ser revisados.

O erro devido ao uso de 7-finito pode ser estimado da expansao da
Eq. (230). Recentemente, Sura e Barsugli [64] obtiveram as corregoes de
primeira ordem para os coeficientes dados pela Eq. (2.35). Para um dado
incremento 7, as aproximagoes em diferencas finitas apresentadas na Eq. (2.35)

podem ser reescritas como:

DO, ) = = (X(t +7) = X(0) Lxo (6.3



Capitulo 6. Reconstrugcdo de Séries Financeiras 83

20
(@)
Xt 10 4
0
210 4
-20 T T T T
20
(b)
10 +
0
210 4
'20 T T T T
20
(©)
10 A
0
210 4
'20 T T T T
0 2000 4000 6000 8000 10000

Figura 6.3: SQrieg temporais de retornos: empirica (a), artificiais geradas com
parametros (ai, ba, bo) = (0,85;0,45;0,40) (b) e (a1,b2,b0) = (1,9;1,10;0,81) (c).

2D (z,7) = - (X(t+7) ~ X)) |xioms- (6.4)

Uma das formas para estimarmos as corregoes introduzidas quando se
adota um incremento de tempo 7-finito nas Eqgs. (6.3)) e (6.4), ¢ a expansdo em
série de Ito-Taylor [63] de X (t+ 7). Para obté-la, vamos considerar a Eq. (2.30)

em sua forma integral:

t+7 t+71
o =Xot+ [ DO+ [\ 200N, (69)
t t

Na Eq. (3], os valores de D®WeD® em instantes intermediarios sdo
obtidos utilizando-se a formula de It6 [63] para fungoes arbitrarias da variavel
estocastica X; (ver Apéndice [AT3):
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Figura 6.4: Fungao de autocorrelagao linear C'(t) em fungao do tempo. Os simbolos
correspondem aos dados empiricos, as linhas correspondem aos processos artificiais
gerados com parametros (ar, bo, 50) = (0,85;0,45;0,40) (linhas pontilhadas) e
(a1,b2,b9) = (1,9;1,10;0,81) (linhas cheias).

dF(Xy,t) = (0, F+DWox, F+D® 0y, x, F)dt+(V2D®dx, F)dW = L°Fdt+L'FdW .

(6.6)
A primeira aplicagdo da formula de Ito6 & Eq. (6X) fornece (ver

Apéndice [AT.3)):

t4+1 s S
Xer =X, + / (D<1>(Xt)+ / Lo(DW(X,))ds' + / LI(D(l)(XS,))dWS,) ds +
t t

t
t+71 s s
/ (,/2D<2>(Xt)+ / Lov/2D®) (X.,)ds' + / LM/ZD(?)(XS/)dWS/) v, . (6.7)
t t t

Apo6s aplicagdes sucessivas, podem ser obtidas corre¢coes de ordem
superior.

Considerando apenas os termos da expansao até a primeira ordem nas

Egs. ([6.3) e (64), obtemos (ver Apéndice [AT.3)):

- DO (DMLY D@ (pM)y
DW(z,7)=DW 4 < <2 ) + (4 ) ) T+ O(7?) (6.8)
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/

D®(z,7) = D? +[-(DW)? + DO (DWY + DM D<2>( D<2>)

DO | —

D ( D(z))’2 + (\/D@))?’ (VD®) }r + 0(?). (6.9)

As Egs. ([6.8) e (6.9) nos fornecem uma alternativa direta para corrigir os
erros devido ao 7-finito. Apesar disso, precisamos especificar as formas de D™,
(DWY D@ e (D). Outras maneiras de se determinar o erro em coeficientes
de KM séo referenciadas em [64].

Embora as corre¢oes de primeira ordem geralmente sejam suficientes, hé
situacoes onde esta correcao nao é apropriada. Neste caso, consideraremos uma
correcao exata desenvolvida recentemente para os dois primeiros coeficientes
de KM calculados com 7-finitos [65]:

= wy —al (6.10)

S G+
: [(—2(ar — b))
by = bo; T (6.11)
= 512(a1 = b)) — [ar T
by= by ; G . (6.12)

Se a Eq. (62) é valida, obtemos a relagao bo = d; — by, valida também
para qualquer ordem de truncamento das séries acima.

Somando as séries infinitas e levando em conta a condicao dada pela
Eq. (62), obtém-se

i — 1 —exp(—ay7) 7 (6.13)
T

by — 1 — exp(—2byT) ‘ (6.14)
2T

As Egs. (6.13)) e (6.14) podem ser invertidas para se extrair os parametros

exatos em funcao dos estimados:

In(1 —ay7)

— N -7 6.15

a1 T ) ( )
In(1 — 2b

by = In(1 — 2bo7) (6.16)
—27

Também podemos extrair valores aproximados dos parametros
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verdadeiros a partir das séries truncadas apresentadas nas Eqs. (6.10), (6.11))
e (6.12). Chamando de a{™ o valor obtido pela inversio da Eq. (6.10) truncada
em uma ordem n para um dado a;, podemos analisar a convergéncia desse
parametro. Na Fig. 6.5, observamos que a convergéncia, dentro de uma margem
de erro de 5%, depende do valor de @;. E mais rapida para valores pequenos de
ap, ou seja, tao logo 1/a; torna-se grande em comparagao com a escala 7 = 1.
Contudo, este nao parece ser o caso dos dados empiricos das séries financeiras
analisadas nesta tese: para a; ~ 0,85 a convergéncia ¢ atingida somente na

sexta ordem.

o o Oo.gocl)
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2 1 (a) o o o o o085
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Figura 6.5: (a) Dependéncia de agn) em fung¢ao da ordem de aproximacao n dada na

Eq. (61I0)), para diferentes valores de @;. (b) Ordem na qual o valor limite ¢ atingido
em funcao de a;, com erro de 5%.

A partir das Egs. (6.15)), (6.106]) e (6.2)), obtivemos os parametros exatos
(al, b[) € bQ) = (1, 90, 1, 10, 0, 81)
Também comparamos os resultados tedricos obtidos para 7 = 1 com

a anéalise de séries temporais geradas numericamente usando as estimativas
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teoricas de DM e D). A Eq. (Z36) também foi resolvida mediante o método
de Euler, com o mesmo procedimento adotado para gerar a série artificial de
retornos a partir de DM e D®). Como podemos verificar na Fig. B3(c), a série
artificial também possui boa concordéncia com a série empirica da Fig. [6.3[(a).

Uma vez que a; /by ~ a1/ by, ambos os conjuntos de valores, os exatos e
os para 7-finito produzem uma FDP tedrica em muito boa aproximagao com
os histogramas empiricos, como ilustrado na Fig. 6.2

A principal diferenca estd no calculo das correlagoes. Na Fig. [6.4]
observamos a boa aproximacao entre a funcao de autocorrelacao gerada a partir
das séries artificiais com os parametros limites e com os empiricos, enquanto
que os coeficientes obtidos com 7-finito geravam um tempo de correlagao maior,
apesar das FDPs serem muito semelhantes.

Finalmente, se o processo é estacionario e markoviano, verificado através
da equacao de CK e dos testes de estacionariedade PP e ADF, como mostrado
nos capitulos anteriores, entdo a probabilidade conjunta P(z;,z;.,) contém
toda a informacao do processo estocastico. Na Fig. [6.6 apresentamos as curvas
de nivel dos FDPs conjuntas obtidas das séries temporais empiricas e artificiais
para 7 = 1.

Vemos que o processo artificial, gerado levando-se em conta as correcgoes
as estimativas de 7-finito dos coeficientes de KM, fornece comportamento mais
proximo aos dados empiricos, quando comparado ao processo artificial sem
corregao. Em particular, a probabilidade conjunta na Fig. [6.6(c) mostra uma

dependéncia mais fraca entre retornos sucessivos de acordo com o obtido na

Fig. 6.4

6.4
Conclusoées preliminares

Neste capitulo da tese, reconstruimos artificialmente uma série empirica
de retornos intradiarios. Além de reproduzir os histogramas empiricos, a
série artificial possui niveis de correlagao linear realistas. Para fazer esta
reconstrucao, vimos a necessidade de realizar correcoes de ordens superiores
aos calculos dos coeficientes de KM para 7-finito. Para tal, utilizamos uma
expansao teorica de ordem infinita apresentada em [65]. O conteido deste

capitulo pode também ser encontrado na Ref. [66].
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Figura 6.6: FDPs conjuntas para retornos consecutivos, construidos a partir de:
(a) dados empiricos, (b) processo artificial gerado com pardmetros (ai,be,by) =
(0,85;0,45;0,40), (c¢) (a1,b2,b0) = (1,9;1,10;0,81) e (d) dados empiricos

misturados.



7
Conclusoes

Esta tese teve como objetivo descrever a dinamica subjacente das
grandezas observéveis financeiras, tais como retorno de precos e volume de
acoes negociadas, a partir da anélise empirica das respectivas séries temporais.

Varios resultados importantes foram obtidos, que nao estao restritos
a complexidade dos dados financeiros, mas podem fornecer subsidios para

diversos sistemas complexos em geral.

7.1
indice do Mercado Brasileiro

Obtivemos uma descri¢ao consistente da evolucao das FDPs empiricas
dos retornos em uma vasta regiao de escalas temporais, governadas desde
gaussianas até distribuigoes com estatisticas de caudas gordas. Mediante uma
técnica tnica de anélise, o calculo dos coeficientes de KM, pudemos encontrar
as caracteristicas comuns e distintas que emergem de ambos os regimes.

Especificamente, nossa investigacao revelou que os coeficientes de
tendéncia e difusdo tem a mesma dependéncia funcional em r, e que a
dependéncia em 7 dos seus parametros é a que distingue os regimes.

A forma g¢-gaussiana foi recentemente proposta ad hoc para descrever
histogramas com cauda em lei de poténcia para retornos de pregos de alta-
frequéncia, e até mesmo didrios. No nosso caso, essas distribuicoes surgem
naturalmente da equagao de evolucao obtida do calculo dos coeficientes de
KM em diferentes escalas de tempo.

Também mostramos que os limites para escalas de tempo pequenas e
grandes englobam PFs assintoticamente invariantes em forma. Dessas solugoes,
surgem novas relagoes conectando as caracteristicas das PFs (como p e o) aos
parametros de tendéncia e difusao. Além disso, somado a uma interpretacao
dos mecanismos relevantes que governam a dinamica subjacente do mercado,
nossas descobertas podem prover idéias tteis para um cenario mais geral no

qual a evolugao observada ¢é g-gaussiana.
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7.2
Indices de Mercados Mundiais

Analisamos os coeficientes de KM que governam a dindmica dos precos
em escalas temporais macroscopicas para um conjunto representativo de
mercados ao redor do mundo. Como resultado geral, encontramos que a
equacao de evolucao para as FDPs dos retornos pode ser representada
adequadamente por uma EFP universal, plenamente caracterizada por poucos
parametros dependentes de 7. Nossa investigacao também revelou que os
coeficientes de tendéncia e difusao tem a mesma dependéncia funcional
em 7 para os diferentes mercados, e que a dependéncia em 7 dos seus
parametros também apresenta caracteristicas universais nas escalas temporais
mensais/semanais estudadas. Parametros dotados com informagao significativa
da dindmica dos mercados foram analisados para realizar possiveis medidas
classificatorias.

Os valores estacionarios afj, descrevendo a intensidade da forca
restauradora representada por D, ndo apresenta diferencas significativas
entre os mercados (Fig. [6]). Este resultado descarta a$ como medida potencial
de ranqueamento. Contudo, isso expressa um achado importante: as leis
deterministicas que restringem a dinamica da maioria dos mercados nas escalas
mensais/semanais agem com similar intensidade. Portanto, mecanismos de
flexibilizacao sao universais tanto qualitativa como quantitativamente, apesar
da diversidade de fluxo de informagao, bem como a aversao ao risco, de mercado
para mercado.

Em contrapartida, nosso estudo demonstrou que, embora quali-
tativamente semelhantes entre os mercado analisados, ambos os componentes
estocasticos aditivo e multiplicativo, tracados a particr de D@, sdo
quantitativamente distintos para cada mercado, fornecendo parametros
importantes para a distingao entre os mercados.

Em particular, a amplitude da componente aditiva do ruido, by, decai
exponencialmente (com escala temporal logaritmica reversa, 7) com expoente
v, que, a semelhanca do expoente de Hurst, surge como uma medida
classificatoria da eficiéncia do mercado (Fig. L10]). Além disso, A, a amplitude
caracteristica de by em escalas mensais, apresenta uma grande dispersao de
mercado para mercado, permitindo a separagao entre mercados maduros e
emergentes dentro do plano de parametros (v, A) (Fig. [4.9).

A amplitude da componente multiplicativa das flutuagoes nas escalas
mensais/semanais, b, também exibe uma ampla variacao relativa. Embora
individualmente b5 nao permita uma clara ligacao com o estégio econémico

do mercado, verificou-se que a razao bj/A fornece uma prova do desvio
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dos histogramas empiricos da gaussianidade em escalas temporais diarias
(Fig. £.12).

Os resultados acima sao também fundamentados em célculos analiticos
baseados na solucao escalada da FDP da EFP assintotica, que relaciona
medidas microscopicas a quantidades observaveis macroscopicas, a saber, a
variancia e o expoente de cauda das FDPs.

Em suma, a presente analise revelou por um lado caracteristicas
universais da dindmica estocéastica dos indices de mercado. Por outro,
diferencas entre os mercados através de parametros intrinsecos contendo

informagoes importantes sobre a dinamica do mercado.

7.3
Volumes Negociados no Mercado Brasileiro

Mostramos que o processo estocastico dado pela ocorréncia inomogénea
de eventos poissonianos descreve as principais propriedades estatisticas de uma
importante observavel de mercado, o volume negociado.

A FDP resultante é a ¢-Gama, estando em muito bom acordo com os
histogramas empiricos para os volumes mais significantes. Valores teoricos dos
parametros foram obtidos das Eqs. (B.3]), ao desenharmos o namero de estagios
efetivos J do ajuste da ¢-Gama aos histogramas de volume, enquanto o e Kk vem
do ajuste Gama do histograma das taxas locais. Valores tedricos e empiricos dos
parametros estdo em excelente acordo (ver Fig. [(.2]), denotando a consisténcia
da nossa abordagem. Sendo uma medida de granularidade, J afeta a forma
das FDPs apenas para valores pequenos. Entretanto, a cauda é determinada
apenas por «, cuja finitude reflete o grau de inomogeneidade do ritmo da
atividade do mercado.

Podemos notar que a FDP Gama é observada em muitos fen6menos
envolvendo multiplas tarefas ou estagios [25]. A modifica¢ao de seu decaimento
exponencial para uma lei de poténcia pode ser conseguida ao se considerar
um processo de Poisson combinado, com taxa variavel, que ¢é aleatéria por
si 80 (tragada de uma distribuigdo Gama). Isso constitui uma classe especial
de processos de Poisson nao homogéneos na qual a taxa nao é uma funcao
suave do tempo, mas envolve estocasticidade (como nos processos de Cox),
refletindo uma fonte adicional de flutuagoes aleatorias [25]. Modelos similares
em que o parametro de taxa da FDP Gama flutua com uma lei de probabilidade
Gama tem sido propostos anteriormente em diversos contextos para explicar
a presenca de caudas pesadas. Exemplos podem ser encontrados em falhas
em programas de computador [67], disturbios ecologicos [68], toques na bola
durante uma partida de futebol [69], turbuléncia [70, [71] e fisiologia [72].
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Esta diversidade mostra a universalidade do comportamento da dupla Gama
estocastica.

Isso provavelmente ocorre devido ao carater especial da familia Gama
de FDPs, que é fechada sob convolugao. A apari¢ao frequente de FDPs ¢-
Gama, surgindo como uma FDP misturada, se encaixa dentro do cenério da
abordagem introduzida por Wilk e Wlodarczyk [30] e depois generalizada por
Beck e Cohen na chamada superestatistica [31], segundo comentado no Capitulo
2.

O comportamento Gama-Gama tem sido discutido anteriormente
também em conexdo com a estatistica dos volumes [I6, [I7, [18]. Nele, a
estatistica Gama condicional deriva de uma equacao dindmica estocastica
cuja FDP estacionaria associada é a distribuicao Gama. Contudo, ela foi
proposta ad hoc, enquanto outras equagoes estocésticas igualmente plausiveis
compartilham a mesma propriedade [40]. Ainda mais, ficou dubio se o
parametro de flutuagao intrinseco da Gama foi o volume negociado local médio
ou seu inverso. Nosso resultado fornece suporte empirico a tltima conjectura
contra a primeira.

Em resumo, investigamos um banco de dados real dos volumes negociados
em uma escala temporal mesoscopica onde a natureza granular das transagoes
e propriedades de agregacao estao presentes. Além de fornecer novas
interpretacoes para a estatistica observavel dos volumes, o presente estudo
prové uma demonstracao consistente com dados reais sobre como as FDPs
com caudas em lei de poténcia emergem de efeitos de flutuagao observéveis,
em acordo com a visao superestatistica. Nosso resultado, obtido para as
escalas temporais da ordem de uma hora, também sao consistentes com
aquelas observadas para horizontes temporais de minutos [12], 15]. Contudo,
uma investigacao seguindo as idéias apresentadas aqui, analisando o papel de

correlacoes na escala de ultra alta frequéncia, torna-se ainda necesséria.

7.4
Conclusdes Gerais

A dinamica complexa dos dados financeiros requer o desenvolvimento de
métodos de analise avancados e generalizados. Assim, os resultados alcancados
sao de interesse tedrico e pratico que podem ir além do problema particular
analisado.

No caso de retornos de precos, buscamos obter equagoes para a evolugao
temporal das FDPs através da estimativa dos coeficientes de KM. Inicialmente
examinamos com mais detalhes as séries temporais didrias e intradiarias do

IBOVESPA, um dos grandes mercados emergentes mundiais. Neste cenério,
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abordamos uma vasta hierarquia de escalas de tempo, variando de meses
a minutos. Obtivemos uma descri¢ao unificada que engloba desde o regime
gaussiano até o ¢-gaussiano. Estendemos essa anélise para realizar um
estudo comparativo entre diversos mercados mundiais. Identificamos padroes
universais assim como também diferencas quantitativas que permitiram
classificar os diversos mercados.

No caso dos volumes de negociacao, medimos diretamente o nivel
de atividade do mercado obtendo sua FDP. Mostramos que a forma da
distribuicao para pequenos volumes é governada pelo grau de granularidade
do processo de negociagao, enquanto o expoente que controla a cauda da
distribuicao ¢ uma medida da inomogeneidade da atividade do mercado. Este
resultado prové evidéncias de como distribuicoes de probabilidade com cauda
em lei de poténcia, tao comuns nos sistemas complexos podem surgir como
consequéncia das flutuagoes de um parametro intrinseco.

Em suma, este estudo forneceu uma demonstragao consistente com
dados reais sobre como as FDPs com leis de poténcia observadas nesse
contexto podem emergir através de mecanismos diversos, como processos
estocésticos com flutuacoes aditivo-multiplicativas, ou como resultado de

misturas estatisticas.

7.5
Perspectivas futuras

Como possiveis avancos propomos:

— Analisar detalhadamente a dependéncia em 7 dos pardmetros dos
coeficientes de KM que aparentemente apresentam oscilagoes log-

periddicas em At.

— Obter e interpretar os coeficientes de KM para as séries de volumes

negociados.

— Investigar o papel das correlagoes na escala intradiaria sobre os processos

estocasticos resultantes de misturas estatisticas.

— Estender os calculos estocasticos para correcao dos coeficientes de KM

de ordem superior ao segundo por efeitos de At finito.
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A
Apéndices

Al
Consideracdes Tedricas Complementares

A.l.1l
Sobre a solucao invariante da EFP

Vamos buscar solugbes invariantes para a EFP (BIIl), de acordo
com o obtido empiricamente para escalas 7 longas e curtas, assumindo

comportamento de by(7) dado pela Eq. (8:10). Para tal, consideramos solugoes

da forma:

P(r,7) = %p <a(7)) . (A1)

Fazendo x = r/o(7), podemos definir a fungao 7-invariante:

p(x) =o(r)P(o(T)x, 7). (A.2)
Substituindo a Eq. (Adl) na Eq. (8I1]), obtemos:
0 _o'(7)
EP(T, T) |r=cte = 02—(7)[1 + xd,|p(x). (A.3)

As derivadas em r da EFP (BI1), podem ser reescritas como

ai

a(7)

—0.(DW(r, 7)P(r, 7)) = 1+ zd.|p(z), (A.4)

(D (1, 1)P(r,7)) = (14 2 ]p() + — {““Mzw} Ep(a).

' a(7) a(r) [o*(T)

Das Eqgs. (A.3]), (A.4)) e (A.5), obtém-se que:

{50(7)

o T bg.’172:| d2p(z)+ {al + 4by +
o*(1)

o0 O]
7 =0,
(A.6)

De acordo com a Eq. (A.2), considerando o ansatz g-gaussiano (B.12)),

} xdp(x)+ {al + 2by +

obtém-se a forma 7-invariante:

(A7)
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onde § = £ O, é uma constante de normalizagio e A = by(7)/c*(7) é
independente de 7.
Substituindo a Eq. (A7) na Eq. (Af), e agrupando os termos

equivalentes:

40(0 + 1)boa?® — [ay + 4by + Z0]20,022  ay + 2by + T — 2b,0

o(r) + o(r)
[A + bya?]+0 [A + byx?]?
Igualando a zero os coeficientes do polinémio, temos para os dois termos

da Eq. (A3):

~=0. (A8)

/
a4 2+ 20 g, (A.9)
o(7)
Logo,
ay + 262 + a'(7)
o(7)
0= : A.10
o0 (A.10)
A partir da Eq. (812]), encontramos:
ay + f;’((:))
p=14—"0 (A.11)
2
Considerando a Eq. (B10) para by(7):
bo(7)
——= =—yIn2=-B. A.12

Do fato que by(7) o< o%(7):

o(7) - 2bo(7) T2 (A.13)
Logo, usando a Eq. (A.11)
=1+ ‘“_b—m , (A.14)
2

que equivale a Eq. (313).
Vamos agora proceder & dedugao da Eq. (314). A Eq. (B.12) pode ser

reescrita como:

b
P(T, 7') ~ (]_—|_—2 TQ)_(:“""D/Q‘ (A15)
bo(7)
Relacionando os expoentes das Eqs. (A.13) e (ZI0), temos:
IL+p 1
2 g-1
3
q= il (A.16)

14
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Assim, podemos estabelecer a relagao:
qg—1 1
5-3¢ pu—2°

(A.17)

Comparando-se a Eq. (A15) com a expressao da ¢-gaussiana dada pela
Eq. (2.I4)), e utilizando a Eq. (A.17), obtém-se:
1 by

(b —2)o*(T)  bo(7)

(A.18)
Usando a Eq. (A.14):

bo(7)
(1) = o —B2—b, (A.19)
que equivale a Eq. (314).
Assim, obtivemos a Eq. (812) como a solugao invariante da EFP (B.11])
com os vinculos dados pelas Eqs. (3.13) e (3.14) .

A.1.2
Influéncia do reescalonamento no calculo dos coeficientes de KM

Considere um retorno r, que desejamos reescalonar por um fator o. Para

o valor reescalonado ' = r/o, temos, da definigdo do coeficiente de KM de

primeira ordem (2.34)) e (2.35)):

DW (Y = ZDpW(r). (A.20)

Considerando a dependéncia linear em 7, DM (r) = a;r + ag, tem-se que:

a1r + ag r ao
D(l)’(r') = = -+ — = a’lr’ + af).
o o o
Assim, o coeficiente reescalonado D (r') sera dado pelos parametros
al =ay e ay=ap/o.

Para o coeficiente de difusdo D,

D'y = =DP(r). (A.21)

Considerando comportamento parabélico em r, D) (r) = byr? +byr + by,

tem-se que:

. bQT’Q + blT —f- b[)

D(2)/(T/) =
2 b b
= by = W b (A.22)
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Logo, o coeficiente reescalonado D®’(r') terd seus parametros
modificados por by, = by, by = by /0 e by = by/c?.

A.13
Expans3o de Itd-Taylor para coeficientes de KM[61]

Apresentaremos nesta secao, algumas etapas do céalculo da expansao de
Ito-Taylor até a segunda ordem, para as corre¢oes em 7-finito dos coeficientes
de KM dadas pelas Egs. (63) e (64), onde 7 = At.

Consideramos nesta secdo, por simplicidade de notacdo, DM (x(t),t)
A(t) e \/2D@ (z(t),t) = B(t).

A partir da Eq. ([2:36]), temos:

dz(t) = A(t)dt + B(t)dW (A.23)

ou ainda, na forma integral
t+7 t+1
Ax(t) =zt +71)—2x(t) = / A(tdt' + / B(t"aw (t') . (A.24)
t t

Chamaremos as integrais da Eq. ([A.24)), respectivamente de I e II:

t+71
[ / A(#)dt'
t

II = /HT B(t")dw ().

Na Eq. (A24) acima, vemos que é necessario conhecermos valores das
funcoes A e B para valores intermediarios de tempo t'.

Para tal, vamos derivar Formula de Ito [63] que fornece uma expressao
para variagoes infinitesimais de funcoes arbitrarias F' da variavel estocatica X,

F(X4,t), considerando até a 1* ordem em dt:

1
dF = O.F (X, t)dt + Ox, F(X;, t)dX; + §0§(tXtF(Xt, £)(dX;)?. (A.25)

Substituindo (A.23]) em (A.25):

dF = O,Fdt + v, F [A(t)dt + BH)dW] +
4 %agftXtF [A2(1)(dt)? + A(H)B(8)dtdW + BX(£)(dW)?] . (A.26)

Usando que < (dW)? >= dt e retendo apenas termos até a ordem dt:
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1
OF + A(t)ox, F + 5B?(t)c?gth dt + B(t)0x, FdW | (A.27)

que reproduz a Eq. (6.6]).
Reescrevendo a Eq. (A.27):

dF = LoFdt + LiFdW | (A.28)

com os operadores Ly e L; definidos por:

1
Lo= OFdt+ A(t)0x, + 5B ()%, x, -

Li= B(t)dy,. (A.29)

A formula de Itd apresentada na Eq. (A.27)), na forma integral, se escreve

COImo:
t/
F(Xy,t) :F(Xt,t)+/ dF(t")dt" . (A.30)
t

Considerando a Eq. (A.30) para F(Xy,t') = A(t') na expressao I da
Eq. (A.24):

t+1
I = / A(’)dt’_/ dt' A(t / dt/ LoA(t")dt" +
/ dt/ L AW (") . (A.31)

Utilizando as definicbes dos operadores Ly e L; dados pela

Eq. (A24)(com 0A/dt = 0),

I= / dt’' A(t / dt/ t")0x,, A(t")dt"
t t

t+1 t/
/ d / B(t")x.,, A(t")dW (") (A.32)
t t

Analogamente, utilizando a Eq. (A30) para F(Xy,t) = B(t') na
expressao 11 da Eq. (A24):
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77— /t+T B(t)dW (t") = /t+T AW (t)B(t) + /‘t+T AW (t') /tl LoB(t")dt" +
. /t-i-'r dW(t/) /t' LlB(t”)dW(t”) ‘ (A.33)

Utilizando as definicbes dos operadores Lo e L; dados pela

Eq. (A24)(com 0B/dt = 0),

t+T1 t+7 t/
7= / AW (#)B(t) + / v (t) / A(t")x,, B(")d"
tt+T t 1 ' '
v [ awe) [ B, B
tt+T tt’
+ / AW () / B(t")dx,, B(E")dW (1"). (A.34)
t t

Novamente, os valores de A e B em instantes intermediarios ¢’ podem
ser expandidos usando iterativamente a Formula de Ito ([A.30), obtendo-se

corregoes de ordem superior.

Truncando a expansao em ([A.32) e ([A.34]), as operagoes no instante t”

sdo tomadas no instante inicial t. Assim,

[= A(t)/t+7dt + A(1)0x, A / dt/ dt"+2B2( 1% Alt) x

t+T t+1
/ / dt" + B(t)dx, A( / dt/ dW (t") (A.35)

I =B / TV + Aox,B() / ) / ' dt”+%BQ(t)8§(tXtB(t) «
« / e / " BB / e / ey (A.36)

Para o calculo do valor médio (z(t+7)—2z(t)) em (©3) e (6.4,

utilizamos em ([A.35)) os valores médios das seguintes integrais estocastical [63]:
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t+7
Iy = / dt' =7 (A.37)
t

t+r % -2
Top = / ar / arr =T (A.33)
t t 2

Ioy = <[+T dt’ /tt/ dW(t”)> =0. (A.39)

Analogamente, em (A.30]):

L :< /tt+TdW(t’)>:0 (A.40)
< [ /d> (AdD)
< [ v /j’dw<t/f>>:¢. (A42)

Finalmente, agregando as integrais I e II, obtemos o valor médio

de (A.24):

1
<$(t + 7') - .T(t» = AIO + AA/IO’(] + BAIILO + §B2A//I()70 + BIl + AB/IOJ
1
+BB'I ;1 + §BQB”[071 + termos de ordem mais alta

1 1
= Aly+ BIL + (AA + 532,4”)1070 + (AB' + 5323“)10,1
+BA'L o+ BB'I 1 + termos de ordem mais alta (A.43)

Utilizando os valores médios das integrais estocasticas (A.37) a (A.42l),
obtém-se que:
2

((t+7) — 3(t)) = AT + (AA' + %BA”)% | (A.44)
Logo:

DO (e 1) = T (ot +7) — (1)) = A+ (AA + ZBA"

T

-
3 (A.45)
A substituicdo das definicoes de A e B reproduz a Eq. (6.8).
Demonstragao analoga nos leva a Eq. (69).
Para considerar aproximacoes de ordens maiores, devemos seguir os

mesmos procedimentos apresentados nesta secao, contudo, aparecem nos

calculos, integrais de mais altas ordens. Embora seja possivel resolvé-las
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manualmente, o grande nimero de termos nas equacoes de ordens maiores
do que trés, sugere a utilizacao de programas especificos para o tratamento
algébrico de equagdes, como o Maple(©), distribuido pela Maplesoft. Ele pode
ser utilizado, por exemplo, para a generalizagao das expressoes para coeficientes
de KM de terceira ou quarta ordem. Mais informagoes podem ser obtidas
em [65].

A.l.4
Testes estatisticos de estacionaridade

Realizamos dois testes estatisticos para verificar a estacionariedade das
séries financeiras analisadas. Utilizamos para esse fim, o programa Eviews(c).
Os testes adotados foram:

(i) Augmented Dickey-Fuller (ADF);
(ii) Philips-Perron (PP).

Os testes sao baseados em uma regressao estatistica da série analisada.

Para ilustra-lo, consideremos a equacao estocastica:

Yt = o+ PYt—l + U, (A46)
onde u; é um ruido branco. Se |p| > 1, a série é explosiva. Subtraindo Y;_; nos
dois membros da Eq. (A.46), temos

AY, =a+6Y,_1 + uy, (A.47)
com § = p— 1. O teste considera 6 = 0 a hipdtese nula. A hipdtese alternativa
¢ 0 < 0. E realizado um teste do tipo t, generalizado por Dickey-Fuller, no
parametro o estimado. Se ¢t > valor critico do teste, entao nao hé rejeicao da
hipotese nula, ou seja, existe uma raiz unitaria (série ndo-estacionaria). Se t <
valor critico do teste, ha rejeicao da hipdtese nula, ou seja, nao existe raiz
unitaria (série estacionéria). Assim, o teste gera valores criticos para p-valor
de 1%, 5% e 10%, nas quais a hipotese nula é rejeitada.

A diferenga entre os testes esta no tratamento de séries com correlagoes

de mais altas ordens. O teste ADF adiciona termos v na equagao de diferencas:

AY; = a+ BT+ 6V, + nAY o1 +RAY o4 49 1 AY 1 +up . (A48)

Por outro lado, o teste PP faz uma correcao nao-paramétrica ao teste-t
no coeficiente § para levar em conta a correlacao em wu;. O programa Eviews

usa o estimador de correlacao de Newey-West w, que é aplicado ao teste ¢ do
PP.
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Em ambos os testes, as séries de retorno para os mercados analisados
e a série de volumes para o IBOVESPA foram classificadas como bastante
estacionarias, ou seja o valor de t foi bem menor do que os valores de referéncia.
Para verificar a consisténcia desses testes, os aplicamos também nas séries de
precos, e os resultados, como esperado, classificaram estas séries como nao-
estacionarias.

Apresentamos alguns resultados dos testes ADF na tabela [A.T.4 CV(*)
representa os valores criticos para a rejeicao da hipotese de raiz nula. Valores
menores que CV(*) classificam a série como estacionaria. O prefixo D significa
série de incrementos de precos para 1 dia e Dlog significa retorno logaritmico

para 1 dia.

Tabela A.1: Teste ADF para séries de pregos, incrementos e retornos logaritmicos
para os indices Merval, IBOVESPA e AOX e série de volumes para o BOVESPA,

respectivamente.

Variéavel ADF Test | 1%CV(*) | 5%CV(*) | 10%CV(*) | Estacionaria
Merval -1,06 -3,97 -3,41 -3,13 NAO
DMerval -23,2 -3,97 -3,41 -3,13 SIM
DlogMerval -22,0 -3,97 -3,41 -3,13 SIM
BOVESPA 0,58 -3,97 -3,41 -3,13 NAO
DBOVESPA 978 23,07 3,41 313 SIM
DIogBOVESPA | -28,3 23,07 23,41 313 SIM
AOX -1,95 -3,97 -3,41 -3,13 NAO
DAOX -16,5 -3,97 -3,41 -3,13 SIM
DlogAOX -16,5 -3,97 -3,41 -3,13 SIM
Volume -39,64 -3,43 -2,86 -2,56 SIM

Os testes PP apresentos na tabela [A.1.4] apontaram resultados ainda
melhores em relacao a presenca de estacionaridade nas séries de retorno do
que os testes ADF:

Em suma, os testes estatisticos ADF e PP classificam, como deveriam,
todas as séries de preco como séries nao-estacionarias. As séries de retornos
para 1 dia (7 = 5) por outro lado, sao todas classificadas como bastante
estacionarias, fato que valida nossas aproximagoes para o calculo dos
coeficientes de KM.

Uma anélise mais extensa sobre os testes pode ser encontrada em [57, [73].
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Tabela A.2: Teste PP para séries de pregos, incrementos e retornos logaritmicos
para os indices Merval, BOVESPA e AOX e série de volumes para o BOVESPA,

respectivamente.

Variavel PP Test | 1%CV(*) | 5%CV(*) | 10%CV(*) | Estacionaria
Merval 1,01 3.7 341 313 NAO
DMerval -49,0 -3,97 -3,41 -3,13 SIM
DlogMerval -47.8 -3,97 -3,41 -3,13 SIM
BOVESPA 0,64 -3,97 -3,41 -3,13 NAO
DBOVESPA | -555 | -3.07 341 3.13 SIM
DlogBOVESPA | 538 | -3.07 341 313 STM
AOX -2,30 -3,97 -3,41 -3,13 NAO
DAOX -40,6 -3,97 -3,41 -3,13 SIM
DlogAOX -40,8 -3,97 -3,41 -3,13 SIM
Volume -81,1 -3,43 -2,86 -2,56 SIM

A.2
Analises Complementares sobre o IBOVESPA

A2.1
Limite para escalas curtas

Apresentamos nessa se¢ao, o comportamento dos coeficientes {a;, bj} ao
realizarmos o limite A7 — 0. As dependéncias em 7 dos parametros a; e by
sao utilizadas como exemplos e exibidas nas Figs. [Al e [A.2] para diferentes

valores de Ar.

0.70

0.70

0.65 4

0.65+ =04
5" EE
al 0.604 'iﬂ.v"“'i&.\' AT_/’./-
0.55 ] e e " °¢
vYvYv
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045+ Lath POPPPRRPRLL LS ROSPES A g —
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Al(a): A.1(b):

Figura A.1: Parametro a; calculado para diversos A7 a partir das séries de 15
minutos (a) e de 30 segundos (b) apresentadas nesta tese para o IBOVESPA.

Levando-se em conta as restricoes de acessibilidade empirica do limite
de AT — 0, apresentados na se¢ao (3.2), nota-se a partir das Figs. [Adl e [A.2]
que dentro das flutuacoes estatisticas, o comportamento limite dos parametros

podem ser estimados a partir dos resultados para A7 = 0,2. Assim, nesta
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—=—At=0,1

N
S,
&

A.2(a): A.2(b):

Figura A.2: Parametro bo calculado para diversos A7 a partir das séries de 15
minutos (a) e de 30 segundos (b) apresentadas nesta tese para o IBOVESPA.

tese, nossa analise foi feita considerando os resultados obtidos para A7 = 0, 2
como aqueles que definem {a;,b;} em todos os mercados e escalas temporais

utilizadas.

A.2.2
Informacdes sobre as séries de dados utilizadas

Ao analisar o IBOVESPA ao longo de diversas escalas de tempo,
utilizamos trés séries de dados, diaria, e intradiarias, com ticks de 15 minutos
e 30 segundos. Elas foram apresentadas no Capitulo 3. Como escala temporal
definimos uma escala logaritmica reversa apresentada na Eq. (8.1)).

Para realizar a evolucao temporal das FDPs de retorno em diregao
a menores escalas de tempo, da ordem de minutos, precisamos definir a
quantidade média de minutos por 32 dias presentes nas séries intradiarias.
Assim, precisamos fazer uma relagao entre os retornos construidos a partir das
trés séries, utilizando a escala 7 dada pela Eq. (8.1]).

Primeiramente, os dados intradiarios foram verificados quanto a origem
das fontes, i.e., se os valores apresentavam correspondéncia ao final do dia com
os dos dados diarios. As séries intradiarias também foram todas deflacionadas
pelo IGP-DI diério, ou seja, aplicamos para todos os dados de alta frequéncia
de cada dia, o mesmo indice deflator relativo aquela data.

A série de precos de fechamento intradiario nao possui o mesmo nimero
de ticks em cada dia e logo, em cada ano. Assim, calculamos a média de ticks
intradiarios para cada periodo estudado. Dessa forma, foi possivel construir
com uma melhor aproximacgao as FDPs de retorno para as escalas diarias a

partir das escalas intradiarias.
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Apresentamos na tabela[A.3] o nimero médio de horas por dia de pregao
na BOVESPA utilizando a série de dados de 15 minutos para o periodo entre
01/1998 e 06,/2003.

Ano | dias | marcadores | média de ticks | média de horas
1998 | 247 7057 28,57 7h 9min
1999 | 246 7521 30,57 7h 39min
2000 | 248 7189 28,99 7h 15min
2001 | 244 7315 29,98 7h 30min
2002 | 247 7151 28.95 7h 14min
2003 | 61 1751 28,7 7h 11min
Total | 1293 37984 29,38 7h 21min

Tabela A.3: Numero médio de horas/dia de pregao da série de pregos catalogadas
a cada 15 minutos para o periodo entre 01/1998 e 06/2003 no IBOVESPA.

Verificamos na tabela [A.3] que em média, nao ha grande diferenca entre
as horas médias de pregao por dia entre os anos estudados. Além disso, a
série de dados de 15 minutos total possui 1293 dias e 37984 ticks. Dessa forma
temos 7,34h /dia ou 29,38 ticks /dia. Para calcular os retornos reescalonados,
consideramos 32 dias de negocio possuindo em média 14101 minutos.

Analogamente, para a série de dados de 30 segundos, temos na tabela[A.4]
o nuamero médio de minutos por dia de pregao para o periodo entre 01 de
novembro de 2002 e 19 de julho de 2006. De acordo com esses valores, podemos
perceber que a média de minutos por dia de negociacao também nao varia
muito significativamente no periodo analisado. Considerando o total de ticks
por dia, calculamos os retornos reescalonados a partir da série de pregos de 30
segundos, consideramos 32 dias de negdcio possuindo em média 13799 minutos

para toda a série.

Ano | dias | marcadores | média minutos/dia
2002 | 39 33865 434,17
2003 | 248 215224 433,92
2004 | 249 215340 432,41
2005 | 249 212539 426,78
2006 | 136 117342 431,40
Total | 921 794310 431,22

Tabela A.4: Numero médio de min/dia de pregao da série de pregos catalogados a
cada 30 segundos para o periodo entre 01/11/02 e 19/07/06 do IBOVESPA.

A partir da defini¢ao do nimero médio de minutos para 32 dias de pregao,
de cada amostra de dados intradiarios, construimos a tabela [A.5] utilizando a
Eq. (B]). Assim, as escalas em vermelho na tabela [A5] foram construidas com

Aty = 14101 minutos. Analogamente, os dados em azul, com Aty = 13799
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minutos. Esses valores de 7 sao os utilizados nas FDPs teoricas e empiricas da
Fig.

At T
128 dias -2
64 dias -1
32 dias 0
16 dias 1
8 dias 2
4 dias 3
2 dias 4

1 dia 5)

225 minutos | 5,97
105 minutos | 7,07
60 minutos | 7,88
30 minutos | 8,88
13 minutos | 10,05
8 minutos | 10,75
4 minutos | 11,75
2 minutos | 12,75
1 minutos | 13,75
30 segundos | 14,75

Tabela A.5: Valores de 7 segundo a Eq. (3] utilizados nas FDPs tedricas e
empiricas apresentadas na Fig. (de baixo para cima). As cores representam as
séries de dados utilizadas para a construcao do histograma empirico: preto - diaria,
vermelho - 15 minutos, azul - 30 segundos.
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A.2.3
Comparacao dos resultados para retornos logaritmicos e incrementos

Investigamos a robustez dos parametros de KM segundo a utilizacao de
incrementos de pregos ou retornos logaritmicos. Para tal, além dos resultados
para retornos logaritmicos apresentados no Capitulo 3 para o IBOVESPA,
também calculamos os incrementos, definidos pela Eq. (ILI)). Nesta secao, a
época utilizada foi de um periodo pés-Real, de 4 de julho de 1994 até 28 de
junho de 2007, totalizando 3214 dados em 13 anos. Os coeficientes de KM
foram calculados em uma regiao de 0 = 1,75 e com A7 = 0, 2. Apresentamos
os resultados na Fig[A.3]

—e—a_ (retorno) 1 = — (retorno)
—o—a, i to) 10 5 o
0ok QO\ 7.7:2 (Lr;f;frr:)e)no EE - —o— (incremento)
\ ol OQob —o—b, (incremento) o b %b%
40 t
] o\ o0 0
0_6-.\0/0 .,'O.\./.\. OO\O\/O\O/ O,Oo\ /oﬁ:q:b//gz"’><0§o
AR 10°;
L) [ ]
(4 \.../. %
0.3 4 %:9\9
DI:IE\:‘ i T ’EﬁE ] 2 §9\
0.0+ a,f'ﬂ-u@n{uzuﬁm;ﬂ*ﬂ e 107+ \2\
4 -2 0 2 \Q
T T T T T T ! ; i

A.3(a): A.3(b):

Figura A.3: Coeficientes a1 e bz (a) e by (b) calculados a partir de séries de retornos
e incrementos diarios. Eles foram calculados em uma regido de ¢ = 1,75 e com
AT =0,2.

Podemos verificar que os coeficientes calculados nao mudam signifi-
cativamente entre as séries de retorno e incrementos. Comparando os coefi-
cientes calculados a partir das séries de incremento e de retorno, verificamos
que o coeficiente a; possui nivel maior para escalas menores em 7, onde a
maior magnitude dos incrementos influencia mais fortemente os parametros.
Essa diferenca diminui com o aumento das escalas 7. O termo by possui nivel
apenas ligeiramente diferente entre retornos e incrementos. Podemos perceber

também que o coeficiente by possui mesma inclinagao para escalas 7 < 2.
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A3
Séries Temporais dos Indices dos Mercados Mundiais
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Figura A.4: Séries de prego dos indices mundiais apresentados.
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A.4
Analise Estatistica da Quantidade de Transacoes

Também investigamos a série dos lotes de acdes ou nimero de
transagoes, realizadas por periodo. Chamaremos esta quantidade simplesmente
de quantidade de transagdes (Qr). A série analisada foi do periodo de 2006,
sendo composto de 3600 periodos de 30 minutos. Estes dados foram obtidos
diretamente da BOVESPA. Apresentamos esta série na Fig.[A.5 comparando-a
com a série de volumes negociados para o mesmo periodo. Também obtivemos
a partir da série de 30 minutos, novas séries em escalas maiores, agregando os

dados.

1x10'°
V ] 1 dia

5x10°

\ \ \ \
3150 3200 3250 3300 3350 3400

1 dia

[ [ [ [
3150 3200 3250 3300 3350 3400
ticks

Figura A.5: Series temporais de volume e de quantidade de transagbes em um
trecho (para melhor visualiza¢ao do intervalo relativo a 1 dia) no ano de 2006 para
a escala de 30 minutos.

Podemos constatar que a série de volumes é a mais volatil. A série de
transagoes possui um ciclo diario (que compreende 15 periodos de 30 minutos)
mais notavel.

Ao contrario da FDP dos volumes vista no Capitulo 5, observamos
que nas diferentes escalas de agregacao adotadas, a FDP da quantidade
de transagoes segue o comportamento de uma distribuigdo Gama (ou uma
distribuigdo ¢-Gama com ¢ proximo de 1). Podemos verificar este ajuste na

Fig. [A.6l Se acumularmos esta grandeza em funcao do ntmero de perfodos
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de transagao (tempo), obtemos um grafico com uma inclinagao praticamente
tnica, como podemos comprovar na Fig. [A.7l O valor dessa inclinacao é de
1,7.10~%, que multiplicada pelo valor acumulado maximo 2, 14.107 nos fornece

o nuamero total de dados de forma coerente.

10° 10° 10° 10° 0 10°
T

Figura A.6: Ajustes da fungdo Gama obtidos para as FDPs da quantidade de
transagoes para diferentes escalas para a BOVESPA no ano de 2006: 30min(a),
60min(b), 90min(c), 120min(d). A FDP Gama ajustada foi calculada com peso
estatistico e para todo o intervalo de dados.
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Figura A.7: Numero de ticks de 30 minutos em funcao da quantidade de transagoes
acumulada Q7. na BOVESPA durante o ano de 2006.

Os parametros « e k obtidos das distribuigoes Gama ajustadas para a

distribuicao da quantidade de transagoes para diversas escalas sao apresentados
na tabela [A.6l
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Escala o K 10~*média | 10~%¢
30min | 7,39 | 802 0,59 0,32
60min | 9,08 | 1269 1,18 0,58
90min | 11,71 | 1467 1,77 0,80
120min | 13,57 | 1694 2,37 1,01
150min | 17,68 | 1622 2,96 1,21
180min | 19,78 | 1752 3,55 1,39
210min | 21,70 | 1858 4,14 1,60
240min | 22,90 | 2000 4,73 1,75

119

Tabela A.6: Parametros das FDPs Gamas ajustadas para as distribuigoes de Qr

em diversas escalas.

Aparentemente ha dois regimes diferentes, para escalas maiores e menores

de 120 minutos. Contudo, essa diferenca de regimes pode estar acontecendo

devido a dificuldades no ajuste das distribui¢coes ou pobreza de dados para

escalas maiores.
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A.5
Lista de abreviaturas

— ADF - Augmented Duckey-Fuller

— BOVESPA - Bolsa de Valores de Sao Paulo
— CK - Chapman-Kolmogorov

— EFP - Equagao de Fokker Planck

EL - Equacao de Langevin
— FDP - Funcao de densidade de probabilidade
— IBOVESPA - Indice de Bolsa de Valores de Sao Paulo

IGP-DI - Indice geral de precos - disponibilidade interna
— KM - Kramers-Moyal
— PE - Processo estocastico

— PP - Philips-Perron
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