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Resumo

Estudamos uma versdo em espacgo continuo do processo de exclusdo totalmente assimétrico
(TASEP - rotally asymmetric simple exclusion process), consistindo de particulas brownianas
interagentes sujeitas a uma forca constante em um potencial externo peridédico. No TASEP em
uma dimensao com condi¢des de contorno abertas, as particulas sdo inseridas com uma taxa o
no primeiro sitio da esquerda de uma rede unidimensional, pulam para a direita com uma taxa
unitdria (contanto que o sitio a sua direita esteja vazio) e sdo removidas com uma taxa B no
ultimo sitio da direita. Este modelo exibe trés fases distintas no plano o — 3. Nosso estudo do
modelo continuo € motivado por recentes experimentos envolvendo particulas coloidais numa
rede de pingas dpticas, tais experimentos oferecem uma possivel realizacao no laboratério do
TASEP. No nosso modelo, o potencial externo € da mesma forma que o potencial gerado pela
rede de pingas Opticas. As particulas ficam mais tempo préximas do minimo do potencial, apro-
ximando da situagc@o no gés de rede. Uma interacdo repulsiva de curto alcance impede que as
particulas ocupem o mesmo minimo de potencial. A for¢a constante, representando o arrasto do
tipo Stokes que surge em particulas mergulhadas num fluido em movimento, leva a um movi-
mento tendencioso, como no modelo em rede. Estudamos o modelo via integracdo numérica da
equacao de Langevin e simulagdes de Monte Carlo dinamico. Nossos resultados para os perfis
de densidade e a corrente indicam que o modelo em espago continuo exibe transicdes de fase
andlogas as transicdes continuas e descontinuas observadas no modelo em rede.



Abstract

We study a continuous-space version of the totally asymmetric simple exclusion process
(TASEP), consisting of interacting Brownian particles subject to a driving force in a periodic
external potential. In the one-dimensional TASEP with open boundaries, particles are inserted
at the leftmost site at rate o, hop to the right at unit rate (as long as the target site is empty), and
are removed at the rightmost site at rate 3. This model exhibits three distinct phases in the o0 — 3
plane. Our study of a continuous-space model is motivated by recent experiments on colloidal
particles in optical tweezer arrays, which offer the promise of a laboratory realization of the
TASEP. The external potential in our model is of the form generated by such an array. Particles
spend most of the time near potential minima, approximating the situation in the lattice gas. A
short-range repulsive interaction prevents two particles from occupying the same potential well.
A constant driving force, representing Stokes drag on particles suspended in a moving fluid,
leads to biased motion, as in the lattice model. We study the model via numerical integration of
the Langevin equation and dynamic Monte Carlo simulations. Our results for the density profile
and current indicate that the continuous-space model exhibits phase transitions analogous to the
continuous and discontinuous transitions observed in the lattice model.
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Introducdo

O gas de rede forcado, ou sistema difusivo for¢ado, com condi¢Oes de contorno abertas
corresponde a um sistema de particulas interagentes que saltam numa direcdo preferencial de
uma rede cujas extremidades estdo conectadas a reservatérios de particulas com densidades
constantes. Assim, uma corrente estaciondria € mantida e o sistema nunca atinge o equilibrio.

Este tipo de sistema € o prot6tipo para estudos de estados estaciondrios fora do equilibrio [1].

Um exemplo bem conhecido de sistema difusivo forcado, que se tornou um dos modelos
padrdes da mecénica estatistica fora do equilibrio, € o processo de exclusdo totalmente assimé-
trico (TASEP do inglés totally asymetric simple exclusion process). Este modelo ja foi usado,
principalmente, em estudos de cinética da sintese de proteinas [2-4] e modelagem de fluxo no
trafico de veiculos [5-7]. Do ponto de vista matemético o modelo € de interesse na teoria de
sistemas de particulas interagentes porque, apesar da sua simplicidade, apresenta um compor-

tamento nao-trivial [8, 9].

Nos estudamos a versdo do TASEP com condigdes de contorno abertas. No modelo as
particulas pulam somente para a direita com uma interagao de caro¢o duro ao longo de uma rede
unidimensional. As condi¢des de contorno abertas significam que as particulas sdo inseridas

(com uma taxa o) em uma extremidade da rede e removidas (com uma taxa ) no lado oposto.

O TASEP exibe trés fases distintas no plano o — 3 que ja foram determinadas exatamente
[10, 11]. Quandoa >PB e P < % temos a fase de alta densidade (taxa de insercao € maior que
a taxa de remocgdo). Se a0 < % e B > o temos a fase de baixa densidade. E, por dltimo, quando
o > % e > % temos a fase de corrente maxima. A transicao de fase é descontinua ao longo da
linhao =B < % e continua para as linhas em o > % ep = % eemo = % efp > % O método
para obter a solucdo analitica do TASEP em uma dimensao € reproduzido em detalhes no Cap.
1.

Como veremos no Cap. 3, o surgimento das chamadas redes de pingas Opticas possibilitou
a investigacao da dindmica de particulas coloidais num potencial externo periddico [12-17]. O
movimento das particulas coloidais no potencial periddico, para tempos longos e friccdo baixa,

consiste de saltos entre minimos de potencial adjacentes. Portanto, existe uma certa corres-
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pondéncia entre os experimentos com particulas coloidais em redes de pica 6ptica e o TASEP,
que pode levar a possiveis verificagcdes experimentais dos resultados do TASEP. Motivados pela
possibilidade de realizar o TASEP no laboratério, propomos um modelo no espago continuo

equivalente ao TASEP em rede.

O TASEP em espaco continuo equivale a simulagdo de um experimento que pode ser reali-
zado no laboratoério para verificar o TASEP em rede. Experimentalmente, o modelo corresponde
a um fluido, que contém particulas coloidais mergulhadas nele, escoando com velocidade cons-
tante num tubo uni-dimensional. O didmetro do tubo é da ordem de grandeza do diametro da
particula sendo possivel somente uma particula de cada vez passar pela seccao reta do tubo.
Dentro do tubo existe um potencial externo periddico criado pela rede de pingas Opticas. As
particulas tendem a ficar mais tempo préximas do minimo desse potencial, isso corresponde no

modelo em rede a particulas presas nos sitios.

A fim de simular o experimento descrito acima, estudamos um sistema de particulas brow-
nianas interagentes sujeitas a um potencial externo periddico e a uma forca externa constante.
A forga externa constante corresponde a tendéncia das particulas pularem para a direita no mo-
delo em rede e surge, nos experimentos, devido a velocidade do fluido. Para evitar que mais de
uma particula ocupe o mesmo minimo de potencial, inserimos intera¢des repulsivas de curto al-
cance entre particulas vizinhas. Para a simulagdo computacional do TASEP em espaco continuo
usamos a integra¢do numérica da equacdo de Langevin e o método de Monte Carlo dinamico.
O método de Langevin € abordado no Cap. 2, enquanto que maiores detalhes da defini¢do do
modelo e da aplicagdo dos métodos de Langevin e de Monte Carlo a0 mesmo sdo encontrados

no Cap. 4.

O TASEP em espaco continuo apresenta transicoes de fase andlogas as transi¢des continuas
e descontinuas presentes no modelo em rede. Determinando os pontos onde ocorrem essas
transi¢des encontramos o diagrama de fase do modelo que também € equivalente ao diagrama
de fase do modelo em rede. E importante citar que, apesar da grande similaridade entre o
modelo em espacgo continuo e o modelo em rede, o modelo em espaco continuo nao apresenta
a simetria particula-buraco do modelo em rede. Resultados que comprovam essas afirmagdes
e mostram outras caracteristicas importantes do TASEP em espaco continuos sido apresentados
no Cap.5, enquanto que as conclusdes desse trabalho e as perspectivas para trabalhos futuros

sdo delineadas no Cap. 6.



1 Solucdo Exata do TASEP Usando
Formulacdao Matricial

Em 1993, Derrida et al. [11] publicaram o famoso trabalho onde usaram um produto de
matrizes para representar o estado estaciondrio do TASEP (totaly asymmetric simple exclusion
process) e, a partir dai, obter a solucdo exata para o modelo. Neste capitulo faremos uma
descricdo mais pormenorizada deste trabalho com o objetivo de apresentar as contas de uma
maneira mais clara (abrindo mais as passagens onde julgarmos ser necessdrio) €, a0 mesmo
tempo, reforcar a importancia e a simplicidade do método que dé a solucdo exata do TASEP em

uma dimensio.

O estado estaciondrio do TASEP pode ser obtido exatamente como uma relagdo simples
de recorréncia no tamanho do sistema [18, 19, 20, 8]. Esta relacdo foi usada para calcular,
no estado estaciondrio, expressoes para o perfil de densidade e para funcdes correlagcdes de
ordem maior [18, 21]. A solucdo do TASEP apresentada aqui foi inspirada em técnicas usadas
no estudo de sistemas integraveis [22, 23]. O método consiste em representar os pesos das
configuragdes no estado estaciondrio como o produto de matrizes que nao comutam entre si.
Essa técnica ja foi aplicada a problemas de directed lattice animals [24] e cadeias de spins
quanticos antiferromagnéticos [25, 26]. Para o TASEP esta técnica simplifica a derivacdo dos

resultados anteriores [18, 21] e facilita a sua generalizag3o.

1.1 Definicao do Modelo e Estado Estacionario

Vamos definir a dindmica do Processo de Exclusiao Totalmente Assimétrico (TASEP) em
uma dimensdao com condicdes de contorno abertas. Vamos usar a notagcdo T; para indicar a
variavel de ocupacao de cada sitio i (1 < i < N) de uma rede unidimensional de N sitios. Se o
sitio i estiver ocupado por uma particula, T; = 1 e se estiver vazio, T; = 0. Durante cada intervalo
infinitesimal de tempo d?, cada particula no sistema tem a probabilidade dt de saltar para o sitio

a sua direita (isto € vélido para todo sitio i tal que 1 <i < N — 1) desde que o sitio alvo esteja
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vazio. Além disso, uma particula € adicionada no primeiro sitio (i = 1) com probabilidade a.dt
se o sitio 1 estiver vazio e uma particula é removida do sitio N com probabilidade Bdr se esse
sitio estiver ocupado. Assim, se o sistema estd na configurac@o (T, 7p,...,Ty) no tempo ¢, a sua
configuracdo no tempo ¢ + dt sera

1 com probabilidade p; =711+ [ot(l —T1)— 7T (1 —7T2)]dt

T (t+dt) = (1.1)
0 com probabilidade 1— p;

parai=1,

1 com probabilidade p; =7, +|T,—1(1—7;) —7T;(1 —7; dt
’Ci(t—|—dt) _ p Di i [ i 1( z) l( H—l)] (12)
0 com probabilidade 1 — p;

para2 <i<N-—-1le

1 com probabilidade =N+ [Tv-1(1 —Tn) — BNldt
W (t+dt) = P py =+ [tv-1 (1 =) = By (1.3)
0 com probabilidade 1— py

parai=N.

Podemos entender as equacOes anteriores da seguinte forma. A probabilidade de um sitio
estar ocupado no tempo ¢ + dt € a soma da probabilidade do sitio estar ocupado no tempo ¢
(que é a varidvel de ocupagdo do sitio T;(¢)) com a probabilidade de entrar uma particula no
sitio menos a probabilidade de sair uma particula do sitio. Note que o fator T;_; (1 —1;) garante
que este termo € nulo se o sitio i estiver ocupado e/ou se o sitio i — 1 estiver vazio, casos onde
ndo € possivel que uma particula entre no sitio i. O mesmo vale para o termo de probabilidade
de saida de uma particula T;(1 — ;1) que é nulo para os casos onde ndo é possivel que uma
particula deixe o sitio 7 (sitio i vazio e/ou i+ 1 ocupado). Note os casos especiais i = 1 e
i = N onde a probabilidade de insercdo é o.(1 — 1t )dr e a probabilidade de remogdo é Btydt,

respectivamente.

No limite de tempos grandes, o sistema atinge o estado estaciondrio, onde a distri-

buicdo Py(T1,T2,...,Ty), que dd a probabilidade de encontrar o sistema na configuragdo

(t1,72,...,TN), € estaciondria, isto &, satisfaz
d
—Py(T1,72,...,Ty) = 0. (1.4)
dt

O método de representar os pesos Py(Ti,T2,...,Ty) do estado estaciondrio por um pro-

duto de matrizes que ndo comutam entre si fornece expressdes exatas para para todos

os Py(t1,T2,...,Tv). E mais conveniente usar pesos ndo normalizados que sdo iguais a
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Py(T1,72,...,Ty) multiplicado por uma constante (independente da configuracéo):
Py(T1,%2,...,7) = fn(T1,T2, -+, TN) /2N (1.5)
com
ZN= Z Z fN(’Cl,Tz,...,TN). (16)

71=0,1 Tn=0,1

Por analogia com outros modelos de solug¢do exata [24, 25, 26], como serd mostrado na

secdo seguinte, podemos obter fy(T1,T2,...,Ty) no estado estaciondrio da seguinte expressao:
N
v, ) = (WD + (1 - w)E]|V), (1.7)

i=1

onde D e E sdo matrizes quadradas e [V') e (W| sdo vetores que satisfazem as seguintes relagdes:

DE =D+E (1.8)
1
D|V)=—|V) (1.9)
§
1
(WIE = —(W|. (1.10)
(04
A expressdo (1.7) significa simplesmente que o peso fy(T1,T2,...,Ty) é dado por um pro-

duto de N matrizes D ou E com a matriz D na posicao i se o sitio i estiver ocupado (t;=1)ea
matriz E se o sitio i estiver vazio (t; = 0). E importante ressaltar que as equacdes (1.7)-(1.10)
s@o a esséncia da técnica e todos os resultados das se¢des seguintes sdo conseqiiéncias diretas

delas.

Para mostrar as vantagens desta técnica vamos definir a matriz C como
C=D+E. (1.11)
Definindo a densidade média no sitio i como

Y - X Tfn(t,te,..., )

‘C1:071 ‘CN:071

IN = 1.12
il Y - X LT, Tw) (112
‘5120,1 ‘CNZO,I
e substituindo fy(T1,72,...,Ty) dado por (1.7) temos
N
Y - X w(WlI[,D+(1-1)E]V)
Ty = DL 0 ZJV: . (1.13)
Yy - X <W|H[TJD+( T)E]V)

’E]ZO,I ’CN:OJ ]:
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Agora vamos somar a expressao acima na varidvel T; (lembrando que quando T; = 1 temos uma
matriz D na posi¢do 1 e quando t; = 0 temos uma matriz E) para obter

)IUREEED) n(WlCH[TJDwL(l—TJ) 112
T,=0,1 Tn=0,1

N
r o <W|CH[TJD+(1—T]) V)
T2=0,1 ’CN—OI

<Ti>N = (1.14)

onde usamos a defini¢do C = D+ E. Sempre que somarmos sobre T; para j < i aparecera uma

matriz C = D+ E na posi¢ao j. Isto quer dizer que podemos fazer

. N
Y - Y nwlC'T [1[x;D+ (1 —7;)E]|V)
1;=0,1 nv=0,1 j=i

(T)n = (1.15)

. N )
Y - X (WICTHI[yD+(1-1)E]V)
‘C,’ZO,I ’CNZO,I ]l

Quando somamos em T;, o fator T; no numerador anula o termo da soma correspondente a T; = 0
(o termo que contém a matriz E) e, portanto, o resultado da soma serd apenas uma matriz D na
posicdo i. Mas note que o fator T; ndo aparece no denominador, o que implica que a soma em 7;
no denominador continuard dando uma matriz C. Sendo assim temos
i—1
r (wic™'b ) [t;D+(1=T)E]|V)

T;21=0,1 Tw=0,1 i+1
i+1 N— / (116)

(Ti)n =

N
L - X W I] [v;D+(1-1)E]V)
Ti+1=0,1 Tn=0,1 j=i+1

Agora fica f4cil somar no restante das varidveis, pois sabemos que cada soma resultard numa

matriz C. Com isso, concluimos que (T;)y pode ser calculado da seguinte expressao

(w|Cc='DCcN-i|v)
(Wich|v)

<Ti>N = (117)

A relacdo acima € facilmente entendida quando percebemos que as somas em (1.13) podem ser
fatoradas e que cada soma resulta numa matriz C na posi¢do da soma exceto a soma correspon-
dente a T; que resulta numa matriz D na posi¢do i. Da mesma forma temos para ((1 —7;))y uma
matriz £ na posi¢do i e uma matriz C em cada uma das outras posicdes, o que resulta em

(W|C1ECN-i|v)

(- =,

(1.18)

Para funcdes correlagdo de ordem maior o raciocinio € o mesmo, por exemplo, para i < j:

(W|C'='DCi==1pCN-J|V)
(WICN|V)

(LTj)n = (1.19)
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Portanto, se tivermos formas convenientes para as matrizes D e E e para os vetores (W| e
|V') de maneira que os elementos de qualquer poténcia de C tenham expressdes simples, entdo as
férmulas para o perfil de densidade (t;)y e para funcdes correlagio de ordens maiores (T;...T;)n

seguem imediatamente.

No estado estaciondrio pode-se obter uma hierarquia de relacdes entre as funcdes correlagao
das condi¢des

d
E<’Cil’ti2...’cl‘k>1\] =0. (120)

Por exemplo, a condicao de estacionaridade

d

E<’C,‘>N=0 (1.21)

paratodo 1 <i < N implica em
a(WIECN V) = ... = (W|CT'DECY 1)) = ... = B(W|C""'D|V) (1.22)

A relacdo (1.22) representa a conservacao de corrente de particulas. Cada igualdade expressa o

fato de que a corrente média entre o sitio i € o sitio i+ 1 € independente de i paratodo 1 <i < N.

Antes de prosseguir vamos provar a relacdo (1.22) usando a condicdo (1.21). Note que a

condicdo (1.21) é equivalente a
(it +dt))n = (T(t))n (1.23)
e que (t;)y é dado por

<Ti>N = 1><pi+0>< (1—pi)

= Di

onde p; é dado pelas equacdes (1.1)-(1.3) substituindo-se os valores instantaneos por seus valo-

res médios. Para i = 1 temos, da equacgdo (1.1),
(Tt +di))n = (v (1))v + [0 (1 =11 (2)))v — (T2 () + (71 (1) T2 (2) )w]dr
Aplicando (1.23), (1.17), (1.18), (1.19) na equagdo acima obtemos:
oa(WIECN~1V) = (W|D(C —D)CN2|V)
Notando que C — D = E obtemos

o (WIECN~1 V) = (W|DECN2|V) (1.24)
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Para2 <i <N —1 temos, da equacdo (1.2),
(i(t+dt))n = (Gi(t))n + [(Tim1 () v — (Tim1 () T(#))v — (T())w + (Ti(t) Tiv1 ())v]dt

e de (1.23) vemos que
(Tim1)ny — (T T = (TN + (Ui 1) (1.25)

e utilizando (1.17) e (1.19) obtemos:

<W’Ci72DCN7i+1 lv> _ <W|Ci72D2cN7i|V> —
(wic™'pch ) — (wic D>V ).

Rearranjando termos, temos
(W|C'=2D(C —D)CN=I|v) = (W|C"'D(C — D)CN 1)
e usando C — D = E chegamos a
(W|C2DECN|V) = (W|C" ' DECN = 1|v).

Note que para i=2 temos (W|DECN~2|V) = (W|CDECN—3|V) e com a expressio (1.24) chega-

mos, por recorréncia, a:
o (W|ECN! V) = (w|C' ' DECN =1 |v) (1.26)
para todo 1 <i <N — 1. Da mesma forma, para i = N, temos da equacdo (1.3) e (1.23)
(tv—1)n — (tv—1Tv)N = B (V)N

e da equagdo (1.25) com i = N — 1 obtemos (Ty_2)n — (Tv—2Tv—1)8 = (Tn—1)n + (TN—1TN)N €

assim, concluimos que (T;)n + (T;Ti+1)n = B (Tv)n, ou melhor
(W|C'DECN Y v) =B (w|cNID|V) (1.27)

para todo 2 < i < N. Com as equagdes (1.24), (1.26) e (1.27) provamos a igualdade (1.22).

1.2 Prova de Estacionaridade

Essa secdo ¢ dedicada a prova de que (1.7), com D, E, (W] e |V) escolhidos para satisfazer
as relacoes (1.8)-(1.10), realmente corresponde ao peso das configuragcdes no estado estaciona-

rio.
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A dinimica do TASEP é descrita pela equagdo mestra do modelo. Vamos definir P(n,t)
como a probabilidade de o sistema estar na configuragdo n no tempo ¢ e H|n,m] como a taxa
de transicdo da configurag@io m para a configuragdo n. A taxa de variagdo no tempo de P(n,t) é

dada pela soluc¢ao da equacdo mestra

0

5, P(mt) =} Hn,mlP(m,t) =} Hlm,n]P(n,) (1.28)
m#n m#n

onde o primeiro somatdrio corresponde a contribuicdes vindas de todas as possiveis transi¢oes

de uma outra configuracdo m qualquer para a configuracdo n enquanto que o segundo soma-

tério da as contribuicdes vindas de todas as transi¢des da configuracdo n para qualquer outra

configura¢do m. Se definirmos os elementos diagonais da matriz H da seguinte forma:

— Y Hlm,n] (1.29)
m#n

podemos escrever a equacao mestra de uma forma mais compacta:

iP (n,t) ZH[n m|P(m,t). (1.30)

onde a soma em m € sobre todas as configuracdes possiveis.

A préxima etapa € construir as matrizes (cujos elementos sdo os H [n,m]) que representam as
transi¢cdes entre configuracdes. Note que a dindmica para transi¢des entre configuragdes dentro
do sistema, ou seja, o salto de uma particula do sitio i para o sitio i+ 1 com 1 <i <N —1,
¢ sempre a mesma independente dos sitios envolvidos, enquanto que a dindmica nos sitios
das fronteiras € diferente, devido a inser¢ao e remocdo. Assim, concluimos que existem trés
dindmicas diferentes: insercdo no primeiro sitio, remog¢@o no ultimo sitio e salto de particulas
entre sitios vizinhos dentro do sistema. Vamos construir uma matriz de transi¢do H para cada

uma destas trés dindmicas.

Primeiro vamos construir a matriz s; que representa particulas entrando no sitio i = 1.
Existem duas configuragdes possiveis (0,7p,...,Ty) € (1,72,...,Tny), uma vez que o unico
sitio envolvido neste processo € o sitio 1. A dnica transi¢do permitida pelo modelo é:
(0,72,...,tv) — (1,72,...,Ty) com taxa a (inser¢do de particulas). Utilizando a base
{0;1} ={(0,12,...,7n); (1,72,...,Ty) } podemos escrever os elementos fora da diagonal como
h1[1,0] = o (taxa de transi¢do da configuragio (0,1, ..., Ty) para a configuragdo (1,1z,...,1Ty))

e h1]0,1] = 0 (transi¢@o proibida pelo modelo). Da defini¢do dos elementos da diagonal temos:
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h1]0,0] = —h[1,0] = —a e h[1,1] = —h1[0,1] = 0. Assim podemos escrever a matriz #; como:

y = ( e 0 ) (1.31)
a 0

Para remocdo de particulas no ultimo sitio, i = N, existem duas configuragdes possiveis
(t1,72,...,0) e (11,T2,...,1), uma vez que o unico sitio envolvido com remog¢do de par-

ticulas é o sitio N. Vamos definir a base para escrever a matriz hy como {0;1} =

{(t1,..-,Tv-1,0); (T1,...,Tv—1,1)}. Note que a tnica transi¢do possivel é de 1 — 0 com
taxa B (remogdo de particulas). Assim, temos hy[0,1] = B e, hy[l,1] = —hyn[0,1] = —B e
hn[1,0] = —hy[0,0] = 0. Logo, a matriz que representa taxas de transicdo devido a saida de

particulas do dltimo pocgo é:

hy = ( 8 —BB ) (1.32)

A transicao que ocorre devido ao salto de uma particula entre sitios i € i + 1 que ndo per-
tencem a extremidade é da configuragdo (ty,...,Ti—1,1,0,Ti42,...,Ty) para a configuracdo
(T1y.++,Ti—1,0,1,Ti42,...,Ty). Esta transicdo possui taxa unitdria e é a tnica possivel envol-
vendo estes dois sitios. Vamos usar a base {(0,0);(0,1);(1,0);(1,1)}, onde os quatro pares
representam as quatro configuragdes que se obtém variando T; € T;;|, para escrever a ma-
triz h que representa tais transi¢des. Como a unica transi¢do possivel é de (1,0) para (0,1),
temos A[(0,1),(1,0)] = 1 e todos os outros elementos fora da diagonal nulos. Portanto,
h[(1,0),(1,0)] = —A[(0,1),(1,0)] = —1 e os outros elementos da diagonal também sdo nulos.

Escrevendo 4 na base acima temos:

00 0 O
00 0
h= (1.33)
00 —-10
00 0 O
Resumindo, os tnicos elementos ndo-nulos das matrizes de taxa de transi¢ao sao
hl[0,0]:—OC hl[l,O]:OC
h[(0,1),(1,0)] =1 h[(1,0),(1,0)] = —1 (1.34)

hN[Oal]:B hN[lal]:_B'
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Agora escrevemos a equagdo mestra para Py da seguinte maneira:

0
Py (T1,72,..., ) = ) _hi[11,61]Pv(01, T2, .., TY)

ot o
N-1
+Y Y Al(ti,Ti41),(64,6i41)1Pv(O1, . .. .01, O 15, Tw)
i=1 0,011
+Y hnltn,on]Py(T1,. .., TN-1,0N). (1.35)
on

Vamos supor que existem dois coeficientes xq e x| tais que as condi¢cdes seguintes sdo satisfeitas

para cada escolha de 71;:

Zhl [Tl,Gl]PN(Gl,’Cz, e ,‘CN) :x’nPN—I(TL .. ,TN) (136)

S5

N—1
Y, Al Ti1),(0i,6i11)]Py(T1, -, 60 Git - - TN)
i=1 G;,0i+1
= =X, Py-1(T1, -, T 1, Tig s+ TN)
+—x’Ci+1PN71(Tla"'7Tiati+27"'7TN> (137)
ZhN[’CN,GN]PN(”Cl,. .. ,GN) = _X’CNPNfl(Tl,- .. ,’CNfl). (138)
ON

Se tais coeficientes xp e x; existem entdo Py dado pelas equagdes (1.36)-(1.38) representa o
estado estaciondrio (d Py/dt = 0). Para visualizar vamos escrever d Py /dt usando (1.36)-(1.38)
para N = 4:

d
EP4(TI7127T37T4) - X11P3<T2,T3,T4)

—x7, P3(T2,73,T4) + 21, P3(T1,73,T4)
—xt, P3(T1,73,T4) + X0 P3(T1, T2, T4)

)
( )
—x5; P3(T1, T2, T4) + X0, P3(T1,T2,T3)
—x7, P3(T1,72,73)

=0.

Note que para cada termo existe um igual mas de sinal oposto. Também nao € dificil ver
isso se substituirmos (1.36)-(1.38) em (1.35). Assim, todos os termos se cancelam e a soma
em (1.35) d4 zero, o que implica no estado estaciondrio. Portanto, o problema é reduzido a
encontrar matrizes D, E e os vetores (W| |V) que satisfacam as igualdades (1.36)-(1.38) quando

substituirmos Py (ou fy) dado pela expressao (1.7).

Vamos fazer essa etapa passo a passo. Primeiro vamos substituir a expressao (1.7) na igual-
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dade (1.36) para reescrevé-la como

N
Z hi[t,61)(W|(o1D+ (1 —6))E) [[(xiD+ (1 —T)E)|V)
=0,1 i=2
N
=xq, |(WI[](uD+ (1 —w)E)|V)
i=2

Note que o fator H (tiD+ (1 —;)E)|V) estd presente em ambos os lados da equagdo. Entdo
podemos igualar as duas partes diferentes que estdo a esquerda desse fator e obter
Y e, 61} (W|(G1D+ (1—61)E) = xz, (W]
6120,1

que, depois de efetuar a soma, resulta em
(W|(hy[t1,0]E + hy[t1,1]D) = Xr, (W]. (1.39)

Para t; =0, sabemos de (1.31) ou de (1.34) que somente £ [0,0] = —a é diferente de zero o que
implica que a equacdo acima resulta em —a.(W |E = xo(W|. Analogamente para T; = 1, o tinico
elemento de i) ndo-nulo é h[1,0] = o, que aplicado em (1.39) dd a relagdo o.(W|E = x; (W|.

Com isso obtemos a primeira condi¢do sobre E e W:
o (WIE = x1 (W| = —xo(W]|. (1.40)

Note que esta relagcdo € equivalente a igualdade (1.36). Continuando, vamos substituir a expres-

sdo (1.7) na igualdade (1.37) para reescrevé-la, para 1 <i < N — 1, da seguinte forma

i—1
h{(ti, 1), (0,00 )| (W] T () x

ci7ci+1:071 ]:l

N
(0:D+(1—6)E][ois1D+ (1 —0)E] [ (--)IV)
j=it2

v TT ¢ >]

JFi+1

W|H )|V

J#i

= Xy + Xty

onde (...) representa (T;D + (1 —1;)E). Vamos passar a soma presente no termo a esquerda

do sinal de igualdade para dentro do produtério e reescrever o termo a direita de uma maneira
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conveniente para obter
i—1
WITTC )
j=1

h[(Ti, Tit1), (0:,6i1)][0:D + (1 — 6;)E][0i41D + (1 — 61 )E] | X

6;,6i+1=0,1
N i—1
HZ(. VY =(W| III( ) [=xg (T D+ (1 — i1 )E)+
Jj=i+ Jj=
N
v (4 (-5 )E)] TL (V)
Jj=i+2

onde juntamos os termos da direita em um sé e escrevemos o termo resultante numa forma
andloga ao termo da esquerda. Note que podemos igualar o termo entre colchetes do lado
esquerdo com o termo entre colchetes do lado direito para obter a seguinte condi¢do sobre as

matrizes

h[(Ti,Tit1), (04, 6i11)][0:D + (1 — 6;)E][6;+1D + (1 — Gj41 ) E]

Gi>0i+l:071

= =X, (Ti 1D+ (1 =T 1) E) +xr, (D + (1 = T30 )E). (1.41)

Agora temos que efetuar a soma na equacao acima para os quatro pares possiveis (T;,Ti+1) €
com atencdo na equacdo (1.34) que dé os dois Unicos termos de /& que sdo diferentes de zero.
Por essa razdo, apesar do tamanho da expressdo, as contas sdo bem simples. Para (T;,T;+1) =
(0,0) todos os termos Ah[(0,0), (6;,0;+1)] sdo nulos (primeira linha da matriz dada por (1.33))
independente dos valores de ©; € G;+1. Isso significa que o lado esquerdo da igualdade da
expressdo acima € nulo. Substituindo (7;,7;11) = (0,0) no lado direito temos 0 = —xoE + xoE,
que é automaticamente satisfeita. O mesmo acontece para (T;,T;+1) = (1, 1), ou seja, todos os
elementos da quarta linha da matriz 4 sdo nulos e o lado esquerdo da igualdade (1.41) € nulo.
Neste caso temos 0 = —xoD + xoD que também € automaticamente satisfeita. Uma condic¢ao
aparece para o par (T;,Ti+1) = (0, 1). Neste caso, os elementos que aparecem na soma pertecem
a segunda linha da matriz h. De (1.34) sabemos que apenas k[(0,1),(1,0)] = 1 é diferente de

zero, o que implica que (1.41) resulta na seguinte relacao entre as matrizes D e E
DE = —xoD+ x| E. (1.42)

No caso onde (7;,T;+1) = (1,0) (a terceira linha da matriz &), o tnico elemento nio nulo é
h[(1,0),(1,0)] = —1 o que aplicado na equagao (1.41) resulta na relagdio —DE = xoD — x|E,
que € igual a (1.42).
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Agora s6 falta substituir a expressao (1.7) na (1.38). Fazendo isso obtemos a igualdade

Z hN[TN,GN]<W| llle(TiD—f—(l —‘C,’)E) (GND+(1—GN)E)|V>

on=0,1 i=1

N—1
= —xo (W] Il (D +(1—-T)E)|V).

N-1
Note que o fator (W| [] (t:.D+ (1 —1;)E) é comum aos dois lados da igualdade, isto implica
i=1

que podemos colocd-lo em evidéncia e igualar as partes restantes para obter

Y. hwlw,onl(onD+ (1 —ONn)E)|V) = —xgy V).

GNZO,I

Somando sobre oy obtemos
(hN[TN,O]E +I’lN[TN, 1]D)|V> = —xTN|V>.

Para Ty = O (primeira linha da matriz iy ver equacgdo (1.32)), a expressdo acima da BD|V) =
—xo|V), pois, o tinico termo diferente de zero, € 1[0, 1] = B. E, finalmente, para Ty = 1 (segunda
linha da matriz hy), obtemos B D|V) = x;|V). Juntando estes dois resultados obtemos a dltima
relacdo

BDIV) =x1|V) = —xo[V). (1.43)

Das expressoes (1.40) ou (1.43) obtemos x; = —xg e da expressao (1.42) vemos que o valor de
x1 pode ser mudado arbitrariamente pela multiplicacdo de D e E por uma mesma constante. Se

escolhermos
as equagoes (1.40), (1.42) e (1.43) se tornam idénticas a (1.8)-(1.10).

Note o poder desta técnica: provamos genericamente que as equacdes (1.7)-(1.10) repre-
sentam o estado estaciondrio do modelo e agora basta encontrarmos formas convenientes para
as matrizes D e E e os vetores (W| e |V) de modo que os elementos de matriz de qualquer

poténcia de C = D + E tenham formas simples. Dessa forma expressdes exatas para (T;)y e

para (T;...T;)n serdo obtidas facilmente.

1.3 Tamanho e Formas das Matrizes

Uma questdo ainda ndo respondida é se podemos construir matrizes D e E e vetores |V) e

(W| que satisfacam as rela¢des (1.8)-(1.10). Mas antes de tudo nés temos que saber qual deve
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ser o tamanho das matrizes. A seguir mostraremos que ou as matrizes sdo unidimensionais
(quando o + B = 1) ou elas sdo de dimensdo infinita (quando o + 3 # 1). Vamos distinguir

dois casos, dependendo se D e E comutam ou nao.
(1) Se D e E comutam (DE = ED), entdo (1.8)-(1.10) implicam que

$<W|v> — (WIDE|V) = (W|D+ E|V) = (é+é) WV). (1.45)
11

Portanto se (W|V) # 0, temos a igualdade af —at %, ou melhor, o + 3 = 1. Neste caso,
a forma mais conveniente que podemos escolher para D e E é D = 1/B e E = 1 /o (matrizes

unidimensionais). Note que D e E escritas dessa forma satisfazem (1.8)-(1.10).

(i1) Se D e E ndo comutam, pode-se mostrar que as matrizes D e E devem ser de dimensao
infinita do seguinte modo. Suponha que D e E tém dimensao finita e note que nao existe um
vetor |v) diferente de zero tal que E|v) = |v) (se existisse |v) # 0 terfamos D|v) = DE|v) =
(D+E)|v) = D|v) + |v) o que implica que |v) = 0). Esta expressdo significa que a matriz E
ndo possui autovalor unitdrio e, portanto, £ — 1 ndo possui autovalor nulo, logo o determinante
de E — 1 é diferente de zero e E — 1 é inversivel. Da relagcdo (1.8) calculamos D e obtemos
D=E(E—1)"!, que comuta com E (pois (E —1)~! comuta com E). Resumindo, se as matrizes
D e E sao finitas elas comutam entre si €, como isso vai contra a hipétese inicial, a inica escolha
¢ fazer D e E matrizes de dimensao infinita. A seguir, vamos apresentar exemplos de matrizes

D e E infinitas que satisfazem as condi¢des (1.8)-(1.10).

Ha varias escolhas possiveis para as matrizes D e E. Uma delas é

11 1 1
B B B B 0 0 0 O
o 1 1 1 1 0 0 O
Di=10 0 1 1 Ei=10 1 0 O (1.46)
0O 0 0 1 0O 0 1 0
E ficil verificar que
1 1 1
p B B B
1 1 1 1
DiEy=D+E=]10 1 1 1
o o0 1 1

Vamos encontrar |V;) e (W;| que satisfacam as condigdes (1.9) e (1.10). Vamos escrever |V;) da
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seguinte forma

ai
a
Vi) =
as
e substituir em (1.9) para obter
% Y ai
aj al i=1 aj
a 1| a2 Z ai 11| a
as B as Z a; B as
: i=3

onde usamos D; dado por (1.46). A relacdo acima nos d4

Ya=a — Ya=0
i=1 i=2

Eai:‘é—” Vn>2

i=n

que resulta em a; qualquer e a, = 0 para todo n > 2. Para (W;| escrevemos (W;| =

(b1,b,b3,---) e usando E; dado pela equacdo (1.46) temos

1 1
(b17b27b37"'>E1:a(b17b27b37'”) = (b25b3;b4;”'):a<b17b27b37"'>
de onde obtemos b; | = % o que di b; = % com b; arbitrdrio. Da normalizacdo temos

(W1|V1) = 1, que implica em a1b; = 1 e uma escolha é a; = b; = 1. Assim, obtemos

I 1 0
= (1gge) =], (147

que por construcgdo satisfazem (1.9) e (1.10).

Existem vdrias outras escolhas para as matrizes D e E e os vetores (W| e |V) que satisfazem

(1.8)-(1.10). Podemos usar essa liberdade para deixar o calculo dos elementos de matriz mais
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diretos. Por exemplo, podemos usar

I 1 0 0 1 0 0 O
0O 1 1 0 1 1 0 O
D=0 0 1 1 E=10 1 1 O (1.48)
0 0 0 1 0O 0 1 1
Note que

2 1 0 O

1 2 1 0

DyEr=Dr+E,=]10 1 2 1

0O 0 1 2

Podemos definir vetores genéricos |V) e (W

, assim como foi feito para D e Ey, e substituir D,

e E, dados por (1.48) para obter

ay+ap ai

ap +aj 1| a2 N (1 1> N (1 1)1‘1
—— a1 =(1=—=)a a=a ——
a3 +as [3 a3 i+1 [3 i i 1 B
1 1\!
(b1+b2,b2+b3,b3+b4,---):&(bl,bz,b3,---) = b;=b (1——) -

-2) () (2 ()

:“"";(1‘5)"(“%)”:1_<1_a§1(1_1)‘

p

Com isso obtemos

(Wa|Va) = a1b;

sendo que a série converge para (1 —1/o)(1 —1/B) < 1, ou melhor, para o + < 1. Esco-
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lhendo a; = by =k e (Wa|[Va) = 1 temos k = /(0. +B — 1)/ap e os vetores

O%%zK(L(é—ﬁ),(é—4)2,~> Va) = gé.SL . (1.49)

Ao contrério de (1.46) e (1.47) esta escolha mostra a simetria particula-buraco do problema uma
vez que as matrizes D; e E; tem formas similares e as condigdes de contorno o e  somente
aparecem nos vetores (W;| e |V,). Uma desvantagem da escolha (1.48) e (1.49) é que, devido
a forma de (W,| e |V,), deve-se somar séries geométricas para obter fungdes correlagdo e estas
séries divergem para o + 3 > 1. Contudo, a0 menos para N finito, todas as expressdes sdo
fungdes racionais de a e B de modo que é possivel obter resultados para ot + 3 > 1 por meio

de continuagdo analitica a partir dos resultados para oo+ < 1.

Uma terceira possibilidade para a escolhade D, E, (W|e |V) é

/B a 00 1/a 0
0O 110 1 00
Di=| 0 011 Esz = 1 (1.50)
0 001 011
0
(W5 =(1,0,0,---)  [V3) = ol (1.51)

E facil verificar que as relagdes (1.9) e (1.10) sdo satisfeitas e que (W3|V3) = 1. E temos ainda

de (1.8) que D3E3 = D3 + E3 0 que implica em

—_— N = O
N = O O
—_— N = O
N = O O

Il
S = N Q
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e dai tiramos o valor da constante a

2 _ (X+B—1
a .
ap

O fato de a® poder ser negativo (ot + B < 1) ndo é relevante, pois no cilculo dos elementos de

(1.52)

matriz a constante a s6 aparece como a*. Note que para ot =3 = 1 temos a = 1 e (1.50),(1.51)
coincidem com a escolha (1.48),(1.49). Note também que para oo + = 1 temos a = 0 de
maneira que os elementos (1,1) das matrizes D3 e E3 desacoplam dos outros elementos (isto
quer dizer que em produtos de matrizes o elemento (1,1) ndo aparece multiplicado por outro
elemento de matriz a ndo ser o elemento (1,1)). Sendo assim, para o propésito de cdlculo, D3

torna-se unidimensional o que ¢ suficiente para este caso especial de o e 3.

1.4 Resultados Exatos para Sistemas Finitos

Na secdo anterior apresentamos algumas formas possiveis para as matrizes e vetores D, E,
(W

ordens maiores diretamente de (1.8)-(1.11) sem a necessidade de formas particulares para as

, |[V). Contudo, é possivel obter expressdes para a densidade e para fungdes correlagio de
matrizes. Como vimos em (1.17) e (1.19) o cdlculo de qualquer grandeza de interesse exige
primeiro expressdes para (W|CV|V) com N arbitrdrio e valores quaisquer de o e B. Existem
muitas maneiras de se calcular esses elementos de matriz. Pode-se diagonalizar a matriz C dada
por (1.46) ou (1.48) ou (1.50) (ou qualquer outra forma escolhida para as matrizes) e decompor
os vetores (W| e |V) nos autovetores de C. Ou pode-se usar métodos que envolvem fungio
geratriz. Aqui vamos usar uma expressdo para (W|CV|V), vdlida para N > 1, que pode ser

obtida diretamente das regras de comutacao (1.8)-(1.10):

N 1 _ ) p+1 _ p+1
et = .22 PN 1P 18— (/)

(1.53)

onde, na nossa convengao, a normalizagdo ¢ fixada para ser (W|V) = 1. A prova da expressao

acima € delineada no Apéndice A.1.

Apesar das contas serem faceis e ndo acrescentarem nada, € interessante verificar a expres-

s@0 (1.53) para alguns casos simples. Por exemplo, para N = 1

(WICY|V) = (WICIV) = (W|(D+E)|V) = %%
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usando diretamente as relacoes (1.8)-(1.11) ou

_BR-ep 11
W = =1 B

usando a relacdo (1.53). ParaN =2

(W|CN V) = (W|C?|V) = (W|(D* + DE + ED+E?*)|V)
= (W|(D* +D+E+ED+E?)|V)
1 n 1 n 1 n 1 N 1
B2 B o oaf o
usando diretamente as relacdes (1.8)-(1.11) ou

W) — i’” p)! (1/8)7*! = (1/a)*!

=22-p)! 1/ —1/a

_ (/B (1/06) +(1/B)3—(1/06)3
1/p—1/a 1/p—1/a

D U E R B

s ta e tap T

usando a relacdo (1.53). Para N =3

(W|C3|V) = (W|(D+E)(D*+D+E+ED+E?)|V)

(W|(D?+2D*+2D +2E +2ED+2E* + ED* + E> D+ E3)|V)
1+1+1+1+1 +1+ 1 N 1 +1
Bz B o | o2 B3 " aB2  a2B ol
usando diretamente as relacoes (1.8)-(1.11) ou

WICY) im ! ) (1/B)7H = (1 /o)t

P /B~ 1/

:2{(1/5) —(/)? | (1/BP—(1/aP] | (1/B)~(1/a)’
1/p—1/a 1/B—1/a 1/p—1/a

Y RS N I 1 1o 1o

- [B* B2 TR T2 TR T ap? o od

usando a relacdo (1.53). Note que nas duas equacdes anteriores o termo entre colchetes € igual
a

(W|C?|V), bastando substituir a expressio ja calculada para (W|C?|V) e fazer a divisdo de
polindmios para obter a dltima igualdade acima

Para calcular o perfil de densidade e funcdes correlacao de ordem maior € conveniente usar

a seguinte relacdo que também € uma conseqii€ncia direta das relagdes (1.8)-(1.11), vdlida para
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n>1
'« (2p)! & (p—1)(2n—p)!
DC" = — P+ DP. (1.54)
pz’op!(p—kl)! pZ’z n!(n+1—p)!

A relac@o acima estd provada no Apéndice A.2.

A relagdo (1.54) pode ser facilmente checada para casos mais simples. Por exemplo, para

n=1,n=2en =3, usando diretamente as relagdes (1.8) e (1.11) temos

n=1: DC =DD+E)=D?+DE =C+D?

n=2: DC?>=(C+D*)C=C*+D*D+E)
=C?+D}+D(D+E)=C*+C+D3>+D?

n=3: DC®=(C’+C+D*+D?*C
=C3+C?+D*(D+1)(D+E)
=C*+C?+D*+D*+D*(D+2E)
=C3+C?+D*+2D* +2D(D+E)
=C3+C?>+2C+2D*+2D° + D*

ou usando a relacdo (1.54) obtemos

0
n=1: DC =Y 2 cl P+z( —1)DP =C+D?
p=07"P
1
n=2: DC?= Y O Cry ¥ Ve pr - 02y 04 p? g D3
oo PP HL)! p )
2
_ 1. 3 _ (2p)! ~3—p (6P)(5P)p
n=3: DC= % 5 PEmC +z - D
:C3+C2+2C+2D2+2D3+D4

que, como esperavamos, sao exatamente iguais aos valores obtidos usando diretamente as rela-
¢oes (1.8) e (1.11). Podemos substituir a expressdo (1.54) na expressdo (1.17) para (t;)x para
obter parai <N —1

=(2p) (wlCTIeN TRy A (p—1)(2n— p)! (W|CTDP|V)
(

=D p+1)! (W|CN|V) = nl(n+1-p)!  (W|CN|V)
ol (2p)! <W|cN;p|v> (W|cz'N1|V>ni1 (p_1)(2n—p)![3,p (1.55)
pzop'(p—f—l ) (WICN|V) (W|CN|V) = n!(n+1—p)!

comn =N —i. Ocasoi= N deve ser tratado separadamente, pois neste cason =N —i=0ea

expressao (1.54) s6 vale paran > 1, mas de (1.17) temos

_wic¥'ply) 1 wichv)
wicvvy B (wieV|v)

(Tn)N = (1.56)
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Dessa forma (1.55) juntamente com (1.53) dao expressdes exatas para o perfil de densidade
para N arbitrdrio e valores quaisquer de o € B. A relagdo (1.54) pode também ser usada para
expressar fungdes correlagdo de segunda ordem (T;T;)y para 1 <i < j <N —1 em termos das
fungdes correlagio de ordem um (t;)y. Para tanto vamos substituir DCV~/ em (1.19) usando

(1.54) com n = N — j para obter

_ wje 'DCi==1pCcN-iv)

(i WICVIV)
D (2p)! (wicT ety
S Lol WieT)

v (p—1)(@2n—p)! W|CT'DCT V)

Y

& alnt1-p)l  BrWICY|V)

(1.57)

Da relacio (1.17) podemos escrever (W|C'~!DC"~|V) = (1;),(W|C"|V) e daf obter

paran=N—1-p:  (WICT'DEN1PV) = (g1, (WICY 1Y)
paran=j~1: WICTIDCI11Y) = (5) ;o (WICT V)

Aplicando as duas igualdades acima em (1.57) obtemos a expressdo para (T;T;)y em termos de

fungdes correlagdo de primeira ordem

- (W|CN-1-P|V)
() ; p+1 N1 TNy

(WICT1V) 5] (p— 1) (2n— p)!
(W|CN V) = nl(n+1—p)!

BP (1.58)

+(Ti) j-1

com n = N — j. Podemos usar o mesmo esquema para obter qualquer funcdo correlacdo de

ordem maior.

Nesta secdo apresentamos os principais resultados obtidos com a técnica matricial € mos-
tramos que essa técnica da expressdes exatas para todas as fung¢des correlagdo para N, o e 3
arbitrarios. As secdes seguintes sao dedicadas a encontrar os limites desses resultados quando

N — oo, 0 que permite derivar o diagrama de fase do modelo.
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1.5 As Formas Assintéticas de (W |C"|V)

E iitil termos 2 nossa disposicio formas assintéticas para (W|CV|V) quando N é grande.

Para tal precisamos calcular a soma R, (x) definida por

n+1
B (p—1)2n—p)!
R, (x) —pz_z At 1=p)! xP (1.59)

relevante porque (1.53) pode ser escrita como

n " (p—=1)(2n—p)! (1/B)P —(1/a)?
Wicvy = 2, n’n—f—l— Ol 1B =1/
n 1/[3)_ n(l/a)
0B 1o (1.60)

onde trocamos p — p — 1 em (1.53) e depois substituimos a definicao (1.59).

Como estd provado no Apéndice B, as formas assintéticas de R, (1/p) sdo:

4 1 4n
V(2P —1)2 n3/2 para 3 > 1/2
Ri(1/B)={ 2173 para B = 1/2 (1.61)
1 n+1
\(I_ZB)(W) para B < 1/2.

O préximo passo € aplicar as expressoes acima em (1.60) para determinar as seguintes formas

assintéticas de (W|CN|V) para N grande.

(a) Para 3 <o <

W [ o~ mr
(W|CNV) =

\/_NS/Z %_é
_ 4N op 1 1
VAN -« (20:—1)2_(23_”2} : (1.62)

(a’) Para % < oo = B devemos calcular o limite de (1.62) quando B — a usando a regra de

I’Hopital, pois € uma indeterminag@o. Vamos calcular o seguinte limite

1 1
. Qoa-12 (2B—12| .. 4 _ 4
511“&[ B—o ]_éﬂ{@ﬁ—lﬁ}_(w—lf




1.5 As Formas Assintéticas de (W|CN|V) 24

que aplicado em (1.62) d4

wichyy = & A (1.63)
/(20— 1)3 N3/2° '
(b)Paraoc:%<[3
N (1 gy 1 4N
e = (5-2) v o 2
2B A
= BN (1.64)
3/2

onde desprezamos o termo proporcional a N~ °/< que é muito menor que o termo proporcional

aN~1/2 para N grande.

(b') Para o = = % temos o + P = 1 e, da discussdo apés a equagdo (1.45), podemos

escolher C = 1 /o +1/B = 4 e, portanto, C¥ = 4" e assim temos

(W|CN V) = 4N, (1.65)
(c) Para o < % e a < P temos
Ny OB
WICHV) = 52 Ru(1/a)
_ B(1-2a) 1 (1.66)

(B—o)(1—a)a(1—o)¥
Note que desprezamos o termo Ry(1/P), pois, de acordo com (1.61),
Ry(1/a) = (1 = 20)[er(1 — o))"~ > Ry(1/B)

independente de B ser maior, menor ou igual a % Para B > 1/2, isso é facil de ver, uma vez
que Ry(1/PB) é proporcinal a N=3/2 e N~1/2. Para B < 1/2, a aproximago acima também vale,

uma vez que é facil mostrar graficamente que o.(1 — ) < B (1 —P).
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(d)Parao =P < % temos que calcular o seguinte limite

(1_2B)<ﬁ>N+l+(1_2a) <m>N+l

(W|CN V) = lim ap
p—a

()

N+2
+(1-2B)(N+1) (ﬁ) (1 —25)] .

Desprezando o primeiro termo entre colchetes, pois o segundo € proporcional a N+ 1 ~ N,

temos
(1—2a)? N

(1—a)? aV(1—o)N’

(W|CN|V) = (1.67)

Note que, como (1.60) é simétrica em o e [ (simetria particula-buraco), os casos onde

B < o podem ser obtidos dos casos onde B > o trocando-se o < 3.

1.6 A Corrente e o0 Diagrama de Fase

Na sec@o 1.1 nés vimos que, no estado estaciondrio, a corrente no sitio i € simplesmente
J = (ti(1 —"1;11)), pois durante um intervalo de tempo dt, a probabilidade de que uma particula

salte do sitio i para o sitio i + 1 é t;(1 — T, )dt. Portanto, usando (1.17) e (1.19), J é dado por

(w|C=!DCN V) — (w|Ci D2V y)

/= WICVIV)
wicTDC— D)y (wich )
- WICTV) = WIeTVy (1.68)

onde usamos C—D = E e DE = C. Note que esta expressao € independente de i, com é esperado

no estado estaciondrio.
Das formas assintéticas de (W|CV|V), obtida na se¢do 1.5, é facil ver que no limite N — oo

(i)paraocZ%eB 2%
(1.69)

ENT

(ii)paraoc<%eoc<[3
J=a(l—o) (1.70)
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(ili) parap < e B < @
J=B(1-B). (1.71)

Vamos provar as equagdes acima, aplicando uma a uma as equacdes (1.62)-(1.67) em (1.68).

Se aplicarmos (1.62) em (1.68) temos

,_ AN-1 p3/2 1
- (N—1)3/2 4N T 4

onde cancelamos as partes que ndo dependem de N e fizemos N/(N — 1) ~ 1 o que é verdade
no limite N — oo. E fécil verificar que obtemos o mesmo valor de J substituindo (1.63), (1.64)
e (1.65) em (1.68), pois a dependéncia em N dessas expressdes € praticamente a mesma. Note
que o valor de J obtido é independente de o e 3, isto implica que os casos simétricos (troca
o < B) também dao os mesmos resultados. Assim a equagdo (1.69) vale para todo o > % e

B> % Usando a expressao (1.66) em (1.68) obtemos

=o(l—a)

para o < % e oo < B o que corresponde a equagdo (1.70). Como ja discutido, trocando-se
o < [ obtemos o resultado para f < % e <oqueéJ=PB(1—P). Com isso provamos a
ultima equacdo que restava. Note que se substituirmos (1.67) em (1.68) obtemos

N(1 _ ~\N
I e =01 = o) =B(1 =)

pois, nesse caso, o0 = . Isto quer dizer que (1.70) e (1.71) também valem para esse caso.

Com isso podemos concluir que o diagrama de fase é composto por trés fases (ver figura
1.1): a> %,B > %; o< %,OC <B:B < %,B < a. O mesmo diagrama de fase foi obtido por
Andjel et al. [27] e é corretamente dado pela aproximag¢do de campo médio [1, 18]. A equa-
¢do (1.69) corresponde a fase de corrente maxima enquanto que (1.70) e (1.71) correspondem,

respectivamente, as fases de baixa e alta densidade como vamos ver na proxima se¢ao.

1.7 A Densidade (1;)y Longe das Fronteiras

Da relacio (1.55) e das formas assintéticas (1.62)-(1.67) de (W|CN|V), é possivel obter a
forma assintética de (T;)y no limite N — oo, com i = Nx e 0 < x < 1 (isto é, para N grande e i

no meio do sistema, bem longe das extremidades). Em todos os casos (1.62)-(1.67), vimos que
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1
corrente maxima
densidade baixa p=1/2
p=a J=1/4
B J=0(1-0) S~
transi¢des continua:
05 /
transicéo
descontinua
densidade alta
\ p=1-P
J=B(1-P)
0
0 0.5 1
a

Figura 1.1: Diagrama de fase do modelo. A regido o > %,B > % ¢ a fase de corrente maxima,
enquanto que o < %,Oc < B € a fase de densidade baixa e B < %,B < o € a fase de densidade
alta. Alinhao =f < % ¢ uma linha de transicdo de primeira ordem.

(W|CN|V) tem o seguinte comportamento assintético para N grande:
(W|CN V) = ANAN (1.72)

onde A, z e A dependem de o e B como em (1.62)-(1.67). Aplicando a expressdo genérica

acima em (1.55) obtemos

Ef N—1—-p\* 1
p! p+1 N ApFl

p=0
i— 1 el (p—1)(2n—p)!
+< ) 7\’N i+1 ZZ n! n+1_ ) [3 (173)
onde n = N —i. Note a seguinte aproximagao
N—-1\° 1 1
~ b
N—1-p\* 1 ( N ) AP T A o0
~ (1.74)
N APt N—1-n\* 1 X
N a1 gt 0 sey el

ou seja, o termo dominante do primeiro somatério € p = 0, pois o fator diminui quando

}\‘[H—l
p aumenta, uma vez que em todos os casos (1.62)-(1.67) A > 1. No segundo termo de (1.73)
podemos fazer a aproximagdo [(i — 1)/N]* ~ (i/N)* = x* ja que i > 1 (longe das fronteiras)

e fazer AV ~71 = A"*+! ysando o fato de n = N —i. Aplicando essas aproximagdes em (1.73)
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obtemos
1 n+ 1

)Cn=p)g— (1.75)

g’ p+1'7u1’+1 7»”“ ;2 n'n—f—l— p)!
onde, como sempre, n = N —i. Para n grande e A > 4, o que é verdade para todos os casos,

o primeiro termo na equagdo (1.75) converge para (1 — /1 —4/L)/2. Vamos mostrar isso
expandindo /1 —4/A para dar
L (4/0) 3 (4/A) 5-3(4/A)*

1
_ /2 12 —
(1 4/?‘) 1 2(4/7‘) 22 2 23 3! 24 4
B > (2p—3)! [4\”
B T O

p=1
2r(2p—11 1

o )!
=1 ZPZO (p—l—l)- }\’p—l—l

= 2Ppl2p— DI 1
=1- Z y<p+1)1 Vaz
= P !

— 1
22 p+1 ) AP+

(1.76)

onde definimos (2p —3)!! = 2p —3)2p—5)2p—7)---7-5-3-1. Note que usamos
a igualdade 27p!(2p — 1)!! = (2p)! que pode ser facilmente provada abrindo a expressdo
2Pp!(2p — 1)!!. Agora basta inverter a equagdo acima para ver que o somatdrio converge para
(1— \/m )/2. Usando essa expressdo para o primeiro termo da equacao (1.75) e as formas
assintéticas (1.61) obtemos o seguinte:

(1) Para o0 > % e > % temos A = 4 (ver (1.62)-(1.65)) e, como o segundo termo é propor-

3/2 ouan!/? (ver (1.61)) e n € grande, o primeiro termo domina sobre o segundo,

cional an™
0 que resulta em

(1.77)

| =

<Ti>N ~

(ii) Para a0 < % ea <P temos 1/A =0 (1l —a) e z=0, o primeiro termo ainda domina,

entao
1—y/1—-4a(l—a) 1—+/(1-2a)2
(Ti)n ~ U-o) ( ©_a (1.78)
2 2
note que, como o < % fizemos /(1 —2a)? = 1 — 2a.. Podemos ver que o primeiro termo

em (1.75) domina (independente se B é maior, menor ou igual a %) pois o segundo termo €
proporcional an—3/2 quando B > % an~1/2 quando B = 2 ea(o(l—oa)/B(1—P))**! quando
B < 3 que tendem a zero para n grande (pois &t(1 —a) < B (1 —p)).

(iii) Para B < % eP <atemos 1/A =B (1 —P) e z=0, nesse caso ambos os termos em
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(1.75) contribuem

<Ti>N ~

n+1
1—«/1—2‘”3(1—13)-1-)5(1—2[3) (3(11—5)) ' MlH
—B+1-28=1-. (1.79)

(iv)Paraa =B < 1 temos 1/A = (1 —a) =B (1 —B) e z= 1 que aplicado em (1.75) d4

—_ _ _ n+1
(e ~ V] 245(1 B)+xZ(1—23)(B(+_B)) %:B—I—x(l—m). (1.80)

Assim, em qualquer lugar no diagrama de fase o perfil é constante em relacdo a i longe das
fronteiras exceto ao longo da linha de transi¢do de primeira ordem o = 3 < % onde o perfil é
linear (equacdo (1.80)). Na fase de corrente médxima, a densidade é % (equagdo (1.77)). A regido
o< % e o < B corresponde a fase de baixa densidade (ver equagdo (1.78) e notar que taxa de
insercdo é menor que a de remog¢do) enquanto que a regiao f < % e B < a corresponde a fase de
alta densidade (ver equacgdo (1.79) e notar que taxa de insercao é maior que a de remog¢ao). Ha

um salto na densidade quando se atravessa a linha de transi¢do de primeira ordem o = 3 < %

O resultado que paraa = < % o perfil € linear € devido ao fato que, ao longo dessa linha,
ha uma superposicao de estados onde o choque entre uma regidao do lado esquerdo de densidade

o e uma regido do lado direito de densidade 1 — B acontece em posi¢oes arbitrarias [27].
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2 As Equacoes de Langevin e de
Fokker-Planck

O método de Langevin € usado com o proposito de investigar os efeitos de flutuacdes em
sistemas macroscopicos. As flutuagdes sdo introduzidas por meio da adi¢cdo de termos aleatod-
rios (conhecidos como ruido) a equagdao de movimento que descreve o sistema macroscopico
em questdo. Relacionadas com o método de Langevin e, geralmente, superiores a esse, as téc-
nicas baseadas na equacdo de Fokker-Planck sdao uma ferramenta poderosa em estudos sobre
os efeitos das flutuacdes em problemas que envolvem ruido, por exemplo, circuitos elétricos.
Nesse capitulo apresentamos uma discussao bésica da fisica e dos métodos envolvidos nas téc-
nicas baseadas na equacao de Langevin e uma breve discussdo da equacdo de Fokker-Planck e

suas variantes.

2.1 A Equacao de Langevin

2.1.1 Movimento Browniano e a Equacao de Langevin

Antes de expressar analiticamente a equacao de Langevin, € util pensar no fendmeno fisico
que justifica a introducdo de tal equagcdo. Se uma particula de massa m estd imersa em um
fluido, uma forca de friccao atua na particula. A expressdo mais simples para a forca de friccao

ou amortecimento € dada pela lei de Stokes
Fo=—bv 2.1)

onde v € a velocidade da particula relativa ao fluido e b € uma constante relacionada a intensi-
dade do amortecimento. Na auséncia de for¢as adicionais a equa¢do de movimento da particula
é

mv+by =0 2.2)



2.1 A Equacdo de Langevin 31

ou

v+yv=0; Y=>b/m. (2.3)

Dessa forma uma velocidade inicial v(0) decai a zero com um tempo de relaxa¢do T = 1/y de
acordo com
v(r) = v(0)e /" = v(0)e . (2.4)

Note que a equagdo (2.3) é deterministica, ou seja, a velocidade da particula num tempo poste-
rior é completamente determinada pelo seu valor inicial (equacdo (2.4)). E importante ressaltar
que a equacao (2.3) s6 € valida no limite onde a massa da particula € tao grande que sua veloci-

dade devida as flutuacdes térmicas é negligencidvel.

Do teorema da equiparticdo de energia, a energia cinética média da particula devido as

flutuacdes térmicas é (em uma dimensao)

1,5, 1

onde kp € a constante de Boltzman e 7" € a temperatura. Para uma massa m pequena, a veloci-

dade térmica v;, = \/(v2) = \/kgT /m pode ser observével e, portanto, a velocidade da particula
nao pode ser descrita corretamente por (2.2) e pela solucdo (2.4). Entao a equacdo (2.2) deve
ser modificada para dar conta da energia térmica da particula. A modificacdo consiste em acres-
centar uma forca aleatdria (ou estocdstica) no lado direito da equagdo (2.2) de modo que, além
da forg¢a de amortecimento F,(), as moléculas do fluido exercem também uma forga aleatdria

F,(t) na particula de acordo com
F(t) = Fe(t)+ Fu(t) = —bv(t) + Fu(t). (2.6)

A forga aleatoria € irregular e imprevisivel, mas suas propriedades médias sdo definidas. A
justificativa para a introducao de uma forga aleatdria € simples. Se fossemos tratar o problema
resolvendo todas as equag¢des de movimento das moléculas do fluido e da particula imersa a
forga aleatdéria ndo apareceria. Por causa do nimero grande de moléculas no fluido (da ordem
de 10%3) ndo é possivel resolver genericamente as equagdes de movimento. Entdo, a saida é se
preocupar apenas com o movimento da particula imersa no fluido e introduzir a forga F,(¢) para
descrever o efeito aleatério dos choques com as moléculas do fluido. Dessa forma, abordamos o
problema com uma descri¢cao essencialmente probabilistica, isto €, completamente dependente

das propriedades estatisticas do ruido.

Inserindo o termo aleatério de (2.6) em (2.2) e dividindo pela massa obtemos a equacao de

movimento

v+yv=T(). 2.7)
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A equacgdo acima € chamada de equagdo diferencial estocastica porque contém a forca estocds-
ticaI'(¢) = F,(t)/m.

Para prosseguirmos, precisamos conhecer as propriedades estocasticas de I'(¢). Assumi-
mos que tais propriedades sdo independentes de v e postulamos, com base em argumentos

fisicamente plausiveis, o seguinte:

1. A média de I'(r) deve ser nula
(L(1)) =0, (2.8)

porque a equagio de movimento da velocidade média (v(¢)) deve ser dada por (2.2). Ou
seja, espera-se que a forca aleatéria média das moléculas atuando na particula seja nula.
Se a média ndo fosse nula, teriamos que modificar a parte deterministica da forca para

incluir essa contribui¢do e subtrair essa parte do ruido.

2. Se multiplicarmos I'(¢) em tempo diferentes, assumimos que o valor médio é zero para

diferengas de tempo |t —t'| que sdo maiores que o tempo de duragio Ty de uma colisdo:
(L)) =0 para |t—1|> 1. (2.9)

Isso parece razodvel, uma vez que colisdes de diferentes moléculas do fluido com a par-
ticula sdo aproximadamente independentes. Geralmente, o tempo de duracdo Ty de uma
colisdo é muito menor do que o tempo de relaxagdo T = 1/y da velocidade da particula
(t = 1/y nos dd a ordem de grandeza do tempo de interesse, que é o tempo de obser-
vacdo do movimento da particula). Portanto, podemos usar o limite Tgp — 0 como uma

aproximacdo razodvel e escrever:
(LOT(") = g8 (1 =1, (2.10)

onde g € uma constante que da a intensidade do ruido.

Um termo aleatdrio tendo as propriedades 1 e 2, acima mencionadas, é chamado de forga de
Langevin e a expressio (2.7) é a equagdo de Langevin. E importante ressaltar que nio é correto
chamar (2.7) sem a especificagdo das propriedades 1 e 2 de equacdo de Langevin. Note que as
propriedades 1 e 2 ndo determinam completamente o processo estocdstico, mas apenas seus dois
primeiros momentos. Uma especificagdo completa € dada assumindo que a varidvel aleatoria

I'(¢) é distribuida de acordo com a distribuicdo gaussiana com média zero. Isto significa que,
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ver [28], os momentos sdo dados por

(1) (1) ... T(t2n—1)) =0

(2.11)
<F(t1)r(t2) . 'F(IZn)> =q" ;6(”1 - tiz)8 (ti3 - ti4) e S(tianl _tiZn) )

onde a soma deve ser realizada sobre todas as (2n)!/(2"n!) permutacdes possiveis que levam
a diferentes expressoes para O (t;, —1;,)d (ti; —t;,)...d(ti,, , —ti,,). Por exemplo, para n =2
temos
(D(t)I(12)L(23)) =0
(D)) (w) = ¢ B —0)8(5 —1) +8(n —6)8(n—u) 12
+0 (ll — 14)5 (l‘z — l‘3)] .

Uma vez que o processo estocéstico I'(¢) foi completamente especificado, a solugdo para

(2.7) com a condigdo inicial v(0) = vy pode ser completamente determinada.

No estudo de processos estocdsticos, uma grandeza de interesse € a intensidade espectral
de um processo estocdstico cuja defini¢do € dada pela transformada de Fourier da funcdo de

correlagdo, ou seja

[o]

S(o) zz/e"@T(&(r)a*(o»dr, (2.13)

onde & (T) é uma varidvel estocdstica que pode ser complexa. A intensidade espectral da forga

de Langevin € independente da freqiiéncia ®:
S(@) =2 / "9 g5 (1)dt = 2q. (2.14)

Por essa razdo, a for¢a de Langevin, com uma fun¢do de correlagcdo delta de Dirac, € chamada
de ruido branco, uma vez que todas as freqiiéncias estdo presentes com a mesma intensidade, o
que caracteriza a luz branca. Em geral, a intensidade espectral depende de ® e, nesse caso, o

ruido é chamado de ruido colorido.

2.1.2 Solucao da Equacao de Langevin

A equacdo de Langevin (2.7) define v(¢) como um processo estocdstico quando uma con-
dicdo inicial € fornecida. Vamos resolver a equa¢do com a condi¢do inicial de que no tempo

t = 0 a variavel estocdstica v(¢) tem o valor bem definido v(0) = vy. Com essa condi¢do inicial
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a solucdo de (2.7) se escreve
t
v(t) = voe ¥ + / e 1TV (2.15)
0

A solugdo acima corresponde a soma da solu¢do homogénea vy (1) = voe™ ¥ com a solugéo par-
ticular vp(t) = f[ e Y=)T(")dr'. A solugdo homogénea é facilmente encontrada (solucdo de
(2.3)). A soluggo particular é obtida pelo método de variagdo de constantes. Primeiro supo-
mos uma solugdo da forma vp(t) = c(t)e"" (que € a solu¢do homogénea com a constante vy

substituida pelo fator dependente do tempo ¢(z)). Essa solug¢@o aplicada em (2.7) resulta
é(t) = e'T(2). (2.16)

? /
Integrando a equagdo acima de 0 a t obtemos ¢(z) = [ €' I'(¢')dt’ que a solugdo particular de
0

2.7).

Vamos fazer a média da equag@o acima sobre um ensemble de particulas brownianas todas

tendo o mesmo valor vq para a velocidade inicial. Dessa forma
(v(t)) = voe 1, 2.17)

onde usamos a propriedade de (2.8) de I'(#). Usando a propriedade (2.10) obtemos a fungio
correlacdo da velocidade:
tty
w(1)v(n)) = vie Y t2) 4 / e YFRTN0) 08 (1 — 1)) di,dt),. (2.18)
00

Para calcular a integral dupla, primeiro integramos em 7. E a integral sobre #] vai de 0 a
min(¢;,1,). Isso ocorre porque a fungdo delta de Dirac restringe o integrando a linha #] =} (ver
Figura 2.1). Dessa forma, temos

Nt min(ty,t)

/ / 1O+ =0-0) 5 (¢ _ )\drdeh = g / oMt =21)) g1

00 0
— %(6—“{(11+f2—2min(117t2)) _ e—Y(fH-tz))
— %(e—vn bl _p=v(n+n)y,

Note que se ¢; > t; o argumento da primeira exponencial dd —y(f; — 1) < 0 e, caso contrario,

—Y(t2 —11) < 0; isso justifica o uso da fun¢dao médulo.
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b

t,

Figura 2.1: Linha de integracio de (2.18) para para t, < t;. O integrando s6 € diferente de zero
sobre a linha 1) =] <1,

Assim, obtemos a fun¢do correlagdo da velocidade
W(n)v(n)) = (v3— i)e_'Y(ll'HZ) 14 ol (2.19)
2y 2y

Parat; > 1/y et > 1/y, o regime estaciondrio, a fungdo correlagdo da velocidade é indepen-
dente da condig¢do inicial vp e € uma fun¢do apenas da diferenca de tempo #; — ,, a saber
((11)v(12)) = et (2.20)
2y
Portanto, no estado estaciondrio a energia média das particulas brownianas é dada por

1 1 ¢
E)=— %) = —m—. 221
(E) = gm{(0)) = 3my. 221)
Agora podemos determinar ¢ de modo que a energia média seja dada pelo teorema da equipar-
ticao da energia (ver equagao (2.5)). Desse modo, obtemos para a constante g o valor
2’YkBT
q =
m

(2.22)

Esta equacdo relaciona ¢, o tamanho do termo de flutuacdo, a constante y. E a forma mais sim-
ples do teorema da flutuag@o-dissipacdo. O cendrio fisico € bastante interessante: os choques da
particula com as moléculas do fluido dao impulsos aleatérios que tendem a mudar v, enquanto
o termo de amortecimento (também devido a presenca do fluido) tenta diminuir a velocidade

para zero. O balango entre entre essas duas tendéncias opostas € a distribuicao de equilibrio.
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2.1.3 Deslocamento Quadratico Médio

Para uma particula browniana € dificil medir a funcao correlacdo da velocidade. Mas, por
exemplo, num microscopio, € facil medir o deslocamento quadratico médio produzido pela
flutuacdo da velocidade. Se assumirmos que a particula parte de x = xp em # = 0 com uma

velocidade v = vy, o valor médio do quadrado do seu deslocamento no tempo ¢ é dado por

((x(r) — = < /lv (t1)dn > </tv (1 dtl/v tg)dt2>
0

0

tt
:// l‘z dl‘]dl‘z, (2.23)

onde (v(t1)v(r2)) € a fungdo correlagdo da velocidade. Para prosseguir, precisamos resolver as
seguintes integrais:
; 2

tt . 2
l—e ¥
/ / e VH02) g dpy = / e Mdn | = [ . ] , (2.24)

0

que sai por integracdo direta, e

tt t 1) P P
//e_wl_tzldﬁdtz = /dtz/dtle_wz_tl)+/d¢2/dtle—7(f1—tz)
00 0 0 0 b

t 15 t ]
= /dtz/dtle_Y(tz_tl)+/d;1/dt26—7(f1—t2)
0 0 0 0
t 15 t
_ i) _ 2 Ly
=2 [dt [dhe "V =— [ dt [1—6 2]
0 0 v 0

2 2
="t— S (1—e ). (2.25)
Y Y2( )

No célculo da segunda integral é preciso primeiro separar a integral em duas partes, uma para
a regido onde #; < f, e outra para a regido onde #; > f,. Depois deve-se trocar a ordem de
integracdo da segunda parte, ou seja, integrar primeiro em #; € depois em #,. O ultimo passo é

notar que se trocarmos #; «— f» na segunda integral ela fica igual a primeira.

Com os resultados (2.24) e (2.25) obtemos o deslocamento quadratico médio para a parti-

cula browniana

AV
(x(t) —x0)%) = (vg - i) % + %t - Y%(l e, (2.26)
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Para tempos longos (regime estaciondrio) o termo dominante €

(x(t) —x0)%) = %t — 2Dt (2.27)
com
_ 4 _ kT
=3 (2.28)

A tltima relacdo € conhecido como relacdo de Einstein-Smoluchowski para a constante de
difusao D [29].

2.1.4 Integracao Numérica da Equacao de Langevin

Podemos resolver a equagdo de Langevin numericamente, um procedimento geralmente
chamado de dindmica browniana. A principal diferenca, em relagdo a integracdo numérica de
equagdes diferenciais usuais, é que, em equagdes diferenciais estoscasticas, devemos gerar o
termo aleatério no computador (como a for¢a de Langevin I'(z) na equacdo (2.7)). Com o
termo aleatdrio simulado, a Gnica coisa que nos resta € integrar a equacao de movimento e fazer

médias sobre o resultados para um niimero grande de realizagdes.

Antes de apresentar o algoritmo para a integracao numérica da equacdo de Langevin, vamos
discutir o processo estocastico de Wiener e a integracdo numérica de equacdes estocasticas com

ruidos aditivos.

Ruido branco e o processo de Wiener

O processo de Wiener, de grande importancia em cédlculo estocéstico, estd diretamente as-

sociado ao ruido branco por meio da sua definicao

t
W (1) = / £ (1)t (2.29)
0
onde & (¢) é proporcional a for¢a de Langevin, ou melhor

(§(1)=0
(§(1)§(12)) =8 (2 —n1).

Note que o ruido branco ndo é necessariamente gaussiano. As seguintes propriedades de W (t)

(2.30)

seguem diretamente da sua defini¢ao:

1. (W(t)) =0, que segue de (§(z)) = 0;
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2. (W(t1)W(t2)) = min(t1,12), que segue da defini¢do da fungéo correlagio:
i 2 / !/ / / i f2 / /
Wwe) = [ [ diag E6Ew) = [ [ diansen-n)
min{t;,t }
= / dt] = min{t;,1}
0

onde, assim como no cdlculo da func¢do correlagdo da velocidade (sec¢do 2.1.2), a funcdo

delta limita a integral a linha #{ = 75.

3. W(t) é um processo estocdstico markoviano (soma de processos estocdsticos cujo tempo
de correlagdo é nulo) e gaussiano (segue do teorema do limite central, uma vez que € a
soma de varidveis aleatdrias independentes cujas variancias sao finitas) [30]. Da proprie-

dade 2 vemos que a variAncia de W (t) é 62 = ¢, portanto, a sua distribuicdo de probabili-

dade é
Py (w,1) = — { Wz} (2.31)
W,t) = —=exp |——=—| - .
V2Tt Pl
4. Dado que W (fp) = wy, temos
t
W(t)—wo= [ E()ar (2.32)
Iy
cuja variancia € (a prova € andloga a do item 2)
Oy =1 10, (2.33)
portanto, sua distribui¢ao de probabilidade é
T (w,t|wo, fo) L« { (W_WO)T (2.34)
w,t|wo, ty) = —F——= — .
070 21t — 1) Pl )

A densidade de probabilidade acima € chamada de densidade condicional. Assim,
T (w,t|wo,to)dw € a probabilidade de ter um valor no intervalo [w,w + dw| no tempo ¢

dado o valor wy no tempo fg.

Chamamos AW = W (¢ + At) — W(t) de incremento de Wiener cuja distribui¢do é dada por
(2.34). A largura da distribuicdo do incremento de Wiener € a raiz quadrada da variancia de
AW, isto é

oaw = VAL (2.35)

Este fato tem conseqiiéncias bastantes interessantes, uma delas é que a derivada temporal do

processo de Wiener ndo existe. Pois, segundo a definicao de derivada temos

aw —
(1) — bm W(t+Ar)—W(r) . 1
dt Ar—0 At Ar—

I
L3
|
!
3

(2.36)
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Essa conclusdo parece ser contraditoria com a defini¢do do processo de Wiener (2.29). Pois
segundo ela, a derivada de W (¢) deveria resultar em & (7). Isso ocorre porque o processo esto-
céstico & (), com uma fungdo correlagéo delta de Dirac, ndo é matematicamente bem definido.
Por essa razao que os matematicos preferem definir o processo de Wiener por meio das propri-

edades listadas acima.

Equacdes diferenciais estocasticas com ruido aditivo

Como discutido, a equagdo de Langevin € uma equagdo diferencial estocdstica por causa
da adi¢do do termo aleatério. A equacgdo (2.7) é uma equacgdo diferencial estocéstica com ruido

aditivo. Genericamente podemos escrevé-la da seguinte maneira
(1) = A(x(r),1) + B (1), (2.37)

onde B é uma constante, o que caracteriza o ruido aditivo. Quando B = B(x(¢)) dizemos que
o ruido é multiplicativo. Note que uma dependéncia explicita de B em ¢ ndo é relevante para
essa distingd@o. Vamos considerar apenas equacdes diferenciais estocdsticas com ruidos aditivos.

Para transformar a equag@o acima na forma diferencial, primeiro vamos integra-lade ¢t a t +dt

[y = [ A e [

No limite de dt — 0 temos

x(t+dt) —x(t) = A(x)dt + BAW,

onde A(x) é o valor médio de A(x(¢)) no intervalo (z,7 + dt) e, no dltimo, termo usamos a
definicio do processo de Wiener. A média A(x) difere do valor A(x(r)) por, no minimo, um
valor que dependa de df. Como s6 estamos interessados em manter termos de ordem dt, o
erro que cometemos ao substituir A(x) por A(x(r)) é desprezivel no limite dr — 0. Portanto,
podemos escrever

dx(t) = A(x(t))dt + BdW.

Para integrar numericamente essa equacdo temos que aprender como simular o termo BdW.
Lembrando que o incremento de Wiener, dW (¢), é um processo estocdstico gaussiano de largura

o = drt (ver equacdo (2.35)) podemos escrever

x(t 4 dt) — x(t) = A(x(¢))dt + BVdi&g, (2.38)
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onde &g é um nimero aleatério com distribui¢do normal, ou seja, é gaussiano com média nula
e variancia 1. Note que o termo aleatério é proporcional a v/dr e, portanto, é dominante em
relac@o ao termo proporcional a dt. Podemos usar varios métodos para integrar o termo propor-
cional a dt, mas os erros cometidos durante a integragdo desse termo nao afetam significativa-
mente a solucdo sendo que o termo aleatério domina. Por essa razdo, costuma-se usar mesmo o
método de integracdo de Euler, apesar de existirem versdes estoscdsticas de outros métodos de

integracdo, como o de Runge-Kautta, etc.

O procedimento de integracdo a partir de agora é simples. Dividimos o intervalo de integra-
¢d0 (0,7) em N intervalos de tamanho T = 7' /N de modo que o tempo assuma os valores discre-
tost, =ntcomn=1,2,3,...,N. O valor da varidvel estocéstica no tempo #,, 1, X1 = X(t+1),
¢ obtido de acordo com

X1 = Xn +A (%) T+ BVTEy, (2.39)

onde &;,&),...,Ey_1 sd0 nimeros aleatérios gaussianos independentes cuja média € nula e

variincia é 1. Note que precisamos fornecer a condicdo inicial x(r = 0) = xy.

Para a equacio de Langevin (2.7) temos A(v) = —yv e B?> = g = 2YykgT /m, onde trocamos

x pela velocidade v = dx/dt da particula. Assim, de (2.39), temos

2vknTT
Va1l = Va— T+ %&n. (2.40)

2.2 A Equacao de Fokker-Planck

2.2.1 Equacao de Movimento para a Distribuicao de Probabilidade

Na equagdo de Langevin (2.7), I'(¢) é uma varidvel estocdstica, ou seja, muda de um sis-
tema para outro no ensemble. Dessa forma, a velocidade também varia de um sistema para
outro, portanto, ela também serd uma varidvel estocdstica. Sendo assim, € pertinente pensar na
probabilidade de encontrar a velocidade no intervalo (v,v+ dv), ou de outro modo, no nimero
de sistemas no ensemble cujas velocidades estdo em tal intervalo dividido pelo nimero total
de sistemas do ensemble. Como v é uma varidvel continua, podemos introduzir a densidade de
probabilidade (ou distribuicdo de probabilidade) W (v) e obter a probabilidade de encontrar a
velocidade da particula no intervalo (v,v+dv) multiplicando a densidade de probabilidade pela

largura dv do intervalo, W (v)dv.

O processo estocdstico v(z) é gaussiano. Essa conclusio € obtida diretamente de (2.15), que

mostra que v(¢) é uma combinagdo linear de todos os valores assumidos por I'(z') no intervalo
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0 <1’ <t. E conhecido da teoria de probabilidades que a distribui¢do gaussiana é invariante sob
uma transformacio linear de varidveis aleatérias [30]. Assim segue que o valor de v(¢) possui
distribuicdo gaussiana. Além disso, v(¢) é um processo markoviano, ou seja, dados os valores
do processo nos tempos t; >t > ... > t,,, a densidade condicional de probabilidade de v(7),
para ¢ > t; depende apenas da condi¢do mais recente, isto é, de v(¢;) e #;. O resto da historia,
anterior ao tempo #{, ndo importa. Mas observe que #; € um tempo arbitrario, menor que ¢. O
processo v(t) é markoviano devido ao fato de (2.7) ser unicamente determinada pela condi¢do
inicial v(0) = vy para I'(¢) dado e da for¢a de Langevin ser delta-correlacionada, ou seja, um
valor de I'(#) num tempo anterior ¢ < f,_; ndo pode mudar a probabilidade condicional num
tempo posterior 7 > 1, 1 (I'(t) e I'(¢') s@o independentes para ¢ # t'). A densidade condicional
P(v,t|vy,t1) é fungdo de r —t;, sendo este um processo estaciondrio (as propriedades estatisticas

independem do tempo).

A densidade de probabilidade W (v,¢) depende de ¢ e da probabilidade inicial (condi¢do

inicial). A equagdo de movimento para W (v,¢) é dada por

oW o(W) = kgT 9°W
ar oy TV o 241)

E importante notar que a equagio acima é valida para W (v,t) somente quando v obedece a
equacdo de Langevin (2.7). A equagdo acima € a forma mais simples da equagdo de Fokker-

Planck em uma dimensao cuja forma geral é a seguinte

oW d a2

2 |pM ~ D@D xw

5 Py D (x)W(x,t)} + 52 [D (X)W (x,2)] . (2.42)
Na equacdo acima, D'?)(x) > 0 é chamado de coeficiente de difusdo e D) (x) o coeficiente de

arrasto. Os coeficientes de arrasto e difusdo podem depender do tempo.

z.

E interessante pensar em como uma equacdo de Fokker-Planck surge. Ela surge como
uma ferramenta para tratar problemas cujo tratamento microscopico € impossivel (assim como
o movimento browniano). Geralmente, usa-se argumentos heuristicos para obter a descri¢dao
estocéstica do problema. O tratamento heuristico consiste em adicionar for¢as aleatdrias as
equacgdes deterministicas e obter equacdes de movimento estocdsticas que sdo equivalentes a
equacao de Fokker-Planck. A intensidade das forgas aleatérias é obtida por meio de outros
argumentos, por exemplo, o teorema da equiparticdo de energia (assim como foi usado para a

equacdo de Langevin (2.7)).

Ao resolvermos a equacdo de Fokker-Planck, obtemos a densidade de probabilidade W (x, )

através da qual podemos calcular a média de qualquer varidvel macroscépica da seguinte ma-
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QMLO%:/A@JWWLQdL

A aplicacao da equacdo de Fokker-Planck ndo estd restrita apenas a sistemas proximos do equi-
librio térmico. Assim, ela pode ser aplicada também a sistemas longe do equilibrio térmico
como lasers [28, 31], por exemplo. Além disso, a equacdo de Fokker-Planck pode ser usada

para descrever tanto sistemas estaciondrios quanto sistemas dinamicos.

2.2.2 Obtendo a Equacao de Fokker-Planck

Nessa se¢cao vamos mostrar como obter a equagao de Fokker-Planck (2.41) através da equa-
cdo de Langevin (2.7) [30]. Para comecar vamos escrever a equagdo de Langevin da seguinte
forma

i=fx)+T(), (2.43)

um pouco mais geral do que (2.7), a qual pode ser obtida fazendo f(x) = —yx. Vamos assumir
que f(x) é uma fungdo apenas de x e que I'(#) é uma varidvel estocdstica com as seguintes

propriedades
(L)) =0

(L) = g8 (1 =1').

Vamos discretizar o tempo em intervalos de tempo T. Assim, o valor de x no instante ¢ serd x;,

(2.44)

e a equacao de Langevin na forma discretizada sera

Xn4+1 = Xn +Tfn+\/ gt Iy, (2.45)

onde f, = f(x,) e I, é uma varidvel aleat6ria com distribui¢do normal, ou seja, (I';) =0 e
() =1

Seja W, (x,) a distribui¢do de probabilidade da varidvel x, e g,(k) sua fungdo caracteristica

definida pela seguinte expressao

gn(k) = <eikxn> = /eikonn(xn)dxm (2.46)

ou seja, a funcdo caracteristica € a transformada de Fourier da distribuicao de probabilidade.

Logo, podemos obter W, (x,) a partir de g, (k) por meio da antitransformada de Fourier

1

Wn(xn) = ﬁ

/ e ko (k)dk. (2.47)
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Usando (2.45) e (2.46) podemos escrever
gn+1(k) = <eikxn+1> _ <eik[xn+rfn+\/q7rn}> (2.48)

que pode ser escrita como
gn1 (k) = (M) (VAT (2:49)

uma vez que x, ¢ I, sdo independentes. Agora vamos expandir g, (k) até primeira ordem em

T para obter

2
o1 (k) = (R {14 ke f]}) {1 + kT, — °12)

2
= [tetyike(en] |1 5]
= an(k) -t {ik( ™) = Lt} (2.50)

onde usamos as seguinte propriedades (I';) =0 e (I2) = 1.

Vamos precisar das seguintes identidades:

(i) ik(f(x)e*¥) = (f(x)%e”% = —/eikx%c[f(x)Wn(x)]dx (2.51)
2 2
(i) K2 (elhr) — <%eik"> -/ eikx%Wn(x)dx (2.52)

que podem ser provadas facilmente integrando-se por partes. Note que os termos de contorno
devem ser nulos, porque a condi¢do de normalizacdo de W (x,¢) implica em W (x,7) — 0 para

|x| — oo. Usando as identidades (i) e (ii) em (2.50) obtemos
/ X W,y 1 (x)dx = / R W, (x)dx
o d . d?
1 {— / ()W)l + L / e’kx@Wn(x)dx},

onde usamos a defini¢do (2.46) de g, (k). Da equagdo acima podemos concluir que

Wx,t+1)-W(x,t) d q d?
. ——a[f(x)W(x,t)]qLE@

W (x,1),

onde substituimos W, (x) por W(x,t+1t) e W, (x) por W(x,7). No limite T — 0, obtemos

2
O Wst) =~ W)+ 25

S W(x,1). (2.53)

Se fizermos x =v e f(x) = —yx = —Yv e substituirmos o valor de ¢ = 2ykpT /m (equagdo 2.22),

obtemos a equagao de Fokker-Planck (2.41).
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2.2.3 Equacoes de Kramers e de Smuluchowski

A equacdo de Klein-Kramers [32] ou apenas equacdo de Kramers [33] e a equagdo de
Smoluchowski [34] s@o casos especiais da equacdo de Fokker-Planck. A equacdo de Kramers
¢ uma equacdo de movimento para a densidade conjunta de probabilidade da posicdo e da
velocidade de particulas realizando movimento browniano em um campo externo. No caso

unidimensional escrevemos:

2
W _ {—iw 9 (yv— F’Ef)) 4 YksT a_} W, (2.54)

ot dx  dv m dv?

onde 7y € a constante de friccdo, m é a massa da particula, T € a temperatura do fluido, kg € a
constante de Boltzmann, F(x) = —mf’(x) é a for¢a externa derivada do potencial mf(x). Sem

a forca externa e sem a dependéncia em x (2.54) se reduz a (2.41).

A equacdo diferencial estocdstica correspondente a (2.54) é

v=—yv+F(x)/m+T(t) (2.55)
(L)L) = 2y(ksT /m)S (t —1').

Na auséncia da forca externa F(x), as duas dltimas equagdes acima se reduzem a (2.7) e a
(2.10,2.22), respectivamente. Podemos juntar as duas primeiras equagdes e escrever a equacao
de movimento

mi +myx = F(x) +mI'(t). (2.56)
No estado estaciondrio, a solugdo de (2.54) € dada pela distribuicdo de Boltzmann

West (x, V) = Ne_E/kBT
(2.57)
E = m?/2+mf (),

onde N € a constante de normalizagdo. Essa solu¢do pode ser checada diretamente por insercao.

Para valores grandes da constante de fric¢do Y, podemos desprezar a derivada segunda em

relacdo ao tempo em (2.56) e obter a equacdo diferencial estocdstica

xX= @ + @ (2.58)
my Y

cuja equacao de Fokker-Planck correspondente é

ow 1 0 02
3 Sy —aF(x)—i-kBTW W, (2.59)

onde W = W (x,t). Essa equagdo é conhecida como equac¢ao de Smoluchowski.
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3 Redes de Pincas Opticas

Em 1970, Arthur Ashkin relatou, pela primeira vez, a observagao de for¢as em particulas
dielétricas com tamanho da ordem de micrdometros devido ao espalhamento e ao gradiente de
um feixe de luz [35]. Numa série de trabalhos posteriores, Ashkin mostrou que um feixe de luz
altamente focado é capaz de manter particulas microscopicas presas em trés dimensoes, o que é
conhecido hoje como pinga 6ptica [36]. O método de pincamento Optico foi usado por Ashkin
e colaboradores em véarios experimentos que vao desde a captura de dtomos neutros [37] até a
manipulagdo de virus e bactérias vivas [38, 39]. Hoje em dia, a pinc¢a 6tica ainda é um assunto
de muito interesse na Fisica e também na Biologia. Devido a atual capacidade de se medir des-
locamentos com precisdao da ordem de nanometros (ou até melhor), a pinga Optica € atualmente
aplicada no estudo de moléculas motoras a nivel molecular, na fisica de sistemas coloidais e
mesoscopicos € na investigacdo de propriedades visco-eldsticas de polimeros e biopolimeros

(ver [40] para essas e outras aplicagdes).

Na se¢do secdo 3.1 descrevemos os principios fisicos basicos de uma pinca Optica € na
secdo 3.2 discutimos um experimento do nosso interesse, que envolve particulas coloidais em

redes de pingas Opticas.

3.1 A Pinca Optica

Uma pinga 6ptica € capaz de manipular particulas de tamanho da ordem de microme-
tros e nandmetros, exercendo sobre elas uma forca extremamente pequena (da ordem de
10719 — 1072 newtons) via um feixe de laser altamente focalizado. O feixe é tipicamente
focalizado usando uma lente objetiva. Uma particula dielétrica perto do foco experimenta uma
forca devido a transferéncia de momento no espalhamento dos fétons incidentes. Tradicional-
mente, a forca resultante ¢ decomposta em duas componentes: (1) uma forca de espalhamento
cuja direcdo € a da luz incidente e (2) uma forca de gradiente cuja dire¢do € a do gradiente

espacial da intensidade média do campo eletromagnético. (A média é temporal.) Essa decom-



3.1 A Pinga Optica 46

posicdo € meramente um meio conveniente e intuitivo de discutir as forcas Opticas, uma vez que
o surgimento dessas forcas € devido exatamente ao mesmo fendmeno fisico: o espalhamento de

luz.

A for¢a de espalhamento € a mais fécil de se interpretar. A luz incidente atinge a particula
em uma direc@o apenas e pode ser espalhada em qualquer dire¢do ou ser absorvida pela parti-
cula. Como conseqiiéncia hd uma transferéncia de momento da luz incidente para a particula.
Para um espalhamento isotrépico, as for¢as em todas as dire¢des se cancelam exceto na dire¢dao
da luz incidente. Em uma situa¢@o convencional a for¢a de espalhamento domina e a particula
ndo fica presa. Contudo, se existe um gradiente muito intenso (como é o caso proximo ao foco
de um laser) a segunda componente da for¢ca deve ser levada em consideracao. Sabemos que
um dipolo em um campo ndo-homogéneo sofre a acao de uma forca na dire¢do do gradiente do
campo [41]. Assim, a for¢a de gradiente surge por causa da interacdo entre os dipolos flutuantes
induzidos na particula pelo laser e o campo nao-homogéneo préximo ao foco do laser. Num
sistema estdvel em trés dimensdes, a componente da for¢ca que puxa a particula para a regiao
focal deve ser maior do que a forca que empurra a particula para fora dessa regido. O balanco
entre essas duas forcas é que mantém a particula presa. Uma conseqiiéncia direta disso € que a
posicdo de equilibrio fica levemente deslocada do foco na dire¢do de incidéncia do feixe. Para
deslocamentos suficientemente pequenos a for¢a de gradiente restauradora € linear em relacdo

ao deslocamento do centro, ou seja, segue a lei de Hooke.

No tratamento tedrico da pinca Optica, existem dois casos limites onde a forca na esfera
pode ser calculada. Quando o raio a da esfera € muito maior do que o comprimento de onda A do
laser, a > A, as for¢as podem ser calculadas usando Gptica geométrica [42, 43]. Quando a esfera
¢ muito menor do que o comprimento de onda do laser (a < A), condi¢dao de espalhamento
de Rayleigh, as for¢as sdo calculadas tratando a particula como um dipolo pontual [44]. No
caso intermedidrio, a ~ A, é preciso uma teoria eletromagnética mais completa para dar uma

descricao precisa [45, 46].

Por simplicidade, vamos nos concentrar apenas na descricdo qualitativa do primeiro caso
(a > \) que estd esquematizado na Figura 3.1. A refracdo sofrida pela luz incidente na esfera
corresponde a uma mudanga no momento carregado pela luz. Da terceira lei de Newton, sabe-
mos que um momento de igual intensidade mas de sentido oposto € transferido para a esfera.
A forca na esfera devido a troca de momento € proporcional a intensidade da luz. Quando o
indice de refracdo da particula € maior do que o do meio que a cerca, a forga dptica que surge da
refracdo € na direcdo do gradiente de intensidade. No caso contrério, para um indice de refragdo

menor do que o do meio, a forca € na dire¢do oposta ao gradiente de intensidade.
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(b)

(@

~~_____— foco do laser

Figura 3.1: Esquematizac@o do principio de funcionamento de uma pinga 6ptica. O perfil de
intensidade do laser € dado por uma gaussiana. As setas pretas indicam raios de luz sendo a
espessura da linha correspondente a intensidade do raio enquanto que as setas brancas repre-
sentam as forcas de gradiente sendo o comprimento da seta relacionado a intensidade da forca.

Na Figura 3.1(a) temos uma esfera transparente sendo iluminada por um feixe de luz para-
lelo cuja intensidade aumenta da esquerda para a direita (essa situacao acontece quando o feixe
de laser ndo estd focalizado, a extensdo para o caso onde o feixe de laser estd focalizado € ana-
loga mas um pouco mai complicada e menos sugestiva). Dois raios de diferentes intensidades
(representados por setas pretas com linhas de espessuras diferentes) do feixe sdo mostrados. A
refracdo dos raios na esfera muda o momento dos fétons, igual a mudanga que ocorre na dire¢ao
dos raios incidentes e refratados. A conserva¢do do momento exige que o momento da esfera
mude da mesma quantidade mas com sinal oposto, o que resulta nas for¢as desenhadas como
setas brancas. A forca resultante na esfera € para a direita, na dire¢do do gradiente de intensi-
dade, e levemente para cima. Essa forca leva a esfera para o eixo de simetria do laser. Quando
o feixe de laser esta focalizado, os raios desenhados na Figura 3.1(a) s@o inclinados (mas ainda
de intensidade diferentes, devido ao perfil gaussiano do laser), apesar disso, 0 mesmo fendmeno
ocorre: a esfera € atraida para o eixo de simetria do laser. Na Figura 3.1(b), a esfera estd no
eixo de simetria do laser, onde a luz estd focada e produz um gradiente de intensidade tridimen-
sional. Nesse caso, a esfera € iluminada por um feixe de luz focalizado com um gradiente na

direcdo radial. Os raios representativos (de mesma intensidade) sobre o eixo sdo desenhados,
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mas note que nesse exemplo a mudanca no momento leva a uma forca resultante na dire¢dao
do foco. Setas brancas representam as forcas. As forcas laterais se cancelam e a forca axial
¢ balanceada pela forca devido a pressdo de radiagdo (ndo mostrada na figura) provocada pela
reflexdo da luz na superficie da esfera. Se a esfera se mover no feixe focalizado as forgas Opticas
nao-balanceadas trardo ela de volta para a posi¢do de equilibrio que fica localizada no eixo do

laser ligeiramente além do foco.

3.2 Particulas Coloidais em Redes de Pincas Opticas

O desenvolvimento de redes de pincas 6pticas despertou a atengdo para o estudo de trans-
porte em sistemas mesoscOpicos cujos entendimento e controle sdo de grande importancia na
biofisica e na nanotecnologia. Uma rede de pingas dpticas ndo passa de um conjunto de pocos
eletromagnéticos gaussianos (ou pingas opticas) distribuidos uniformemente no espaco, que sao
gerados por meio da difracdo de um unico feixe de laser em um modulador espacial de luz [47].
Em poucas palavras, os experimentos realizados consistem de particulas coloidais fluindo atra-
vés de uma rede de pingas Opticas. Nesse sistema, uma particula pode ficar presa em algum
dos minimos de potencial da rede de pingas Opticas, o que muda completamente a trajetéria da

particula.

Esse sistema tem sido alvo de muitos estudos experimentais, tedricos e simulacionais
[13, 14, 48, 12, 15, 16, 49, 47, 50, 17]. Dentre os vérios tipos de experimentos que podem
ser realizados, vamos descrever, em linhas gerais, o funcionamento do chamado fracionamento
optico [49], o qual pode ser facilmente transformado, com pequenas modificacdes, numa reali-

zagdo experimental do TASEP.

Imagine uma particula sob a acdo de uma forga externa constante numa dada direcdo se
movendo numa regido onde existe uma rede de pincas Opticas. Dependendo da intensidade e da
orientacdo da forga externa, a particula pode ficar presa em uma direcio e livre na outra. Isso
faz com que as particulas desviem da direc@o do fluxo externo (forca externa). Os experimentos
mostram que o angulo de desvio depende de caracteristicas da particula como: forma, com-
posicdo e, principalmente, tamanho [51, 13, 14]. A habilidade de seletivamente defletir uma
fracdo dos constituintes de uma mistura da direcdo em que a mistura estd fluindo € ttil para
separar e purificar amostras mesoscopicas [13]. Uma implementagdo prética desse processo € o

fracionamento 6ptico.

O fracionamento 6ptico é baseado na competicao entre as forcas de gradiente exercidas pe-

los pocos 6pticos e a forga externa aplicada, como mostra a Figura 3.2. A trajetdria da particula
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pode ser desviada, devido ao encontro com a rede unidimensional de pingas 6pticas, o suficiente
para que a particula passe de um pogo para outro seguindo a linha de pingas 6pticas. Diz-se que
a trajetdria da particula estd cineticamente presa a rede. A seletividade no fracionamento 6ptico
ocorre porque objetos com tamanhos, formas e composi¢des diferentes experimentam pocos de
energia potencial diferentes no mesmo campo eletromagnético; a periodicidade enfatiza essa
diferenca. Os objetos que escapam da rede fluem na direcdo da forga externa, enquanto que os
objetos presos na rede podem ser desviados dessa direcdo. As duas fracdes resultantes podem

ser coletadas separadamente.

(a) o
V({F) Fo
y
y/b
0.75
az

40.50

ai
40.25
0.00

Figura 3.2: O principio de fracionamento 6ptico. (a) Particulas diferentes sob a agdo de uma
forca externa Fy fluindo através de uma rede de pincas Opticas inclinada de um angulo 0. As
particulas que interagem fortemente com a rede (a;) sdo desviadas e as outras (ap) ndo. (b) Tra-
jetorias para as esferas grandes (a; = 0,79um) e pequenas (a; = 0,5um), segundo a fonte da
figura: [49].

Nao € a intencdo desse texto esclarecer todos os detalhes técnicos envolvidos na realizagdo
desse experimento. Recomenda-se aos leitores interessados que sigam as referéncias. O im-
portante é que esses experimentos oferecem a possibilidade de uma realiza¢do experimental do
TASEP, o que nos motivou a propor o modelo do TASEP em espaco continuo. Mais detalhes

sobre a realizacdo do TASEP no laboratério sdo discutidos no préximo capitulo.



50

4  Versao Continua do TASEP

O foco desse trabalho estd no estudo de um modelo em espago continuo correspondente
ao TASEP numa rede unidimensional. O motivo para esse estudo € que um modelo em espaco
continuo € mais adequado para comparacdes com futuras realizacdes experimentais do TASEP.
Uma realizagdo do TASEP no laboratério € esperada devido a recentes experimentos envol-
vendo particulas coloidais em redes de pincas Opticas. Apesar de tal experimento ainda ndo ter
sido realizado, € interessante descrever, grosseiramente, como ele seria realizado no laboratério,
€ o que fazemos na primeira secdo deste capitulo. As duas ultimas se¢des sdo dedicadas a des-
cricao do modelo em espago continuo abordando os métodos de simulacdo usados: a integracao

numérica da equagdo de Langevin e o método de Monte Carlo dinamico.

4.1 O Esquema Experimental do TASEP

Como estamos interessados no TASEP unidimensional, uma idéia é estudar o fluxo de es-
feras mergulhadas num fluido que atravessa, com velocidade constante, um tubo cilindrico (ver
Figura 4.1). O raio dessas esferas € ligeiramente menor do que o raio do tubo a fim de que
apenas uma esfera passe por vez pela seccao reta do tubo. Dentro do tubo existe um potencial
eletromagnético externo e periodico, a rede de pingas Opticas unidimensional. Na extremidade
esquerda do tubo, as esferas sdo inseridas com uma taxa ¢ e na extremidade direita do tubo, sd@o

removidas com uma taxa 3.

As esferas tendem a ficar mais tempo proximas aos minimos do potencial externo. Assim,
um minimo do potencial, que chamaremos de poco, corresponde a um sitio da rede. As esferas
flutuam dentro de um pogo devido aos choques com as moléculas do fluido (dindmica browni-
ana). Se escolhermos adequadamente a velocidade do fluido, ndo havera chance nenhuma da
esfera sair de um pogo e voltar para um pogo que estd a esquerda desse. Devido as flutuacdes
térmicas, em algum momento a esfera ird receber energia suficiente para vencer a barreira de
potencial que a prende e passar para o proximo poco localizado a direita do poco de origem.

Isso representa a assimetria do TASEP em rede, particulas s6 pulam para sitios da direita. O
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; 5 o velocidade constante
Insergao com tubo cilindrico

taxa. o do fluido
potenC|aI externo esfera remocgao coir

periddico taxa

Figura 4.1: Um possivel esquema experimental do TASEP unidimensional.

raio do tubo € escolhido ligeiramente maior do que o raio das esferas de modo a permitir uma
folga para as esferas se moverem ao longo do tubo e evitar ultrapassagens. A periodicidade do
potencial € tal que um minimo de potencial pode ser ocupado apenas por uma esfera de cada
vez. Isso corresponde, no modelo em rede, ao fato da ocupa¢do maxima de um sitio ser um. O
fluxo pode ser gerado por uma diferencga de pressao entre as extremidades do tubo. A inser¢do e
a remocao das esferas podem ser controladas anexando reservatdrios de esferas com densidades

convenientes as extremidades do tubo.

Essa é uma descricdo bem superficial de como seria o experimento, mas nada parece im-
possivel de ser realizado e o experimento € idealizado de modo a possuir o maximo possivel de

semelhanga com o TASEP em rede.

4.2 O Modelo em Espaco Continuo

O esquema experimental é importante para a modelagem computacional do TASEP con-
tinuo uma vez que o modelo € completamente baseado nas idéias acima. A idéia é simular o
movimento das esferas dentro do tubo usando dindmica browniana, ou seja, descrever um sis-
tema de particulas brownianas interagentes num potencial externo periddico sob a acdo de uma
forca constante. Para simplificar vamos considerar o sistema como sendo unidimensional, ou
seja, para determinar a posicao de cada particula precisamos apenas de uma componente, por
exemplo a distdncia da extremidade esquerda do tubo até a particula. E possivel um estudo
em dimensdes maiores, considerando a possibilidade da particula se mover na direcao radial do
tubo, mas isso € objetivo de futuras investigacdes. Por enquanto, vamos nos ater a uma dimen-
s@o apenas. A equagdo que descreve o movimento da i-ésima particula nesse sistema pode ser

escrita da seguinte maneira

avex i d
mie) = ~ba(0) v~ 2V O (v ) Vi) TG @)
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onde x;, X; e X; sdo, respectivamente, a posi¢do, a velocidade e a aceleracdo da particula i,
xjj =xj—x; e v € a velocidade constante do fluido. Na equagdo acima, V,,, € a energia po-
tencial externa devida a rede de pingas Opticas e Vj,; € a energia potencial de interacdo entre as
particulas. O primeiro termo representa a friccdo que surge devido ao movimento da particula
em relagdo ao fluido (ver se¢do 2.1.1) com b sendo a intensidade do amortecimento, note que o
termo entre colchetes € a velocidade da particula em relacdo ao fluido e ndo apenas a velocidade

da particula. Para uma esfera de raio r, a Lei de Stokes nos da:
b=6mur, “4.2)

onde U € a viscosidade do fluido, por exemplo, para a dgua i, = 0.01 g/cm-s. O tltimo termo

em (4.1) € um ruido aleatério com as seguintes propriedades:

(i) =0
4.3)
(Li()T5(1')) = g8 ;8 (r — '),
0 que torna a equacgdo (4.1) uma equacao de Langevin. De (2.22) sabemos que
2vkpT ~ 2bkgT
= e _ (4.4)

m I’I’l2

pois para que a equagdo de Langevin (2.7) seja idéntica a (4.1) devemos fazer v = 0, tirar os

termos de energia potencial e substituir y por b/m.

A equacido (4.1) junto com as propriedades (4.3) s@o os requisitos basicos para a dindmica
browniana. Especificando as energias potenciais externa e de interacdo obtemos o modelo em
espaco continuo equivalente ao TASEP em rede. As energias potenciais sao discutidos na secao
4.2.1. Mas antes vamos fazer mais uma simplificagdo importante: desprezar o termo de inércia
mi;(t) com a justificativa de que os tempos de interesse observacional s3o muito maiores que o
tempo de relaxacio da velocidade m /b, a saber m/b ~ 10785, para os valores que simulamos.

Dessa forma a equacao que precisamos resolver €:

) 10V (x;) 1 0 m

a(y=v— ) 20y ) ]I, @)
Note que supomos a velocidade v do fluido constante na modelagem acima. Isso seria

verdade se o fluido fosse infinito. Neste caso, v seria a velocidade do fluido "no infinito", longe

das esferas, e desprezando interacdes hidrodinamicas. Se o tubo fosse livre de esferas, aplicando

uma determinada diferenga de pressao, Ap, o campo velocidade (desprezando efeitos de borda

na entrada e na saida do tubo) seria v, = v,(r) com r a distincia do eixo central do tubo. O

campo vy(r) é parabdlico, sendo zero nas paredes e tendo um maximo no eixo central. Assim,
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a velocidade ndo é constante, mas podemos atribuir uma velocidade média (sobre a secdo reta
do tubo) ao fluido, que realmente seria constante (independente de x e ¢). Em particular, existe

uma descarga (massa de fluido fluindo por segundo) R independente de ¢.

Agora, a presenca de uma esfera de raio ligeiramente menor do que o do tubo tem que
modificar bastante o campo velocidade nas vizinhangas da esfera. No caso de um fluido infinito
em trés dimensdes, se calcula a for¢a sobre a esfera na base dessa solu¢do (da equacao de
Navier-Stokes linearizada, no regime de baixos nimeros de Reynolds), que leva a Lei de Stokes.
Da mesma maneira, € possivel calcular o campo velocidade no tubo, na presenca de uma esfera,
e calcular a for¢a de arrasto na esfera [52]. Note também que na presenca da esfera, a descarga
muda, sob condi¢des de Ap fixo. Por outro lado, deve ser possivel, experimentalmente, realizar
o processo a descarga constante. Nosso modelo descreve um experimento a descarga fixa, e ndo

a pressao fixa. (E andloga um circuito a potencial fixo, ou a corrente fixa.)

Na equacdo (4.1) o pardmetro v pode ser interpretado como a velocidade, no estado estaci-
ondrio, de uma particula sozinha no tubo (sem a presenca do potencial externo periddico), dado
a descarga R. Podemos determinar v experimentalmente. E o parametro » nio vem mais da
Lei de Stokes, devido a geometria cilindrica, mas também pode ser medido experimentalmente.
Uma boa aproximacdo para b, no caso de esferas dentro do tubo, pode ser encontrada na refe-
réncia [52]. Apesar de termos uma expressao para b que leva em consideracdo a presenga do
cilindro, nas nossas simulagdes desprezamos o cilindro e usamos para a intensidade do atrito b

simplismente a lei de Stokes dada por 4.2

4.2.1 Energias Potenciais

Uma rede de pincas 6pticas € formada por um conjunto de pocos de potencial gaussianos.
Dessa forma, para que a energia potencial externa possa representar a rede de pincas Opticas
ela deve ser periddica e cada pogo deve ser aproximadamente uma gaussiana invertida como

mostra a Figura 4.2.

Figura 4.2: Rede de pogos gaussianos igualmente espacados. Note que os parametros ¢ e d
controlam a forma do potencial.
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A expressao para o potencial da figura acima é

N 2 2
Vo(x) = —Vp Y e~ 0mdn/207, (4.6)
n=0

onde ¢ da a largura do poco e d a distancia entre dois minimos consecutivos. A funcdo periddica
mais simples que conhecemos e que se aproxima de uma soma de gaussianas invertidas € a

fungdo cosseno (ou seno). Para mostrar isso, vamos escrever a energia potencial externa como

Vext (x) = =V cos (ni) ) 4.7
do
Essa fun¢@o tem periodo 2dy € minimos em x; = 2jdy com j = 0,£1,£2,43,.... Queremos

colocar uma gaussiana invertida em cada poco, entdo devemos ter d = 2d (distancia entre dois
minimos). Agora sé resta determinar o valor de ¢ para que haja apenas uma particula por poco.

Veja a Figura 4.3, dai podemos concluir que 6 ~ a/4 (onde a é o didmetro da esfera).

Figura 4.3: Uma esfera num pogo gaussiano. Note que 6 ~2/4 =1/2.

O diametro da esfera € escolhido como sendo da ordem do periodo da energia potencial
externa, ou seja, a ~ 2dy e 6 ~ dp/2. Essa escolha é conveniente por duas razdes. A primeira
€ que os minimos de potencial ficam mais préximos e, portanto, eliminamos as regides onde o
potencial praticamente ndo varia e a particula (na auséncia de outras forgas) fica em equilibrio
indiferente (ver Figura (4.2)). A segunda razdo é que, com essa escolha, a energia potencial

externa ¢ muito bem aproximada pelo cosseno, como veremos a seguir.

A Figura 4.4 mostra Vg para N =20, 6 = dp/2 e d = 2dy. Note que a curva é praticamente
senoidal. Para verificar calculamos os coeficientes de Fourier

2dy

L
=2 0/ cos (1) Vo () = 0/ cos (nn ) v (7). @8
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Figura 4.4: Energia potencial dada por (4.6) para N =20e 6 = dp/2.

onde L = 2dy é o periodo de Vi (x) e obtemos

ap = —0,627
a; = 0,365 4.9)
a, =9,010 x 1073.

Note que a, € cerca de duas ordens de grandeza menor do que a; e podemos escrever com uma

boa aproximacao a soma de gaussianas como

Vo(x) = Vo {a(ﬁ—alcos (n;—())] :

Isso implica que, para os parametros escolhidos, a soma de gaussianas é bem aproximada por
uma func¢do cosseno. Para calcular a forca externa, reduzimos o custo computacional quando
usamos o cosseno no lugar da soma de gaussianas. Essa € a grande vantagem de se escolher

uma fun¢do simples para representar a energia potencial externa periddica.

Para a interacdo entre particulas vizinhas vamos usar um potencial de caro¢o duro do tipo

Lennard-Jones que pode ser escrito da seguinte maneira:

(%)12—1, ser<a

Vit (r) = Up (4.10)

0, ser>a,
onde a € o diametro da particula e r a distancia entre particulas vizinhas. O potencial de in-
teracdo evita que duas ou mais particulas ocupem o mesmo pogo, isso representa o fato das
particulas terem dimensdo (no experimento, sdo esferas quase rigidas, pois particulas coloi-
dais ndo s@o, em geral, totalmente rigidas). Note que particulas que interagem com (4.10) sdo

equivalentes a esferas de didmetro a, por essa razdao falamos em raio de particulas, apesar de
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particula se referir a um corpo sem dimens@o. Vamos continuar usando o termo didmetro de par-
ticulas, mas apenas para significar o fato de que estamos desprezando o movimento rotacional

das esferas.

As energias externa e de interacao dadas por (4.7) e (4.10), respectivamente, ainda ndo estio
completamente especificadas. Devemos atribuir ainda valores as constantes Vj e Uy. Isso serd

feito na secdo 4.2.3. Mas antes € interessante discutir as unidades fisicas a serem usadas.

4.2.2 Dimensoes Fisicas do Modelo

Quanto mais proximo possivel da realidade for o modelo, maior serd o seu valor para guiar o
desenho de um experimento e na eventual comparac¢io com dados experimentais. Para transferir
o experimento do laboratdrio para o computador, a fim garantir a realidade do modelo e também
de facilitar a sua comparacdo com possiveis experimentos, usamos unidades fisicas reais nos
parametros que compdem o modelo. Vamos definir um sistema de unidades que serd mais

conveniente nesse modelo. As unidades basicas serio:

energia: kgT = 4,1419512 x 10721J
espago: uWm 4.11)

tempo: s

onde kg = 1.3806504 x 10723 /K é a constante de Boltzmann (em joule/kelvin) e T = 300K
¢ a temperatura fixa do ambiente (em kelvin). Agora teremos que escrever as constantes que
aparecem na equacgdo de Langevin (4.5) nessas unidades. Vamos assumir que v ja é dada em
wm/s, que x é dado em um e que Vy e Uy sdo dadas em unidades de k7. A grande mudanga
serd na constante b que, de acordo com (4.2) (lembre-se, estamos desprezando a presenca do
cilindro), é dada por

b =3mua, (4.12)
onde a € o didmetro da particula. A unidade de p é

J ksT -
— 10790 — 04 143211823 (4.13)
(wm)?

onde usamos kg =J -5 /m? e J = 2,4143211 x 10%° kgT. Dai podemos concluir que a dimensio
debé

k
w=-2—=107-"%

cm-s wm-s (um)3

_kBT-S

P1= umy

(4.14)

e nessas unidades b € dado por
b=172,429632nna (4.15)



4.2 O Modelo em Espago Continuo 57

com a dado em um e W em g/cm-s. A partir daqui todas as grandezas serdo escritas nesse

sistema de unidades.

4.2.3 Atribuindo Valores as Constantes

Uma vez que a expressao para as energias potenciais foram determinadas, o préximo passo
€ encontrar valores fisicos para as constantes envolvidas nessas expressoes e na equagdo (4.5).
As constantes que devemos determinar sdo: o perido do potencial periddico, o didametro da
particula, o coeficiente de atrito viscoso b, a velocidade constante v do fluido, a constante da

energia potencial externa V{y e a constante da energia potencial de interacao Uj.

Nos experimentos, as particulas coloidais tém dimensao da ordem de micrometros, por essa
razao definimos dy = Ium. O diametro das particulas é escolhido para ser um pouco menor do
que o periodo do potencial externo de forma que duas particulas em pogos vizinhos possam ter
uma folga para poder flutuar, ver a Figura 4.5. Escolhemos a = 1.8um (lembrando, o periodo

de cos(mx/dp) € 2um).

Figura 4.5: Duas esferas em pocos adjacentes. Note que cada uma possui uma folga para poder
flutuar ao redor do minimo de potencial.

Se o fluido a ser usado for a dgua (L, = 0.01 g/cm-s), o valor do coeficiente de atrito

viscoso estd determinado: b ~ 4,096 kgT - s/(uwm)? (sem o cilindro).

A escolha do valor da velocidade v do fluido estd condicionada a escolha da constante do
potencial externo Vj e vice-versa pois, se a velocidade do fluido for muito grande as particulas
atravessardo o tubo sem sentir o efeito do potencial externo e, caso contrdrio, se a velocidade
do fluido for muito pequena uma particula nunca conseguiré sair de um pogo. Para evitar esse
tipo de problemas, devemos escolher v e Vjj adequadamente. Para tal vamos analisar o compor-

tamento do potencial externo efetivo que vamos definir da seguinte forma

Vefe = —Vpcos (n%) — bux. (4.16)
0
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Esse potencial é obtido somando-se o potencial externo periddico V., ao potencial (ndo-
conservativo) que origina a forca by nas particulas (essa forca surge devido a velocidade cons-

tante do fluido). A Figura (4.6) mostra o grifico de V. para o caso onde bvdy/Vy = 2.

- \ \ \ \
10 1 5

3
x [d]
Figura 4.6: Potencial efetivo dado por (4.16) para bvdy/Vy = 2.

Apesar da forma do grafico mudar, em relagdo ao grifico de V. = —Vpcos(mx/dy), os
minimos do potencial continuam espagados de 2pLm. Mas note que 0s minimos € 0s maximos
sdo deslocados de modo que o primeiro maximo da esquerda de um dado minimo estd mais
longe do que o primeiro mdximo da direita. Como era de se esperar, € mais fécil para a particula
passar para o poco da direita uma vez que a barreira ¢ menor nessa direcdo. A energia das
flutuagdes térmicas das particulas € da ordem de 1kgT. Queremos evitar que a particula volte
um pogo, a maneira de conseguir isso € ter AEG > kpT e queremos que a particula tenha chance

de vencer a barreira pequena, entdo AEp ~ kgT .

Com AEg e AEp dados podemos encontrar v e Vjy da seguinte maneira. Primeiro devemos

igualar a derivada de V, r a zero para encontrar os extremos locais

dVef Vo X0
—_— = — ) —bv=0 4.17
I a sen( o v , ( )
de onde obtemos
d, bvd
xo = Lgen~! <ﬂ> (4.18)
b Vo

com a condi¢do bvdy < mVp. Note que 0 < (Txp/dy) < 7 /2, ou melhor, 0 < xg < 0,5um, pois
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dy = 1um . Como sen(m — mxp/dy) = sen(mxg/dp), os extremos locais de V, s ocorrem em

x;i=2jdy+x e
{ j = 2400 com j—=0,4+1,42,43... (4.19)

yi=(2j+1)do—xo

Para um dado valor de j temos, y; 1 < x; <yjex;—y;_1 =do+2x9>y;j—x; =dy— 2xp.
Portanto, de acordo com a Figura 4.6, x; € um ponto de minimo, pois para um minimo local
o primeiro maximo da esquerda estd mais distante do que o primeiro maximo da direita. Para
que x; fosse um maximo deveriamos ter x; —y; 1 <y; —x;, 0 que ndo € verdade para xo > 0.
Pode-se mostrar que V¢ (yj—1) € Ver(y;) sdo maiores do que V, s (x;), confirmando o fato de que

x;j € um minimo local mas o argumento acima € mais direto.

Como AEg ¢ a diferenca de energia entre um méiximo e um minimo localizado a direita
do maximo (maximos e minimos consecutivos e mais distantes) e como AEp € a diferenca de
energia entre um maximo e um minimo localizado a esquerda do maximo (mdximos € minimos

consecutivos € mais proximos) podemos escrever:

AEG = Vef()’j—l) — Vef(xj) =2V COS(TEX()/d()) + bv(do + ZXO) (4.20)
AEP = Vef(yj) — Vef<Xj) = 2V0 COS(TEX()/do) — bv(do — 2)6())
ou ainda melhor,
AEG — AEp = 2bvd,
G OEp = 2oV “.21)
AEG+ AEp =4V, COS(TCX()/d()) + 4bvxg

Com os valores de AEg e AEp dados, a primeira equacdo acima nos da a velocidade v
do fluido e a segunda (que deve ser resolvida numericamente) nos dd a constante da energia
potencial externa V. Estudamos a evolucao do sistema variando AEg entre os valores 10kgT
e 20kgT e AEp nos valores 0,5kgT, 1kgT, 2kgT e 5kgT. Os resultados desses estudos nos
levaram a concluir que AEg = 20kpT e AEp = 2kgT sdo bons valores para serem usados, uma
vez que t€ém um tempo de simulacido ndo muito grande e respeitam a requerida correspondéncia

com 0 TASEP em rede. Com os valores acima para AEg € AEp obtemos

v=2,1974 um/s
Vo =4,5680 kgT (4.22)
X0 =0,2158 wm.

A constante Uy deve ser bem maior do que Vj de modo a evitar que as particulas fiquem
invadindo umas as outras (quando duas esferas se chocam hd uma grande repulsdo entre as
duas). Essa constante também foi escolhida experimentando alguns valores. Ela ndo pode ser

grande demais sendo vamos ter problemas na hora da integracdo numérica como, por exemplo,
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particulas dando saltos gigantescos e ultrapassando outras particulas. O valor que vamos usar €
Uop = 40kpT que satisfaz os requerimentos de ndo ser muito grande e de evitar que as particulas

ocupem o mesmo minimo de potencial.

4.2.4 Discretizando e Integrando a Equacao de Langevin

Vimos na sec¢do 2.1.4 como realizar a integracdo numérica da equacdo de Langevin. Com

base nessa se¢do podemos escrever a equacao (4.5) na forma discretizada da seguinte maneira:

10V (x.l) 1 0 Xii Xiit1
n+1 n ext i,i i,i+
Xi =X v {V / axni l bho nj |:Lint ( + Vine

+% JTE" (4.23)

onde x} € a posi¢do da particula i no n-ésimo passo de integragdo, x} ; = x’} — x', T incremento
bl

J J
no tempo em cada passo de integracdo e §" é um nimero aleatério gausssiano com média zero

e variancia 62 = 1. Quando usamos (4.4) para o valor de g, temos

m 2
W‘_f—\/;’

uma vez kpT = 1 no nosso sistema de unidades. Substituindo a energia potencial externa dada

por (4.7) e a energia potencial de interacdo dada por (4.10) obtemos:

13 13
< ; ) ( : )

n n n

X T X Xl — X

onde a = 1,8um é o didmetro das particulas e

=W v — Vysen(nal) + U, +qi&" (4.24)

Vi =VvT
Vot
VI = 5
12Uyt 4.25)
U= 0
ab
27
q1 = ?

A equacdo (4.24) com as constantes dadas por (4.25) resume numericamente tudo o que
discutimos para o modelo do TASEP em espaco continuo. Ela deve ser integrada numerica-
mente para cada particula para obtermos a evolug¢do temporal do sistema. A seguir entramos

nos detalhes técnicos envolvidos nessa etapa.

Com as constantes v, Vy, Up, a € b conhecidas s falta especificar o passo de integragdo



4.2 O Modelo em Espago Continuo 61

T para que vy, Vi, Uy e g1 sejam determinadas e (4.24) possa ser integrada. O valor de T
deve ser escolhido o maior possivel para diminuir o tempo de simulagdo. Quanto menor for
T mais importante se torna o termo aleatorio e, portanto, menor serd o erro cometido devido
a aproximagdes na integracdo numérica. A maneira de escolher T € comecar com um valor
grande e evoluir o sistema para obter o valor médio de alguma grandeza (por exemplo, medir
a velocidade média quando apenas uma particula estd presente no sistema), depois diminuir T
até que as diferencas nos valores médios estejam dentro das incertezas. A partir desse ponto
diminuir mais o valor de T s6 aumentard mais o tempo de simula¢do. Estudos desse tipo nos

levaram a usar T = 5 x 1075 em nossas simulagdes.

A Figura (4.7) mostra a trajetoria de uma particula sozinha no sistema. O grafico mostra
os degraus tipicos desse tipo de sistema que surgem devido ao tempo que a particula fica presa
no minimo do potencial. E 16gico que para um outro ensaio a curva serd diferente, mas as

caracteristicas serdo as mesmas.
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Figura 4.7: Trajetéria de uma particula no sistema em fun¢do do tempo com uma ampliagcdo na
regido inicial.

Ainda com apenas uma particula no sistema € importante medirmos o tempo de transicao
médio. Esse tempo corresponde aproximadamente ao tempo que a particula leva para passar
de um pocgo para outro consecutivo. O tempo de transi¢ao médio é dado pela divisdo do tempo
médio que a particula leva para atravessar um certo nimero L de po¢os pelo nimero L de pocos.

Medimos o seguinte valor para o tempo de transi¢cao médio:

Tia = 6,5380(9)s (4.26)
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com o subescrito LA indicando que o tempo de transicdo médio foi obtido usando a integracao
numérica da equagdo de Langevin (para diferenciar do tempo de transi¢io médio que serd ob-
tido pelo método de Monte Carlo). Essa grandeza é importante porque as taxas de insercdo e
remocao sao dadas em unidades de taxa de transicdo média entre po¢os consecutivos que € o in-
verso de Tp4. Isto quer dizer que uma taxa de 0.1 significa que 0.1/Ty4 particulas sdo inseridas
por segundo. Assim, em cada passo de integracdo, a probabilidade de insercdo de particulas é

ot /T4 e a probabilidade de remogdo é Bt/T74.

Agora fica facil montar um algoritmo para evoluir o sistema no tempo. Devemos especifi-
car o tamanho do sistema, ou seja, quantos pocos de potencial existem. Um pogo de potencial
€ definido como a regido entre dois maximos consecutivos. Em cada passo de integracio, que
corresponde a um tempo T, integramos a equacao (4.24) para cada particula presente no sistema.
Ainda em cada passo de integrac@o tentamos inserir uma particula no primeiro po¢o com proba-
bilidade ot /Ty se ele estiver vazio e remover uma particula do dltimo pogo com probabilidade

Bt /T4 se ele estiver ocupado.

4.3 Simulacao de Monte Carlo Dindmico

Uma grande desvantagem da integracdo numérica da equagdo de Langevin € o custo compu-
tacional. Quando aumentamos o tamanho do sistema a quantidade de equacdes da forma (4.24)
a serem integradas aumenta e o tempo de simulacdo também. Assim, a integracdo numérica da
equacdo de Langevin estd limitada a sistemas pequenos. Com o intuito de estudar sistemas de
tamanhos maiores, desenvolvemos um algoritmo de Monte Carlo dindmico para o TASEP em
espacgo continuo. A grande vantagem do método de Monte Carlo € o fato de que a evolugdo do
sistema € realizada de acordo com os pesos das configuracdes do sistema. Configuragdes mais

provaveis sdo visitadas mais vezes. Isso diminui consideravelmente o tempo de simulacao.

A aplicacdo do método de Monte Carlo ao TASEP em rede € bem direta, uma vez que temos

a expressao para a energia total do sistema:
E = —Vpcos(mx) — avx — Vip (x), (4.27)

onde Vj,; é dada por (4.10). Note que incluimos na energia total do sistema o termo —Qvx que

gera a forca constante que atua sobre as particulas devido a velocidade constante do fluido.

Com essa expressao para a energia podemos aplicar o algoritmo de Metropélis que consiste

cm:
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1. sortear uma nova configuragio e calcular AE = E’ — E, onde E’ é a energia da nova

configuracdo e E a energia da configuragdo atual;
2. aceitar a nova configuracio com probabilidade min(1,e4F);

3. repetir os passos 1 e 2 o quanto for necessario.

Existem muitos detalhes envolvidos na escolha da nova configurag¢do do sistema no algoritmo de
Metrépolis. Primeiramente devemos escolher aleatoriamente uma particula do sistema para ser
movida. Depois devemos sortear um deslocamento para a particula escolhida para finalmente
calcular E’. Usamos uma distribui¢cio de probabilidade uniforme para a escolha da particula e
uma gaussiana para o deslocamento. A largura da gausssiana foi escolhida como sendo 10%
do tamanho de um pogo, ou seja, ¢ = 0,2um. Quanto maior for o valor de ¢ mais rapido
serd a simulagdo, entdo é conveniente escolher um valor grande de 6. Em compensacao, se ¢
for muito grande, a probabilidade de um particula saltar direto de um poco para outro ndo €
desprezivel, e queremos evitar que isso aconteca. Uma escolha que satisfaz esses requisitos é

c =0,2um.

Cada vez que os passos 1 e 2 acima sdo realizados dizemos que foi dado 1 passo de Monte
Carlo. Queremos encontrar a correspondéncia entre um passo de Monte Carlo e o tempo usado
na equagao de Langevin. Para tal igualamos o tempo médio de transi¢do de Monte Carlo Tysc
ao tempo médio de transi¢do de Langevin 7T74. O tempo médio de transi¢cdo de Monte Carlo é

medido da mesma maneira que o tempo médio de transi¢do de Langevin e o resultado é
Tye = 120,917(1) (4.28)

ou seja, € preciso um ndmero médio de 120,917 passos de Monte Carlo para que a particula
mude de um poco para outro. Assim, o tempo correspondente 7p a um passo de Monte Carlo é
dado por

T
Tp = Ti = 5,4070(8) x 10~ 2s, (4.29)

MC
Ou seja, quando damos um passo de Monte Carlo, o sistema evolui no tempo de 5,4070(8) x

10725, enquanto que num passo de integragio da equacdo de Langevin o sistema evolui no
tempo de 5 x 10™s. Aqui jd d4 para ver qual é a vantagem de se usar o método de Monte Carlo
ao invés da integragcdo da equacdo de Langevin. Note que esse tempo € a grandeza fisica que
entra na definicdo do modelo, vamos chamé-lo de tempo fisico. O tempo real que a simulagdo
demora depende do tamanho do sistema. Embora possamos estudar sistemas de tamanho di-
ferentes durante um mesmo intervalo de tempo fisico, o tempo real serd maior para os sistema

maiores.
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A inser¢do e a remocdo de particulas € feita como no caso de Langevin. Se o primeiro
pogo estiver vazio, inserimos uma particula com probabilidade o /Ty,c e, se o dltimo poco
estiver ocupado, removemos a particula com probabilidade 3 /Ty;c. Note que as probabilidades
acima sdo dadas em unidades de 1/Tyc e ndo de 1/Tp4. Isso ocorre porque o incremento no
tempo em um passo de Monte Carlo é Ty e as taxas de inser¢do e remo¢ao sido o /Ty € B /Tra,
respectivamente. Assim, as probabilidades de inser¢do e remog¢dao em um passo de Monte Carlo

sdo, respectivamente, Tot /Tra = o /Ty € ToB /Tea = B/ Tyuc-

Em um passo de Monte Carlo podem ocorrer um dos trés eventos: insercao se o primeiro
pogo estiver vazio, remog¢ao se o ultimo poco estiver ocupado ou uma tentativa de mover uma
das particulas. Assim, um passo de Monte Carlo corresponde na verdade a

Ty

T, — ,
‘" a(l-o)+BoL+N

(4.30)

onde 61 (67) € um caso o poco 1 (L) esteja ocupado e zero caso esteja vazio e N € o nimero de

particulas no sistema.

As taxas o e B sdo os pardmetros de controle do modelo, é variando essas taxas que obte-
mos o diagrama de fase. Uma mudanca de fase ocorre quando uma mudang¢a no comportamento
da densidade ocorre. Por essa razao a densidade € o pardmetro de ordem do TASEP. Uma outra
grandeza importante para esse modelo € a corrente de particulas. A corrente também apresenta
comportamentos diferentes em fases diferentes. Como corrente e densidade sdo grandezas im-
portantes para o modelo em rede, também devem ser para o modelo em espaco continuo. As-
sim, corrente e densidade sdo as grandezas que mais estamos interessados em obter os valores
médios. E importante ressaltar que os valores médios devem ser calculados para sistemas esta-
ciondrios, ou seja, sistemas cujas grandezas médias ndo dependem do tempo e que evoluiram

tempo suficiente para esquecer a condi¢do inicial.
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5 Resultados

O sistema de particulas brownianas interagentes € evoluido no tempo usando a integra¢ao
numérica da equacao de Langevin e o método de Monte Carlo dinamico. Nesse capitulo, apre-

sentamos, separadamente, os resultados obtidos para cada uma dessas técnicas.

5.1 Integracao da Equacao de Langevin

A integracdo numérica da equacao de Langevin € demorada computacionalmente e, por essa
razao, nos permitiu estudar apenas um sistema com L = 100 pocos. Como a largura de um pogo
€ 2um, o comprimento desse sistema € de 200 m. Nesse sistema, fizemos medida da densidade
média de particulas em cada poco, uma das grandezas mais importantes na determinagdo do
diagrama de fase do TASEP. A densidade no poco € igual a ocupagdo média do pogo e é dada
por

p() =~ 5.1)

onde N é o numero de vezes que uma medida da densidade foi realizada e N; € o nimero
de vezes que o pogo i estava ocupado durante as N medidas. Logicamente, as fronteiras dos
pocos sdo definidas como os pontos onde ocorrem os maximos do potencial efetivo, pois entre
dois maximos consecutivos existe sempre um minimo de potencial, ver Figura 4.6. Assim,
numa medida da densidade, uma particula estd dentro do poco i se ela estiver entre os dois
maximos consecutivos desse poco. A unidade fisica da densidade de particulas € particula por
micrémetro. Aqui vamos definir a seguinte unidade para a densidade de particulas: p/d, ou

seja, particula p por largura d = 2pum de um pogo.

O grafico da densidade média em fun¢do do pogo nos da o perfil de densidade. A Fi-
gura (5.1) mostra perfis de densidade obtidos para 3 fixo em 0,2 e 0,4. Na Figura 5.1(a) o valor
de B é mantido fixo em 0,2 e o é variado de 0,1 a 0,5 com incremento de 0,1. (Lembre-se,
as taxas de insercdo e remocao sao dadas em unidades da taxa média de transi¢do de um poco,

1/Tpa.) O perfil paraao = 0,1 e B = 0,2 nos mostra que a densidade do sistema é baixa e pré-
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Figura 5.1: Perfis de densidade para (a) B = 0,2 ¢ (b) B = 0,4 e diferentes valores de o, onde
1 <i < Léoindice de poco.

xima ao valor da densidade no primeiro poco. Para densidade baixa, p < 1, € esperado que a
densidade no primeiro poco tenda a ser igual ao valor de o, por causa da insercao de particulas
nesse pog¢o com taxa o e remogao com taxa 1 —p ~ 1. Pelo mesmo motivo, a densidade no
dltimo pocgo se aproxima de 1 — B no limite p — 1. Para a = 0,2, o perfil comega a ser mais
influenciado pela extremidade direita do sistema, onde ocorre a remocdo de particulas. Para
o = 0,3, vemos que a densidade do sistema € alta e bastante proxima da densidade no tltimo
poco. Para valores de oo maiores do que 0,3 o perfil de densidade ndo muda muito exceto para
0s pocos proximos a extremidade esquerda do sistema. Isso indica que hd uma transi¢cao de fase
quando B = 0,2 e passamos de oo = 0,2 para oo = 0,3. Vamos chamar a fase para a < 0,2 de
fase de densidade baixa e a fase para o > 0,3 de fase de densidade alta, em analogia com o

modelo em rede.

Os mesmos aspectos discutidos para o caso de B = 0,2 podem ser observados em = 0,4,
Figura 5.1(b). Mas existem duas diferencas, a transi¢cdo ocorre num ponto diferente, a saber
entre « = 0,4 e o = 0,5, e o valor da densidade apds a transi¢ao € menor para o caso § = 0,4.
Isso indica que a densidade na fase de alta densidade é dependente apenas de B. Na fase de
densidade baixa, a densidade € funcdo apenas de o, o que pode ser concluido comparando o
perfil paraa = 0,1 e B = 0,2 com o perfil para ot =0,1 e B = 0,4. Essas conclusdes estdo em

acordo com o que € esperado do modelo em rede.

Concluindo, observamos uma transi¢ao de fase descontinua, no sentido de que ha um salto
na densidade do sistema (o pardmetro de ordem), quando B é mantido fixo em 0,2 ou 0,4 e
variamos o. Desprezando as regidoes da borda do sistema, a densidade do sistema depende

apenas de a na fase de densidade baixa e apenas de B na fase densidade alta. Essa € a primeira
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indicacdo de que o modelo apresenta uma transicdo de fase que, de acordo com a discussdo

acima, € andloga a transicdo descontinua que ocorre no TASEP em rede.

A transicdo de fase ndo € s6 acompanhada por uma mudanga na densidade do sistema, €
importante observar que a forma tipica do perfil de densidade também ¢é diferente em cada fase.
Na fase de densidade baixa, o perfil é plano e apresenta uma inclina¢do abruptamente crescente
e positiva na extremidade direita, enquanto que, na fase de densidade alta, o comportamento se

inverte, a inclinacdo € positiva mas decrescente quando se afasta da extremidade esquerda.

Na Figura (5.1), observamos que apenas a extremidade esquerda dos perfis de densidade na
fase de densidade alta € visivelmente modificada quando modificamos .. O mesmo acontece se
comparamos perfis de densidade na fase de densidade baixa para o fixo: somente a extremidade
direita do perfil sofrerda modifica¢des visiveis se mudarmos o valor de 3. Essa modificagdo influi
pouco no valor da densidade total do sistema. Isso é devido ao efeito de tamanho finito: como
o sistema possui tamanho finito, as bordas influenciam no perfil de densidade fazendo com que
o perfil na fase de densidade alta (baixa) dependa ligeiramente de o (3), enquanto que num
sistema infinito tal dependéncia ndo existiria. Assim, a maneira de diminuir os efeitos de borda

¢ aumentar o tamanho do sistema.

Para eliminar parcialmente os efeitos de borda em sistemas finitos e possibilitar a determi-
nacao da transicao de fase, é conveniente definir a densidade p do sistema como sendo uma
média sobre pocos longe das extremidades. Escolhemos fazer essa média sobre 10% dos pogos
mais internos, que, no caso de L = 100, corresponde aos pogos no intervalo [45,55]. A Figura
5.2 mostra o grafico da densidade do sistema em fun¢do de o para os perfis apresentados na

Figura 5.1.

0 0,2 04 0,6 0,8

Figura 5.2: Densidade do sistema para f =0,2¢e 3 =0,4.
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Com o gréfico da figura 5.2 fica mais facil observar as caracteristicas discutidas anterior-
mente para a transi¢do de fase. Vemos nitidamente um salto na densidade p do sistema. Para
B =0,2 o salto ocorre entre o« = 0,2 e o0 = 0, 3, enquanto que para § = 0,4 o salto ocorre entre
o =0,4e o =0,5. Na fase de densidade baixa a curva da densidade é a mesma para B =0,2 ¢
para B = 0,4. Portanto, a densidade é func¢do apenas de a e independente do valor de § na fase

de densidade baixa e, na fase de densidade alta, depende apenas de 3.

Algo novo acontece quando fixamos 3 = 0,8, veja a Figura (5.3(a)). Para valores baixos
de o estamos na fase de densidade baixa (como no caso de p =0,2 ¢ B = 0,4). Mas quando
aumentamos o valor de o, observamos uma mudanca na forma dos perfis de densidade. Os
perfis t€ém agora uma inclinacio negativa e crescente na extremidade esquerda e uma inclinagdo
negativa decrescente na extremidade direita. Mas, tal mudanca ocorre sem a presenca de um
salto no valor da densidade, o que indica a possibilidade de uma transi¢do continua. Os perfis

parecem tender a um perfil cuja forma € independente de o.

08— ‘
I 061 -
i | |—a=02 L |
i — a=04
: =06 0,5~ .
06 f‘*‘%;:zﬂmy e | |— a-08 . ]
—4=10
5 T”““ yﬁ%@g - gfivi § 0]4j i
Soal 1 a=16 o3k ]
e by Q L
e 02 .
021 A
0,1+ B
L | L | L | L
0 | | | | % 05 1 15 2

o [UT,]
(a) (b)

Figura 5.3: (a) Perfil de densidade e (b) densidade do sistema para 3 =0, 8.

A Figura 5.3(b) mostra a densidade do sistema (calculada como a média em 10% dos pogos
mais internos) para o caso B = 0,8. A densidade atinge o valor de saturagdo sem a ocorréncia de
um salto no seu valor, o que corrobora as suspeitas de que a transi¢éo de fase, no caso § =0, 8,
¢ continua. Essas caracteristicas nos levam a supor que essa transi¢do € andloga a transicao
continua que ocorre no TASEP em rede da fase de densidade baixa para a fase de corrente

maxima.

Para o caso B = 0,8 existe a ddvida se a transi¢ao € realmente continua. Para afirmar a
continuidade ou ndo da densidade na transicao, precisamos de mais pontos na regiao de transi-

cdo. Além disso, no intuito de determinar o diagrama de fase do TASEP em espaco continuo,
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precisamos estudar outros valores de 3 e o, de preferéncia, em sistemas de tamanhos maiores,
para diminuir os efeitos de borda. Levando em consideragdo o fato de que os resultados anteri-
ores foram bem demorados para se conseguir usando a simulagcdo de Langevin, desenvolvemos
um algoritmo de Monte Carlo dindmico para o modelo no intuito de diminuir o tempo de simu-
lagdo. Os resultados, mostrados na proxima se¢do, definem a transig¢do para o caso f = 0,8 e

permitem a determina¢do do diagrama de fase.

5.2 Simulacao de Monte Carlo

O método de Monte Carlo reduz drasticamente o tempo total das simulacdes em compa-
racdo com a integracdo da equacdo de Langevin. SO para se ter uma idéia, para obter o perfil
indicado na Figura 5.4, com o = 0,3 e B = 0,4, a integragdo de Langevin demora 45 ho-
ras (quase dois dias), enquanto que a simulagao de Monte Carlo leva 3 minutos. Para o caso
o =0,8¢e P =0,4 adiferenca é ainda maior: 258 horas para Langevin e 9 minutos para Monte
Carlo. O tempo simulacdo aumenta quando passamos de o0 = 0,2 para oo = 0,3 porque o nu-
mero de particulas, cujas posi¢cdes devem ser integradas, € maior no segundo caso (a densidade

do sistema aumenta se aumentamos a taxa de inserc¢ao de particulas).
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Figura 5.4: Comparacdo entre perfis para 3 = 0,4 obtidos por integra¢do da equacdo de Lange-
vin e pela simulagdo de Monte Carlo.

A figura 5.4 demonstra também a validade da simulacdo de Monte Carlo quando comparada
com a integracdo de Langevin. Os perfis de Langevin e Monte Carlo, apesar de ndo serem
idénticos, sao semelhantes. Qualitativamente, ambos descrevem a transi¢do descontinua que
ocorre para valores pequenos de o e 3, Figura 5.4, e a transi¢do continua que ocorre para

valores maiores das taxas o e 3, como vamos ver mais adiante. Quantitativamente, os perfis de
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Langevin sdo diferentes dos de Monte Carlo quando comparamos perfis para os mesmos valores
de o e B. Apesar dos nossos esfor¢os em encontrar o tempo em Langevin correspondente a um
passo de Monte Carlo (equacéo 4.29), isso nao foi suficiente para garantir que as taxas o, e 3 de
Monte Carlo fossem as mesmas das taxas de Langevin. Deve haver um fator de conversao entre
as taxas de Langevin e as taxas de Monte Carlo, o qual s6 € de interesse para uma comparagao
entre os dois métodos de simulagdo e irrelevante para o resultados que seguem. Esse fator deve
ser bem perto a um, uma vez que, no caso o. = 0,8 ¢ B = 0,4, a diferenga da densidade p do
sistema obtida via Monte Carlo para a densidade obtida via Langevin € cerca de 1,6%, o que é
bem aceitdvel. Possivelmente, essa diferenca acontece devido aos saltos que as particulas dao
em cada passo de Monte Carlo. Em algum momento, préximo a um méximo do potencial, a
particula pode dar um salto suficiente para vencer uma pequena barreira de potencial e, assim,
chegar mais rdpido ao ultimo po¢o. Com o ultimo po¢o sendo ocupado mais rapido, a particula
¢ removida mais rdpido e a densidade diminui, pois isso €é equivalente a um aumento da taxa
de remocdo. Isso justifica o fato da densidade em Monte Carlo ser um pouco menor do que a

densidade em Langevin para mesmos valores de o e [3.

Resultados para perfis de densidade sdao andlogos aos obtidos usando a integracdo da equa-
cdo de Langevin, como pode ser visto na Figura 5.4. Nos concentraremos em mostrar resulta-
dos para a densidade do sistema (a média de 10% dos pogos mais internos) e para a corrente
de particulas. A corrente de particulas é medida simplesmente, contando-se o niimero médio
de particulas que sdo removidas do sistema durante um dado intervalo de tempo e dividindo
esse numero pelo intervalo de tempo. Conseqiientemente, a unidade de corrente € particulas

por segundo que vamos abreviar para p/s.

Antes de mostrarmos os resultados para a densidade e corrente no sistema, vamos discutir
um pouco a estacionaridade do sistema. Para determinar o tempo necessario para o sistema
chegar ao estado estaciondrio, medimos a densidade de particulas no sistema em fun¢do do

tempo. Um gréfico dessas medidas é mostrado na Figura 5.5.

O gréfico na Figura 5.5 € importante porque nos permite determinar o tempo de relaxacao
do sistema para o estado estaciondrio e também porque mostra que esse tempo nao é 0 mesmo
para todos os valores de B e a. Note que o tempo de relaxa¢do de ow = 0,3 é maior do que
o tempo de relaxacdo para oo = 0,1. Além disso, o tempo de relaxagdo para valores de 3 e
o proximos da transi¢do de fase é ligeiramente maior do que o tempo para valores longe da
transicdo. Note também que o nimero de particulas oscila bem mais na regido de parametros
proximos a transicao de fase (que ocorre aproximadamente para o = 0,21 no caso de § =0,2).

Isso ocorre porque o sistema tende a oscilar entre a fase de densidade baixa e a fase de densidade
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Figura 5.5: Densidade de particulas em fun¢do do tempo para B =0,2e o =0,1; 0,21 ¢ 0,3
com L = 200.

alta na transi¢do de fase descontinua. Vamos retornar a essa discussdo quando mostrarmos

resultados para a varidncia da densidade em fungdo das taxas o e f3.

A simulag¢do de Monte Carlo nos possibilitou estudar sistemas de tamanhos maiores em
muito menos tempo computacional e com uma estatistica muito melhor (ou seja, incertezas
menores) do que a integracdo de Langevin. Estudamos sistemas com os tamanhos L = 100, 200
e 500 pocos. Isso é vantajoso porque, mantendo os valores de o e de B fixos, podemos obter
uma comparacao entre perfis de densidade para diferentes tamanhos do sistema, como mostra a
Figura (5.6).
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Figura 5.6: Perfis de densidade com o = 0,7 e B = 0,6 para os diferentes tamanhos de sistema
L =100, 200 e 500. O eixo horizontal foi normalizado e 1 < i < L € o indice de poco.

Observe que os efeitos de borda sdo diminuidos quando aumentamos o tamanho L do sis-

tema. O valor escolhido para o e B ndo foi aleatério. Escolhemos mostrar o perfil para esses
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valores porque para L = 100 a fase ndo estd bem definida, mas quando aumentamos o tamanho
do sistema, os efeitos de borda diminuem e podemos afirmar que num sistema de tamanho infi-
nito o sistema estard na fase de densidade baixa. O efeito causado pelo aumento do tamanho do
sistema pode ser melhor visualizado quando comparamos o grafico da densidade do sistema em
funcdo de o com P fixo (ou vice e versa) para cada tamanho estudado. Na Figura (5.7) fixamos
B = 0,4 e obtivemos a densidade do sistema em fungdo de o para os trés tamanhos estuda-
dos. Note que a inclinicdo da densidade na regido de transi¢do aumenta quando aumentamos o

tamanho do sistema e, portanto, a transicao fica mais nitida.
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Figura 5.7: Densidade do sistema em fun¢do de o com P fixo em 0,4 para os tamanhos L = 100,
L =200e L =1500.

Os resultados que vamos mostrar a seguir sao os principais resultados que obtivemos, pois é
através deles que vamos encontrar o diagrama de fase do TASEP em espaco continuo. Escolhe-
mos estudar mais intensivamente o sistema com L = 200 po¢os uma vez que € bastante grande
para reduzir apreciavelmente o efeito de borda e suficientemente pequeno para que a simulagdo
ndo seja demorada. A Figura (5.8) mostra o grafico da densidade p do sistema e da corrente J
de particulas em fungdo de 3 com o mantido fixo. Vale lembrar que a densidade do sistema é

definida como a média da ocupac@o nos pocos no intervalo [90, 110] para o caso L = 200.

Vamos nos concentrar no grafico da densidade para o = 0, 1, ver Figura (5.8(a)). Come-
cando de valores baixos de B a densidade ¢ alta (B < o), ou seja estamos na fase de densidade
alta. Para valores pequenos de B a densidade do sistema diminui linearmente com 3 até que,
ao redor de B =0, 1, a densidade sofre um salto abrupto, passando para um valor bem menor
do que os valores iniciais. A partir desse ponto por mais que aumentemos o valor de B a densi-
dade do sistema nao muda, estamos na fase de densidade baixa onde a densidade do sistema é

independente do valor de [3.
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Figura 5.8: Gréficos (a) da densidade e (b) da corrente do sistema de L=200 pocos em func¢do
de B com a fixo.

Observemos agora a curva da densidade para o caso onde o0 = 0,2. Em valores pequenos
de B a curva da densidade em funcédo de B é exatamente a mesma para o caso de o« =0, 1. Mas
para B > 0,2 a densidade ndo muda mais com [ e o valor de saturacéo da densidade € diferente
do valor de saturagdo para o = 0, 1. Podemos observar esse mesmo tipo de transi¢do também
para o = 0,4 e 0,6, sendo que as diferengas entre essas transi¢oes estdo no valor de 3 onde a
transi¢do ocorrre e no valor da densidade na fase de densidade baixa. E importante notar que
a densidade na fase de densidade alta depende apenas de B e que na fase de densidade baixa

depende apenas de o.

As curvas da corrente de particulas apresentam o mesmo comportamento das curvas de
densidade, apesar de ndo explicitarem a descontinuidade das transi¢des. Na fase de densidade
alta, a curva da corrente € unica para todos os valores de o e na fase de densidade baixa,
o valor de saturagdo da corrente independe de B mas depende de o. Qualitativamente, esse
comportamento da densidade e da corrente € igual ao que ocorre na transi¢cao descontinua do
modelo em rede: se fixamos um valor de o < 0,5, ocorre uma transi¢do descontinua em 3 = o
da fase de densidade alta (B < a),ondep =1—f eJ =P (1 —p), para a fase de densidade
baixa (B > a),ondep =aeJ=0o(l—a).

Para valores superiores a & = 1,0, a curva da densidade sofre uma transi¢cao, sem descon-
tinuidade, de uma dependéncia linear em [ para uma curva constante. Essa seria a transi¢cdo
continua andloga a que ocorre no TASEP em rede. E interessante notar que as curvas da densi-
dade e da corrente para o0 = 1,2 sdo praticamente as mesmas para & = 1,4. No modelo em rede,
quando o € fixo num valor maior que 0,5, ocorre uma transi¢ao, sempre em 3 = 0,5, da fase

de densidade alta (§ < 0,5) para a fase de corrente maxima (f < 0,5),ondep =1/2eJ=1/4.
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Seguindo a analogia com o modelo em rede, chamamos a fase onde a densidade é constante
(independente de o e ) de fase de corrente maxima. Nessa, como no modelo em rede, a cor-
rente atinge o seu maximo, como pode ser verificado observando os graficosde o = 1,2 e 1,4
na Figura 5.8(b). Como as curvas da densidade e da corrente sdo as mesmas para todo o > 1,0,

o ponto no eixo B onde a transi¢ao continua ocorre é sempre 0 mesmo.

Observando a Figura (5.8(a)), vemos que a transi¢ao descontinua vai ficando menos definida
quando aproximamos da regido de transicdo continua. No limite em que o salto na densidade
tende para zero fica cada vez mais dificil distinguir a transicao descontinua da continua. Pode-
mos ver claramente a ambigiiidade na definicdo da transi¢ao para os casos & = 0,8 e o0 = 1,0.
Nesses casos, os valores de saturacao da densidade e da corrente ainda ndo atingiram os valo-
res da fase de corrente maxima (para o caso o = 1,0 devemos reduzir a escala do grafico na
Figura 5.8(b) para poder ver que a corrente ainda nio atingiu o valor mdximo), o que indica
a possibilidade de uma transicdo descontinua. Mas parece ndao haver uma descontinuidade na
curva da densidade, podendo a transi¢do ser também continua. Para resolver essa ambigiiidade,
supondo que € devida ao tamanho finito do sistema, calculamos a corrente de saturacdo Jy,, €
a densidade de saturacdo py, (ou seja, o valor da corrente e da densidade na fase de corrente
maxima) fixando o em 0,8 e em 1,0 para os seguintes tamanhos: L = 100, L =200 e L = 500,

como mostra a Tabela 5.1.

oa=0,8 a=1,0

L | psalp/d] Jsar [P /5] Psar[p/d] Jsar [P/ 5]

100 0,5162(2) | 5,3064(5) x 10 2| 0,5566(2) | 5,4092(4) x 10 2
200 | 0,51917(6) | 5,3058(1) x 102 | 0,5635(3) | 5,3951(4) x 102
500 | 0,51934(7) | 5,3029(3) x 102 | 0,568(1) | 5,3847(4) x 102

Tabela 5.1: Valores de saturacdo da densidade, py, € da corrente, Jyy, paract = 0,8 e v = 1,0
em sistemas de tamanhos diferentes.

A Tabela 5.1 mostra que a densidade e a corrente de saturacdo realmente dependem do
tamanho do sistema. Usando os dados dessa tabela podemos visualizar o comportamento da
corrente e da densidade de saturagdo com o tamanho do sistema na regido proxima a transicao

continua, como mostra a Figura 5.9.

A densidade de saturagdo aumenta quando aumentamos o tamanho do sistema, mas ela
satura antes de chegar ao valor da densidade na fase de corrente mdxima. A melhor estimativa
que temos para a densidade na fase de corrente maxima € p,,q, = 0,5744(6) e para a corrente
maxima é J,, = 5,4085(6) x 1072, Note que usamos o subescrito max na densidade para

indicar o valor da densidade (que ndo depende de o e ) na fase de corrente maxima, apesar
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Figura 5.9: Gréficos (a) da densidade de saturacdo e (b) da corrente de saturagdo normalizadas
pelo valor em L = 100 para o casode oo = 0,8 ¢ 1,0.

desse valor ndo ser o valor mdximo da densidade (que, na verdade, é 1). Na Figura 5.9(b),
vemos que a corrente de satura¢ao diminui com o aumento do tamanho do sistema e vai saturar
abaixo do valor maximo da corrente. Com isso, podemos concluir que as transi¢des de fase
sdo realmente descontinuas. A fim de confirmar essa afirmacdo, veja a Figura 5.10, a transicao
para @ = 0,8 fica mais definida quando aumentamos o tamanho do sistema, o que indica que

essa transicao serd descontinua para um sistema de tamanho infinito. O mesmo acontece para
a=1,0.

T T
0,75 j%; — L =100 .
X — L =200
X L =500
07- % |
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Q
0,6+ _
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N T - T ‘ S
0,4 1 12 14
B YT,

Figura 5.10: Densidade do sistema em fungdo de B com o fixo em 0,8 para os tamanhos
L=100,L=200e L=500.

Quando mantemos [ fixo e variamos o valor de o obtemos os gréficos de densidade e

corrente que sao mostrados na Figura 5.11.
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Figura 5.11: Graficos (a) da densidade e (b) da corrente do sistema de L=200 pocos em fun¢ao
de o com B fixo.

A andlise aqui € correspondente ao caso onde o € mantido fixo. Podemos observar tran-
si¢des que certamente sdo descontinuas (B = 0,1, 0,2, 0,4 e 0,6) e transi¢des muito proximas
da regido de transicéo continua ( = 0,8, 1,0 e 1,2) que podem ser continuas ou ter uma pe-
quena descontinuidade que ndo somos capazes de ver na escala que o grafico € mostrado. Note
que as transicdes descontinuas ocorrem entre a fase de densidade baixa, onde a densidade e
a corrente dependem apenas de o, e a fase de densidade alta, onde a densidade e a corrente
dependem apenas de [, para pequenos valores de o e 3, enquanto as transi¢des continuas sdo
da fase de densidade baixa para a fase de corrente méxima, onde a densidade e a corrente sdao
independentes de a e 3. Mais uma vez o modelo em espaco continuo mostra transi¢cdes cujas
caracteristicas sdo andlogas as transi¢cdes continuas e descontinuas que ocorrem no TASEP em

rede.

Note que incluimos a transi¢do que ocorre em 3 = 0,6 como descontinua, apesar de nao
vermos explicitamente um salto no valor da densidade. Mas, analogamente ao caso de o =
0,8, ver Figura 5.10, esperamos que, com o aumento do tamanho do sistema, essa transicao

descontinua fique mais definida.

As Figuras 5.8 e 5.11 sdo importantes na obten¢do do diagrama de fase do TASEP em
espaco continuo. Para obter o diagrama de fase, precisamos encontrar para cada valor de o
fixo, ou B fixo, em qual valor 3. da taxa de remocdo, ou o, da taxa de inser¢do, a transicdo
(continua ou descontinua) ocorre. Optamos por usar um processo tnico para determinar o ponto
de transi¢cdo, indepenente se a transi¢do € continua ou descontinua. A seguir, vamos detalhar,
separademente, os processos para o caso de @ mantido fixo e para o caso de B fixo, apesar de

serem andlogos.
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Preferimos usar o gréfico da corrente de particulas para determinar o ponto de transi¢ao
pelo fato da corrente saturar mais rapido do que a densidade. Para o caso de o fixo, devemos
calcular a corrente de saturagcdo Jy,; na fase de densidade baixa ou na fase de corrente méxima
para cada valor de o estudado. Na fase de densidade alta a curva da corrente em fungao de 3
€ unica para todos os valores de o, ver Figura 5.8(b). Assim, definimos o ponto de transi¢ao
como sendo o valor B, onde a curva da corrente na fase de densidade alta encontra o valor de
saturacdo da corrente Jy,;. Como, para cada o, temos um valor diferente de Jy,, o ponto de

transicao . ¢ também uma fungao de o.

Para encontrar o valor de 3. onde ocorre o encontro da curva da corrente na fase de densi-
dade alta e a reta horizontal que representa o valor de saturacio da corrente, precisamos ajustar
um polindmio a curva da corrente na fase de densidade alta. Para o ajuste polinimial usamos os
dados do maior valor de o fixo estudado, o = 1,4, e um polindmio de grau 3 foi suficiente. A
justificativa para se usar o maior valor de o estudado € o fato desses dados varrerem uma regiao
maior de B e serem menos influenciados pelas transi¢cdes descontinuas do que os dados para
valores pequenos de o fixo. Basta observar a Figura 5.8(b) e notar que a corrente para o = 0,2

varre uma regifo maior de B na fase de densidade alta do que para o =0, 1.

No caso de B fixo, hd uma transi¢cdo descontinua da fase de densidade baixa para a fase
de densidade alta e uma transicdo continua da fase de densidade baixa para a fase de corrente
maxima no sentido crescente de ot. O processo de determinac¢do do ponto de transi¢do o
¢ completamente idéntico ao caso de o mantido fixo. Usando o mesmo esquema devemos
encontrar para cada valor de B a corrente de saturagio Jy, na fase de densidade alta ou na fase
de corrente maxima e obter 0. como o valor de o0 onde a corrente na fase de densidade baixa é
igual a Jy4;. Aqui também devemos fazer o ajuste polinomial de grau 3 para a curva da corrente

na fase de densidade baixa usando os dados para o maior valor de B estudado.

Uma observacao importante € que no ajuste polinomial de grau 3 a curva da corrente na
fase de densidade alta (casos onde o € fixo) tivemos de aproximar o melhor possivel o maximo
da curva de ajuste a0 maximo J,,ox = 5,4085 x 1072p/s da corrente. Isso foi feito para que
fosse possivel encontrar o ponto onde as transi¢des continuas ocorrem. Se nio impormos essa
condicdo o ajuste resulta numa curva cujo maximo ocorre abaixo do valor méximo J,,, da cor-
rente, o que impossibilita a determinagdo dos pontos de transicao na regido proxima a transi¢ao
continua. Além disso, fixamos o termo independente, no caso o fixo e no caso B fixo, em zero,

pois é esperado que para o ou 3 nulos a corrente seja nula.

Usando o esquema discutido acima, obtemos os pontos 0. € B onde ocorrem as transigoes,

os quais sao mostrados na Tabela 5.2.
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a Jsat BC B Jsat (xC
0,1 1,3815(6) x 1072 0,09625(6) | 0,1 1,4261(5) x 10~2 0,10370(4)
0.2 2,4946(4) x 1072 0,1874(4) | 0,2 2,6335(3) x 1072 0,2142(3)
0,4 4,0526(5)x 1072  0,353(2) || 0.4 4,3874(5)x 1072  0,462(2)
0,6 4,9225(4) x 1072  0,492(7) || 0,6 5,2493(4)x 1072  0,73(2)
0,8 5,3063(3) x 1072  0,59(2) || 0,7 5,3789(2)x 1072  0,81(3)
0,9 5,3716(2) x 1072 0,61(2) |08 5,4035(2) x1072  0,83(3)
1,0 5,3950(1) x 1072 0,62(2) || 0,9 5,4074(1)x 1072  0,84(3)
1,1 5,4026(3)x 1072 0,62(2) | 1,0 5,4082(3)x 1072  0,84(3)
1,2 5,4058(2) x 1072 0,63(2) || 1,2 5,4092(1)x 1072  0,84(3)
1,4 5,4079(2) x 1072 0,63(2) | 1.4 5,40894(6) x 1072  0,84(3)

Tabela 5.2: Pontos onde ocorrem as trasi¢des de fase e os respectivos valores de saturacdo da
corrente Jy,;.

Note que, na Tabela 5.2, aparecem pontos de transi¢cdo para o fixo em 0,9 ¢ 1,0 e B fixo
em 0,7 e 0,9. Para esses casos obtivemos apenas o valor da corrente de saturacdo, ou seja,
medimos a corrente apenas para valores grandes de B e a, respectivamente. Uma vez que ja
temos o ajuste para a curva da corrente, para determinar o ponto de transi¢do nesses casos, sO
precisamos do valor de saturac@o da corrente. Inserindo os dados da Tabela 5.2 num gréfico de

B versus a., obtemos o diagrama de fase do TASEP em espago continuo, como mostra a Figura
5.12.

2 ‘ ‘ \ ‘ \
— Modelo em Rede i
— Espago Continuo L =200
1,5 — Espago Continuo L = 500
@ 1+ .
0’57 %I—;%—I—I—I =
| | |
% 0.5 1 15 2
a

Figura 5.12: Diagrama de fase do TASEP em rede e em espago continuo para L =200 e L = 500.

Na figura acima podemos notar algumas semelhangas entre o diagrama de fase do modelo

em rede com o modelo em espago continuo. Mas algumas diferencas nos chamam a atencao.
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A linha de transicdo de fase descontinua € uma reta de inclinacdo 1 para o TASEP em rede e
as linhas de transi¢do continua ocorremem o =1/2ef >1/2eemf =1/2e a > 1/2. Isso
revela a simetria particula-buraco presente no modelo em rede, ou seja, podemos imaginar que
os buracos se movem para a esquerda, enquanto as particulas estdo paradas, sdo inseridos com
uma taxa 3 no dltimo sitio e removidos com uma taxa o no primeiro sitio. Isso fica evidente
no diagrama de phase que é simétrico por uma troca de o < . Para o modelo em espaco
continuo, a linha de transicdo descontinua é, aproximadamente, uma pardabola e as linhas de
transi¢cao continua ndo estdo simetricamente localizadas como no diagrama do TASEP em rede.
A diferenca entre os comportamentos dos modelos em rede e no espaco continuo € esperada,
inclusive a auséncia de simetria particula-buraco em espacgo continuo. Tal auséncia € esperada,
porque (diferente que o modelo em rede) um pogo ocupado em espaco continuo nio € mera-
mente a auséncia de um buraco: ele contém um objeto (a particula) que flutua, enquanto o pogo

vazio ndo € sede de flutuacdes.

A Figura 5.12 mostra também o diagrama de fase para L = 500 pocos. Note que esse
diagrama se aproxima mais do diagrama do modelo em rede. Mas € esperado que num sistema
de tamanho infinito o diagrama nio ird resultar no diagrama em rede por causa da auséncia de

simetria particula-buraco.

A falta de simetria particula-buraco € ainda mais evidente no grafico da corrente versus
a densidade do sistema, como mostra a Figura 5.13. Da teoria de campo médio do modelo
em rede [1], obtém-se J = p(1 — p) para a dependéncia da corrente em termos da densidade.
A curva indicada na Figura 5.13 € muito bem aproximada a curva de campo médio, que na
verdade, € a curva exata para o modelo em rede. Mas note que a curva da corrente em fungdo

da densidade ndo é simétrica ao redor de p = 1/2.

0,0 I ‘
Simulagéo em
espago continuo

0 057 — TCMemrede | |
1

Figura 5.13: Corrente em fun¢do da densidade para L = 200 e para a teoria de campo médio do
TASEP em rede.
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Um resultado interessante € obtido quando fazemos o grafico da variancia da densidade em
fungdo de o com B fixo ou em funcéo de f com « fixo , veja a Figura (5.14). O grafico mostra
que a densidade flutua muito no ponto onde ocorre a transicao descontinua. Supde-se que tal
oscilag@o € devida ao fato da densidade, durante a transi¢do descontinua, estar oscilando entre

dois valores muito diferentes, com ja tinhamos observado na discussdo da Figura (5.5).
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Figura 5.14: A variincia da densidade total do sistema para (a) o mantido fixo e para (b)
mantido fixo.

Além da corrente e da densidade, medimos também a energia potencial externa média por

particula, dada por
N

(Vo) = ‘% Y (cos(mx;)), (5.2)

i=1
e a energia potencial média de interacdo, dada por

1 N—1
<th> == ]_V Z <Vint(xi+l _xi)>; (53)
i=1

onde Vj,,; € dado por 4.10 e x; é a posi¢ao da particula i. A Figura 5.15 mostra graficos de (V)
e de (Vi) para os casos de a fixo e B fixo. Note que o comportamento das energias potenciais

médias externa e de interacio € andlogo ao comportamento da densidade do sistema.
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Figura 5.15: A energia potencial externa média por particula (a) para a fixo e (b) para B fixo e
a energia potencial de interacdo média (c) para a fixo e (d) para B fixo.
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6 Conclusoes e Perspectivas

Propusemos um modelo em espaco continuo, correspondente ao TASEP em rede, que con-
siste de um sistema de particulas brownianas interagentes num potencial externo periédico. O
modelo foi definido de modo a garantir o maximo possivel de semelhangca com uma realizacao
experimental do TASEP. Para evoluir o sistema no tempo, usamos, principalmente, simulacdes
de Monte Carlo dindmico que se mostraram estar em razodvel acordo com as simulag¢des do
método de Langevin. As simulagdes de Monte Carlo sdo preferidas devido ao baixo tempo de

simulacao, especialmente quando comparadas com as simulacdes de Langevin.

Estudamos o sistema de particulas brownianas para os seguintes tamanhos L = 100, L =200
e L =500 pogos, sendo que as simulagdes foram mais extensivas para L = 200. Com tamanhos
diferentes podemos observar no perfil de densidade e na densidade do sistema os efeitos do
tamanho finito do sistema sobre os resultados obtidos. Os resultados para L = 200 mostraram
que o TASEP em espago continuo apresenta transicdes de fase andlogas as transi¢des continuas e
descontinuas que ocorrem no modelo em rede. Determinando as taxas o e 3 onde tais transi¢cdes
ocorrem, encontramos o diagrama da fase do modelo. Tal diagrama é semelhante ao diagrama
de fase do modelo em rede, mas exibe uma diferenca notdvel: a auséncia da simetria particula-
buraco no modelo em espaco continuo. Supde-se que essa diferenca é devido ao fato de que no
modelo em espaco continuo uma particula ocupando um pogo pode flutuar ao redor do minimo
de potencial, fato que ndo ocorre no modelo em rede. Essa falta de simetria também pode ser

observada na curva da corrente de particulas em fun¢do da densidade do sistema.

Com o intuito de determinar mais precisamente o diagrama de fase, € preciso estudar sis-
temas de tamanhos maiores a fim de diminuir os efeitos do tamanho finito do sistema. Para
obter uma maior veracidade do modelo do TASEP em espago continuo e, portanto, melhores
resultados para a comparagdo com futuros experimentos, € necessario incluir intera¢des hidrodi-
namicas entre as particulas brownianas e estudar o sistema de particulas em dimensdes maiores,
por exemplo, permitindo que as particulas possam se movimentar na direcdo radial do tubo e
nao apenas na direcdo longitudinal como foi feito até agora. Esses sdo os principais objetivos

de estudos futuros.
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APENDICE A - Prova das Expressaes (1.53) e (1.54)

A.1 Deducao da Expressao (1.53)

Nessa se¢do vamos nos dedicar a prova da expressdo (1.53), a saber:

)= P PR
W =L "Niw )t 1B 1a

(A.1)

Vamos comecar a prova da expressdo acima escrevendo duas identidades que serdo de

grande utilidade:
()para0<p<n+1

pn+1-p)!  (p+1)2n—p)! (p—1)2n—p)!
(n+Dln+1-p) (m+D(n—p)  alln+1-p)! (A.2)

onde para p = n+ 1 fizemos a convengio que (n— p)! = (—1)! = oo. A igualdade acima pode

ser provada diretamente como a seguir:

p2n+1-p)!  (p+1)2n—p)!
(n+1)!(n+1=p)! (n+1)!(n—p)!
2n—p
e R 1) (1 p Do+ )
(2n—p)! (2n— p)!
= 1 —1)=———"——(p—1).
Gt —pp =D = e
(i1) paran >0
n+1 Dn+2 _ D2 Dn+2 -D
D'C= pi=="_"" 1c=="___ZLF A.
C C+E2 51 tC=—p 7 T (A.3)
onde usamos a seguinte notagio compacta (D! —DY(D—1)"'=D"+ DV + ...+ D de

modo que a questdo se D — 1 € inversivel ou ndo € irrelevante. Note que essa notagio € consis-
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tente uma vez que

("' —D)D-1)"" = (D-D")(1-D)"!
= (D-D""HY(1+D+D*+D*-")
=D+D*+D>+...+ D" D",

A relacdo (A.3) segue imediatamente de DE = D+ FE e C =D+ E (ver (1.8) e (1.11), respecti-

vamente). Usando essas duas expressdes temos

D'C = D" Y(DC) = D" (D> + DE) = D" (D* +C)
= D" %(D*4+DC) =D"*(D* +D*+C)

n+1
=D 4D+ +D*+C= Y DI+C
q=2
n+1
= ) DI+E
q=1

onde na quarta linha escrevemos o resultado esperado para a expressao apds repetirmos n vezes
o processo feito na primeira linha. Agora, usando a notacao definida, € facil ver que a igualdade
(A.3) é verdadeira.

Agora que ja estabelecemos e provamos as duas igualdades (A.2) e (A.3) podemos voltar a

demonstracao da relagio (A.1). Primeiro devemos provar que

& 2n—1—-p)! &
C" = Z u Z E4pP—4 (A4)
= nln—p) =

Vamos checar essa expressao para n = 1 e provar por indugdo paran > 1. Paran = 1 a expressao

(A.4) resulta em

1 P 1
C=Y pY ED"?=Y EID'"“=D+E
p=0 ¢=0 q=0

que concorda com (1.8). Se supomos que (A.4) é verdade para n, podemos encontrar C"*!

multiplicando C" pela direita por C para encontrar

n

2n—1—p)! _
ot =y PR L= PN g o
p;o nl(n—p)! ng[ ]

— i" p(2n—1-p)! i [Eqﬂ 1 E4 (Wﬂ (A.5)

=0 n!(n—p)! =
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onde usamos (A.3) com n = p —q. Agora, trocando p — p+ 1 em (A.2) temos

(p+1)@2n=-p)t (p+2)2n—-1-p)! p2n—1-p)
(n+1)!(n—p)! m+D(n—1-p)! n!(n—p)!
que aplicado em (A.5) resulta em
T (p+1)(2n—p)! & DP=4t2_D
ol — (p E9H! L g4 .
Z o (n+ 1Dl (n—p)! qu) D—1
(p+2)2n—p—1)! & 1 DP~4t2_p
— ETH 4 E1 | ———«— ). A.6
Z (n+1)!(n—p—1)! ; * D—1 (A.6)

Fazendo p — p — 1 no primeiro termo e p — p — 2 no segundo termo, podemos reescrever a

expressdo acima como

il p(2n+1-p) pr=atl _p
cntl — Eitlype |/ 7
[)z::l (n+1)!(n— p—|—1 Z[ - D—1
_’%’2 2n+1—p) pi’z Fatl | g DP=4_D
(n+1)!(n—p+1)! D—1 '

Somando separadamente o primeiro termo do primeiro somatdrio (p = 1) com o ultimo termo
do segundo somatdrio (p = n -+ 2) temos o resultado
2n)! D*-D
O
(n+1)!n! D—1
D274 —D 2n)!
>] =1 (n) (E+D)

(n+2)(n—1)! &
~ (n41)!(=1)! ;)[EQHJFEI( D—1 n—+1)!n!

onde usamos, de acordo com a nossa notagéo e convengio, (D> —D)(D—1)"! =De (—1)! = oo,

Essa separagiio nos permite juntar os dois somatérios em p num s6 e escrever C" ! da seguinte

forma

e (20) +'§1 v o)
~(n+1)n! (n+1)!(n—p+1)!
,1 _ 1
pr—att —p
J o0 R o e
x{;o{ o (55))
r22 DP4—D
_ Z {Eqﬂ +E9 <ﬁ)1 } (A7)
q=0

Veja a expressdo que estd entre chaves na equacdo acima. Vamos somar o primeiro termo dessa
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expressao com o terceiro termo para obter

p—1 p=2 p=2 p=2

Y Ertl— Y gt =Y g1t 4 EP Y EITT =FEP (A.8)
onde na primeira igualdade escrevemos separadamente o tltimo termo da primeira soma. Agora

vamos somar o segundo termo entre chaves com o quarto termo para obter

p—l pr-atl _p P=2 pr-a_p

q;)Eq D—1 _q;)Eq D—1

—! [Dp 9+l _p Dl’_q—D}

_Z ~1 D-1

p—1 - — —1

pr—a+l _ pr—q P
— Z Eq { 51 1 =) EDP, (A.9)
q=0 B q=0

Note que na segunda linha estendemos a segunda soma até g = p — 1 sem precisar acrescentar

um termo para compensar pois esse termo € nulo, veja:

—p+1 1
— gr1 (Dpp—_D> — gr-1 (D _D) —0.

A dltima igualdade em (A.9) pode ser obtida diretamente colocando D”~¢ em evidéncia e cance-

DP=4—D
D—1

E4

lando o termo (D — 1) do numerador com o mesmo termo presente no denominador. Ou, de uma
forma mais longa, substituindo (D"*!' —D)(D—1)=D"+D" ' +...4+D (comn=p—q+1
ou n = p — q) e verificando que o Unico termo que sobra é DP9, A dltima maneira é a mais
correta, pois (D! —D)(D — 1) é apenas uma notagéo para D" +D"~! + ...+ D, mas o resul-
tado € o mesmo. Usando os resultados expressados em (A.8) e (A.9) podemos escrever C"1da
seguinte forma
2n)!
oA C DL,
(n+1)!n! (E+D)
" p(2n + 1—
4 Z p)!

(n + D!(n—p+1)!

—1
EP + ZEqu q

(A.10)

Note que o primeiro termo da expressdo acima pode ser incluido no somatdério fazendo a soma
comegar em p = 1 e que, como o termo p = 0 é nulo, a soma pode comecar de p = 0. E, por
ultimo, note que E” = EYDP~1 quando p = ¢, assim podemos incluir o termo E? no somatoério

em g e estender a soma em ¢ até p. E assim obtemos, finalmente, o resultado

+1
cnﬂznz p(2n+1-p)! iEqD”’q. (A.11)
L Gt il p 1!
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Essa € a mesma expressdo que obteriamos via (A.4) se substituissemos n por n+ 1, logo a

expressao (A.4) estd provada por recursao.

Agora podemos voltar para a prova da expressao (A.1). Vamos calcular os elementos de
matriz (W|C"|V), para n > 1, simplesmente usando (A.4) e a dlgebra (1.9),(1.10). Primeiro

vamos substituir (A.4) para obter

n

wicwy = Y P21 P gy papo-apy)

onde usamos as propriedades (1.9) e (1.10). Vamos reescrever a soma em g como

R (B/a)™ 17 (1/B)"— 1/t
L i O O R R R

q=0

onde usamos a férmula da série geométrica Sy = (QQN 1 D com N = p -+ 1 sendo o ndmero de

termos, a; = 1 /P o primeiro termo e Q = 3 /o arazdo da série. Com esse resultado e lembrando

que pela normalizacdo (W|V) = 1 temos

n L op(2n—1—-p)! (1/B)PH —(1/o)P*!
(W|C"|V) pZO n'n Bl 5 1/a

paran > 1.

E importante ressaltar que arelacdo (A.1), ou (1.53), é uma conseqiiéncia direta das relagdes
(1.8)-(1.10), sem referéncia nenhuma a qualquer forma particular das matrizes envolvidas. Todo
o processo seguido para provar a relacdo (1.53) pode ser traduzido como uma tentativa de se
escrever C" = (D + E)" como uma série irredutivel do tipo:

Cc"= ZaiVjEiDj.
ij
Isso € possivel devido a propriedade (1.8) das matrizes D e E que permite escrever qualquer
termo do tipo DXE! em termos de ¥, jEiDj . Por exemplo, usando (1.8) podemos escrever
D?E? = D? +-2D* +-3(D+ E) + E?. Note que essa expansio se torna conveniente quando
fazemos o produto (W|C"|V) e usamos as propriedades (1.9) e (1.10) pois
W|V

i

(WIC" V) = Y ai;(WIE'D'|V) Za,,
LJ
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A.2 Deducao da Expressao (1.54)

Nessa se¢do vamos provar a relagdo (1.54), a saber:

—opl(p+1)! = nl(n+1-p)! ’ '

usando uma técnica similar aquela usada para provar a relacio (1.53). Primeiro note que para
n =1 temos de (A.12) DC = C + D? que concorda com (A.3). Assumindo que (A.12) vale para

n, vamos checar que ela € valida para n+ 1 multiplicando pela direita por C para obter

—1 +1
pc+ =Y (2p)! Cn+1fp+”2 (p—1)2n—p)! ),

p:Op!(p—f—l)! = nl(n+1—p)!
_ (= <2p) Cn—H p_’_nil 1)(2]’1 P 'IEDQ
=or!(p+1)! i= nl(n+1-p)
n+1 21’1 p)
C A.13
i ; n!( n+1—p) A1

onde na segunda igualdade utilizamos (A.3). Vamos trocar a ordem das somas no segundo termo
da expressao acima. Note que estamos somando em ¢ limitado a2 < g < p+ 1 e somando em
p limitado a2 < p < n+ 1 (g estd limitado por p pois € a soma mais interna). Dessas relagoes
podemos concluir que o valor mdximo de g é n+2 e ode p é n+ 1 e ainda que p limita o valor
de g superiormente e, portanto, g limita o valor de p inferiormente. Se trocarmos a ordem da
soma, € facil ver que valerd as seguintes relagdes: g—1 < p<n+1e2<g<n+2. Assim

podemos escrever

o :”i (2p)! Cn+1p+”i2Dq ’f (p—1)(2n—p)!

or!(p+1)! = iy nl(n+1-p)!
n+1 21’1 p)
R T e

Agora vamos somar a igualdade (A.2) da seguinte forma

"il (p—1@n—p)! N p@nti-p)! R (p+1)(2n—p)!
= n!(n+1—p)! “ (n+1)(n+1-p)!

p=q—2 p=q—1
_ (g—D(@2n—q+2)! (n+2)(n—1)!
(n+Dl(n—g+2)! (n+1)1(-1)!
(g—1)(2n—qg+2)!
(n+1)(n—g+2)! (A.15)
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onde na segunda linha trocamos p — p+ 1, na terceira linha mantemos apenas o primeiro termo
do primeiro somatério e o dltimo termo do segundo somatério sendo que o restante se cancela
e da terceira para quarta linha usamos a nossa convengio que (—1)! = co. Substituindo (A.15)

no segundo e no terceiro termo de (A.14) (com g = 3 para o terceiro termo) temos

pest 0w e 20t 20a-1r
ori(p+1)! = (DU n+2-g)!  (n=1)!(n+1)!

Note que podemos reescrever o ultimo termo acima da seguinte forma

2(2n—1)! 2n(2n—1)! (2n)!

(n—D!n+1)!"  an—D(n+D!"  nl(n+1)!

e que esse termo € igual ao termo p = n do primeiro somatodrio. Juntando esse termo no primeiro

somatorio e trocando ¢ — p podemos escrever

DC}’H-I — i (2p)' Cn+1_p+ri2Dp(p_ 1)(2n+2_p>'
=or!(p+1)! = (n+t1D)(n+2-p)!

que pode ser obtida de (A.12) trocando n — n + 1. Portanto, a expressao (A.12) para DC" esta

provada por recursao.



90

APENDICE B - Prova da Expressao (1.61)

Nesse apéndice vamos nos concentrar na obten¢do dos valores assintéticos de

B.1

= n!(n+1—p)! ®.D
quando N € grande. Por conveniéncia vamos fazer a seguinte defini¢ao:
—1)(2n—p)! -1 2n—p)!
nl(n—p+1)! n—p+1 nl(n—p)!

Para n grande a relagdo de Stirling
1 1
In(n!) = n—i—i lnn—n+§ln(27t) (B.3)

€ uma boa aproximacgao e podemos usé-la para escrever o logaritmo natural de (B.2) da seguinte

forma:

InQ(p) =In(p—1)—In(n—p+1)+ (2n—p+%)ln(2n—p) —(2n-p)

1 1 1

~(n—p+5)In(a—p) + (n—p) ~ 5 In(2m) + pinx
=1In(p—1) —ln(n—p—l—1)+(2n—p+%)ln(2n—p)

—(n+%)lnn—(n—p+%)ln(n—p)—%ln(Zn)—l—plnx (B.4)

onde cancelamos alguns termos da primeira igualdade para obter a segunda igualdade. Agora

vamos assumir que p é uma varidvel continua e calcular a primeira derivada de InQ(p) em



Apéndice B - Prova da Expressdo (1.61) 91

relacdo a p. Fazendo isso temos

1 1 2n—p+1/2

d
—1 = —In(2n—
dp nQ(p) p—1+n—p—|—l 2n—p n(2n=p)
— 1/2
+w+ln(rz—p)+lnx
1 1 1/2
= — —In(2n—
p—1+n—p+1 2n—p n(2n—p)
1/2
—l—L +1In(n— p) +1Inx. (B.5)
n—p

Queremos encontrar o valor p = p* que maximiza InQ(p). Para tal vamos assumir p* = An e
substituir na expressdo acima com (dInQ(p*)/dp) = 0 para obter
1 1 1 1/2 1/2

A A —1n T T=A+in 2-2 1-a
—Inn—In(2—A)+Inn+In(1 —X) +Inx.

0=

Para n muito grande podemos desprezar os termos proporcionais a 1/n e isolar A para obter

_x—2
Cox—1

A (B.6)

Note que, segundo a expressdo acima, p* = An é positivo para x > 2 e negativo para 1 < x < 2.
Note que x > 1 pois 1/x=B < loul/x=a < 1. Como p s6 pode assumir valores positivos, o
maximo de (B.4) ocorre em p* = (0 para x < 2. Para x = 2, s6 podemos dizer que p* ndo € linear
em p, devemos esperar p* ~ n® com a < 1. Nesse caso temos 1 < p < n no limite n — oo,

Assim podemos escrever (B.5) da seguinte maneira

de<) l+1 1 1 1 +1 1
—1In — — — -
dp P p nl\l—p/n 41—p/2n 2 1—p/n
p p nx
“in1=g ]+ [1-2]+m 3],
1 2n +in n +in 2n

Podemos desprezar o termo entre chaves na expressdo acima pois devido ao fator 1/n, ele s6
apresenta contribui¢des de segunda ordem em 1/n. Fazendo x = 2 e expandindo os logaritmos

até primeira ordem, temos
d 1
—an(p):I—)+£——+...:———+... (B.7)

Note que termos do tipo 1/n ou 1/2n sempre sdo desprezados no limite n — . Igualando a

expressao acima a zero, encontramos p* = /2n.

Resumindo, o maximo de In Q(p) ocorre em p* =n(x—2)/(x—1) parax >2,em p* =+/2n
parax=2e¢em p* =0paral <x <2.
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Levando em considerag@o o fato de que InQ(p) s6 é aprecidvel para valores de p préximos

a p*, podemos fazer a seguinte aproximagao

Q(p) ~ Q(p*)e 31" (B.8)

2 . . . ~
onde Kk = ‘dd? InQ( p)‘ . Isso nos permite fazer a seguinte aproximacao
p=r*

p K *)2 2
R,(x) ~ O(p*) /62(”” ) dp =1/ %Q(p*). (B.9)

Calculando a segunda derivada de In Q(p) obtemos

d? 1 1 1/2
a2 "o = T T i pr 1 T @
| | 1/2

2n—p n—p (n—p)* (510

Se substituirmos p = p* = An, teremos termos proporcionais a 1/n e a (1/n)?, mas para n

grande podemos desprezar os termos de ordem (1/n)? e assim obter

UUE D R S
T n|2—-A 1-—A

que resulta em

(B.11)

ao se substituir a expressdo (B.6) para A. Agora vamos assumir p > 1 e substituir p = p* = An

em (B.4) para obter
InQ(p*) = In(An) —In[(1 —A)n] + [(2 —A)n+ H In[(2—A)n]— <n+ %) Inn
- {(1 —A)n+ H In[(1—A)n] — %ln(Zn) + Anlnx.

Note que, antes de substituir p = p* = An, aproximamos In(p — 1) ~In(p) e In(n —p+1) ~
In(n — p) para n grande, mas ndo fizemos a aproximagdo (2n — p + 1/2) ~ (2n — p) para
n grande. A razdo é que o termo (2n — p+ 1/2) se torna o expoente de (2n — p) quando
escrevemos Q(p*) e se fizermos esta aproximagao estaremos desprezando o fator multiplicativo

v/2n — p que é muito maior que a unidade. Pela mesma razdo, mantemos os fatores (n+1/2) e
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(n— p+1/2) sem qualquer aproximagdo. Desenvolvendo mais a expresséo acima temos
1
InQ(p*) =InA —In(1 —A) + E[ln(Z —A)—In(1—-2)—In(2m)]

1 1 1
+Inn {1—1+(2—x)n+§—n—§—<1—x>n—§}

+n[(2—A)In(2—A)— (1 —=A)In(1 —A) + A Inx]
= InA + % [In(2—A)—3In(1—-X)—1In(2n)] — %lnn

HﬁmQ—kfﬂl—Mh«%E%)+km4. (B.12)

Da expressao (B.6) para A pode-se mostrar que

X 1
1—A = .
x—1 ¢ x—1

2\ =

Aplicando as expressdes acima e a expressao (B.6) em (B.12) obtemos

InQ(p*) =In(x—2)—In(x—1)+ % [Inx —In(x—1)+3In(x—1) —In(2m)]

Inx x-—2

_|_

1
x—1 x-—1 nx

1
—Elnn—l—n Inx—1In(x—1)+
1 1
=1In(x—2)— Eln(2ﬂ:n) +(2n+ E)mx—nln(x— 1). (B.13)

A expressdo acima nos dd o valor de Q(p*). Com Q(p*) determinado e ¥ dado por (B.11),

podemos voltar para a equacao (B.9) e escrever

= (x=2)x*"(x—1)""" L,

Note que como x > 2 usamos 4/ (x —1)?2 = (x — 1). Lembrando que x = 1/f finalmente chega-

mos a

n+1
R = (1-28) (575 ) (B.14)

com x > 2.

No caso x = 2, temos de (B.7)

d> 1 1
—1 = — ...

Que ao substituir p* = v/2n da
Kk =1/n. (B.15)
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Substituindo p = p* = v/2n em (B.4) temos
1
InQ(p*) = In(v2n) —In(n)+ (2n—p+ E)ln(Zn)
1 1 1
—(n+ 5) Inn—(n—p+ 5) In(n) — Eln(Zn) ++v2nIn2

que, depois de rearranjar alguns termos, fica

22n+1/2
Substituindo (B.15) e (B.16) em (B.9) obtemos
Ry(x=2) =25 (B.17)
W(x=2)= N .

Para x < 2, ndo podemos usar (B.9) pois o valor de p onde InQ(p) é maximo estd fora da
regido de soma 2 < p < n. Mas sabemos que o maximo ocorre em p* = 0. Precisamos adotar

uma estratégia diferente. Note que podemos escrever (1.59) da seguinte forma
s d il (2n— p ) d &

i P l=2 L
d Z:: (n+1—p)! d z::

onde na segunda igualdade trocamos p — p+ 1 e incluimos o termo p = 0 que € independente

@2n—1-p)! N

(B.18)
n!(n—p)!

de x e, portanto, possui derivada nula.

2n—p—1)! p_ (2n—p)!
n!(n—p)! (2n— p)n!(n—p)!

Q1(p) xP. (B.19)

Para n grande podemos usar a relagao de Stirling (B.3) para escrever o logaritmo natural de

(B.19) da seguinte forma:
1 1
InQi(p) = —In2n—p)+2n—p+ E)ln(2n —p)—(2n—p)+ Eln(Zn)
1 1 1
—(n+§)lnn+n—51n(27t)—(n—p+§)ln(n—p)

1
+n—p— Eln(Zn) + plnx

1 1
=2n—p— E)ln(Zn—p) —(n+ E)lnn
—(n—p+ %)ln(n —p)— %ln(Zn) + plnx. (B.20)

Note que podemos escrever

In(2n— p) =In2+Inn+In (1 - 2£>

n
In(n—p) =Inn+1In (1 - 3)
n
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e aplicar em (B.20) para, depois de alguma 4lgebra, obter

R (G LI R (e II(ES)

3 1
—5Inn— 1w+ (21— 1)In2+ pln(x/2) (B.21)

onde agrupamos separadamente os termos proporcionais a Inz e os termos proporcionais a In2,

enquanto agrupamos os termos restantes entre as chaves. Vamos fazer mais uma aproximagao
~ . 2

na expressdo (B.21). Vamos assumir que p < n e usar In(1 —x) = —x — % +--- para escrever

as seguintes expansoes:

2n 2n
In <1 —5) ~ —;’1—’—2%+0[(p/n)3} (B.22)

que aplicadas na expressao (B.21) resultam em:

1
InQ(p) = —%lnn — Elnn +(2n—1)In2+ pln(x/2)

2 2
p- 1|3p  5p 3,3
. B.2
+n{ 42+ [4n+16n2}+0(p/n) (B.23)

Note que a expressdo acima s6 € valida para p < n. E é o que precisamos, pois o valor que
maximiza (B.23) para x < 2 é p* = 0. Sendo assim podemos estender a soma em (B.18) até
infinito, ja que somente os termos proximos de p = 0 sdo relevantes, e desprezar os termos em

(B.23) que estdo entre chaves uma vez que p ~ 0 e n é grande. Com isso podemos escrever
221 e\ p 4 ,d P
Rulx) = Z n32xl1/2 ( > BETIEN dx / Z (E)

4}’! 2d X _1_ }’l . _2
= e dx(1_2> _—ﬁn3/2(2/x )2, (B.24)
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