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rentz. 4. Eletrodinâmica Topologicamente Massiva. 3. Defeitos Topológicos.
4. Prescrição de Julia-Toulouse. 5. Mecanismo de Higgs. 6. Modelo Padrão
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Resumo

Confinamento, Dualidade e Violação da Simetria de Lorentz

Marcelo Santos Guimarães

Orientador: Clóvis José Wotzasek

Resumo da Tese de Doutorado apresentada ao Programa de Pós-graduação em F́ısica,

Instituto de F́ısica, da Universidade Federal do Rio de Janeiro - UFRJ, como parte

dos requisitos necessários à obtenção do t́ıtulo de Doutor em Ciências (F́ısica).

Nesta tese o fenômeno do confinamento de cargas é abordado em diversos contex-

tos. Um critério universal para a identificação deste fenômeno é sugerido: a quebra

da simetria de brana. Esta simetria tem sua encarnação mais comum na ambiguidade

da definição da corda de Dirac na teoria eletromagnética na presença de monopolos.

A quebra da simetria de brana significa que a corda se torna observável no regime

confinante. O estabelecimento deste regime é alcançado pela condensação de defeitos

topológicos. A teoria efetiva do regime confinante pode ser encontrada através da pres-

crição de Julia-Toulouse que, introduzida originalmente como o mecanismo dual ao

mecanismo de Higgs, é generalizado na tese para descrever condensados mais gerais

que podem violar simetrias espaço-temporais (P e T em (2 + 1)D e Lorentz e CPT em

(3 + 1)D).

O conceito de dualidade é estudado detalhadamente e se mostra uma ferramenta

fundamental nesta análise proporcionando um mapeamento entre cargas e defeitos, re-

presentados matematicamente pelo conceito de p-correntes (p-formas diferenciais cu-

jas componentes são distribuições). Constrúımos um formalismo para a descrição do

processo de condensação induzido pela presença de defeitos no sistema que generaliza

a prescrição de Julia-Toulouse. Esta generalização, em conjunto com a dualidade,

nos permite construir uma formulação consistente, fornecendo uma clara interpretação

f́ısica para a teoria de calibre topologicamente massiva definida em (2+1)D na presença
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de instantons magnéticos.

A extensão destes resultados para (3 + 1)D possibilita obter importantes conclusões

sobre a teoria de Carroll-Field-Jackiw. Essa teoria viola as simetrias de Lorentz e

CPT e pode ser vista como uma generalização para (3 + 1)D da teoria topologicamente

massiva de Maxwell-Chern-Simons. O formalismo que desenvolvemos para descrever a

condensação de defeitos nos permite discutir a questão da presença de cargas magnéticas

neste sistema. Mostraremos que esta teoria exibe propriedades confinantes. Explorando

ainda a conexão com o modelo de Maxwell-Chern-Simons, discutimos a questão con-

troversa sobre a indução do termo tipo Chern-Simons devido a flutuações quânticas

fermiônicas que violam as simetrias de Lorentz e CPT . Argumentamos que a massa

fermiônica em (2 + 1)D é resultado da redução dimensional de um termo fermiônico

em (3 + 1)D que viola as simetrias de Lorentz e CPT , a herança desta violação é a

quebra de P e T no plano. Esta observação conduz à determinação sem ambiguidades

do termo tipo Chern-Simons como resultado de flutuações fermiônicas não massivas

em (3 + 1)D.

Palavras-chave: Confinamento, Dualidade, Violação da Simetria de Lorentz,

Eletrodinâmica Topologicamente Massiva, Defeitos Topológicos, Prescrição de

Julia-Toulouse, Mecanismo de Higgs, Modelo Padrão Estendido.

Rio de Janeiro

Março de 2009
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Abstract

Confinement, Duality and Lorentz Symmetry Violation

Marcelo Santos Guimarães

Orientador: Clóvis José Wotzasek

Abstract da Tese de Doutorado apresentada ao Programa de Pós-graduação em

F́ısica, Instituto de F́ısica, da Universidade Federal do Rio de Janeiro - UFRJ, como

parte dos requisitos necessários à obtenção do t́ıtulo de Doutor em Ciências (F́ısica).

In this thesis the phenomenon of charge confinement is approached on various con-

texts. An universal criterium for the identification of this phenomenon is suggested:

brane symmetry breaking. This symmetry has its most common incarnation in the Di-

rac string ambiguity in the electromagnetic theory in presence of monopoles. Brane

symmetry breaking means that the string becomes an observable on the confinement

regime. The establishment of this regime can be reached through the condensation of

topological defects. The effective theory of the confinement regime can be obtained with

the Julia-Toulouse prescription which, originally introduced as the dual mechanism to

the Higgs mechanism, is generalized in this thesis to describe more general condesates

which may break space-time symmetries (P and T in (2 + 1)D and Lorentz and CPT

in (3 + 1)D).

The concept of duality is studied thoroughly and it shows a fundamental tool in this

analysis, providing a mapping between charges and defects, mathematically represented

by the concept of p-currents (differential p-forms whose components are distributions).

We construct a formalism for the description of the condensation process, induced by

the presence of defects in the system, which generalizes the Julia-Toulouse prescription.

This generalization, along with duality, allows us to construct a consistent formula-

tion providing a clear physical interpretation for the topologically massive gauge theory

defined in (2 + 1)D at the presence of magnetic instantons.
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The extension of these results to (3+1)D leads to important conclusions concerning

the Carroll-Field-Jackiw theory. This theory violates the symmetries of Lorentz and

CPT and can be seen as a generalization to (3+1)D of the topologically massive theory

of Maxwell-Chern-Simons. The formalism developed to tackle the problem of defects

condensation allows us to discuss the problem of the presence of magnetic monopoles in

this system. We show that this theory exhibits confining properties. Exploring further

the connection with the Maxwell-Chern-Simons model, we discuss the controversial pro-

blem of the induction of the Chern-Simons like term due to the fermionic fluctuations

that violate the symmetries of Lorentz and CPT . We argue that the fermionic mass

in (2 + 1)D is the result of the dimensional reduction of a Lorentz and CPT breaking

fermionic term in (3 + 1)D, the inheritance of this violation is the P and T symmetry

breaking in the plane. This observation leads to the determination without ambiguities

of the Chern-Simons like term due to massless fermionic fluctuations in (3 + 1)D.

Keywords: Confinement, Duality, Lorentz Symmetry Violation, Topologically

Massive Electrodynamics, Topological Defects, Julia-Toulouse Prescription, Higgs

Mechanism, Standard Model Extension.

Rio de Janeiro

Março de 2009
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Caṕıtulo 1

Introdução

O objetivo deste caṕıtulo introdutório é fornecer uma visão geral dos tópicos que vamos

discutir ao longo da tese enfatizando os principais resultados.

1.1 Motivação

Uma etapa fundamental na construção de uma teoria quântica de campos é a identi-

ficação dos graus de liberdade adequados. Esses serão as pequenas excitações em torno

do vácuo da teoria. Essas excitações são denominadas “part́ıculas”. Essa interpretação

no entanto só é de fato posśıvel quando o sistema está em um regime descrito por

uma teoria fracamente interagente. Ou seja, quando as contribuições dos termos não-

lineares de interação puderem ser ignoradas numa primeira aproximação de forma que

seja posśıvel definir uma teoria livre na qual identificamos as part́ıculas. As interações

são então inseridas como uma perturbação do sistema livre dando origem ao que cha-

mamos de expansão perturbativa. Por outro lado, se a teoria é fortemente acoplada a

própria definição do que se qualifica como grau de liberdade adequado se torna obscura.

Dizemos que temos um problema não-perturbativo. Não existe uma forma sistemática

para estudar um sistema no regime não-perturbativo.

O mais notório problema não-perturbativo é o fenômeno do confinamento de quarks

e gluons. Esses são definidos como as excitações fundamentais da cromodinâmica

quântica (QCD) no regime de altas energias (� ΛQCD ∼ 200 MeV). Nesse regime
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quarks e gluons são os graus de liberdade adequados, pois a teoria que os descreve é

fracamente acoplada devido à liberdade assintótica. No regime de baixas energias a

QCD é fortemente acoplada e quarks e gluons não fazem parte do espectro da teo-

ria; eles não aparecem como estados assintóticos e dizemos que estão confinados. Esse

fenômeno ocorre para qualquer excitação carregada com respeito a cor. É importante

observar que a QCD prevê o confinamento. A análise perturbativa da teoria não faz

sentido em baixas energias, porém cálculos numéricos com as equações da QCD na rede

são capazes de reproduzir o espectro esperado de hadrons e mesons em extraordinário

acordo com os dados experimentais. No entanto sabemos muito pouco sobre a dinâmica

responsável pelo estabelecimento da fase confinante e principalmente sobre quais são os

graus de liberdade relevantes na fase próxima a transição.

Existem diversas estratégias para o estudo da estrutura não-perturbativa da QCD

(veja [1] para uma revisão). Talvez a abordagem mais direta seja formular o sistema

em um espaço discretizado (a rede), onde naturalmente se define um corte ultra-violeta

(distâncias entre os pontos da rede) e um corte infra-vermelho (tamanho da rede). Essa

formulação torna finito o número de graus de liberdade e permite o tratamento compu-

tacional das equações (para uma discussão sobre QCD na rede veja por exemplo [2]).

As informações obtidas nessa abordagem ajudam a desenhar o quadro f́ısico da QCD

em baixas energias. A definição de férmions na rede envolve algumas complicações

relacionadas à manutenção da simetria quiral, mas confinamento é essencialmente uma

propriedade da ação de Yang-Mills e portanto esse fenômeno está presente mesmo na

ausência de quarks. Portanto, se o propósito é entender as propriedades confinantes da

QCD, trabalhar apenas com a teoria de Yang-Mills é uma excelente estratégia. Esse

é um caminho seguido não apenas na formulação na rede. O estudo de propagadores

da teoria de Yang-Mills nesse contexto confirmam que suas excitações fundamentais

(ghosts e gluons) não são graus de liberdade adequados no infra-vermelho (o propa-

gador dos gluons parece violar condições de positividade e os ghosts se comportam

como part́ıculas livres desacoplando-se do espectro). Cabe observar aqui ainda que a

rede constitui um espaço Euclidiano e portanto é especialmente importante no estudo
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da QCD à temperatura finita em equiĺıbrio. Para fenômenos dinâmicos, extensões

anaĺıticas dos resultados se tornam necessárias e isso envolve informações externas que

podem influenciar os resultados.

Uma outra abordagem direta é o estudo anaĺıtico das equações de Dyson-Schwinger

(veja por exemplo [3]). Essas são um conjunto infinito de equações para as funções

de correlação da teoria. A vantagem dessa formulação é que existe contato direto com

as equações da QCD no ultra-violeta uma vez que não existe um corte. O cálculo no

entanto envolve naturalmente um processo de truncagem, uma vez que são infinitas

equações, e a forma como se faz isso influencia diretamente os resultados. Existem ou-

tros exemplos de cálculos diretos com as equações da QCD e essas abordagens podem

de fato fornecer informações precisas sobre diversos aspectos não perturbativos da teo-

ria, no entanto envolvem cálculos pesados que muitas vezes obscurecem o entendimento

dos mecanismos f́ısicos envolvidos.

Uma outra estratégia que se concentra exatamente no conteúdo f́ısico da teoria é o

estudo de teorias efetivas. Essas teorias visam capturar a essência do fenômeno que se

quer estudar. Os principais guias para a construção dessas teorias são as simetrias do

sistema e suas realizações nos diferentes regimes e escalas de interesse. Por exemplo,

um outro fenômeno não-perturbativo muito importante é a quebra da simetria quiral

devido à condensação de pares quark-anti-quark. O modelo de Nambu-Jona-Lasinio

e suas extensões (veja [4] para uma revisão) são excelentes ferramentas para o estudo

desse fenômeno. Esse modelo no entanto não contém confinamento.

No que diz respeito ao fenômeno do confinamento, uma teoria efetiva muito estu-

dada na literatura e que será discutida nesta tese é o modelo do supercondutor dual

(uma revisão pode ser encontrada em [75]). Esse modelo é constrúıdo na suposição que

o vácuo da QCD no regime de baixas energias se comporta como um supercondutor de

correntes cromo-magnéticas. Consequentemente cargas de cor imersas nesse meio dão

origem a tubos de fluxo cromo-elétricos (“efeito Meissner dual”). Esses tubos conectam

cargas opostas produzindo uma interação cuja energia é proporcional à distância entre

as cargas. Esse caráter da interação é uma assinatura do confinamento como eviden-
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ciado por cálculos na rede. O supercondutor é um modelo abeliano e portanto sua

conexão com a teoria não-abeliana da QCD precisa ser justificada. A hipótese é que

o confinamento é um fenômeno de natureza abeliana; uma propriedade denominada

dominância abeliana. Essa hipótese vem sendo confirmada por simulações na rede que

indicam ainda a importância dos graus de liberdade magnéticos para a estrutura do

vácuo da QCD em baixas energias. Voltaremos a essas questões e as discutiremos com

mais detalhes no Cap. 3.

Aqui queremos chamar a atenção para dois aspectos centrais do modelo do super-

condutor dual que figurarão como temas desta tese. O primeiro é a dualidade. Esse

modelo é fundamentado na dualidade eletromagnética que discutiremos no Cap. 2.

Dualidade, em sua definição mais básica, significa que existem duas representações ma-

temáticas equivalentes de um mesmo sistema f́ısico. “Equivalentes” significa que todos

os observáveis de uma teoria podem ser mapeados em observáveis da teoria dual. O

sistema mais simples que admite tal construção é o eletromagnetismo no vácuo, onde

o mapa simplesmente consiste em renomear o campo elétrico por campo magnético e

vice-versa. Esse é de fato um caso especial em que as duas formulações são idênticas e o

sistema é auto dual. A dualidade sobrevive na presença de cargas elétricas e magnéticas

se essas também participarem do mapa. Uma propriedade extremamente importante

surge ao impor que o sistema seja consistente quanticamente: a carga elétrica é quan-

tizada em múltiplos do inverso da carga magnética [25, 26]. Isso sugere que em uma

formulação por campos quânticos, um regime de acoplamento forte de natureza elétrica

será mapeado por dualidade em uma formulação magnética com acoplamento fraco. As

cargas elétricas e magnéticas se manifestam de formas distintas em um determinado

regime da teoria. No regime de acoplamento elétrico fraco, as cargas elétricas são as

excitações de um campo quântico e constituem graus de liberdade adequados enquanto

as cargas magnéticas se manifestam em estruturas não perturbativas, como as soluções

clássicas de equações de campo. O conhecimento sobre a análise quântica destes objetos

é muito limitado. O modelo do supercondutor dual é formulado no regime de acopla-

mento magnético fraco e descreve excitações (cromo-)magnéticas que eventualmente
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condensam pelo mecanismo de Higgs. As cargas (cromo-)elétricas serão estruturas não

perturbativas que imersas nesse condensado resultam estar confinadas. Estas estruturas

são percebidas como defeitos pelo campo eletromagnético dual.

Essas observações nos levam ao segundo aspecto central desse modelo: a descrição

de cargas e defeitos. Queremos ter maior controle sobre o papel desempenhado pelas

diferentes configurações de cargas elétricas e magnéticas no sistema. Uma estratégia

muito produtiva é olhar para a resposta do campo eletromagnético à presença desses

objetos. Podemos considerar as razões dinâmicas para o estabelecimento de uma deter-

minada configuração como uma informação externa. O caráter elétrico ou magnético

se manifesta na forma como esses objetos se acoplam aos campos da teoria. Uma carga

elétrica se acopla minimamente ao campo eletromagnético definindo a holonomia desse

campo ao longo de sua trajetória. Por outro lado, uma carga magnética induz singula-

ridades no campo cuja manifestação caracteŕıstica é a existência de fluxos não triviais

no sistema como consequência da violação da identidade de Bianchi. Matematicamente

essas estruturas são incorporadas no sistema por meio de p-correntes como discutiremos

na seção 2.3.1. Essa abordagem permite o desenvolvimento de um formalismo capaz de

descrever as consequências do processo de condensação de cargas e defeitos no sistema.

Uma versão desse formalismo foi desenvolvida por Julia e Toulouse [92] e mais tarde

aplicada a teorias de p-formas gerais por Quevedo e Trugenberger [93], que formularam

uma descrição dual do mecanismo de Higgs. A generalização deste formalismo será o

principal resultado desta tese. Vamos discutir este e outros resultados a seguir.

1.2 Principais resultados

O resultado central desta tese é a generalização do formalismo de Julia-Toulouse e sua

interpretação precisa como um gerador de teorias efetivas. Esta formulação será de-

senvolvida ao longo do Cap. 3. A idéia original de Julia e Toulouse consiste em uma

prescrição para determinar a teoria que descreve a fase do sistema na qual defeitos estão

condensados quando conhecemos apenas o modelo na fase antes da condensação. A
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prescrição identifica os novos graus de liberdade do sistema representando as excitações

de baixa energia do condensado. A prescrição não aborda as razões responsáveis pela

transição para o estado condensado, considerado um problema independente. O obje-

tivo é a formulação de uma descrição do sistema que capture o caráter dos novos graus

de liberdade na fase condensada.

A generalização que é desenvolvida aqui segue estes mesmos prinćıpios mas incorpora

dois novos ingredientes fundamentais:

Simetria de Brana

A simetria de brana (veja definição na seção 2.3.2) tem sua encarnação mais co-

mum na ambiguidade da definição da corda de Dirac na teoria eletromagnética na

presença de monopolos. Como foi enfatizado por Kleinert [31, 32], é muito impor-

tante distinguir esta simetria da simetria de calibre usual. Isto significa na prática

que esta é uma outra ambiguidade (além da simetria de calibre) que pode existir

nas variáveis que definem a teoria. Ainda mais importante é notar que sendo

também uma simetria local, a simetria de brana não pode ser quebrada [86] por

processos f́ısicos mas pode ser realizada de forma escondida, exatamente como

ocorre com a simetria de calibre no fenômeno de quebra espontânea. Veremos

que uma das assinaturas do fenômeno do confinamento é a quebra espontânea da

simetria de brana que surge como consequência da prescrição de Julia Toulouse

generalizada. Esta é uma interpretação alternativa e original deste fenômeno in-

duzida pelo formalismo que desenvolvemos aqui. A chave para a generalização

da prescrição de Julia-Toulouse está no uso desta simetria de brana como guia

na construção da teoria efetiva, observando suas diferentes realizações no pro-

cesso de condensação. Estes conceitos aparecerão naturalmente ao estudarmos o

confinamento de monopolos em um supercondutor (veja a seção 3.2.1).

Conexão fluxo-corrente

Será fundamental a formulação do sistema em termos de ensembles de defeitos e

correntes (ambos representados por p-correntes) através de uma função partição.
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Isto nos permitirá ter maior controle sobre o processo de condensação, inter-

pretando as p-correntes como variáveis tipo ordem-desordem parametrizando a

condensação. Uma relação ordem-desordem se manifesta através do uso da iden-

tidade de Poisson para p-correntes (veja a definição (2.29)). Esta construção é

baseada nos trabalhos de Kleinert [32] que a aplicou em alguns casos especiais.

Aqui, esta relação é interpretada fisicamente como a familiar relação entre fluxos

magnéticos (caracterizando os defeitos) e correntes elétricas (veja a seção 3.2.2

para a discussão desta importante relação fluxo-corrente). Com isso somos capa-

zes de formular sistemas f́ısicos em dois quadros relacionados pelo mapa ordem-

desordem (fluxo-corrente). A prescrição de Julia-Toulouse então pode ter sua

interpretação natural: a condensação de defeitos (representados por p-correntes

acopladas de forma não-mı́nima) corresponde a redefinir a soma sobre o ensem-

ble como uma integral funcional sobre a p-forma que descreverá os novos graus

de liberdade do sistema. Por outro lado, usando o mapa ordem-desordem, as

p-correntes são mapeadas em q-correntes (q = D − p por (2.29), onde D é a

dimensão do espaço-tempo). A condensação dos defeitos originais se manifesta

neste quadro como a diluição das q-correntes com a soma sobre este novo ensem-

ble se desacoplando. Esta interpretação da prescrição de Julia-Toulouse como a

diluição da variável dual (no sentido-ordem desordem) é um novo resultado que

apresentamos nesta tese. Discutiremos esta formulação na seção 3.3.

Note que a prescrição parece ter grande arbitrariedade e fica claro que não é posśıvel

determinar as razões que levaram à condensação como já mencionamos. No entanto

com o aux́ılio das simetrias do condensado e atentando para a realização da simetria

de brana, este procedimento nos fornece resultados altamente não-triviais e de caráter

universal sobre as propriedades f́ısicas de diversos sistemas. De fato, uma consequência

natural da prescrição de Julia-Toulouse é o fenômeno que denominamos pulo de posto

associado a geração de massa no sistema. A prescrição estabelece que o campo que

descreve os novos graus de liberdade adequados para a fase condensada tenha um posto
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maior que o do campo antes da fase condensada. Isso ocorre devido a um mecanismo

no qual o defeito “absorve” o campo de calibre no processo de condensação. Fenômeno

semelhante ocorre no mecanismo de Higgs onde é o campo de calibre quem absorve o

campo de Goldstone, porém não há pulo de posto neste caso. Este fenômeno de pulo

de posto é uma assinatura da prescrição de Julia-Toulouse quando existe geração de

massa no sistema e constitui uma informação extremamente importante a respeito da

natureza dos novos graus de liberdade. Operando na presença de cargas elétricas e

magnéticas, este fenômeno tem como consequência a quebra espontânea da simetria de

brana que, como já comentamos, está relacionada ao confinamento

Assim como a prescrição de Julia-Toulouse original, a generalização que apresenta-

mos deve ser vista como um gerador de teorias e se insere no contexto geral do estudo

de teorias efetivas [5, 6, 7, 8, 9]. Esta interpretação é enfatizada na formulação que

desenvolvemos. A construção da teoria no regime condensado envolve uma expansão

derivativa dos novos campos que descrevem o condensado. A estrutura dos termos

desta expansão é ditada pela simetria do sistema neste estado.

Esta construção torna mais precisa e generaliza a prescrição de Julia-Toulouse am-

pliando as idéias de Quevedo e Trugenberger e unificando-as com os conceitos intro-

duzidos por Kleinert. Essa construção constitui um resultado original desta tese que

será discutido detalhadamente ao longo do Cap. 3. Acreditamos que este resultado

seja de enorme importância e com muitas potenciais aplicações. Para fundamentar

este novo formalismo e estabelecer sua relevância, vamos estudar alguns exemplos co-

nhecidos reinterpretando-os nesta nova formulação e apresentaremos também alguns

novos resultados referentes à definição de termos topológicos na presença de defeitos

magnéticos. Segue uma visão geral dos resultados que apresentaremos:

• Como já mencionamos, o modelo do supercondutor será discutido na tese en-

fatizando seu papel como teoria confinante (veja a seção 3.2). Nosso principal

objetivo ao discutir este modelo é identificar com precisão o fenômeno de quebra

espontânea da simetria de brana que vai ser a assinatura universal de uma fase
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confinante. Este conceito irá aparecer durante a discussão do potencial confinante

na seção 3.2.1.

• Um exemplo clássico de teoria confinante é o modelo da QED compacta em

3D proposto por Polyakov [76, 77, 78]. Vamos reinterpretar toda a dedução de

Polyakov no contexto da prescrição de Julia-Toulouse. Veremos que este sistema

exibe o fenômenos de pulo de posto e também a quebra espontânea da simetria de

brana resultando no confinamento. A análise deste sistema dentro do formalismo

de Julia-Toulouse nos conduz naturalmente a uma interpretação precisa de um

resultado mais recente obtido pelo próprio Polyakov [95]. Este tópico é estudado

na seção 3.4.1.

• Outro exemplo muito importante que vamos estudar na seção 3.4.2.2 é a cons-

trução dos modelos efetivos que descrevem a estrutura hierárquica de estados do

efeito Hall quântico fracionário. A geração destes estados pode ser vista como

um processo de “condensação em cadeia”, onde defeitos presentes em um conden-

sado geram o novo estado por um processo de condensação. O novo condensado

também pode possuir defeitos que eventualmente condensam e assim por diante.

Isso gera toda a hierarquia de estados do efeito Hall quântico fracionário. Esta

construção, apresentada originalmente por Wen [46], pode ser naturalmente in-

terpretada dentro do formalismo de Julia-Toulouse generalizado. Neste caso não

ocorre a quebra da simetria de brana e não há confinamento.

• A representação efetiva de sistemas em termos de condensados é fundamental

para a aplicação do formalismo de Julia-Toulouse. Muitos sistemas admitem

esta interpretação. Mostramos em [96] que o modelo topologicamente massivo

de Maxwell-Chern-Simons em (2 + 1)D [54] pode ser interpretado como um con-

densado elétrico que quebra as simetrias de paridade P e inversão temporal T .

Esta representação nos leva a solução do problema da formulação deste sistema

na presença de defeitos magnéticos (instantons) [79], um assunto bastante con-

troverso na literatura [100, 101, 102, 103]. Observe que este modelo corresponde
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a QED compacta acrescida de um termo de Chern-Simons. O resultado que é

normalmente apresentado é que o termo de Chern-Simons destrói o confinamento

de cargas elétricas que encontramos no modelo de Polyakov. Na formulação de

Julia-Toulouse nós vamos mostrar que este é um resultado óbvio dada a inter-

pretação de condensado. A teoria de Maxwell-Chern-Simons é uma teoria efetiva

para um condensado elétrico e portanto os instantons (que são defeitos magnéticos

neste meio) estão confinados. O confinamento elétrico obviamente não faz sentido

neste quadro. Esta clara visão f́ısica é uma grande vantagem do formalismo de

Julia-Toulouse. Estes resultados e outras consequências do formalismo para este

sistema são discutidos em 3.4.2.3.

• Este resultado nos permite ainda abordar outro problema. A presença de mono-

polos magnéticos no modelo de Carroll-Field-Jackiw [120] (o modelo é definido

pela ação (4.68)). Este é um problema que até agora permanecia sem solução. O

modelo de Carrol-Field-Jackiw viola as simetrias de Lorentz e CPT e é definido

em (3 + 1)D. Este modelo pode ser considerado como uma extensão dimensional

da teoria de Maxwell-Chern-Simons para (3 + 1)D. O modelo é um caso especial

de um cenário mais completo no qual se estuda efeitos fenomenológicos no modelo

padrão decorrentes de posśıveis violações das simetrias de Lorentz e CPT . O mo-

delo padrão é uma teoria efetiva constrúıda sobre certas hipóteses dentre as quais

a validade dessas simetrias. Colladay e Kostelecky [110, 111] propuseram acres-

centar termos ao modelo padrão envolvendo tensores constantes contráıdos com

os campos usuais do modelo padrão estabelecendo assim o que denominaram mo-

delo padrão estendido. Os tensores constantes definem referenciais privilegiados

e essa é a razão da quebra da simetria de Lorentz. Os termos que quebram CPT

na ação são denominados CPT -odd, caso contrário são CPT -even. Nessa clas-

sificação o modelo de Carroll-Field-Jackiw corresponde ao setor eletromagnético

CPT -odd do modelo padrão estendido.

Os trabalhos que abordam a possibilidade da violação de Lorentz e CPT no con-
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texto do modelo padrão estendido se dividem, grosseiramente, em investigações da

rica fenomenologia trazida pelas modificações ao modelo padrão e análises formais

da consistência teórica do modelo. As investigações fenomenológicas objetivam

determinar os posśıveis sinais observacionais caracteŕısticos de uma violação de

Lorentz e CPT . As análises de consistência visam selecionar quais termos po-

demos adicionar ao modelo padrão sem que a teoria apresente patologias, como

violações de causalidade e unitaridade por exemplo.

No entanto, existem poucos resultados abordando a estrutura não perturbativa do

modelo padrão estendido. Em muitos estudos o modelo de Carroll-Field-Jackiw,

por exemplo, é visto como uma deformação do eletromagnetismo usual; supõe-se

que essa seja uma pequena deformação, pois caso contrário já teŕıamos observado

os fenômenos decorrentes da violação de Lorentz e CPT . Porém, por dualidade,

essa deformação é bastante radical como observamos em [143]. Em particular a

auto dualidade da teoria de Maxwell é destrúıda. A formulação dual precisa desse

modelo será discutida em todos os seus detalhes na seção 4.4.3. Uma consequência

da perda da auto dualidade é a enorme assimetria que se estabelece entre cargas

magnéticas e cargas elétricas nesse sistema. Aplicando o formalismo de Julia-

Toulouse generalizado nós vamos abordar a questão da introdução de monopolos

no modelo de Carroll-Field-Jackiw. A similaridade deste modelo com a Maxwell-

Chern-Simons sugere uma interpretação de condensado. De fato argumentamos

na seção 4.4.4.1 que o modelo de Carroll-Field-Jackiw pode ser interpretado como

a teoria efetiva de um condensado elétrico que viola as simetrias de Lorentz e CPT .

Seguindo a prescrição de Julia-Toulouse generalizada a inclusão de monopolos

é imediata e será objeto de análise na seção 4.4.4.2. Adiantamos aqui que o

modelo exibe a quebra da simetria de brana o que sugere que monopolos estão

confinados nesse sistema, mas os efeitos da violação de Lorentz tornam a situação

muito peculiar com a quebra da simetria de brana ocorrendo apenas em algumas

direções.
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Estes resultados mostram a grande abrangência do formalismo de Julia-Toulouse

generalizado. Vemos que o formalismo é capaz de unificar sob os mesmos prinćıpios

uma variedade de exemplos. Em particular é posśıvel identificar uma assinatura clara

para o fenômeno do confinamento: a quebra da simetria de brana, que se revela presente

em todos os exemplos que exibem confinamento.

1.3 Outros resultados

Vamos abordar nesta tese também alguns outros problemas relacionados. O conceito de

um condensado que quebra simetrias espaço-temporais, associada à teoria de Maxwell-

Chern-Simons e à teoria de Carrol-Field-Jackiw, é fundamentado no processo dinâmico

da indução radiativa devido a flutuações quânticas fermiônicas. A teoria de Maxwell-

Chern-Simons é vista como uma teoria efetiva para a QED em (2+1)D, onde a presença

de férmions (na representação mı́nima de duas componentes) quebras as simetrias P

e T . A integração sobre os férmions induz o termo de Chern-Simons que carrega a

informação sobre a quebra destas simetrias (isso é discutido na seção 2.4). A indução

deste termo representa uma deformação da estrutura canônica da teoria de Maxwell

livre. Podemos de fato, guiados pela simetria, postular deformações e obter teorias que

irão violar, em geral, simetrias espaço-temporais. Esta é a atitude adotada no estudo

das teorias de campos não comutativos [116, 117]. Na seção 4.2 nós vamos discutir

essas idéias aplicando-as a Maxwell-Chern-Simons e a sua formulação dual, a teoria

Auto-Dual.

Uma questão interessante é a possibilidade de, dada uma deformação, encontrar

o efeito dinâmico correspondente. Isso será explorado no estudo de um modelo em

(1+1)D com férmions e bósons em interação, onde estabelecemos uma conexão entre as

regiões ultra-violeta e infra-vermelha da teoria bosônica efetiva [123] que será discutido

na seção 4.3.

Isto nos coloca em contato com um problema bastante polêmico na literatura. A

indução, por flutuações quânticas fermiônicas, do termo tipo Chern-Simons no modelo
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de Carroll-Field-Jackiw [146, 147, 148, 149, 150, 151, 152, 153, 154]. Discutiremos

este problema na seção 4.4.1. Assim como a teoria de Maxwell-Chern-Simons em (2 +

1)D, podemos interpretar a teoria de Carroll-Field-Jackiw como uma deformação da

estrutura canônica da teoria de Maxwell. Isso sugere que esse seja um efeito dinâmico.

Neste sentido, o termo tipo Chern-Simons seria induzido por flutuações fermiônicas que

violam as simetrias de Lorentz e CPT . No entanto, o coeficiente do termo induzido

resulta ser indeterminado. Uma observação importante que apresentamos em [156] e

que será discutida na seção 4.4.1 é que a massa fermiônica em (2 + 1)D não guarda

qualquer relação com a massa fermiônica em (3+1)D. A massa fermiônica em (2+1)D

é resultado da redução dimensional de um termo fermiônico em (3 + 1)D que viola as

simetrias de Lorentz e CPT , a herança dessa violação é a quebra de P e T no plano.

Essa observação conduz à determinação sem ambiguidades do termo tipo Chern-Simons

como resultado de flutuações fermiônicas não massivas em (3 + 1)D [156].

1.4 Organização

Esta tese está organizada da seguinte forma: no Cap. 2 discutiremos os aspectos do con-

ceito de dualidade que se mostrarão essenciais para o resto da tese. Apresentaremos o

conceito de p-correntes que surge naturalmente no estudo da dualidade eletromagnética

na presença de fontes. Isso nos leva ao crucial conceito de simetria de brana. Discutire-

mos ainda a dualidade no plano entre os sistemas Maxwell-Chern-Simons e Auto-Dual

e a indução do termo de Chern-Simons por flutuações quânticas fermiônicas. No Cap.

3, começaremos nossos estudos sobre confinamento primeiramente discutindo como este

fenômeno surge no modelo do supercondutor, levando naturalmente à definição do sis-

tema supercondutor dual. Após calcular o potencial confinante, construiremos em de-

talhes a nova formulação que generaliza a prescrição de Julia-Toulouse interpretando o

modelo confinante supercondutor nesta linguagem. Mostraremos ainda que os mesmos

conceitos contidos na generalização dessa prescrição figuram no modelo de Polyakov

em 3D e constituem ainda uma ferramenta natural para a construção dos estados
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hierárquicos do efeito Hall quântico fracionário. Finalmente aplicaremos esse forma-

lismo ao problema da presença de defeitos no sistema de Maxwell-Chern-Simons. No

Cap. 4 estudaremos sistemas que violam a simetria de Lorentz. Começaremos introdu-

zindo a idéia de deformação da estrutura canônica como um gerador de modelos para a

descrição de sistemas onde simetrias espaço-temporais são quebradas. Argumentaremos

que essas deformações podem ser representações efetivas de flutuações quânticas que vi-

olam simetrias espaço-temporais e estudaremos em detalhes um exemplo espećıfico deste

fato em (1 + 1)D. A seguir vamos nos concentrar no modelo de Carroll-Field-Jackiw

discutindo primeiramente suas posśıveis origens, incluindo sua interpretação como uma

teoria efetiva da eletrodinâmica estendida que viola as simetrias de Lorentz e CPT .

Mostraremos nesse contexto que a indução quântica do termo tipo Chern-Simons pode

ser obtida sem ambiguidades no caso de férmions não massivos. Passaremos então para

o estudo da estrutura de dualidades do modelo de Carroll-Field-Jackiw obtendo sua

formulação dual completa. Estudaremos por fim o problema da inclusão de monopolos

neste sistema usando as idéias da prescrição de Julia-Toulouse generalizada. No Cap.

5 apresentaremos as conclusões.

Nesta tese trabalharemos com ~ = c = 1.



Caṕıtulo 2

Dualidade

2.1 Introdução

O objetivo deste caṕıtulo é apresentar e discutir alguns conceitos que serão fundamentais

no desenvolvimento desta tese. Aqui estabeleceremos a linguagem que será utilizada nos

outros caṕıtulos bem como alguns resultados preliminares que serão úteis mais adiante.

Começaremos estudando o conceito de dualidade eletromagnética em 4D. Teremos a

oportunidade então de introduzir o importante conceito de p-correntes (p-formas que

possuem distribuições como componentes) que nos permite discutir a dualidade de uma

teoria na presença de fontes e nos levam à definição crucial do conceito de simetria

de brana. Discutiremos ainda a dualidade em 3D entre o modelo de Maxwell-Chern-

Simons e o modelo Auto-Dual apontando algumas peculiaridades de sistemas nesta

dimensionalidade.

No que segue usaremos a notação de formas diferencias. Suas propriedades gerais

são discutidas no apêndice A.

2.2 Eletromagnetismo no vácuo

Consideramos o vácuo do eletromagnetismo como definido em uma variedade quadri-

dimensional M4. Trabalharemos com o espaço-tempo de Minkowski IR1,3 com métrica

com assinatura (−,+,+,+), mas os resultados aqui discutidos permanecem válidos

desde que o espaço não tenha borda ou que os campos se anulem na borda caso exista
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uma. A extensão das considerações feitas aqui para dimensionalidades arbitrárias é

imediata e será discutida mais a frente.

As equações de Maxwell que definem a evolução espaço-temporal dos campos ele-

tromagnéticos são:

dF = 0, (2.1)

d∗F = 0, (2.2)

onde a 2-forma F é o tensor de campo definido em termos dos campos observáveis

elétrico ~E = (Ex, Ey, Ez) e magnético ~B = (Bx, By, Bz)

F =
1

2
Fµνdx

µ ∧ dxν ; [Fµν ] =


0 −Ex −Ey −Ez
Ex 0 Bz −By

Ey −Bz 0 Bx

Ez By −Bx 0

 . (2.3)

Em (2.2) a operação dual de Hodge é representada pelo operador ∗. Essa operação

depende da métrica como discutido no apêndice A.

As equações de Maxwell apresentam uma simetria óbvia dada pela transformação

F → ∗F, (2.4)

∗F → −F, (2.5)

onde o sinal negativo em (2.5) é consequência da propriedade ∗∗ = −1, satisfeita quando

atuando em formas pares no espaço de Minkowski. Essas transformações representam

simplesmente a troca do campo elétrico pelo campo magnético e vice-versa, uma pos-

sibilidade evidente nesse caso uma vez que não é posśıvel diferencia-los fisicamente no

vácuo.

Pelo Lema de Poincaré a equação dF = 0 implica que localmente podemos definir

uma 1-forma A, que denominamos potencial eletromagnético, tal que

F = dA, (2.6)

o que faz da equação (2.1) uma identidade, conhecida como a identidade de Bianchi. A

1-forma A admite uma interpretação natural como uma conexão em um fibrado vetorial
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complexo sendo F a curvatura. A definição do potencial A introduz uma ambiguidade

na teoria. Observe que as equações de movimento são invariantes por

A→ A+ dλ, (2.7)

onde λ é uma 0-forma. A invariância da teoria sob as transformações (2.7) é denominada

simetria de calibre, ainda que essa invariância não represente uma simetria f́ısica no

sentido usual e sim uma redundância nas variáveis que descrevem o sistema.

A equação (2.2) descreve a dinâmica dos campos eletromagnéticos e pode ser obtida

como o ponto estacionário, com respeito a variações de A, da seguinte ação

SEM =

∫
M4

− 1

2e2
dA ∧ ∗dA ≡ − 1

2e2
(dA, dA), (2.8)

onde na última igualdade definimos a notação de produto interno que será mais conve-

niente nos cálculos; suas propriedades estão no Apêndice A. Ao longo da tese, usaremos

tanto a notação usual de produto wedge quanto a notação de produto interno depen-

dendo de qual for mais conveniente. A constante e é o acoplamento no caso da presença

de cargas elétricas. Aqui, no caso livre, é apenas um parâmetro que poderia ser absor-

vido em uma redefinição dos campos. Mantemos esse parâmetro expĺıcito apenas para

evidenciar seu comportamento sob transformações de dualidade.

O sistema de Maxwell no vácuo, definido por (2.8), apresenta uma das manifestações

mais triviais de dualidade como já antecipamos. No ńıvel da ação podemos obter

uma formulação dual pelo seguinte procedimento: observe que uma ação fisicamente

equivalente a (2.8) é

SM =

∫
M4

G ∧ ∗dA+
e2

2
G ∧ ∗G, (2.9)

onde G é uma 2-forma auxiliar não possuindo dinâmica independente. Dessa forma, SM ,

denominada ação mestra, representa uma ampliação trivial do espaço de configuração

da teoria original. O caráter auxiliar de G significa que suas equações de Euler-Lagrange

o determinam totalmente em função de A:

δGSM = (δG, dA+ e2G) = 0⇒ G = − 1

e2
dA, (2.10)
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onde δG denota a variação da ação com respeito a variações δG de G. Essa equação

diz que toda informação sobre a dinâmica está contida em A e portanto podemos

simplesmente substituir esse valor de G na ação o que nos leva de volta a SEM , eq.(2.8).

Podemos, por outro lado, realizar uma integração por partes no primeiro termo da ação

mestra:

SM = (G, dA) +
e2

2
(G,G) = (d†G,A) +

e2

2
(G,G), (2.11)

onde d† denota a coderivada exterior, que é a operação adjunta da derivada exterior

com respeito ao produto interno (d† = ∗d∗ em 4D). Vemos então que o potencial A se

torna um multiplicador de Lagrange que impõe o v́ınculo

d†G = 0⇒ d∗G = 0. (2.12)

Esse v́ınculo pode ser imediatamente resolvido observando que localmente, pelo lema

de Poincaré:

∗G = dB, (2.13)

onde B é uma 1-forma. No espaço de Minkowski em 4D temos então

SM →
e2

2
(G,G) = −e

2

2
(∗G, ∗G) = −e

2

2
(dB, dB) = S̃EM , (2.14)

que é o conhecido resultado revelando a autodualidade do sistema de Maxwell no vácuo.

Observe que a constante de acoplamento foi invertida no processo. Essa é uma propri-

edade caracteŕıstica da dualidade. Ainda que trivialmente realizada aqui, essa propri-

edade se torna altamente não-trivial em uma teoria completa interagente e são muito

raros os exemplos onde ela é de fato realizada. Um exemplo é o modelo de Ising bidi-

mensional onde, como foi demonstrado por Kramers e Wannier [10], existe um mapa de

dualidade conectando a f́ısica em altas temperaturas com a f́ısica em baixas tempera-

turas. O ponto fixo desse mapa corresponde a temperatura cŕıtica da transição de fase.

Montonen e Olive [11] propuseram que essa auto-dualidade eletromagnética poderia ser

estendida para teorias não-abelianas. Essa expectativa no entanto resulta ser fact́ıvel
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apenas em teorias superssimétricas, Yang-Mills N = 4 [12, 13] e também N = 2 [14].

Nesse contexto, essa dualidade é denominada dualidade S, invertendo os regimes fraco

e forte de acoplamento (veja por exemplo [15, 16, 17] para revisões neste assunto). Mais

recentemente esses conceitos foram incorporados no estudo do chamado programa de

Langlands em teoria dos números [18]. Existe ainda muita similaridade com a duali-

dade T em teorias de cordas que relaciona teorias com raio de compactificação R com

teorias com raio de compactificação `2s
R

, onde `s é a escala de comprimento da corda

(veja [19] para uma revisão). Em geral, a inversão de parâmetros é uma caracteŕıstica

definidora do processo de dualidade.

As equações do eletromagnetismo descrevem a propagação de ondas eletromagnéticas

com duas polarizações transversais à direção de propagação. Correspondentemente a

formulação quântica do eletromagnetismo descreve a dinâmica de uma part́ıcula não

massiva com dois graus de liberdade internos de helicidade, o foton. Uma generalização

muito importante dessa teoria é dada por:

SProca =

∫
M4

− 1

2e2
dA ∧ ∗dA− m2

2
A ∧ ∗A, (2.15)

e é conhecida como o modelo de Proca. Essa ação descreve uma excitação massiva

com três graus de liberdade internos correspondendo ao spin 1. Esse modelo surge

como uma teoria efetiva em baixas energias em teorias com quebra espontânea da

simetria de calibre como veremos no próximo caṕıtulo. Também podemos encontrar

uma formulação dual a esse modelo. Uma ação equivalente a (2.15) é

SM−Proca =

∫
M4

G ∧ ∗dA+
e2

2
G ∧ ∗G− m2

2
A ∧ ∗A, (2.16)

onde G é uma 2-forma que, como antes atua como um campo auxiliar. Por outro lado

vemos que por uma integração por partes a 1-forma A também tem o caráter de um

campo auxiliar. A variação da ação com relação a variações de A fornece

δASM−Proca = (δA, d†G−m2A). (2.17)

O ponto estacionário δASM−Proca = 0 é dado portanto pela condição

A =
1

m2
d†G =

1

m2
∗d∗G, (2.18)
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que substituindo na ação resulta

SM−Proca →
1

2m2
(d†G, d†G) +

e2

2
(G,G) = − 1

2m2
(d∗G, d∗G)− e2

2
(∗G, ∗G). (2.19)

Ou seja, vemos que a teoria dual à Proca é a teoria de uma 2-forma massiva com mesma

massa me. Essa teoria é conhecida como o modelo de Kalb-Ramond massivo.

Essas considerações sobre dualidade são naturalmente estendidas para p-formas ge-

rais em dimensões arbitrárias. De fato a linguagem de formas diferenciais usada até

aqui coloca esses resultados em uma posição de imediata generalização. Alguns padrões

são claramente observados. A teoria eletromagnética de uma p-forma é exatamente a

teoria dada pela (2.8) com A agora uma p-forma. O campo auxiliar G será portanto

uma (p+1)-forma pela (2.10) e então pela (2.13) o campo dual B será uma (D−p−2)-

forma, onde D é a dimensão do espaço-tempo. Deduzimos assim que para p-formas

não massivas descritas por teorias tipo Maxwell o par dual Ap e Ãq obedece a relação

p + q + 2 = D, onde p e q são os postos das formas. Podemos seguir um racioćınio

análogo para p-formas massivas: vemos que nesse caso, pelas (2.18) e (2.19), o campo

dual à uma p-forma é uma (D − p− 1)-forma e portanto a relação obedecida pelo par

dual no caso massivo será p+ q + 1 = D. Estudos detalhados sobre as transformações

de dualidade e a correspondente estrutura dos grupos de dualidade foram realizados em

[20, 21, 22].

2.3 Eletromagnetismo na presença de fontes

Para que a teoria eletromagnética seja fisicamente não trivial a presença de fontes é

necessária. Nesta seção vamos recordar como fontes localizadas (também denominadas

correntes clássicas) podem ser introduzidas na teoria.

Fontes elétricas são naturalmente incorporadas na equação (2.2):

d∗F = e∗Je, (2.20)

onde e é a carga elétrica e Je = Jeµdx
µ é uma 1-forma representando a corrente elétrica.
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Isso se traduz em uma modificação da ação (2.8)

SEM =

∫
M4

−1

2
dA ∧ ∗dA+ eA ∧ ∗Je. (2.21)

A introdução de cargas magnéticas no entanto não é trivial pois viola a identidade

de Bianchi, e isso interfere com a definição do potencial A que é fundamental para a

formulação quântica da teoria. Na literatura moderna existem pelo menos duas manei-

ras equivalentes de introduzir cargas magnéticas. Uma possibilidade, mais relacionada

com as idéias de Wu e Yang [23, 24], consiste em reconhecer que o espaço em que a

teoria é definida, quando na presença de monopolos, é não-trivial. A inserção de mo-

nopolos é representada pela presença de “buracos” no espaço, como visto pelo campo

eletromagnético. A variedade não é mais topologicamente equivalente a IR1,3 (ou IR4 no

caso Euclidiano) e existem superf́ıcies que não se contraem a um ponto introduzindo na

variedade grupos de homologia e grupos de homotopia não triviais. Mais precisamente,

nas vizinhanças de um monopolo o fluxo magnético através de uma esfera S2 é não

nulo, isso, juntamente com o fato de que dF = 0, resulta em uma classe de cohomologia

não trivial definida pelo campo F que é reconhecido como a primeira classe de Chern

do fibrado vetorial complexo U(1). Isso significa que não é posśıvel escrevê-lo como dA

com A definido globalmente. O procedimento então é definir diferentes potenciais A

em diferentes regiões. Como F é bem definido em todo o espaço, os potenciais estão

relacionados por uma transformação de calibre nas intersecções das regiões onde são

definidos. Uma rica estrutura topológica surge dessas observações mas vemos também

que terminamos com uma grande assimetria operacional entre as definições de cargas

elétrica e magnética.

Uma outra possibilidade, equivalente obviamente ao que descrevemos acima, foi ori-

ginalmente introduzida por Dirac [25, 26] e é a que vamos adotar nesta tese. Essa

abordagem consiste em estudar as consequências de uma violação expĺıcita da identi-

dade de Bianchi

dF = g∗Jg, (2.22)
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onde g é a carga magnética e Jg = Jgµdx
µ é uma 1-forma representando a corrente

magnética. A introdução do potencial A ainda é posśıvel se usarmos o conceito de

p-correntes que vamos discutir a seguir.

2.3.1 p-correntes

Este é um momento apropriado para definir o conceito de corrente localizada. Uma

part́ıcula localizada é um ponto geométrico no espaço e é denominada 0-brana. Essa

part́ıcula, no decorrer de seu movimento, traça uma trajetória que constitui um linha

no espaço-tempo, uma 1-brana, e é denominada linha de mundo da part́ıcula. Esses

conceitos são naturalmente generalizados para p-branas gerais, onde, por exemplo, p = 1

denota uma corda, p = 2 uma membrana e assim por diante. No espaço Euclidiano

existe ainda a possibilidade p = −1 que define um instanton. As p-branas traçam

p + 1-superf́ıcies (p + 1-branas) no decorrer de seu movimento no espaço-tempo que

são denominadas superf́ıcies de mundo. Essa visão geométrica pode ser formalizada

introduzindo-se o conceito de Poincaré dual (uma discussão sobre esses conceitos pode

ser encontrada em [27], veja também [28, 29, 30]).

Se Np é uma p-superf́ıcie (dim Np = p) contida em MD (dimMD = D) e definida

pelas equações Xµ = Xµ(ya) onde ya, (a = 0, 1, . . . , p − 1) parametrizam a superf́ıcie

Np, então a p-forma

Jp = Jp µ1,...,µpdx
µ1 ∧ . . . ∧ dxµp , (2.23)

com:

Jµ1,...,µp
p (x) =

∫
Np
δD(x−X(ya))

∂Xµ1

∂ya1
. . .

∂Xµp

∂yap
dya1 ∧ . . . ∧ dyap , (2.24)

define a p-corrente Poincaré-dual à superf́ıcie Np, fato que representamos por

P(Np) = ∗Jp, (2.25)

Observe que uma p-corrente é uma p-forma cujas componentes são distribuições. Essa

definição constitui um isomorfismo entre as superf́ıcies (p-branas) e as respectivas cor-
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rentes (p-correntes). Nesta tese vamos nos referir diversas vezes às p-correntes como

p-branas e vice-versa. Algumas propriedades seguem:

1. Para toda p-forma Ap: ∫
MD

Ap ∧ ∗Jp =

∫
Np
Ap. (2.26)

Essa propriedade muitas vezes é tomada como a definição de p-correntes. Aqui é

fácil verificar que ela é consequência direta da definição de p-correntes.

2. Se ∂ é o operador borda tal que ∂Ap = Bp−1 denota a p−1-superf́ıcie que é borda

de Ap, então, para qualquer p-superf́ıcie Np

P(∂N p) = (−1)pd(P(Np)). (2.27)

Essa propriedade é facilmente verificada usando o fato de que p-correntes são

distribuições e portanto tem suas propriedades definidas pela sua atuação dentro

de integrais envolvendo funções arbitrárias. Para uma (p−1)-forma Ap−1 qualquer

temos: ∫
MD

Ap−1 ∧P(∂N p) =

∫
∂N p

Ap−1 =

∫
Np
dAp−1

=

∫
MD

dAp−1 ∧P(Np)

= (−1)p
∫
MD

Ap−1 ∧ dP(Np), (2.28)

onde a propriedade (2.26) foi usada na primeira linha assim como o teorema de

Stokes, e na passagem para a última linha uma integração por partes foi realizada.

3. Fórmula de Poisson. Se Ap é uma p-forma qualquer então:∑
{Np}

δ(∗Ap −P(Np)) =
∑

{Q(D−p)}

e
2πi

∫
MD

P(Q(D−p))∧∗Ap , (2.29)

onde a soma formal é efetuada sobre todas as configurações das superf́ıcies in-

dicadas. Essa equação, conhecida como a fórmula de Poisson, pode ser provada
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formulando-se essas quantidades em uma rede de D-dimensões. Nesse caso a p-

forma Ap é uma variável real tomando valores em uma p-plaqueta da rede e as

p-correntes são variáveis inteiras associadas à p-plaquetas (que são as p-branas

na rede). As somas se tornam então somas sobre números inteiros e a integral

na exponencial é uma soma que varre todos os pontos da rede. Nesse contexto a

fórmula é facilmente verificada [32].

4. Se duas superf́ıcies contidas em MD possuem dimensões complementares (ou

seja, cuja soma é igual à dimMD = D) então em geral se interceptarão em um

número de pontos determinados e é posśıvel atribuir um número inteiro a essas

intersecções denominado intersection number e definido por

I(Ap,BD−p) =

∫
MD

P(Ap) ∧P(BD−p) = n ∈ Z. (2.30)

O sinal associado ao número é uma consequência da orientação definida pelo

espaço MD.

Relacionado a essa última propriedade está a definição de linking number. Se Ap e

BD−p−1 são superf́ıcies contidas em MD tal que dim Ap + dim BD−p−1 + 1 = dimMD

e se ∂Cp+1 = Ap então o linking number entre Ap e BD−p−1 é definido por

L(Ap,BD−p−1) = I(Cp+1,BD−p−1). (2.31)

2.3.2 Quantização da carga e simetria de brana

Observe que a eq.(2.27) consolida a idéia geométrica que temos de conservação de

correntes. Dizemos que uma corrente é conservada quando sua superf́ıcie de mundo

não tem borda, ou seja

d(P(Np)) = d∗Jp = 0. (2.32)

No caso eletromagnético, vemos que tanto a corrente elétrica definida por (2.20)

quanto a corrente magnética definida por (2.22) são conservadas pois d2 = 0. Essas
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observações nos permitem introduzir novamente o potencial A, pois generalizando o

lema de Poincaré para p-correntes podemos escrever

d∗Jp = 0⇒ ∗Jp = d∗Σp+1, (2.33)

onde Σp+1 é uma p + 1-corrente. A p + 1-superf́ıcie Poincaré-dual à Σp+1 tem como

borda a superf́ıcie Poincaré-dual à Jp. Dessa forma a equação (2.22) nos leva à

dF = g∗Jg = gd∗Σg ⇒ d(F − g∗Σg) = 0⇒ F = dA+ g∗Σg. (2.34)

A superf́ıcie Poincaré-dual a Σg tem como borda a superf́ıcie Poincaré-dual à corrente

magnética e portanto é imediatamente reconhecida como a superf́ıcie traçada pela corda

de Dirac [26]. Numa nomenclatura mais generalizada chamaremos essas superf́ıcies ou

suas respectivas correntes duais de branas de Dirac.

Observe que F , sendo um campo observável, tem que ser bem definido. Consequen-

temente A deve possuir singularidades onde Σg for não-nulo tal que F permaneça bem

definido.

A definição da brana de Dirac introduz uma nova ambiguidade na teoria além da

redundância de calibre. Vemos que Jg, um observável, permanece invariante sob a

transformação

∗Σg → ∗Σg + d∗Λg, (2.35)

onde Λg é uma 3-corrente. Para que a teoria seja consistente e F permaneça um

observável vemos que sob (2.35) A se transforma como

A→ A− g∗Λg. (2.36)

Denominamos esse tipo de transformação de transformação de brana. A importância

dessa simetria e sua independência em relação à simetria de calibre foi enfatizada por

Kleinert em [31], veja também [32].

Vamos agora estudar as consequências dessa nova simetria. Agora que fomos capazes

de reintroduzir o potencial A podemos construir um funcional de ação para o sistema.
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A ação (2.21) deve ser generalizada para uma ação invariante por transformações de

brana. Definimos então

SEM =

∫
M4

−1

2
(dA+ g∗Σg) ∧ ∗(dA+ g∗Σg) + eA ∧ ∗Je, (2.37)

onde Σg é a 2-corrente tal que ∗Jg = d∗Σg é a carga magnética. Vemos que extremizando

a ação com respeito a variações de A de fato obtemos a equação de movimento

d∗F = e∗Je, (2.38)

onde agora F = dA+ g∗Σg é o campo eletromagnético f́ısico. Temos ainda a identidade

que segue da definição de F

dF = g∗Jg. (2.39)

Mas a ação não parece ser invariante por transformações de brana devido ao último

termo. De fato a variação δB da ação devido à transformação (2.35) e (2.36) é

δBSEM = −eg
∫
M4

∗Λg ∧ ∗Je = −eg
∫
M4

P(B3
g) ∧P(A1

e)

= −egI(B3
g ,A1

e) = −egn (2.40)

onde n ∈ Z e usamos (2.30). AquiA1
e é a linha de mundo traçada pela carga elétrica e B3

g

é a superf́ıcie Poincaré-dual à 3-corrente Λg e representa o volume varrido ao deformar

a corda de Dirac. Vemos que a variação da ação é uma constante e portanto inócua

classicamente. No entanto, quanticamente a variação (2.40) poderia ser observada por

experimentos de interferência e a teoria seria inconsistente, pois essas transformações

representam apenas uma redundância nas variáveis. Como na formulação quântica a

ação é definida como uma fase a teoria será invariante e portanto consistente se

eg = 2πm; m ∈ Z, (2.41)

que é a conhecida condição de quantização de Dirac.

Observe que a simetria de brana magnética é realizada em (2.37) em uma estrutura

tipo Stuckelberg [33] (para uma discussão recente veja [34]). Veremos que esta estrutura
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dá origem ao fenômeno de pulo de posto, associado à geração de massa no sistema,

como consequência da condensação da brana magnética. O formalismo que descreve

este fenômeno é a prescrição de Julia-Toulouse que discutiremos na seção 3.3. Uma

consequência deste processo é a quebra espontânea da simetria de brana e o consequente

confinamento das cargas elétricas na nova fase condensada. Este é um dos resultados

originais que apresentaremos nesta tese.

2.3.3 Dualidade

O eletromagnetismo na presença de fontes também admite uma reformulação em termos

de variáveis duais. Da mesma forma que fizemos no caso livre podemos definir uma

ação mestra equivalente fisicamente à (2.37) introduzindo um campo auxiliar G

SM =

∫
M4

G ∧ ∗(dA+ g∗Σg) +
1

2
G ∧ ∗G+ eA ∧ ∗Je. (2.42)

As equações de movimento de G o vinculam totalmente a F = dA+g∗Σg e substituindo

em (2.42) reobtemos (2.37). Por outro lado, integrando por partes no primeiro termo

vemos que A se torna um multiplicador de Lagrange produzindo o v́ınculo

d†G = eJe ⇒ d∗G = −e∗Je. (2.43)

Segue que

d(∗G+ e∗Σe) = 0⇒ ∗G = −dB − e∗Σe, (2.44)

onde B é uma 1-forma introduzida devido ao lema de Poincaré. A ação dual fica

SM →
1

2
(G,G) + g(G, ∗Σg) = −1

2
(∗G, ∗G) + g(∗G,Σg)

= −1

2
(∗G, ∗G)− g(dB,Σg)− eg(∗Σe,Σg)

=

∫
M4

−1

2
(dB + e∗Σe) ∧ ∗(dB + e∗Σe) + gB ∧ ∗Jg, (2.45)

onde descartamos o último termo na penúltima linha pois, devido a quantização de Di-

rac, esse termo é um múltiplo de 2πn como já discutimos. Note que na formulação dual
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os acoplamentos têm seus papéis trocados: as cargas magnéticas aparecem acopladas

minimamente ao campo dual B e as cargas elétricas aparecem acopladas não minima-

mente. Cabe observar ainda que, da mesma forma que no caso livre, essas considerações

são trivialmente estendidas para p-formas em dimensões arbitrárias.

Discutimos até aqui a formulação clássica da teoria. No entanto a formulação

quântica pode ser formalmente definida através da função partição que tem a forma

geral:

Z =
∑
{Be}

∑
{Bg}

∫
DAei[SEM (A,Σe,Σg)+Se(Je)+Sg(Jg)], (2.46)

onde SEM(A,Σe,Σg) é dada por (2.37) ou sua dual (2.45) e Se(Je) e Sg(Jg) são ações

efetivas para as branas elétricas e magnéticas respectivamente que devem depender

apenas das quantidades invariantes de brana Je e Jg. As somas indicadas varrem todas

as configurações das superf́ıcies Poincaré-duais às correntes Σe e Σg (P(Be) = ∗Σe e

P(Bg) = ∗Σg) e, portanto, assim como a integral funcional sobre A, necessitam de um

fixador para eliminar a redundância na soma. Ou seja, as configurações fisicamente

relevantes são os invariantes de calibre e os invariantes de brana.

Os resultados que obtivemos sobre dualidade permanecem válidos quanticamente.

As quantidades relevantes na definição de um sistema quântico são os valores esperados

de operadores, então é natural questionarmos como essas quantidades se comportam sob

uma transformação de dualidade. Para operadores invariantes de calibre que dependem

localmente de A, ou seja, que são funções da curvatura F :

O(F ), (2.47)

os valores médios podem ser calculados no contexto da teoria mestra (2.42) substi-

tuindo as inserções desses operadores na função partição por inserções dos operadores

correspondentes ao mapa dual F ↔ G

O(F )→ O(G), (2.48)
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ou seja:

〈O(F )〉 =
∑
{Be}

∑
{Bg}

∫
DAO(F )ei[SEM (A,Σe,Σg)+Se(Je)+Sg(Jg)]

=
∑
{Be}

∑
{Bg}

∫
DADGO(G)ei[SM (A,G,Σe,Σg)+Se(Je)+Sg(Jg)]. (2.49)

O caso mais interessante porém são os operadores invariantes de calibre e não locais

como o loop de Wilson [35]:

W (C) = eiλ
∫
C A, (2.50)

onde λ é um parâmetro e C é um loop (topologicamente equivalente a S1). A superf́ıcie

C é Poincaré-dual à uma 1-corrente conservada J e portanto

W (C) = W (J) = e
i
∫
M4

A∧∗J
. (2.51)

A inserção desse operador portanto corresponde à introdução de um termo de acopla-

mento mı́nimo na ação e sabemos que esse tipo de acoplamento se manifesta como um

acoplamento não-mı́nimo na formulação dual. O acoplamento não-mı́nimo é uma ma-

nifestação da presença de um defeito no espaço como visto pelo campo dual ao campo

A. Portanto temos o curioso resultado que o valor esperado de um loop de Wilson

é representado no quadro dual pela inserção de defeitos (branas de Dirac) na teoria

(para uma discussão sobre isso veja as notas de Witten em [36], veja também [37, 18]).

Veremos um exemplo desse resultado no próximo caṕıtulo.

2.4 Sistemas planares

Pelas propriedades gerais de dualidade que discutimos no fim da seção (2.2) podemos

dizer que em 3D a descrição dual da teoria de Maxwell (originalmente feita em termos

de uma 1-forma) é dada em termos de uma 0-forma (lembre que D = p + q + 2 nesse

caso). Essa 0-forma é o campo escalar e portanto a teoria dual é a teoria de um

campo escalar não massivo. Ambos os modelos descrevem a propagação de um grau de

liberdade. Essa dualidade revela ainda que o foton em 3D tem spin 0.
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Na verdade qualquer part́ıcula não massiva em 3D tem spin nulo. A álgebra do

grupo de Poincaré é (seguiremos aqui o tratamento discutido em [38, 39])

[Jµ, Jν ] = iεµνρJρ, (2.52)

[Jµ, P ν ] = iεµνρPρ, (2.53)

[P µ, P ν ] = 0. (2.54)

Aqui Jµ = 1
2
εµνρLνρ, onde Lµν são os geradores das transformações de Lorentz e P µ

são os momentos. O único gerador de rotação é o pseudo-escalar J0 = L12 que induz

rotações no plano (em torno do eixo z “fict́ıcio”). As representações irredut́ıveis são

classificadas pelos autovalores dos dois Casimires do grupo:

P 2 = PµP
µ; W = PµJ

µ. (2.55)

W é um pseudoescalar pois Jµ é um pseudovetor. Estados de uma part́ıcula podem

ser classificados pelos autovalores desses operadores. Se Φ é o estado de uma part́ıcula

massiva então

P 2Φ = m2Φ; WΦ = −smΦ, (2.56)

onde m é identificado com a massa da part́ıcula e s seu spin. Como o único gerador de

rotações é um pseudo-escalar o conceito de helicidade (definido como a projeção do spin

na direção do momento) não faz sentido em 3D e vemos que para uma part́ıcula não

massiva não existe nenhuma noção de graus de liberdade internos associados à rotação,

portanto a part́ıcula terá spin nulo.

Teorias com spin não nulo podem ter propriedades curiosas. O grupo de Poincaré

é composto de translações espaço-temporais, boosts de Lorentz e rotações no plano

(SO(2)). O fato do grupo de rotações ser abeliano é o que gera todas as propriedades

curiosas das posśıveis excitações fundamentais nessa dimensionalidade. Uma vez que

não existem restrições impostas pela álgebra do momento angular (que é um pseudo-

escalar aqui), o spin de uma part́ıcula pode tomar qualquer valor. Essa é a origem

das part́ıculas com estat́ıstica fracionária denominadas ânions. Um ponto importante
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a notar é que a operação de paridade não é a convencional ~x→ −~x pois esse é um caso

especial de rotação nesse caso. Paridade e inversão temporal são definidos em 3D da

forma:

P : (t, x, y)→ (t,−x, y), (2.57)

T : (t, x, y)→ (−t, x, y), (2.58)

ou seja, inversão temporal é definida da forma usual mas a paridade é definida como

a inversão com respeito a um eixo espacial (nessa definição escolhemos inversões com

respeito ao eixo y, mas isso é apenas uma convenção). Essas operações são responsáveis

pela inversão do spin.

Um outro fato curioso em 3D é que a teoria de Proca, que possui simetria de

paridade e descreve dois graus de liberdade com spin 1, pode ser fatorada em dois

setores independentes que descrevem part́ıculas com spins opostos e paridade definida

de tal forma que a operação de paridade mapeia um setor no outro. Explicitamente, a

ação de Proca em 3D é definida por (métrica (−,+,+))

SProca =

∫
M3

−1

2
dA ∧ ∗dA− m

2
A ∧ ∗A, (2.59)

como já sabemos uma forma equivalente a essa pode ser obtida introduzindo-se um

campo auxiliar

SProca → (G, dA) +
1

2
(G,G)− m

2
(A,A), (2.60)

onde G é uma 2-forma. Neste ponto tomamos um outro caminho pois nosso intuito não

é obter a formulação dual (que sabemos ser a própria teoria de Proca pois D = p+q+1 e

D = 3; p = 1⇒ q = 1). Nosso objetivo é fatorar a ação em dois termos independentes

e isso pode ser feito através de uma redefinição de variáveis; uma rotação no espaço dos

campos

∗G =
1

2
(A+ − A−),

A =
1

2m
(A+ + A−). (2.61)
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Obtemos assim:

SProca → −(∗G, ∗dA)− 1

2
(∗G, ∗G)− m

2
(A,A)

= − 1

4m
(A+ − A−, ∗d(A+ + A−))

− 1

4
(A+, A+)− 1

4
(A−, A−)

= − 1

4m
(A+,

∗dA+)− 1

4
(A+, A+)

+
1

4m
(A−,

∗dA−)− 1

4
(A−, A−)

=
1

2
S+
AD(A+) +

1

2
S−AD(A−), (2.62)

onde na passagem para a penúltima linha usamos o fato de que (A+,
∗dA−) = −(A−,

∗dA+),

de forma que termos cruzados se cancelam. Portanto de fato a ação de Proca se fatora

em dois termos independentes dados por (note que (A, ∗dA) = −
∫
M3

A ∧ dA):

S±AD(f) =

∫
M3

−1

2
f ∧ ∗f ± 1

2m
f ∧ df. (2.63)

Este procedimento de fatoração é conhecido como projeção dual [40, 41]. Para um

determinado sinal (que está relacionado à orientação do spin) a ação definida acima é

conhecida como auto-dual (AD) e foi primeiramente introduzida em [42]. Esse modelo

é consistente e descreve a propagação de um grau de liberdade com spin definido.

A operação de paridade mapeia S+
AD ↔ S−AD. A denominação “auto-dual” é uma

consequência das equações de movimento dadas por

∗f = ± 1

m
df =

(
∓ 1

m
d∗
)
∗f, (2.64)

ou seja, existe um operador induzido pelas equações de movimento que tem como

ponto fixo ∗f . Esse operador pode ser visto de certa forma como a “raiz quadrada” do

operador Laplaciano (∆ ≡ dd† + d†d) nesta particular situação. Observe que segue de

(2.64) que d∗f = 0 então aplicando novamente o operador obtemos(
∓ 1

m
d∗
)
∗f =

(
1

m2
d∗d∗

)
∗f =

(
1

m2
dd†
)
∗f =

1

m2
∆∗f = ∗f. (2.65)
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Ou seja, como qualquer campo massivo, f satisfaz a equação de Klein-Gordon. Diz-se

também que a AD é a raiz quadrada da Proca.

O termo

SCS(f) =

∫
M3

1

2m
f ∧ df, (2.66)

que figura na ação da AD é conhecido como o termo de Chern-Simons (CS) [43]. Esse

termo é o responsável pela quebra de P e T e é muito importante observar que por ser de

ordem primeira em derivadas ele aparecerá em qualquer teoria efetiva eletromagnética

de longa distância que viole P e T em 3D. Observe que ele não depende da métrica pois é

naturalmente uma 3-forma não necessitando do operador Hodge-dual em sua definição,

por isso ele é classificado como um termo topológico. Uma consequência imediata que

segue é que, por não depender da métrica, a teoria de CS possui Hamiltoniano nulo.

Isso significa que não existem graus de liberdade propagantes na teoria de CS pura.

Em espaços com topologia não trivial (como um torus por exemplo), a teoria de

CS carrega informações sobre a degenerescência dos estados de energia que surgem

como consequência da topologia do espaço no qual a teoria é definida [44]; nesse con-

texto ele está associado a diversos fenômenos de muito interesse atual relacionados

com o conceito de ordem topológica [45, 46]. Esse tipo de ordem se manifesta numa

degenerescência do estado fundamental da teoria, mas, diferentemente dos casos mais

familiares envolvendo a quebra espontânea de uma simetria onde essa degenerescência

também ocorre, a ordem topológica não pode ser caracterizada por um parâmetro de

ordem, mas está relacionada com o comportamento coletivo de excitações efetivas com

números quânticos fracionários [47]. Isso ocorre em fenômenos planares em matéria

condensada, mais notavelmente, mas não exclusivamente, no efeito Hall quântico fra-

cionário [46]. Também diretamente relacionado a essas considerações está o conceito

de estat́ıstica fracionária que tem sua encarnação no conceito de ânions [49]. Recente-

mente excitações aniônicas, mais precisamente em sua versão não-abeliana relacionada

à versão não-abeliana do termo de CS, adquiriram ainda mais destaque devido a sua

posśıvel aplicação na implementação de algoŕıtimos quânticos que resultam ser prote-
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gidos topologicamente contra erros [50].

Uma vez que o termo de CS não contem informação f́ısica em um espaço trivial,

vamos adicionar esse termo à ação AD de tal forma que a única relação com o setor

AD seja seu coeficiente:

S±AD+CS =

∫
M3

−1

2
f ∧ ∗f ± 1

2m
f ∧ df ∓ 1

2m
g ∧ dg. (2.67)

Em um procedimento inverso ao da projeção dual, conhecido como “solda” [51, 52, 53],

podemos efetuar uma redefinição de variáveis

f =
m

2
(C +B),

g =
m

2
(C −B). (2.68)

Observe que sob essa redefinição∫
M3

− 1

2m
f ∧ df +

1

2m
g ∧ dg =

1

2m
(f, ∗df)− 1

2m
(g, ∗dg) =

m

2
(C, ∗dB), (2.69)

onde usamos o fato de que (f, ∗dg) = (g, ∗df). A ação portanto fica

S±AD+CS = −m
2

8
(B + C,B + C)∓ m

2
(C, ∗dB). (2.70)

Portanto, C é um campo auxiliar e pode ser eliminado pelas suas equações de movimento

δCS
±
AD+CS = −m

2

4
(δC,B + C)∓ m

2
(δC, ∗dB) = 0, (2.71)

ou

C = −B ∓ 2

m
∗dB. (2.72)

Substituindo esse resultado na ação ficamos com

S±AD+CS →
∫
M3

−1

2
dB ∧ ∗dB ∓ m

2
B ∧ dB = S∓MCS. (2.73)

Essa ação define o modelo de Maxwell-Chern-Simons (MCS) [54, 55]. Acabamos de

constatar portanto que esse modelo é equivalente ao modelo AD [56] desde que ambos

sejam definidos em um espaço topologicamente trivial. Em outras palavras, qualquer
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informação adicional contida na MCS em relação a AD é de caráter puramente to-

pológico. Nesse preciso sentido esses dois modelos são duais. De fato ambas as teorias

descrevem um grau de liberdade massivo com massa m e com spin 1 definido (+1 ou

−1) de acordo com o sinal do termo de CS. Consequentemente a teoria quebra as

simetrias de paridade e inversão temporal. Note que a teoria MCS possui simetria de

calibre (no ńıvel da ação), propriedade essa não compartilhada por sua dual, o modelo

AD. Essa redundância de calibre é precisamente a única informação extra trazida pelo

termo de CS puro nesse caso.

Cabe observar ainda que a dualidade entre a teoria do campo escalar não massivo

e a teoria de Maxwell, que ocorre nessa dimensionalidade, segue como caso especial da

dualidade MCS − AD discutida anteriormente. De fato, se m → 0, vemos que (2.73)

se reduz à teoria de Maxwell. Do outro lado da dualidade, eq. (2.67), o termo de CS

se tornará singular exceto se f → dφ, onde φ é uma 0-forma, caso em que se anula (o

mesmo ocorre para g). Portanto a teoria resultante é a teoria do campo escalar dada

apenas pelo primeiro termo de (2.67) com f = dφ.

A teoria MCS pode ser vista ainda como uma modificação da teoria de Maxwell.

Essa modificação envolve obviamente a quebra das simetrias P e T ; de fato a eletro-

dinâmica quântica em 3D (QED3) com fermions massivos naturalmente viola as sime-

trias de paridade e inversão temporal. Isso é uma consequência das propriedades dos

férmions em 3D. A representação irredut́ıvel das matrizes de Dirac em 3D consiste de

matrizes 2×2 significando que a representação mı́nima fermiônica é através de spinores

de 2 componentes. Fisicamente isso significa que férmions nessa representação mı́nima

têm spin com orientação definida. Em 4D, a representação mı́nima spinorial possui 4

componentes, o spinor carrega informações sobre o férmion e sua anti-part́ıcula e sobre

suas duas orientações posśıveis de spin, dáı as 4 componentes. Unitariedade demanda

que em uma teoria quântica relativ́ıstica existam anti-part́ıculas e isso não é diferente

em 3D, portanto as duas componentes da representação mı́nima spinorial precisam con-

ter informações sobre as anti-part́ıculas o que não deixa espaço para informações sobre

a orientação do spin.
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Vamos estudar como esse comportamento fermiônico peculiar se manifesta na QED3

definida pela ação

SQED3 =

∫
M3

−1

2
dA ∧ ∗dA−

∫
M3

d3xψ̄(D/+M)ψ, (2.74)

onde D/ = γµ(∂µ + ieAµ) é o operador de Dirac, Aµ são as componentes do potencial

eletromagnético A; e e M são a carga e a massa do férmion respectivamente e ψ é

um spinor de 2 componentes, com ψ̄ = ψ†iγ0. A carga elétrica tem dimensão de

massa = 1
2
. As matrizes de Dirac são definidas como um conjunto de matrizes (2× 2)

linearmente independentes que satisfazem {γµ, γν} = 2gµν , [gµν ] = diag (−1,+1,+1).

Uma representação posśıvel em termos das matrizes de Pauli é

γ0 = −iσ3 =

(
−i 0
0 i

)
γ1 = σ2 =

(
0 −i
i 0

)
γ2 = −σ1 =

(
0 −1
−1 0

)
. (2.75)

Sob a transformação de paridade e inversão temporal definidas em (2.57), o termo de

massa fermiônico se transforma como

P : ψ̄ψ → −ψ̄ψ, (2.76)

T : ψ̄ψ → −ψ̄ψ. (2.77)

Essas são exatamente as mesmas transformações do termo de CS e exatamente por isso

a teoria MCS é uma teoria efetiva para a QED3. A origem f́ısica da quebra de P e

T é muito clara. Em geral o operador momento angular pode ser escrito como a soma

direta de uma parte orbital e uma parte representando o momento angular interno (o

spin; responsável pelas posśıveis transformações não triviais sob rotação da “estrutura

interna” da part́ıcula). Atuando em um estado de uma part́ıcula, convenientemente

expresso na representação dos momentos, Jµ tem a forma geral

Jµ = −iεµνρpν
∂

∂pρ
⊗ 1+ 1⊗ iλ̂µ, (2.78)

onde λ̂µ representa a atuação nas componentes internas do estado de uma part́ıcula.

No caso do férmion temos

iλ̂µ → 1

2
σ3, (2.79)
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e portanto a densidade de spin é dada por

1

2
ψ†σ3ψ =

1

2
ψ̄ψ, (2.80)

ou seja, o termo de massa é proporcional à densidade de spin e portanto, como T e P

invertem o spin, essa é a razão da quebra dessas simetrias. Uma vez que definimos o

sinal da massa definimos uma orientação fixa para o spin.

A ação de MCS surge então como uma teoria efetiva em baixas energias da QED3.

A teoria efetiva é constrúıda considerando férmions muito massivos de forma que estados

fermiônicos não façam parte do conjunto de estados assintóticos da teoria. No entanto

sua contribuição não é apagada completamente pois flutuações quânticas fermiônicas

precisam ser levadas em consideração. Matematicamente estamos apenas descrevendo o

processo de integrar os férmions na integral funcional e considerar apenas contribuições

de mais baixa ordem em uma expansão no inverso da massa fermiônica. A ação efetiva

é dada por

eiSeff (A) =
1

Z

∫
Dψ̄Dψe−i

∫
M3

d3xψ̄(D/+M)ψ
= det(D/+M), (2.81)

onde posśıveis fatores de normalização foram omitidos. O determinante fermiônico é

uma soma de contribuições de 1-loop fermiônico com inserções de campos externos A.

Esquematicamente

Seff (A) = −i ln det(D/+M) = −iT r ln(D/+M)

= −iT r ln(∂/+M)− iT r
(

1

∂/+M
ieA/

)
− i

2
Tr

(
1

∂/+M
ieA/

1

∂/+M
ieA/

)
+ . . . (2.82)

onde o śımbolo Tr significa uma integral sobre os momentos e o traço sobre as matrizes

de Dirac. O primeiro termo na expansão não depende de A e pode ser absorvido na

definição da ação efetiva, o segundo termo é tipo tadpolo e se anula ao integrar sobre

os momentos, o terceiro termo é quadrático em A e vai fornecer o termo de CS além de

uma renormalização de ordem 1
M

no termo F 2. Todas as contribuições codificadas em
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. . . são de ordem superior em 1
M

. Portanto a única contribuição de ordem mais baixa de

fato é o termo de CS. Podemos fazer o cálculo expĺıcito e determinar o coeficiente do

termo1 mas como a carga elétrica tem dimensão de massa = 1
2

vemos imediatamente

que, a menos de uma constante numérica de ordem 1, o termo de CS obtido desse

cálculo será

Seff (A) ' e2 M

|M |

∫
A ∧ dA. (2.83)

Um fato interessante é que mesmo se a massa dos férmions for nula ocorrerá uma

violação de T e P devido a efeitos quânticos. Esse fenômeno é denominado anomalia de

paridade [57, 58] e tem origem no fato de que a teoria com férmions de massa nula não é

bem definida no infra-vermelho e precisa ser regularizada. Ao considerar a contribuição

dos férmions através do cálculo do determinante fermiônico não é posśıvel manter a

simetria de paridade e a simetria de calibre num mesmo processo de regularização.

Como o determinante codifica a contribuição da dinâmica fermiônica, a simetria de

calibre tem que ser preservada pois nada mais é que uma redundância na escolha de

variáveis e nenhum processo f́ısico pode influir nisso. A regularização de Pauli-Villars

é então adotada pois preserva simetria de calibre. Essa regularização consiste na in-

trodução de graus de liberdade fermiônicos muito massivos que no final dos cálculos são

desacoplados da teoria fazendo a massa tender ao infinito tornando-os dinamicamente

inertes. O curioso é que nesse processo um termo sobrevive proporcional ao sinal da

massa e ao quadrado da carga elétrica, esse é o termo de CS (2.83).

1faremos explicitamente um cálculo semelhante mais a frente em um sistema em 2D



Caṕıtulo 3

Modelos confinantes e defeitos

3.1 Introdução

Neste caṕıtulo nós vamos estudar diversos modelos que apresentam o fenômeno do con-

finamento. Sugerimos que o regime confinante seja caracterizado pelo que denominamos

de quebra espontânea da simetria de brana. Este fenômeno é induzido pelo processo

de proliferação de defeitos no sistema. Desenvolveremos um formalismo para descrever

este processo que generaliza a prescrição de Julia-Toulouse, introduzido originalmente

como o dual do mecanismo de Higgs. A generalização que propomos torna posśıvel a

aplicação desta prescrição para condensados mais gerais que violam simetrias espaço-

temporais. Isso nos permitirá abordar o problema da definição de defeitos magnéticos

na presença do termo de CS em (2 + 1)D.

A seguir discutiremos primeiramente o modelo do supercondutor. Comentaremos os

aspectos f́ısicos do supercondutor que conduzem naturalmente à presença de vórtices,

que surgem como defeitos topológicos no sistema. Estes vórtices constituem a base

para a construção da corda confinante responsável pelo potencial linear entre mono-

polos estáticos imersos no supercondutor. Calcularemos explicitamente este potencial

para o modelo de Higgs abeliano. Discutiremos então a importante relação entre flu-

xos magnéticos e correntes elétricas que são representações “duais”, conectadas pela

fórmula de Poisson, caracterizando um mesmo estado f́ısico de um sistema. Este estado

f́ısico forma a ponte entre o estado dilúıdo e o estado condensado. Estas observações



40

fundamentam nossa generalização da prescrição de Julia-Toulouse. A seguir apresen-

taremos a formulação da prescrição de Julia-Toulouse já nesta linguagem mais geral

discutindo seu papel como um gerador de modelos. Finalmente vamos estudar modelos

em (2 + 1)D. Começaremos revisando o modelo de Polyakov da QED compacta aten-

tando agora para os conceitos introduzidos e discutidos anteriormente. Vamos mostrar

em particular como a prescrição de Julia-Toulouse se manifesta neste caso. Mostra-

remos ainda que a prescrição de Julia-Toulouse generalizada encontra uma aplicação

natural no estudo de estados hierárquicos do efeito Hall quântico fracionário. Por último

discutiremos a teoria topologicamente massiva de MCS argumentando que assim como

em outros exemplos estudados anteriormente, este modelo exibe confinamento devido

à quebra espontânea da simetria de brana.

3.2 O modelo de Ginzburg-Landau

Nesta seção vamos discutir o fenômeno da supercondutividade apontando sua im-

portância para o entendimento fenomenológico do confinamento. Como ocorre com

qualquer sistema termodinâmico, o fenômeno da supercondutividade pode ser caracte-

rizado efetivamente por certas variáveis macroscópicas. Uma propriedade muito curiosa

deste sistema é que além das variáveis mais comuns, como por exemplo temperatura e

pressão, o supercondutor é caracterizado por um campo escalar complexo. De forma

análoga a temperatura e a pressão, que são manifestações efetivas de propriedades mi-

croscópicas, o campo escalar também tem origem microscópica na bem estabelecida

teoria BCS de Bardeen, Cooper e Schrieffer [59, 60, 61] e constitui uma representação

efetiva dos pares de Cooper. A discussão a seguir é baseada principalmente em [62] e

[63].

O estado supercondutor se estabelece quando as seguintes condições se tornam fa-

voráveis energeticamente:

|φ| = v, (3.1)

dAφ ≡ dφ− ieAφ = 0, (3.2)
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onde φ é o campo escalar complexo que caracteriza o condensado de pares de Cooper,

v é uma constante real positiva determinada em função das propriedades do material

supercondutor e da temperatura, e é a carga do par de Cooper (= 2 vezes a carga

do elétron) e A é o potencial eletromagnético. A equação (3.1) significa que o estado

supercondutor é um estado coerente de pares de Cooper, um condensado elétrico.

Um dos fenômenos mais caracteŕısticos de um supercondutor é o efeito Meissner.

Este efeito segue como consequência imediata do fato de que φ 6= 0 e dAφ = 0 em um

supercondutor,

dAφ = 0⇒ d2
Aφ = −ieφdA− iedφ ∧ A− ieA ∧ dφ = −ieφF = 0, (3.3)

onde F = dA. Ou seja, F será nulo sempre que φ 6= 0. É esta propriedade que torna

os supercondutores tão especiais. Em um condutor perfeito apenas o campo elétrico é

nulo mas em um supercondutor o campo eletromagnético total se anula.

Este efeito é consequência de um balanço energético e pode ser violado se o campo

eletromagnético for muito intenso. Para entender isso de forma mais precisa vamos

considerar o sistema em um regime estacionário de forma que o campo eletromagnético

tenha apenas a contribuição magnética. Podemos escrever a forma mais simples do

funcional de energia que favorece a configuração dada pelas equações (3.1) e (3.2)

E[φ,A] =

∫
IR3

d3x

(
1

2
~B2 +

1

2
|∂iφ− ieAiφ|2 +

λ

4

(
|φ|2 − v2

)2
)
, (3.4)

onde i = x, y, z e acrescentamos a contribuição usual da energia magnética. Este funci-

onal define o que é conhecido como modelo de Ginzburg-Landau [64, 65]. Certamente

podeŕıamos propor outras estruturas mais complicadas para descrever o supercondu-

tor. Desde que tenham como mı́nimo as equações (3.1) e (3.2) todos esses modelos

resultariam na supercondutividade.

O efeito Meissner pode ser visto como uma competição energética entre o campo

magnético e o condensado de Cooper. Em (3.4) um parâmetro λ arbitrário foi in-

troduzido. Este deve ser obtido experimentalmente. Este parâmetro representa uma

informação extra introduzida pela formulação via funcional de energia. A informação
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é justamente sobre o peso energético relativo das contribuições magnética e do conden-

sado. Mais precisamente, vimos pela (3.3) que se φ 6= 0 o campo magnético se anula

no supercondutor. O custo energético para expulsar o campo ~B do supercondutor é da

ordem de V
2
~B2 onde V é o volume da amostra supercondutora. Segue ainda que a única

forma de ter um campo magnético não-nulo dentro da amostra é se φ = 0 e o custo

energético desta condição é V
4
λv4. Podemos concluir portanto que o efeito Meissner irá

ocorrer se | ~B| < | ~Bc| =
√

λ
2
v2.

Mas o que acontece se | ~B| > | ~Bc|? Neste caso o efeito Meissner deixa de ocorrer

e o campo magnético é capaz de penetrar na amostra. No entanto, isso não necessa-

riamente implica a destruição total da fase supercondutora pois existe a possibilidade

de que φ = 0 apenas em alguns pontos. A questão é se esta possibilidade representa

uma configuração energeticamente finita e estável, ou seja, se esta configuração é uma

solução das equações que minimizam o funcional (3.4). Para que a energia seja finita, o

integrando em (3.4) deve se anular assintoticamente. Portanto as equações (3.1) e (3.2)

devem ser satisfeitas no infinito. A equação (3.1) nos diz que φ → veiθ(x) no infinito

enquanto a equação (3.2) determina A em função de φ. O infinito de IR3 é a esfera S2

e portanto o campo φ estabelece um mapa S2 → U(1) com U(1) parametrizado por

θ. Este mapa pertence a classe de homotopia Π2(U(1)) = 0 cujo único elemento é o

mapa trivial. Uma vez que o funcional de energia não diferencia os elementos da classe

a única solução posśıvel é o vácuo neste caso.

Observe que estamos efetivamente considerando um sistema de volume infinito e por

isso a condição de energia finita se traduz no comportamento assintótico dos campos

que acabamos de discutir. No entanto é mais realista exigir apenas que as densidades

de energia se mantenham finitas no limite termodinâmico de volume infinito. Com

isso em mente podemos de fato obter um resultado mais interessante. Considere uma

configuração invariante por translações em uma determinada direção, digamos, a direção

z. Neste caso os campos não dependem da coordenada z e ficamos com uma densidade
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linear de energia dada por

E [φ,A] =

∫
IR2

d2x

(
1

2
B2 +

1

2
|∂aφ− ieAaφ|2 +

λ

4

(
|φ|2 − v2

)2
)
, (3.5)

onde a = x, y e B = Bz. Agora o infinito espacial é S1 e o campo assintótico φ→ veiθ(x)

estabelece um mapa S1 → U(1) cujo grupo de homotopia Π1(U(1)) = Z é não trivial.

Os diferentes mapas neste grupo são diferenciados pelo número de voltas que um ćırculo

S1 pode dar ao ser “enrolado” no outro ćırculo U(1) = S1 (winding number). Mapas

com diferentes winding numbers não podem ser deformados um no outro e pertencem

a classes diferentes. As soluções então podem ser rotuladas por números inteiros. A

equação (3.2) nos diz que no infinito S1 devemos ter

A = − i

ev2
φ̄dφ→ Aa =

1

e
∂aθ, (3.6)

onde φ̄ é o complexo conjugado de φ. Segue que∫
d2xB =

∫
S1

A =
2π

e
n; n ∈ Z. (3.7)

A configuração que estamos procurando portanto possui um fluxo magnético ao longo

da direção z cujo fluxo por uma seção perpendicular é quantizado por números inteiros

que classificam as diferentes classes de homotopia. Observe que este fluxo é exatamente

o produzido por monopolos de Dirac obedecendo a condição de quantização (2.41).

O comportamento assintótico discutido acima indica que as soluções não-triviais

que procuramos podem ser detectadas em grandes distâncias por fluxos magnéticos

não nulos, sinalizando o fato de que estas soluções representam vórtices no condensado.

Estes vórtices são conhecidos como vórtices de Abrikosov [66, 67]. Obviamente no centro

do vórtice, onde se localiza o campo magnético, φ = 0. Para uma solução tipo vórtice

podemos ainda impor simetria de rotação em torno do eixo z e eliminar mais uma

coordenada de forma que os campos só dependam da coordenada radial r2 = x2 + y2.

Uma posśıvel maneira de parametrizar as soluções tipo vórtice é definindo o ansatz

(para n = 1):

φ(r) = vh(r)eiθ; Aa =
1

e
∂aθf(r), (3.8)
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onde h(r) e f(r) são funções a serem determinadas numericamente. Estas funções se

anulam em r → 0 e tendem a 1 em r → ∞. Em termos destas variáveis o funcional

densidade de energia fica:

E [h, f ] = 2π

∫
dr r

[
1

2e2

1

r2

(
df

dr

)2

+
v2

2

((
dh

dr

)2

+
h2(1− f)2

r2

)
+
λv4

4e2

(
h2 − 1

)2

]
.(3.9)

Vamos considerar dimensões canônicas para os campos de forma que A e φ tenham

dimensão de massa = 1, dessa forma o único parâmetro dimensional é v com dimensão

de massa = 1. Podemos colocar a expressão acima numa forma mais conveniente

definindo a variável adimensional s = evr:

E [h, f ] = πv2

∫
ds s

[
1

s2

(
df

ds

)2

+

((
dh

ds

)2

+
h2(1− f)2

s2

)
+

λ

2e2

(
h2 − 1

)2

]
(3.10)

= v2κ, (3.11)

onde κ é um número positivo adimensional determinado pelas soluções h e f e pelas

propriedades do material supercondutor codificados no parâmetro λ
e2

. A expressão

acima mostra que este é o único parâmetro relevante para a descrição do sistema.

Para entender o significado deste parâmetro é interessante estudar o comportamento

do supercondutor nas vizinhanças de um vórtice. Como F = 0 no supercondutor, A

é equivalente por transformações de calibre a A = 0 e podemos escolher o calibre

tal que esta condição seja satisfeita. Neste calibre φ é constante e podemos escolher

ainda φ = v, por uma transformação global da fase (uma transformação de calibre

adicional que mantém A = 0). O comportamento próximo ao vórtice pode ser analisado

perturbando esta solução; escrevendo φ = v + ρ e considerando a energia em ordem

mais baixa em ρ e A. A energia toma a forma

E[φ,A]→
∫

IR3

d3x

(
1

2
~B2 +

v2e2

2
~A2 +

1

2
(∇ρ)2 + v2λρ2

)
, (3.12)

que nos diz que as excitações associadas a A e ρ são massivas com massas MA = ve e

Mρ =
√

2λv respectivamente. Vemos então que o parâmetro que figura em (3.10) está

relacionado com a razão destas massas:

M2
ρ

M2
A

=
2λ

e2
. (3.13)
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O comportamento do supercondutor para | ~B| > | ~Bc| pode ser caracterizado pela

sua resposta à configuração de vórtices. O parâmetro Mρ

MA
, sendo adimensional, sugere

que algo especial aconteça quando Mρ

MA
= 1, de fato este é o ponto que marca a diferença

entre um supercondutor tipo I e um supercondutor tipo II [67] (veja também o Cap 21.6

de [68]). Para um supercondutor tipo I, Mρ < MA e é posśıvel mostrar que neste caso

os vórtices se atraem. Como consequência da atração entre os vórtices rapidamente

se forma uma região macroscópica com φ = 0 e a fase supercondutora é destrúıda.

Num condutor tipo II, no entanto, temos MA < Mρ e os vórtices se repelem. Para um

campo suficientemente forte a supercondutividade também será destrúıda mas neste

caso é posśıvel que uma configuração estável se estabeleça e o estado supercondutor

seja mantido na amostra exceto no centro dos tubos de fluxo que terão uma espessura

da ordem de 1
Mρ

.

Voltando à expressão (3.10), vemos portanto que em um supercondutor a energia

de um vórtice é dada por

E = σL, (3.14)

onde L é o comprimento do tubo de fluxo. σ = v2κ é um número real positivo e pode

ser interpretado como a tensão da corda representando o tubo em um limite em que

sua espessura é despreźıvel. Este comportamento da energia é caracteŕıstico de um

estado confinante. Mas neste caso o que está sendo confinado? Comentamos acima

que o fluxo magnético no tubo de fluxo é exatamente o produzido por um monopolo

magnético. Imagine que este de fato seja o caso, ou seja, que temos um monopolo

com carga g e um antimonopolo com carga −g ambos imersos num supercondutor.

Pelo que acabamos de discutir a configuração energeticamente favorável é a formação

de um tubo de fluxo magnético conectando os dois monopolos que passam a interagir

com uma energia proporcional à distância entre eles e isso define o que chamamos de

confinamento.

Este mecanismo de confinamento foi primeiramente proposto por Nambu [69], ’t Ho-

oft [70, 71] e Mandelstan [72, 73, 74] (veja [75] para uma revisão) que introduziram a
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idéia de que o vácuo da QCD no regime de baixas energias seria um estado supercondu-

tor dual, ou seja, um estado com um condensado não nulo de cargas (cromo-)magnéticas.

A inserção de cargas com cor neste condensado cria tubos de fluxo (cromo-)elétricos

(“efeito Meissner dual”) confinando as cargas. Esta formulação é exatamente o que

fizemos acima para o supercondutor usual, apenas trocando os rótulos: elétrico ↔

magnético. Obviamente isto é fundamentado na dualidade eletromagnética que discu-

timos no Cap. 2.

Um fato interessante e potencialmente revelador é que todos os cenários que admi-

tem uma descrição anaĺıtica do confinamento envolvem o comportamento coletivo de

excitações magnéticas, seja em forma de um gás ou de um condensado. Isso ocorre

também no modelo de Polyakov em 3D [76, 77, 78], que discutiremos mais à frente, e

ainda no modelo de Yang-Mills superssimétrico N = 2 de Seiberg e Witten [14]. Vere-

mos ainda que conclusões similares são obtidas em teorias envolvendo o termo de CS

[79].

Este cenário de confinamento é necessariamente abeliano. De fato a própria de-

finição dos monopolos só faz sentido em um contexto abeliano. Mesmo os monopolos

de ’t Hooft-Polyakov [80, 81] do modelo de Georgi-Glashow (um modelo não-abeliano),

que são nada mais que soluções clássicas semelhantes à que discutimos acima para

os vórtices, só se revelam como monopolos no limite infra-vermelho (IV) de longas

distâncias onde podemos definir uma estrutura abeliana e detectar os monopolos através

de seus fluxos magnéticos. Fluxo este definido com o aux́ılio de um campo magnético

efetivo constrúıdo com os campos da teoria. A QCD é uma teoria não-abeliana. O

que sustenta a aplicabilidade destas idéias à QCD é a hipótese da dominância abeliana.

Um dos métodos mais eficientes para revelar os monopolos de uma teoria não-abeliana

é o método da projeção abeliana [163, 164] cuja idéia é fixar o calibre da teoria original

(não-abeliana) reduzindo-a ao seu subgrupo maximal abeliano e eliminar os campos

de calibre não-diagonais. A teoria resultante dessa projeção abeliana contém os mo-

nopolos necessários para o confinamento. Dominância abeliana é a hipótese de que a

teoria resultante da projeção abeliana contém toda informação relevante ao problema
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do confinamento de forma que este seria um problema essencialmente abeliano estando

mais relacionado com a estrutura topológica da teoria caracterizada pela presença de

defeitos. Essa hipótese vem sendo confirmada por cálculos numéricos na rede [82, 83].

Uma pequena revisão da idéia de projeção abeliana se encontra no apêndice B.

3.2.1 O potencial confinante

Vimos que a existência das soluções tipo vórtice no modelo de Ginzburg-Landau que

acabamos de discutir resulta da relação entre a topologia do espaço assintótico e o

grupo de simetria no infravermelho. Neste caso o grupo de simetria no infravermelho

resultou ser o grupo U(1) pois exigimos apenas que as equações (3.1) e (3.2) fossem

satisfeitas assintoticamente e estas equações são invariantes por transformações φ →

eiχφ e A → A + 1
e
dχ. Ou seja, o vácuo da teoria é uma variedade topologicamente

equivalente a U(1) = S1. Pelo fato do espaço assintótico, do ponto de vista do funcional

densidade de energia, ser também topologicamente equivalente a S1 fomos capazes

de inferir que existe uma solução topologicamente estável classificada pelas classes de

homotopia Π1(U(1)) = Z. Estas considerações são de fato bem gerais. Em uma teoria

qualquer, os diferentes vácuos podem ser conectados por transformações geradas por

um grupo de simetria G, mas em uma situação geral pode ocorrer a quebra da simetria

para um subgrupo H na região de baixas energias da teoria. O vácuo será invariante

por H e consequentemente o espaço do vácuo será homeomórfico a G/H. Os posśıveis

defeitos serão então classificados pelos grupos de homotopia Πn(G/H). O ı́ndice n nesta

expressão se refere a espaços assintóticos topologicamente equivalentes a esfera Sn. Se

estes grupos forem não triviais então existe a possibilidade de encontrar soluções que

podem ser identificadas pelos fluxos não nulos que produzem através das superf́ıcies

Sn que englobam os defeitos (para discussões gerais sobre estes argumentos veja por

exemplo [84, 85, 160, 164]).

No infravermelho essas soluções clássicas se apresentam como objetos sem estrutura

interna correspondendo a singularidades no espaço e são representadas pelas p-correntes

que discutimos no caṕıtulo anterior. Vamos agora voltar ao nosso exemplo do super-
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condutor e escrever uma teoria efetiva para o limite IV. Observe que a energia (3.4)

pode ser vista tanto no contexto de um sistema termodinâmico descrevendo um estado

estacionário a temperatura finita ou simplesmente como o limite estático de uma teoria

definida no espaço-tempo em 4D. Se este espaço-tempo tem métrica de Minkowski o

sistema é conhecido como o modelo de Higgs abeliano. No caso termodinâmico o limite

IV corresponde ao limite de baixas temperaturas. Consideraremos nesta argumentação

inicial a extensão relativ́ıstica dada pelo modelo de Higgs por ser mais geral. Considere

então o modelo de Higgs definido pela ação (com métrica (−,+,+,+))

SHiggs =

∫
M4

(
−1

2
dA ∧ ∗dA− 1

2
dAφ ∧ ∗dAφ−

λ

4
(φφ− v2) ∧ ∗(φφ− v2)

)
. (3.15)

Queremos analisar o limite de baixas energias deste modelo. Este limite corresponde

a considerar uma escala de energia na qual as excitações correspondentes ao módulo

do campo φ estão congeladas, ou seja, somente a fase do campo flutua. De forma

equivalente vamos estudar o sistema no limite de London definido por λ→∞, ou mais

precisamente Mρ �MA. Desta forma |φ| = v é uma constante e a derivada covariante

fica

dAφ = iveiθ(dη − eA+ 2πn∗Λ), (3.16)

onde n ∈ Z, η é a parte regular do ângulo θ, enquanto ∗Λ codifica o fato de θ ser

multivalente. Mais precisamente, Λ é uma 3-corrente Poincaré dual a uma 3-superf́ıcie

normalizada tal que a intersecção desta superf́ıcie com o infinito S1 é∫
S1

∗Λ = 1. (3.17)

Isto corresponde ao fato de que no infinito, onde dAφ = 0, recuperamos o vácuo com

fluxos não triviais (3.7). A ação efetiva tem a forma

Seft =

∫
M4

(
−1

2
dA ∧ ∗dA− v2

2
(dη − eA+ 2πn∗Λ) ∧ ∗(dη − eA+ 2πn∗Λ)

)
. (3.18)

Claramente ∗Λ representa a contribuição dos vórtices do sistema. Esta é uma in-

formação externa, a definição precisa da configuração de vórtices deve ser feita baseada
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em informações extras a respeito do estado do sistema. É importante notar que ∗Λ está

associado apenas a linhas de fluxo fechadas; de fato o fluxo magnético descrito por ∗Λ é

proporcional à d∗Λ e portanto, como d2 = 0, as linhas de fluxo são fechadas. Se existem

vários vórtices devemos considerar uma soma de termos deste tipo, possivelmente com

diferentes winding numbers. A função partição deve conter uma soma sobre todas as

configurações do sistema e é portanto dada por

Z =
∑
{C3}

∫
DA

∫
DηeiSeft , (3.19)

onde C3 é tal que P(C3) = ∗Λ. Na presente formulação nós exploramos ao máximo a

liberdade em definir a soma sobre C3 e, consequentemente, a configuração de vórtices do

sistema. Neste sentido, devemos olhar para esta soma como uma forma de parametrizar

a condensação elétrica: se o número de vórtices se anula temos um estado supercondutor

perfeito, por outro lado se os vortices se proliferam a supercondutividade é destrúıda.

Esta informação será deixada em aberto e estará codificada na definição da soma.

Observe que A e η podem ser combinados na redefinição de um novo campo B = A− 1
e
dη

massivo. Esta é a forma mais precisa do fenômeno da quebra espontânea da simetria

de calibre. Note que a simetria não foi de fato quebrada e nem poderia [86] (para

uma discussão recente neste sentido veja [87]), o que aconteceu simplesmente é que as

variáveis não invariantes de calibre A e η não são as mais convenientes para descrever

o sistema nesta escala de energia sendo mais conveniente a introdução de um campo

constrúıdo como uma combinação invariante de calibre de A e η; sob uma transformação

de calibre A→ A+ 1
e
dχ e η → η+χ de forma que B → B. Portanto podemos escrever:

Z =
∑
{C3}

∫
DBei

∫
M4

(
− 1

2
dB∧∗dB− e

2v2

2
(B− 2πn

e
∗Λ)∧∗(B− 2πn

e
∗Λ)

)
, (3.20)

que descreve um ensemble de loops de fluxo magnético em um supercondutor.

Vimos que os monopolos imersos num supercondutor estão confinados. Vamos en-

tender agora como isso acontece de forma um pouco mais precisa. Vamos inserir um par

monopolo-antimonoplo externo, estacionário (cargas de prova), no sistema e calcular a

energia estática associada a esta configuração. A presença destes monopolos perturba
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o sistema e para calcular a variação na energia associada a esta perturbação podemos

usar o seguinte racioćınio: a amplitude de transição do estado de vácuo antes da in-

serção dos monopolos, que ocorre no instante −T
2
, para o estado de vácuo depois da

destruição dos monopolos, no instante T
2
, pode ser expressa como uma soma coerente

das probabilidades do estado do par de monopolos ser encontrado com energia En em

relação ao estado sem monopolos. Explicitamente, se Φ é o operador de criação do par

monopolo-antimonopolo, temos

〈0|Φ†
(
T

2

)
Φ

(
−T

2

)
|0〉 = 〈0|Φ†(0)e−iĤTΦ(0)|0〉

=
∑
n

|〈n|Φ|0〉|2e−iEnT , (3.21)

onde Ĥ é o operador Hamiltoniano do sistema na presença do par monopolo-antimonopolo

e na passagem para a segunda linha inserimos a relação de completeza para os autoes-

tados |n〉 do Hamiltoniano. En representa a diferença de energia entre o n-ésimo estado

excitado do sistema na presença dos monopolos e a energia do vácuo (sem monopolos)

codificada em um fator de normalização omitido na expressão acima. A superposição

ocorre pois a presença dos monopolos apenas por um instante de tempo T é visto como

uma perturbação do sistema sem monopolos. Para que o estado do sistema com mono-

polos possa ser considerado um estado estacionário (o vácuo do novo sistema) devemos

fazer T → ∞. Assim todos os estados excitados podem ser desprezados e ficamos

apenas com o estado fundamental E0 que é a diferença entre o vácuo do sistema com

monopolos e o vácuo do sistema sem monopolos (para ser mais preciso, uma vez que

o objetivo é simplesmente evidenciar o estado fundamental, este racioćınio envolve for-

mular a teoria no espaço euclidiano, tomar o limite indicado e então retornar ao espaço

de Minkowski, mas podemos considerar isso subentendido):

〈0|Φ†
(
T

2

)
Φ

(
−T

2

)
|0〉 ∼ e−iE0T ; T →∞. (3.22)

A energia E0 deve conter a informação sobre a energia de interação entre os monopolos

estáticos. Nosso objetivo a seguir será determinar esta energia.
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O lado esquerdo da expressão (3.22) operacionalmente representa a função partição

calculada com inserções de monopolos. Como vimos no Cap. 2, monopolos são perce-

bidos pelo campo eletromagnético como defeitos, portanto eles só podem ser inseridos

nesta representação através de suas cordas de Dirac por meio de um acoplamento não

mı́nimo como em (2.37). Conclúımos portanto que para T →∞

e−iE0T =
∑
{C3}

∫
DBei

∫
M4

(
− 1

2
(dB+g∗Σg)∧∗(dB+g∗Σg)− e

2v2

2
(B− 2πn

e
∗Λ)∧∗(B− 2πn

e
∗Λ)

)
(3.23)

= Z(Jg), (3.24)

onde ∗Jg = d∗Σg é a corrente de monopolos. Observe que a simetria de brana

∗Σg → ∗Σg + d∗Λg; (3.25)

B → B − g∗Λg, (3.26)

precisa ser mantida. Isso constitui um v́ınculo f́ısico em nosso sistema. A soma que

define o ensemble de loops de fluxo tem que ser tal que todas as configurações da

corda de Dirac ∗Σg que podem ser alcançadas pelas transformações (3.25), (3.26) estão

contidas no ensemble. Esta é uma consequência da pertubação externa introduzida

pelos monopolos. Desta forma a simetria de brana será mantida graças ao ensemble de

loops de fluxos magnéticos se g = 2πn
e

. Esta é a razão da notação Z(Jg) explicitando

o fato de que este funcional depende apenas de Jg e não de Σg. Cabe observar que

esta é ainda outra maneira de deduzir a quantização de Dirac (2.41), que surge aqui

como uma condição de consistência da formulação. Podemos explicitar a invariância de

brana deslocando o campo B

B → B +
2πn

e
∗Λ, (3.27)

resultando em

Z(Jg) =
∑
{C3}

∫
DBei

∫
M4

(
− 1

2
(dB+g(∗Σg+d∗Λ))∧∗(dB+g(∗Σg+d∗Λ))− e

2v2

2
B∧∗B

)
, (3.28)

com g = 2πn
e

. Desta forma podemos ser um pouco mais precisos sobre a definição do en-

semble de loops neste caso. Na presença de monopolos externos a condensação elétrica
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é no máximo capaz de expulsar (através do efeito Meissner) aquelas configurações de

fluxos fechados que são desconexos da corda de Dirac. Uma vez que as únicas confi-

gurações que sobram no estado condensado são os loops conexos com a corda, a soma

sobre as 3-superf́ıcies C3, Poincaré duais às 3-correntes Λ, tem o papel de varrer todas

as superf́ıcies Σg vinculadas por ∗Jg = d∗Σg e podemos então substituir, a menos de

uma posśıvel constante de normalização,∑
{C3}

→
∑
{B2}

′, (3.29)

onde P(B2) = ∗Σ̃g ≡ ∗Σg+d
∗Λ e a notação (′) na soma indica que esta soma é vinculada,

ou seja, que esta é uma soma sobre superf́ıcies abertas que possuem como borda as linhas

de mundo do monopolo e antimonopolo. Temos então a forma equivalente

Z(Jg) =
∑
{B2}

′
∫
DBei

∫
M4

(
− 1

2
(dB+g∗Σ̃g)∧∗(dB+g∗Σ̃g)− e

2v2

2
B∧∗B

)
. (3.30)

Nesta expressão Σ̃g é um invariante de brana. Desta forma, a simetria de brana é

preservada mas não é manifesta, em exata analogia com o que ocorre com a simetria

de calibre. Portanto dizemos que ocorreu uma quebra espontânea da simetria de brana.

O campo B aparece numa estrutura gaussiana, portanto sua integração é equivalente a

substituir seu valor no ponto estacionário. A equação de movimento de B é

(∆ + e2v2)B = −gd†∗Σ̃g, (3.31)

onde ∆ = −� = −gµν∂µ∂ν no espaço de Minkowski com métrica (−,+,+,+). Substi-

tuindo esta configuração no funcional, obtemos, a menos de constantes de normalização

Z(Jg) = e
− i

2

∫
M4

∗Jg∧
(

g2

(∆+e2v2)

)
Jg ∑
{B2}

′e
i
2

∫
M4

∗Σ̃g∧
(

g2e2v2

(∆+e2v2)

)
Σ̃g
. (3.32)

O primeiro termo representa uma interação tipo Yukawa entre os monopolos; uma in-

teração mediada por bosons vetoriais massivos com massa ev. O segundo termo repre-

senta uma interação tipo Yukawa entre os elementos de superf́ıcie de mundo das cordas

de Dirac; este é o termo responsável pelo confinamento dos monopolos. Consideramos
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que esta é a assinatura do fenômeno do confinamento em formulações envolvendo con-

densados. Observe que a soma no segundo termo mostra que a energia do sistema na

presença dos monopolos envolve contribuições de todas as configurações posśıveis das

cordas de Dirac dada uma determinada configuração do par monopolo-antimonopolo.

Veja ainda que a ausência do condensado elétrico corresponde a fazer v → 0 e neste caso

a interação se reduziria à interação de Coulomb entre os monopolos, como esperado.

Seguindo nossa estratégia vamos agora considerar uma configuração estacionária de

monopolos separados por uma distância fixa R:

Jµg = δ0µ [δ(~x− ~x1)− δ(~x− ~x2)] ; R = |~x1 − ~x2|, (3.33)

A interação Yukawa entre as correntes no primeiro termo é trivialmente calculada

− i
2

(∗Jg,

(
g2

(∆ + e2v2)

)
∗Jg) = − i

2

∫
d4xJg µ

g2

(�− e2v2)
Jµg

=
i

2
T

∫
d3xJ0

g

g2

(∇2 − e2v2)
J0
g

= (auto energia) + ig2T

∫
d3k

(2π)3

e−i
~k·~R

k2 + e2v2

= (auto energia) + iT
g2

4πR
e−evR, (3.34)

onde o termo de auto energia é independente de R e vai apenas renormalizar a energia.

Os termos na soma em (3.32), que representam a interação Yukawa brana-brana, por

outro lado, são bem mais complicados de calcular no caso geral. Note no entanto que

esta soma reflete simplesmente a soma dos estados de energia conforme (3.21). Estamos

procurando portanto o termo nesta soma que mais contribui no limite T → ∞. Este

termo corresponde à configuração da superf́ıcie de mundo da corda de Dirac que mini-

miza a energia de interação entre os seus elementos de superf́ıcie. Esperamos que esta

seja a configuração que minimiza a área da superf́ıcie e que para um instante de tempo

fixo corresponderá a uma corda que se estende em uma linha reta conectando o par

monopolo-antimonopolo. Uma vez que o cálculo envolvendo configurações arbitrárias

de superf́ıcies é muito complicado, uma demonstração rigorosa que de fato a superf́ıcie
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de menor área é a que minimiza a energia parece não existir. Mas esta é uma hipótese

razoável, adotada na literatura [88, 75] e nós vamos adotá-la aqui. A linha “reta” de

Dirac descrita acima que tem como borda a configuração de monopolos (3.33) pode ser

constrúıda invertendo a fórmula ∗Jg = d∗Σ̃g que para uma configuração estática tem a

forma

J0
g = −∂iΣ̃i0. (3.35)

O vetor ~R = ~x1 − ~x2 que liga os monopolos pode ser usado para inverter esta fórmula

Σ̃i0 = − Ri

~R · ∇
J0
g . (3.36)

Observe que este procedimento introduz uma posśıvel singularidade. Esta singularidade

está associada aos modos de Fourier da densidade de monopolos que são perpendicula-

res a ~R. Estes modos não são f́ısicos pois violariam maximamente o v́ınculo que diz que

os monopolos são a borda da corda. No entanto, uma vez que a densidade é uma função

localizada espacialmente (em ~x1 e ~x2) todos os modos estão presentes inclusive os que

representam estas flutuações. Para evitar isso, uma possibilidade seria “suavizar” a

densidade de monopolos (3.33). Mas isto não será necessário aqui pois estamos interes-

sados apenas na energia e podemos portanto simplesmente absorver estas contribuições

singulares na renormalização da mesma. Substituindo esta configuração na expressão

da interação brana-brana obtemos:

− i
2

(
∗Σ̃g,

(
g2e2v2

(∆ + e2v2)

)
∗Σ̃g

)
= − i

4

∫
d4xΣ̃g µν

g2e2v2

(�− e2v2)
Σ̃µν
g

=
i

2

∫
d4xΣ̃i0

g

g2e2v2

(∇2 − e2v2)
Σ̃i0
g

= (auto energia) + iT

∫
d3k

(2π)3

(gev)2e−i
~k·~R

(k2 + e2v2)

~R2

(~R · ~k)2
.

(3.37)

O termo de auto energia será absorvido na renormalização da energia. A integral na

última linha pode ser escrita como∫
d3k

(2π)3

e−i
~k·~R

(k2 + e2v2)

~R2

(~R · ~k)2
= 4π

∫ ∞
0

dk

(2π)3

1

(k2 + e2v2)

∫ 1

0

dx
cos(kRx)

x2
. (3.38)
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Notando que x é o cosseno do ângulo entre k e R, a singularidade em x = 0 na integral

em x corresponde à singularidade que discutimos acima; explicitamente:∫ 1

ε

dx
cos(kRx)

x2
= − cos(kR) +

cos(kRε)

ε
− kRSi(kR). (3.39)

O segundo termo acima será então absorvido na energia como já antecipamos. Cabe

mencionar que no último termo figura a função seno integral definida por

Si(t) ≡
∫ t

0

dx
sen(x)

x
. (3.40)

Neste ponto devemos atentar para as escalas envolvidas no problema. Lembre que

estamos trabalhando no limite de London no qual Mρ → ∞. Isso significa que Mρ

define a escala ultra-violeta do nosso problema e portanto a integral em k em (3.38)

tem seu limite superior mais precisamente definido por Mρ. A integral (3.38) fica

−4π

∫ Mρ

0

dk

(2π)3

1

(k2 + e2v2)
(cos(kR) + kRSi(kR))

= −4πR

∫ RMρ

0

dy

(2π)3

1

(y2 +R2M2
A)

(cos(y) + ySi(y)), (3.41)

onde explicitamos ainda a outra escala de massa relevante: MA = ev. O potencial

confinante é dominante, e por isso identificado, apenas no limite de grandes distâncias

onde o potencial de Yukawa (3.34) é efetivamente nulo. Ou seja, a escala de distância

relevante é tal que R� 1
MA

. Em conjunto com a condição do limite de London Mρ �

MA, podemos ter uma idéia do comportamento do integrando em (3.41) exemplificando

essas condições de escala por RMA = 1000 e RMρ = 10000. O comportamento do

integrando tem a forma

Figura 3.1: comportamento do integrando de (3.41) em função de y com a forma exata
cos(y) + ySi(y).
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Por outro lado, observe que substituindo a expressão cos(y) + ySi(y) pelo seu valor

assintótico y π
2

o integrando se comporta como:

Figura 3.2: comportamento do integrando de (3.41) em função de y com o valor as-
sintótico cos(y) + ySi(y) −−−→

y→∞
y π

2
.

Ou seja, vemos que o comportamento dos integrandos nos dois casos não difere

significativamente na região de integração considerada. Podemos portanto substituir

este valor assintótico na integral e resolvê-la trivialmente:

−4πR

∫ RMρ

0

dy

(2π)3

1

(y2 +R2M2
A)
y
π

2
= −R 1

8π
ln

(
M2

ρ +M2
A

M2
A

)
. (3.42)

Obtemos assim a expressão do potencial confinante. Combinando todos os resultados

obtidos acima podemos finalmente escrever a expressão da energia E0:

E0 = − g2

4πR
e−MAR + σR, (3.43)

onde σ =
g2M2

A

8π
ln
(
M2
ρ+M2

A

M2
A

)
é a tensão da corda confinante. O caráter assintótico desta

energia é o que define o regime confinante da teoria

Lembre que o procedimento que descrevemos acima para identificar a energia E0

calculando o valor de e−iE0T , corresponde ao cálculo do valor médio do operador que

cria um tubo de fluxo magnético aberto conectando dois monopolos em um instante de

tempo t→ −∞ e destrói em t→∞ (3.22). Vimos que isto corresponde à inserção de

defeitos na função partição e pelo que discutimos no caṕıtulo anterior este procedimento

é o dual do cálculo do valor médio do operador loop de Wilson. Neste sentido o que

acabamos de obter foi simplesmente a lei de áreas que define o regime confinante, para
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os monopolos neste caso, e−iE0T → e−iσRT . O loop de Wilson que calculamos corres-

ponde à holonomia associada ao campo vetorial dual Ã (que se acopla minimamente a

monopolos) cuja expressão em termos do campo vetorial eletromagnético usual A (que

se acopla minimamente a cargas elétricas) seria não local. Neste contexto o loop de

Wilson tem outro nome, para diferenciá-lo do loop de Wilson original, e é chamado de

loop de ’t Hooft [70]. Vemos portanto que enquanto o loop de Wilson está associado a

linhas de corrente elétrica o loop de ’t Hooft está associado a linhas de fluxo magnético.

3.2.2 Fluxos e correntes

A interpretação do sistema no limite de baixas energias como um gás de loops de fluxos

magnéticos foi essencial na obtenção dos resultados acima. Nesta subseção nós vamos

reinterpretar este resultado sob a luz do que discutimos acima sobre a relação entre

correntes elétricas e fluxos magnéticos.

A função partição do gás de loops de fluxo magnético foi definida em (3.20). Sua

expressão é repetida aqui por conveniência

Z =
∑
{C3}

∫
DBei

∫
M4

(
− 1

2
dB∧∗dB− e

2v2

2
(B− 2πn

e
∗Λ)∧∗(B− 2πn

e
∗Λ)

)
. (3.44)

Como discutimos em torno de (3.20), ∗Λ representa as linhas fechadas de fluxo magnético.

Podemos introduzir um campo auxiliar H (uma 1-forma) e escrever o sistema acima na

forma equivalente

Z =
∑
{C3}

∫
DBDHei

∫
M4

(− 1
2
dB∧∗dB−e(B− 2πn

e
∗Λ)∧∗H+ 1

2v2H∧∗H)

=

∫
DBDHei

∫
M4

(− 1
2
dB∧∗dB−eB∧∗H+ 1

2v2H∧∗H)
∑
{C3}

e
2πin

∫
M4

∗Λ∧∗H
. (3.45)

Observe que a expressão contendo a soma sobre superf́ıcies pode ser reescrita usando a

fórmula de Poisson (2.29) e ficamos com

Z =

∫
DBDHei

∫
M4

(− 1
2
dB∧∗dB−eB∧∗H+ 1

2v2H∧∗H)
∑
{A1}

δ(∗J − ∗H), (3.46)
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onde ∗J = P(A1), ou seja, A1 é a 1-superf́ıcie Poincaré-dual a 1-corrente J . Integrando

sobre H obtemos

Z =
∑
{A1}

∫
DBei

∫
M4

(− 1
2
dB∧∗dB−eB∧∗J+ 1

2v2 J∧∗J). (3.47)

Esta é a teoria que representa um ensemble de correntes elétricas e é uma representação

alternativa ao ensemble de loops de fluxo magnético. Observe que aparentemente a

teoria não possui ambiguidade de calibre pois a soma sobre as superf́ıcies A1 não tem

restrições e inclui as configurações de correntes abertas. No entanto, lembre que B foi

definido, no texto acima de (3.20), como função dos campos não invariantes de calibre A

e η e portanto a simetria de calibre deve estar escondida na formulação acima também.

Podemos revelá-la notando que a contribuição das superf́ıcies abertas na soma constitui

uma redundância da teoria. De fato, por ser gaussiana em B, toda informação f́ısica

da teoria está contida no ponto estacionário da ação com respeito a variações de B.

Em outras palavras, B pode ser trivialmente integrado em (3.47). Sua equação de

movimento,

d†dB = −eJ, (3.48)

implica a conservação da corrente,

d∗J = 0, (3.49)

e portanto na soma sobre superf́ıcies somente as superf́ıcies fechadas contribuem fisica-

mente. A conservação da corrente implica simetria de calibre.

A conexão entre os loops de fluxo e as correntes se manifesta notando que a di-

luição dos loops de fluxo que estabelece a transição completa para a fase condensada

é representada na formulação (3.47) pela condensação elétrica. De fato, a diluição de

loops de fluxo em (3.44) é representado pelo desacoplamento da soma sobre superf́ıcie

que é absorvida na renormalização da função partição, resultando no estabelecimento

da teoria de Proca como a teoria efetiva, ou seja, as flutuações magnéticas represen-

tadas pelos vórtices são congeladas. Por outro lado, na formulação (3.47), este efeito
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se manifesta pela condensação das linhas de corrente. Formalmente, a soma sobre A1

é substitúıda por uma integração sobre J que agora é um campo designando o con-

densado. O resultado da integração sobre J é novamente a teoria de Proca. Este

procedimento corresponde à prescrição de Julia-Toulouse que discutiremos a seguir na

próxima seção. Temos assim uma espécie de conexão ordem-desordem entre fluxos e

correntes neste contexto. Uma versão particular deste mapa ordem-desordem foi usada

por Kleinert para estudar a estrutura de fases de um supercondutor e seus expoentes

cŕıticos, veja [89, 90] e a discussão no cap. 5 de [32].

Observe ainda que o estado condensado realiza exatamente o confinamento das

cargas magnéticas que discutimos na seção anterior. Se monopolos, tomados como

cargas externas, estão imersos no supercondutor a diluição dos loops de fluxo tem como

efeito selecionar uma configuração fixa para a corda de Dirac que os conecta, como

discutimos antes. A teoria que descreve esta situação é a teoria de Proca acoplada

não minimamente com a corda de Dirac. Devido ao termo de massa para o campo de

Proca, a simetria de brana não é manifesta, um fenômeno que denominamos quebra

espontânea da simetria de brana. Isso significa que os monopolos não são os graus de

liberdade relevantes para a descrição do sistema nesta fase. A corda que os liga adquire

agora o status de grau de liberdade fundamental.

Por outro lado, se introduzirmos cargas elétricas externas no sistema elas terão

um acoplamento mı́nimo com o campo de Proca e consequentemente irão interagir

com um potencial tipo Yukawa. Ou seja, assintoticamente, em grandes distâncias, o

potencial se anula a menos de uma posśıvel constante. Este é o fenômeno de screening

que define a fase de Higgs do sistema. Fisicamente o condensado pode ser visto como

um reservatório perfeito de cargas elétricas e a introdução de cargas elétricas de prova

perturba o sistema induzindo a produção de pares que tem o efeito de blindar a carga

das fontes externas em longas distâncias.

Conclúımos que enquanto as cargas elétricas percebem o estado supercondutor como

a fase de Higgs, os monopolos magnéticos percebem esta fase como uma fase confinante.

Esta é a conexão Higgs-confinamento que generaliza a conexão Coulomb-Coulomb dis-
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cutida no caṕıtulo 2. Temos então a seguinte estrutura de fases definida pelo compor-

tamento do potencial assintótico entre cargas de prova [91]:

monopolos carga elétrica

Coulomb V (R) ∼ 1
R

Coulomb V (R) ∼ 1
R

Confinamento V (R) ∼ σR Higgs V (R) ∼ const.

(3.50)

Comentamos no caṕıtulo 2 sobre a dualidade eletromagnética que mapeia o acopla-

mento mı́nimo no acoplamento não-mı́nimo. Isso significa que cargas são mapeadas em

defeitos e vice-versa, mas ambas estão na fase de Coulomb naquele contexto. Aqui ve-

mos que existe uma diferença qualitativa entre o comportamento das cargas no estado

supercondutor, as cargas estão condensadas e os defeitos confinados. O confinamento

dos monopolos os torna inapropriados para a descrição dos sistema sendo substitúıdos

pelas cordas que os conectam. Veremos na próxima seção que isso pode ser colocado

de forma ainda mais evidente pela introdução de um campo dual que se acopla mini-

mamente às cordas mostrando que essas de fato podem ser diretamente detectadas.

Por outro lado podeŕıamos ter estudado o supercondutor dual desde o ińıcio. Tudo

seria matematicamente idêntico, exceto que falaŕıamos de um condensado magnético e

um consequente confinamento de cargas de prova elétricas. As cargas elétricas aparece-

riam como defeitos na formulação. A estrutura de fases no contexto do supercondutor

dual será

monopolos carga elétrica

Coulomb V (R) ∼ 1
R

Coulomb V (R) ∼ 1
R

Higgs V (R) ∼ const. Confinamento V (R) ∼ σR

(3.51)

3.3 A prescrição de Julia-Toulouse

A teoria de Proca que descreve o condensado elétrico tem sua origem no mecanismo de

Higgs. Este mecanismo conecta a teoria de Maxwell à teoria de Proca através de um

processo de condensação elétrica. O mecanismo é implementado através da introdução
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de um campo escalar com um potencial tipo φ4 introduzindo uma escala de energia

arbitrária v, determinada experimentalmente, além de um parâmetro adimensional λ

codificando o peso relativo das contribuições energéticas dos termos no funcional de

energia, como discutimos anteriormente. Existe grande liberdade na implementação do

mecanismo. O modelo que discutimos para o supercondutor é apenas o exemplo mais

simples. Mas seja qual for o modelo, o fenômeno f́ısico é a condensação das excitações

elétricas. Se não estamos interessados nos detalhes do processo de condensação po-

demos nos perguntar então se, conhecendo o modelo que descreve o sistema antes da

condensação, somos capazes de determinar o modelo efetivo que descreve o sistema na

fase condensada. Esta é a idéia da prescrição de Julia-Toulouse [92]. A condensação

de defeitos topológicos estabelece um novo meio no qual os defeitos se configuram em

uma distribuição cont́ınua no espaço. As excitações de baixa energia deste meio repre-

sentam os novos graus de liberdade da fase condensada. Julia e Toulouse especificaram

uma prescrição para identificar estes novos graus de liberdade, tendo como conheci-

mento apenas o modelo que descreve a fase antes da condensação. Neste sentido, esta

prescrição não se preocupa com a questão dinâmica das razões que favoreceram a con-

densação. Esta é vista como uma questão independente. O problema abordado pela

prescrição diz respeito apenas às propriedades dos novos graus de liberdade uma vez

que a condensação ocorreu. Do ponto de vista do que discutimos antes, isso significa

que não procuramos informação sobre o valor de λ, este não vai estar presente na te-

oria efetiva. Apenas a escala v está presente determinando a escala caracteŕıstica do

condensado. De fato vimos anteriormente que λ define a massa Mρ =
√

2λv que é vista

como um cut-off do modelo efetivo sinalizando a escala onde as excitações de baixa

energia do condensado deixam de ser uma boa descrição do sistema.

O trabalho de Julia e Toulouse foi realizado no contexto de sistemas ordenados em

matéria condensada e devido à posśıvel não linearidade das correntes topológicas, a

ausência de simetria relativ́ıstica e a necessidade da introdução de efeitos externos de

dissipação neste cenário, a construção de ações efetivas pode ser bem complicada. No

entanto, Quevedo e Trugenberger [93] mostraram que em teorias envolvendo p-formas,
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muito comuns em descrições efetivas das teorias de cordas (para uma revisão recente veja

[94]), estes problemas não aparecem. Eles mostraram que a prescrição pode ser colocada

de forma mais precisa levando à determinação da ação efetiva que descreve o sistema

na fase condensada. Mostraram ainda que isso naturalmente leva a uma interpretação

dual do mecanismo de Higgs. Pela generalidade das expressões envolvidas, evidenciada

pela notação de formas diferenciais, esta dualidade é bem geral e se estende a p-formas

gerais em D-dimensões conforme os exemplos que discutimos no Cap. 2.

Aqui nós vamos apresentar uma formulação nova e mais completa da prescrição

que nos permitirá abordar de forma consistente o processo de condensação e suas con-

sequências em vários sistemas f́ısicos obtendo resultados importantes. Em particular,

esta nova formulação estende as considerações de Julia e Toulouse tornando posśıvel

agora lidar com fontes acopladas minimamente, não apenas com defeitos. O conceito

chave para a generalização está na observação da importância da simetria de brana.

Este é o guia para a construção da ação efetiva da fase condensada. A simetria de

brana é uma simetria local e portanto constitui uma ambiguidade nas variáveis. Assim

como ocorre com a simetria de calibre, nenhum processo f́ısico pode eliminar esta am-

biguidade. No entanto, a simetria de brana pode ser realizada de forma “escondida”,

assim como ocorre com a simetria de calibre no fenômeno da quebra espontânea. De

fato é isso que ocorre como vimos na (3.30). Da mesma forma que a quebra espontânea

da simetria de calibre faz com que o campo de calibre “se torne massivo” e portanto

observável, a quebra da simetria de brana torna a corda de Dirac observável. Este

fenômeno da quebra espontânea da simetria de brana é a assinatura do fenômeno de

confinamento e surge como consequência da prescrição de Julia-Toulouse.

Para ilustrar a prescrição de Julia-Toulouse, vamos primeiramente escrever a for-

mulação dual do sistema descrito por (3.30) que reproduzimos aqui

Z(Jg) =
∑
{Bg}

′
∫
DBei

∫
M4

(
− 1

2
(dB+g∗Σ̃g)∧∗(dB+g∗Σ̃g)− e

2v2

2
B∧∗B

)
. (3.52)

Como vimos, esta teoria resulta do mecanismo de Higgs. A ação que define a função
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partição, dada por

SProca =

∫
M4

(
−1

2
(dB + g∗Σ̃g) ∧ ∗(dB + g∗Σ̃g)−

e2v2

2
B ∧ ∗B

)
, (3.53)

é a ação de Proca. Como mencionamos antes, a ação não possui simetria de calibre

ou de brana manifestas pois ela descreve uma fase em que estas simetrias estão espon-

taneamente quebradas. Podemos facilmente obter uma formulação dual deste modelo.

Como fizemos no Cap. 2, introduzimos um campo auxiliar G (uma 2-forma):

Z(Jg) =
∑
{Bg}

′
∫
DB

∫
DGei

(
(G,dB+g∗Σ̃g)+ 1

2
(G,G)− e

2v2

2
(B,B)

)
. (3.54)

Podemos tornar B um campo auxiliar integrando por partes o primeiro termo. B pode

então ser trivialmente integrado:

Z(Jg) =
∑
{Bg}

′
∫
DGei(

1
2e2v2 (d†G,d†G)+ 1

2
(G,G)+g(G,∗Σ̃g)), (3.55)

ou, renomeando ∗G = H

Z(Jg) =
∑
{Bg}

′
∫
DHei

∫
M4

(− 1
2e2v2 dH∧∗dH−

1
2
H∧∗H+gH∧∗Σ̃g). (3.56)

Esta é a formulação dual do sistema (3.52). A ação que define esta formulação é a ação

de Kalb-Ramond massiva, acoplada minimamente ao termo de corda. Esta é a ação

dual da teoria de Proca (3.53). Interessante observar que nestas variáveis é evidente

que a corda adquiriu realidade f́ısica devido ao condensado, uma vez que o campo

de Kalb-Ramond é capaz de sondar diretamente este objeto devido ao acoplamento

mı́nimo.

Vamos agora mostrar que é posśıvel obter diretamente a teoria (3.56) através da

prescrição de Julia-Toulouse. A idéia é que a teoria de Kalb-Ramond massiva é obtida

da teoria de Maxwell dual (onde as cargas elétricas aparecem como defeitos). A teoria

de Maxwell dual na presença de defeitos elétricos e cargas magnéticas externas tem a

forma geral

ZMaxDual(Jg) =
∑
{Be}

∫
DÃei

∫
M4

(− 1
2

(dÃ+e∗Σe)∧∗(dÃ+e∗Σe)+gÃ∧∗Jg)+iS(Je), (3.57)
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onde Be são 2-superf́ıcies Poincaré-duais à 2-corrente ∗Σe. A ação S(Je) é função apenas

dos invariantes de brana ∗Je = d∗Σe. As 2-correntes ∗Σe são defeitos do ponto de vista

do campo eletromagnético dual Ã significando que o campo Ã é singular onde ∗Σe é

não nulo, de tal forma que a combinação H = dÃ + e∗Σe seja não-singular em todo

espaço (pois este é simplesmente o campo eletromagnético observável). O campo H é

um invariante por transformações de brana elétrica. Consideremos uma situação em

que estes defeitos condensam. Isto significa que o campo Ã se tornará mais e mais

singular até que finalmente ele não será definido em lugar nenhum. A prescrição de

Julia-Toulouse diz que as novas excitações do condensado serão descritas pelo campo

H, o único que permanece fisicamente bem definido, e devemos portanto construir uma

ação efetiva para o sistema em termos deste novo campo fundamental. Observe que

o acoplamento mı́nimo com a corrente Jg precisa ser reescrito em termos de campos

invariantes por transformações de brana. Isso pode ser feito

g(Ã, Jg) = g(Ã, ∗d∗Σg) = g(Ã, d†Σg)

= g(dÃ,Σg + d†Λg)

= g(dÃ+ e∗Σe,Σg + d†Λg), (3.58)

onde na passagem para a segunda linha tomamos o cuidado de evidenciar a ambigui-

dade na definição da brana magnética Σg por meio da 3-corrente Λg. Na passagem

para a terceira linha acrescentamos o termo de brana elétrica que não contribui devido

à quantização de Dirac. De fato, para obter a formulação dual da ação de Maxwell na

forma como aparece em (3.57) nós hav́ıamos descartado exatamente este termo pela

mesma razão (veja 2.45), aqui apenas o reintroduzimos. Devido à ambiguidade na

definição da brana Σg temos na verdade uma famı́lia de ações fisicamente equivalentes

parametrizadas pelas diferentes configurações Λg. Podemos explicitar este fato introdu-

zindo uma soma sobre as 3-superf́ıcies Cg Poincaré-duais à Λg (esta soma é redundante

neste estágio, uma vez que voltando à definição anterior ela pode ser reabsorvida na
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normalização da função partição). A função partição fica

ZMDual(Jg) =
∑
{Cg}

∑
{Be}

∫
DÃei

∫
M4

(− 1
2

(dÃ+e∗Σe)∧∗(dÃ+e∗Σe)+g(dÃ+e∗Σe)∧∗(Σg+d†Λg))+iS(Je).

(3.59)

A prescrição de Julia-Toulouse neste contexto consiste em elevar a 2-corrente elétrica

∗Σe à categoria de campo representando o estabelecimento do estado de condensado

elétrico. Formalmente ∑
{Be}

→
∫
DΣe. (3.60)

Resulta então que a simetria de brana elétrica é realizada na estrutura Stuckelberg.

Diz-se que o campo ∗Σe “come” o campo Ã. As integrais sobre Σe e Ã se traduzem em

uma integral sobre o campo invariante de brana H = dÃ + e∗Σe realizando a quebra

espontânea da simetria de brana elétrica. Esta é uma caracteŕıstica da prescrição de

Julia-Toulouse, quando há geração de massa, que chamamos de “pulo de posto”, ou

seja, o campo original Ã, uma 1-forma, é substitúıdo na nova fase pelo campo H, uma

2-forma. A função partição adquire a seguinte forma após a condensação

Z(Jg) =
∑
{Cg}

∫
DHei

∫
M4

(− 1
2
H∧∗H+gH∧∗(Σg+d†Λg))+iS(dH)

. (3.61)

A geração da massa tem como consequência ainda a quebra espontânea da simetria

de brana magnética, que se torna observável. A soma sobre Cg é equivalente a varrer

todas as superf́ıcies Σg que possuem como borda a corrente Jg, portanto, como fizemos

antes, podemos reescrevê-la como uma soma sobre 2-superf́ıcies Bg Poincaré-duais aos

invariantes de brana Σ̃g ≡ Σg + d†Λg vinculadas pela condição ∗Jg = d∗Σ̃g:

Z(Jg) =
∑
{Bg}

′
∫
DHei

∫
M4

(− 1
2
H∧∗H+gH∧∗Σ̃g)+iS(dH)

. (3.62)

O último passo da prescrição consiste em observar que estamos procurando uma des-

crição efetiva para os modos de baixa energia do estado condensado. Portanto é uma
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boa aproximação tratar a ação S(dH) como uma série de potências nas derivadas man-

tendo apenas o primeiro termo não trivial consistente com as simetrias que esperamos

do condensado. O primeiro termo não trivial neste caso será

S(dH) = − 1

2M2
dH ∧ ∗dH, (3.63)

onde M é uma escala de energia caracteŕıstica do condensado. Este é um parâmetro

fenomenológico e podemos identificá-lo com o parâmetro equivalente (fenomenológico

também) que aparece na (3.56): M = ev. Reobtemos assim a teoria (3.56).

Este procedimento revela que o fenômeno descrito pela prescrição de Julia-Toulouse

é o dual do mecanismo de Higgs na presente situação no sentido em que ele opera

no quadro dual. Este é o resultado de Quevedo e Trugenberger [93]. Observe que

isso estabelece a dualidade entre a fase de Higgs e a fase confinante pois podeŕıamos

ter partido da teoria de Maxwell original descrevendo o campo eletromagnético na

presença de defeitos magnéticos e cargas elétricas externas. Seguindo exatamente os

mesmos procedimentos obteŕıamos uma teoria idêntica em forma à (3.56) porém des-

crevendo um condensado magnético onde as cargas elétricas estariam confinadas. Estas

duas situações e seus correspondentes fenômenos (condensação elétrica e condensação

magnética) estão conectados por transformações de dualidade como acabamos de ver.

O exemplo que discutimos acima segue os mesmos prinćıpios propostos por Quevedo

e Trugenberger ainda que difira em alguns aspectos. Eles trabalharam no ńıvel da ação,

aqui estudamos a função partição. Quevedo e Trugenberger estudaram exclusivamente

a condensação de defeitos, no entanto a abordagem adotada aqui se presta a uma direta

generalização para tratar a condensação de p-correntes acopladas minimamente. Como

já comentamos na seção anterior, podemos obter a teoria (3.52) partindo do modelo

que descreve o sistema de Maxwell original acoplado minimamente a cargas elétricas e

acoplado não-minimamente a fontes magnéticas externas.

ZMax(Jg) =
∑
{Ae}

′
∫
DAei

∫
M4

(− 1
2

(dA+g∗Σg)∧∗(dA+g∗Σg)+eA∧∗Je)+iS(Je), (3.64)

ondeAe são 1-superf́ıcies Poincaré-duais a corrente elétrica Je e o v́ınculo na soma indica
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que estas são correntes fechadas (conservadas), como consequência o campo A possui

redundância de calibre. Fazemos isso seguindo os mesmos prinćıpios introduzidos por

Julia e Toulouse e, como sempre, atentando para como as redundâncias nas variáveis

da teoria, simetrias de brana e de calibre, são realizadas. Na ação que figura na (3.64)

a simetria de brana magnética é realizada na forma

∗Σg → ∗Σg + d∗Λg (3.65)

A→ A− g∗Λg. (3.66)

O termo de acoplamento mı́nimo com a corrente elétrica é invariante sob esta trans-

formação devido à quantização de Dirac. Vamos usar este fato e a conservação da

corrente elétrica para modificar o acoplamento mı́nimo

eA ∧ ∗Je → e (A+ dφ+ g∗Ωg) ∧ ∗Je, (3.67)

e incluir uma soma sobre todas as superf́ıcies Eg, Poincaré duais à Ωg e conexas com

a corda de Dirac Σg, assim como uma integral sobre o campo φ. Resulta que a única

modificação trazida por esta definição é uma renormalização da função partição. Ao

introduzir a soma e a integral estamos essencialmente fixando a simetria de brana e

a simetria de calibre, respectivamente, na forma de Stuckelberg. Fisicamente, a soma

representa a imersão do sistema num “gás virtual” de fluxos magnéticos fechados d∗Ωg,

virtual pois eles são objetos não-f́ısicos e podem sempre ser reabsorvidos nos campos,

exatamente como o campo puro gauge φ. A razão da introdução destes objetos é para

explicitar as variáveis f́ısicas (invariantes de brana e de calibre) que são as que definirão

o estado do sistema após a prescrição de Julia-Toulouse. A função partição tem agora

a forma

ZMax(Jg) =
∑
{Ae}

∑
{Eg}

∫
DA

∫
Dφei

∫
M4

(− 1
2

(dA+g∗Σg)∧∗(dA+g∗Σg)+e(A+dφ+g∗Ωg)∧∗Je)+iS(Je).

(3.68)
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Podemos explicitar as variáveis f́ısicas definindo-as como

B ≡ A+ dφ+ g∗Ωg (3.69)

∗Σ̃g ≡ ∗Σg − d∗Ωg (3.70)

de forma que B e Σ̃g são invariantes de calibre e de brana. A soma sobre Eg pode então,

como sabemos, ser reescrita como uma soma sobre as 2-superf́ıcies Bg Poincaré duais

às branas magnéticas Σ̃g, vinculadas por ∗Jg = d∗Σ̃g enquanto as integrais sobre A e φ

se traduzem em uma integral sobre B. A função partição fica

ZMax(Jg) =
∑
{Ae}

∑
{Bg}

′
∫
DBei

∫
M4

(− 1
2

(dB+g∗Σ̃g)∧∗(dB+g∗Σ̃g)+eB∧∗Je)+iS(Je). (3.71)

Note que resultam duas diferenças aqui em relação à teoria inicial (3.64): a soma sobre

Ae não é mais vinculada, uma vez que a simetria de calibre foi “fixada”, e a fixação

da simetria de brana teve como efeito a introdução de uma soma sobre as superf́ıcies

de Dirac cuja borda é Jg. Para prosseguir com a prescrição de Julia-Toulouse devemos

especificar uma forma para a ação S(Je). Como antes, temos o intuito de descrever um

condensado elétrico em baixas energias. Um termo do tipo (Je, Je) na ação representa

efetivamente a energia de criação de excitações elétricas. É um termo tipo “potencial

qúımico” de forma que a expressão (3.71) tem o caráter de uma função grande partição

canônica. Dimensionalmente, este termo exige a introdução de uma escala de massa v,

que neste estágio está associado à energia de ativação das excitações elétricas. Potências

superiores de Je representarão correções a esta energia e serão suprimidas por potências

superiores de v. Para o estabelecimento do condensado e sua descrição em mais baixa

energia é suficiente considerar o termo quadrático. Ficamos então com

ZMax(Jg) =
∑
{Ae}

∑
{Bg}

′
∫
DBei

∫
M4

(− 1
2

(dB+g∗Σ̃g)∧∗(dB+g∗Σ̃g)+eB∧∗Je+ 1
2M2 Je∧∗Je). (3.72)

Podemos agora “condensar” Je formalmente impondo∑
{Ae}

→
∫
DJe. (3.73)
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Efetuando a integração em Je obtemos portanto a teoria (3.52):

Z(Jg) =
∑
{Bg}

′
∫
DBei

∫
M4

(
− 1

2
(dB+g∗Σ̃g)∧∗(dB+g∗Σ̃g)− e

2v2

2
B∧∗B

)
. (3.74)

Vemos portanto que os prinćıpios básicos da prescrição podem ser aplicados mesmo

na descrição da condensação de correntes acopladas minimamente. Neste sentido este

procedimento simula o mecanismo de Higgs neste caso. Vamos denominar este novo

procedimento, que nos forneceu (3.74) como resultado, de Julia-Toulouse dual para

diferenciá-lo da proposta original de Quevedo e Trugenberger que diz respeito apenas

à condensação de correntes acopladas não-minimamente (defeitos).

A prescrição de Julia-Toulouse deve ser vista portanto como um “gerador de teo-

rias”. A prescrição simplesmente sugere a resposta para a questão sobre qual teoria

descreve o sistema no estado em que ocorre a condensação de uma p-corrente. Este é

um procedimento fenomenológico cuja validade depende de uma verificação a posteriori.

Ainda assim, por ser um procedimento sistemático, ele pode ser muito útil nos guiando

na obtenção de resultados pouco triviais. Esta situação não é diferente do processo

usual de quantização de uma teoria clássica. Existe grande arbitrariedade neste pro-

cedimento também; ao elevar quantidades clássicas à categoria de operadores podem

surgir ambiguidades no ordenamento dos operadores que só podem ser resolvidos pela

comparação com resultados experimentais.

Para finalizar podemos esquematizar as conclusões desta seção no seguinte quadro

de conexões:

76 5401 23Maxwell
Julia−Toulouse dual

Mec. Higgs //

��

76 5401 23Procaoo

��76 5401 23Maxwell

Dualidade

OO

Julia−Toulouse

Mec. Higgs dual? //76 5401 23Kalb− Ramond massiva

Dualidade

OO

oo

(3.75)

O que chamamos de Mec. Higgs dual no diagrama é uma formulação desconhecida, uma

vez que seria necessário o conhecimento de como tratar dinamicamente, via teoria de

campos, o campo eletromagnético em interação com defeitos dinâmicos que condensam.
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Esta formulação está diretamente relacionada à teoria de campos de monopolos na

presença de cargas elétricas, um problema em aberto. No entanto, por dualidade,

somos capazes de pelo menos dizer que esta formulação envolverá o “pulo de posto”.

A seguir vamos aplicar estas idéias em sistemas planares, em (2 + 1)D.

3.4 Defeitos em sistemas planares

No caṕıtulo 2 estudamos algumas propriedades dos sistemas planares. Na ocasião vimos

que existe a possibilidade da adição de um novo termo nesta dimensionalidade: o termo

de Chern-Simons. Nesta seção vamos abordar principalmente a questão de como definir

defeitos na presença deste termo.

3.4.1 O modelo de Polyakov

Antes vamos discutir um importante resultado obtido por Polyakov [76, 77, 78]. O

modelo de Polyakov descreve um sistema que exibe confinamento como resultado do

comportamento coletivo de defeitos, que neste caso são instantons. Um fato muito

importante que não é enfatizado na literatura é que este modelo exibe o fenômeno de

pulo de posto que, como comentamos na seção anterior, é uma assinatura da geração

de massa na prescrição de Julia-Toulouse. Veremos de fato que a prescrição de Julia-

Toulouse pode ser aplicada neste caso também e representa uma outra interpretação

do resultado obtido mais recentemente pelo próprio Polyakov [95].

Nesta subseção trabalharemos no espaço euclidianoM3 = IR3. O modelo de Polya-

kov se propõe a descrever o limite infra-vermelho da teoria de Georgi-Glashow com

simetria SO(3) definida em 3D pela ação

S =

∫
M3

1

2e2
TrG ∧ ∗G+

1

2
dW ~φ ∧ ∗dW ~φ+

λ

4

(
|~φ|2 − v2

)
∧ ∗
(
|~φ|2 − v2

)
, (3.76)

onde o traço Tr é tomado sobre as componentes Ga = dW a + 1
2
εabcW b ∧W c, a, b, c =

1, 2, 3 (εabc é a constante de estrutura do grupo SO(3)). O campo real ~φ carrega a

notação vetorial pois está na representação 3 do grupo SO(3) tal que |~φ|2 = φaφa. O
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acoplamento de φa com o campo W a é dado através da derivada covariante dWφ
a =

dφa + εabcW bφc.

Queremos estudar a teoria efetiva que descreve este sistema no limite de baixas

energias. A expressão “baixas energias” significa uma escala de energia muito menor

que escalas da ordem de
√
λv associadas às flutuações do campo φ. Nesta escala o

campo φ está em uma configuração tal que |~φ| = v. Portanto trabalharemos numa

região onde a simetria SO(3) foi quebrada para SO(2) = U(1) (que são as rotações

em torno do eixo definido pela direção do valor esperado não nulo de φa neste estado).

Procuramos então por uma teoria efetiva com simetria U(1). A chave do problema está

em como esta simetria é realizada.

Podeŕıamos supor que a teoria que procuramos fosse simplesmente a teoria de

Maxwell. Observe no entanto que existem defeitos no sistema. Em 3D o espaço as-

sintótico é topologicamente equivalente a S2 e teremos como consequência da quebra

de simetria Π2(SO(3)/SO(2)) = Z. Ou seja, existem defeitos na região infra-vermelha

da teoria. Isso significa que a teoria de Maxwell usual não é capaz de dar conta dos

fluxos não triviais da teoria (indexados por Π2(SO(3)/SO(2))). Na teoria original es-

ses defeitos são as soluções clássicas das equações de movimento não lineares. Essas

soluções correspondem aos monopolos de ’t Hooft-Polyakov em uma configuração esta-

cionária em 4D; neste contexto, em 3D, eles são objetos localizados no espaço-tempo

tridimensional e são denominados instantons. No infra-vermelho eles se apresentam

como singularidades pontuais nos campos da teoria efetiva.

A contribuição do instanton na função partição é da forma e−
I
e2 , onde I é uma

constante independente do acoplamento e. Esta estrutura é obtida substituindo-se

a solução clássica no funcional de ação (3.76). e−
I
e2 é proporcional à densidade de

probabilidade de criação de um instanton. Mais precisamente, o número esperado de

instantons numa região de volume V é da ordem de V µe−
I
e2 , onde µ é uma escala de

inverso de volume determinada pela normalização da probabilidade. Se o acoplamento

é fraco o número de instantons só será relevante para grandes volumes. Ou seja, a

contribuição dos instantons se torna fundamental no infra-vermelho.
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No entanto a contribuição dos instantons não se dá através da adição de termos

locais (funcionais locais do campo de Maxwell) à teoria de Maxwell. De fato, esses

termos deveriam ser relevantes, no sentido do grupo de renormalização, pois os termos

relevantes são aqueles que têm sua contribuição ampliada no IV (precisamente por isso

são denominados relevantes). Além disso a simetria U(1) deve ser mantida. O único

termo com essas caracteŕısticas é o termo de Chern-Simons, porém este quebra P e T

e não existe nenhuma razão f́ısica para que isso aconteça neste caso. Essas observações

indicam que uma 1-forma não constitui uma boa descrição efetiva do sistema no limite

de baixas energias ainda que este campo apareça na ação SO(3) original. De fato

essas considerações evidenciam ainda que a contribuição de instantons é um problema

não-perturbativo.

De forma geral podemos dizer que a teoria efetiva é descrita formalmente pela

seguinte função partição

ZA =
∑
{Bg}

∫
DAe−

∫
M3

( 1
2

(dA+g∗Σg)∧∗(dA+g∗Σg))−Sg(Jg)
, (3.77)

onde g ∼ 1
e

e a soma é efetuada sobre as superf́ıcies Poincaré-duais à Σg. Note que

a soma é irrestrita refletindo o fato de que estes objetos são internos ao sistema (não

introduzimos neste estágio nenhuma carga externa), no entanto as superf́ıcies fechadas,

d∗Σg = 0, não contribuem e podem ser desacopladas ao serem absorvidas por A. Desta

forma esta soma é equivalente a uma soma restrita sobre as configurações de Σg com o

v́ınculo ∗Jg = d∗Σg seguida de uma soma sobre as configurações de Jg. O que afirmamos

no parágrafo anterior é que não existe uma teoria efetiva apenas em termos de A que

resultaria da soma sobre os instantons em (3.77).

Uma vez que a formulação em termos de A tem um caráter não-perturbativo no

que diz respeito às contribuições de instantons, parece ser uma boa idéia olhar para

a formulação dual. Este foi o caminho seguido por Polyakov. A formulação dual da

teoria (3.77), pode ser obtida facilmente como fizemos antes através da introdução de
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um campo auxiliar C (uma 2-forma). A ação para A em (3.77) fica

SA → i(dA+ g∗Σg, C) +
1

2
(C,C), (3.78)

de forma que A é um multiplicador de Lagrange que impõe que ∗C = dη onde η é um

escalar (uma 0-forma). A ação dual é portanto

Sη =
1

2
(dη, dη)− ig(η, Jg). (3.79)

Observe que a ação só depende de Jg de forma que a soma sobre as superf́ıcies em (3.77)

pode ser equivalentemente escrita como uma soma sobre as superf́ıcies Poincaré-duais à

Jg designadas por Ag, a menos de uma normalização da função partição. A formulação

dual é portanto

Zη =
∑
{Ag}

∫
Dηe−

∫
M3

( 1
2
dη∧∗dη+igη∧∗Jg)−Sg(Jg)

. (3.80)

A soma sobre superf́ıcies tem um caráter formal e é apenas devidamente definida na

rede como mencionamos no Cap. 2. No entanto, neste caso, note que a corrente Jg é

uma 0-corrente. Mais precisamente, pela definição (2.24), um instanton localizado na

posição x0 do espaço-tempo é representado simplesmente por

Jg(x) = δ(x− x0). (3.81)

Segue que podemos construir uma forma expĺıcita para a soma descrevendo um número

arbitrário de instantons no espaço, que supostamente constitui uma descrição apropri-

ada do sistema no limite infra-vermelho. Para um instanton apenas, a contribuição na

função partição (3.80) seria da forma

1 :
∑
{Ag}

eig(η,Jg)−Sg(Jg) →
∫
d3x0µe

− I
e2 eigη(x0), (3.82)

ou seja, uma soma sobre todas as posśıveis posições com peso dado pela densidade

de probabilidade de existência do instanton no espaço-tempo, µe−
I
e2 . Esta informação

estaria codificada na expressão formal Sg(Jg). Para dois instantons

2 :
∑
{Ag}

eig(η,Jg)−Sg(Jg) →
∫
d3x0

∫
d3x′0

µ2e−
2I
e2

2!
eigη(x0)eigη(x′0), (3.83)
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onde o fator 2! designa o fato de que os instantons são indistingúıveis. Podeŕıamos ainda

ter anti-instatons cuja única diferença é a carga −g. Portanto em uma situação na qual

o sistema possui n+ instantons e n− anti-instantons a contribuição será da forma(
µe−

I
e2

)n++n−

n+!n−!

n+∏
i=1

n−∏
j=1

∫
d3xi0

∫
d3xj0e

igη(xi0)e−igη(xj0). (3.84)

Logo, para um número arbitrário de instantons a soma sobre todas as configurações

pode ser escrita de uma forma expĺıcita

∞∑
n+,n−=0

(
µe−

I
e2

)n++n−

n+!n−!

n+∏
i=1

n−∏
j=1

∫
d3xi0

∫
d3xj0e

igη(xi0)e−igη(xj0). (3.85)

Observe que só estamos considerando instantons de carga g (e anti-instantons de carga

−g), para considerar de fato todas as contribuições, a soma deveria varrer todas as

cargas também, ou seja, todos os múltiplos inteiros de g. No entanto, para e pequeno,

as contribuições de ordem superior na carga serão exponencialmente suprimidas. Isso

significa que é energeticamente muito mais vantajoso produzir n instantons de carga g

espalhados em um grande volume do que apenas um instanton de carga ng.

O fato mais interessante é que neste caso esta soma pode ser realizada exatamente.

Observe que as contribuições de instantons e anti-instantons são independentes. No-

tando que

∞∑
n=0

(
µe−

I
e2

)n
n!

n∏
i=1

∫
d3xi0e

igφ(xi0) = eµe
− I
e2
∫
d3xeigη(x)

, (3.86)

obtemos a contribuição total de instantons e anti-instantons:

∞∑
n+,n−=0

(
µe−

I
e2

)n++n−

n+!n−!

n+∏
i=1

n−∏
j=1

∫
d3xi0

∫
d3xj0e

igη(xi0)e−igη(xj0) = e2µe
− I
e2
∫
d3x cos gη(x).

(3.87)

A teoria efetiva que descreve o sistema no infra-vermelho é portanto

Zη =

∫
Dηe−

∫
M3

( 1
2
dη∧∗dη)+2µe

− I
e2
∫
d3x cos gη(x)

. (3.88)



75

Este resultado é muito curioso. Foi necessário irmos para a formulação dual (em termos

do campo η) para dar conta da contribuição dos instantons através de termos locais.

Uma forma de entender melhor este resultado é notando que a inserção de um instanton

no sistema é representado pela inserção do operador eigη(x0), tomado na posição x0

do instanton. Este é simplesmente o “loop de Wilson”. Ou seja, a exponencial do

operador tomando valores na “linha de mundo” da part́ıcula, que neste caso é apenas

um ponto. Isso é esperado, pois esta é a representação dual do acoplamento não-

mı́nimo que aparece em (3.77). Portanto uma forma de construir uma configuração

com um número arbitrário de instantons é inserindo todas as combinações posśıveis

destes operadores na função partição e somando, isso é convenientemente expresso pela

expansão de ee
igη(x0)

e ao considerar os anti-instantons também, chegamos no cosseno.

Note ainda que o campo η é efetivamente um ângulo na posição do instanton, pois os

operadores são invariantes por η(x0)→ η(x0)+ 2nπ
g

; n ∈ Z. Esta propriedade permanece

válida, agora em todo o espaço, na formulação final devido ao cosseno. Isso sugere uma

interpretação via condensado deste sistema.

Uma questão que se mostra natural agora diz respeito ao destino do campo A. O

gás de instantons discutido acima tem o efeito de gerar massa para o campo escalar no

valor de 2g2µe−
I
e2 , além de termos de auto interação. Sabemos que em 3D um campo

escalar massivo (uma 0-forma massiva) é dual a uma 2-forma massiva, um campo

de Kalb-Ramond massivo (lembre que para teorias massivas a relação de dualidade é

p + q + 1 = D, onde p e q são os postos das formas duais e D é a dimensão espaço-

temporal). Estamos presenciando portanto o fenômeno de pulo de posto.

Vamos agora mostrar que de fato este sistema pode ser representado por meio da

prescrição de Julia-Toulouse. Este é um novo resultado que sustenta a generalidade

desta prescrição na forma apresentada aqui. Como comentamos acima, deve ser posśıvel

representar o comportamento coletivo dos instantons por um condensado (um campo

cont́ınuo) mesmo na representação dual. Esta seria a visão via prescrição de Julia-

Toulouse dual conforme discutido na seção anterior. De fato, voltemos à formulação

dual (3.80). A prescrição de Julia-Toulouse dual consiste em considerar Jg como um
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campo e formalmente considerar a soma sobre superf́ıcies como uma integral sobre Jg.

A pergunta então se torna: qual a forma do funcional Sg(Jg) tal que a integração sobre

Jg forneça como teoria efetiva a teoria (3.88)? Jg é um campo auxiliar pois não tem

derivadas na ação, portanto integrar Jg significa resolver a equação:

δSg
δJg

= igη. (3.89)

Queremos determinar Jg em função de η tal que ao substituir na ação obteremos o

termo cosseno. Ou seja devemos resolver (3.89) tal que:

−ig
∫
d3xJg(x)η(x) + Sg(Jg) = −ε

∫
d3x cos gη(x), (3.90)

onde definimos ε ≡ 2µe−
I
e2 . Este problema pode ser facilmente resolvido. Derivando a

expressão (3.90) em relação a η e usando a equação (3.89) obtemos

Jg(x) = iε sin gη(x). (3.91)

Substituindo em (3.90) obtemos a forma completa da ação Sg(Jg)

S(Jg) =

∫
d3x

(
Jg arcsinh

(
Jg
ε

)
− ε
√

1 +
J2
g

ε2

)
. (3.92)

Agora podemos entender o que acontece no modelo original (3.77) em termos de

A. A prescrição de Julia-Toulouse é implementada na sua forma original, ou seja, Σg

se torna um campo e o novo campo fundamental da teoria é a combinação invariante

de brana B ≡ dA + g∗Σg de forma que g∗Jg ≡ H = dB. Observe como a simetria

de calibre é realizada: o campo A foi comido pela brana Σg e a simetria de calibre é

realizada de forma escondida no invariante de brana e de calibre B. A soma sobre as

branas se torna uma integral sobre Σg que em conjunto com a integral sobre A se torna

efetivamente uma integração sobre B. A teoria então toma a forma

ZB =

∫
DBe

−
∫
M3

( 1
2
B∧∗B)−

∫
d3x

(
∗H
g

arcsinh(
∗H
gε )−ε

√
1+
∗H2

g2ε2

)
. (3.93)

Este é o resultado obtido recentemente por Polyakov [95] e descreve a dinâmica dos

graus de liberdade relevantes no limite infra-vermelho da teoria (3.76). Essa teoria
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descreve um campo de Kalb-Ramond massivo com massa gε, a mesma do campo escalar,

obviamente, uma vez que estes sistemas são duais.

Observe que a ação envolve uma função multivalente (3.92). Para entender melhor

o que isso significa vamos explicitar os diferentes ramos desta função. Note que para

um número complexo z qualquer:

arcsinh (z) = ln
(
z +
√
z2 + 1

)
+ 2iπn; n ∈ Z. (3.94)

onde n parametriza os diferentes ramos. Podemos elevar esta função à categoria de

um funcional e teremos que n se torna uma distribuição tal que sua integral numa

região envolvendo a singularidade definida pela distribuição é um número inteiro (pense

primeiramente numa rede onde z toma valores complexos nos śıtios e n toma valores

inteiros, depois extrapole para o cont́ınuo). Esta é a definição de uma 0-corrente. O

termo multivalente do funcional fica

∗H

g
arcsinh

(∗H
gε

)
=
∗H

g
ln

∗H
gε

+

√(∗H
gε

)2

+ 1

+
2iπn

g
∗HΛ. (3.95)

Uma soma sobre ramos deve portanto ser inclúıda na definição da função partição.

Esta soma se tornará uma soma sobre 0-superf́ıcies Poincaré-duais a 0-correntes Λ

que definem os ramos. Estes são defeitos inerentes ao sistema e têm sua origem na

periodicidade do campo η discutido acima; eles são análogos aos loops de fluxo que

encontramos no supercondutor. Lembre que lá, no cálculo do potencial confinante, os

loops se incorporavam numa soma sobre as branas cuja borda, naquele contexto, eram

as linhas de mundo dos monopolos (veja a discussão em torno das eqs. (3.25) e (3.26)).

Exatamente o mesmo fenômeno acontecerá aqui (numa versão dual): ao calcularmos

o loop de Wilson associado à uma carga elétrica, teremos que expressar esta carga em

termos de sua brana Σe (∗Je = d∗Σe). Neste caso, a soma sobre os diferentes ramos

se traduzirá em uma soma sobre as superf́ıcies cuja borda são as correntes elétricas Je.

Esta observação foi primeiramente feita por Polyakov em [95]. Observe que também

aqui a consistência exige a quantização das cargas elétricas externas como pode ser

visto pelo último termo da (3.95) (e = 2iπn
g

).
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Explicitamente, inserindo o loop de Wilson W (C) = eie(A,Je) em (3.77) e somando

sobre o gás de instantons podemos obter o valor médio do loop de Wilson neste sistema.

Este terá que ser expresso em termos da brana Σe devido ao pulo de posto (mesmo pro-

cedimento que em (3.58)). A expressão do valor médio do loop de Wilson na formulação

em termos do campo B será:

〈W (C)〉 =
∑
{Be}

′
∫
DBe

− 1
2

(B,B)−
∫
d3x

(
∗H
g

ln

(
∗H
gε

+

√
( ∗Hgε )

2
+1

)
−ε
√

1+
∗H2

g2ε2

)
+ie(B,Σ̃e)

, (3.96)

onde a soma é realizada sobre as superf́ıcies Be Poincaré-duais à Σ̃e vinculadas por

∗Je = d∗Σ̃e, que é uma carga externa de prova aqui. As branas Σ̃e = Σe + d†Λ são

invariantes de brana tipo Stuckelberg. Estes invariantes são constrúıdos com a ajuda

dos ramos e a soma sobre os ramos se tornou a soma sobre Σ̃e. Observe que, devido

ao acoplamento mı́nimo com o Kalb-Ramond massivo, estas branas agora carregam

energia, elas se tornaram reais. Ocorreu uma quebra espontânea da simetria de brana

elétrica e a simetria de brana é realizada de forma escondida como já vimos antes.

Este modelo, como é bem sabido, exibe confinamento no sentido que o valor médio do

loop de Wilson obedece a lei de áreas [76, 77, 78]. O ponto importante que devemos

enfatizar é que, aqui, assim como no caso supercondutor, a assinatura do confinamento

é a quebra espontânea da simetria de brana. De fato, podemos considerar (3.95) como

uma expansão em derivadas de B. É uma boa aproximação na região-infravermelha

considerar apenas a primeira ordem da expansão se a variação do campo B for suave.

Vamos considerar que este é o caso. Obtemos

∫
d3x

∗H
g

ln

∗H
gε

+

√(∗H
gε

)2

+ 1

− ε√1 +
∗H2

g2ε2

 ≈ ∫ d3x
∗H2

2g2ε
, (3.97)

a menos de uma constante, e ficamos com o modelo de Kalb-Ramond massivo acoplado

minimamente

〈W (C)〉 ≈
∑
{Be}

′
∫
DBe−

∫
M3

1
2

(
B∧∗B+ 1

g2ε
H∧∗H

)
+i(B,Σ̃e). (3.98)
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Como foi discutido por Polyakov [95] esta aproximação é suficiente para identificar o

confinamento. Isso mostra que o fator determinante para o confinamento é o termo de

massa para o campo B e este por sua vez é a razão da quebra da simetria de brana.

3.4.2 Defeitos e o termo de Chern-Simons

Nesta subseção vamos discutir os resultados obtidos em [96, 79]. Nestes trabalhos nós

desenvolvemos os fundamentos do formalismo de Julia-Toulouse generalizado para lidar

com condensados que quebram as simetrias P e T . Vimos acima que o estado de alguns

sistemas f́ısicos admite um interpretação efetiva em termos de condensados. Este pro-

cedimento é muito semelhante à atitude adotada na teoria do ĺıquido de Fermi, onde a

complexa dinâmica dos elétrons em um metal é descrita em baixas energias (próximo

a superf́ıcie de Fermi) efetivamente por um condensado cujas pequenas excitações são

as quasi-part́ıculas [97]. Estas quasi-part́ıculas se comportam como elétrons livres em

primeira aproximação (mesma relação de dispersão por exemplo) e constituem uma boa

aproximação para a descrição da condutividade em um metal, como evidenciado pelo

modelo de Drude. A idéia colocada em [96, 79] é que a dinâmica quântica induzida por

férmions muito pesados na QED em 3D (QED3) pode ser aproximada por um conden-

sado de defeitos em uma formulação dual obtida pela prescrição de Julia-Toulouse.

3.4.2.1 Processos radiativos como um fenômeno de condensação

Discutimos no fim do Cap. 2 que a teoria efetiva que descreve a QED3 em baixas

energias é a Maxwell-Chern-Simons (MCS). Esta teoria é obtida em ordem mais baixa

numa expansão no inverso da massa do férmion. Esta será uma boa aproximação se os

férmions forem muito massivos. 1 A interpretação f́ısica da indução do termo de CS é

muito interessante. Ao dizer que determinadas excitações são muito massivas em relação

às outras posśıveis part́ıculas que constituem o sistema, estamos considerando efetiva-

mente que elas são dinamicamente inertes. No entanto, sua mera presença interfere nos

1Conforme discutimos no Cap. 2, para fermions não massivos a indução do termo de CS também
ocorre, desta vez induzida pelos fermions reguladores de Pauli-Villars, que também são muito massivos
(sem dinâmica)
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estados do sistema através de flutuações quânticas e isso resultará numa perturbação da

propagação das part́ıculas menos massivas. No caso da QED3 as flutuações quânticas

fermiônicas se manifestam na perturbação da propagação eletromagnética. O mais in-

teressante é que o termo de CS introduz inércia nesta propagação, os fótons ganham

massa. Isso é semelhante ao caso do supercondutor com o mecanismo de Higgs. É

natural portanto supor que uma descrição efetiva do sistema possa ser feita por um

condensado.

Vimos também no Cap. 2 que a dualidade entre a teoria MCS e o modelo auto-dual

(AD) tem como caso especial a dualidade entre a teoria de Maxwell e a teoria de um

campo escalar não massivo. Esta última dualidade foi justamente o que discutimos na

seção anterior no estudo do modelo de Polyakov. Naquele caso vimos que o sistema de

um campo escalar sem massa acoplado minimamente com o gás de instantons é efeti-

vamente descrito por um condensado cujas excitações são campos escalares massivos,

diz-se que o campo escalar adquiriu massa devido ao gás de instantons. Aqui nós temos

algo similar: a teoria de Maxwell acoplada minimamente a férmions massivos é efetiva-

mente descrita por um “condensado” cujas excitações são part́ıculas vetoriais massivas

descritas pela teoria de MCS. Na seção anterior nós vimos ainda que a teoria dual

do condensado é expressa em termos de um campo de Kalb-Ramond massivo (dual ao

campo escalar massivo), realizando o fenômeno de pulo de posto caracteŕıstico da pres-

crição de Julia-Toulouse quando há geração de massa. É portanto natural conjecturar

que o mesmo ocorre aqui. Ou seja, deve existir uma formulação dual ao processo de

correções quânticas fermiônicas. Por dualidade, este processo deve conectar a teoria do

campo escalar sem massa com a teoria do campo AD, realizando portanto o pulo de

posto. Devemos ter então

76 5401 23Maxwell
flutuações quânticas //

��

76 5401 23MCSoo

��76 5401 23Escalar

Dualidade

OO

Julia-Toulouse
//76 5401 23AD

Dualidade

OO

oo

(3.99)
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Vamos agora estudar com mais detalhes a conexão Escalar − AD representado

na parte inferior do diagrama acima. Como já sabemos, um acoplamento mı́nimo se

traduz, através da dualidade, em um acoplamento não mı́nimo. Portanto, uma vez

que os férmions estão acoplados minimamente com a teoria de Maxwell, a estrutura

esperada para a teoria dual escalar é (trabalhamos aqui também no espaço euclidiano)

Zφ =
∑
{Be}

∫
Dφe−

∫
M3

( 1
2

(dφ+e∗Σe)∧∗(dφ+e∗Σe))−Se(Je), (3.100)

onde φ é o campo escalar, Σe são 2-correntes tais que ∗Je = d∗Σe é a corrente elétrica e

P(Be) = ∗Σe. Vamos usar a relação “fluxo-corrente” para reescrever esta expressão em

outras variáveis. A função partição pode ser equivalentemente escrita como

Zφ =
∑
{Be}

∫
Dφ
∫
DHδ(∗H − ∗Σe)e

−
∫
M3

( 1
2

(dφ+e∗H)∧∗(dφ+e∗H))−Se(d∗H)
, (3.101)

onde apenas inserimos uma identidade na forma da integral da delta. Usamos agora a

fórmula de Poisson (2.29)∑
{Be}

δ(∗H − ∗Σe) =
∑
{Fe}

e
−2πi

∫
M3

∗ω∧∗H
, (3.102)

onde Fe são 1-superf́ıcies, Poincaré-duais à 1-forma ω. A ação resultante fica

S =
1

2
(dφ+ e∗H, dφ+ e∗H) + 2πi (∗ω,H) + Se(d

∗H). (3.103)

Redefinimos agora

∗H → f − 1

e
dφ (3.104)

resulta

S =
e2

2
(f, f) + 2πi (ω, f)− 2πi

e

(
d†ω, φ

)
+ Se(d

∗f). (3.105)

Veja que φ é agora um multiplicador de Lagrange impondo o v́ınculo

d∗ω = 0, (3.106)
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ou seja, os fluxos são fechados. Isso vincula a soma sobre Fe, tornando esta uma soma

sobre superf́ıcies fechadas. Podemos introduzir superf́ıcies Ge das quais as superf́ıcies

Fe são bordas, ou seja, introduzir uma 2-forma Λ Poincaré-dual à Ge tal que ∗ω = d∗Λ.

A menos de uma normalização a função partição fica

Zf =
∑
{Ge}

∫
Dfe−

∫
M3

(
e2

2
f∧∗f+2πif∧d∗Λ

)
−Se(d∗f)

. (3.107)

Uma observação extremamente importante é que o condensado descrito pela MCS

quebra P e T . Se quisermos representar o mesmo efeito na formulação dual, esta

informação deve estar presente. Sendo uma propriedade do condensado, a quebra destas

simetrias deve estar contida na ação Se(d
∗f), esta é vista como uma expansão em

derivadas pois estamos procurando uma descrição efetiva para as excitações de mais

baixa energia. E ainda cada termo deve ser um invariante de brana, que na presente

representação significa que os termos em Se são invariantes por f → f + dχ onde χ

é uma 0-forma. O primeiro termo da expansão é de fato o termo de CS que satisfaz

todas essas propriedades. Portanto Se tem a forma

Se = iθ

∫
M3

f ∧ df, (3.108)

onde θ é um parâmetro fenomenológico. Ficamos portanto com

Zf =
∑
{Ge}

∫
Dfe−

∫
M3

(
e2

2
f∧∗f+iθf∧df+2πif∧d∗Λ

)
. (3.109)

Observe que novamente um campo acoplado não-minimamente sofreu um pulo de posto.

Veja no entanto que os defeitos originais do sistema ainda estão presentes na forma de

um acoplamento mı́nimo. Estes objetos são como parâmetros indicando as fases do

sistema. Seguindo a idéia de Julia e Toulouse, se estes objetos se proliferam e formam

uma distribuição cont́ınua, a soma sobre Ge se torna uma integral sobre Λ e o último

termo impõe o v́ınculo df = 0. Ou seja, f = dφ e recuperamos a teoria de um campo

escalar. Por outro lado, se formalmente nós anularmos a contribuição dos defeitos ω, o

que corresponde a uma “diluição” de ω, então obteremos como descrição do sistema a
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teoria AD

ZAD =

∫
Dfe−

∫
M3

(
e2

2
f∧∗f+iθf∧df

)
. (3.110)

Como sabemos, podemos aplicar um racioćınio similar na teoria original. Lá o “parâmetro”

é a brana Σe (dual de Poisson à ω). Como já comentamos a relação entre Σe e ω é uma

relação do tipo ordem-desordem. De fato, vemos na (3.100) que se Σe é dilúıda (= ω se

prolifera) obtemos a teoria do campo escalar. Se por outro lado Σe prolifera e se torna

uma distribuição cont́ınua então a soma sobre Be se torna uma integral sobre Σe. Esta

integral em conjunto com a integral sobre φ se torna efetivamente uma integral sobre o

invariante ef ≡ dφ+ e∗Σe e reobtemos (3.110).

Como sabemos, esta é a teoria dual à MCS. O campo f é massivo com massa e2

2θ
(e2

tem dimensão de massa). Veja que a MCS é obtida pela integração dos férmions como

discutimos no Cap. 2. A contribuição fermiônica é traduzida no termo de CS. O que

acabamos de ver aqui é que o vácuo quântico com as flutuações fermiônicas pode ser

descrito como um condensado que quebra P e T . Este condensado tem como principal

efeito a geração de massa para o fóton através do termo de CS. As semelhanças com

o mecanismo de Higgs são bem claras. Note ainda que a transição completa para a

AD, ou sua dual MCS, só é de fato estabelecida no limite em que os defeitos elétricos

condensam (ou os fluxos diluem, dependendo do quadro). Este controle que a prescrição

de Julia-Toulouse nos dá para passar de uma fase para outra é essencial para o que

vamos discutir a seguir.

Antes de passarmos para o próximo tópico vamos analisar a ligação Maxwell −

MCS na parte superior do diagrama (3.99). Ao estudar o modelo de Polyakov na

seção anterior, vimos que foi posśıvel interpretar a modificação da teoria escalar devido

aos instantons através de um condensado representado por um acoplamento mı́nimo

e uma ação para as correntes que era nada mais que a transformada de Legendre do

potencial (veja equação (3.90)). No presente caso, temos a teoria de Maxwell acoplada
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minimamente

ZA =
∑
{Be}

∫
DAe−

∫
M3

( 1
2
dA∧∗dA−ieA∧∗Je)−Se(Je). (3.111)

que é simplesmente o modelo dual a (3.100). Se quisermos que o acoplamento com a

corrente Je, após a condensação da mesma, represente efetivamente o efeito dos férmions

então a forma de Se tem que ser tal que (espaço Euclidiano)

−ie
∫
M3

A ∧ ∗Je + Se(Je) = ln det(D/+M), (3.112)

de forma que determinando Je como função de A e invertendo, em prinćıpio, é posśıvel

determinar a forma da ação Se. Estamos interessados apenas em excitações de bai-

xas energias e portanto vamos apenas reter o termo de primeira ordem na expansão

derivativa do lado direito. Este é o termo de CS.

ln det(D/+M) ≈ i
e2

8π

M

|M |

∫
M3

A ∧ dA. (3.113)

Nesta aproximação, determinamos imediatamente Je:

∗Je = − e

4π

M

|M |
dA. (3.114)

Substituindo em (3.112) determinamos Se que tem uma estrutura tipo CS também

Se(Je) = i2π
M

|M |

∫
M3

∗Σe ∧ d∗Σe. (3.115)

Note que esta análise é um tanto formal e só faz sentido de fato se Je e Σe forem

campos. Observe que Se é invariante de brana e só depende de Je como seu argumento

indica. Vemos ainda que, comparando com (3.108), parece que podemos identificar

θ = 2π M
|M | , mas note que existe grande arbitrariedade na passagem para o cont́ınuo

através da prescrição de Julia-Toulouse e nada garante que esta identificação seja exata.

O resultado importante aqui é a identificação da estrutura tipo CS de Se, adequada

para simular o comportamento fermiônico visto como um condensado que quebra P e

T . Este é essencialmente o resultado que reportamos em [96]. Vamos mostrar mais a

frente que estes conceitos nos permitem abordar o problema da definição do modelo de

MCS na presença de defeitos magnéticos.
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3.4.2.2 Julia-Toulouse e o efeito Hall quântico fracionário

Antes de discutir o problema de incluir instantons na teoria de MCS devemos comentar

brevemente que a análise discutida acima encontra perfeita ressonância na teoria do

efeito Hall quântico fracionário (EHQF ). Especificamente, vamos mostrar agora que

é posśıvel obter toda a estrutura hierárquica proposta por Haldane [98] a partir de

teorias efetivas obtidas pela prescrição de Julia-Toulouse. O que vamos discutir abaixo

está essencialmente contido no artigo de revisão de Wen [46], no entanto é importante

observar que aqui este procedimento é visto como um caso especial do formalismo que

desenvolvemos.

O efeito Hall quântico ocorre em sistemas de elétrons em baixa temperatura com

dinâmica efetivamente planar submetidos a um intenso campo magnético perpendicular

ao plano. A manifestação caracteŕıstica do efeito Hall quântico é a quantização da

condutividade Hall que caracteriza a resposta eletrônica ao campo eletromagnético

aplicado. Explicitamente, para uma corrente elétrica Je no plano na presença de um

campo eletromagnético F = dA temos

e∗Je = σF, (3.116)

onde

σ =
νe2

2π
, (3.117)

é a condutividade Hall em unidades com ~ = 1 (em outras unidades σ = νe2

h
). O

parâmetro ν é denominado filling fraction e os estados energeticamente favoráveis do

sistema correspondem a estados incompresśıveis com este parâmetro tomando valores

inteiros ou fracionários. O caso inteiro, denominado efeito Hall quântico inteiro, pode

ser facilmente compreendido com um modelo de elétrons independentes submetidos a

um campo magnético externo, o modelo de Landau, que é essencialmente a f́ısica de um

oscilador harmônico. Para explicar o caso fracionário no entanto, denominado efeito

Hall quântico fracionário, as interações entre os elétrons não podem ser ignoradas. De

fato o sistema é fortemente correlacionado neste caso e é muito pouco produtivo insistir
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em tratar os elétrons como os graus de liberdade aqui. O sistema constitui um fluido

topológico e as excitações (quasi-part́ıculas) deste fluido constituem os novos graus de

liberdade. O mais interessante é que essas excitações são caracterizadas por números

quânticos fracionários com relação aos elétrons e isso está diretamente relacionado com

os valores fracionários da condutividade. Laughlin [99] propôs funções de onda para

definir estes estados. Para o estado fundamental com filling fraction ν = 1
m

; m ∈ Z,

por exemplo, a função de onda tem a forma:

Ψ =
∏
i<j

(zi − zj)me−
1
4

∑
i |zi|2 , (3.118)

onde zi = xi + iyi denota a posição do i-ésimo elétron no plano. Note que m deve ser

ı́mpar. Podemos construir uma ação efetiva para este estado. Observe primeiramente

que a equação (3.116) tem exatamente a mesma estrutura da (3.114). Portanto uma

forma de descrever a resposta linear do sistema de elétrons a um campo eletromagnético

externo é dada pela ação

S = −ie
∫
M3

A ∧ ∗Je + imπ

∫
M3

∗Σe ∧ d∗Σe. (3.119)

onde ∗Je = d∗Σe. Nesta ação devemos entender Σe como um campo representando o

condensado de elétrons que forma o fluido Hall. Extremizando esta ação com respeito

a Σe obtemos (3.116) com ν = 1
m

. O campo dinâmico em (3.119) é Σe, A é um campo

externo, portanto a função partição do sistema tem a forma:

Z =

∫
DΣee

−S(Σe,A). (3.120)

Queremos entender agora como as quasi-part́ıculas surgem neste sistema. Estas repre-

sentarão pequenas excitações em torno do estado fundamental do fluido representado

por (3.118). A introdução de quasi-part́ıculas perturba o fluido e pode ser represen-

tada pela inserção de 1-correntes acopladas ao campo do fluido Σe. A ação portanto é

modificada na forma

S → S ′ = S − i2πq1

∫
M3

∗Σe ∧ ∗J1, (3.121)
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onde q1 é a carga da corrente J1 com respeito ao campo do condensado Σe. Pode-

se mostrar que q1 deve ser quantizada por valores inteiros, por simplicidade vamos

tomar q1 = 1 de agora em diante. A proposta de Haldane [98] é que a presença

destas excitações é o prelúdio da transição para outros estados Hall caracterizados por

outros filling fractions. As excitações perturbam o balanço energético e, ao surgirem

mais e mais excitações, eventualmente o sistema se tornará incompresśıvel novamente

atingindo uma nova configuração energética favorável e estabelecendo assim um novo

estado para o condensado. Podemos entender isso facilmente pelo formalismo de Julia-

Toulouse dual. Vamos introduzir na ação um termo caracterizando as quasi-part́ıculas.

S ′ → S(1) = S − i2π
∫
M3

∗Σe ∧ ∗J1 + im1π

∫
M3

∗Σ1 ∧ d∗Σ1, (3.122)

A função partição tem agora a forma

Z(1) =
∑
{B1}

∫
DΣee

−S(1)(Σe,Σ1,A), (3.123)

onde B1 são as superf́ıcies Poincaré-duais à Σ1. O último termo em (3.122), sendo um

termo de auto-intersecção de p-correntes neste estágio da construção, está relacionado

diretamente com a estat́ıstica das quasi-part́ıculas que resulta ser fracionário [49]. Não

vamos nos alongar neste ponto no entanto, ainda que extremamente importante, e

considerar esta ação como intermediária em nossa construção. Seguindo o procedimento

de Julia-Toulouse considere que estas excitações se proliferam formando um condensado.

Este será um “condensado sobre outro condensado”. Neste caso a soma sobre B1 se

torna uma integral sobre Σ1 de forma que temos agora dois campos dinâmicos na teoria:

Σe e Σ1. Extremizando a ação em relação a estes campos obtemos as equações

e∗Je = σdA+
e

m
∗J1 (3.124)

∗J1 =
1

m1

∗Je. (3.125)

Substituindo (3.125) em (3.124) obtemos

e∗Je = σ(1)dA, (3.126)
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onde

σ(1) =
e2

2π

(
1

m− 1
m1

)
, (3.127)

é o novo coeficiente Hall. Este é o primeiro ńıvel da hierarquia Hall. É evidente que este

procedimento pode continuar. Podemos introduzir excitações J2 no condensado acopla-

das minimamente com o campo Σ1. Estas excitações vão então condensar produzindo

o próximo ńıvel da hierarquia com

σ(2) =
e2

2π

 1

m− 1
m1− 1

m2

 . (3.128)

Generalizações deste modelo podem ser consideradas para capturar outras situações

mais complicadas. O exemplo discutido diz respeito ao EHQF em uma camada de

material apenas. Para uma situação um pouco mais geral a ação do sistema tem a

forma

S = −ietI
∫
M3

A ∧ ∗J I + iπKIJ

∫
M3

∗ΣI ∧ d∗ΣJ , (3.129)

onde o vetor tI codifica a informação sobre os portadores de corrente nas outras camadas

da amostra (para uma camada apenas tI = δI1) e é denominado vetor de carga. A

matriz KIJ fornece informação sobre o filling fraction através da expressão matricial ν =

tTK−1t. O fluido Hall é um sistema que apresenta ordem topológica, como comentamos

anteriormente, estes sistemas não admitem uma descrição em termos de parâmetros de

ordem no contexto usual. De fato os estados deste fluido topológico são caracterizados

pela ação topológica (3.129) definida pelas quantidades tI e KIJ . Esta é uma descrição

praticamente completa do flúıdo Hall 2.

Observe o papel crucial da prescrição de Julia-Toulouse nesta construção. Ainda que

a idéia do “condensado sobre condensado” já existisse na literatura é importante notar

que a prescrição de Julia-Toulouse permite unificar este conceito em um formalismo

mais geral. A seguir vamos discutir uma outra importante aplicação desta prescrição.

2para sistemas definidos em superf́ıcies curvas pode ser necessária a introdução de uma nova quan-
tidade topológica denominada vetor de spin, veja [46] para mais detalhes
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3.4.2.3 Confinamento de instantons

A linguagem que desenvolvemos até aqui nos permite ainda abordar uma questão bem

controversa na literatura: a definição do termo de Chern-Simons na presença de defeitos

magnéticos. Parece não existir um consenso quanto à definição da teoria de MCS com

acoplamento não mı́nimo. O problema está em tentar incorporar diretamente na teoria

um acoplamento não-mı́nimo com um monopolo externo (um instanton nesta dimen-

sionalidade). Ao fazer isso quebramos explicitamente a simetria de brana magnética

devido à presença do termo de CS. Além disso uma corrente elétrica não conservada

parece surgir no sistema. Esta corrente está localizada na brana de Dirac magnética

e consequentemente esta se torna observável. Portanto ao simplesmente formular a

teoria de MCS com um acoplamento não mı́nimo obtemos uma formulação no mı́nimo

pouco satisfatória senão inconsistente. Como exatamente a brana, que não é observável

por definição, se tornou f́ısica? Qual a origem desta corrente não conservada? Isso é

consistente com a simetria de calibre?

Na literatura este problema foi primeiramente abordado em [100] onde a conservação

da corrente elétrica (e a invariância de calibre) foi reobtida pela introdução ad hoc de

uma corrente externa. O problema também foi abordado em [101] onde foi percebido

pela primeira vez que de fato a brana de Dirac se tornava real na presença do termo de

CS e que a ação resultante do sistema seria proporcional à distância entre os instantons

ligados pela brana. Em [102] um outro efeito muito importante foi observado: o termo

de CS destrói o confinamento das cargas elétricas. Vimos na seção anterior que a te-

oria de Maxwell em 3D na presença de defeitos magnéticos confina as cargas elétricas

acopladas minimamente. O que foi observado em [102] é que somando um termo de

CS nesta teoria (obtendo portanto a teoria de MCS) o confinamento é destrúıdo. Vi-

mos que a origem do confinamento é o condensado magnético, portanto o termo de

CS suprime a condensação de defeitos magnéticos. A formulação deste problema na

rede, usando dualidade e trabalhando com a representação AD, foi feita em [103] e o

comportamento confinante para os instantons, sugerido por Pisarski [101], foi encon-
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trado neste contexto. Isso explica por que estes objetos não condensam. No entanto

os mesmos problemas de consistência permanecem, na representação AD o campo AD

se acopla minimamente com a brana e portanto esta é real desde o ińıcio. Além disso

as questões sobre a simetria de calibre ficam escondidas uma vez que a AD não possui

essa simetria.

A abordagem que estamos desenvolvendo aqui permite clarear e unificar todos esses

resultados conforme reportamos em [79]. Vamos adotar a estratégia discutida acima e

em seções anteriores. Queremos formular a MCS na presença de defeitos magnéticos

e a MCS por sua vez pode ser vista como descrevendo um condensado elétrico. Ou

seja, a MCS tem que ser um condensado elétrico com defeitos. Esta é a origem dos

problemas de interpretação. Partindo de uma fase em que ambos os defeitos magnéticos

e as cargas elétricas estão distribúıdas discretamente seremos capazes de construir uma

formulação apropriada para o sistema.

Queremos estudar portanto a teoria de Maxwell (3.111) na presença de defeitos

magnéticos externos. Considere então a função partição:

ZgA(Jg) =
∑
{Be}

∫
DAe−

∫
M3

( 1
2

(dA+g∗Σg)∧∗(dA+g∗Σg)−ieA∧∗Je+iθ∗Σe∧d∗Σe). (3.130)

onde Σe e Je são p-correntes e θ é visto como um parâmetro arbitrário, fenomenológico.

Os defeitos magnéticos Σg definem os instantons que são simplesmente a borda da

superf́ıcie Poincaré-dual a 1-corrente Σg, ou seja, a densidade de instantons é dada pela

0-corrente Jg tal que ∗Jg = d∗Σg. Vamos utilizar novamente a fórmula de Poisson para

reescrever esta teoria. Inserindo a unidade na forma de uma delta, temos

ZgA(Jg) =
∑
{Be}

∫
DA

∫
DHδ(∗H − ∗Σe)e

−
∫
M3

( 1
2

(dA+g∗Σg)∧∗(dA+g∗Σg)−ieA∧d∗H+iθ∗H∧d∗H),

(3.131)

e usando a fórmula (3.102) obtemos

ZgA(Jg) =
∑
{Fe}

∫
DA

∫
DHe−

∫
M3

( 1
2

(dA+g∗Σg)∧∗(dA+g∗Σg)−ieA∧d∗H+iθ∗H∧d∗H−2πi∗ω∧∗H).

(3.132)
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Vamos agora integrar em H. A ação que aparece em (3.132) é

S =
1

2
((dA+ g∗Σg), (dA+ g∗Σg))− ie

(
A, d†H

)
+ iθ

(∗H, d†H)− 2πi (∗ω,H) , (3.133)

A equação de movimento de H é

−iedA+ 2iθd∗H − 2πi∗ω = 0, (3.134)

que imediatamente nos diz que d∗ω = 0 e portanto podemos escrever ∗ω = d∗Λ onde Λ

é uma 2-forma. A solução para H é portanto

∗H =
e

2θ
A+

π

θ
∗Λ, (3.135)

a menos de um termo de diferencial exata que não vai contribuir ao substituir na ação.

A ação fica portanto

S =
1

2
((dA+ g∗Σg), (dA+ g∗Σg))− i

e2

4θ

(
dA+

2π

e
d∗Λ, ∗A+

2π

e
Λ

)
, (3.136)

e obtemos, a menos de uma normalização da função partição

ZgA(Jg) =
∑
{Ge}

∫
DAe−

∫
M3

(
1
2

(dA+g∗Σg)∧∗(dA+g∗Σg)−i e
2

4θ (A+ 2π
e
∗Λ)∧(dA+ 2π

e
d∗Λ)

)
. (3.137)

onde a soma é efetuada sobre as configurações das superf́ıcies Ge Poincaré-duais a Λ.

Definimos agora o campo invariante de brana B:

B ≡ A+
2π

e
∗Λ (3.138)

temos então a forma equivalente

ZgA(Jg) =
∑
{Ge}

∫
DBe−

∫
M3

(
1
2

(dB+g∗Σg− 2π
e
d∗Λ)∧∗(dB+g∗Σg− 2π

e
d∗Λ)−i e

2

4θ
B∧dB

)
. (3.139)

Nesta representação toda a informação sobre o condensado elétrico está contido nos

fluxos magnéticos d∗Λ. Estes podem ser vistos como parâmetros que controlam a con-

densação, exatamente como vimos no caso do supercondutor. Ou seja, diluindo d∗Λ
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estamos nos aproximando da fase condensada elétrica. No entanto, como no supercon-

dutor, vemos que na presença de defeitos magnéticos externos é imposśıvel realizar uma

condensação completa consistente com a simetria de brana. O máximo que podemos

fazer é diluir todos os loops de fluxos desconexos com a brana de Dirac ∗Σg. Desta

forma, desde que a condição de quantização de Dirac seja satisfeita, a soma sobre as

superf́ıcies Ge (agora envolvendo apenas as conexas com a brana de Dirac) se traduzem

em uma soma sobre diferentes configurações da superf́ıcie Σg, exatamente como vimos

antes. Temos finalmente portanto

ZgA(Jg) =
∑
{Bg}

′
∫
DBe−

∫
M3

(
1
2

(dB+ 2π
e
∗Σ̃g)∧∗(dB+ 2π

e
∗Σ̃g)−i e

2

4θ
B∧dB

)
. (3.140)

onde Bg são as superf́ıcies Poincaré-duais a Σ̃g ≡ ∗Σg − d∗Λ e a soma é vinculada tal

que ∗Jg = d∗Σ̃g. Estas, por construção, são superf́ıcies invariantes de brana. O campo

B também é um invariante de brana. A ação está portanto escrita inteiramente em

termos de invariantes de brana mas possui simetria de calibre. A brana Σ̃g é f́ısica,

carrega energia. Esta quebra espontânea da simetria de brana ocorreu exatamente

como estudamos anteriormente. Defeitos internos ao sistema foram “absorvidos” por

Σg que se tornou real.

Veja que, através da fórmula de Poisson, fomos capazes de mapear uma distribuição

discreta (um gás) de correntes elétricas Je em uma distribuição de fluxos magnéticos

fechados d∗Λ. Este é o mapa ordem-desordem. Realizar a condensação elétrica comple-

tamente seria o mesmo que diluir estes fluxos magnéticos. Ao fazer isso, apenas uma

configuração da brana f́ısica Σ̃g sobreviveria e corresponderia desta forma de fato a uma

configuração externa. Isto explica o problema de interpretação que discutimos antes.

Na presença de um condensado elétrico a brana de Dirac é real e sua configuração

constitui uma informação relevante fisicamente. Introduzir uma brana magnética dire-

tamente na teoria de MCS representa uma quebra expĺıcita da simetria de brana. Ao

começarmos com o sistema dilúıdo conseguimos mais controle sobre o que de fato está

acontecendo: iniciamos com os instantons Jg como única informação f́ısica no que diz

respeito ao conteúdo magnético (a brana Σg não é f́ısica, apenas sua borda Jg). Pela
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fórmula de Poisson, o setor elétrico é mapeado em um gás de loops magnéticos. Os

constituintes deste gás se combinam com Σg e com A revelando as variáveis fisicamente

relevantes neste sistema, Σ̃g e B. Propomos assim que a teoria (3.140) seja o modelo

apropriado para a descrição do sistema de MCS na presença de defeitos magnéticos.

Para entender melhor a relação deste resultado com o obtido por Henneaux e Tei-

telboim [100] vamos voltar à ação antes da redefinição de A em (3.138). Henneaux e

Teitelboim trabalharam no ńıvel da ação e analisaram subsequentemente a estrutura

Hamiltoniana. A ação postulada por eles para descrever o sistema está relacionada com

a ação (3.136). Esta ação está escrita em termo de variáveis não invariantes de brana.

Explicitando os termos

S =
1

2
((dA+ g∗Σg), (dA+ g∗Σg))− i

e2

4θ
(dA, ∗A)

− ieπ
2θ

(d∗Λ, ∗A)− iπ
2

θ
(d∗Λ,Λ) , (3.141)

Apenas os três primeiros termos correspondem à ação de Henneaux e Teitelboim. Veja

no entanto que o último termo é necessário para manter a invariância de brana. O

terceiro termo corresponde a uma interação do campo de calibre A com uma corrente

conservada d∗Λ. Observe que esta corrente, geometricamente, nada mais é que a borda

entre Σg e Σ̃g, uma vez que esta é definida por ∗Σ̃g = ∗Σg − d∗Λ. Na formulação

de Henneaux e Teitelboim Σg representa uma corrente elétrica induzida na brana de

dirac, esta corrente não é conservada pois tem como borda os instantons Jg. Eles então

introduziram de maneira ad hoc uma corrente externa Σ̃g, também não conservada, de

tal forma que a corrente total, tida como a diferença entre Σg e Σ̃g, fosse conservada.

Na interpretação que estamos apresentando aqui Σg não é um objeto f́ısico. O único

objeto f́ısico é Σ̃g e esta representa de fato uma corrente elétrica não conservada que

emana dos instantons que constituem sua borda. Isso é consistente uma vez que mesmo

assim a simetria de calibre não é quebrada (expĺıcita ou espontaneamente). O ponto é

que A e Σg simplesmente não são as variáveis mais adequadas para descrever o sistema.

Vemos portanto que na presente formulação existe uma interpretação natural para essas

correntes. Esta situação está ilustrada na figura abaixo:
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Figura 3.3: Dois instantons ρ1 e ρ2 conectados por uma corda confinante f́ısica B̃g
Poincaré dual à Σ̃g. Conservação total de corrente é conseguida levando em conta a
corrente elétrica induzida Σg, Poincaré dual a superf́ıcie Bg. Estas correntes são bordas
da superf́ıcie Gg, Poincaré dual a Λ.

É importante mencionar que um dos principais resultados obtidos por Henneaux

e Teitelboim foi a quantização da massa topológica, considerada por eles como um

parâmetro independente. Na análise aqui apresentada a massa é definida pela carga

e, que é quantizada e portanto aqui também a massa é quantizada. Não existe porém

consenso sobre a forma precisa desta quantização. Henneaux e Teitelboim obtiveram a

relação:

H − T : m =
2πn

g2
; n ∈ Z, (3.142)

onde m é a massa topológica e g é a carga do instanton. Este resultado foi obtido

argumentando que a brana de Dirac carrega carga elétrica de valor mg e esta deve

ser submetida à mesma quantização que qualquer outra carga elétrica. Pisarski, por

outro lado, considerando o sistema a temperatura finita, obteve uma quantização mais

restritiva

Pisarski : m =
4πn

g2
; n ∈ Z. (3.143)

Nosso resultado no entanto indica uma condição ainda mais restritiva; uma vez que

m = e2

2θ
e eg = 2πn obtemos

m =
2π2n2

θg2
; n ∈ Z. (3.144)

Devemos ser cautelosos em considerar esta a resposta final pois na prescrição de Julia-

Toulouse θ é um parâmetro fenomenológico. No entanto a forma desta quantização é

uma previsão interessante do formalismo desenvolvido aqui.
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Vamos discutir agora o caráter confinante da teoria (3.140) na forma interpretada

por Pisarski. Já sabemos que a quebra da simetria de brana de Dirac é um fator defi-

nidor do confinamento das cargas que são a borda da brana; neste caso, os instantons.

Vamos explicitar o fato de que a brana Σ̃g é real formulando a teoria no quadro dual.

A ação que define (3.140) pode ser escrita de forma equivalente introduzindo-se um

campo auxiliar

S = i

(
dB +

2π

e
∗Σ̃g,Π

)
+

1

2
(Π,Π)− i e

2

4θ
(B, ∗dB) . (3.145)

Podemos redefinir B:

∗B ≡ 2θ

e2
(Π− C) (3.146)

e a ação em termos de C e f ≡ ∗Π fica

S = −i θ
e2

(C, ∗dC) + i
θ

e2
(f, ∗df) +

1

2
(f, f) +

2πi

e

(
f, Σ̃g

)
. (3.147)

Ou seja, C é completamente desacoplado da teoria. Esta é simplesmente a dualidade

MCS−AD que discutimos no Cap. 2. A brana Σ̃g se acopla diretamente com o campo

AD f explicitando seu caráter f́ısico. Esta forma da ação deixa claro que existe uma

interação direta entre as branas Σ̃g mediada pelo campo massivo f . De fato, integrando

f na função partição

Zgf (Jg) =
∑
{Bg}

′
∫
Dfe−i

θ
e2

(f,∗df)− 1
2

(f,f)− 2πi
e (f,Σ̃g), (3.148)

obtemos a teoria efetiva para as branas

Zg(Jg) =
∑
{Bg}

′e
− 2π2

e2

Jg ,
 1

∆+( e22θ )
2

Jg
+iπ

2

θ

Σ̃g ,

 1

∆+( e22θ )
2

∗dΣ̃g

− e2π2

2θ2

Σ̃g ,

 1

∆+( e22θ )
2

Σ̃g


.

(3.149)

A ação efetiva na exponencial é a mesma obtida em [103], onde os autores trabalha-

ram com o sistema definido na rede. O último termo da ação efetiva é responsável
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pela quebra da simetria de brana e portanto pelo caráter confinante do resultado. Su-

ponha que Jg descreva um par instanton-anti-instanton separados por uma distância

espaço-temporal L. Estes instantons são pontos no espaço-tempo. Cada termo na soma

sobre branas em (3.149) representa o peso probabiĺıstico atribúıdo às configurações de

linhas de Dirac que emanam destes instantons, representadas por Σg. Portanto o último

termo da ação nos diz que a probabilidade de existência desta configuração depende

da configuração das branas Σg. Para calcular explicitamente esta contribuição basta

notar que esta é exatamente a mesma situação que encontramos ao calcular o potencial

confinante no supercondutor. Naquele caso nós consideramos uma configuração de mo-

nopolos estáticos, o que nos levou a um cálculo efetivamente em 3D. Este é exatamente

o mesmo cálculo que precisamos fazer aqui. Como no caso do supercondutor, esperamos

que o termo na soma (3.149) que mais contribui está associado à linha de Dirac de me-

nor comprimento que conecta o par instanton-antiinstanton. Esta será a linha reta de

comprimento L. Portanto, para esta configuração de brana teremos assintoticamente:

e
− e

2π2

2θ2

Σ̃g ,

 1

∆+( e22θ )
2

Σ̃g


−−−→
L→∞

e−σL, (3.150)

onde σ = g2m2

8π
ln
(
M2+m2

m2

)
, com m = e2

2θ
a massa topológica e g a carga do instanton.

Aqui M é um cut-off regularizador. Seguindo a interpretação de Pisarski [101], este

resultado nos diz que a probabilidade de criação de um par instanton-anti-instanton é

fortemente suprimida quanto maior for a distância entre eles. Em particular a probabi-

lidade de criação de um instanton livre é nula. Por isso dizemos que os instantons estão

confinados. Vemos aqui que esta é uma consequência direta da quebra da simetria de

brana.



Caṕıtulo 4

Violação da invariância de Lorentz

4.1 Introdução

Neste caṕıtulo vamos estudar modelos que violam as simetria de Lorentz e CPT .

Grande parte dos estudos nessa área está centrada na busca por teorias efetivas que

possuem essas simetrias apenas aproximadamente (para revisões veja por exemplo

[104, 105, 106, 107, 108]). Essa atitude está baseada na suposição que violações das

simetrias de Lorentz e CPT ocorram no extremo ultra-violeta, por um processo de que-

bra espontânea por exemplo [109], e na expectativa que sinais dessas violações sejam

observáveis em escalas acesśıveis experimentalmente. Colladay e Kostelecky [110, 111]

propuseram uma forma geral de incorporar efeitos de violação de Lorentz e CPT no

modelo padrão considerando a possibilidade de condensação de quantidades tensoriais

em uma teoria mais completa. Na prática, eles adicionaram termos na ação contendo

tensores constantes acoplados aos campos do modelo padrão. A teoria efetiva resul-

tante foi denominada modelo padrão estendido (MPE). Estudando a fenomenologia

no MPE, sinais da violação de Lorentz podem ser parametrizados pelos tensores cons-

tantes e estes podem ter sua magnitude limitada experimentalmente. O MPE também

levanta questões sobre a consistência de teorias desse tipo. Dado que a simetria de

Lorentz parece estar intimamente relacionada com a definição da estrutura causal, o

estudo de modelos com violação de Lorentz nos obriga a confrontar questões envolvendo

problemas de causalidade além de questões sobre unitaridade em mecânica quântica.
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No que segue nós vamos primeiramente discutir o conceito de teorias de campos não

comutativos [116, 117] que são constrúıdas deformando-se a estrutura canônica das te-

orias de campo usuais. Este procedimento pode ser visto como um gerador de modelos

que em geral violam simetrias espaço-temporais nos moldes do MPE. Nosso objetivo

é estabelecer a conexão desse procedimento com a prescrição de Julia-Toulouse. Essas

teorias podem ser vistas como modelos efetivos de uma teoria mais completa onde as

simetrias espaço-temporais são violadas nas interações entre os campos. Apresentare-

mos um modelo em (1 + 1)D que fornece um exemplo expĺıcito desse fato discutindo

uma posśıvel conexão entre os setores infra-vermelho e ultra-violeta dessa teoria e sua

consequência para a fenomenologia da violação de Lorentz.

Finalmente discutiremos o setor eletromagnético do MPE que viola CPT . Este é

conhecido como o modelo de Carroll-Field-Jackiw [120]. Este modelo tem sido muito

estudado recentemente pois representa a deformação mı́nima da teoria de Maxwell para

incluir violações das simetrias de Lorentz e CPT dando origem a uma rica e singular

fenomenologia que pode ser usada para identificar sinais experimentais dessas violações.

Estudaremos diversos aspectos desse modelo discutindo ainda suas posśıveis origens

teóricas. Explorando a analogia entre o modelo de Maxwell-Chern-Simons e a teoria

de Carroll-Field-Jackiw, discutimos a questão controversa sobre a indução do termo

tipo Chern-Simons devido a flutuações fermiônicas que violam as simetrias de Lorentz

e CPT . Introduzimos o interessante resultado que a massa fermiônica em (2 + 1)D

não guarda qualquer relação com a massa fermiônica em (3 + 1)D. Argumentamos

que a massa fermiônica em (2 + 1)D é resultado da redução dimensional de um termo

fermiônico em (3 + 1)D que viola as simetrias de Lorentz e CPT , a herança destas

violações é a quebra de P e T no plano. Esta observação conduz à determinação sem

ambiguidades do termo tipo Chern-Simons como resultado de flutuações fermiônicas

não massivas em (3 + 1)D. Com o intuito de estudar as propriedades topológicas da

Carroll-Field-Jackiw, nós obteremos ainda sua formulação dual. Este é um resultado

pouco trivial por si só uma vez que a violação de Lorentz e CPT destrói a auto-dualidade

da teoria de Maxwell. Partiremos então para a definição de cargas magnéticas nesse
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sistema. Mostramos que com o formalismo da prescrição de Julia-Toulouse podemos

construir uma teoria consistente. Um novo resultado sugerido por esta construção é

que o modelo de Carroll-Field-Jackiw na presença de monopolos magnéticos apresenta

propriedades confinantes.

Neste caṕıtulo vamos adotar métrica com assinatura (+,−,−,−, ...) e, devido à

grande assimetria introduzida pela violação de Lorentz, nós vamos explicitar os ı́ndices

tensoriais.

4.2 Deformação da estrutura canônica

Vamos começar este caṕıtulo estabelecendo uma ponte entre o que vamos discutir aqui

e o que discutimos no caṕıtulo anterior. Sugerimos que a prescrição de Julia-Toulouse

deve ser considerada um gerador de teorias. Adotamos como um exemplo desta pro-

priedade as conexões entre a teoria de Maxwell e a teoria escalar, e as teorias de MCS

e AD conforme especificado no diagrama (3.99). Vimos que o guia para implementar

a prescrição de Julia-Toulouse é a observação do comportamento das simetrias no pro-

cesso f́ısico considerado. Nesse exemplo em particular a presença de fermions massivos

em interação com o campo eletromagnético de Maxwell estabelece a quebra das sime-

trias P e T . Como resultado obtemos como teoria efetiva a MCS. No quadro dual essa

informação é utilizada na implementação da prescrição. Note que ao considerar esse

processo como uma transformação da teoria de Maxwell na teoria de MCS, ou da teo-

ria escalar na AD, ocorre uma alteração radical na estrutura simplética dessas teorias.

O termo de CS constitui efetivamente uma deformação do espaço de fase do sistema.

Este tipo de deformação pode ser visto como um caso especial de um ramo de pesquisa

muito ativo: o estudo das teorias de campos não-comutativos. Importante atentar que

não nos referimos aqui a teorias de campos definidas em espaços não-comutativos onde

as coordenadas do espaço-tempo satisfazem uma relação do tipo

[xµ, xν ] = iθµν (4.1)
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onde θµν é um parâmetro com dimensão de área. A deformação definida pela eq.(4.1)

diz respeito à própria estrutura do espaço-tempo e resulta na impossibilidade de definir

o conceito de localização absoluta devido à introdução de uma área mı́nima (existe

uma vasta literatura sobre esse tema, para revisões veja [112, 113] assim como minha

tese de mestrado [114] que descreve uma versão da dualidade MCS AD nesse espaço,

reportada em [115]). No entanto, o tipo de deformação que temos em mente aqui diz

respeito às modificações de caráter fenomenológico na estrutura canônica das teorias

de campo. Esta proposta foi feita em [116, 117], veja também [118]. Nesse contexto a

deformação é realizada no espaço de fase da teoria de campo. Um exemplo genérico de

tal deformação em (3 + 1)D para uma teoria que descreve a dinâmica de um campo

Φi(x) tem a forma

[Φi(x),Φj(y)] = iεijkB
kδ(3)(x− y)

[Φi(x),Πj(y)] = iδijδ
(3)(x− y)

[Πi(x),Πj(y)] = iεijkΘ
kδ(3)(x− y). (4.2)

onde Πi são os momentos canônicos. Os parâmetros B and Θ são fenomenológicos e

introduzem novas escalas no problema. Eles possuem dimensões canônicas de com-

primento e massa, respectivamente. Se essas deformações puderem ser consideradas

pequenas, os parâmetros definem uma escala ultra-violeta e uma escala infra-vermelha,

respectivamente. Observe que em (3 + 1)D essas deformações potencialmente quebram

as simetrias de Lorentz e CPT (o mesmo ocorre com as teorias no espaço-tempo não

comutativo [119]). Considerando as equações (4.2) como um deformação da estrutura

canônica estamos de fato gerando uma nova teoria, descrevendo novos fenômenos f́ısicos

parametrizados pelos parâmetros de deformação. Veja que este é o mesmo esṕırito da

prescrição de Julia Toulouse, ou seja ambos são considerados um gerador de modelos.

Discutiremos em uma seção mais adiante o modelo de Carroll-Field-Jackiw [120].

Este modelo viola as simetrias de Lorentz e CPT e pode ser visto como a generalização

da MCS para 4D. O que queremos registrar neste momento é que esse modelo pode

ser obtido tanto por correções radiativas fermiônicas, a partir de uma teoria onde os
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fermions possuem uma interação que viola as simetrias de Lorentz e CPT , quanto pela

deformação da estrutura canônica na forma (4.2).

Nesta seção estamos interessados em analisar a situação em (2 + 1)D representada

pelo diagrama (3.99) sob o ponto de vista da deformação. Nesse caso, a deformação tem

como resultado a quebra das simetrias P e T mas preserva a simetria de Lorentz. Um

ponto interessante é que, com a geração de massa, a prescrição de Julia-Toulouse tem

como uma das caracteŕısticas o pulo de posto. Veremos como esse efeito se apresenta

nesse formalismo. Este constitui um novo resultado no contexto da deformação das

estruturas canônicas e foi discutido em [96].

4.2.1 Deformação P -T da teoria de Maxwell

Comecemos reobtendo o resultado de [121] referente à conexão entre a teoria de Maxwell

e a teoria MCS através da deformação da estrutura canônica. No formalismo Hamil-

toniano, a teoria de Maxwell é definida pela seguinte estrutura: um Hamiltoniano

H =

∫
d2x

[
1

2
~Π2 +

1

2

(
∇× ~A

)2
]
, (4.3)

as relações canônicas de comutação (vamos manter a discussão no quadro clássico de

forma que estes são colchetes de Poisson, mas vamos continuar chamando-os de comu-

tadores)

{Ai(x), Aj(y)} = 0{
Ai(x),Πj(y)

}
= δji δ

(2)(x− y){
Πi(x),Πj(y)

}
= 0 , (4.4)

e o v́ınculo de Gauss

∇ · ~Π = 0. (4.5)

O v́ınculo pode ser incorporado na Hamiltoniana através de um multiplicador de La-

grange que pode ser identificado com o potencial escalar A0. Este v́ınculo reduz o

espaço de fase para uma variedade bidimensional deixando o sistema com apenas um
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grau de liberdade, como deve ser para a teoria de Maxwell em (2 + 1)D. As equações

de movimento juntamente com esse v́ınculo nos fornecem as equações de Maxwell com

as identificações ~E = −~Π e B = ∇× ~A:

∇ · ~E = 0 (4.6)

~̇E = ∇×B (4.7)

Ḃ = −∇× ~E, (4.8)

onde o ponto denota a derivada temporal. Note que B é um pseudo escalar.

Como comentamos, a deformação da estrutura de comutação canônica é uma mo-

dificação expĺıcita da dinâmica da teoria. Mas essa modificação não é arbitrária. Que-

remos simular um efeito f́ısico. No presente caso este efeito é a presença de férmions e

a consequente quebra de P e T representada pela indução do termo de CS. Um ponto

extremamente importante que nos guiou no uso da prescrição de Julia-Toulouse e nos

guiará aqui é o fato de que a simetria de calibre não pode ser quebrada por nenhum pro-

cesso f́ısico [86]. Ela pode ser realizada de forma escondida em certas ocasiões, como no

mecanismo de Higgs, mas, uma vez que é uma redundância matemática imposta pela

nossa escolha de variáveis, nenhum processo f́ısico é capaz de simplesmente eliminar

essa ambiguidade. Com isso em mente, considere a seguinte deformação das relações

canônicas

{Ai(x), Aj(y)} = 0{
Ai(x),Πj(y)

}
= δji δ

(2)(x− y){
Πi(x),Πj(y)

}
= εijmδ(2)(x− y). (4.9)

Veja que o parâmetro m introduz uma escala de massa no problema (quebramos a sime-

tria conforme da teoria de Maxwell). Considerando m como uma pequena deformação

estamos introduzindo uma escala infra-vermelha no sentido de que agora as distâncias

caracteŕısticas dos fenômenos são consideradas pequenas se forem muito menores que

1
m

.
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Se considerarmos apenas essas deformações, a simetria de calibre será quebrada uma

vez que a Hamiltoniana não comutará com o gerador das transformações de calibre

G[α] =

∫
d2xα(x)∇ · ~Π. (4.10)

Para manter a simetria de calibre da teoria temos que definir um novo gerador que

produza a mesma transformação de calibre usual no campo A e que comute com todos

os observáveis da teoria. Uma vez que não deformamos as relações de auto-comutação

do campo A, qualquer função de A que adicionarmos ao v́ınculo (4.5) preservará as

transformações usuais de calibre para A. O termo mais simples a adicionar é um termo

linear em A, propomos então o novo gerador:

G̃[α] =

∫
d2xα(x)∂i

(
Πi − εijmAj

)
. (4.11)

O coeficiente do termo linear em A é facilmente determinado exigindo que o gerador

tenha comutadores nulos com o momento canônico (um ente f́ısico e portanto invariante

de calibre), segue que ele comutará com o Hamiltoniano também. Para construir a La-

grangiana é conveniente colocar os comutadores na forma canônica familiar de maneira

que a nova estrutura simplética possa ser imediatamente reconhecida. Fazemos isso

redefinindo os momentos

Π̃i = Πi − εijm

2
Aj (4.12)

de forma que a estrutura deformada (4.9) se torna

{Ai(x), Aj(y)} = 0{
Ai(x), Π̃j(y)

}
= δji δ

(2)(x− y){
Π̃i(x), Π̃j(y)

}
= 0 . (4.13)

A Lagrangeana é então facilmente constrúıda levando-se em conta a nova forma do

v́ınculo como definido em (4.11) (aqui H é a densidade Hamiltoniana correspondendo
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à (4.3))

L =
∑
i

Π̃iȦi −H + A0∂i
(
Πi − εijmAj

)
=
∑
i

Πi
(
Ȧi − ∂iA0

)
− 1

2
~Π2 − 1

2

(
∇× ~A

)2

− m

2
εi0jAi∂0Aj −mA0ε

0ij∂iAj

= −1

4
F µνFµν −

m

2
εµνρAµ∂νAρ (4.14)

onde a última igualdade foi obtida usando a identificação Πi = Ȧi − ∂iA0 = F0i

que segue pois Πi é um campo auxiliar nessa Lagrangiana. Isso estabelece a conexão

Maxwell/MCS através da deformação da estrutura canônica.

4.2.2 A teoria Auto-Dual como a deformação da teoria escalar

Nesta seção vamos estabelecer a conexão entre a teoria do campo scalar e a teoria do

campo AD através da deformação das relações canônicas de comutação, este é um novo

resultado que reportamos em [96]. Este procedimento é o exato dual do que fizemos

acima conectando a Maxwell à MCS. Uma vez que a deformação que consideraremos

aqui vai transformar um campo escalar em um campo vetorial, será interessante ver

como este pulo de posto se manifestará como consequência da deformação. Sabemos

que isso é uma consequência da dualidade Maxwell/escalar que também opera um

pulo de posto, no entanto, resultando da deformação, esse efeito é consequência de um

processo f́ısico que como sabemos está associado à condensação de defeitos e geração

de massa conforme vimos através da prescrição de Julia-Toulouse no caṕıtulo anterior.

A teoria escalar é definida pelo Hamiltoniano

H =

∫
d2x

[
1

2
Π2 +

1

2
(∇φ)2

]
, (4.15)

e as relações de comutação

{φ(x), φ(y)} = 0

{φ(x),Π(y)} = δ(2)(x− y)

{Π(x),Π(y)} = 0. (4.16)
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Baseado no mapa de dualidade entre o campo escalar e o campo de Maxwell propomos

a seguinte deformação nos comutadores

{∂iφ(x), ∂jφ(y)} = mεijδ
(2)(x− y)

{φ(x),Π(y)} = δ(2)(x− y)

{Π(x),Π(y)} = 0. (4.17)

Note que essas relações estão deformadas no setor do campo e não no dos momentos.

Isso é uma consequência da dualidade. As equações de movimento da teoria deformada

são

Π̇ = ∇2φ (4.18)

∂iφ̇ = ∂iΠ−mεij∂jφ. (4.19)

Se m 6= 0, essas equações só podem ser escritas em termos das derivadas de φ. Para

um campo φ univalente essas equações só possuem soluções triviais. De fato, note que

(4.19) implica∇2φ = 0. Com as condições de contorno usuais φ→ 0 no infinito espacial,

essa equação nos diz que φ ≡ 0 (uma vez que a solução para a equação de Laplace é

univocamente determinada pelas condições de contorno). Mas se o campo φ não for

univalente, tal que εij∂
i∂jφ 6= 0, seremos capazes de construir um sistema não-trivial

elevando a derivada do campo à categoria de campo fundamental (esse procedimento

corresponde à condensação de defeitos). Definimos portanto

Π ≡ f 0 (4.20)

∂iφ ≡ f i. (4.21)

Em termos destas variáveis as equações (4.18) e (4.19) se tornam

∂µf
µ = 0 (4.22)

f i +
1

m
εij∂jf0 −

1

m
εij∂0fj = 0, (4.23)

respectivamente. Observe que tomando a derivada espacial de (4.23) e usando (4.22)

obtemos

∂if
i =

1

m
∂0

(
εij∂ifj

)
= −∂0f

0. (4.24)
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Que nos permite concluir que

f 0 = − 1

m
εij∂ifj + C(x, y). (4.25)

Ou seja, o campo f 0 tem toda sua dinâmica determinada pelos campos f i exceto por

uma função independente do tempo C(x, y), que pode ser absorvida numa redefinição

do campo f 0 sem modificar a dinâmica. Fazendo isso nós podemos escrever toda in-

formação f́ısica contida em (4.22) e (4.23) na forma mais compacta

fµ +
1

m
εµνρ∂νfρ = 0, (4.26)

que imediatamente reconhecemos como as equações de movimento do sistema AD.

Isso prova portanto que toda informação não-trivial do sistema escalar deformado é

reproduzido pelo modelo AD. A deformação só faz sentido quando consideramos ∂φ

um campo fundamental efetuando assim o pulo de posto.

4.3 Deformação induzida e dualidade IV/UV em

(1+1)D

Vimos na seção anterior que a deformação da estrutura canônica pode ser considerada

como induzida pela dinâmica quântica fermiônica. Esse fato é na verdade bem geral e

a análise das teorias efetivas resultantes pode revelar estruturas não triviais como no

caso do termo topológico de CS. Um outro exemplo é a indução de fases de Berry

representadas por termos de Wess-Zumino, que resultam ter um papel decisivo na de-

terminação das transições de fase quânticas em sistemas magnéticos [122] por exemplo.

Nesta seção vamos estudar um exemplo em (1 + 1)D [123]. A teoria que vamos consi-

derar envolve um campo escalar em interação com férmions através de um termo que

viola a simetria de Lorentz. Resulta que a teoria efetiva para o campo escalar tem sua

estrutura canônica deformada devido à indução de um termo que modifica a estrutura

simplética da teoria. Esse modelo é importante pois representa uma nova realização da

idéia geral de deformação induzida que acabamos de mencionar.
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No que segue vamos essencialmente reproduzir os resultados que reportamos em [123]

onde estudamos o sistema boson-fermion mencionado acima integrando as variáveis

fermiônicas através da prescrição de Goldstone-Wilczek [124]. Isso significa que vamos

considerar que a variação espaço-temporal das variáveis bosônicas seja muito menor

que a das variáveis fermiônicas, ou seja, a escala de energia associada aos bósons é

muito menor que a associada aos férmions. Isso nos permitirá obter uma teoria efetiva

para os bósons. Estudaremos então a dinâmica dos modos bosônicos descritos por esta

teoria efetiva para entender como a quebra da simetria de Lorentz se manifesta. Vamos

a seguir analisar a estrutura simplética da teoria obtendo a formulação em termos dos

comutadores deformados. Através da dualidade seremos capazes de conectar a região

infra-vermelha com a região ultra-violeta da teoria.

4.3.1 O mecanismo de Goldstone-Wilczek

O modelo com o qual vamos trabalhar é fundamentado nos mesmos prinćıpios do modelo

padrão estendido introduzido por Colladay e Kostelecky [110, 111]. Ou seja, conside-

ramos a adição de um termo que viola a simetria de Lorentz por definir um referencial

privilegiado no espaço-tempo. Mais precisamente, considere o seguinte modelo

S =

∫
d2x

(
1

2
∂µφ∂

µφ+ iψγµ∂µψ − θφ′ψγ1ψ − gψeγ5φψ

)
. (4.27)

Essa teoria descreve um campo escalar φ sem massa acoplado com um campo fermiônico

ψ também sem massa. Aqui adotamos a representação das matrizes de Dirac definida

por γ0 = σ1, γ1 = iσ3 e γ5 = iσ2. A interação derivativa viola a simetria de Lorentz

explicitamente uma vez que envolve um tensor constante selecionando um referencial

de Lorentz privilegiado

φ′ψγ1ψ = P µν(∂µφ)ψγνψ; P µν =

(
0 0
0 θ

)
. (4.28)

A abordagem que vamos adotar está relacionada com as aproximações adiabáticas feitas

nos cálculos da fase de Berry mencionada acima e, da forma como será aplicada aqui,

foi introduzida em [124]. Temos um bóson e um férmion em interação e fazemos a
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hipótese de que a escala de energia caracteŕıstica das excitações bosônicas é muito

menor que a escala associada aos férmions. Nosso objetivo é encontrar uma teoria efetiva

descrevendo as excitações de baixa energia do campo escalar. Também exigiremos que

os efeitos da violação de Lorentz sejam pequenos de forma que podemos manter os

resultados apenas em primeira ordem em θ. Para construir a teoria efetiva nós temos

que levar em conta a contribuição fermiônica definindo a teoria efetiva da forma

eiSeff =

∫
DψDψeiS. (4.29)

Vamos ignorar termos de ordem superior nas derivadas escalares de forma que podemos

escrever

eiSeff = e
∫
d2x 1

2
∂µφ∂µφ〈e−

∫
d2xθφ′ψγ1ψ〉 = e

∫
d2x 1

2
∂µφ∂µφe−

∫
d2xθφ′〈ψγ1ψ〉, (4.30)

onde

〈ψγµψ〉 =

∫
DψDψ(ψγµψ)ei

∫
d2x(iψγµ∂µψ−gψeγ5φψ) (4.31)

é a corrente fermiônica induzida devido à interação não-derivativa dada pelo último

termo em (4.27). Essa expressão é definida a menos de termos em ordem superior em θ

e nas derivadas de ordem superior de φ. O significado f́ısico destas aproximações é que

estamos considerando um comportamento clássico para a corrente fermiônica na escala

definida pelas variações espaço-temporais do campo φ, ou seja 〈(jµ − 〈jµ〉)2〉 = 0.

Essa corrente pode ser facilmente calculada usando-se a condição |∂φ| � |g|. O

resultado é [124]:

< ψγµψ >= − 1

2π
εµν∂νφ. (4.32)

Um cálculo expĺıcito desse resultado está no apêndice C. Mas vamos fornecer aqui

um argumento heuŕıstico baseado em bosonização. Como sabemos, em (1 + 1)D os

operadores fermiônicos possuem uma representação não-local em termos de operado-

res bosônicos [125]. Interessante observar que certos operadores fermiônicos bilineares
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possuem uma representação local em termos de operadores bosônicos:

iψ̄γµ∂µψ →
1

2
∂µχ∂

µχ (4.33)

ψ̄γµψ → − 1√
π
εµν∂νχ (4.34)

ψ̄ψ → µ cos 2
√
πχ (4.35)

ψ̄γ5ψ → µ sin 2
√
πχ. (4.36)

onde µ é uma escala arbitrária de energia nesta análise semi-clássica (essa escala pode

ser determinada na formulação quântica e está relacionada com a dimensão anômala

dos operadores quânticos). Com esse mapa, a ação (4.27) pode ser escrita em sua versão

bosonizada:

S =

∫
d2x

(
1

2
∂µφ∂

µφ+
1

2
∂µχ∂

µχ+
θ√
π
φ̇′χ− gµ cos(2

√
πχ− φ)

)
, (4.37)

onde φ′ ≡ ∂1φ e φ̇ ≡ ∂0φ. Nas aproximações que estamos considerando, a dinâmica

fermiônica caracterizada pela energia cinética do campo χ está em uma escala desa-

coplada da escala caracteŕıstica do campo φ como indicado pela condição |∂φ| � |g|.

Isto sugere que, na construção da teoria efetiva para o campo φ, nós podemos ignorar

o termo 1
2
∂µχ∂

µχ. Neste limite ainda, nós temos uma situação análoga ao limite de

London em um supercondutor, neste caso forçando o potencial cosseno a um valor de

mı́nimo. Ou seja, a menos de uma constante, χ → 1
2
√
π
φ. Substituindo na (4.34) nós

obtemos a corrente induzida (4.32). A teoria (4.37) se torna nesse limite:

Seft =

∫
d2x

(
1

2
∂µφ∂

µφ− θ

2π
φ′φ̇

)
. (4.38)

Esta é a teoria efetiva para o campo φ. A teoria aparentemente não depende do acopla-

mento g. No entanto a escala de validade da nossa aproximação e portanto a escala de

validade da própria teoria efetiva é determinada por g que tem dimensão de massa = 1

definindo assim um corte ultravioleta para a teoria efetiva. Essa observação será muito

importante na discussão da formulação dual e do mapa UV/IV que vamos construir (de

fato, note que sem essa informação a teoria (4.38) é invariante de escala).
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4.3.2 Decomposição quiral

A violação de Lorentz possui uma manifestação interessante do ponto de vista da teoria

efetiva. A ação (4.38) descreve dois modos de propagação independentes com diferentes

velocidades. Para ver isso explicitamente vamos realizar uma decomposição quiral da

seguinte forma. Escrevemos (4.38) como

Seft =

∫
d2x

(
Πφ̇− 1

2
Π2 − 1

2
φ′2 − θ

2π
φ′φ̇

)
, (4.39)

onde Π é um campo auxiliar. Podemos ainda redefinir Π→ η + θ
2π
φ′. Obtemos:

Seft =

∫
d2x

(
ηφ̇− 1

2

(
η +

θ

2π
φ′
)2

− 1

2
φ′2

)
. (4.40)

Realizamos agora uma rotação no espaço dos campos

φ = φ+ + φ−

η = u
(
φ′+ − φ′−

)
, (4.41)

onde u =
√

1 +
(
θ

2π

)2
. Vemos assim que a ação efetiva é decomposta em dois modos

independentes

Seft = S+ + S−, (4.42)

onde

S+ =

∫
d2x

(
uφ̇+φ

′
+ −

1

2

[
1 +

(
u+

θ

2π

)2
]
φ′2+

)

S− =

∫
d2x

(
−uφ̇−φ′− −

1

2

[
1 +

(
u− θ

2π

)2
]
φ′2−

)
. (4.43)

Vemos imediatamente que as velocidades de cada modo são diferentes. De fato, para o

caso de interesse θ � 1, temos

v+ =

(
1 +

θ

2π

)
v− =

(
1− θ

2π

)
. (4.44)
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A diferença entre as velocidades poderia ser vista diretamente através da relação de

dispersão que segue de (4.38). Mas é interessante ver explicitamente a separação dos

modos. Compare com o que fizemos para o modelo de Proca em (2 + 1)D (2.59) no

Cap. 2, resultando nos modelos auto-duais de paridades opostas (2.63).

4.3.3 Estrutura simplética

A estrutura em primeira ordem em derivadas temporais de (4.39) nos permite imediata-

mente obter a estrutura canônica da teoria. Podemos usar o método de Faddeev-Jackiw

(veja apêndice D) e obter facilmente a matriz

f =

(
θ
π
∂x −1
1 0

)
δ(x− y), (4.45)

cuja inversa

f−1 =

(
0 1
−1 θ

π
∂x

)
δ(x− y), (4.46)

nos fornece imediatamente os comutadores (veja a eq.(D.7) do apêndice D):

{φ(x), φ(y)} = 0

{φ(x),Π(y)} = δ(x− y)

{Π(x),Π(y)} =
θ

π
∂xδ(x− y). (4.47)

O Hamiltoniano também aparece explicitamente em (4.39), uma vez que esta tem a

forma L = pq̇ −H(p, q) conforme eq.(D.1), e é dado portanto por

H =

∫
dx

1

2

[
Π2 + (φ′)2

]
. (4.48)

Ou seja, esse sistema descreve um campo escalar livre com estrutura canônica defor-

mada. Este portanto constitui um novo exemplo de como efeitos fermiônicos são capazes

de deformar a estrutura canônica de teorias [123]. Um outro exemplo foi obtido em

[126], onde foi estudado um modelo de dois campos escalares também em (1 + 1)D em

interação com férmions violando a simetria de Lorentz.
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Observe que a deformação em (4.47) ocorre no setor dos momentos. O parâmetro θ

é adimensional mas a deformação é proporcional à derivada e portanto tem dimensão

de massa = 1. Ou seja, a deformação depende da escala de energia caracteŕıstica do

fenômeno considerado. Queremos que esta seja uma deformação pequena, pois violações

de Lorentz não são observadas. Sempre podemos conseguir isso regulando o parâmetro

θ e, nesse sentido, a deformação é vista como uma deformação infra-vermelha. No

entanto, uma propriedade geral da dualidade é que ela inverte as contribuições cinéticas

e potenciais (lembre do mapa ~E2 ↔ ~B2 no eletromagnetismo). Seria então posśıvel

transferir essa deformação para o setor dos campos? De fato, vamos ver a seguir que

uma representação equivalente do sistema deformado discutido acima é definida pela

seguinte deformação

{σ(x), σ(y)} = − θ

2π
ε(x− y)

{σ(x), P (y)} = δ(x− y)

{P (x), P (y)} = 0 (4.49)

onde o campo escalar σ é a representação dual do campo φ e ε(x−y) é a função degrau

anti-simétrica com a propriedade ∂xε(x − y) = 2δ(x − y). Nesse sentido, isso poderia

representar uma deformação ultra-violeta. A seguir vamos discutir essas questões.

4.3.4 A formulação dual

Com o objetivo de obter as relações deformadas (4.49), podemos nos perguntar quais as

transformações de variáveis mais gerais que podemos realizar no sistema Hamiltoniano

de forma a obter as mesmas equações de movimento. Vamos primeiramente obter

a representação dual. Isso nos possibilitará construir um cont́ınuo de representações

equivalentes desse sistema. Note que a ação efetiva pode ser escrita como

Seft =

∫
d2x

1

2
∂µφM

µν∂νφ (4.50)

onde

Mµν =

(
1 − θ

2π

− θ
2π
−1

)
=

(
1 +

(
θ

2π

)2
)
M−1

µν . (4.51)
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Introduzimos um campo auxiliar Λµ e escrevemos (4.50) na forma equivalente

Seft →
∫
d2x

(
Λµ∂µφ−

1

2
Λµ(M−1)µνΛν

)
(4.52)

Integrando Λµ voltamos a (4.50). Por outro lado φ pode ser visto como um multiplicador

de Lagrange impondo o v́ınculo:

∂µΛµ = 0⇒ Λµ = εµν∂νσ, (4.53)

onde ε01 = 1⇒ ε01 = −1. σ é o campo dual. Vemos que a teoria dual também descreve

um campo escalar. O sistema é auto dual nesse sentido. De fato a teoria dual é

Seft → ∗Seft =

∫
d2x

1

2
(

1 +
(
θ

2π

)2
)∂µσMµν∂νσ (4.54)

que é exatamente a (4.50) (a menos de uma constante que pode ser trivialmente absor-

vida em σ).

No ńıvel das equações de movimento a simetria é na verdade maior. Podemos

construir um mapa entre φ e σ a partir das equações de movimento derivadas de (4.52):(
σ̇
σ′

)
= R(θ)

(
φ̇
φ′

)
=

(
− θ

2π
−1

−1 θ
2π

)(
φ̇
φ′

)
. (4.55)

R(θ) é o “mapa dual”. A linearidade das equações de movimento nos permite construir

um mapa ainda mais geral, incluindo a identidade (o mapa trivial)

R̃(θ) = a1 + bR(θ) (4.56)

onde a e b são constantes reais. Esta transformação preserva as equações de movi-

mento. Um ponto importante a ressaltar aqui é que esse mapa é constrúıdo usando-se

as equações de movimento de ambos os campos φ e Λ deduzidas da ação (4.52) e por-

tanto não é ĺıcito usar esse mapa direto na ação. De fato, uma aplicação direta do mapa

na ação resulta em

Seff →

 1

a2 − b2
(

1 +
(
θ

2π

)2
)
Seff . (4.57)
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Note que para a = 0 e b = 1 recuperamos o resultado (4.54) com uma diferença no

sinal. Este é um sinal global na ação e obviamente não altera as equações de movi-

mento. Mas este é um caso especial resultante do fato desta ser uma ação quadrática.

Nosso ato iĺıcito não teve uma punição tão severa como consequência, mas isto não o

torna menos iĺıcito. Essa inversão do sinal é algo bem familiar e acontece também no

eletromagnetismo, ou qualquer outra ação auto-dual tipo oscilador harmônico, e sim-

plesmente reflete o fato de estarmos trocando a energia potencial pela energia cinética

(funções das variações espaço-temporais dos campos fundamentais) sem atentar para o

fato de que as variáveis dinâmicas (os campos fundamentais de fato, φ e σ aqui) não

foram mapeadas adequadamente. De fato, o mapa para estas variáveis seria não local.

O formalismo mais seguro para obter formulações duais foi o que nos levou à (4.54) e

que discutimos de forma mais geral no Cap. 2. Podemos no entanto usar esse mapa

desde que atentemos para essas observações, verificando a posteriore a consistência de

nossas conclusões.

Para obter a deformação (4.49) aplicamos o mapa à relação de comutação entre os

σ’s:

{σ′(x), σ′(y)} = {−bφ̇+

(
a+ b

(
θ

2π

))
φ′(x),−bφ̇+

(
a+ b

(
θ

2π

))
φ′(x)}

= b2

(
θ

π

)
∂xδ(x− y)− 2b

(
a+ b

(
θ

2π

))
∂xδ(x− y), (4.58)

onde as relações de comutação satisfeitas por φ foram usadas. Imediatamente vemos

que podemos obter as relações deformadas (4.49) fazendo a = −b
(
θ

2π

)
e b = 1. Este

mapa em particular leva o Hamiltoniano (4.48) em

H →
∫
dx

[
σ′2

2
+
P 2

2

]
(4.59)

onde P ≡ σ̇ − θ
π
σ′ é o momento. Resulta que pelo mapa, com os valores de a e b já

especificados, as relações de comutação para as variáveis σ são exatamente dadas pelas

(4.49). Pode ser verificado explicitamente que o sistema definido por (4.59) e as relações

(4.49) fornecem exatamente as mesmas equações de movimento que o sistema original.
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4.3.5 Conexão UV/IV

Vamos discutir agora a correspondência entre os regimes ultra-violeta e infra-vermelho

de nossa teoria. Temos dois parâmetros caracterizando o modelo: g com dimensão de

massa = 1 e θ que é adimensional. Como já discutimos, g tem o papel de definir a escala

de validade da teoria definindo a região de validade das aproximações relacionadas ao

mecanismo de Goldstone-Wilczek. θ, por outro lado, define a deformação da estrutura

canônica mas, por ser adimensional, sua relação com os parâmetros Θk e Bk que intro-

duzimos em (4.2) não é imediata. Para deixar mais claro o significado do mapeamento

que discutimos acima, é interessante realizar uma decomposição de Fourier e estudar o

mapa modo a modo. Vamos adotar uma decomposição O(2) (para detalhes veja [133]

e [41]) definida de forma que o campo φ é decomposto como

φ(x, t) =

∫
dk qa(t, k)êa(k, x); a, b = 1, 2 (4.60)

onde a base O(2) é tal que∫
dx êa(k, x)êb(k

′, x) = δabδ(k − k′). (4.61)

Esta é uma base ortonormal definida em cada ponto do espaço e satisfaz ainda a propri-

edade: ∂xêa(k, x
′) = εabkêb(k, x

′). Com essas informações é fácil obter que cada modo

é descrito pela Lagrangeana:

L =
1

2
q̇2
a −

k2

2
q2
a −

θ

2π
kqaεabq̇b, (4.62)

representando um oscilador harmônico bidimensional sob a influência de um campo

magnético externo ∼ θk. A estrutura Hamiltoniana de cada modo é dada pelo Hamil-

toniano

H(p, q) =
1

2
p2
a +

k2

2
q2
a, (4.63)

e as relações de comutação (deformadas em relação ao oscilador harmônico usual):

{qa, qb} = 0

{qa, pb} = δabδ(k − k′)

{pa, pb} = − θ
π
kεabδ(k − k′). (4.64)
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Nesta linguagem mecânica o mapa discutido anteriormente nos leva a formulação equi-

valente

∗H = H(∗p, ∗q), (4.65)

{∗qa, ∗qb} = − θ

kπ
εabδ(k − k′)

{∗qa, ∗pb} = δabδ(k − k′)

{∗pa, ∗pb} = 0. (4.66)

Podemos então definir os parâmetros efetivos de deformação que seguem de (4.64) e

(4.66):

Θ ' kθ; B ' θ

k
, (4.67)

de forma que Θ tem dimensão de massa = 1 e B tem dimensão de massa = −1.

Somos então levados a conclusão que existe um mapa entre o setor infra-vermelho

caracterizado por Θ e o setor ultra-violeta caracterizado por B. Ou seja, parece que

esses dois setores descrevem a mesma f́ısica. Este resultado pode nos dar dicas a respeito

de posśıveis conexões entre os espectros de teorias em outras dimensionalidades que

violam a simetria de Lorentz no setor UV [134] e no setor IV [135].

Mas devemos ser cautelosos. Lembre que estamos trabalhando com uma “fatia”

no espaço de Fourier. Para reconstruir a teoria de campos nós temos que somar sobre

todas as contribuições dos momentos. Se considerarmos essa teoria como fundamental,

ao somarmos todos os modos de Fourier não encontraremos nenhuma diferença entre

os setores UV e IV uma vez que a teoria é invariante de escala. Mas nós estamos

trabalhando com uma teoria efetiva que possui uma escala caracteŕıstica g definindo

sua região de validade. Ainda que esta escala não apareça explicitamente na ação ela

aparecerá quando somarmos os modos. A teoria efetiva é válida para k � g e a teoria

original possui um parâmetro de deformação de Lorentz dada pelo parâmetro efetivo

kθ. Para que esta constitua uma pequena violação de Lorentz, θ deve ser uma quanti-

dade pequena tal que kθ � k (ou θ � 1), ou seja, a escala da violação de Lorentz tem
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que ser muito menor que a escala dos fenômenos relevantes. É por isso que dizemos

que esta é uma deformação IV. Um ponto importante a observar é que essa condição

é suficiente para garantir que os efeitos da violação de Lorentz sejam pequenos mesmo

na teoria completa em altas energias, onde as excitações fermiônicas se tornam mais

importantes, como esquematizado no diagrama abaixo

kθ
|

k
|

g
| //

A seta aponta
para energia crescente

Através do mapa no entanto, a violação de Lorentz é caracterizada pelo parâmetro

efetivo θ
k
. Esta ainda pode ser uma violação de Lorentz pequena, de caráter UV agora

devido a dimensão de massa, e nesse sentido teremos um mapa UV/IR. Mas a condição

discutida acima (θ � 1) não garante mais que a violação de Lorentz seja um efeito pe-

queno. A condição para isso no quadro dual é θ
k
� 1

k
, mas uma vez que temos também

que 1
g
� 1

k
a única forma de garantir um violação de Lorentz pequena (mesmo na teoria

completa) é exigindo que θ
k
� 1

g
(veja o diagrama de escalas de distância abaixo) mas

esta condição não segue da teoria original.

θ
k

|
1
g

|
1
k

| //

A seta aponta
para distância crescente

Chegamos então a uma conclusão interessante. Ainda que este seja um exemplo

não muito realista da natureza, por ser unidimensional, o resultado sugere que mesmo

que tentemos “esconder” a violação da simetria de Lorentz em alguma escala ainda

não alcançada podeŕıamos, através de algum mapa, encontrar variáveis com respeito às

quais a violação de Lorentz poderia ser detectada em uma escala observável.
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4.4 O modelo de Carroll-Field-Jackiw

Nesta seção nós vamos estudar um modelo emblemático que viola as simetrias de Lo-

rentz e CPT em (3 + 1)D. O modelo de Carroll-Field-Jackiw (CFJ) [120] definido pela

ação invariante de calibre:

SCFJ =

∫
d4x

(
−1

4
F µνFµν + pµε

µνρσAν∂ρAσ

)
. (4.68)

O termo tipo Chern-Simons é responsável pela quebra das simetrias de Lorentz e CPT .

Estas simetrias são quebradas pois pµ é um quadri-vetor constante e consequentemente

seleciona uma direção preferencial em cada referencial de Lorentz.

A grande maioria dos estudos a respeito desse modelo se concentra em considerá-lo

como uma modificação do eletromagnetismo usual. Nesse sentido, uma consequência

imediata que segue da análise das relações de dispersão desse modelo é o fenômeno

da birrefringência, ou seja, a propagação da onda eletromagnética se dá com velocida-

des distintas para as duas polarizações, mesmo no vácuo. Este efeito é parametrizado

pelo vetor violador de Lorentz pµ e pode portanto ser usado para definir limites em

sua magnitude. Em [120] somente pµ tipo tempo foi considerado e foi argumentado

que observações astronômicas de luz polarizada e também dados geomagnéticos pare-

cem excluir a possibilidade de uma magnitude não nula para pµ. No entanto, mais

recentemente os autores de [136] dizem ter encontrado sinais nos dados do WMAP e

BOOMERANG favorecendo um valor não-nulo. Para o caso tipo espaço, observações

astronômicas pareciam suportar a idéia de que o universo não é isotrópico [137] fa-

vorecendo um pµ não nulo, porém este resultado foi contestado em [138]. Para uma

discussão mais recente envolvendo os diferentes aspectos da violação de Lorentz na

teoria eletromagnética no que diz respeito à possibilidade de sua detecção através de

fenômenos astronômicos veja [139].

Outros estudos concentram a discussão em aspectos mais formais relacionados com

a consistência desse modelo como uma teoria quântica de campos, vista como função do

caráter de Lorentz de pµ (veja [140, 141]). Foi observado que um vetor pµ tipo tempo

define um modelo no qual unitaridade e microcausalidade não podem ser satisfeitas
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simultaneamente. Por outro lado a teoria de campos parece bem definida se pµ for do

tipo espaço. Essas observações já se manifestam nas relações de dispersão como vamos

discutir momentaneamente.

Nosso interesse nesse modelo no entanto é devido ao seu caráter topológico altamente

não-trivial. Este é um aspecto pouco estudado desse modelo. Queremos investigar a

possibilidade e as consequências de definir cargas magnéticas na presença do termo tipo

CS. Este problema já foi abordado em [142] onde sua similaridade com o problema

análogo em (2 + 1)D foi explorada em uma análise via redução dimensional. Aqui

nós vamos obter novos resultados que sugerem que esse sistema possui propriedades

confinantes usando os procedimentos desenvolvidos nos caṕıtulos anteriores. Vamos

discutir inicialmente a formulação dual desse modelo [143], que por si só já se mostra

como um resultado pouco trivial. Lembre que em (2+1)D a teoria de MCS, que possui

simetria de calibre, tem uma representação fisicamente equivalente em termos de uma

teoria sem simetria de calibre, a AD. Dada a semelhança entre a MCS e o modelo

CFJ (4.68) é natural esperar que algo semelhante aconteça aqui. Veremos que a quebra

da simetria de Lorentz tem como efeito uma fatoração apenas parcial da simetria de

calibre. Este resultado tem efeitos muito intrigantes ao considerarmos a presença de

defeitos e o destino da simetria de brana como vamos discutir mais a frente.

No que segue nós vamos primeiramente comentar superficialmente algumas posśıveis

origens f́ısicas do modelo CFJ e analisar também a estrutura de sua relação de dis-

persão. Isso já nos dará algumas dicas sobre o que esperar da formulação dual. Depois

finalmente discutiremos mais detalhadamente a formulação dual para os diferentes ti-

pos de vetores violadores de Lorentz (tipo tempo, tipo espaço e tipo luz) e finalmente

consideraremos a questão da presença de cargas magnéticas no sistema. A violação de

Lorentz torna a discussão bastante assimétrica e o uso expĺıcito de ı́ndices tensoriais

se faz necessário. Mas é sempre útil manter em mente a interpretação geométrica de

p-correntes como discutido nos caṕıtulos 2 e 3.
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4.4.1 Posśıveis origens

Podeŕıamos simplesmente postular esse modelo como o verdadeiro eletromagnetismo

como foi feito em [120]. Uma vez que entendemos hoje o eletromagnetismo como uma

teoria efetiva para baixas energias, cuja teoria mais completa é o modelo padrão, é

mais natural pensar que a quebra de Lorentz no eletromagnetismo seja parte de uma

estrutura mais completa que viola Lorentz. Essa é a idéia do modelo padrão estendido

introduzido por Colladay e Kostelecky [110, 111]. O MPE é uma espécie de catálogo

com todos os posśıveis termos que podemos adicionar ao modelo padrão usual tal que a

ação resultante permaneça um escalar de Lorentz, de forma que a simetria de Lorentz

não seja quebrada no ńıvel do observador. Ou seja, observadores relacionados por trans-

formações de Lorentz ainda percebem a mesma f́ısica. Exige-se também que a simetria

de calibre seja mantida e que a teoria seja renormalizável por contagem de potências.

Esta última exigência não é de fato fundamental uma vez que o próprio modelo padrão

usual é uma teoria efetiva e portanto não existe nada de errado, teoricamente, em in-

cluir termos não-renormalizáveis (de fato as oscilações de neutrinos provavelmente são

descritas por termos não-renormalizáveis no modelo padrão [144]). O ponto é que estes

serão suprimidos em baixas energias. O MPE é visto portanto como uma teoria efetiva

onde os termos que violam Lorentz e CPT possuem a forma geral:

T µνρ...(campos e derivadas)µνρ..., (4.69)

onde T µνρ... é um tensor constante e consequentemente tem a propriedade de determinar

direções preferenciais em cada referencial inercial quebrando a simetria de Lorentz.

Observe que, sendo um escalar, esse termo tem o mesmo valor em todos os referenciais,

diz-se que a simetria de Lorentz do tipo “observador” foi mantida mas a simetria tipo

“part́ıcula” foi quebrada (veja [110, 111] para maiores detalhes). Se esperamos que esse

modelo seja de fato uma generalização do modelo padrão, a magnitude de T µνρ... tem que

ser muito pequena pois não observamos seus efeitos. Como já comentamos, grande parte

dos trabalhos desenvolvidos está relacionado com o estudo dos efeitos fenomenológicos

desses termos e já existem vários limites observacionais às magnitudes dos diferentes
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tensores que aparecem no MPE. Para uma discussão recente sobre isso, veja [139, 145].

Visto nesse contexto, o modelo CFJ é identificado com o setor eletromagnético do

MPE, mais precisamente, com o setor que viola CPT .

Outra possibilidade é seguir os procedimentos de deformação da estrutura canônica.

Esta abordagem foi adotada em [135] e consiste em seguir exatamente os mesmos passos

que seguimos na deformação da teoria de Maxwell em (2 + 1)D resultando na MCS.

Ou seja, começando com o sistema canônico de Maxwell em (3 + 1)D definido pelo

Hamiltoniano:

H =

∫
d3x

[
1

2
~Π2 +

1

2

(
∇× ~A

)2
]
, (4.70)

os colchetes de Poisson

{Ai(x), Aj(y)} = 0{
Ai(x),Πj(y)

}
= δji δ

(3)(x− y){
Πi(x),Πj(y)

}
= 0 , (4.71)

e o v́ınculo de Gauss

∇ · ~Π = 0. (4.72)

O primeiro passo é deformar a estrutura canônica introduzindo parâmetros Θi com

dimensões de massa.

{Ai(x), Aj(y)} = 0{
Ai(x),Πj(y)

}
= δji δ

(3)(x− y){
Πi(x),Πj(y)

}
= εijkΘkδ

(3)(x− y). (4.73)

Exigindo a manutenção da simetria de calibre somos obrigados a modificar a Lei de

Gauss. Resulta que o novo gerador das transformações de calibre tem a forma

G̃[α] =

∫
d3xα(x)∂i

(
Πi − εijkΘjAk

)
. (4.74)
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Compare com (4.11). Redefinindo variáveis de forma análoga ao que fizemos antes

vemos que esse sistema deformado é descrito pela ação (4.68) com pµ tipo espaço dado

por pµ = (0, ~p) ≡ 1
2
(0, ~Θ) neste caso. Fisicamente, essa deformação foi interpretada

em [135] como um posśıvel gerador de campos magnéticos cosmológicos. Como já

discutimos, o modelo de CFJ torna o vácuo um meio oticamente ativo. De fato, as

equações de Maxwell deformadas que seguem da ação (4.68) e da identidade de Bianchi

são:

∇ · ~E = 2~p · ~B

−∂t ~E +∇× ~B = 2p0 ~B − 2~p× ~E

∇ · ~B = 0

∂t ~B +∇× ~E = 0. (4.75)

E vemos que, mesmo no limite estático e com p0 = 0, um campo magnético inicial

é capaz de induzir um campo elétrico que induz um campo magnético e assim por

diante. A solução para os campos eletromagnéticos pode ser expressa como uma série

de potências de p (considerado pequeno). Foi sugerido em [135] que este mecanismo

pode ser capaz de gerar uma configuração eletromagnética estável representando assim

um background cosmológico.

Ainda em analogia com o modelo MCS, outra posśıvel origem do modelo de CFJ

são as flutuações quânticas fermiônicas. Começando com uma extensão da QED que vi-

ola as simetrias de Lorentz e CPT , espera-se que se o termo tipo CS não estiver presente

no setor eletromagnético ele será inevitavelmente induzido pela dinâmica fermiônica.

Mais precisamente, considere o setor fermiônico da QED estendida:

L = ψ̄(i∂/−M)ψ − ψ̄b/γ5ψ − eψ̄A/ψ, (4.76)

onde bµ é um quadrivetor fixo responsável pela violação de Lorentz. O termo axial no

qual ele aparece é responsável pela quebra de CPT também. Ao integrar os fermions

esperamos que o vetor violador de Lorentz pµ discutido anteriormente seja proporcional
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a bµ. A determinação da constante de proporcionalidade é um dos assuntos mais con-

troversos na literatura (veja por exemplo [146, 147, 148, 149, 150, 151, 152, 153, 154]).

De fato, este é um exemplo em que correções quânticas resultam ser finitas porém

aparentemente indeterminadas. Ou seja, o coeficiente só pode ser determinado com

informações externas, experimentalmente. Esta situação não é incomum em teorias

de campos, como foi apontado por Jackiw [147] e ocorre por exemplo no modelo de

Schwinger chiral [155]. A manifestação matemática deste fenômeno é o fato que dife-

rentes regularizações fornecem diferentes resultados.

No entanto, um curioso resultado diz respeito ao caso de férmions não massivos

(M = 0 em 4.76). Em [156] nós observamos uma propriedade muito interessante. Pela

estrutura da ação (4.68), fica claro que podemos obter a MCS por meio de uma redução

dimensional do modelo CFJ , uma propriedade já explorada em [157]. Sabemos que a

MCS é uma teoria efetiva para a QED em (2 + 1)D e que, para fermions massivos, o

termo de CS tem seu coeficiente completamente determinado, sem ambiguidades. Isso

nos instiga a perguntar: qual a teoria em (3+1)D cuja redução dimensional nos fornece

a ação de Dirac para fermions massivos em (2 + 1)D? O fato curioso é que a massa

fermiônica em (2+1)D não tem nenhuma relação com a massa fermiônica em (3+1)D.

Lembre que o termo de massa fermiônica quebra as simetrias de P e T em (2 + 1)D. O

que vamos mostrar agora é que, do ponto de vista da redução dimensional, isto pode

ser considerado como uma herança da violação de Lorentz em (3 + 1)D e que a massa

fermiônica bidimensional nada mais é que a redução dimensional do termo axial violador

de Lorentz ψ̄b/γ5ψ. Escolhendo bµ tipo espaço, podemos orientar os eixos tal que bµ só

tenha a componente 3 não nula, b3 = m. Vamos trabalhar com a representação quiral

das matrizes de Dirac:

γ5 =

(
−1 0
0 1

)
; γµ =

(
0 σµ

σ̄µ 0

)
;

σµ = (1,−→σ ); σ̄µ = (1,−−→σ ). (4.77)

Obtemos assim

bµψ̄γ
µγ5ψ → m(ψ̄LψL + ψ̄RψR), (4.78)
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onde ψL e ψR são os campos espinoriais de duas componentes denominados esquerdo e

direito respectivamente. Estes espinores são autoestados da matriz γ5, com autovalores

−1 e +1 respectivamente. Esse resultado é intuitivamente claro. O vetor bµ quebra a

simetria de Lorentz em (3+1)D porque define uma direção e uma orientação privilegia-

das no espaço. Fixando esta direção (b3 = m) e projetando a teoria no plano ortogonal

correspondente, resta a informação sobre a orientação, que está codificada no sinal de

m em (4.78). Esta é o origem da quebra de P e T no plano. Este é um importante

resultado que obtivemos em [156] e que parece não ter sido notado na literatura até

então.

A equação de Dirac que segue de (4.76)

(i∂/−M − b/γ5 − eA/)ψ = 0 , (4.79)

pode ser decomposta em suas componentes quirais

(iσµ∂µ − eσµAµ − σµbµ)ψR −MψL = 0 (4.80)

(iσ̄µ∂µ − eσ̄µAµ + σ̄µbµ)ψL −MψR = 0. (4.81)

Para M → 0 estas equações se desacoplam e a simetria quiral é restaurada. Realizando

a seguir a projeção dimensional no plano x3 = 0 (ainda trabalhando com b3 = m) a

primeira equação em (4.80), digamos, fica

(iσa∂a − eσaAa − eσ3φ− σ3m)ψR = 0, (4.82)

onde φ ≡ A3, a = 0, 1, 2 e ∂3ψ = 0 (não existe momento transverso k3). Escolhendo

uma representação apropriada para as matrizes de Dirac em (2+1)D essa equação pode

ser derivada de uma ação da forma

S =

∫
d3xψ̄R(i∂/− eA/− eφ−m)ψR. (4.83)

Como já discutimos, esta ação induz um termo de CS com coeficiente finito e deter-

minado. Este resultado sugere portanto que a ação fermiônica capaz de nos fornecer

um resultado não amb́ıguo em (3 + 1)D é a ação (4.76) com M = 0. De fato, isso é
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exatamente o que ocorre. Nós demonstramos em [156] que o mesmo resultado para o

coeficiente do termo tipo CS no modelo de CFJ pode ser obtido por três esquemas de

regularização distintos.

Aqui vamos apenas comentar rapidamente como esses resultados são obtidos, para

detalhes dos cálculos veja [156]. A Lagrangiana (4.76) com M = 0

L = ψ̄(i∂/− b/γ5 − eA/)ψ (4.84)

dá origem a uma contribuição na ação efetiva eletromagnética representada pelo deter-

minante fermiônico que pode ser escrito como

Seft[b, A] = −iTr ln
[
k/− b/γ5 − eA/

]
, (4.85)

onde kµ é o quadri-momento. O śımbolo Tr significa um traço sobre as matrizes de

Dirac, uma integral sobre as coordenadas do espaço assim como uma integral sobre os

momentos. Temos assim um problema análogo ao encontrado no cálculo do valor médio

da corrente induzida fermiônica (4.31) que realizamos explicitamente no apêndice C.

Da mesma forma, aqui temos um problema de ordenamento uma vez que coordenadas

espaciais e momento, que não comutam, aparecem como argumentos de uma mesma

função. Estamos procurando por um termo espećıfico: o termo tipo CS que viola

Lorentz. Podemos portanto realizar uma expansão derivativa nos moldes do que discu-

timos anteriormente e buscar pelos termos na expansão que nos forneça o termo tipo CS

na ação efetiva. Graficamente, estamos procurando por um loop fermiônico com duas

inserções externas do campo A. Matematicamente, podemos expressar a contribuição

relevante na forma

S
(2)
eft[b, A] = −ie

2

2
Tr
[
Sb(k) A/ Sb(k) A/

]
, (4.86)

onde Sb(k) é o propagador fermiônico contendo a contribuição de bµ

Sb(k) =
i

k/− b/γ5

. (4.87)



126

Efetuando a expansão derivativa, selecionamos o termo em primeira ordem nas deriva-

das. Este terá a seguinte estrutura geral:

S
(2)
eft[b, A] =

∫
d4xΠµλν∂λAµAν , (4.88)

onde Πµλν codifica a contribuição do loop fermiônico que devemos calcular e é dado por

Πµλν = −ie
2

2

∫
d4k

(2π)4
tr
[
Sb(k)γµSb(k)γλSb(k)γν

]
, (4.89)

onde o śımbolo tr agora representa apenas o traço sobre as matrizes de Dirac. Reali-

zando este traço, a expressão (4.89) adquire a forma expĺıcita

Πµνλ = ie2 ελµνρ
∫

d4k

(2π)4

1

(k2 − b2)4
×

bρ
(
(k + b)4+(k − b)4

)
−kρ

(
(k + b)4−(k − b)4

)
. (4.90)

Com isso a ação efetiva (4.88) toma a forma do termo violador de Lorentz tipo CS:

S
(2)
eff [b, A] =

1

2

∫
d 4x ελµνρpρFλµAν , (4.91)

onde pµ é visto aqui como uma função de bµ. Todo o esforço de cálculo agora está

concentrado na determinação desta dependência dada pela integral

pρ = 2ie2

∫
d4k

(2π)4

[(k2 − b2)bρ − 4(b · k)kρ
(k2 − b2)3

+

4
[
(k2b2 + (b · k)2)bρ − 2b2(b · k)kρ

]
(k2 − b2)4

]
. (4.92)

Essa integral possui divergências logaŕıtmicas e precisa ser regularizada. Consideramos

em [156] três tipos de regularização: regularização dimensional, por cut-off e ainda um

novo método que introduzimos de regularização por temperatura finita. Todos esses

esquemas de regularização forneceram o mesmo resultado determinando pµ como

pρ =
e2

8π2
bρ. (4.93)

Esse resultado portanto sugere que, no caso em que os férmions são não massivos,

não existe ambiguidade no coeficiente do termo tipo CS quando este é induzido por

flutuações quânticas fermiônicas.
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4.4.2 Relações de dispersão

Antes de obter a teoria dual vamos entender um pouco mais sobre a f́ısica do modelo

CFJ . Podemos obter muitas informações apenas estudando as relações de dispersão

desse sistema. Considerando soluções tipo onda plana Aµ = εµe
−ik·x com o quadri-

momento kµ = (ω,k), podemos obter as relações de dispersão que seguem das equações

de movimento:

k4 + 4k2p2 − 4(k · p)2 = 0. (4.94)

Consideremos primeiramente o caso em que o vetor violador de Lorentz pµ é do

tipo tempo. Este caso, como já mencionamos, será problemático do ponto de vista da

consistência da teoria de campos. Para entender isso, considere um referencial no qual

pµ = (m, 0, 0, 0) com m > 0. A relação de dispersão se torna

ω2 = k2 ± 2m|k|. (4.95)

As duas possibilidades de sinais correspondem aos dois modos circularmente polarizados

[120]. A separação destes dois modos se movendo com velocidades distintas é um sinal

claro da violação de Lorentz. O modo com sinal negativo possui energia imaginária

para |k| < 2m. Em uma teoria quântica, isso resulta em uma violação da unitaridade

e para recuperar a consistência é necessário eliminar este modo taquiônico. Mas, como

foi demonstrado em [141] a exclusão da região do espectro definida por |k| < 2m resulta

em uma violação da microcausalidade.

Para o caso de pµ tipo luz parece não haver problemas desse tipo. Trabalhando num

referencial onde pµ = (m, 0, 0,m), m > 0. A relação de dispersão fica

(ω ∓m)2 = (k1)2 + (k2)2 + (k3 ∓m)2. (4.96)

Note que este resultado corresponde a uma redefinição das componentes de kµ que

são subtráıdas pelas correspondentes componentes não-nulas de pµ. Este deslocamento

das componentes de kµ só é percebido se o movimento do foton tiver componentes
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perpendiculares a pµ. Aparentemente não existem problemas de unitaridade ou causa-

lidade associados com este caso, mas fenômenos interessantes podem ocorrer como por

exemplo radiação Cherenkov produzida por uma carga estática [158].

Para o caso tipo espaço, nós podemos trabalhar no referencial onde pµ = (0, 0, 0,m),

m > 0. A relação de dispersão tem a forma

ω2 = k2 + 2m2 ± 2m2

√
1 +

k2
3

m2
. (4.97)

Como foi discutido em [141], estes dois graus de liberdade parecem ser bem definidos

quando interpretados como as excitações fundamentais de uma teoria de campos, sem

problemas de causalidade ou unitaridade. De fato, pode ser facilmente constatado que

a velocidade de propagação dos sinais nunca excede a velocidade da luz.

Ao estudar a formulação dual, nós vamos trabalhar principalmente com o caso tipo

espaço por parecer ser o caso melhor definido e depois vamos comentar sobre os outros

casos. Para entender melhor sobre a natureza das excitações no caso tipo espaço,

note que se as excitações forem restritas ao plano perpendicular à direção definida

pelo vetor violador de Lorentz (neste caso, a direção x3), ou seja, se fizermos k3 = 0

em (4.97), o sinal positivo corresponderá a excitações massivas de massa 2m e o sinal

negativo corresponderá a excitações não massivas. Podemos ser um pouco mais precisos

considerando pequenas variações fora do plano x1 − x2. Se k3

m
� 1 então

ω2 = k2 + 2m2 ± 2m2(1 +
k2

3

2m2
) =

{
k2 + 4m2 + k2

3, caso massivo
k2 − k2

3 = (k1)2 + (k2)2, caso não-massivo.

(4.98)

Observe que no caso não massivo, em primeira ordem a relação de dispersão não é

modificada com relação à propagação no plano.

Podemos ir um pouco mais fundo e nos perguntar: qual a dinâmica dessas part́ıculas?

Isso pode ser respondido reescrevendo a Lagrangiana CFJ (4.68) evidenciando a compo-

nente A3 do campo A. Renomeando A3 = φ e introduzindo ı́ndices latinos a, b, c = 0, 1, 2
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para denotar a dinâmica do sistema no plano, a Lagrangiana fica

LCFJ = −1

4
FabF

ab +mεabcAa∂bAc +
1

2
∂aφ∂

aφ+ φ∂a∂3A
a +

1

2
∂3Aa∂3A

a

= LMCS(A) + Lescalar(φ) + φ∂a∂3A
a +

1

2
∂3Aa∂3A

a, (4.99)

onde LMCS(A) é uma Lagrangiana com a estrutura da Lagrangiana deMCS e Lescalar(φ)

tem a estrutura da Lagrangiana de um campo escalar sem massa em (2 + 1)D (mas

os campos ainda dependem de x3). Vemos portanto que, se não existir dependência

em x3, nós de fato teremos dois graus de liberdade desacoplados no plano x1 − x2. As

excitações não massivas são descritas por um campo escalar e as excitações massivas são

descritas pela teoria topologicamente massiva de MCS. Com isso, pelo que discutimos

no Cap. 2, podemos já ter uma idéia do que esperar da teoria dual, pelo menos na

versão reduzida dimensionalmente:

LCFJ |k3=0→ LCS + LAD + LMaxwell , (4.100)

onde LCS é a lagrangiana definida por um termo de CS puro, independente, que não

carrega graus de liberdade mas carrega apenas informaçao sobre a simetria de calibre,

como já foi discutido; LAD é a lagrangiana do modelo AD e LMaxwell é a lagrangiana

de Maxwell em (2 + 1)D.

Se reintroduzirmos a dependência em x3, a relação (4.98) mostra que existe uma

distorção na relação energia-momento que é simplesmente um reflexo dos últimos dois

termos em (4.99). Note ainda que na redução dimensional apenas o campo Aa, definido

no plano, é um campo de calibre. Em D = (3 + 1) somente a combinação Aµ = (Aa, φ)

pode ser identificada com um campo de calibre. Veremos que no quadro dual, por outro

lado, os campos duais (descritos por (4.100) quando restritos ao plano) preservam

suas identidades como campos de calibre ou não, ao “ligarmos” ou “desligarmos” a

dependência em x3.

4.4.3 A teoria dual

Nesta seção vamos obter a formulação dual do modelo de CFJ (4.68) [143]. Além

de fornecer uma formulação alternativa para a teoria, nosso principal objetivo aqui é
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estudar os efeitos da violação de Lorentz no processo de dualidade. Veremos que, ainda

que a Lagrangiana do modelo CFJ tenha uma estrutura similar às usuais que estamos

acostumados em teorias que não violam as simetrias de Lorentz e CPT , sua formulação

dual exibe uma estrutura totalmente assimétrica com relação à direção definida pelo

vetor pµ. A seguir vamos primeiramente obter a teoria dual para o caso especial de pµ

tipo espaço. Seguindo os procedimentos usuais de dualidade que viemos estudando até

aqui, considere a teoria em primeira ordem nas derivadas, equivalente a (4.68)

LMCFJ =
1

2
Πµνε

µνρσ∂ρAσ −
1

4
ΠµνΠ

µν + pµε
µνρσAν∂ρAσ. (4.101)

Esta é a Lagrangiana mestra do modelo. Πµν é um campo auxiliar que pode ser inte-

grado nos fornecendo novamente a (4.68). Vamos trabalhar em um referencial no qual

pµ = (0, 0, 0,m), m > 0 e novamente usar ı́ndices latinos para designar as componentes

correspondentes no plano ortogonal. Evidenciando estes ı́ndices, a Lagrangiana (4.101)

tem a forma

LMCFJ = −1

2
A3ε

abc∂aΠbc +
1

2
Aaε

abc∂3Πbc + Aaε
abc∂bΠc3

− 1

4
ΠµνΠ

µν +mεabcAa∂bAc, (4.102)

onde uma integração parcial foi efetuada e definimos εabc3 ≡ εabc. Observe que A3 é um

multiplicador de Lagrange que impõe o v́ınculo

εabc∂aΠbc = 0, (4.103)

cuja solução pode ser expressa em termos de um novo campo de calibre Ba

Πab = ∂aBb − ∂bBa ≡ Gab . (4.104)

Obtemos então

LMCFJ =
1

2
Aaε

abc∂3Gbc − Aaεabc∂bhc −
1

4
GabG

ab +
1

2
hah

a +mεabcAa∂bAc

= (−ha + ∂3Ba +mAa)ε
abc∂bAc −

1

4
GabG

ab +
1

2
hah

a, (4.105)
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onde renomeamos o campo independente Πa3 ≡ ha. Seguindo os passos da projeção

dual discutido no Cap. 2, definimos

−ha +mAa = Ca (4.106)

e obtemos

LMCFJ → Caε
abc∂bAc + ∂3Baε

abc∂bAc −
1

4
GabG

ab +
1

2
(mAa − Ca)(mAa − Ca).

(4.107)

Observe que Ca herda a simetria de calibre de Aa de forma quer o último termo acima

é invariante com respeito a Aa → Aa + ∂aφ com Ca → Ca +m∂aφ. Agora nós podemos

efetuar uma transformação canônica que evidencia o conteúdo dinâmico e a estrutura

de simetria da teoria

Ca =
1

2
(A+

a − A−a )

Aa =
1

2m
(A+

a + A−a ), (4.108)

o que nos leva à

L′ = 1

4m
A+
a ε

abc∂bA
+
c −

1

4m
A−a ε

abc∂bA
−
c +

1

2m
∂3Baε

abc∂bA
+
c

+
1

2m
∂3Baε

abc∂bA
−
c −

1

4
GabG

ab +
1

2
A−aA

−a. (4.109)

Podemos realizar mais uma redefinição de variáveis separando o termo de Chern-Simons

puro

A+
a + ∂3Ba = Da , (4.110)

e obtemos finalmente (com fa = A−a )

LdualCFJ =
1

4m
Daε

abc∂bDc −
1

4m
faε

abc∂bfc +
1

2
faf

a − 1

4
GabG

ab

+
1

2m
faε

abc∂b∂3Bc −
1

4m
∂3Baε

abc∂b∂3Bc. (4.111)

Os primeiros quatro termos são definidos no plano perpendicular à direção definida

pelo vetor violador de Lorentz. O primeiro é um “Chern-Simons” puro que carrega
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parte da simetria de calibre da teoria enquanto o segundo e terceiro termos carregam

a dinâmica tipo auto-dual. O quarto termo é um termo tipo Maxwell e carrega a

outra parte da simetria de calibre. Os últimos dois termos correspondem à interação na

direção da violação de Lorentz. Essa teoria possui o mesmo conteúdo f́ısico da teoria de

CFJ (4.68) para um vetor pµ tipo espaço (podemos obter outras orientações além de

pµ = (0, 0, 0,m) realizando rotações). Como antecipamos, sem a dependência em x3 nós

obteremos (4.100) com campo de Chern-Simons puro Da, o campo AD fa e o campo

de Maxwell Ba. Estes conservam suas identidades como campos de calibre (Da e Ba)

ou não (fa) mesmo na versão completa da teoria, ampliada dimensionalmente (4.111).

Uma propriedade que, como já comentamos, não é compartilhada pelos campos φ e Aa

em (4.99).

Realizamos os nossos cálculos com a escolha particular pµ = (0, 0, 0,m) para simpli-

ficar a discussão, mas podemos generalizar facilmente esses procedimentos para o caso

de um vetor geral que não seja do tipo luz (p2 6= 0). Esses cálculos estão no apêndice

E, mas como esperado eles simplesmente correspondem as seguintes generalizações

εabc∂b → εµνρσpν∂ρ

∂3 → pµ∂µ. (4.112)

De forma que a dual neste caso toma a forma

LdualCFJ = − 1

4p4
Dµε

µνρσpν∂ρDσ +
1

4p4
fµε

µνρσpν∂ρfσ −
1

2p2
fµf

µ − 1

2p2
(εµνρσpν∂ρBσ)2

+
1

2p4
fµε

µνρσpν∂ρ[(p
α∂α)Bσ] +

1

4p4
[(pα∂α)Bµ]εµνρσpν∂ρ[(p

β∂β)Bσ].

(4.113)

Observe que as componentes ao longo da direção definida por pµ são efetivamente nulas

devido à contração com o tensor εµνρσpν . Essa é a generalização do fato que não existem

campos com componentes na direção 3 em (4.111).

Os termos envolvendo 1
p2 não nos permitem um extensão direta desse resultado

para o caso de pµ tipo luz. Mas isso pode ser trivialmente conseguido se trabalharmos

com coordenadas de cone de luz. Começando novamente com (4.101), definimos pµ =
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(p+, p1, p2, p−) com

p+ =
1√
2

(p0 + p3) = m

p− =
1√
2

(p0 − p3) = 0

p1 = 0

p2 = 0, (4.114)

tal que pµpµ = p+p+ = 0. Neste sistema de coordenadas tudo segue como antes com

(a, b, c) = (1, 2,+) e ε+12− = 1. Portanto o resultado é o mesmo que em (4.111) com

∂3 → ∂− e fc = Πc−, Πab = Gab = ∂aBb − ∂bBa:

LdualCFJTL =
1

4m
Daε

abc∂bDc −
1

4m
faε

abc∂bfc −
1

4
ΠµνΠ

µν

+
1

2m
faε

abc∂b∂−Bc −
1

4m
∂−Baε

abc∂b∂−Bc. (4.115)

No entanto, neste caso o termo −1
4
ΠµνΠ

µν não pode ser escrito simplesmente como

1
2
faf

a − 1
4
GabG

ab devido a métrica nas coordenadas do cone de luz (i = 1, 2):

ΠµνΠ
µν = −2f+f+ − 4f iGi+ + 2G12G12. (4.116)

A separação do conteúdo dinâmico originalmente contido no campo Aµ em dois

campos fµ e Bµ, como em (4.113) por exemplo, devido a dualidade (lembre que Dµ é

puramente topológico e carrega apenas os aspectos de calibre de Aµ) pode causar um

certo desconforto e é natural nos questionarmos se seria posśıvel escrever o conteúdo

dinâmico da teoria dual com apenas um campo. Isso parece posśıvel uma vez que a

dual foi obtida do potencial vetor apenas evidenciando sua componente na direção da

quebra de Lorentz. Esse não é um problema trivial no entanto. Voltando ao nosso

ponto de partida (4.101) parece claro que Πµν é o campo dual de Aµ. Porém, para

preservar os graus de liberdade de Aµ, Πµν deve ser vinculado de forma que o número de

suas componentes independentes seja reduzido. A forma como este campo é vinculado

é no entanto altamente assimétrica devido à violação de Lorentz e é isso que torna

interessante esta situação.
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Vamos estudar isso com mais detalhes e deixar mais claro como as diferentes com-

ponentes se comportam no processo de dualidade. Considere a Lagrangiana mestra

(4.101). Nesta Lagrangiana, o campo Πµν é um campo auxiliar e não possui dinâmica

independente sendo completamente determinado pelo campo Aµ. No entanto, podemos

olhar por outro ponto de vista invertendo o papel dos campos e considerando Aµ como

um campo auxiliar. Isso é posśıvel pois a estrutura simplética do campo Aµ em (4.101)

é tipo CS que, como sabemos, não gera dinâmica (o Hamiltoniano associado é nulo).

Em outras palavras, toda dinâmica de Aµ pode ser vista como determinada por Πµν .

Vamos tornar essa discussão mais precisa agora eliminando completamente o campo

Aµ em função Πµν . As equações de Euler-Lagrange para Aµ que seguem de (4.101) nos

fornecem:

Λµ ≡ εµνρσ∂νΠρσ = 4εµνρσpν∂ρAσ. (4.117)

Observe que Λµ por definição satisfaz

∂µΛµ = 0, (4.118)

e devido as equações de movimento de Aµ obedece ainda a propriedade

pµΛµ = 0. (4.119)

Formalmente, podemos substituir (4.117) em (4.101) e obtemos

LMCFJ →
1

4
ΛµAµ −

1

4
ΠµνΠ

µν , (4.120)

onde Aµ ≡ Aµ(Π) é definido por (4.117). Para completar o procedimento temos que

reescrever ΛµAµ como função de Πµν . Segue de (4.117) que a solução do v́ınculo

εµνρσ∂ν(Πρσ + 2p[ρAσ]) = 0

⇒ Πµν = −2p[µAν] + ∂[µBν], (4.121)

introduz um novo campo de calibre Bµ. Portanto

pµΛνΠµν = −2p2ΛµAµ + Λµ(pν∂ν)Bµ − Λµ∂µ(pνBν), (4.122)
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onde (4.118) foi usado. O primeiro termo do lado direito da igualdade contém a es-

trutura do primeiro termo em (4.120). Substituindo portanto em (4.120) nós podemos

integrar por partes e o último termo de (4.122) some devido a (4.118), ficamos com

LdualCFJ = − 1

8p2
(pαΠαµ)εµνρσ∂νΠρσ −

1

4
ΠµνΠ

µν

+
1

8p2
[(pα∂α)Bµ]εµνρσ∂νΠρσ. (4.123)

Observe que a relação (4.121) não contém a componente do campo Aµ na direção de pµ.

De fato, esta componente é um multiplicador de Lagrange em (4.101). No entanto, o

v́ınculo imposto por esta componente estabelece uma relação entre Πµν e Bµ que pode

ser lida em (4.121) como sendo

εµνρσpνΠρσ = 2εµνρσpν∂ρBσ. (4.124)

Essa é a origem da separação dos campos. Πµν é de fato o dual de Aµ mas suas

componentes precisam satisfazer certos v́ınculos que são mais facilmente tratados com

a introdução do campo Bµ. Seguindo adiante, observe que

(εµνρσpνΠρσ)2 = 2p2ΠµνΠ
µν − 4(pαΠαµ)(pβΠβµ)

⇒ ΠµνΠ
µν =

2

p2
(εµνρσpν∂ρBσ)2 +

2

p2
(pαΠαµ)(pβΠβµ), (4.125)

onde usamos (4.124). Quanto ao primeiro termo de (4.123), podemos escrevê-lo como

− 1

8p2
(pαΠαµ)εµνρσ∂νΠρσ = − 1

4p4
(pαΠαµ)εµνρσpν∂ρ[(p

β∂β)Bσ]

+
1

4p4
(pαΠαµ)εµνρσpν∂ρ(p

βΠβσ). (4.126)

De forma similar para o último termo

1

8p2
[(pα∂α)Bµ]εµνρσ∂νΠρσ =

1

4p4
[(pα∂α)Bµ]εµνρσpν∂ρ[(p

β∂β)Bσ]

− 1

4p4
[(pα∂α)Bµ]εµνρσpν∂ρ(p

βΠβσ) . (4.127)
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Combinando esses resultados, (4.123) pode ser escrita como

LdualCFJ =
1

4p4
(pαΠαµ)εµνρσpν∂ρ(p

βΠβσ)− 1

2p2
(pαΠαµ)(pβΠβµ)

− 1

2p2
(εµνρσpν∂ρBσ)2 +

1

2p4
(pαΠαµ)εµνρσpν∂ρ[(p

β∂β)Bσ]

+
1

4p4
[(pα∂α)Bµ]εµνρσpν∂ρ[(p

β∂β)Bσ]. (4.128)

que corresponde à (4.113) se definirmos pαΠαµ ≡ fµ.

Para estudar esse sistema é importante que sejamos capazes de incluir fontes exter-

nas. Isso permite o estudo de valores esperados de operadores, como por exemplo o loop

de Wilson. O acoplamento de uma fonte elétrica ao sistema CFJ pode ser definido sem

problemas e sua representação dual (em termos de acoplamentos não-mı́nimos) pode

também ser obtida [143] (veja o apêndice F). Um problema bem mais complicado é a

definição do modelo CFJ na presença de monopolos magnéticos. Este é o tópico que

vamos abordar a seguir.

4.4.4 CFJ na presença de defeitos

Vimos anteriormente que uma posśıvel origem do modelo CFJ é devido a flutuações

quânticas fermiônicas. Estas devem ser percebidas pelo campo eletromagnético como

violando as simetrias de Lorentz e CPT . No caṕıtulo anterior nós introduzimos a

idéia que a presença de flutuações fermiônicas poderia ser efetivamente descrita pela

prescrição de Julia-Toulouse. Vimos que esta prescrição nos levou a uma formulação

mais precisa do modelo de MCS na presença de defeitos magnéticos. Queremos seguir

um caminho análogo aqui e argumentar que a teoria CFJ pode ser interpretada como

a teoria de Maxwell em 4D imersa em um condensado elétrico que quebra as simetrias

de Lorentz e CPT .

O problema que encontramos ao tentar definir o modelo CFJ na presença de de-

feitos magnéticos é o mesmo que encontramos ao estudar a MCS. O termo tipo CS

contém o campo de calibre A explicitamente e isso dificulta a construção de campos

invariantes de brana. Se tentarmos incluir um acoplamento não-mı́nimo diretamente
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na teoria teremos uma situação equivalente à encontrada antes, em que a corda de

Dirac associada à corrente magnética deve ser entendida como um observável e uma

quebra expĺıcita da simetria de brana ocorre. Isso significa que a corda de Dirac se

torna uma informação f́ısica externa contrariando a suposição inicial de que ela é um

objeto não-f́ısico arbitrário. Pouco satisfatório neste cenário é a falta de informação

sobre qual a origem do fenômeno da quebra da simetria de brana. Nós vimos que no

caso da teoria de MCS essa quebra é induzida por defeitos internos ao condensado

elétrico representado por fluxos fechados. A estratégia adotada para obter essa con-

clusão consiste em encontrar uma representação do sistema em termos de p-correntes tal

que, através do processo de condensação dessas correntes implementado pela prescrição

de Julia-Toulouse generalizada, a teoria desejada possa ser alcançada. Esta teoria, por

construção, terá uma formulação consistente com a simetria de brana. No que segue nós

vamos primeiramente discutir a formulação em termos de p-correntes sem a introdução

de monopolos com o intuito de compreender melhor os efeitos da violação de Lorentz.

Uma vez feito isso, a introdução de monopolos é imediata e será discutida logo a seguir.

4.4.4.1 CFJ via Julia-Toulouse

O primeiro passo para a implementação da prescrição de Julia-Toulouse no presente caso

é encontrar uma representação da teoria em termos de p-correntes que seja capaz de nos

fornecer a fenomenologia que mapeia a teoria de Maxwell na teoria CFJ , simulando

assim o papel desempenhado pelos férmions. A presença de p-correntes tem que conter

a informação sobre a quebra das simetrias de Lorentz e CPT . Seguindo portanto os

mesmos passos do Cap. 3, queremos encontrar uma 1-corrente Je e uma ação Se(Je)

tal que ∫
d4x

(
−1

4
F µνFµν + eAµJ

µ
e

)
+ Se(Je)→ SCFJ , (4.129)

onde SCFJ é definida em (4.68) e a seta indica o processo de condensação descrito pela

prescrição de Julia-Toulouse dual. Pelo que discutimos no Cap. 3, se Je é interpretado
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como campo devemos ter∫
d4x eAµJ

µ
e + Se(Je) =

∫
d4x pµε

µνρσAν∂ρAσ. (4.130)

Considerando Je uma função de A e derivando (4.130) em relação a A obtemos

eJµe = −2εµνρσpν∂ρAσ. (4.131)

Veja que a corrente satisfaz:

∂µJ
µ
e = 0, (4.132)

pµJ
µ
e = 0. (4.133)

A primeira equação denota a conservação da corrente e nos diz que Je é Poincaré-dual

à borda de uma 2-superf́ıcie Σe:

∗Je = d∗Σe ⇒ Jµe = −∂νΣνµ
e . (4.134)

A segunda equação fixa a 2-superf́ıcie Poincaré-dual à Σe como sendo perpendicular à

direção definida por pµ. Este v́ınculo reduz efetivamente o espaço onde a superf́ıcie é

definida de 4D para 3D. Consequentemente, podemos representar esta superf́ıcie por

uma 1-corrente Λe na forma:

Σµν
e = −εµνρσpρΛe σ. (4.135)

Esta é a manifestação da quebra de Lorentz e CPT . A Corrente Je portanto fica:

Jµe = εµνρσpν∂ρΛe σ. (4.136)

Substituindo em (4.130) a ação Se(Je) resulta ter a forma:

S(Je) =

∫
d4x

e2

4
Λe µε

µνρσpν∂ρΛe σ. (4.137)

Com essas informações podemos definir formalmente a função partição do sistema:

Z =
∑
{Ae}

∫
DAei

∫
d4x(− 1

4
FµνFµν+eAµJ

µ
e )+iSe(Je), (4.138)
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onde a soma é efetuada sobre as configurações das 1-superf́ıcies Ae Poincaré-duais a Λe.

Vamos agora estudar o sistema definido por (4.138) no que diz respeito às suas

diferentes representações. Por construção, o efeito das flutuações fermiônicas é simulado

aqui pela condensação da corrente Λe. Ou seja, se esta for tomada como um campo

e formalmente substituirmos a soma sobre Ae por uma integral funcional sobre Λe

reobteremos o sistema CFJ descrito pela ação (4.68). A diluição desta corrente, por

outro lado, nos deixa com a teoria de Maxwell usual em (3+1)D. Podemos ir para uma

representação alternativa onde trocamos as correntes Λe por fluxos magnéticos através

da fórmula de Poisson, que no presente caso tem a forma:∑
{Ae}

δ(Hµ − Λµ) =
∑
{Ce}

e2πi
∫
d4xHµεµνρσΩνρσ , (4.139)

onde H é uma 1-forma e no lado direito a soma é efetuada sobre as configurações das 3-

superf́ıcies Ce Poincaré-duais a Ω. Inserindo dessa forma a identidade 1 =
∫
DHδ(Hµ−

Λµ) em (4.138) e usando (4.139) obtemos a forma equivalente

Z =
∑
{Ce}

∫
DA

∫
DHei

∫
d4x(− 1

4
FµνFµν+eAµJ

µ
e (H)+2πHµεµνρσΩνρσ)+iSe(Je(H)), (4.140)

onde as expressões envolvendo a 1-corrente Λ são escritas agora em termos do campo

H, uma 1-forma.

Jµe = εµνρσpν∂ρHσ (4.141)

S(Je) =

∫
d4x

e2

4
Hµε

µνρσpν∂ρHσ. (4.142)

Vamos agora integrar o campo H. Uma vez que este aparece numa estrutura gaussiana,

integrá-lo equivale a resolver sua equação de movimento que é dada por

eεµνρσpν∂ρAσ + 2πεµνρσΩνρσ +
e2

2
εµνρσpν∂ρHσ = 0. (4.143)

Note primeiramente que esta equação nos diz que Ω possui uma estrutura tal que

εµνρσΩνρσ = εµνρσpν∂ρωσ, (4.144)
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onde ω é uma 1-corrente. De forma que, a menos de outros termos que se anulam ao

substituir na ação, H é dado por

Hµ = −2

e
Aµ −

4π

e2
ωµ, (4.145)

e o sistema fica então definido de forma equivalente pela seguinte função partição (a

menos de normalizações)

Z =
∑
{De}

∫
DAei

∫
d4x[− 1

4
FµνFµν−(Aµ+ 2π

e
ωµ)εµνρσpν∂ρ(Aσ+ 2π

e
ωσ)], (4.146)

onde De são superf́ıcies Poincaré-duais a ω. Essa é a formulação em termos de fluxos

magnéticos fechados definidos por ω (mais precisamente os fluxos fechados estão relaci-

onados a εµνρσ∂ρωσ cuja derivada é nula). Como já mencionamos no caṕıtulo anterior

estas duas representações do sistema, em termos de Λ na (4.138) e em termos de ω na

(4.146), correspondem a um mapeamento ordem-desordem. De fato, se os fluxos defini-

dos por ω desaparecem (“diluição”) então o sistema é descrito pela CFJ . Se por outro

lado esses fluxos condensam, ω se torna um campo e a soma sobre De se torna uma

integral sobre ω e o último termo se desacopla do sistema restando somente a teoria de

Maxwell. Nesse sentido, esses fluxos representam defeitos no condensado elétrico uma

vez que ao se proliferarem eles destroem a fase do condensado.

4.4.4.2 Na presença de monopolos

Justamente esse controle proporcionado pelos parâmetros de ordem é o que nos permite

definir apropriadamente a presença de monopolos magnéticos no sistema (que corres-

pondem à introdução de fluxos abertos) conforme discutimos amplamente no caṕıtulo

anterior. Definimos a presença de monopolos com a introdução de uma brana de Dirac

Σg como discutimos no Cap. 2.

Fµν → Gµν ≡ ∂µAν − ∂νAµ + g∗Σg µν , (4.147)

de tal forma que a identidade de Bianchi (em prinćıpio satisfeita mesmo no modelo de

CFJ) seja violada

∂µ
∗Gµν = −g∂µΣµν

g = gJνg . (4.148)
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A simetria de brana magnética é realizada aqui na forma

∗Σg µν → ∗Σg µν + ∂µσν − ∂νσµ

Aµ → Aµ − gσµ, (4.149)

tal que o campo Gµν , sendo um observável, permaneça invariante. O sistema na pre-

sença de cargas magnéticas externas é portanto descrito por

Z(Jg) =
∑
{De}

∫
DAei

∫
d4x[− 1

4
GµνGµν−(Aµ+ 2π

e
ωµ)εµνρσpν∂ρ(Aσ+ 2π

e
ωσ)]. (4.150)

A simetria de brana é preservada devido à presença dos fluxos internos ω (desde que

eg = 2π). Para obter a teoria de CFJ devemos diluir os fluxos ω. Como sabemos, a

manutenção da simetria de brana nos impede de realizar uma diluição completa e os

fluxos conexos com a brana de Dirac externa permanecem no sistema construindo as

diferentes configurações de ∗Σg. Note que o termo tipo CS não possui componentes de

campos na direção de pν . Como este termo é o responsável pela quebra da simetria

de brana, vemos que componentes da brana magnética de Dirac na direção de pν não

sofrerão a quebra espontânea da simetria de brana. Isso torna mais complicada a análise

dos resultados.

Para tentar entender um pouco melhor esse resultado pode ser interessante olhar

para a formulação dual, onde os monopolos apareceriam em um acoplamento mı́nimo.

Vamos seguir as mesmas idéias discutidas em torno de (3.64). Considere novamente a

(4.138) agora na presença de monopolos externos

Z(Jg) =
∑
{Ae}

∫
DAei

∫
d4x(− 1

4
GµνGµν+eAµJ

µ
e )+iSe(Je), (4.151)

Vamos primeiramente expressar o sistema em termos de invariantes de brana. Para isso

observe que, com eg = 2π, podemos reescrever o acoplamento elétrico como

eAµJ
µ
e → e(Aµ + gΞg µ)Jµe , (4.152)

compare com (3.67). Ξg é tal que sob a transformação de brana (4.149):

Ξg µ → Ξg µ + σµ. (4.153)
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Portanto podemos construir os invariantes de brana

Ãµ ≡ Aµ + gΞµ

∗Σ̃g µν ≡ ∗Σg µν − ∂µΞν + ∂νΞµ. (4.154)

Introduzimos ainda na função partição uma soma sobre as diferentes configurações das

superf́ıcies conexas à brana de Dirac ∗Σg µν e Poincaré-duais à Ξg representada por Eg,

como fizemos em (3.68). Esta soma é redundante neste estágio e constitui apenas uma

normalização da função partição. O sistema fica então descrito por

Z(Jg) =
∑
{Eg}

∑
{Ae}

∫
DÃei

∫
d4x(− 1

4
Gµν(Ã)Gµν(Ã)+eÃµJ

µ
e )+iSe(Je), (4.155)

onde

Gµν ≡ ∂µÃν − ∂νÃµ + g∗Σ̃g µν . (4.156)

Podemos ainda reescrever a soma sobre Eg como uma soma sobre as superf́ıcies Bg
Poincaré-duais à ∗Σ̃g µν vinculadas por ∂µΣ̃µν

g = −Jνg :

Z(Jg) =
∑
{Bg}

′
∑
{Ae}

∫
DÃei

∫
d4x(− 1

4
Gµν(Ã)Gµν(Ã)+eÃµJ

µ
e )+iSe(Je). (4.157)

Vamos agora obter a formulação dual dessa teoria com respeito a Ã. O setor da teoria

contendo Ã é descrito pela Lagrangiana

L = −1

4
Gµν(Ã)Gµν(Ã) + eÃµJ

µ
e

→ −1

2
ΠµνGµν(Ã) +

1

4
ΠµνΠµν + eÃµJ

µ
e , (4.158)

Onde introduzimos Π, que é um campo auxiliar, como sabemos. Integrando em Ã

obtemos o seguinte v́ınculo sobre Π:

∂µΠµν + eενµρσpµ∂ρΛe σ = 0 (4.159)

que pode ser resolvido com a introdução de um campo de calibre B, dual ao campo Ã

Πµν = εµνρσ∂ρBσ − εµνρσpρΛe σ. (4.160)
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A teoria na representação dual é portanto

Z(Jg) =
∑
{Bg}

′
∑
{Ae}

∫
DBei

∫
d4x(− 1

4
HµνHµν+ g

2
HµνΣ̃g µν)+iSe(Je), (4.161)

onde

Hµν ≡ ∂µBν − ∂νBµ − e(pµΛe ν − pνΛe µ) (4.162)

Note como o acoplamento não-mı́nimo exibe as consequências da quebra da simetria

de Lorentz. A simetria de brana elétrica segue da definição usual da transformação de

brana para a brana elétrica Σe e levando em consideração a definição (4.135). Essa

simetria é realizada aqui na forma:

pµΛe ν − pνΛe µ → pµΛe ν − pνΛe µ + ∂µλν − ∂νλµ

Bµ → Bµ + eλµ, (4.163)

que claramente deixa Hµν invariante.

O modelo de CFJ deve ser obtido condensando a brana elétrica definida por Λe.

Com o objetivo de facilitar a discussão vamos escolher pµ = (0, 0, 0,m). A ação que

define o sistema terá então a forma

S =

∫
d4x

[
−1

2
(∂aB3 − ∂3Ba + emΛe a)

2 − 1

4
(∂aBb − ∂bBa)

2

+gHa3Σ̃g a3 +
g

2
HabΣ̃g ab −

me2

4
Λe aε

abc∂bΛe c

]
. (4.164)

Seguindo a prescrição de Julia-Toulouse, o brana elétrica Λe é elevada à categoria de

campo e formalmente consideramos a soma sobre Ae como uma integral sobre Λe.

Z(Jg)→
∑
{Bg}

′
∫
DΛe

∫
DBeiS(Λe,B,Σ̃g). (4.165)

Note que toda a informação sobre a brana está contida em Ha3, que é um invariante de

brana. Isso significa que a integral sobre Λe é de fato uma integral sobre Ha3 uma vez

fixada a redundância de brana. O passo natural seria combinar as integrais sobre B e Λe

em uma integral sobre H. Veja no entanto que a violação de Lorentz não permite uma
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eliminação trivial completa de B e o melhor que podemos fazer é absorver a componente

B3. Mais precisamente, simplesmente renomeando Ha3 ≡ fa (⇒ Ha3 = −fa) a ação

fica

S =

∫
d4x

[
1

2
faf

a − 1

4
(∂aBb − ∂bBa)

2

+gfaΣ̃g a3 − gBb∂aΣ̃
ab
g −

1

4m
(fa − ∂3Ba) ε

abc∂b (fc − ∂3Bc)

]
, (4.166)

e a função partição do sistema é dada por

Z(Jg) =
∑
{Bg}

′
∫
Dfa

∫
DBae

iS(fa,Ba,Σ̃g). (4.167)

Acreditamos que esta seja a formulação adequada da teoria de CFJ na presença de

monopolos. Note que a ação (4.166) com g = 0 é exatamente a ação que obtivemos em

(4.111) (exceto pelo CS desacoplado lá). É interessante observar ainda como ocorre

aqui o pulo de posto caracteŕıstico da geração de massa na prescrição de Julia-Toulouse.

O sistema inicial definido em (4.161), além das correntes representadas pelas somas,

possui o campo de calibre B, uma 1-forma sem massa. Após a condensação de Λe

uma nova 1-forma é adicionada ao sistema. Mas esta não é independente. Pelo que

discutimos acima, as únicas componentes não nulas da 1-forma Λe são perpendiculares

a pµ e estas, no processo de condensação, absorvem a componente 3 do campo B. Este

é o pulo de posto. Efetivamente, B3 foi substitúıdo por fa. Sabemos ainda, pelo que

discutimos anteriormente ao estudar a dual da CFJ , que fa e Ba devem ser entendidos

como as componentes de uma 2-forma (que no presente caso é simplesmente o campo

H). Componentes essas que possuem certos v́ınculos que são melhor expressos com a

introdução do campo Ba.

O pulo de posto tem um efeito muito importante. Ele é a causa da quebra espontânea

da simetria de brana. Veja que os termos que envolvem a brana magnética Σ̃g em

(4.166) não representam um acoplamento mı́nimo com a corrente de monopolos Jg como

ingenuamente podeŕıamos esperar, dado que estamos no quadro dual. As componentes

Σ̃g a3 da brana magnética estão acopladas minimamente com fa sugerindo que essa
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brana se tornou um observável agora. Ainda que uma análise mais detalhada desse

sistema seja necessária, a quebra espontânea da simetria de brana é um forte ind́ıcio de

que esse sistema exibe propriedades confinantes.



Caṕıtulo 5

Conclusões e perspectivas

Estudamos diversas manifestações do fenômeno do confinamento. Vimos o surgimento

de um critério universal, presente em todos os exemplos que consideramos, caracteri-

zando o regime confinante: a quebra da simetria de brana. Esse critério surge como

consequência do formalismo que introduzimos nesta tese, que consiste em uma gene-

ralização das idéias de Julia e Toulouse [92] como apresentadas por Quevedo e Tru-

genberger [93] incorporando ainda as importantes contribuições de Kleinert [31, 32] na

interpretação da simetria de brana e no mapa ordem-desordem.

Essa nova formulação nos conduziu a uma definição apropriada da teoria de Maxwell-

Chern-Simons na presença de instantons [79]. Estes estão confinados devido a quebra da

simetria de brana. Fundamental nessa construção é a interpretação da Maxwell-Chern-

Simons como uma teoria efetiva para um condensado elétrico que viola as simetrias de

paridade e inversão temporal [96].

No contexto das teorias que violam as simetrias de Lorentz e CPT , abordamos a

questão controversa da indução radiativa do termo tipo Chern-Simons do modelo de

Carroll-Field-Jackiw. Mostramos que é posśıvel obter esse termo sem ambiguidades,

induzido por flutuações quânticas de férmions não massivos. Este resultado é funda-

mentado no fato de que a massa fermiônica que viola P e T em (2 + 1)D é a projeção

dimensional de um termo fermiônico que viola Lorentz em (3 + 1)D [156]. Esses resul-

tados exploram a similaridade entre a teoria de Maxwell-Chern-Simons e a teoria de

Carroll-Field-Jackiw.
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Explorando ainda mais essa similaridade, após discutir detalhadamente a formulação

dual do modelo de Carroll-Field-Jackiw [143], nós partimos para a definição deste mo-

delo na presença de monopolos magnéticos. Usando o formalismo de Julia-Toulouse

generalizado que desenvolvemos foi posśıvel definir uma formulação apropriada desse

sistema. Vimos que a teoria exibe propriedades confinantes sugerindo que os mono-

polos aparecem confinados neste sistema. A quebra da simetria de brana no entanto,

ocorre apenas parcialmente. Este é um novo resultado que introduzimos nesta tese e

mais estudos são necessários para explorar todas as suas consequências. Uma possibili-

dade imediata é a determinação expĺıcita do potencial confinante. Essas considerações

abrem caminho para estudos da estrutura não perturbativa de teorias que violam a si-

metria de Lorentz, um assunto muito pouco abordado na literatura. Isso é importante

pois, como vimos no exemplo em (1 + 1)D [123], a definição do que se considera uma

“pequena” violação de Lorentz em uma teoria pode ser algo relativo, que depende de

qual fenômeno estudamos. Nesse sentido, esses estudos podem servir como uma forma

eficiente de excluir teorias que violam simetrias de Lorentz.

Pela abrangência do formalismo de Julia-Toulouse generalizado acreditamos que

muitas outras aplicações importantes podem ser desenvolvidas ainda. De fato, a ob-

tenção da estrutura hierárquica do efeito Hall quântico fracionário sugere posśıveis

aplicações nessa área. Chamamos a atenção ainda para o fato de que esse formalismo

unifica sob prinćıpios comuns diversos resultados encontrados na literatura nos forne-

cendo no mı́nimo uma maior intuição sobre a natureza dos fenômenos envolvidos.



Apêndice A

Formas diferenciais: definições e
notação

Neste apêndice vamos expor algumas definições e propriedades relacionadas às formas

diferencias que utilizamos em boa parte desta tese. O propósito deste apêndice não é de

forma alguma revisar os conceitos de geometria diferencial mas apenas estabelecer um

dicionário para facilitar o acompanhamento dos cálculos e resultados apresentados na

tese. Para uma revisão mais completa dos conceitos de geometria diferencial e topologia

veja por exemplo [159, 160].

A.1 O tensor de Levi-Civita

O tensor métrico não desempenha um papel tão proeminente nesta tese uma vez que

trabalhamos exclusivamente com espaços de curvatura nula, de forma que a principal

função da métrica aqui é na definição dos sinais ao “descer” ou “subir” ı́ndices de

tensores. No entanto a métrica também é importante no aux́ılio da definição do que é

conhecido como densidades tensoriais. Vamos seguir aqui as definições de [161].

A transformação do tensor métrico gµν devido a uma transformação geral de coor-

denadas x′ → x é dada por

g′µν =
∂xρ

∂x′µ
∂xσ

∂x′ν
gρσ. (A.1)

Essa é a transformação usual de um tensor covariante de posto 2. No entanto se

148
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definirmos o determinante da métrica

g = det gµν , (A.2)

e tomarmos o determinate da expressão acima vemos que

g′ =

(
det

∂xµ

∂x′ν

)2

g = J2g, (A.3)

onde

J ≡ det
∂xµ

∂x′ν
(A.4)

é o Jacobiano da transformação. Vemos portanto que o determinante da métrica se

transforma como um escalar exceto pelo fator do Jacobiano. Dizemos em geral que

quantidades que se transformam como tensores exceto por fatores do Jacobiano são

densidades tensoriais. Nesse sentido, g é uma densidade escalar. De forma geral, se um

objeto qualquer T se transforma como

T ′µ1...µn
ν1...νn

= J−W
∂x′µ1

∂xρ1

∂xσ1

∂x′ν1
...
∂x′µn

∂xρn
∂xσn

∂x′νn
T ρ1...ρn
σ1...σn

, (A.5)

dizemos que T é uma densidade tensorial de peso W . O determinante da métrica é

portanto uma densidade escalar de peso −2. Nesse contexto, sendo a métrica uma

quantidade natural e definidora das propriedades do espaço-tempo onde os tensores são

definidos, é natural usarmos a métrica como uma forma de construir tensores usuais a

partir de densidades tensoriais. Para construir um tensor a partir de uma densidade

tensorial de peso W , basta multiplicá-lo por |g|W2 . Para o exemplo que acabamos de ver,

podemos definir o tensor |g|W2 T que claramente se transforma da maneira apropriada:

|g′|
W
2 T ′µ1...µn

ν1...νn
=
∂x′µ1

∂xρ1

∂xσ1

∂x′ν1
...
∂x′µn

∂xρn
∂xσn

∂x′νn
|g|

W
2 T ρ1...ρn

σ1...σn
, (A.6)

Um tensor extremamente importante que encontramos repetidas vezes ao longo da

tese é o tensor de Levi-Civita. Esse tensor é definido em um espaço de dimensão D por

ter suas componentes em todos os referenciais definidas pelas quantidades εµ1µ2... µD .
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Essas quantidades são definidas em um sistema de coordenadas qualquer escolhendo-

se um ordenamento arbitrário para a disposição das coordenadas representadas pelos

ı́ndices, por exemplo, t, x, y, z ou t, r, θ, φ e etc. Dessa forma, εµ1µ2... µD é definido por

εµ1µ2... µD =


+1 se µ1µ2... µD for uma permutação par do ordenamento definido

−1 se µ1µ2... µD for uma permutação ı́mpar do ordenamento definido

0 se existirem ı́ndices iguais

Como o tensor de Levi-Civita possui as mesmas componentes em todos os referenciais,

uma transformação de coordenadas deve fornecer novamente a quantidade εµ1µ2... µD

exceto por um posśıvel Jacobiano. De fato, note que a identidade

∂x′ν1

∂xµ1
...
∂x′νD

∂xµD
εµ1µ2... µD = J−1εν1ν2... νD (A.7)

corresponde à transformação que esperamos para uma densidade tensorial de peso −1.

Portanto é posśıvel definir um tensor contravariante usual simplesmente multiplicando

por |g|− 1
2 . Nos casos que tratamos na tese |g| = 1 e não precisamos nos preocupar

muito com isso, mas vamos manter esses fatores apenas neste apêndice.

A partir da forma contravariante do tensor de Levi-Civita podemos definir uma

forma covariante da maneira usual

εµ1µ2... µD = gµ1ν1 ... gµDνDε
ν1ν2... νD

= gεµ1µ2... µD , (A.8)

onde na passagem para a última linha apenas utilizamos a propriedade utilizada em

(A.7) que define o cálculo do determinante de uma matriz qualquer. Note que devido

a essa propriedade, em um espaço de Minkowski o procedimento de “descer” e “subir”

ı́ndices deste tensor envolve uma mudança de sinal.

Outra propriedade muito importante diz respeito à contração dos ı́ndices de dois

tensores de Levi-Civita. Se definirmos normalização do tensor tal que ε01... D = 1,

temos:

εµ1µ2... µpµp+1... µDεµ1µ2... µpνp+1... νD = p!gδ
µp+1

[νp+1
δµp+2
νp+2

... δµDνD] (A.9)
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onde os ı́ndices entre colchetes indicam antissimetrização. Essa propriedade pode ser

demonstrada observando que se algum ı́ndice do conjunto µp+1... µD tiver algum va-

lor não contido no conjunto νp+1... νD então a expressão é nula pois necessariamente

existirão ı́ndices iguais em um dos śımbolos de Levi-Civita. Por outro lado, se os va-

lores desses ı́ndices são os mesmos eles necessariamente estarão relacionados por uma

permutação par ou por uma permutação ı́mpar. Para qualquer permutação par o sinal

será positivo e para permutações ı́mpares será negativo. Essa é a informação contida

no śımbolo envolvendo as deltas. No lado esquerdo da equação temos uma soma repre-

sentada pela contração de p ı́ndices. Existem p! termos e todos eles fornecem o mesmo

resultado que acabamos de discutir. Por último, o determinante g aparece devido à

(A.8).

A.2 p-formas

Se um espaçoMD de dimensão D for uma variedade suave, com uma estrutura diferen-

cial bem definida, então podemos dotar esse espaço com uma estrutura tensorial funda-

mentada na existência de espaços tangentes e cotangentes em cada ponto do espaço. O

espaço tangente pode ser definido em um ponto através da definição usual de tangentes

às curvas definidas no espaço nesse ponto. Em um determinado ponto, escolhendo cur-

vas que passem por esse ponto, podemos definir um espaço vetorial que terá a mesma

dimensão D do espaçoMD. Temos assim um espaço vetorial em cada ponto do espaço

constituindo o que é denominado de fibrado vetorial (vector bundle) e representado

por TM. No caso espećıfico do espaço tangente esse é denominado também de fibrado

tangente (tangent bundle). Um vetor definido nesse sentido corresponde ao que cha-

mamos de tensor contravariante (́ındices em “cima”) de posto 1. A generalização para

um posto maior é imediata simplesmente colando (produto direto) cópias dos espaços

vetoriais em cada ponto. Um tensor contravariante V de posto q, nessa construção

fundamentada na estrutura diferencial do espaço, é representado pela notação:

V = V µ1... µq
∂

∂xµ1
⊗ ... ⊗ ∂

∂xµq
. (A.10)
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Nessa notação os śımbolos ∂
∂xµ

; µ = 1, ... , D representam uma base do espaço vetorial

expressas em termos das coordenadas xµ do espaço base MD. Essa notação é uma

consequência da definição do espaço tangente através de derivadas de curvas no espaço.

Um vetor contravariante pode ser pensado como atuando em funções definidas no espaço

MD mapeando-as em suas derivadas ao longo de direções definidas, reconstruindo assim

a curva que lhe deu origem. Essa ação serve ainda para definir o espaço dual ∗TM ao

espaço tangente denominado espaço cotangente. Note que ao atuar com um vetor

contravariante V em uma função f definida em MD obtemos

V [f ] = V µ ∂f

∂xµ
∈ R. (A.11)

Existe portanto uma definição natural do espaço cotangente tomando (A.11) como a

definição de um produto interno TM × ∗TM → R. Como sugerido por (A.11), os

vetores covariantes podem ser representados por diferenciais. A generalização também

é imediata para tensores covariantes de posto maior que 1. Um tensor covariante U de

posto p tem a representação

U = Uµ1... µpdx
µ1 ⊗ ... ⊗ dxµp . (A.12)

Podemos definir ainda um tensor geral T misto de posto (q, p) da forma

T = T µ1... µq
ν1... νp

∂

∂xµ1
⊗ ... ⊗ ∂

∂xµq
⊗ dxν1 ⊗ ... ⊗ dxνp . (A.13)

Dentre esses objetos, os tensores covariantes definidos em um produto direto total-

mente antissimétrico dos espaços cotangentes gozam de certas propriedades especiais e

desempenham um papel muito importante no estudo da topologia do espaço MD. Es-

ses objetos recebem o nome de formas diferenciais. Uma forma diferencial A de posto

ou ordem p é denominada de p-forma e definida por

Ap =
1

p!
Aµ1... µpdx

µ1 ∧ ... ∧ dxµp . (A.14)

onde p! é apenas uma convenção e o śımbolo ∧ representa o produto exterior (ou

wedge product) definido pela antissimetrização completa do produto direto, ou seja,
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por exemplo

dx1 ∧ dx2 = dx1 ⊗ dx2 − dx2 ⊗ dx1 (A.15)

e assim por diante. O espaço das p-formas em MD é denotado por Ωp(M).

A dimensão do espaço Ωp(M) é dada pelo número de componentes independentes

de Ap, dado por (
D
p

)
=

D!

(D − p)!p!
, (A.16)

Obviamente, a dimensão de Ωp(M) é a mesma de ΩD−p(M). De fato em um espaço

de dimensão D onde uma métrica é definida existe um mapa natural entre p-formas e

(D − p)-formas. A aplicação desse mapa é representada pela operação dual de Hodge

(∗) definida por

∗Ap =

√
|g|

(D − p)!p!
Aµ1... µpε

µ1µ2... µp
νp+1... νDdx

νp+1 ∧ ... ∧ dxνD . (A.17)

Temos a seguinte propriedade

∗∗Ap =

√
|g|

(D − p)!p!
Aµ1... µpε

µ1µ2... µp
νp+1... νD

∗dxνp+1 ∧ ... ∧ dxνD

=
|g|

(D − p)!p!p!
Aµ1... µpε

µ1µ2... µp
νp+1... νDε

νp+1... νD
ρ1... ρpdx

ρ1 ∧ ... ∧ dxρp

=
|g|

(D − p)!p!p!
(−1)p(D−p)Aµ1... µp(D − p)!gδ

µ1

[ρ1
δµ2
ρ2
... δ

µp
ρp]dx

ρ1 ∧ ... ∧ dxρp

= (−1)p(D−p)
g|g|
p!
Aµ1... µpdx

µ1 ∧ ... ∧ dxµp

= (−1)p(D−p)g|g|Ap, (A.18)

onde usamos a propriedade (A.9).

Uma D-forma constitui a forma de maior ordem que pode ser definida em um

espaço de dimensão D. Note que essa forma possui apenas uma componente. Uma das

propriedades mais importantes das formas diferenciais, no que diz respeito à estrutura

topológica do espaço baseMD, é que se esse espaço constitui uma variedade orientável

então existe uma D-forma positiva definida que podemos usar para definir o elemento
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de volume do espaço. Usualmente se normaliza essa D-forma definindo-a como a dual

Hodge da 0-forma 1, ou seja

∗1 =
√
|g|dx1 ∧ dx2... ∧ dxD ≡

√
|g|dDx. (A.19)

Se o espaço não é orientável, define-se um elemento de volume em cada região orientável.

Note que esse objeto é invariante por uma transformação de coordenadas√
|g′|dDx′ = ∂x′1

∂xµ1
...

∂x′D

∂xµD

√
|g′|dxµ1 ∧ dxµ2 ... ∧ dxµD

=
√
|g|dDx, (A.20)

onde supomos que a transformação de coordenadas não inverte a orientação. A inte-

gração de uma função f (uma 0-forma) no espaço é definida portanto como:∫
MD

f ∗1 ≡
∫
MD

f(x)
√
|g|dDx, (A.21)

onde a última expressão no lado direito segue a definição usual de integrais encontrada

no cálculo integral.

As definições de integral e dual de Hodge discutidas acima nos levam a uma definição

natural de produto interno entre p-formas como um generalização de (A.21). Definimos

o produto interno entre p-formas Ap e Bp por:

(Ap, Bp) ≡
∫
MD

Ap ∧ ∗Bp =
1

p!

∫
MD

Aµ1... µpB
µ1... µp

√
|g|dDx ∈ R, (A.22)

onde a última igualdade segue usando-se a definição (A.17).

Algumas propriedades importantes podem ser deduzidas. Segue direto da definição

(A.22) (basta olhar para a última igualdade) que

(Ap, Bp) = (Bp, Ap). (A.23)

Temos ainda

(∗Ap,
∗Bp) =

∫
MD

∗Ap ∧ ∗∗Bp

= (−1)p(D−p)g|g|
∫
MD

∗Ap ∧Bp

= g|g|
∫
MD

Bp ∧ ∗Ap

= g|g|(Ap, Bp), (A.24)
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onde (A.18) e (A.23) foram usadas. Segue direto da definição que se a métrica for

positiva definida (espaço Riemanniano) então

(Ap, Ap) ≥ 0 (= 0 se e somente se Ap = 0). (A.25)

Outra propriedade útil é: seja CD−p uma (D − p)-forma qualquer, então

(∗Ap, CD−p) =

∫
MD

∗Ap ∧ ∗CD−p

= (−1)p(D−p)
∫
MD

∗CD−p ∧ ∗Ap

= (−1)p(D−p)(∗CD−p, Ap)

= (−1)p(D−p)(Ap,
∗CD−p). (A.26)

Note que a generalização do produto interno para incluir p-correntes constitui uma

forma natural de definir a integração de uma p-forma ao longo de uma superf́ıcie de

dimensão p (uma p-superf́ıcie) contida emMD. De fato, se Np é uma p-superf́ıcie cuja

p-corrente Poincaré-dual denominamos Jp, então

(Ap, Jp) =

∫
MD

Ap ∧ ∗Jp =

∫
Np
Ap (A.27)

conforme vimos em (2.26).

Já mencionamos a importância das p-formas para o estudo das propriedades to-

pológicas de um espaço. Essa caracteŕıstica se manifesta mais explicitamente na de-

finição do operador de derivada exterior d. Esse operador mapeia p-formas em (p+ 1)-

formas e atua em uma p-forma qualquer Ap como

dAp =
1

p!
∂νAµ1... µpdx

ν ∧ dxµ1 ∧ ... ∧ dxµp . (A.28)

Esse operador não depende da métrica. De fato, pode-se mostrar que a atuação de d

não é modificada se o substituirmos por uma derivada covariante D dependendo da

conexão métrica do espaço (isso é fácil mostrar pois a conexão métrica possui certas

componentes simétricas que se anulam devido à antissimetrização). Essa independência

da métrica e a equivalência com o operador D significa que d é um operador covariante
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geral ainda que a métrica não entre em sua definição. Portanto d depende apenas das

propriedades topológicas do espaço. Qualquer propriedade do espaço que puder ser

expressa inteiramente em termos de propriedades de d, será um invariante topológico.

Formas diferenciais são os únicos campos nos quais podemos definir a atuação de um

operador com essas propriedades. Essa é a razão da enorme importância desses objetos

em matemática. (veja discussão no Cap.12 de [162])

Atuando em um produto de formas é imediato que

d (Ap ∧Bq) = dAp ∧Bq + (−1)pAp ∧ dBq. (A.29)

O teorema de Stokes nos permite relacionar o operador derivada exterior com o

operador borda ∂ que mapeia uma p-superf́ıcie Np em sua borda ∂Np = Np−1 (uma

(p− 1)-superf́ıcie). ∫
Np
dAp−1 =

∫
∂Np

Ap−1 (A.30)

A demonstração desse resultado pode ser encontrada em [159] e consiste apenas numa

generalização do teorema de Stokes usual do cálculo vetorial (aqui o teorema de Gauss

pode ser visto como um caso especial desse resultado).

Uma p-forma A é dita fechada se:

dAp = 0. (A.31)

Uma p-forma A é dita exata se puder ser expressa como a derivada de uma (p−1)-forma

B:

Ap = dBp−1. (A.32)

Segue imediatamente da definição da derivada exterior (A.27) que d2 = 0 atuando

em qualquer p-forma. Portanto qualquer forma exata é fechada. Mas o contrário não

necessariamente é válido, apenas localmente. Esse é o conteúdo do lema de Poincaré:

uma forma fechada é exata em uma região simplesmente conexa do espaço.

O produto interno nos permite definir um operador dual a d, denominado derivada

exterior adjunta e denotado por d†. Para uma p-forma Ap e uma (p − 1)-forma Bp−1
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definimos d† tal que para um espaço compacto e sem borda (ou tal que todas as formas

se anulem na borda)

(Ap, dBp−1) = (d†Ap, Bp−1). (A.33)

Dessa forma, d† mapeia p-formas em (p− 1)-formas. O operador adjunto está relacio-

nado com o operador d da seguinte forma:

(Ap, dBp−1) =
1

g|g|
(∗Ap,

∗dBp−1)

=
1

g|g|

∫
MD

∗Ap ∧ ∗∗dBp−1

=
1

g|g|
(−1)p(D−p)

∫
MD

∗Ap ∧ dBp−1

=
1

g|g|
(−1)(D−p)+1

∫
MD

d∗Ap ∧ ∗∗Bp−1

=
1

g|g|
(−1)(D−p)+1(d∗Ap,

∗Bp−1)

=
1

g|g|
(−1)(D−p)+1(−1)(D−p)+1(∗d∗Ap, Bp−1)

= − 1

g|g|
(−1)D(p+1)(∗d∗Ap, Bp−1), (A.34)

de onde deduzimos, comparando com (A.33), que

d† = − 1

g|g|
(−1)D(p+1)∗d∗. (A.35)

Note que d† depende da métrica pois envolve a operação dual de Hodge.

Usando d e d† podemos construir ainda um operador diferencial ∆ que mapeia

p-formas em p-formas definido por

∆ =
(
d+ d†

)2
= dd† + d†d. (A.36)

No caso de um espaço com métrica positiva definida esse operador é denominado La-

placiano. Nesse caso, uma p-forma Ap é denominada forma harmônica se

∆Ap = 0. (A.37)
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O Laplaciano é um operador positivo definido pois para uma p-forma qualquer

(Ap,∆Ap) = (dAp, dAp) + (d†Ap, d
†Ap) ≥ 0, (A.38)

onde usamos (A.25).

Por último é importante mencionar que qualquer p-forma Ap definida em uma vari-

edade compacta e sem borda satisfaz a decomposição de Hodge:

Ap = dBp−1 + d†Cp+1 +Dp; onde ∆Dp = 0 (A.39)



Apêndice B

Projeção abeliana

Aqui vamos comentar brevemente como monopolos podem ser revelados em uma te-

oria não abeliana de Yang-Mills SU(N) através do procedimento de projeção abeli-

ana [163, 164]. O primeiro passo do procedimento é escolher um campo local X(x)

transformando-se na representação adjunta do grupo de calibre. Esse campo é em

prinćıpio arbitrário. No entanto a escolha de X não é inócua e adquire fundamental

importância na implementação desse procedimento na rede. Como o propósito aqui

é apenas revelar as propriedades topológicas do grupo de calibre, não será necessário

especificar quem é X.

Uma vez escolhido X nós o diagonalizamos

X0 = UXU † = diag(λ1, λ2, ..., λN). (B.1)

Essa é uma fixação parcial da simetria de calibre definida pela escolha de X. A simetria

não é completamente fixada e resta a liberdade de calibre associada aos elementos

diagonais da forma:

U0 = diag(eiθ1 , ..., eiθN ),
∑
i

θi = 0. (B.2)

Esses elementos definem o subgrupo abeliano U(1)N−1 de SU(N) conhecido como o

torus abeliano maximal. Essa fixação de calibre pode não ser definida em todos os

pontos. Os autovalores de X são funções do espaço-tempo e para um tempo fixo podem

existir pontos no espaço onde dois autovalores coincidem. Esses são pontos singulares

159
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da transformação de calibre onde a simetria é ampliada U(1)N−1 → U(1)N−3 ⊗ U(2).

Nas proximidades desses pontos nós podemos escrever X como

X =


. . . 0

λ 0
0 λ

0
. . .

+
3∑

k=1

ak(x)


. . . . . .

σk

. . .
. . .

 , (B.3)

onde σk são as matrizes de Pauli e ak são tais que

ak(~x0) = 0; k = 1, 2, 3; (B.4)

define o ponto singular ~x0. Essa é a localização do monopolo magnético. De fato, as

funções ak podem ser expandidas em torno de ~x0.

ak(~x) =
∂ak
∂xl

∣∣∣∣
x=x0

(xl − x0l) = x′k. (B.5)

Considerando apenas o bloco 2× 2 em (B.3), o segundo termo se torna

3∑
k=1

ak(x)σk −→
3∑

k=1

x′kσk. (B.6)

Uma vez que o bloco no primeiro termo de (B.3) é proporcional a identidade, a diago-

nalização de X nas vizinhanças de x0 corresponde a uma rotação orientando o segundo

bloco na direção 3. Em coordenadas esféricas

x′kσk = r

(
cos θ e−iφ sin θ
eiφ sin θ − cos θ

)
, (B.7)

e a diagonalização é dada por

Ux′kσkU
† = rσ3, (B.8)

com

U =

(
eiφ cos θ

2
sin θ

2

− sin θ
2

e−iφ cos θ
2
.

)
. (B.9)
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A expressão (B.8) tem a forma tipo “hedgehog” sinalizando a presença do monopolo.

O monopolo pode ser claramente identificado olhando para a expressão do potencial

vetor sob a transformação de calibre definida por (B.9):

~A −→ U( ~A+
i

e
∇)U †. (B.10)

Isso dá origem a uma contribuição singular vinda do termo

i

e
U∇U † =

1

2e

(
θ̂eiφσ2 − φ̂

1

r
(cosφσ1 − sinφσ2) + φ̂

1 + cos θ

r sin θ
σ3

)
, (B.11)

de forma que a expressão geral para o potencial vetor transformado, escrita na forma

original N ×N , se torna

~A = ~ARa Ta +
1

e
φ̂

1 + cos θ

r sin θ

1

2


0 . . . . . . 0
...

. . .
...

σ3

...
. . .

...
0 . . . . . . 0

 . (B.12)

O primeiro termo é a parte regular, o segundo tem a forma conhecida do potencial de

um monopolo com a corda de Dirac ao longo do eixo z.

Para a teoria de Yang-Mills SU(2) teremos um monopolo correspondendo a degene-

rescência de apenas dois auto-valores. Isso está relacionado com o fato da sub-álgebra

de Cartan ter apenas um elemento, nesse caso representado por T3 = 1
2
σ3. O potencial

do monopolo se torna simplesmente

1

e
φ̂

1 + cos θ

r sin θ

1

2
σ3. (B.13)

Para a teoria de Yang-Mills SU(3), existem dois elementos na sub-álgebra de Cartan

(os geradores diagonais de SU(3)), T3 = λ3

2
e T8 = λ8

2
, onde λi são as matrizes de Gell-

Mann. Então nesse caso nós temos dois monopolos independentes. Com uma matriz

3× 3 existem 3 maneiras dos autovalores serem iguais, essas correspondem ao número

de maneiras que podemos inserir o bloco σ3 como em (B.12), explicitamente1 0 0
0 −1 0
0 0 0

 ,

0 0 0
0 1 0
0 0 −1

 ,

−1 0 0
0 0 0
0 0 1

 . (B.14)
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Obviamente essas matrizes não são todas independentes (por exemplo, a última é uma

combinação linear das duas primeiras) uma vez que temos apenas dois monopolos nesse

caso. Mas essa é a estrutura na qual os monopolos aparecem como vimos em (B.12).

Existe de fato uma maneira interessante de descrever essa estrutura: as matrizes em

(B.14) são combinações lineares dos dois elementos da sub-álgebra de Cartan e os

coeficientes dessa combinação são denominados simple roots. O potencial do monopolo

nesse caso adquire a forma

1

e
φ̂

1 + cos θ

r sin θ
(αaiHi), a = 1, 2, 3; (B.15)

onde ~H = (T3, T8) são os elementos da sub-álgebra de Cartan e

~α1 = (1, 0) , ~α2 =

(
−1

2
,−
√

3

2

)
, ~α3 =

(
−1

2
,

√
3

2

)
(B.16)

são os root vectors. A carga é o coeficiente multiplicando o potencial e portanto tem a

estrutura matricial:

ga =
1

4πe
(αaiHi), a = 1, 2, 3; (B.17)

e satisfaz

3∑
a=1

ga = 0. (B.18)

Usando as propriedades gerais dos root vectors, qualquer combinação linear dos gera-

dores diagonais podem ser expressos como em (B.17). Os root vectors satisfazem

3∑
a=1

αaiα
a
j =

3

2
δij. (B.19)

Então, para qualquer elemento diagonal nós temos (́ındices repetidos somam)

V = V3T3 + V8T8 = ViHi = δijViHj =
2

3

3∑
a=1

αai Viα
a
jHj =

2

3

3∑
a=1

vaha, (B.20)

onde

va = αai Vi, ha = αai hi. (B.21)
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Que são vinculados da mesma forma que em (B.18)

3∑
a=1

va = 0,
3∑

a=1

ha = 0, (B.22)

pois os root vectors satisfazem
∑3

a=1 α
a
i = 0.

Essa estrutura é mantida para teorias gerais de Yang-Mills SU(N), e nesse caso nós

teŕıamos N−1 monopolos independentes que aparecem da mesma forma que em (B.17)

com a = 1, 2, ..., N e vinculados como em (B.18). Para uma discussão interessante sobre

projeção abeliana nesse caso geral veja [165].



Apêndice C

Cálculo da corrente induzida

Aqui nós vamos mostrar como obter o valor médio da corrente fermiônica (4.32) se-

guindo o método apresentado em [127].

A expressão geral para o valor médio é dado pela equação 3.12 em [127]:

〈jµ(x)〉 = −i
[
Tr

1

p/−M0

γµδ(x− y) + Tr
1

p/−M0

M̃
1

p/−M0

γµδ(x− y) + ...

]
. (C.1)

No presente caso temos

M(φ) = θφ′γ1 + geγ
5φ (C.2)

M0 = M(φ0) = M(φ(x0)) (C.3)

M̃(φ) = M(φ)−M(φ0), (C.4)

onde φ(x0) é o valor do campo φ tomado em um ponto arbitrário x0. É conveniente

escrever (C.2) como

M(φ) = θφ′γ1 + g(cosφ+ γ5 sinφ) = θφ′γ1 + g(φ1 + γ5φ2). (C.5)

Em (C.1) o śımbolo Tr representa um traço sobre as matrizes γ, uma integração nos

momentos assim como uma integral sobre as coordenadas. O ponto, como explicado

em [127], é que M̃ contem funções de x de forma que ele não comuta em geral com os

momentos. Devido a isso nós temos que ordenar cada termo nessa expressão isolando

os x’s dos p’s de forma a terminar com algo do tipo

〈jµ(x)〉 = fµ(x)

∫
d2pg(p). (C.6)

164
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Isso é conseguido usando relações como

φ
1

p2 − g2
=

1

p2 − g2
φ+

1

(p2 − g2)2

[
p2, φ

]
+ ordem superior em derivadas[

p2, φ(x)
]

= �φ+ 2ipµ∂µφ

[pµ, φ] = i∂µφ. (C.7)

Esse procedimento de ordenamento constitui o núcleo dos cálculos, uma vez feito, as

integrações sobre os momentos fornecem apenas um fator numérico constante.

É imediato ver que o primeiro termo em (C.1) é nulo. Quanto ao segundo termo

nós temos:

Tr
1

p/−M0

M̃
1

p/−M0

γµδ(x− y) = Tr
p/+M †

0

p2 − g2
M̃
p/+M †

0

p2 − g2
γµδ(x− y)

= TryTrp

[
1

p2 − g2
Trγ

[
(p/−M0)M̃(p/−M0)γµ

] 1

p2 − g2

]
δ(x− y). (C.8)

Podemos realizar primeiramente o traço sobre as γ’s. Ignorando termos de ordem θ que

forneceriam termos de ordem θ2 ao substituir na ação, nós obtemos:

〈jµ(x)〉 = −iT ryTrp
[

1

p2 − g2

(
2g2pµ(φ̃1φ

0
1 + φ̃2φ

0
2) + 2ig2εµνpν(φ̃2φ

0
1 − φ̃1φ

0
2)

+ 2g2(φ̃1φ
0
1 + φ̃2φ

0
2)pµ − 2ig2(φ̃2φ

0
1 − φ̃1φ

0
2)εµνpν

) 1

p2 − g2

]
δ(x− y). (C.9)

Antes de realizar as integrais sobre os momentos nós precisamos ordenar esta expressão

colocando, digamos, toda a dependência em momentos a esquerda das funções de x.

Após isso, a integral sobre o espaço-tempo é trivialmente realizada e a maioria das

integrais sobre os momentos resultam ser nulas por simetria. ficamos com:

〈jµ(x)〉 = −i
[∫

d2p
1

(p2 − g2)2

(
−2ig2(φ0

1∂
µφ̃1 + φ0

2∂
µφ̃2)

)
+

∫
d2p

pµpν

(p2 − g2)3

(
8ig2(φ0

1∂νφ̃1 + φ0
2∂νφ̃2)

)
+

∫
d2p

1

(p2 − g2)2

(
−2g2εµν∂νφ

)]
. (C.10)

Os dois primeiros termos se cancelam depois de efetuar as integrais sobre os momentos.

Portanto a resposta final dentro das aproximações que estamos considerando é a mesma
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obtida por Goldstone e Wilczek [124]:

〈jµ(x)〉 = − 1

2π
εµν∂νφ(x). (C.11)



Apêndice D

O Método de Faddeev-Jackiw

O método de Faddeev-Jackiw [128] (veja também [129]) é uma alternativa ao método

de Dirac [130, 131]. A idéia é começar com uma lagrangeana de primeira ordem nas

derivadas temporais. Isso sempre pode ser feito via transformada de Legendre (é isso

que fazemos para obter o hamiltoniano). Dessa forma, a lagrangeana fica:

L(q̇, q) −→ L(ṗ, p, q̇, q) = pq̇ −H(p, q), (D.1)

na verdade L(ṗ, p, q̇, q) não depende de ṗ.

Usando uma notação genérica (ξ) para as variáveis (p, q), a lagrangeana pode ser

escrita como:

L = ai(ξ)ξ̇
i −H(ξ), (D.2)

onde ξi = ξi(t). As equações de Euler-Lagrange nos fornecem:

∂L

∂ξi
= ξ̇j

∂aj
∂ξi
− ∂H

∂ξi
=

d

dt
ai(ξ) = ξ̇j

∂ai
∂ξj

, (D.3)

ou, com fij =
∂aj
∂ξi
− ∂ai

∂ξj
:

ξ̇jfij =
∂H

∂ξi
. (D.4)

Normalmente, como ∂L
∂ξ̇i

= ai(ξ), diz-se que o momento canônico está vinculado a depen-

der apenas das coordenadas e assim para estabelecer o formalismo canônico, o método

de Dirac é aplicado.
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Mas, como foi observado por Faddeev e Jackiw, podemos estabelecer o formalismo

canônico diretamente se fij possui uma inversa f ij. De fato, as equações de movimento

seguem diretamente de (D.4):

ξ̇i = f ij
∂H

∂ξj
. (D.5)

Estamos interessados nos colchetes da teoria, de tal forma que:

ξ̇i =
{
ξi, H

}
=
{
ξi, ξj

} ∂H
∂ξj

. (D.6)

É imediato, por (D.5) e (D.6), que:

f ij =
{
ξi, ξj

}
. (D.7)

Para quaisquer funções F1(ξ) e F2(ξ):

{F1, F2} =
∂F1

∂ξi
f ij

∂F2

∂ξi
. (D.8)

Logo para encontrar os colchetes da teoria precisamos encontrar a inversa de fij. Se

fij for singular ou não possuir uma inversa, então v́ınculos terão que ser considerados

e o tratamento se torna mais complicado, mas não trataremos desse caso nessa tese.



Apêndice E

Cálculo da CFJ dual para p
qualquer (p2 6= 0)

Aqui calcularemos em detalhes a formulação dual do modelo CFJ para um vetor vio-

lador de Lorentz pµ qualquer mas não do tipo luz (p2 6= 0, o caso p2 = 0 foi discutido

no Cap. 3). Começamos com a lagragiana em primeira ordem

LMCFJ =
1

2
Πµνε

µνρσ∂ρAσ −
1

4
ΠµνΠ

µν + pµε
µνρσAν∂ρAσ. (E.1)

Podemos evidenciar as componentes na direção pµ, obtendo

LMCFJ =
1

p2
pµ(pαΠαν)ε

µνρσ∂ρAσ +
1

2p2
Πµνε

µνρσpρ(p
α∂α)Aσ +

1

2p2
Πµνε

µνρσ∂ρpσ(pαAα)

− 1

8p2
(εµνρσpνΠρσ)2 − 1

2p2
(pαΠαµ)2 + pµε

µνρσAν∂ρAσ , (E.2)

onde usamos o fato que

ΠµνΠ
µν =

1

2p2
(εµνρσpνΠρσ)2 +

2

p2
(pαΠαµ)2. (E.3)

Vemos que pαAα é um multiplicador de lagrange que impõe

εµνρσpµ∂νΠρσ = 0⇒ εµνρσpνΠρσ = 2εµνρσpν∂ρBσ (E.4)

e ficamos com

LMCFJ =
1

p2
[−(pαΠαµ)− p2Aµ + (pα∂α)Bµ]εµνρσpν∂ρAσ

− 1

2p2
(εµνρσpν∂ρBσ)2 − 1

2p2
(pαΠαµ)2. (E.5)
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Podemos realizar uma redefinição nos campos

−(pαΠαµ)− p2Aµ = Cµ (E.6)

Observe que ainda que tenhamos usado ı́ndices µ, Cµ não possui componentes na direção

de pµ (pois já eliminamos pαAα e Πµν é antissimétrico) essa propriedade permanecerá

verdadeira para todas as redefinições de campos posteriores. Com essa redefinição temos

LMCFJ →
1

p2
Cµε

µνρσpν∂ρAσ +
1

p2
(pα∂α)Bµε

µνρσpν∂ρAσ

− 1

2p2
(εµνρσpν∂ρBσ)2 − 1

2p2
(Cµ + p2Aµ)2. (E.7)

Fazemos outra redefinição

Cµ =
1

2
(A+

µ − A−µ )

Aµ =
1

2p2
(A+

µ + A−µ ), (E.8)

que nos fornece

LMCFJ →
1

4p4
A+
µ ε

µνρσpν∂ρA
+
σ −

1

4p4
A−µ ε

µνρσpν∂ρA
−
σ +

1

2p4
(pα∂α)Bµε

µνρσpν∂ρA
+
σ

+
1

2p4
(pα∂α)Bµε

µνρσpν∂ρA
−
σ −

1

2p2
(εµνρσpν∂ρBσ)2 − 1

2p2
(A+

µ )2. (E.9)

Definindo a seguir

Dµ = (pα∂α)Bµ − A−µ (E.10)

nós finalmente obtemos, com A+
µ = fµ,

LdualCFJ = − 1

4p4
Dµε

µνρσpν∂ρDσ +
1

4p4
fµε

µνρσpν∂ρfσ −
1

2p2
fµf

µ − 1

2p2
(εµνρσpν∂ρBσ)2

+
1

2p4
fµε

µνρσpν∂ρ[(p
α∂α)Bσ] +

1

4p4
[(pα∂α)Bµ]εµνρσpν∂ρ[(p

β∂β)Bσ]. (E.11)

que é o resultado procurado, onde figuram o CS puro Dµ, o AD fµ e o campo de

Maxwell Bµ, Além dos termos de interação.



Apêndice F

Cálculo da CFJ dual na presença de
fontes elétricas

Aqui nós vamos obter a representação dual da teoria de Carroll-Field-Jackiw na presença

de uma fonte elétrica acoplada minimamente

LJCFJ = −1

4
FµνF

µν + pµε
µνρσAν∂ρAσ − eJµAµ . (F.1)

Seguimos introduzindo um campo auxiliar Πµν que, como sabemos, irá representar o

campo dual:

LJMCFJ =
1

2
Πµνε

µνρσ∂ρAσ −
1

4
ΠµνΠ

µν + pµε
µνρσAν∂ρAσ − eJµAµ. (F.2)

Como antes, por simplicidade, trabalharemos com pµ = (0, 0, 0,m). Como Jµ é conser-

vada, existe uma 2-superf́ıcie cuja borda é a 1-superf́ıcie Poincaré-dual Jµ. Podemos

representar esse fato aqui introduzindo a 2-corrente Λµν tal que:

Jµ =
1

2
εµνρσ∂νΛρσ (F.3)

ou, explicitando as componentes

Ja =
1

2
εabc∂3Λbc − εabc∂bωc (F.4)

J3 = −1

2
εabc∂aΛbc. (F.5)

Pela sua definição, vemos que a simetria de brana é realizada aqui na forma

Λµν → Λµν + ∂µHν − ∂νHµ. (F.6)
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A Lagrangiana (F.2) fica

LJMCFJ =
1

2
A3(−εabc∂aΠbc − 2eJ3) +

1

2
Aaε

aνρσ∂ρΠρσ

− 1

4
ΠµνΠ

µν +mεabcAa∂bAc − eJaAa. (F.7)

A3 é um multiplicador de Lagrange impondo o v́ınculo

−εabc∂aΠbc + eεabc∂aΛbc = 0. (F.8)

Esse v́ınculo pode ser resolvido com a introdução de um campo de calibre B

Πab = ∂aBb − ∂bBa + eΛab ≡ Ḡab. (F.9)

Vemos que o acoplamento não mı́nimo já se manifesta. Ficamos então com

LJMCFJ =
1

2
Aaε

abc∂3Ḡbc − Aaεabc∂bhc −
1

4
ḠabḠ

ab +
1

2
hah

a +mεabcAa∂bAc − eJaAa

= (−ha + eωa + ∂3Ba +mAa)ε
abc∂bAc −

1

4
ḠabḠ

ab +
1

2
hah

a, (F.10)

onde renomeamos o campo independente Πa3 ≡ ha e usamos (F.4). A partir deste ponto

tudo segue como o cálculo para o caso livre, após (4.105), mas agora com ha → ha−eωa.

No entanto é interessante ver como a presença do acoplamento não-mı́nimo afeta o

procedimento. Considere a seguinte redefinição de campos

−(ha − eωa) +mAa = Ca (F.11)

que nos leva à

LJMCFJ → Caε
abc∂bAc + ∂3Baε

abc∂bAc −
1

4
ḠabḠ

ab

+
1

2
(mAa + eωa − Ca)(mAa + eωa − Ca). (F.12)

Observe que agora Ca precisa herdar a simetria de calibre de Aa e também a simetria

de brana de ωa de forma que o último termo seja simétrico por Aa → Aa + ∂aφ e

ωa → ωa+∂aσ com Ca → Ca+m∂aφ+ e∂aσ. Agora nós realizamos uma transformação
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canônica no espaço dos campos

Ca =
1

2
(A+

a − A−a )

Aa =
1

2m
(A+

a + A−a ), (F.13)

que nos fornece

L′ = 1

4m
A+
a ε

abc∂bA
+
c −

1

4m
A−a ε

abc∂bA
−
c +

1

2m
∂3Baε

abc∂bA
+
c +

1

2m
∂3Baε

abc∂bA
−
c

− 1

4
ḠabḠ

ab +
1

2
(A−a + eωa)(A

−a + eωa). (F.14)

Fazemos ainda outra redefinição de campos para separar o termo tipo CS-puro

A+
a + ∂3Ba = Da , (F.15)

O que nos leva à

LdualCFJ =
1

4m
Daε

abc∂bDc −
1

4m
A−a ε

abc∂bA
−
c +

1

2
(A−a − eωa)(A−a − eωa)

− 1

4
ḠabḠ

ab +
1

2m
A−a ε

abc∂b∂3Bc −
1

4m
∂3Baε

abc∂b∂3Bc. (F.16)

Observe que nessa forma essa Lagrangiana nos diz que A−a é um campo de calibre com

a simetria necessária para manter a ambiguidade na definição de ωa. Com a definição

tipo Stuckelberg

A−a − eωa = fa (F.17)

nós podemos escrever (F.16) em termos do campo tipo AD sem simetria de calibre fa:

LJdualCFJ =
1

4m
Daε

abc∂bDc −
1

4m
(fa − eωa − ∂3Ba)ε

abc∂b(fc − eωc − ∂3Bc)

+
1

2
faf

a − 1

4
ḠabḠ

ab. (F.18)

Como esperado, ambos os setores de Maxwell e AD induzidos pela dualidade apresen-

tam um acoplamento não-mı́nimo com a fonte original.
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