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Resumo

Estuda-se a dindmica e caracteriza-se a inversdo de populacdo para o modelo de Jaynes-
Cummings. Inicialmente foi analisado um caso que tem sido bem menos explorado, consideran-
do flutuagGes estocasticas na fase do coeficiente de acoplamento, flutua¢des que foram mode-
ladas segundo o processo de telegrafia aleatéria. Obtém-se expressdes analiticas exatas para o
operador densidade médio do sistema e para a inversdo de populacao média sobre a distribuicao
de probabilidade das flutuacdes. Apresentam-se as expressdes analiticas achadas para efeitos
quanticos nao perturbativos como os ressurgimentos na inversao para um estado coerente ini-
cial do campo, estas expressoes foram calculadas usando a férmula da ressoma de Poisson e o
método de “steepest descent”. Expressoes a partir das quais se calculou o tempo de ocorréncia,
a frequéncia de oscilacdo, a largura dos diferentes ressurgimentos e o intervalo temporal entre
dois ressurgimentos sucessivos. A mesma andlise foi feita para o sistema dtomo-campo isolado
e com coeficiente de acoplamento constante e para o sistema que troca energia com o ambi-
ente (modelado como un sistema infinito de osciladores a temperatura zero), comparando-se
no final do trabalho os efeitos dos diferentes processos. Em particular se observou como os
efeitos quanticos desaparecem com o diminui¢cdo da duracdo dos intervalos temporais entre
saltos no coeficiente de acoplamento ou com o aumento na taxa de dissipacdo do sistema,
onde a inversdo de populacdo vai ter um comportamento completamente cldssico. E mostrado
como o limite cldssico do modelo surge de maneira differente para cada processo.

XI






Abstract

We study and characterize the dynamics of population inversion in the Jaynes-Cummings
model. Initially we analyze the less studied case of stochastic phase fluctuations in the atom-
field coupling coefficient where the fluctuations are modelled by a random phase telegraph
process. We have obtained an equation for the density operator and for the population in-
version averaged over the distribution of fluctuations. We present analytical expressions for
non-pertuvative quantum effects such as revivals in the inversion for an initial coherent state
of the field that was calculated using the Poisson summation and the steepest descent method.
The expression found for each revival allow us to estimate their time of occurrence, the oscil-
lation frequency, the width and the time intervals between two consecutive revivals. The same
analysis is performed for an ideal atom-field interacting system and for the dissipative one. In
the end, we compare the effects on the population inversion due to different processes. We
pay particular attention to how quantum effects disappear with the decrease of time intervals
between jumps in the atom-field coupling parameter or the increase of the dissipation rate for
the field, and the result seems to be completely classical. We show that the details of obtaining
the “classical limit" can be very different for each different process.
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CAPITULO

Introducao

Poderia-se afirmar que o longo caminho para o entendimento quantico da interacdo entre
a luz e a matéria nasce com a explicacdo do fendmeno de radiacdo de corpo negro em 1900
por M. Planck [1, 2]. Este momento marca o ponto de partida para a concep¢do da teoria da
mecanica quantica. S6 30 anos depois estrutura-se a teoria da dptica quéntica.

Desde o século V a.C. a matéria era considerada como constituida de pequenas particulas
chamadas dtomos. Os filésofos gregos concebiam o dtomo como uma particula fundamental e
indivisivel. Foi somente no século XIX que o dtomo passou a ser considerado como constituido
por elétrons e nicleo. O elétron foi postulado pelo fisico irlandés G. Johnstone em 1874, mas
foi J. J. Thompson quem descobriu seu carater de particula fundamental 20 anos depois. O
ponto de partida para a concepcdo do féton foi a necessidade de M. Planck de introduzir um
mecanismo de troca discreta de energia entre a radiacdo e a matéria; idéia que cinco anos
depois seria explorada por A. Einstein para a explicagdo tedrica do efeito fotoelétrico [3], onde
introduz o conceito de quantum de luz, que hoje denominamos féton.

Em meados do século XX, os conceitos de dtomo, elétron e féton e as idéias que constituem
a mecanica quantica estavam bem estabelecidas e haviam sido usadas na elaboracdo de uma
teoria coerente e consistente. No entanto, considerava-se impossivel a manipula¢do individual
de atomos, elétrons e fétons, devido a falta de tecnologia da época. Hoje em dia, em muitos
laboratérios ao redor do mundo, fisicos de diferentes areas realizam experimentos com poucos
dtomos, elétrons e fétons. Manipulando estes sistemas em ambientes altamente controlados
tem sido possivel descobrir e estudar as caracteristicas que faziam da mecénica quantica uma
teoria estranha. Assim, as leis que algum dia pareciam descrever eventos contra-intuitivos hoje
podem ser “vistas” em acdo. Agora pode-se ndo apenas confinar d&tomos e fétons em pequenas
regides do espaco, mas também prepard-los em estados quanticos bem definidos e seguir sua
evolugcdo em tempo real.

A fisica por tras da descricdo de experimentos de fétons confinados em cavidades com alto
fator de qualidade interagindo com atomos, bem como a de experimentos de ions ou dtomos
frios em redes dpticas, possui 0 mesmo formalismo que descreve a interacdo de sistemas de spin
meio com osciladores harmdnicos quanticos. O modelo que descreve esta dindmica é conhecido
atualmente como modelo de Jaynes-Cummings (JCM). Sua representacdo mais simples trata
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a interacdo entre um atomo de dois niveis que atravessa uma cavidade que confina um tnico
modo do campo eletromagnético quantizado. Em 1963 E. T. Jaynes e F. W. Cummings estu-
daram a relacdo entre as teorias quantica e semicldssica da radiacdo na descricdo do fen6meno
de emissao espontanea de atomos. Estes estudos revelaram a existéncia de oscilacdes de Rabi
nas probabilidades de excitagdo atdmica para campos com nimero de fétons bem definido [4].

A popularidade do JCM se deve ao fato de ser um modelo fisicamente realista, matemati-
camente tratdvel e que possui solucdes analiticas para diferentes estudos de interacdes atomo-
campo. Para dtomos de dois niveis, por exemplo, a equacdo de onda de Schrodinger pode ser
resolvida analiticamente [5], mesmo que contenha termos de interacdo dependentes do tempo
no Hamiltoniano, com a ajuda da aproximag¢3o de onda girante (RWA). Esta aproximagdo foi
validada para muitos casos de interesse pratico por Bloch e Siegert em 1940 [6].

As predi¢des do JCM tém sido experimentalmente comprovadas nas regides de microondas
e visivel do espectro. Isto se torna possivel devido ao recente desenvolvimento da tecnologia
necessaria. Com o objetivo de explorar e entender diferentes efeitos ndo-classicos (tais como as
oscilacbes de Rabi, o colapso e ressurgimentos presentes na inversdo de populagdo, estatisti-
cas sub-Poissonianas e “squeezing” do campo de radiagdo), o JCM tem sido generalizado de
diferentes maneiras. Ja foram incluidos efeitos de decaimento do campo na cavidade [7, 8], a
interagdo do campo com vdrios dtomos [9, 10, 11], efeitos de dependéncia temporal do coefi-
ciente de acoplamento entre o modo do campo e o dtomo [12], dentre outros.

Neste presente trabalho estuda-se outra generalizacdo do modelo. Calcula-se analiticamente
a dindmica e caracteriza-se a inversdo de populacdo para um sistema em que o coeficiente de
acoplamento entre dtomos de dois niveis e o modo eletromagnético confinado na cavidade
sofre variacOes estocdasticas. Estas flutuacdes se dio na forma de saltos instantineos entre
diferentes valores constantes da fase do coeficiente, de modo que um valor dado a fase ndo
estd correlacionado com seus valores adjacentes.

Estas flutuacdes podem ser adquiridas pela cavidade diretamente da fonte de campo coeren-
te monocromatico que estd acoplada a ela ou podem ser geradas por qualquer variagdo no
mecanismo de producdo dos dtomos de Rydberg. As fontes mais provaveis destas flutuacoes
sdo o campo elétrico gerado pela deposicdo de rubidio nos orificios de acoplamento da cavidade
ou o campo elétrico entre os diferentes planos cristalinos das paredes de nidbio das cavidades.
Como o fluxo de dtomos é bem controlado, o processo dominante é a interacdo de um Unico
atomo de cada vez com o campo, de modo que o dito processo de interacdo, mais especifica-
mente a constante de acoplamento, é quem herda essas flutuacdes. Diferentes experimentos
confirmam que o coeficiente de acoplamento dtomo-campo flutua cerca de 20% e que essas
flutuagdes sdo aleatérias [13].

A dissertacdo estd organizada da seguinte maneira: Primeiro, no capitulo dois, apresenta-se
uma breve introduc3o tedrica ao modelo de Jaynes-Cummings e calcula-se a inversdo de popu-
lacdo. No capitulo trés é estudada a dindmica do sistema ao incluir flutua¢les estocdsticas no
coeficiente de acoplamento, é também nesse capitulo que se encontra o tratamento assintético
da inversdo de populagdo, que usa a ressoma de Poisson para reescrever as integrais e a técnica
de “steepest descent” para sua estimativa. Obtém-se uma expressdo que permite a caracte-
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rizacdo e o estudo de cada um dos ressurgimentos independentemente. No capitulo quatro
compara-se os resultados da caracterizacdo da inversdo de populacdo no caso estocdstico com
o caso ideal, ou seja, com o sistema isolado e sem nenhum tipo de flutuacdes no coeficiente
de acoplamento, e com o caso em que o sistema interage com o ambiente, dissipando energia.
O (ltimo capitulo contém as conclusdes sobre os principais resultados e perspectivas. S3o in-
cluidos quatro apéndices que contém material util, descrevendo em detalhe os procedimentos
matemdaticos que aparecem na dissertacdo completa.






CAPITULO 2

O modelo de Jaynes-Cummings

O estudo das caracteristicas quénticas da luz requer a quantizacdo do campo
eletromagnético. O modelo mais simples que descreve a interacdo de um dtomo de
dois niveis com um campo eletromagnético completamente quantizado é chamado
o modelo de Jaynes-Cummings (JCM). Esse modelo foi primeiro usado (em 1963)
para estudar os aspectos classicos da emissdo espontanea e revelou a existéncia de
oscilacbes de Rabi nas probabilidades de excitacdo atémica para campos com um
nimero de fétons bem definido [4]. Para campos com distribui¢des estatisticas de
nimero de fétons, dadas condi¢les iniciais apropriadas, as oscilagdes de Rabi co-
lapsam e ressurgem repetidamente, caracteristicas puramente quanticas reveladas
na inversdo de populacdo. Apresenta-se neste capitulo a deducdo do hamiltoniano
no JCM, considerando as aproximacdes de dipolo e a de onda girante. Encontra-se
no final o cdlculo da inversdo de populacgao.

2.1. O hamiltoniano

A interacdo de um 4dtomo com apenas um elétron com o campo eletromagnético F é descrita
segundo o hamiltoniano

H=H,+H.+ Hy, (2.1)

onde H, e H. representam as energias do dtomo e do campo sem interacdo, e sio dados
respectivamente por

1
H, = ZEZ oi e H.= Zhwk <a};ak + 5) . (22)
i k

O hamiltoniano atdémico é escrito em termos das energias dos niveis F; e dos operadores de
transi¢do atémica o;; = |i) (j|, onde {|i)} representa um conjunto completo de autoestados
de energia do 4tomo, e o hamiltoniano do campo estd em termos dos operadores de criacdo
(a') e destruicdo (a). A interacdo é descrita segundo a aproximac3o de dipolo como

H;=—ef-E. (2.3)
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2.1.1. O atomo

O hamiltoniano para um dtomo em termos dos operadores de transicdo atdmica se escreve
H, =Y, E;joj. Se os valores de energia atémicos sdo E, para o estado fundamental (g pela
palavra ground em inglés) e E. no estado excitado (excited), e os operadores de transicdo
atomica sao

gee =le) (] e ogg=19) (gl (2.4)
o hamiltoniano para um dtomo de dois niveis é

H, = E. |e) (e| + Eq |9) (4] (2.5)

Definindo o ponto zero da energia atémica no meio dos dois niveis (fig. 2.1), e B, = —E, =
fuwqa /2, o hamiltoniano atémico resulta em

=" (26)
onde o operador o, é dado por
oz = le) el = 1g) (g (2.7)
Um dtomo certamente ndo tem sé dois niveis de ener- O- E.

gia, mas como estudam-se sistemas onde a frequéncia do
modo do campo na cavidade w,. é tal que hw. é aprox-
imadamente igual a diferenca de energia entre dois dos
niveis de energia atdémicos fw, (niveis que por sua vez
estdo suficientemente afastados dos outros) entdo apenas Figura 2.1: Esquema das energias
os dois estados relacionados por tal energia terdo partici- do dtomo, sistema de dois niveis.
pacdo efetiva na dindmica do sistema.

hwa

- Eg

Na realizacdo de experimentos em eletrodindmica quantica de cavidades utilizam-se atomos,
em geral de elementos alcalinos (s6 um elétron no seu nivel energético mais externo), que
possuem ndmero quantico principal, n, muito grande (n ~ 50). Devido ao grande tamanho
destes dtomos o elétron mais externo passard a maior parte do tempo muito afastado do nicleo
e dos outros elétrons. Suas grandes dimensdes implicam em um grande momento de dipolo, o
que permite um acoplamento forte com o campo.

Quando preparados em “estados circulares” onde o momento angular orbital, [, e sua projecio
no eixo z, m, tém valores maximos m =1 = n — 1, os tempos de vida aumentam, de mo-
do que estes dtomos ficam com tempos de vida consideravelmente maiores que para estados
pouco excitados, os quais s3o da ordem de 10~ ?ms. Entretanto, os tempos para n = 50, por
exemplo, sdo da ordem de 20 — 30ms. Caracteristica que faz de dtomos em estados circulares
ferramentas ideais para a interacdo com campos de microondas, pois se os tempos de vida
ndo fossem longos, o dtomo teria uma probabilidade ndo desprezivel de mudar de estado no
“trajeto” entre a cavidade e o sistema de deteccdo. Isso prejudicaria a medida, j& que o con-
hecimento do estado do dtomo fornece informacdo sobre o campo.
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2.1.2. O campo

O hamiltoniano para o campo sem intera¢do em (2.2) representa um campo quantizado. Como
ponto de partida em direcao a descricio da quantizacdo do campo, escreve-se as equacoes de
Maxwell. Equacdes essas que regem o comportamento dos campos cldssicos e sdo dadas,
segundo o Sl, pelas seguites relagdes

. OB(F,t

(T',t):— (gt )7
1 0E(7,t)
2 ot
1)
\1)

el

X

<

V x B(7,

~
~—
I

(2.8)

-

V-E
.B

=L

(
(

onde E(F,t) é o campo elétrico e g(f’, t) o campo magnético, no ponto (7, t). Estas equagdes
descrevem o comportamento do campo livre, ou seja, no vdcuo, na auséncia de cargas, cor-
rentes, ou algum material dielétrico. Quando n3o se tem presenca de fontes as equagles de
Maxwell s3o invariantes de calibre. Um calibre muito comumente usado na éptica quantica
é o calibre de Coulomb, que permite que os campos elétrico e magnético sejam escritos em
termos do potencial vetor A(7,t) segundo

—

0,
\Y% 0,

!l

E@ﬂ:—@%EL (2.9)
B(7,t) = V x A(7,1). (2.10)

A condicdo do calibre de Coulomb é que a divergéncia do potencial vetor é nula, ou seja,
V - A(7,t) = 0. Calculando as equagbes de Maxwell para os campos anteriores obtém-se que
o vetor A(7,t) satisfaz a equagdo de onda

1 9PA(7t)

2 /=
V2A(Tt) = 2 5

(2.11)
Com a idéia de manipular varidveis discretas em vez de continuas, o que certamente simplifica as
contas, considera-se o campo dentro de uma cavidade ctbica de lado L, impondo-se condicoes
de fronteira periddicas. A expansdo do potencial vetor nos modos normais da cavidade fornece

Ty Wk . i(k-F—wpt) 2 . —i(k-F—wyt) o
A(Ft) = [(wqu + zpk)el( "Rt e + (wrqr — ipr)e K ex | (2.12)
vz

onde wy, € a frequéncia do modo e k o nimero de onda, tal que: & = wy/c, onde ¢ é a veloci-
dade da luz; g é a permissividade elétrica; €, vetor unitario de polarizacao; g, é a amplitude do
modo normal (com dimensdes de comprimento) que age como uma posi¢do candnica, sendo
que pr = ¢ € 0 momento candnico.

A energia do campo cldssico é dada por
1 =

1 .
H, =~ / {60E2(F, t) + —B*(7, t)} dr. (2.13)
2 Jy=rs3 1o
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Escrevendo os campos elétrico (2.9) e magnético (2.10) em termos do A(7,t) dado por (2.12),
obtém-se que a energia do campo é

1
He =5 {pk+widi}. (2.14)
k

Este hamiltoniano expressa o campo de radiacdo como uma somatéria das energias de os-
ciladores harmdnicos independentes, um para cada modo k. Para descrever o campo quantica-
mente usamos as variaveis ¢ € pi ja identificadas acima como varidveis canonicas, definindo-as
como os operadores equivalentes: §i e pr, operadores que satisfazem as seguintes relacdes de
comutacao

[k, Drr] = iR Oxr, [k, dr] =0 e [pr,Drr] = 0. (2.15)

Trocando as varidveis dindmicas pelos operados hermitianos, a energia do campo serd dada
por

~ 1 R R
He =3 Zk: {p7 +widi}- (2.16)
Definindo os operadores ay e aL como
! (Wrdk + i) (2.17)
ap =1/ —(w i .
k 2hwk kdk Pk
e
af = /s (wnde — i) (2.18)
K 2hwy, ’

escrevemos o hamiltoniano do campo como

N 1
_ T T
H. = 3 % huwp, (akak + akak> . (2.19)

Os operadores de criagdo (az) e de destruicdo (ay) sdo operadores ndo hermitianos e adimen-
sionais; que satisfazem as rela¢ées de comutacdo para bdsons

lak, al,] = Sprr,  ak,ap] =0 e [af,al,] =0. (2.20)

Levando em conta a relagdo comutacdo entre ay e aL, o hamiltoniano torna-se

) 1
He =" hwy, <a};ak + 5) . (2.21)
k

Este hamiltoniano representa a somatdria do ndmero de fétons em cada modo do campo
multiplicado pela energia de um féton nesse modo, mais fiwy /2, que representa a energia das
flutuacdes do vacuo em cada modo. Para um sé modo de frequéncia w,. e redefinindo o ponto
zero da energia

H. = hw.a'a. (2.22)

A quantizacdo de campo permite a interpretacdo do féton como uma excitacdo elementar de
um modo normal do campo. Outra consequéncia interessante da quantizagdo do campo sio
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as flutuacdes associadas com o ponto zero de energia, chamadas flutuacdes do vacuo. Estas
flutuagbes ndo tém andlogo cldssico e sdo as responsaveis por muitos fendmenos interessantes
na Optica quéantica.

Existem diferentes estados quanticos do campo eletromagnético que permitem uma apropriada
descricdo dos campos 6pticos. Introduzem-se duas bases:

= Estados de niimero ou estados de Fock
S3o representados como |n) e definidos a partir de uma operag3o sucessiva do operador
criacdo sobre o estado de minima energia do campo
1

n) = —=(a')"10). (2.23)

O conjunto de estados de Fock {|n)} constitui uma base ortonormal, ou seja, (n|m) =
8nm € completa >~ 1 |n) (n| = 1 para o espago de Hilbert /7. Estes estados sdo auto-
valores do operador niimero de fétons N = afa, que representa o ndmero de fétons do
campo e por isso representam um campo com um nimero bem definido de fétons.

Os operadores a e a! sobem ou descem entre os niveis de energia do oscilador harmdnico.
Em termos de fétons eles representam a destruicdo e a criacdo de um féton. A aplicacio
de a e al nos estados de niimero fornece

aln) =vnn—1),

a'lny =vn+1ln+1), (2:24)
onde para o estado de Fock do vdcuo: a|0) = 0. Os estados de Fock sdo uma repre-
sentacdo muito Util para fétons de altas energias, por exemplo, raios 7, onde o nimero
de fétons é muito baixo. Para campos O6pticos onde o nimero de fétons é grande e
geralmente indefinido, serd mais acertado falar de superposi¢cdes ou misturas de estados
nimero. Estes estados tém sido usados como base em muitas situa¢bes estudadas pela
dptica quéntica, incluindo algumas teorias do laser.

= Estados coerentes
Na representacdo dos estados de Fock, um estado coerente estd definido como

) = ezlol? > o n). (2.25)

Estes estados ndo sdo autoestados do hamiltoniano do campo e também ndo s3o ortogo-
nais. O conjunto de estados coerentes forma uma base supercompleta. S3o autoestados
do operador destrui¢do a |a) = a|a) e, sendo que o operador a n3o é hermitiano, seus
autovalores « sdo ndmeros complexos (adimensionais). Para o = 0 o estado coerente
é igual ao estado de Fock do vacuo, e para qualquer nimero complexo « # 0 o estado
|a)) tem uma projegdo ndo nula no estado de nimero |n), dada por

n
Lo @

(nja) = e~ (2.26)

&)
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O quadrado do médulo de (n|a) da a probabilidade de encontrar n fétons no estado
coerente |«r), o que resulta em uma distribuicdo de Poisson no ndmero de fétons com
pardmetro 7 = |a|?. A média da distribuico é igual a |a|? de onde se conclui que n3o
importa o qudo pequeno seja «, existe sempre uma probabilidade diferente de zero de
que qualquer niimero de fétons esteja presente no campo (exceto, naturalmente para
a =0).

Média (N) = (a|N|a) = |a)?
Varidncia (AN) = (N2) — (N)? = |a/?

Os estados coerentes contém um nimero indeterminado de fétons e uma fase mais ou
menos bem definida o que n3o ocorre com os estados de nimero, que tem uma fase
completamente aleatdria. Isso faz deles uma ferramenta 6tima para a descricdo dos feixes
de luz que normalmente sdo utilizados na éptica. Além de ter um alto grau de coeréncia
Optica, os estados coerentes tém a menor incerteza em fase e amplitude permitida pelo
principio de incerteza, o que os converte nos estados quanticos mais cldssicos possivel, no
sentido que s3o os estados quanticos que melhor descrevem um campo eletromagnético
monocromdatico cldssico. Embora definidos por Schrodinger muito antes, é a partir dos
trabalhos de Glauber de 1963 que estes estados foram reconhecidos como fundamentais
no tratamento quantico dos campos dpticos [14].

2.1.3. A interacao

A interacdo do campo de radiacdo E e um dtomo de um elétron é descrita segundo o hamil-
toniano na aproximacdo de dipolo, onde a interacdo com o campo externo estd descrita pelo
termo de acoplamento entre o momento de dipolo atdmico e o campo externo calculado na
posicdo do atomo

Hy=—er-E (2.27)

onde 7 é o vetor posicdo do elétron. Na aproximac3o de dipolo, considera-se que as dimensdes
do atomo sdo bem menores que o comprimento de onda do campo eletromagnético incidente,
entdo despreza-se a variacdo espacial do campo sobre o dtomo todo. O dipolo se expressa em
termos dos operadores de transicdo atémica de acordo com

eF = e li) ({lfls) il = Y o (2:28)
1,7 2¥}

onde o elemento da matriz de transicdo do dipolo elétrico ¢;; = e (i|7]j) foi definido. Um
campo mono-modo é descrito por

E=&(@+a)e, (2.29)

onde ¢ é o vetor unitdrio de polarizacdo e o coeficiente & depende da frequéncia do campo,
da permissividade elétrica do vécuo e do volume de quantizagdo [15]. Para um dtomo de dois
niveis com oy = |e) (g| e o = |g) (e|, tem-se que

H; =h\oy 40 )(a' +a), (2.30)
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onde, A = Gq - &€ (no caso de (e, real) é a metade da frequéncia de Rabi do vdcuo. Na
representacdo de interacdo, considerando Hy = H, + H.,

Hypy = e Hol/h [ e~ iHot/ 1 (2.31)

de onde os operadores no hamiltoniano obedecem

ezwca atae wealat —ae zwct,
i T —3 T iWe

elwea ataTe iwealat _ aJr szCt, (2 32)
ezwaaz t0,+ ezwaoz t =0y, ezwat7
eiwaaz tO', eiwaozt —g_ efiwat.

A aproximacio RWA consiste em levar em conta sé os termos da forma o_a' e o.a, processos
de maior probabilidade. Justifica-se a validade desta aproximacdo no fato de que o interesse
estd em estudar o regime no qual a soma entre a frequéncia do campo eletromagnético e a fre-
quéncia da transicdo atdmica é muito maior que a diferenca entre elas, i.e. w,+we > |wg—we|,
de modo que pode-se fazer uma separacdo de escalas temporais.

Os termos o_a e oal sio proporcionais a eFilwatwe)t o yariam muito rapidamente, de forma
que a sua média sobre uma escala de tempo maior que 1/w. é zero. Existem casos nos quais
estes termos contra-girantes simplesmente ndo aparecem, de modo que se tem uma solucdo
exata.

A dindmica de um atomo interagindo com um mono-modo confinado em uma cavidade
serd governada pelo hamiltoniano de Jaynes-Cummings, que na aproximacdo de onda girante
(RWA) escreve-se

Hjc = hXopae™ +o_ale A, (2.33)

definindo A = w, — w.. Apesar do modelo envolver conceitos bastante simples, este apresen-
ta uma dindmica bastante rica; é por exemplo a ilustracdo mais simples para o processo de
emissdo espontdnea e explica os efeitos de vdrios tipos de estatisticas quanticas do campo em
sistemas mais complexos como o micromaser e o laser.

O JCM tem solucdo exata para constantes de acoplamento arbitrdrias: dependentes e indepen-
dentes do tempo, de variagdo continua ou em forma de saltos. Outro aspecto muito importante
é que é um modelo realizdvel experimentalmente. Com a tecnologia das cavidades de alto Q,
testar as predi¢cdes do JCM tém sido possivel no regimes dptico e de micro-ondas, fato que
estimula o interesse para o estudo e a generalizacdo do modelo de diferentes maneiras, por
exemplo, incluindo efeitos do decaimento do modo do campo na cavidade [7, 8], aumentando
o nimero de dtomos [9, 10, 11], ou o ndmero de niveis do dtomo [16, 17], entre outros.
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2.2. Inversao de populacao

A inversdo de populacdo é a probabilidade de o dtomo estar no estado excitado menos a
probabilidade dele estar no estado fundamental, definida como

(W()]o=9(t))
= (Y(t)le) (ely(8)) = (L(D)lg) (gl¥(t)) (2.34)
| (el @) * = gl @) I*.

W (#)

O hamiltoniano de interacdo
Hypy = hA\(04a At L 5 qf e_mt) (2.35)

permite apenas transi¢cdes entre os estados |e,n) e |g,n + 1), de modo que as contas estardo
restringidas a este subespaco. O estado do sistema é representado por

() =Y {an(t) e,n) + bos1 () |g.n + 1)} - (2.36)

As equagdes de movimento para as diferentes amplitudes de probabilidade a,,(t) e b,y1(t)
serdo obtidas através da solucdo da equacdo de Schrodinger

O (1))

i
ot

= Hine [00(2)) (2.37)
Substituindo Hyn € |t)(t)) de (2.35) e (2.36) e logo projetando em (e, n| e (g,n + 1|, obtém-se

an(t) = —idvn + 1,1 (t),

i)n+1(t) — _i)\\/n—_i_le*iAtan(t). (238)

A solucdo para este sistema de equacdes! é

Q,t iA Qut , 22v/n +1 Qut ia
an(t) = {an(O) [COS (T) . sen (T)} — ibp+1(0) a0 sen (T } ezt
B [t i Qut , 22v/n+1 Qut _iay
bp1(t) = {bn+1(0) |:CO§ (T) + o sen <T>} —ia,(0) a0 sen (T) } e 2

onde a,,(0) e b,+1(0) sdo as condi¢des iniciais e €2, foi definido segundo
Q2 = A +4)%(n +1). (2.39)

Em termos dos coeficientes a,,(t) e b,+1(t), a inversdo de populagdo serd escrita como

o0

W(t) =" [lan(®)? = [bas1 ()] . (2.40)

n

!Esta sec3o foi escrita com base no capitulo 5 ( “Atom-field interaction quantum theory” ) do livro: “Quantum
Optics” escrito por: Marlan O. Scully e M. Suhail Zubairy [15].
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Se o dtomo estd inicialmente em estado excitado a,(0) = ¢,(0), onde ¢,(0) é a amplitude
inicial de probabilidade para o campo, e b,,11(0) = 0, entdo as probabilidades de achar o 4tomo
em estado excitado ou no estado fundamental no tempo ¢ s3o respectivamente

|an(1)])? = |en(0)]? [cos? (%) - é—;seHZ (%)] : (2.41)
e b (1) = |cn<o>|2%;”sen2 (%) (2.42)

Para um campo preparado incialmente em estado coerente, com |a|? ~ 72, a amplitude inicial
de probabilidade é
o
en(0))? = — e, (2.43)
n!
e substituindo (2.41) e (2.42) em (2.40) se obtem a expresdo para a inversdo de populagdo

[e.e]

57 2 2
W)=Y e [% + w cos(Qnt) | . (2.44)
n n n

A figura 2.2 mostra a evolugdo no tempo da inversdo de populacdo, quando a condic3o inicial
do sistema é que o dtomo entra em estado excitado na cavidade que confina um campo em
estado coerente tal que a interagdo é ressonante. Note-se que W (t) apresenta oscilagdes (os-
cilagdes de Rabi) entre os estados excitado e fundamental atémico, fendmeno que se observa
também quando se tem um campo n3o quantizado. A diferenca é que no caso quantizado a
envoltdria das oscilagdes senoidais de Rabi “colapsa” (cai a zero) rapidamente e a medida que
o tempo aumenta, ela ressurge.

W() lotj=3 lot|=5 loj=7
1

0 25 50 75 0 40 80 120 0 50 100 150
At

Figura 2.2: Inversio de populagdo como funcdo de At. Sistema isolado, comparagdo do colapso
e os ressurgimentos para diferentes valores de alpha: |a| =3, |a| =5 e |a| = 10, com A = 0.

Cada termo da soma (2.44) representa as oscilagdes de Rabi para um determinado n. Em t =
0, o atomo estd preparado em um estado definido e portanto todos os termos da soma estdo
correlacionados. A medida que o tempo passa, as varias frequéncias de Rabi interferem entre
si, e a inversdo de populacdo rapidamente colapsa, mas quando o tempo cresce ainda mais,
a correlacdo entre as oscilacdoes de Rabi é restaurada e ocorre um ressurgimento, tendo assim
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uma sequéncia infinita de ressurgimentos, de modo que a amplitude das oscilagdes de Rabi
vai diminuindo. Esse comportamento de colapsos e ressurgimentos se repete com o passar do
tempo.

As duragdes temporais dos ressurgimentos aumentam de cada vez e assim eles comecam a se
superpor, chegando em um tempo no qual ndo é mais possivel definir cada um separadamente.
A condic¢3o inicial do campo determina o peso relativo para cada valor de n. Para diferentes
nimeros médios iniciais de fétons, o espacamento entre os ressurgimentos e as amplitudes
serdo modificadas. Se o nimero médio de fétons é menor, os ressurgimentos superpor-se-30
mais rapidamente e a amplitude da envoltéria sera maior do que se inicialmente o campo fosse
mais intenso.

Sempre tem-se 0s sucessivos colapsos e ressurgimentos, mas quando o nimero médio de fétons
inicial do estado coerente for muito grande, o primeiro ressurgimento acontecerd t3o longe da
origem que teremos efetivamente sé o colapso inicial, e o comportamento da inversdo de po-
pulacdo serd igual ao caso de ter um campo cldssico aleatério.

Se o campo esta inicialmente no estado de vacuo a inversdo de populacdo tem a forma:

1

Wt =43 T4z

[AQ + 4% cos ( AZ 1 402 t)] . (2.45)
Aqui o atomo no estado excitado pode fazer uma transicdo ao nivel fundamental na auséncia
de campo, coisa que n3o acontece quando é considerado um campo classico, onde um atomo
em estado excitado precisa da interacdo com o campo para ter uma transicdo a seu estado
fundamental. A equac3o anterior é o exemplo mais simples de emissdo espontanea no qual o
féton espontaneamente emitido contribui ao mono-modo do campo na cavidade.



CAPITULO 3

Flutuacoes estocasticas no modelo
de Jaynes-Cummings

Apresentamos a generalizacdo do JCM ao incluir efeitos de flutuagles estocdsticas
na fase do coeficiente de acoplamento entre o dtomo e o campo. E obtida a
expressao para o operador densidade médio do sistema sobre a distribuicio das
flutuagdes [18]. Calculamos a inversdo de populagdo, logo transformamos esta
soma sobre n em uma soma infinita de integrais que posteriormente s3o estimadas
usando o método de “steepest descent”. Para um nimero grande de fétons cada
uma dessas integrais representa um ressurgimento, permitindo o estudo de cada
um independentemente. A primeira das integrais representa o colapso inicial.

3.1. Caracteristicas do sistema

Estuda-se a interagdo de um dtomo de dois niveis com uma diferenca de energia entre eles
igual a fw, e um mono-modo do campo com frequéncia w. (de modo ressonante, ou seja,
wq = w, sendo iguais a wp). O Hamiltoniano do sistema se escreve

hw h h
H = TO 0. 4 hwoa'a + 5g*(t)<7+a + Eg(t)a_af, (3.1)
onde 0., 04 e o_ sdo os operadores de spin de Pauli, que aqui representam a transicao atémica.
a e al s3o os operadores de destruicdo e criacio de fétons do campo. A dindmica da interacio
é governada por

Hine = D" (1o 1+ g(t)o_af), (3:2)

0 acoplamento entre o 4tomo e o campo dependerd do tempo da seguinte maneira
g(t) = go eV, (3.3)

com a fase ¢(t) representando um processo estocéstico, e a amplitude gy sendo uma quanti-
dade real, positiva e ndo estocastica. As mudangas de ¢(t) acontecem em saltos instantaneos
separados por intervalos de tempo de duracdo média 7y, como ilustrado na fig. 3.1. O elemento
de aletoriedade é introduzido na dependencia temporal do Hamiltoniano do sistema segundo

15
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() |
o(k) P(ts)
B — —
oL, e
0
o Y

| : : : Lo . |
to ti t2 t3 ta ts te t7

Figura 3.1: Esquema da distribuicdo de probabilidade da fase do acoplamento atomo-campo.

as mudangas de ¢(t).

Modelos que representam ruido com processos de saltos discretos foram considerados pela
primeira vez para sistemas de interacdo radiacdo-matéria em torno do ano 1967. Os precur-
sores, Burshtein e Oseledchik [19], assumiram que as amplitudes, frequéncias e fases do campo
de radiacdo s3o processos markovianos estaciondrios de variacdo aleatéria no tempo, em forma
de saltos. Estes processos foram chamados de telegrafia aleatéria, ou em inglés: random phase
telegraph.

O processo de telegrafia aleatdria constitui um modelo simples para a descricdo das pro-
priedades estatisticas do campo, que permite obter expressdes para as quantidades médias que
tém solucdo algébrica exata. Com processos deste tipo pode-se descrever o ruido introduzido
pelas flutuagdes do campo eletromagnético pelas diferentes colisGes que se apresentam ou
pelas forcas externas que agem sobre o sistema. As colisGes e as forcas externas podem ser
devidas também ao fato de que os dtomos apresentam muitas interacdes que provém de um
ambiente altamente flutuante. A incorporacdo de fenémenos estocdsticos é um passo comum
visando construir um modelo tedrico mais realista.

Tem-se duas variavéis estocdsticas: os intervalos temporais entre um salto e o seguinte e o valor
da fase constante em cada um desses intervalos. A varidvel 7 =t; — t;_1 segue a distribuicdo
de probabilidade
1 —7/70
dQ(r) = —e dr, (3.4)

70

com tg = 0. A distribuicdo anterior tem intervalos de duracdo média 73, como anteriormente
mencionado.

A distribuicdo de probabilidade para a fase é suposta uniforme sobre [0, 27), ou seja, todas as
fases sdo igualmente provaveis. O valor que ¢(t) assume sobre o intervalo [t;,t;+1) é deno-
tado ¢;. Considera-se apenas o caso em que as fases sobre os intervalos adjacentes sdo ndo
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correlacionadas. A distribuicio de probabilidade para a fase é dada por

_d

da(6) = - (35)

com valor médio (¢) = m. Embora o interesse deste trabalho seja o caso da distribuicdo
uniforme para a fase, manter-se-d a notacdo genérica até onde for possivel para que outros
casos sejam mais facilmente tratados, se necessdrio.

3.2. Dinamica do JCM com acoplamento estocastico

A evolucdo temporal da matriz densidade! no intervalo [t/,t], supondo ¢ constante durante
todo esse intervalo, é dada através da transformacdo unitaria U (¢, t,t')

pt; 9) = U(d;t, 1) p(t") U (58, 1), (3.6)

No intervalo [0,t] ocorrem k saltos em ¢. Sendo que em [0,¢1) a fase vale ¢g; em [t1,t2), ¢1;
em [to,t3), ¢o até que em [tx,t) vale ¢, com 0 < t1 <ty < ... < tp_1 <t <t. O operador
densidade no tempo t se escreve

pltsti, .ty dos .o k) = U5t t)U (P15t tie—1) - .- U(D13ta, t1)U (P03 1, 0)

—1 —1 —1 —1 (3.7)
xp(0) U™ (goit1, )U™ (d15t2, 1) . . U™ (P13 ths 1)U (Dk5 t, ).
Os t;'s e os ¢;'s que aparecem a direita dos ";" sdo as varidveis aleatérias ja escolhidas.
Para expressées como esta, de natureza multiplicativa, é relativamente facil tirar a média. A
probabilidade de que no intervalo (0,t) ocorram k saltos em ¢ nos tempos t1,ta,...,t; com
¢ valendo ¢q, ¢1, ..., ¢, em cada intervalo respectivamente é
dP(t17t27 LRI 7tk7¢07 ¢17 o 7¢k7t) -
Prob {¢(0) = ¢g} x Prob{m =t; — 0} x
Prob{qb tl) :qbl} X PI’Ob{’TQ :tz—tl}x (3 8)

-+ xProb {qb tk—l) = gbk_l} x Prob {Tk =1 — tk—l} X
Prob {qb tk) = gbk} x Prob {Tk+1 >t — tk} .

De acordo com (3.4) a Prob{r; =t; —t;—1} = dQ(t; — t;—1) para i = 1,...,k e de (3.5)
temos que Prob {¢(t;) = ¢i} = dq(¢) para i = 0,...,k. Impde-se que no intervalo [tg,t] o
(k+ 1)-ésimo salto n3o ocorra, portanto i1 > t — tx. Por ndo ser uma probabilidade puntual
(é sobre um intervalo), deve-se integrar, obtendo-se que

(
(
Prob {qb(tz) = qf)z} x Prob {’7’3 = t3 — tg} X ...
(
(

o0

Prob {Tk+1 >t — tk} = dQ(T]H_l) = ei(titk)/m, (3.9)

t—ty,

!A cada estado quéntico corresponde um tinico operador de estado, também chamado operador densidade
ou matriz densidade, que deve ser: hermitiano (p = p'); n3o negativo ((u|plu) > 0, ¥ vetor unitario |u)); e
normalizado (Trp = 1). O formalismo do operador densidade foi introduzido na teoria por J. von Neumann em
1927, e é descrito detalhadamente por diferentes autores, ver e.g. L. E. Ballentine [20], J.J. Sakurai [21] ou
L.D. Landau e E. M. Lifshitz [22].
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assim
dP(t17--'7tk7¢07"'7¢k; ) -
1
dq(¢o) - L ot-0mgy, . dq(¢y) - —e~t27t)/m0gn,

70 7'0

dq(dp_1) - _ef(tk t-1)/T0dr, - dg(ey,) - e~ )/ 70 (3.10)
70
k
et/ <H de) (H dq(qbl)) ,
i=0

o espaco amostral inclui apenas a regidoonde ;, >0 comi=1,...,keTi+To+ -+ < t.
Pode-se passar das integrais nas varidveis 71, 7, . . . , T, para integrais nas variaveis t1, to, .. . , tg,

o determinante da matriz jacobiana desta transformacao é 1, logo

k
dP(t1,ts, ...ty G0, b1, i t) = e /0 <Hdt><qu<¢i>>. (3.11)
=0

Equivalentemente o espaco amostral inclui apenas a regido onde 0 < t] < to < ... <ty < t.
Portanto o valor médio da matriz densidade no instante ¢, supondo que a fase ¢ sofra uma
quantidade estocdstica de saltos, sera

:Z/F/AdP(th...,tlmtbo,...,<25k;t)p(t;t1,...,tk,%,...,(ﬁk), (3.12)
k=

sendol'=0<t1 <ty <...<tp<teA=0<¢; <2m. Reescrevendo o operador densidade
segundo (3.11)

o) k k
— ot/ i 4 4 .
t)=e l;)Tg/F.../il;[ldtz/A.../gdq(gbz)p(t,tl,...,tk,gbo,...,gbk), (3.13)

o termo da somatdria com k = 0 sera

/ da(o)p(t; do), (3.14)

observe que este termo n3o contém integrais com respeito ao tempo, o que é devido ao fato
de que, quando ndo hd saltos tem-se uma fase constante em todo o intervalo. Em geral

k t tE to
/.../Hdti:/ dtk/ dtkl.../ dty, (3.15)
r ey 0 0 0

e (para o caso das distribuicdes uniformes na fase)

[ /ﬁdq@i) = e [ aon [t [ o (316)
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Reescrevendo (3.13) para uma distribuicdo de fases qualquer

0 1 t t to
/MZWMZT/ﬁdelm/ﬁM
=0 T0 Jo 0 0

(3.17)
[daton) [ daon-n)... [datnpttits,. .. trdo....o0).
Usando a expressdo (3.7) e listando explicitamente os primeros termos
1 t
pt)e' = [ datonlpttion) + - [ dnr [ dator) [ datonpottitn, o)
to
dto [t [ da(o) [ aa(o) [ dafon)ottstiota,dn.in. 00 +
=Io(t) + I, (t) + Ix(t) + ...
(3.18)
Definiram-se as integrais I;(t) com i = 0,1,2,..., observe que tais integrais obedecem
/ dt/dq UG, ) Io (U (57, t)
= [Cae [ dato) [ datonyuii.opte oot om0 (3.19)
- —/ dt [ da(@) [ daon) pirit.0,0) = 1),
analogamente
7 / dt/dq U(d; 7, ) I, (OU (s 7, t) = Tige1 (7). (3.20)
Dessa forma
~ [t [ aa@)uiompre - o)
- = dt/dq U(p;T,t) Zlk Y, t)
(3.21)
= ZIk-H ka /dq o) p(75 ¢0)
k=0
ZMﬂfm“:/WwaWmﬂmmmu_@mﬂm,
com o que finalmente se obtém a equacdo integral
p(r)e™ = [ da(én) (o 0)p(OU " (ni7,0)
(3.22)

w1 [T / dg(&) U(d; 7, (e~ (657, 1).
0

70



20

Flutuacgoes estocasticas no modelo de Jaynes-Cummings

Observe que p(7),U(¢;7,t) e 1 (¢; T,t) sdo operadores representados por matrizes quadradas,
de modo que se reescreve-se a equacao anterior indicando os indices dos elementos de cada
uma das matrizes tem-se

p(T)ime™/ ™ = /dQ(¢o)ZU(¢o;T, 0)ik POVt U™ (6057, 0)im

. o (3.23)
o [Cave [ dg(o) S Ui 0 pOU (657,
0 Kl
como os elementos de matriz naturalmente comutam, pode-se escrever
P)ime™ = [Z (/ dg(do) U(¢o; 7, 0)isld ~* (¢03 7, 0)lm> P(O)kl]
Lk (3.24)
1 T
ot ety [Z ( / dg(p)U($;7, t)iku*(mt)lm) p(tm] .
0 1Lk
Definindo-se o conjunto de matrizes {G""(r,t)}, cujos elementos sdo
G (rvt = [ da(en) U657, )ald (657, i, (325)

a variacdo média do operador densidade é

ﬁ(T)imeT/m = Z

l

> G 00 p(O)k

k

Z sz (T, t)lk p(t)kl] .

k

(3.26)

Note-se que achando a forma explicita das matrizes {G””(T,t)} se conhece a dindmica do
sistema. O elemento de matriz p(7);;, pode-se escrever também como

pT)ime™ ™ =Y " [G"(7,0)p(0)],, + 1 /0 " dt et > 6™ (1), (3.27)

-
! 0 !

1 T
— [ dtet™
L[y

0.Jo I

Lembrando que TrA = )", ay, obtém-se finalmente que
. 1 (7 .
p(7)im = €7/ Tr [G™(7,0)p(0)] + — / dte” T G 0p()],  (3.28)
0.Jo

que é a expressdo da matriz densidade média sobre a varidvel aleatdria ¢(t). A partir deste
ponto estudamos os intervalos de fase constante, ou seja, de acoplamento constante, indepen-
dentemente. Intevalos onde o comportamento do operador densidade é usual.

O operador unitdrio responsavel pela evolucdo temporal associado ao sistema é

. _ —iHgt _ C_()S(Hnt) —je"i® sen(6,t)
Un(¢a T, 0) =€ - |:_,L'€Z¢ sen(&nt) COS(ent) ; (329)
onde 6,, = go/n + 1. A transformagio inversa de U(¢;7,0) é dada por
1/, | cos(bnt) ie” % sen(0,t)
Uy (¢;7,0) = L’ew sen(f,t) cos(6,t) (3.30)
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Usando a distribuigdo de fases uniforme dq(¢) = d¢/2m obtemos que

210 (+_
GH(T, ) _ |:CO§ [eno( t)] Sen2 [HnO(T - t)]:| (331)
G(r,1) = LOSQ - 8} , (3.32)
G (7, 1) = [8 cos” T‘t } (3.33)

sen2 T —
G*(r,t) = { 1 0( 2 cos? WT_ t)J : (3.34)

Tirando o traco da matriz G™(7,t)p(t), obtém-se que o primeiro dos elementos da matriz
densidade média é dado por

ﬁn(T)neT/TO = cosz(GnT)pn(O)n + sen2(9n7)pn(0)gg

1 (7 3.35
b 2 [T e {eos? [u(r — 0] pulthn + 500 [Bulr — ) D)}, )
70 Jo
reescrevendo a equagdo anterior
pn(7)11€”™ = pn(0)11 + [pn(0)22 — pn(0)11] sen* (6, 7)
LT ) ) , (3.36)
s N {Pn(®)11 + [Pn(t)22 — pu(t)11] sen® [0, (1 — 1))} dt.
0
Para paa(7) se tem
P (T)22€™™ = pp(0)22 + [0 (0)11 — pr(0)22] sen?(0,7)
(3.37)

L1 / " et {Bn(t)22 + [pn(t)11 — pn(t)2z] sen® [0, (1 — t)]} dt.
70 Jo

O interesse deste trabalho é estudar o comportamento da inversdo de populacido, quantidade
definida en termos de p(7)11 e p(7)22 somente. Para conhecer a dindmica do sistema basta

calcular os elementos p(7)11 € p(7)12 pois p(7)11 + p(T)22 = 1 € p(7)12 = p*(7)21

3.3. Inversao de populacao

A invers3o de populacdo é definida como a diferenca entre as probabilidades do sistema estar
no estado excitado e a probabilidade deste estar no estado fundamental, como definido no
capitulo anterior

Wi () = pn(T)11 — pn(T)22. (3.38)

Para obter o valor médio da inversdo de populacdo no caso em que o coeficiente de acoplamento
sofre variagGes estocdsticas se subtraem (3.36) e (3.37), de onde

Wi (7) €™/ = W, (0)[1 — 2sen?(6,,7)]

+ i T et/ {1 — 92sen? [0 (T — t)]Wn(t)} gt (3.39)
0

70
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A solucdo da equacdo anterior foi obtida levando em conta as propriedades da transformada
de Laplace e é apresentada no apéndice B, sendo que W, (1) é

— __t 1
Wy(t) = Wy(0)e 7 [cos(Qnt) to o sen(Qpt) |, (3.40)
Todin

onde o pardmetro €, foi definido como

1
Q, =2 1—— 7. 41
n 90\/”"‘ (47090)2 (3.41)

Devido ao fato de que o campo considerado foi inicialmente preparado em um estado coerente
a inversdo de populagdo se escreve como [15]

W(t) = i |Cu*Wia(t), (3.42)
n=0

com o estado coerente descrito segundo

° ‘04,2] a
o) = Cpln com Cp=exp|—— | —=, 3.43
) =Gl o9 (3.43
obtendo que
Wi(t) = i e_|“‘2wW (0) e 7 cos(Qnt) + sen(Qpt)
— n! " " 2700, "
" S (3.44)
e L 1 ,
=e 0 nzzo o W, (0) [cos(Qnt) + 7oL, sen(Qnt)] .

com o atomo entrando na cavidade em estado excitado W,,(0) = 1.

Visando encontrar as expresses para o colapso e para cada um dos ressurgimentos reescreve-se
W (t) definindo

2n 2n 1
4, = —lor ol B, — ¢ lai?lo™ p
¢ n! ¢ nl 27080, (345)
de modo que
W(t) = Z [Ay, cos(Qnt) + By sen(Qt)] e /2™, (3.46)
n=0

A, e By, independem de ¢ e portanto as séries em (3.46) convergem uniforme e absolutamente
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em t € R, pode-se entdo usar a soma de Poisson? [23] para escrever W (t) como

WD) = i { / A 2T cos(t) dn + - A(0) cos(Qt)
v=—o0 L0 ’ (3.47)

+ / B(n) exrvn sen(Qpt) dn + 53(0) sen(QOt)] e*t/QTo,
0

o que € igual a

W(t) = i [al,(t) + by (t) + %A(o) cos(Qot) + %B(O) sen(Qot)] e~t/2m0, (3.48)

se o .
ay(t) = /0 A(n) €2 cos(Qut) dn, (3.49)
e by (t) = /0 ~ B(n) €27 sen(Qnt). (3.50)

Os coeficientes A(n) e B(n) estendem a A, e B, respetivamente para n € R. Para valores
grandes de |a|? usa-se a aproximag3o gaussiana para calcular o valor dos coeficientes. Como
mostra-se no apéndice C, A(n) e B(n) séo

1

Ay~ L) (351)

\/2m|af?

© 1 1
B(n) & ——————¢ 2Vnlal), 3.52
() 27080, /27| |2 (3.52)

Para estimar o valor das integrais (3.49) e (3.50) usar-se-d o método de “steepest descents"?.

Primeiro se estima o valor da integral dada por (3.49), onde substituindo-se o valor de A(n)

dado por (3.51) com |a|?> = 7@, e reescrevendo o cos(f2,t) como a parte real de e~*t,
obtém-se a seguinte a integral
a (t) _ 1 /OO 672(\/57\/5)2% |:ei(27rynfﬂnt):| dn. (353)
Y V2t Jo

2As férmulas de soma de Poisson utilizam técnicas de séries de Fourier para expressar

Z fn= Z /_O:Of(x)eiQTruzdx ou ;}fﬂ:%fOJr Z /Ooof(x)eﬂwuzdx’

n=—oo V=—0o0 Vv=—00

onde f(z) (z € R) é uma interpolagdo continua e continuamente diferencidvel de f, (n € R), ou seja, f(n) = fn
para n € Z.

3Que é uma generalizacdo do método de Laplace para resolver integrais no plano complexo. Tem um efeito
mais pratico na resolucdo de uma classe especifica de integrais do tipo

FO) = /C 9(2) Mz,

onde C' é um contorno no plano complexo, as fun¢des g(z) e h(z) sdo fun¢des analiticas em z em alguma regido
do plano complexo que contenha a C' e (no caso mais simples) independem de X, onde A é um ndmero real
positivo. O que o método nos da é a solucdo assintStica para f(\) com valores do pardmetro A grandes [24].
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Escrevendo explicitamente (,, dado por (3.41), al, é

> —9 o . 1
/0 exp {—2(\/— —V/n)? + 2imvn — ZZgot\/(n +1)— W} dn] .
(3.54)

1

T
\V2mn

a,(t) =

2 4

Fazendo uma mudanca de varidveis onde n = na* — v, o coeficiente a., torna-se

2n ; o —2n(+/x*—v/Nn— 27 irvn(x®—2Tx

a,(r) = \/—n% [62””/”/ ze ( v/ 1) 2imvn(@® =2 )dx] , (3.55)
™ v/f

onde se tem definido

1 )\2 - (52 got
A = 2go, b=—, V= ——— e T = .
g0 270 A2 21/

(3.56)

Para n grande a contribuicdo principal estd na vizinhanca de x = 1, entdo se pode integrar
entre [1 — ¢, 1 + €], com € pequeno tal que 1 — e > /v /7.

Considerando 7 grande e x proximo de 1

o7 _ Ite _ o
d(r) ~ | 2R [2 [ ettt dm] . (3.57)
™ 1—e
Definindo-se
h(z) = —2(z — 1)% + 2imv(z? — 272), (3.58)
tem-se que
oM ) 1+e€ B
al, ~ kg [6_2”””/ z e @) dm] . (3.59)
™ 1—e

Em termos da varidvel complexa z e extendendo os limites de integracio, a/, é aproximadamente

o ) o
al, ~ kg {6_2””1’/ zeh2) dz} . (3.60)

s

A Integral acima pode ser estimada segundo o método de “steepest descent” [24], com o que
o coeficiente al, escreve-se

2n : —27 -
I g o[ 22 R | 2imy i h(zo)
% s nh(z) e
(3.61)
. -1 _
_ —2i7 h
=2%R [e vy ey zpe" (ZO)] )
onde o ponto de sela é dado por
1 —imvr (3.62)
0= — .
07 —im

4Detalhes das contas da presente secio no apéndice D
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segundo a relagdo h/(z9) = 0. A fung3o h(z) definida em (3.58) avaliada no ponto zy d4

21202 (1 — 1) 4 2imv(1 — 21 — 7227?)
1+ m2v?

h(zo) = (3.63)

)

e a raiz da segunda derivada de h(z), também calculada em z, fornece

-1 1/2 1 oo
{W} T2 4 A2 A - (3.64)

De acordo com as expressdes anteriores, a., é dado por

, i [ " 9 9 . —i2mu+ 2i7ruﬁ(1—27'—7r21/27'2)
al, ~ RS ezlmarctanmIl) 4 2220 4 iy (1 — 7)]e 17202 (3.65)
Definindo-se ) 9 s
_ v (1 =27 —7vor?)
© = 2rny = + 5727 :| , (3.66)
al, se escreve como
—27'L7r21/2(7'—1)2
/ e 12 2 9
al, ~ NEE=raE [{(1 4+ m°v*7) sen[arctan(mv)] + 7v(1 — 7) cos[arctan(7v)] } cos ¢
+ {1+ 72°7) cos[arctan(v)] — mv(1 — 7) sen[arctan(7v)] } sen ] .
(3.67)
Note-se que a,, serd relevante para 7 &~ 1, ou seja, para
t
90"~ (3.68)

omu/n

Fazendo uso da soma de Poisson [23] e do método de ‘“steepest descents” [24], estima-se
também a integral que define o coeficiente b,,, para o qual encontra-se que
72'77,7721/2(7'71)2

1 147202
b, ~ — <47'092\/E> 26(1 R {coslarctan(mv)] cos ¢ — sen[arctan(7v)|sen ¢},
0

(3.69)

onde 7 e  estdo definidas por (3.56) e (3.66) respectivamente.

Os termos para v = 0 representam o colapso inicial. Os coeficientes a;, e b, foram estimados
independentemente (ver apéndice D) achando que

1 ~£2
!/ n

ag ~ —e "2
075 [

2 cos(2n&) — Esen(2n8)], (3.70)
U B

~— 2], 3.71
b~ o= T senlon] (371)
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onde definiu-se

At
= —. 3.72
£= 57 (372
Reescrevendo as equacdes anteriores tem-se que a inversao de populacio é
W(t) = lw(t) + K(t)] (3.73)
v=1
onde
w,(t) = [al,(t) + ¥ ()] e7¥/?™, (3.74)
e
1
() = [ (A0) cos(@t) + BO)sen(t)} + ah(0)+3h)| 2. 379

Como t > 0, para v < 0, a], e b), serdo muito pequenos e portanto vamos desprezar os termos
para v € [—1, —00). wy(t) é explicitamente

2

s (t—ty)? =k 2.2
(t) e 20+72v?) got 1 —+ v ﬂ n 1 n ﬁygot ﬂ
w = — Y — — COS Sen COS

v (1 + n202)5/1 N N 4

Trgot got 1+ 7r2u2) } ]
+ 1+ cos 3 — | v — — sen sen
{< 2V ) ’ ( i smgiva) Iy

(3.76)
onde _
_ b (47”/\/7_1 - 1) e B = arctan(mv). (3.77)
4o 90
W(t)
0,8

lo|=5
| gOTO:IIOOO

0 4 8 12 0 4 8 12

-0,8

Figura 3.2: Inversdo de populacdo como funcdo de T' = ggt. Comparacdo do colapso e os
ressurgimentos obtidos da solugdo exata para W (t) (3.44) e os obtidos com a aproximagdo
assintética (3.76). Para |a| = 5 e go7p = 1000.
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A frequéncia e o tempo escritos em termos dos pardmetros originais ficam

_2771/((4907'0)2 —1)  drvi — 4goty/i — mrgit?

— 3.78
v (4g070)? 2(1 + m2v?) (3.78)
€ 2.2
2 n 1
L= TI'V\/E <1_ +7T2V > (379)
90 27095

A fig. 3.2(a) mostra a evolugdo temporal da inversdo de populagdo exata, dada pela equagdo
(3.40), na parte (b) sdo apresentados os trés primeiros ressurgimentos dados por w,, de (3.76)
com v = 1,2 e 3 respetivamente. Observe que o resultado exato e a aproximac3do assintética
estdo em excelente acordo. Pode-se notar que para T' ~ 8 os ressurgimentos comecam a se
superpor (quando o estado coerente inicial tem o = 5 e o sistema é muito estdvel, ou seja, o
pardmetro go7p é grande, por exemplo go79 = 1000) logo disso se tem um tempo para o qual
é impossivel distinguir um ressurgimento do seguinte.

loj=5 e g,T,=1000

W(t)

®,0

Figura 3.3: Ressurgimentos da inversio de populacdo como fungdo de T = ggt. Sistema
com flutuacdes estocdsticas no coeficiente de acoplamento. Comparacio da solucdo exata e a
aproximacdo assintética, para |a] = 10 e goro = 1000.

Comparando-se cada um dos ressurgimentos (ver fig. 3.3) da inversdo de populagdo com cada
um dos termos na aproximacdo assintética, vemos que cada w, contém exclusivamente um
ressurgimento e este aparece em torno do tempo £,. Ao ter uma expressao para o colapso
e para cada ressurgimento pode-se conhecer e estudar cada um separadamente, mesmo para
tempos grandes para os quais ja estdo superpostos na expressao original, podendo-se carac-
terizar completamente estudando-se sua largura, frequéncia de oscilacdo, tempo de ocorréncia,
intervalos entre ressurgimentos consecutivos e amplitude com uma excelente aproximacao.






CAPITULO 4

Estocasticidade vs Dissipacao

O valor esperado da inversdo de populacdo atémica pode ser obtido analitica-
mente sem o uso de aproximacdes nos casos isolados, com e sem flutuacdes no
coeficiente de acoplamento, e usando a perturbacdo de primeira ordem no caso
dissipativo [25]. Utilizando a soma de Poisson e o0 método de “steepest descents”,
na expressao para a inversdo obtiveram-se férmulas analiticas para o colapso inicial
e para cada um dos ressurgimentos. A partir destas expressdes extraem-se infor-
macdes relevantes tais como o tempo de ocorréncia, a amplitude, a frequéncia e
a largura aproximadas de cada um dos ressurgimentos. Comparar-se-3 os efeitos
dos processos estocdsticos e da dissipacdo em cada uma das quantidades que
caracterizam W (t).

4.1. Caso ideal

O hamiltoniano do modelo de Jaynes-Cummings é dado por
i, Wa f
Hjc = hwea a+Taz+hA(a+a+J,a ), (4.1)

em que w. é a frequéncia do modo de interesse do campo na cavidade, hw, é a diferenca
de energia entre os dois estados atomicos e A é a constante de acoplamento. A partir desta
dindmica obtém-se que inversdo de populacdo [26] é

© 2n
W(t) = Z e~lol? %@ [A% 4402 (n + 1) cos(Q,t)], (4.2)
n=0 ’ n

onde A = w, — w,, é a dessintonia (ou detuning em inglés) e Q,, = A% +4)\2(n + 1) é con-
hecida como a frequéncia de Rabi. O dtomo esta inicialmente em estado excitado e o campo
na cavidade é um estado coerente, o sistema é isolado e o coeficiente de acoplamento n3o
flutua.

Como a cavidade é preparada em um estado coerente, a inversdo de populacdo apresenta uma
serie infinita de colapsos e ressurgimentos, como mostrado na secdo final do capitulo 2, e para
diferente nimero inicial de fétons o comportamento da inversdo mudara. Na fig. 4.1 a evolucdo
da inversdo de populacdo para diferentes condic¢des iniciais do sistema isolado é apresentada.

29
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W() lotj=3 lot|=5 loj=7

0 25 50 75 0 40 80 120 0 50 100 150
A

Figura 4.1: Inversdo de populagdo como fungdo de At. Sistema isolado. Ressurgimentos para
diferentes valores do nimero médio incial de fétons |a| =3, |a| =5 e |a| =T7.

Quanto maior |a| os ressurgimentos sdo mais afastados entre si, o que significa que para um
campo muito intenso, o comportamento do sistema serd efetivamente igual ao caso em que o
campo considerado fosse um campo cldssico aleatério tendo sé o colapso inicial [27], de modo
que a precisdo experimental limitard, nestes casos, a deteccdo do comportamento quantico.

Agora definindo

‘a’2n 1 ‘a’2ni

a2 a2
A, = el — Q—%Aﬂ e Cp,=¢l — 9%4)\2(714—1), (4.3)
a invers3do resulta em
W(t) = [An + Cp cos(Qnt)]. (4.4)
n=0

7

O coeficiente A,, é constante no tempo e sua soma apenas desloca levemente o gréfico da
inversdo de populacdo no eixo vertical, para a andlise dos ressurgimentos ndo é necessario levar
este termo em consideragdo. Utilizando a soma de Poisson W (t) torna-se

1 > o0 )
W(t) = §C'o cos(Qot) + Z /0 C(n) ™™ cos(Qpt) dn

V=—00
[e.e]

1
= 500 cos(Qot) + Z ¢y (t) dn,

V=—00
onde

e (t) =R { /0 h C(n) eiﬂm—ﬂntdn} . (4.6)

A funcdo C(n) estende o coeficiente C,, para um n € R™. Segundo a aproximac¢do gaussiana
(apéndice C)

ANEn+1) 1 o ey
C(n) ~ (le ) — 2Avn—vn)* (4.7)
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onde 71 é o niimero médio de fétons (que é equivalente a |«|?). A integral em (4.6) foi estimada
segundo o método de “steepest descent” [24], fornecendo

B A2(,5_31/)22
e 20+wv?) TN A
yo~ e [ (1 = (-,
c 5 22y H( + 2\/ﬁ)senﬁ+2\/ﬁ( )cosﬂ}cosgo 48
Y A
- {(1 + ;f/ﬁ)cosﬂ — ﬁ(t — t,,)senﬂ} sengp] :
com ¢ definido como
o 2mw(6% +4NY) | Arvn — ANV — TvA2E (4.9)
[ 4N\? 2(1 + w2v2) ’ ’
(B como
(B = arctan(nv), (4.10)
e t,, dado por
t, = 27”;‘/5. (4.11)
lot}=5 e A=0
0.6
W({) o
-0.6
0,6
c(H o
-0,6

60
At

Figura 4.2: Colapso e ressurgimentos como funcdo de At. Sistema isolado. Comparacdo entre
solugdo exata e a aproximagdo assintética, para |a] =5 e A = 0.

Como no caso do JCM com flutuacdes estocdsticas, achou-se uma expressdo para cada um
dos ressurgimentos no caso ideal, ¢,,. Comparam-se (ver fig. 4.2) os ressurgimentos dados pela
expresdo original (4.2) com os coeficientes ¢, (4.8), para v = 1,2 e 3. Note-se que também
para este caso a expressdo achada para cada ressurgimento estd em excelente acordo com
a solugdo exata, mesmo para |a| = 5 (que equivale a um ndmero médio de fétons relativa-
mente pequeno). A partir da equagdo para ¢, pode-se caracterizar completamente cada um
dos ressurgimentos.
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A frequéncia de oscilagdo aproximada de cada ressurgimento, por exemplo, obtém-se expandin-
do em série de Taylor a fungdo ¢ = ¢(t) em torno do valor relevante t,, ou seja

gp(t) = Qp(tl/) + @/(tu)(t - tl/) + O((t - tl/)z)' (4'12)

Os termos ¢(t,) e ¢'(t,)t, sdo constantes no tempo, eles representam apenas uma fase, de
forma que o termo ¢'(t,) que multiplica ¢ representa a frequéncia aproximada de oscilag3o,

onde

, —2X\/n — A%,

¥ (tv) = 2.9 )
1+

(4.13)

e de acordo com isto a
frequéncia ~ 2\V/7. (4.14)

Veja que independe de v, portanto a frequéncia de oscilagdo para todos os ressurgimentos
é sempre a mesma.

A partir da definicdo para o tempo t,, pode-se definir a separacdo temporal ét,, de dois ressurgi-
mentos consecutivos como

2
Sty = tysr —t, = 777\/5 (4.15)

E a duracdo do ressurgimento At, serd definida como a largura da gaussiana envoltéria do
coeficiente (4.8) a altura de 1/e? como mostrado na fig. 4.3, de onde se obtém que

41 + w212 _Amv

At, = 4.16
' . : (4.16)
1,
1/e2 —_— Atv -
. |
tv

Figura 4.3: Gaussiana. Esquema para a definicdo da duragcdo de cada ressurgimento.

A separacdo temporal dos ressurgimentos depende do niimero médio de fétons do campo, mas
a duragdo de cada um deles ndo, fato que pode ser observado ja desde a fig. 4.1 onde pode-se
ver que na inversdo para diferentes valores do pardmetro |«| os primeiros ressurgimentos tém
aproximadamente a mesma duragdo, os segundos ressurgimentos para cada caso também e
assim para os outros ressurgimentos, mas a distancia entre eles muda com |«/|, veja que para
um nimero maior de fétons os ressurgimentos sdo cada vez mais distantes um do outro.
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ot

L

Figura 4.4: Duragao dos ressurgimentos e separagdo temporal entre dois ressurgimentos con-
secutivos.

Quando dt, > At, (fig. 4.4) os dois ressurgimentos separam-se temporalmente, ou seja,
quando a desigualdade (que implica v < v/n/2) é violada h4 superposicdo dos ressurgimen-
tos. Note-se que (de acordo com este resultado) sempre os primeiros ressurgimentos sdo bem
nitidos e isolados.

O coeficiente ¢, para v = 0 estd centrado em ¢t = 0, ele representa o colapso inicial e é dado
por

AL sen(20tVA)| (4.17)

2242
co~e 2 |cos(2AtV/T) —
0 ( ) 2\/5

4.2. Caso dissipativo

A dindmica do sistema quando ‘“se permite” interacdo com o ambiente! é governada pela
equacao mestra

L %[HJ(% p(t)] +v(2ap(t)a’ — a'ap(t) — p(t)ata), (4.18)

onde p(t) é a matriz densidade do sistema (dtomo-campo), H ¢ estd dado por (4.1), e v a
taxa de dissipacdo de fétons da cavidade.

Aqui o ambiente estd modelado como um conjunto infinito de osciladores a temperatura zero.
O superoperador v(2ap(t)a’ —atap(t)—p(t)a'a) representa a perda de fétons da cavidade com
frequéncia wy bem definida e seu posterior acoplamento aos modos continuos do reservatério.
A taxa de dissipagdo v ox wy/@Q onde @ é o fator de qualidade da cavidade.

() é definido como a razdo entre a energia armazenada e a energia dissipada na cavidade,
é uma quantidade sempre finita. Esse fato implica que sempre se vao ter perdas, é por isso que
na busca da construcdo de um modelo tedrico realista devem ser levados em consideracdo os
efeitos da dissipacdo do sistema.

Sistema maior, com muitos graus de liberdade. No limite em que este tenha um continuo de estados
quénticos a evolugdo do operador densidade reduzido do sistema de interesse é irreversivel. Aqui a interagio
com o ambiente implica na perda de fétons do campo na cavidade.
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A inversdo de populacdo aproximada para o sistema sob tais condicdes é

W) = Tr(o.p V(1))
— Tx(le) (el oV (2) — |} 9] PV (1))

o 2n ,—2nyt (419)
= g lal?e™™ Z %W[AQ + 4X2(n + 1) cos(Q,t)].
n=0 ’ n
A expressio acima foi obtida a partir do operador densidade®
(1) = | eos 5 — BT ] { g At ]
p () _CObﬂ 2 sen 5| |a(t)) (a(t)| ® |e) (e |cos B 2 sen 3
+ |cos 3 — ZQABt sen B] la(t)) (a(t)] @ le) (g] [;)gasen B]
- , (4.20)
ﬁ _ A
_ _2Ba senﬁ} la(t)) (a(t)] @ |g) (e [cosﬁ + 2 senﬁ}
[ 25t sen ] o) al0)] ) 1 [ 009]
onde foram definidos
B = A2+—4)\26uﬁ1‘/ e at) = ae ™, (4.21)

2

o fator A é a dessintonia (a diferenga entre as frequéncias do campo e da transi¢do atdmica),
A\ é o coeficiente de acoplamento, av 0 nimero caracteristico do estado coerente inicial e -y é a
taxa de dissipacdo do sistema.

A inversdo de populacdo apresenta mudancas bem drdsticas ao aumentar a taxa de dissipacao,
a fig. 4.5 mostra que para 7 pequeno (7/ws < 1) enxergamos o colapso e os sucessivos
ressurgimentos na inversdo de populagdo. A medida que v aumenta as oscilagdes de Rabi vio
tendo amplitudes mais constantes e os colapsos comecam a desaparecer. Com a aproximacao
feita s6 se tém resultados confidveis para tempos, comparativamente, muito curtos e suas
previsdes para 7 &~ 1 (que representa um sistema altamente dissipativo) ndo sdo boas. Mesmo
para uma taxa de dissipacdo muito pequena, em tempos suficientemente grandes a inversdo
de populacdo perderd seu carater quantico pois neste regime n3o é mais possivel ter colapsos
e ressurgimentos bem definidos.

Do mesmo jeito que para os casos ideal e estocdstico foram usadas a soma de Poisson e o
método de “steepest descent” para calcular os coeficientes que caracterizam os ressurgimentos
na inversdo de populacdo. Obteve-se um resultado simples, formalmente equivalente a invers3o
de populagdo no caso ideal, onde se faz a troca @ — «(t). Neste caso

a(t) = la(t)] = ae™", (4.22)

20btido na dissertagio de mestrado de Clarissa do Vale da Silva Lima [25], apartir da solugdo aproximada
da equagao mestra.
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Figura 4.5: Inversdo de populagdo como func¢do de At. Acdo da dissipacdo sobre os ressurgi-
mentos, comparagdo para diferentes valores das intensidades do campo inicial: || = 3, || =5
e |a| =7, e diferentes valores da taxa de dissipagdo: v = 0,01 e v = 0,1, com A = 0.

de modo que o coeficiente d,, é dado pela relacdo

=
e 20+miv?) TUAL A
dy ~ —m———— 1+ ——)sen3 + ———=(t — t,) cos CoS
(1+772,/2)5/4 [{( 2 ﬁ(t)) B 9 /—ﬁ(t)( ) ﬁ} P
(4.23)
TVt A
— 1+ ———=)cosf — ———(t —1t,)sen sen .
{( o) P ) ﬁ} w]
lo}=5, A=0 e 1=0.01
0,6
W) o i
1
0,6
0,6
d@® o
v=1 i v=2 I v=3
15 30 45 30 45 60 40 60 8(

At

Figura 4.6: Colapso e ressurgimentos como funcdo de At. Sistema dissipativo. Comparacdo da
solugdo exata e a aproximacdo assintética, para |[a] =5, A =0e v =0,01.

E claro da comparacdo apresentada na fig. 4.6 da invers3o de populacio com os 3 primeiros
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coeficientes d, que as duas expressdes estdo em excelente acordo, e portanto, usar-se-3 (4.23)
para caracterizar os ressurgimentos para o sistema dissipativo.

O angulo ¢ na equacgdo para d, é dado por

2 (62 + 4)?) n drvn(t) — AMt\/n(t) — TvA*t?
AN 2(1 + 72v2) ’

o= (4.24)

e a solucdo implicita da equacao

_ 2mvy/n(ty) (4.25)

t,(¥=0)

t,(y=0.01)

Figura 4.7: Método grafico para a estimativa do valor do pardmetro ¢,, para diferentes valores
da taxa de dissipacdo vy e v = 1.

da o tempo no qual o ressurgimento para um v dado é centrado (o coeficiente d,, é quantita-
tivamente relevante s6 na vizinhanca de ¢,). Para conhecer o valor de tal pardmetro deve-se
resolver a equacdo trascendental anterior. Pode-se estimar o valor de t,,, a partir de uma andlise
grafica, achando o ponto no qual a linha t, =t e a curva t, = 2rvVie 27 /) se cruzam.

Na fig. 4.7 as diferentes curvas coloridas correspondem a valores de ¢, para diferentes valores
da taxa de dissipacdo, o ponto onde a linha cinza, que representa t, = t, cruza com as outras
curvas é o valor do tempo no qual o ressurgimento é centrado. Pode-se observar que o tempo
t, depende do valor da dissipacdo e é cada vez menor quanto a taxa de dissipa¢do do sistema
aumenta.

A frequéncia de oscilacdo é dada pela expressio

—4y[(mrn(t,) + Mu/D(t,)] — 20/7(t,) — m/\%y.

(L+207)

¢ (ty) = (4.26)
Note-se que diferentemente do caso ideal aqui a frequéncia de oscilacdo depende de v, o
pardmetro v cresce com o tempo. Devido aos efeitos dissipativos o campo muda a cada
instante, o que resulta em um campo com diferentes caracteristicas para diferentes tempos, de
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modo que a frequéncia que originalmente dependia sé da intensidade do campo e do coeficiente
de acoplamento e que era constante no caso ideal agora muda de um ressurgimento para outro.
Se v = 0 recupera-se a expressdo para a frequéncia achada no caso ideal (4.14).

=0 ¥=0.05 ¥=0.5
L, 70
i =t i =t | =t
v v v
35 1 - -
v=1 &
L L =1
&1 v=1 v
() 1 1 1 1 1 1 1 1
0 35 70 0 35 70 0§ 35 70
t 1

Figura 4.8: Método grafico para a estimativa do valor do intervalo temporal entre dois ressur-
gimentos consecutivos d0t,,, para diferentes valores da taxa de dissipagdo ~.

Para conhecer a separacdo entre dois ressurgimentos sucessivos dt, definida como t,+1 — t,,
para um dado v e 7, usa-se de novo uma andlise grafica, fig. 4.8, Note que ao aumentar a
dissipacdo na cavidade os ressurgimentos comecam a acontecer mais juntos.

Encontra-se que a expressdo que caracteriza o colapso inicial é

co ~ e_L;Q cos(2Xt\/n(t)) — 2\/)\% sen(2At\/n(t)) | - (4.27)

4.3. Processos estocasticos

No capitulo anterior obteve-se a inversdo de populacdo para um sistema composto por um
atomo de dois niveis que interage com um unico modo do campo tal que o coeficiente de
acoplamento sofre variacdes estocdsticas. Como condicdo inicial se considerou que o dtomo
entra na cavidade em estado excitado, de onde a inversio de populagdo média W (t) obtida
foi

o0

S n 4 1
W(t) = Zoe_loﬂ% e 2 [cos(Qnt) + 7oL, sen(Qnt)]
" o (4.28)
t n
— e_|a\2—ﬁ m |:COS(Qnt) + Sen(Qnt):| .
n=>0 G 703 n

O comportamento da inversdo de populacdo para campos coerentes preparados inicialmente
com diferentes nimeros de fétons e para diferentes valores do pardmetro de estocasticidade
apresenta-se na fig. 4.9. Como é usual o colapso se dd rapidamente, e a medida que o tempo
passa ocorre um ressurgimento e este comportamento de colapsos e ressurgimentos se repete
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W© lo}=5 lo=10
0,3

0 H_* o g,5=10

0 g,7,=1000

Figura 4.9: Inversdo de populacdo como funcdo de T' = ggt. Comparacdo do colapso e os
ressurgimentos para diferentes valores iniciais do nimero de fétons |a|? e diferentes valores do
parametro de estocasticidade gg7p.

no tempo.

Observe que quanto maior 7y o comportamento de W (t) é mais parecido com o caso quantico
do sistema sem flutuacGes no acoplamento. Lembre que o ¢ é o valor médio dos intervalos
temporais nos que a fase do acoplamento é fixa, portanto, um 7y grande significa uma fase
com poucas flutuacBes no intervalo de interacdo entre o campo e o dtomo.

Um 79 pequeno representa um sistema muito instdvel, o que acontece é que a amplitude da
envoltdria diminui notavelmente até que os ressurgimentos definitivamente n3o aparecem, fig.
4.10, tornando-se experimentalmente invisiveis. Neste ponto é recuperado o comportamento
da inversdo para um campo classico aleatério.

A inversio de populacio segundo a aproximacio assintética® é:

W(t) = i wy (t) + K (t) (4.29)
v=1
em que
wy(t) = [a),(t) + b (t)] e t/?™, (4.30)

3E importante lembrar que para um « < 3 a aproximacdo falha.
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Figura 4.10: Inversdo de populagdo como func¢do do tempo 1" = ggt. Campo coerente com
um ndmero médio inicial de fétons: n = 10 e diferentes valores do pardmetro go7g. A curva
para goTo = 500 é W (t), a seguinte curva para goro = 50 é W (t) + 2, para go7o = 5 temos
W (t) + 4 e finalmente para gomo = 0,5 é W (t) + 6.

K(t) = [% {A(0) cos(Q0t) + B(0) sen(Qot)} + ag(t) + b{)(t)] e~ t/2m0, (4.31)

Como achado no capitulo anterior, a expressdo para w,, é

672(14:17822)(2&7%)27% gt 1+7%2 Tvgot
t) = — - - S 1 S S
wi(t) 5 22 H <”” N 8Togg¢ﬁ> co 5+< y 2\/5) e“ﬁ}co g

t t 1+n%?
+{<1+7rl/go >cosﬁ— <7TV— 90 R >senﬁ}sen4

2V/n 2/i  SrogdVi
(4.32)
onde
1 /4 n
=—— < VR 1> e (= arctan(nv). (4.33)
4o 90
A frequéncia escrita em termos dos pardmetros originais fica
o _27w((4g07-0)z —1)  4dwvn— 4got\/7:1 ; Wugth’ (4.34)
(4g070) 2(1 + 72v2)
e o tempo de ocorréncia de cada ressurgimento é dado segundo a expressdo
9 = 1 2.2
p, = 2vVa (1 o ) . (4.35)
90 2709
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A frequéncia aproximada de oscilagdo é dada por: ¢/(t,), de onde se obtém que

2 2 /=
w2\/n
290\/?_7\/_

9oTo

frequéncia ~ (4.36)
Quando gg7p > 1 isto equivale a ter uma lnica fase constante durante todo o processo de in-
teracdo na cavidade, e o comportamento da inversao de populacdo é igual ao caso ideal, como
anteriormente mencionado. Veja-se que efetivamente para gg7y grande, o tempo de ocorréncia
dos ressurgimentos e a frequéncia aproximada de oscilagdo coincidem com as expressdes andlo-
gas as achadas para o caso ideal, com \ = gg.

A separacdo entre ressurgimentos sucessivos é definida como a subtracdo entre o tempo de
ocorréncia para um dado ressurgimento e o tempo de ocorréncia do ressurgimento imediata-
mente anterior. Segundo tal definicdo §t, neste caso obedece

_2mvn ”_2@3 w1 +1]. (4.37)

oty
go 29070

De novo para ggmy — 00, dt,, coincide com a separacdo temporal entre dois sucessivos ressurgi-
mentos para o caso em que o sistema dtomo-campo € isolado e o coeficiente de acoplamento
ndo flutua. Para go7p =~ 1 (fig. 4.10), os efeitos estocdsticos j& modificaram notavelmente
o comportamento da inversio de populagido, pois neste regime os ressurgimentos tem uma
amplitude bem reduzida, e as separacdes entre ressurgimentos é muito maior, de modo que
se perde informagdo sobre os ressurgimentos de ordem maior. Por exemplo para |a] = 5 e
goTo = 1 se tem que dt; ~ 1400 o que € muito maior que dt; ~ 30 que é o valor da separacio
entre os dois primeiros ressurgimentos para 0 mesmo campo no caso go7g = 500.

O colapso inicial é dado pela fun¢do (4.31) onde os coeficientes para v = 0 sdo dados por

agp ~ %e_ﬁg [2 cos(2n&) — Esen(2nE)], (4.38)
e
by ~ #e_ﬁé sen[2n€] (4.39)
O 2g0v/n0 ' .

Tanto os efeitos das flutuacdes no coeficiente de acoplamento como a dissipacdo no JCM vao
mudar a forma, frequéncia e os tempos que caracterizam a inversdo de populacdo. Ambos
processos “matam” os ressurgimentos (que sdo a caracteristica quintica da inversdo). Os
saltos estocdsticos da fase do acoplamento por outro lado vao significar um decaimento muito
rapido na amplitude tal que com a diminui¢do do parametro 7 vai ficando mais dificil enxergar
os ressurgimentos de ordem maior, fazendo que no limite 79 — 0 s6 se apresentard o colapso
inicial, lembrando o comportamento da inversdo no caso em que a cavidade confina um campo
classico completamente aleatdrio.



CAPITULO

Conclusoes

Nas montagens em eletrodindmica quéntica de cavidades (EQC) com certeza ha flutagdes
dos campos utilizados e este é um fator que pode influenciar os resultados do modelo de
interesse como sistema fechado. Influéncias externas em sua grande maioria s3o levadas em
consideracdo através da inclusdo de um banho de osciladores. Neste contexto os efeitos de flu-
tuacdes por exemplo na constante de acoplamento dtomo-campo sdo bem menos explorados.
O objetivo do presente trabalho é contribuir no sentido de esclarecer e comparar os dois efeitos
(dissipativos e estocastico) com especial énfase nos efeitos das flutuagdes estocdsticas.

Assim, estudou-se a interacdo entre um atomo e um unico modo de um campo eletro-
magnético quantizado, considerando que devido a diferentes aspectos da prepara¢do do estado
atébmico ou do controle da fonte do campo podem-se apresentar flutuacdes estocdsticas na
interacdo. Por este motivo, considerou-se um coeficiente de acoplamento complexo, tal que,
a fase é dependente do tempo e sofre variagbes estocasticas em forma de saltos instantidneos
separados por intervalos de tempo de duracdo média 7, onde o valor da fase segue uma dis-
tribuicdo de probabilidade uniforme. Para tal sistema obteve-se expressGes analiticas exatas
para o operador densidade médio (sobre as flutuagdes do coeficiente) e para a inversdo de
populacdo, que ndo é mais que a relacdo entre as amplitudes de probabilidade do dtomo estar
no estado excitado e o dtomo estar no estado fundamental para um dado ¢t. Como condicées
iniciais se considerou que o dtomo entra na cavidade em estado excitado e o campo estd em
estado coerente.

Usando a técnica da ressoma de Poisson e o método de “steepest descent” construiu-se
uma aproximacado assintética, que nos permitiu obter resultados analiticos para a forma, fre-
quéncias e tempos caracteristicos do colapso inicial e de cada um dos ressurgimentos presentes
na inversdo de populacido para estados coerentes. Do ponto de vista formal, pode-se testar a
qualidade da aproximagdo assintética utilizada e determinar dentro do contexto experimental
de EQC o nimero minimo de fétons a ser usado e comparado com segurancga a nosso modelo.
Vemos que supreendentemente para |a| 2 3 o acordo ja é bom.

Apresentam-se também a inversdo de populacdo e a correspondente aproximac¢ado assintética

para o caso ideal, no qual o sistema dtomo-campo ¢ isolado e o coeficiente de acoplamento
n3do flutua, e para o caso dissipativo, no qual é levada em conta a troca de energia do sistema

41
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com o ambiente, aqui modelado como um conjunto infinito de osciladores a temperatura zero.

Em todos os casos se v& que quanto menor é o nimero médio inicial de fétons do campo
mais rapido se apresentard o primeiro dos ressurgimentos, e também mais rapido se terd a su-
perposicdo deles, tem um tempo posterior a tais superposicdes a partir do qual n3o serd possivel
distinguir um ressurgimento do seguinte. E importante notar que para qualquer nimero médio
de fétons o tempo entre dois resurgimentos é menor que o tempo de duracdo do anterior, sem-
pre haverd superposicdo de ressurgimentos para v suficentemente grande, ou seja, a inversdo
de populagdo terd ressurgimentos superpostos e indefinidos para ¢ suficientemente grande.

Uma outra questdo do sistema neste contexto é o limite classico do modelo. Observamos que
o efeito tanto das flutuagdes estocdsticas quanto da dissipagdo é antecipar os ressurgimentos
com a diminuicdo do valor médio dos intervalos entre dois saltos sucessivos 75 ou com o
aumento da taxa de dissipacdo do sistema de forma que a curva para a inversdo se assemelha a
obtida através de uma consideracdo semiclassica. Tais processos apagam os efeitos quanticos
fundamentais para o colapso do emaranhamento entre os dois subsistemas provocado pela
interacdo datomo-campo. Para 79 — 0 ocorre sé o primeiro dos ressurgimentos, do mesmo
modo que a inversdo de populacdo para um sistema que considera a interacdo com um campo
classico aleatdrio. A precisdo experimental limitard a deteccdo do comportamento quantico,
de modo que podemos definir limites em 7y e v a partir dos quais os efeitos quanticos ndo
poderdo ser detectados.



APENDICE A

Dinamica do modelo de
Jaynes-Cummings estocastico

Apresenta-se a conta da dindmica do sistema constituido por um mono-modo do campo quan-
tizado interagindo com um dtomo de dois niveis. O sistema encontra-se isolado e o coeficiente
de acoplamento é uma varidvel dependente do tempo de modo que a sua fase representa um
processo estocastico e varia em forma de saltos intantdneos. O Hamiltoniano que governa a
interacdo é

Hip = g*(t)Sya+ g(t)S_al, (A1)

onde Sy e S_ s3o os operadores de spin de Pauli, que aqui representam os operadores de
transicio atdmica. E a e a! s3o os operadores de destruicio e criacio de fétons do campo. O
acoplamento entre o &tomo e o campo depende do tempo da seguite maneira

g(t) = go ™, (A.2)

com a fase ¢(t) variando estocasticamente e a amplitude gy sendo uma quantidade constante,
real e positiva. Os saltos instantaneos de ¢(t) acontecem separados por intervalos de tempo
de duracdo média .

No problema tém-se duas variavéis estocasticas: os intervalos temporais entre um salto e o
seguinte e o valor da fase constante em cada um desses intervalos. Definindo 7 = ¢; — ;1
com tg = 0, e considerando que esta varidvel segue a distribuicao de probabilidade:

d0(r) = L /gy, (A.3)

70

como toda distribuicdo de probabilidade ela obedece que

o0 1 o0 00
d =— T/ = | =TT/ =1 A4
| dam == [T erimir— [—erm] " 21, (4.4)
onde
(1) :/ TdT:/ T e/ dr — {—(T—l—Tg)—eT/TO]OO = 70, (A.5)
0 o 70 0
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de onde dQ(7) é uma distribuicdo de probabilidade com intervalos de duragdo média 7y, como
acima mencionado.

A distribui¢do de probabilidade para a fase é suposta uniforme sobre [0,27). O valor que ¢(t)
assume sobre o intervalo [t;,t;+1) é denotado ¢;. E considerado apenas o caso em que os o(t)
sobre os intervalos adjacentes ndo sdo correlacionados. A distribuicdo de probabilidade para
¢(t) é dada por

d
dq(¢) = ﬁ, (A.6)
que obedece
2 1 2w

/0 dq(6) = 5 /0 do =1, (A7)

com valor médio

2w 1 2 1 ¢2 27

<<b>:/0 ¢da(¢) = 5 i dp = {7}0 = . (A.8)

A evolucdo temporal da matriz densidade no intervalo [/, ], supondo ¢ constante durante
todo esse intervalo, é dada através da transformac3o unitaria U (¢, t,t')

pt;0) = U(d;t, 1) p(t") U™ (58, 1) (A.9)

Se no intervalo (0,%) ocorrem k saltos em ¢, que valerd ¢ em [0,%1), ¢1 em [t1,t2), ¢2 em
[tg,tg), etc, até ¢ em [tk,t), com 0 < t] <ty <...<tr_y1 <t <t, no primeiro intervalo
temporal a dindmica esta dada por

p(t1: ¢o) = U(do: t1,0) p(0) U (¢o; t1,0), (A.10)

e assim para o segundo intervalo se tem

p(tasty, go, d1) = U(d1;ta, t1) p(ta; do) U (d15ta, t)

1 i (A.11)
= U(¢1;t2,t1) U(Po;t1,0) p(O) U™ (o5 t1,0) U™ (d15 L2, 1),

e para o terceiro

p(ts;ti, ta, do, 1, ¢3) = U(2; ts, L) pltasty, do, d1) U (23 t3, L2) (A.12)
= U(Pa; ts, t2)U (d1; ta, t1) U(dos t1,0) p(0) U (o3 t1, 0) U™ (13 L2, 1)U (P23 t3, t2),

aqui os t;'s e 0s ¢;'s que aparecem a direita dos “;" s3o as varidveis aleatdrias ja escolhidas.
Finalmente no tempo t

p(tsti, .. te, @0, k) = U3t t)U(Dr—13 i, tie—1) - . - U(P13ta, 1)U (dos 11, 0)

xp(0)U (g0 t1, 00U (P15 ta,t1) .o . U b1 thy tom 1)U (B3 L, ).
(A.13)
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A probabilidade de que no intervalo (0,t) ocorrerem k saltos em ¢ nos tempos t1,to, ..., 1t
com ¢ valendo ¢q, ¢1, ..., ¢, em cada intervalo respetivamente é

dP(tlatQ,"'>tk,¢0’¢l, >¢ka ):
Prob {¢(0) = ¢} x Prob{m =t; — 0} x
Prob {d)(tl) ¢1} x Prob {7’2 = t2 — tl} X (A14)
Prob {¢(t2) ¢2} x Prob {7’3 = t3 — tQ} X ...
-- xProb {¢(tk 1) = (ﬁk,l} X Prob {Tk =t — tkfl} X
(

Prob {¢ tk) ¢k} X Prob {Tk+1 >t — tk} .
Onde typ = 0 e de acordo com (A.3) Prob{r; =t; —t;_1} =dQ(t; —t;—1) parai=1,... ke
de (A.6) temos que Prob {¢(t;) = ¢;} = dq(¢) parai =0,...,k. Se impde que no intervalo

[tk,t] o (k + 1)-ésimo salto ndo ocorra, por tanto 7511 > t — t). Deve-se integrar porque ndo
é uma probabilidade puntual, é sobre um intervalo

o0 1 o0
Prob{rpy1 >t — 1y} = dQ(Ti+1) = —/ e TNy
t

o 70 it (A.15)
o
— |:_6ka+1/7'0:| _ ef(tftk)/q—o’
t—tg
assim,
dP(tl,... e, 00, - - ,¢k; ) —
dq(¢o) - Ll O/ dry - dq(¢r) - Lot /10y .
0 70
dQ(¢k—1) ie (tp—tp— 1)/7’0di dQ(¢k) —(t—t) /70 (A.16)
70
ot/ (H dn> <H dq(@-))
i=0
o espaco amostral inclui apenas a regidoonde 7, >0comi=1,.... ke +m+ - -+7 <L
Se pode passar das integrais nas variaveis 7y, 79, . . . , T, para integrais nas varidveis t1, to, ..., tj

através da matriz Jacobiana

o1 90m o ! ! X X :
9 o oty -1 1 0 0 0
o(ry,..., ) g% g_g gtT: o st 00 (A.17)
et |0 T '
g% g% g%: 0 o o0 -~ 1 0
| 0 0 0 -1 1]

o determinante de uma matriz triangular é o produto dos elementos da diagonal

o(r,...,m) |
det {m} =1, (A.18)
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logo,

k k
dP(tl,tQ,...,tk,¢0,¢1,...,¢k;t) = e_t/m»;—iéﬁ <Hdtl> (qu((bl)) (Alg)
i=1 =0

de maneira andloga o espaco amostral inclui apenas a regido onde 0 < t1 < to < ... <1y <.
Portanto, o valor médio da matriz densidade no instante ¢, supondo que a fase ¢ sofra uma
quantidade estocastica de saltos, serd

o(t) = dP ; o A A.20
p(t) kzo/r//\ (tla 7tk7¢07 7¢k7t)p(t7t17 7tk7¢07 7¢k) ( )

sendo'=0<t1 <to<...<tp<teA=0<¢; <2m, tem-se

oo k k
5(4) — p—t/m0 i . . .
pt) =e kZ:OTéC/F.../il;[ldtl//\.../gdq(@)p(t,tl,...,tk,¢0,...,¢k), (A.21)

onde o termo da somatdria com k£ = 0 serd

/ da(0)p(t; d0), (A.22)

k t th to
/.../Hdti:/ dtk/ dtk_l.../ dt;. (A.23)
r il 0 0 0

Para o caso das distribuicdes uniformes

[] Zﬁodq(@) _ /02“ ddo /02“ i ... /02“ i (A24)

reescrevendo (A.21) para uma distribuicdo de fases qualquer, fica

00 t tr to
p(t) :et/TOkZOT%/O dtk/o dtk_l.../o dt; x
[aaton) [ daton-ry... [datoopten.....tn.....o0).

e em geral

(A.25)

Usando a expressdo (A.13) e listando explicitamente os primeros termos

At/ ™ = / da(0)p(t; do) +j—0 /0 dt, / dg(én) / dg(P0)p(t; 11, G0, 1)

t to
+T—13 [ /0 dt, / dg(2) / d(én) / dg(90)p(t: 1, Lo, bos b1, B2) + ..

:[O(t) + [1(t) + [Q(t) —+ ...
(A.26)
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Observe que

/ dt/dq U(p; T, t) o (t)U 71(@5;7’,25)
L[ [ dato) [ daten) s )0 d0u (6171 (A.27)

:_/ dt/dq /dq ®0) p(75t, do, @) = I1(7),

- dt/dq U(gs T, ) (U (s 7,8) =

,m/ dt/ dtk/tkdtm /mdtl/dq /dq o). /dQ(¢0)X

¢77—t ttl) . tka¢05"'a¢k‘) (¢7T7t):

k+1/ dt/ dty, /tlc dtp—1 . /t2 dtl/dq /dq ) - /dq(qﬁo)x

p(T b1yeos g, t, ¢0, ">¢ka¢) = Ik—l—l(T)a

analogamente
(A.28)

com isto

— dt/dq U(g; T, t)p(t)e/ U (¢ 7, 1)
= — dt/dq U(p;T,1) ZIk gb,Tt
= ZIkJrl(T) (A.29)

—ka /dq o) p(75 ¢0)

= p(r)eim - / da (o) U (b0: 7. 0)p(O)U " (d0: 7, 0).

de onde se obtém a equacdo integral

p(r)er™ = / da (o) U(do; 7, 0)p(O)U~ (0; 7,0)
(A.30)

L [ aretrm / dg(d) U7, P (OU (d:7.1).
0

70

Observe que p(7), U(¢p; 7,t), U~ (¢; T, 1) sdo operadores representados por matrizes quadradas.
Reescrevendo a equacdo anterior indicando os indices dos elementos de cada uma das matrizes
se tem

p(T)ime™/™ Z/dQ(¢o)ZU(¢o;T, 0)ip(0)ald " (405 7, 0)im
Wl
’ (A.31)

1 i dt '/ / dg(0) > U(d; 7, )ik p(t)ald ™ (3 7, )i
k.l

70
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Os elementos de matriz naturalmente conmutam, usando este fato

A(T)ime™ ™ :Z [Z (/ dq(do) U(¢o; 7, 0)irld (03 7 0)lm> P(O)kl]

l k

1 T
w [T S| S ([ datoyutom gt 650 ) ploh
0 1Lk
(A.32)
Definindo o conjunto de matrizes {G"™(7,t)} cujos elementos de matriz sdo
G (1, )ik = /dq<¢o)u(¢mt)zkul(¢; 7, )im. (A.33)
pode-se escrever
P)ime™ ™ =" G™(7,0) p(0)s
T LR (A.34)
1 (7 i
+ - dt et/™ Z Z G (7, )1 ﬁ(t)kz] ,
0 1 Lk
em termos das matrizes
P(M)ime™™ =[G (7,0)0(0)],,
! (A.35)

+ 1 /T dte'’™ N " [G (7, t)p(t)],

-
0.Jo I

Como TrA =), aj;; obtemos finalmente

ﬁ(T)zm _ e—T/TOTI. [Gim(T, 0),0(0)] + Tio /OT dt e_(T—t)/To Tr [Gim(T, t)ﬁ(t)] ) (A.36)

A evolugdo temporal do sistema esta dada pela transformacgdo unitdria U(¢;7,0), associada
ao Hamiltoniano de interacdo tal que

. o —iHpt _ cos(Ont) —ie" sen(0,,t)
U(g;,0) =e [—ie’¢ sen(0,t) cos(Opt) ’ (A-37)
onde 0, = gov/n + 1 e a trasformacdo inversa é
1. [ cos(0,t)  desen(f,t)
U (¢i7,0) = L’ew sen(0,t) cos(fpt) (A.38)
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Usando a distribuigdo uniforme dq(¢) = d¢/2m obtem-se

11 :i o N 2 B
G (1, t)11 d(bcos[ n(T —1)] = cos” [0 (T — 1)],

27r
G (r = — / do (—i)e™ " sen [0, (T — t)] cos [0, (T — t)] = 0,
G (1, )9 = Dy d(bze cos [0, (T — t)] sen [0, (T — t)] =0,
T
1 _
G (1,t)9n = o /) do (—i)e™ sen [0, (T — t)] ie’® sen [0, (7 — t)] = sen? [, (T — 1)] ,
T
(A.39)
com isto facilmente calculamos
2
1 ~|cos® [0 (T —t)] 0
Go(nt) = [ 0 sen? [0, (1 — )] |’ (A.40)
19 - 0 0
G(r,t) = [0052 [0, (T —1)] 0} ’ (A41)
2 _
G2 (r,t) = [0 cos” fn (7 t)q , (A.42)
0 0
e SO
29 _|sen® [0, (T —t 0
G*(7,t) = { 0 cos? [0, (7 — t)ﬂ . (A.43)
Escrevendo a matriz G (7,t)p(t) e tirando o traco tem-se
p(T)11€7/™ = cos®(0,,7)p11(0) + sen’ (0,7) p22(0)
1 [T A.44
+ T_o dt "™ {cos” [0 (T — 1)] p11(t) + sen” [0, (T — 1)] p22(t)} (A
0
pode-se reescrever a anterior equacdo como
p11(7)e”™ = p11(0) + [p22(0) — p11(0)] sen?(6,,7)
1 [T (A.45)
+ T_o/ e {p11(t) + [po2(t) — p1a(t)] sen® [0, (7 — t)] } dit.
0
para o outro elemento da diagonal, encontra-se
p22(7)e™™ = p22(0) + [p11(0) — p22(0)] sen®(6,,7)
(A.46)

1 (7 _ _ _
+ . e'/™ {poa(t) + [p11(t) — paz(t)] sen? [0, (7 — t)] } dt.
0
Ao ser o interesse deste trabalho estudar e caracterizar a inversdo de populacdo sé foram
calculadas os elementos p11(7) e pa2(7), que a definem. Para conhecer a dindmica do sistema
basta com calcular os elementos p11(7) e p12(7) pois para um dtomo de dois niveis: p11(7) +

p22(7) =1 e p1a(7) = p3; (7).






APENDICE B

Transformada de Laplace

A Transforrrlada de Laplace de uma fun¢do f(t) definida para todos os ndmeros reais t > 0,
é a fungdo f(s) definida como

f(s) = £{f(1)) = /0 " pt) e, (B.1)

sempre e quando a integral este definida. Esta transformada integral tem algumas propriedades
que fazem que seja muito Gtil no analise de sistemas lineares.

Propriedades
= Linearidade
LA{af(t)+bg(t)} = al{f(t)} +bL{g(t)}. (B.2)
= Seno N
L {sen (wt)} = poanh (B.3)
s Coseno .
L{cos (wt)} = T (B.4)

Transformacdo da derivada

Fs) = £ {50} = 5"f(s) = 35D 0). (B.5)
=1
= Convolucio
(f*g)(t) = /0 £(t—6) g(6) do. (B.6)
(F*9)(s) = f(s)d(s) (B.7)
Exemplos

o1



Transformada de Laplace

m Se f(s)=1
R e —st] X 1
= 7Std = | — = — B
O A e (B3
= Se f(s) =eM
. B 00 Nost B e—(s—A)t 0 B 1
f(s)—/o eMe dt = [— P 0 = (B.9)

Transformada de Laplace na Inversao de Populacao

A expressdao para a inversdo de populacdo média, no JCM com flutuacdes estocdsticas no
coeficiente de acoplamento, esta dada por

Wi () e™/™ = W, (0)[1 — 2sen?(0,7)]

1 (7 _ B.10
+= [ et/ {1 — 2sen?[0 (7 — t)]Wn(t)} dt, (B-10)
70 Jo
identifique
fO) =W,)et/™ e g(t) =1—2sen?(Out) = cos(20,1), (B.11)
reescrevendo (B.10)
1 T
() = Wa0)g(r) + = [ 50t~ 1) ar (B.12)
Usando a definicdo de convolucdo
1
f(r) = Wa(0)g(7) + U 9)(7), (B.13)
e aplicando a transformada nos dois lados da equac3o anterior obtemos
. . 1.
Fls) = Wa(0(9) + - F(s)3 ). (B.14)
donde .
Py (s)
fs) = Wa(0) — L2 (B.15)
[1 - T—OQ(S)}
Conhecemos a transformada da fun¢3o cosseno, portanto sabemos que
. S
assim s
2 $24(26,)2 S
= W,(0 =W,0) ———. B.17
70 \ 82+(20,)2 70
Lembrando que 0,, = gov/n + 1, define-se
1
A= (4 2[7—714—1}, B.18
(190" | ooz = (14 1) (B.18)
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o discriminante associado ao polindmio de grau 2 no denominador de (B.17). Temos aqui dois
casos possiveis: Se 41pgp > 1 teremos A < 0 para todo n € {0,1,2,...} e se 47990 < 1
teremos

A>0 0<n< ! 1
para <n< ——m— —
(47090)?
1
A <O —— 1 .
< para n > @r0g0)? , (B.19)
1
A=0 para n=————1,
(41090)?

naturalmente, se i —1¢{0,1,2,...} o caso A =0 ndo ocorre.

1
47990)?

Analisando o primero caso, quando 471ygg > 1

1 1
§2— —s4+402 = — —s+4gi(n+1)
70 70

5 (B.20)
( ! ) + 4¢3 [n—i— 1 ! ]
fr— S _— - s
279 0 (47090)?

portanto
. s
f(s) = Wn(o) 1 2 ) )
(S o %) + 49 [n +1- (47090)2}
(s 1 > (B.21)
210 1 1 Q,
Wa(0) R e h |
<s—ﬁ) +Q2 0 "<s—ﬁ> + Q2
onde
1
Q= 2g04/n+1— ———. B.22
90\/ Trog)? (B.22)

Aplicando a transformada de Laplace inversa em f(s) se obtem

14

e2m sen(Qnt)} , (B.23)

f(t) = W,(0) {eQiotcos(Qnt) + 57002

t

como W, (t) = f(t)e T segue

t

W, (t) = W,(0)e 270 [cos(Qnt) +

ToS én

sen(Qnt)] . (B.24)






APENDICE C

Aproximacao gaussiana

O objetivo desta se¢do é estimar assimptoticamente, ou seja, para |a| positivo e grande, a
funcao
" |?

B elo?, (C.1)

" n!

Primeiro se calcula o logaritmo de a,,

1
Ina, =In—+1In la*” + In e~ lof?
n!
= —Inn! +2nln|al —|al? (C.2)

1 1
= — <§ln27r—|—nlnn+ §lnn —n+5(n)> + 2nnlal — |af?,
onde foi usada uma aprximag3o para fatoriais grandes, chamada férmula de Stirling [28]
1 1
lnn!:§1n27r+nlnn+§1nn—n+5(n) (C.3)
com [€(n)| < 1/12n.

Seja x = \/n, quer-se expandir em série de Taylor a fungdo Ina, () em torno a z ~ |

dlnay,(x)

Inan(r) = Wan(Jof) + =255 (2~ o)
e C.4
L idQ Ina,(x) ( | |)2 N id?’ Ina,(x) ( | |)3 N (C.4)
2! dx? z=|a| * “ 3! dz3 z=|a| * “
0s termos na soma sao
1 1
Ina,(laf) = D) In27 — ]a\Q In \a]Q —3 In ]a\Q + \a!Q + 2]04\2 In|a| — \a!Q + E(\a!Q)
1 C.5)
=3 In 27 — In|al + £(Jaf?),
dlnay,(x) 2
—_— p— —_7 C-6
dx z=|a| ‘Oé’ ( )

55



56 Aproximacao gaussiana

d?In a,(z) 1
=—44+ — C.7
dx? z=|c| + ‘04’2 ( )
obtendo
1 P 1 ) )
lnan:—§1n27r—ln|a|—m(x |oz|)—|—2 +W (x—|a))* +E(af?) +--- (C.8)

Consideramos que n ~ |a|? por tanto
1
Ina, = 3 In27 —Inla| — 2(vn — |a|)? + £(n) + R(n), (C.9)

também sabemos que £(n) ¢ O(|a|~?2) e definimos R(n) como os termos de O(|a|~!). Dessa
forma

1
Ina, =— 5 In 27 — Infa| — 2(v/n — |a))? + O(ja] ™)
—In(20) 2 ~ Infa] — 2/ — la])? + O(a] )

2m)~1/2 B C.10
—in B2 2~ fal)? + O] ) 10
1 _
=In———— —2(vn—|a])* + O(le| ™).
V27| )
A aproximagdo gaussiana serd
0, = —— 2=l O(lal ) (C.11)

V27| af?

como O(|a|™1) é uma quantidade pequena cumpre que ¢©U1™) ~ 1+ O(|a|™1), de onde se
obtem finalmente que

1

V27| af?

e 2Vn=laD* 11 L O(|af ™)) (C.12)

Ay —



APENDICE

Aproximacao assintotica

Como resultado da subtracdo dos termos do operador densidade que representam a probabil-
idade do atomo estar no estado excitado e do dtomo estar no estado base, para um sistema
isolado composto por mono-modo do campo e um dtomo de dois nives, obteve-se a inversio
de populagdo:

o0

I n|2 t
W(t) = Zoexp —|a|2%wn(0) e 2 [cos(Qnt) + TN sen(Qnt)]
" - (D.1)
_ P Z |an|2W (0) [cos(Q2,t) + ! sen(Qpt)
oward nl " " 2702, o

com condicdo inicial de que dtomo entra na cavidade que confina o campo em estado excitado.
Considera-se que o coeficiente de acoplamento sofre variages estocdsticas em forma de saltos
instantaneos, de modo que a sua fase fica constante entre um salto e o préximo, sendo estes
descorrelacionados.

), esta dado por:

1
Q, =2 1——-. D.2
n 90\/” + (47090)2 (D.2)

Definindo-se os seguintes coeficientes:

2 n|2
e e _ oo™ 1
A, =c¢ o e B,=c¢ PRt (D.3)
pode-se reescrever a inversio de populagdo como:
. o0
W(t) = [Ay cos(Qut) + By sen(Qpt)] e~/27. (D.4)
n=0

Os somatdrios > > A, e > ° B, independem de ¢, portanto, convergem uniforme e absolu-

o7
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tamente em ¢ € R. Segundo a soma de Poisson [23], W (t) é

o 0 (D.5)
+ /0 B(n) 627riyn Sen(Qnt) + §B(O) sen(QOt)] 6—15/27'07

o que é igual a:

W(t) = [ Z Z by ( A(0) cos(Qot) + B(O) sen(Qot) | e, (D.6)
onde: .
a,(t) = /0 A(n) eX" cos(Qpt) dn, (D.7)
e
b,(t) = /0 B(n) ™™ sen(Qpt). (D.8)

Os coeficientes A(n) e B(n) extendem A, e B, respetivamente para n € R. Segundo a
aproximacdo gaussiana (apéndice C):

A(n) ~ ——e=2(/n=la]? (D.9)

\/2m|af?

Bn)~ L 2valal? (D.10)

27_OQn \/ 271"(1‘2

onde |a|?> ~ 71, e i é o nlimero médio de fétons. Para uma completa caracterizagio de W (¢)
precisa-se estimar o valor das integrais (D.7) e (D.8). Comega-se com a integral para a,(t)
que é dada por:

a,(t) = /000 A(n) eX cos(Qt) dn. (D.11)

O coeficiente a,(t) cumpre que:

o0

> ay(t) = ao(t +Za,, +a_,(t)), (D.12)

pode-se escrever entao:
a,(t)+a_,(t) = / A(n) e¥™ cos(Qt) dn + / A(n) e 2™ cos(Q,t) dn

(D.13)
/ A(n) (2™ 4 72T cos(Q,t) dn = 2/ A(n) cos(2mvn) cos(Qyt) dn,

de onde: .
ay(t) +a_p,(t) =R [2 / A(n) !rvn=at) dn] . (D.14)
0
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Por outro lado, olhando para (D.11) pode-se ver que:

o) ) iQnt —1Qnt
[ A (Y
o . < (D.15)
:/ —A(n) ez’(27r1/n+Qnt) dn _|_/ —A(n) ez’(27r1/nfﬂnt) dn,
0o 2 0o 2
donde:
au(t) +a_y(t) /ool {e (2mvn+Qnt) +e i(2mvn—CQnt) + ¢ i(2m(—v)n—nt) +ét (27 (—v)n—Qnp t)}dn
0o 2
/001 {6 (2mvn+Qnt) —i(27ryn+Qnt) + ei(Zwun—Qnt) + e—’i(Qﬂ'Vn—Qnt)} dn
0 2
> l —i(2mvn+Qnt) 1(2mrvn—Qnt)
/0 5 {2 { } + 2R [e } } dn
:/0 A( ){% [ 127 (—v)n—Qnt )} + R [ei(Qwun—Qnt)] } dn = a'_y(t) + aly(t).
(D.16)
com oo
a, (t) :/ An)R [ei(%””_ﬂ"t)} dn. (D.17)
0
pode-se ver que:
Y at) =ao(t) + Y lan(t) +asu(t)] = ag(t) + Y ay(t). (D.18)
V=—00 v=1 V=—00
v#0

Com isto e reemplazando o valor de A(n) dado por (D.9) com |a|? = @, finalmente temos a
expressao da integral a ser estimada:

al(t) e 2Vn—v)?’p [ei(%”"*ﬂn’f)] dn. (D.19)

- V2t Jo

Escrevendo explicitamente €2, que é igual a 290\/71 +1- I obtem-se:

1
(41090

, 1

o0 1
a,(t) = r / ex — V)2 + 2imvn — 2igoty [ (n+1) — ——— % dn
O ="Z=" p{ 2(vn — vn) 90 \/( ) (47090)2}
(D.20)
Fazendo a seguinte mudanca de variaveis:
A2 — 62
n=nx?—v e v = (D.21)

tem-se a parte real do exponente de (D.20):

Vi Vi = Vi o= Vi i (|- 2 -1). 2
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E para a parte imaginaria:

L omu(ma?—v)—ty [4g3 (me? 1) - 20 193
CYSE mv(nx®—v)— g5 (na? — v + )—(7( )

2rvn—2goty [ (n+1) —
\/( ) (47090 47090)?

Definindo:
A= 2gp e o= —, (D.24)

tem-se que (D.23) é igual a:

t t
2mvn acZ—g— 7\/)\2(’17%62—2}—{—1)—62 = 27vn acZ—g— —V \2pa?
n  2wvn n  2wvn
Azt t
:2771/1‘1{:62—2— x}:%m{x?—g— gox}‘

n o 2mvvn n wvvn

(D.25)
Reescrevendo a,,(t) levando em conta que dn = 2nxdx e definindo:
t

%0 (D.26)

T = ,
2/

obtem-se que:

oS _ — 2 .
a;j(t) _ 1 R [/ 67211(\/1271)/1171) —2imvv—2inva(x?—27x) O d.%'] (DQ?)

V2T

para n grande a contribuicdo principal esta na vizinhanca de x = 1, posso integrar entre

[1 — €1+ €], com € pequeno tal que 1 — e > /v/n, € = y/Inn/2n. Na parte real do
exponente da integral anterior:

2
—2n<1/x2—g—1> :—2n<x2—g—2,/x2—g+l>
n n n

v/f

2u v v
:—271(%—1)2—1-;(36—1)—#471[—x—%—k xQ—%]

Considerando 72 grande, e x préximo de um:

(o7 _ I+e _ L
a/y(t) ~ bl R [6_%”””/ :U6_2”(96_1)2"'21””"(”32_2”) dx} . (D.29)
™ 1—e
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Definindo a funcio:
h(z) = —2(z — 1)* + 2imv(2* — 272), (D.30)

21 , e
a,(t) =/ —R [6_2””1’/ z e @) dx] . (D.31)
™ 1—e¢

Reescrevendo em termos da varidvel complexa z e extender os limites de integracdo (pode ser
assumido porque a exponencial decae muito rapidamente longe de 1), tem-se:

al (t) ~ “2_71 R [6_2”””/ z e @) dx} . (D.32)
m — 0o

Aproximando segundo o método de “steepest descent” [24], fica:

a,,(t) é dada por:

a,(t) ~ 2; R [62”"” #2(7;0)270 e"h(zo)] =2 [62”"” h’&i@)ze M=) | (D.33)
onde 2 é o ponto de sela, dado por: h/(zp) = 0. Se
h'(z0) = —4(z0 — 1) + 2imv (220 — 27), (D.34)
entdo o zy é: _
2% = 11__% (D.35)

Reescrevendo a fung¢do h(zp) obtem-se:

h(z0) = —2(20 — 1)? + 2imv(23 — 272)
= —2(z0 — 7) + (7 — D)]* + 2inv[(20 — 7)* — 77 (D.36)
= —2(z0 — 7)2(1 —imv) — 4(zg — 7) (17 — 1) — 2(7 — 1)? — 2imv7?,

onde:

1—imvr — (1 —i 1
o iTuT 7'( iTv) _ (t ' ) (D.37)
1—iamv 1 —inmv
entdo:
— 1) —1)?
h(zp) = —2(T , ) 4(7— , 2(1 — 1)% — 2izvr?
1—inmv 1—iamv
2(r —1)?
= 1(7—7) —2(r — 1)? = 2imvr?
R 2 2 . 2 . (D38)
2(7 —1)* = 2(1 — 1)% = 2imvr?](1 + inv)
N 1+ 7202
~ =2r%2(r — 1)? + 2imv(1 — 21 — m2vPr?)
B 1+ 7202 ’

e a segunda derivada de h(z), independe de z e esta dada por: h”(z) = —4(1 —inv). Se

h'(2) = |h" (20)]e™ (D.39)
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entdo n = arctan(nv) e:

1 2 .
() et

1
2(1 + 7T2,/2)1/4

(D.40)

_ eé[w—arctan(ﬂu)]

Reescrevendo a expressdo para al,(t) levando em conta os valores achados para zg, h(zg) e
h"(z), tem-se:

i - — 7\'2»2 T— 2 i (1— T—7r2u27'2
ea[w—arctan(nu)] 1 — invT eﬁ{ 2 (r—1) 1—:2;2”(21 2 )}
2(1 +7T2V2)1/4

A . . | —2n202(r—1)2t2inrv(1—27—721272
~ Re {eizva[” arctan(mv)] (1 — mw) (1 + mu) BN{ e )}}

(1 +m2v2)V/4 \ 1 —imv 1+inv

1 —mv

i

. e2
~ Re{e 2Tvv

[r—arctan(mv)]

m(l —inmvT)(1 +inv)e [ 12,2
—2an?y?(r-1)?
(& 1+7‘r2y2 e

. i 2,22y
~ WRG {6127wv62[7rarctan(7rl/ﬂ (1 _ 2'71-,/7-)(1 + iwu)e 15202 }

—2nm212 (7—1)2

A 727'r2u2(7'71)2+2i7ru(1727'77r27/27'2):| }

14722 i _ior 2i7ruﬁ(1727'77'r27/272)
~ ?1 — 2)5/4 Re {ea[ﬂ'—arctan(nu)] [1 + 202 + i?TV(l . T)]e 2nvv+ TiAZ02 }
w2y
(D.41)
Se definimos ( 2222
v 1—27 —mwov*r
=21y |—— D.42
% TRy [ - + 722 , ( )
(D.41) escreve-se:
—27_L7r21/22(7'2—1)2
a, ~ ﬁfie {e%[”*amtan(wﬂ (1 + 72027 +imv(1 — 7)](cos ¢ + i sen ap)} (D.43)
Ty

onde:

Re {(i cos[arctan(wv)] — sen[arctan(7v)])[1 + 72027 + imv(1 — 7)](cos ¢ + i sen ©)}
= — {(1 + 7*v*7) sen[arctan(rv)] + mv(1 — 7) cos[arctan(rv)] } cos ¢

—{(1 + 7*v*7) cos[arctan(nv)] — (1 — 7) sen[arctan(7v)] } sen ¢,

finalmente:

— ﬁTrQVQ(Tf )2
, e : 147202 : 2 9
al, ~ —m [{(1 + 7*v*7) sen[arctan(7v)] + 7v(1 — 7) cos[arctan(wv)] } cos ¢
T2y
+ {(1 + 7**7) cos[arctan(nv)] — (1 — 7) sen[arctan(mv)] } sen |
(D.44)
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al,(t) sera relevante para 7 &~ 1, ou seja, para:

got
~ 1. D.45
2/ ( )

Como t > 0, para v < 0, O coeficiente a),(t) serd muito pequeno e por tanto, vamos desprezar
esses termos.

Para o termo com v = 0:

/OOO exp {—2(\/— —Vn)? - Qigot\/(n +1) — ;)2} dn

) 1
aO(t) = \/ﬁ

Segundo a mudanga de varidveis (D.21):

R

e (D.46)

! = ! - —2n(v/z* —v/n — —itAzvn ¢ 2nx dx
ao(t)—\/%%[/\/v/_nexp{ o7i(y/2% — v/f — 1) — ith f}z d] (D.47)

depois de considerar que x é muito proximo de 1 e que i é muito grande:

1 1—e B 5 . _

ag(t) = R [/ 2z ¢ 2M@—1)? —itAavn dx} . D.48
0( ) \/ﬁ e ( )

Definindo A\
=, D.49
=5 (D.49)

extendendo os limites da integral e escrevendo em termos da varidvel complexa z, ay(t) é:
2n R

ap(t) ~ —=R [/ ze" M2) dz} (D.50)

v s

com h(z) = —2(z — 1)? — 2i¢z, onde: h'(z) = —4(z — 1) — 2i€ e h"(z) = —4. Para achar o
ponto de sela faz-se:

() = —4(z0—1) —2i€ =0  deonde  z— %(2 —ie), (D.51)

§2
h(z0) = —%5 — 2i. (D.52)

Segundo a aproximac3o assintética:

/ 2n 2T ah(z0)
1) ~ == - 0
o(t) \/E%[ R (z0)

-1 7 h(z0)

=2
F Y W

= 2R

= %e*ﬁéﬂ% [(2 - i§)e*2m§] ,



64

Aproximacgao assintética

obtem-se finalmente:

1 ;¢
ap(t) ~= ¢ "2 [2c0s(2n&) — £ sen(2n)] (D.54)
Agora sdo conhecidos os valores estimados para as integrais que definem o primeiro coeficiente,
para estimar a integral para b,(t) o procedimiento é completamente andlogo. O coeficiente
b, (t) esta definido como:

t) = /OOO B(n) ¥ sen(Q,t) dn. (D.55)
E ficil ver que: . .
D bu(t) =bo(t) + D> [bu(t) + bou ()], (D.56)
v=—00 v=1
onde
by ( / B(n) (™™ + 72" sen(Q,t) dn
(D.57)

eiQnt o efz'Qnt
/ B 27rwn —27ril/n) < dn
21 '

Lembrando que z — z* = 2i3[z] a anterior expressdo escreve-se:

by(t) +b_p(t) = /OO lB( ) {22\3 [ei(%mﬁﬂ"t)} + 21 {ei(_%”m'g”t)] } dn

/ B —i(27run+Qnt)] + 3 |:6—i(27r(—y)n+ﬂnt)] } dn (D58)
V(1) + b, (t )
onde: .
b(t) =-S5 {/ B(n)e!rvn=at) dn} ) (D.59)
0

E (D.56) reescreve-se como:

i bu(t) = bo(t) + i[by(t) + b, (t)] = bo(t) Z bl (t (D.60)
V=—00 v=1 V=—00
v#0

Reemplazando o valor de B(n) dado por (D.10) com |a|? = 7, tem-se que:

1 o1 .y
v,(t) = R / — 2V V) i2mvn—Qnt) g, (D.61)
v V27 [ o 2708k,

mudando as varidveis segundo (D.21), para z = 1 é i grande:

b;/(t) _ ;1_ (%) ) |:e2i7wv > ii 6721’1(\/127v/n71)2+2i7r1/ﬁ(12727—m) d.%':| (D62)
V2mn \ 470 o 90
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definindo h(x) segundo (D.30):

-1 n ) 1+e
b (t) ~ ﬂZ R B_QMVU/ ") | (D.63)
AV 27N 47—09(] 1—e

De novo escrevendo em termos da varidvel complexa z, extendendo os limites de integracdo e
fazendo a aproximacdo assintética,

—1 1 . -2
b/ 1) ~ o —2iTrv nh(zo0)
0~ 7 () ¥ | et

1 4 -1
- - 67227wv el h(zo)
Ingivr [ W o)

o valor estimado da integral para o segundo coeficiente serd:

(D.64)

1 e 147202
b, ~ — < ) {coslarctan(7v)] cos ¢ — sen[arctan(7v)] sen ¢} .

drog3vn) 2(1 + w2v2)1/4
(D.65)
para b se tem:
1 o9 _ 4
b6 = \/ﬁ% |;/0 m672(\/ﬁ—\/ﬁ)26—29nt dn] (D66)

levando em conta a mudanga de varidveis (D.21), e considerando 7 grande e x perto de um,
b'(0) se escreve:

—1 >~ 1
by = —S / — exp {—Qﬁ(\/xz —v/n—1)2+ 2i£’ﬁ£ﬂ} dx (D.67)
o 471095

fazendo a aproximagdo assintética, com z, dado por (D.51):

-1 1 -2
bl ~ % enh(zo)
O Vo <47093> [ nh"(20)
£
2

1 ~ A
T g (520 (D.68)
gy {
_ —1 e—ﬁé x {e—Zznﬁ]
4mog5V/n
obtem-se que o coeficiente bf, esta dado por:
, -1 ¢
b 2 sen[2n¢] (D.69)

~ 7@71&
0 2 /=
4Togox/a

onde a varidvel ¢ foi definida em (D.49).

Reescrevendo as anteriores expressoes temos que a inversio de populagdo é:

(e 9]

W(t)=> lw(t) + K(t)] (D.70)

v=1
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onde
wy(t) = [a.,(t) + b (t)] e t/?™, (D.71)

K(t) = [% {A(0) cos(Qot) + B(0) sen(Qot) } + ag(t) + b{)(t)} e~t/2m0, (D.72)

Comot >0, parav < 0, a,, e b}, serdo muito pequenos e por tanto, vamos desprezar os termos
para v € [—1,—00). w,(t) é explicitamente:

2
N (t—t,)2—k

e 204720 gt 1+ 7%02 T got
wy(t) = — T — — cosB+ 1+ sen cos
®) (1 + w2p2)5/4 H( 2V 8m0gaVn & 2V/i1 b 4
TV got got 1+ 7T2V2> } ]
+ 1+ cosf— | mv — — sen sen
{< m) ’ ( 2 Smgv) LI
(D.73)
onde
1 /4 n
Kk =—— < /R - 1> e [ = arctan(nv). (D.74)
47 90
A frequéncia e o tempo escritos em termos dos pardmetros originais ficam:
oo _27w((4go7-0)2 —1)  dwvn — 4gotv/n — ﬂuggtz (D.75)

(4g070)? 2(1 + m2v?)

= 2.2
tu:Q?TV\/E <1_1+7T2V ) (D?G)
90 2709;
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Vea: “La mayor parte de los hombres no quieren nadar antes de
saber.” j No es esto espiritual? jNo quieren nadar naturalmente! Han nacido
para la tierra, no para el agua. Y, naturalmente, no quieren pensar; como
que han sido creados para la vida, jno para pensar! Claro, y el que piensa,
el que hace del pensar lo principal, ese podra acaso llegar muy lejos en esto;
pero ese precisamente ha confundido la tierra con el agua, y un dia u otro
se ahogara...

Fragmento, El lobo estepario, Herman Hesse.
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