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Resumo

Estuda-se a dinâmica e caracteriza-se a inversão de população para o modelo de Jaynes-
Cummings. Inicialmente foi analisado um caso que tem sido bem menos explorado, consideran-
do flutuações estocásticas na fase do coeficiente de acoplamento, flutuações que foram mode-
ladas segundo o processo de telegrafia aleatória. Obtém-se expressões anaĺıticas exatas para o
operador densidade médio do sistema e para a inversão de população média sobre a distribuição
de probabilidade das flutuações. Apresentam-se as expressões anaĺıticas achadas para efeitos
quânticos não perturbativos como os ressurgimentos na inversão para um estado coerente ini-
cial do campo, estas expressões foram calculadas usando a fórmula da ressoma de Poisson e o
método de “steepest descent”. Expressões a partir das quais se calculou o tempo de ocorrência,
a frequência de oscilação, a largura dos diferentes ressurgimentos e o intervalo temporal entre
dois ressurgimentos sucessivos. A mesma análise foi feita para o sistema átomo-campo isolado
e com coeficiente de acoplamento constante e para o sistema que troca energia com o ambi-
ente (modelado como un sistema infinito de osciladores a temperatura zero), comparando-se
no final do trabalho os efeitos dos diferentes processos. Em particular se observou como os
efeitos quânticos desaparecem com o diminuição da duração dos intervalos temporais entre
saltos no coeficiente de acoplamento ou com o aumento na taxa de dissipação do sistema,
onde a inversão de população vai ter um comportamento completamente clássico. É mostrado
como o limite clássico do modelo surge de maneira differente para cada processo.
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Abstract

We study and characterize the dynamics of population inversion in the Jaynes-Cummings
model. Initially we analyze the less studied case of stochastic phase fluctuations in the atom-
field coupling coefficient where the fluctuations are modelled by a random phase telegraph
process. We have obtained an equation for the density operator and for the population in-
version averaged over the distribution of fluctuations. We present analytical expressions for
non-pertuvative quantum effects such as revivals in the inversion for an initial coherent state
of the field that was calculated using the Poisson summation and the steepest descent method.
The expression found for each revival allow us to estimate their time of occurrence, the oscil-
lation frequency, the width and the time intervals between two consecutive revivals. The same
analysis is performed for an ideal atom-field interacting system and for the dissipative one. In
the end, we compare the effects on the population inversion due to different processes. We
pay particular attention to how quantum effects disappear with the decrease of time intervals
between jumps in the atom-field coupling parameter or the increase of the dissipation rate for
the field, and the result seems to be completely classical. We show that the details of obtaining
the “classical limit” can be very different for each different process.
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Caṕıtulo 1

Introdução

Poderia-se afirmar que o longo caminho para o entendimento quântico da interação entre
a luz e a matéria nasce com a explicação do fenômeno de radiação de corpo negro em 1900
por M. Planck [1, 2]. Este momento marca o ponto de partida para a concepção da teoria da
mecânica quântica. Só 30 anos depois estrutura-se a teoria da óptica quântica.

Desde o século V a.C. a matéria era considerada como constitúıda de pequenas part́ıculas
chamadas átomos. Os filósofos gregos concebiam o átomo como uma part́ıcula fundamental e
indiviśıvel. Foi somente no século XIX que o átomo passou a ser considerado como constitúıdo
por elétrons e núcleo. O elétron foi postulado pelo f́ısico irlandês G. Johnstone em 1874, mas
foi J. J. Thompson quem descobriu seu caráter de part́ıcula fundamental 20 anos depois. O
ponto de partida para a concepção do fóton foi a necessidade de M. Planck de introduzir um
mecanismo de troca discreta de energia entre a radiação e a matéria; idéia que cinco anos
depois seria explorada por A. Einstein para a explicação teórica do efeito fotoelétrico [3], onde
introduz o conceito de quantum de luz, que hoje denominamos fóton.

Em meados do século XX, os conceitos de átomo, elétron e fóton e as idéias que constituem
a mecânica quântica estavam bem estabelecidas e haviam sido usadas na elaboração de uma
teoria coerente e consistente. No entanto, considerava-se imposśıvel a manipulação individual
de átomos, elétrons e fótons, devido à falta de tecnologia da época. Hoje em dia, em muitos
laboratórios ao redor do mundo, f́ısicos de diferentes áreas realizam experimentos com poucos
átomos, elétrons e fótons. Manipulando estes sistemas em ambientes altamente controlados
tem sido posśıvel descobrir e estudar as caracteŕısticas que faziam da mecânica quântica uma
teoria estranha. Assim, as leis que algum dia pareciam descrever eventos contra-intuitivos hoje
podem ser “vistas” em ação. Agora pode-se não apenas confinar átomos e fótons em pequenas
regiões do espaço, mas também prepará-los em estados quânticos bem definidos e seguir sua
evolução em tempo real.

A f́ısica por trás da descrição de experimentos de fótons confinados em cavidades com alto
fator de qualidade interagindo com átomos, bem como a de experimentos de ı́ons ou átomos
frios em redes ópticas, possui o mesmo formalismo que descreve a interação de sistemas de spin
meio com osciladores harmônicos quânticos. O modelo que descreve esta dinâmica é conhecido
atualmente como modelo de Jaynes-Cummings (JCM). Sua representação mais simples trata

1



2 Introdução

a interação entre um átomo de dois ńıveis que atravessa uma cavidade que confina um único
modo do campo eletromagnético quantizado. Em 1963 E. T. Jaynes e F. W. Cummings estu-
daram a relação entre as teorias quântica e semiclássica da radiação na descrição do fenômeno
de emissão espontânea de átomos. Estes estudos revelaram a existência de oscilações de Rabi
nas probabilidades de excitação atômica para campos com número de fótons bem definido [4].

A popularidade do JCM se deve ao fato de ser um modelo fisicamente realista, matemati-
camente tratável e que possui soluções anaĺıticas para diferentes estudos de interações átomo-
campo. Para átomos de dois ńıveis, por exemplo, a equação de onda de Schrödinger pode ser
resolvida analiticamente [5], mesmo que contenha termos de interação dependentes do tempo
no Hamiltoniano, com a ajuda da aproximação de onda girante (RWA). Esta aproximação foi
validada para muitos casos de interesse prático por Bloch e Siegert em 1940 [6].

As predições do JCM têm sido experimentalmente comprovadas nas regiões de microondas
e viśıvel do espectro. Isto se torna posśıvel devido ao recente desenvolvimento da tecnologia
necessária. Com o objetivo de explorar e entender diferentes efeitos não-clássicos (tais como as
oscilações de Rabi, o colapso e ressurgimentos presentes na inversão de população, estat́ısti-
cas sub-Poissonianas e “squeezing” do campo de radiação), o JCM tem sido generalizado de
diferentes maneiras. Já foram inclúıdos efeitos de decaimento do campo na cavidade [7, 8], a
interação do campo com vários átomos [9, 10, 11], efeitos de dependência temporal do coefi-
ciente de acoplamento entre o modo do campo e o átomo [12], dentre outros.

Neste presente trabalho estuda-se outra generalização do modelo. Calcula-se analiticamente
a dinâmica e caracteriza-se a inversão de população para um sistema em que o coeficiente de
acoplamento entre átomos de dois ńıveis e o modo eletromagnético confinado na cavidade
sofre variações estocásticas. Estas flutuações se dão na forma de saltos instantâneos entre
diferentes valores constantes da fase do coeficiente, de modo que um valor dado à fase não
está correlacionado com seus valores adjacentes.

Estas flutuações podem ser adquiridas pela cavidade diretamente da fonte de campo coeren-
te monocromático que está acoplada a ela ou podem ser geradas por qualquer variação no
mecanismo de produção dos átomos de Rydberg. As fontes mais prováveis destas flutuações
são o campo elétrico gerado pela deposição de rub́ıdio nos orif́ıcios de acoplamento da cavidade
ou o campo elétrico entre os diferentes planos cristalinos das paredes de nióbio das cavidades.
Como o fluxo de átomos é bem controlado, o processo dominante é a interação de um único
átomo de cada vez com o campo, de modo que o dito processo de interação, mais especifica-
mente a constante de acoplamento, é quem herda essas flutuações. Diferentes experimentos
confirmam que o coeficiente de acoplamento átomo-campo flutua cerca de 20 % e que essas
flutuações são aleatórias [13].

A dissertação está organizada da seguinte maneira: Primeiro, no caṕıtulo dois, apresenta-se
uma breve introdução teórica ao modelo de Jaynes-Cummings e calcula-se a inversão de popu-
lação. No caṕıtulo três é estudada a dinâmica do sistema ao incluir flutuações estocásticas no
coeficiente de acoplamento, é também nesse caṕıtulo que se encontra o tratamento assintótico
da inversão de população, que usa a ressoma de Poisson para reescrever as integrais e a técnica
de “steepest descent” para sua estimativa. Obtém-se uma expressão que permite a caracte-
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rização e o estudo de cada um dos ressurgimentos independentemente. No caṕıtulo quatro
compara-se os resultados da caracterização da inversão de população no caso estocástico com
o caso ideal, ou seja, com o sistema isolado e sem nenhum tipo de flutuações no coeficiente
de acoplamento, e com o caso em que o sistema interage com o ambiente, dissipando energia.
O último caṕıtulo contém as conclusões sobre os principais resultados e perspectivas. São in-
clúıdos quatro apêndices que contém material útil, descrevendo em detalhe os procedimentos
matemáticos que aparecem na dissertação completa.





Caṕıtulo 2

O modelo de Jaynes-Cummings

O estudo das caracteŕısticas quânticas da luz requer a quantização do campo
eletromagnético. O modelo mais simples que descreve a interação de um átomo de
dois ńıveis com um campo eletromagnético completamente quantizado é chamado
o modelo de Jaynes-Cummings (JCM). Esse modelo foi primeiro usado (em 1963)
para estudar os aspectos clássicos da emissão espontânea e revelou a existência de
oscilações de Rabi nas probabilidades de excitação atômica para campos com um
número de fótons bem definido [4]. Para campos com distribuições estat́ısticas de
número de fótons, dadas condições iniciais apropriadas, as oscilações de Rabi co-
lapsam e ressurgem repetidamente, caracteŕısticas puramente quânticas reveladas
na inversão de população. Apresenta-se neste caṕıtulo a dedução do hamiltoniano
no JCM, considerando as aproximações de dipolo e a de onda girante. Encontra-se
no final o cálculo da inversão de população.

2.1. O hamiltoniano

A interação de um átomo com apenas um elétron com o campo eletromagnético ~E é descrita
segundo o hamiltoniano

H = Ha +Hc +HI , (2.1)

onde Ha e Hc representam as energias do átomo e do campo sem interação, e são dados
respectivamente por

Ha =
∑

i

Ei σii e Hc =
∑

k

~ωk

(

a†kak +
1

2

)

. (2.2)

O hamiltoniano atômico é escrito em termos das energias dos ńıveis Ei e dos operadores de
transição atômica σij = |i〉 〈j|, onde {|i〉} representa um conjunto completo de autoestados
de energia do átomo, e o hamiltoniano do campo está em termos dos operadores de criação
(a†) e destruição (a). A interação é descrita segundo a aproximação de dipolo como

HI = −e~r · ~E. (2.3)

5



6 O modelo de Jaynes-Cummings

2.1.1. O átomo

O hamiltoniano para um átomo em termos dos operadores de transição atômica se escreve
Ha =

∑

iEi σii. Se os valores de energia atômicos são Eg para o estado fundamental (g pela
palavra ground em inglês) e Ee no estado excitado (excited), e os operadores de transição
atômica são

σee = |e〉 〈e| e σgg = |g〉 〈g| , (2.4)

o hamiltoniano para um átomo de dois ńıveis é

Ha = Ee |e〉 〈e| +Eg |g〉 〈g| . (2.5)

Definindo o ponto zero da energia atômica no meio dos dois ńıveis (fig. 2.1), e Ee = −Eg =
~ωa/2, o hamiltoniano atômico resulta em

Ha =
~ωa

2
σz, (2.6)

onde o operador σz é dado por

σz = |e〉 〈e| − |g〉 〈g| . (2.7)

Um átomo certamente não tem só dois ńıveis de ener-

Figura 2.1: Esquema das energias
do átomo, sistema de dois ńıveis.

gia, mas como estudam-se sistemas onde a frequência do
modo do campo na cavidade ωc é tal que ~ωc é aprox-
imadamente igual à diferença de energia entre dois dos
ńıveis de energia atômicos ~ωa (ńıveis que por sua vez
estão suficientemente afastados dos outros) então apenas
os dois estados relacionados por tal energia terão partici-
pação efetiva na dinâmica do sistema.

Na realização de experimentos em eletrodinâmica quântica de cavidades utilizam-se átomos,
em geral de elementos alcalinos (só um elétron no seu ńıvel energético mais externo), que
possuem número quântico principal, n, muito grande (n ∼ 50). Devido ao grande tamanho
destes átomos o elétron mais externo passará a maior parte do tempo muito afastado do núcleo
e dos outros elétrons. Suas grandes dimensões implicam em um grande momento de dipolo, o
que permite um acoplamento forte com o campo.

Quando preparados em “estados circulares” onde o momento angular orbital, l, e sua projeção
no eixo z, m, têm valores máximos m = l = n − 1, os tempos de vida aumentam, de mo-
do que estes átomos ficam com tempos de vida consideravelmente maiores que para estados
pouco excitados, os quais são da ordem de 10−2ms. Entretanto, os tempos para n = 50, por
exemplo, são da ordem de 20− 30ms. Caracteŕıstica que faz de átomos em estados circulares
ferramentas ideais para a interação com campos de microondas, pois se os tempos de vida
não fossem longos, o átomo teria uma probabilidade não despreźıvel de mudar de estado no
“trajeto” entre a cavidade e o sistema de detecção. Isso prejudicaria a medida, já que o con-
hecimento do estado do átomo fornece informação sobre o campo.
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2.1.2. O campo

O hamiltoniano para o campo sem interação em (2.2) representa um campo quantizado. Como
ponto de partida em direção à descrição da quantização do campo, escreve-se as equações de
Maxwell. Equações essas que regem o comportamento dos campos clássicos e são dadas,
segundo o SI, pelas seguites relações

~∇× ~E(~r, t) = −∂
~B(~r, t)

∂t
,

~∇× ~B(~r, t) =
1

c2
∂ ~E(~r, t)

∂t
, (2.8)

~∇ · ~E(~r, t) = 0,

~∇ · ~B(~r, t) = 0,

onde ~E(~r, t) é o campo elétrico e ~B(~r, t) o campo magnético, no ponto (~r, t). Estas equações
descrevem o comportamento do campo livre, ou seja, no vácuo, na ausência de cargas, cor-
rentes, ou algum material dielétrico. Quando não se tem presença de fontes as equações de
Maxwell são invariantes de calibre. Um calibre muito comumente usado na óptica quântica
é o calibre de Coulomb, que permite que os campos elétrico e magnético sejam escritos em
termos do potencial vetor ~A(~r, t) segundo

~E(~r, t) = −∂
~A(~r, t)

∂t
, (2.9)

~B(~r, t) = ∇× ~A(~r, t). (2.10)

A condição do calibre de Coulomb é que a divergência do potencial vetor é nula, ou seja,
∇ · ~A(~r, t) = 0. Calculando as equações de Maxwell para os campos anteriores obtém-se que
o vetor ~A(~r, t) satisfaz a equação de onda

∇2 ~A(~r, t) =
1

c2
∂2 ~A(~r, t)

∂t2
. (2.11)

Com a idéia de manipular variáveis discretas em vez de cont́ınuas, o que certamente simplifica as
contas, considera-se o campo dentro de uma cavidade cúbica de lado L, impondo-se condições
de fronteira periódicas. A expansão do potencial vetor nos modos normais da cavidade fornece

~A(~r, t) =
∑

k

ωk√
ε0L3

[

(ωkqk + ipk)e
i(~k·~r−ωkt)ǫ̂+ (ωkqk − ipk)e

−i(~k·~r−ωkt)ǫ̂∗
]

, (2.12)

onde ωk é a frequência do modo e k o número de onda, tal que: k = ωk/c, onde c é a veloci-
dade da luz; ε0 é a permissividade elétrica; ǫ̂, vetor unitário de polarização; qk é a amplitude do
modo normal (com dimensões de comprimento) que age como uma posição canônica, sendo
que pk = q̇k é o momento canônico.

A energia do campo clássico é dada por

Hc =
1

2

∫

V =L3

{

ǫ0 ~E
2(~r, t) +

1

µ0

~B2(~r, t)

}

d~r. (2.13)
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Escrevendo os campos elétrico (2.9) e magnético (2.10) em termos do ~A(~r, t) dado por (2.12),
obtém-se que a energia do campo é

Hc =
1

2

∑

k

{

p2
k + ω2

kq
2
k

}

. (2.14)

Este hamiltoniano expressa o campo de radiação como uma somatória das energias de os-
ciladores harmônicos independentes, um para cada modo k. Para descrever o campo quantica-
mente usamos as variáveis qk e pk já identificadas acima como variáveis canônicas, definindo-as
como os operadores equivalentes: q̂k e p̂k, operadores que satisfazem às seguintes relações de
comutação

[q̂k, p̂k′ ] = i~ δkk′ , [q̂k, q̂k′ ] = 0 e [p̂k, p̂k′ ] = 0. (2.15)

Trocando as variáveis dinâmicas pelos operados hermitianos, a energia do campo será dada
por

Ĥc =
1

2

∑

k

{

p̂2
k + ω2

k q̂
2
k

}

. (2.16)

Definindo os operadores ak e a†k como

ak =

√

1

2~ωk
(ωk q̂k + ip̂k) (2.17)

e

a†k =

√

1

2~ωk
(ωk q̂k − ip̂k), (2.18)

escrevemos o hamiltoniano do campo como

Ĥc =
1

2

∑

k

~ωk

(

aka
†
k + a†kak

)

. (2.19)

Os operadores de criação (a†k) e de destruição (ak) são operadores não hermitianos e adimen-
sionais; que satisfazem as relações de comutação para bósons

[ak, a
†
k′ ] = δkk′, [ak, ak′ ] = 0 e [a†k, a

†
k′ ] = 0. (2.20)

Levando em conta a relação comutação entre ak e a†k, o hamiltoniano torna-se

Ĥc =
∑

k

~ωk

(

a†kak +
1

2

)

. (2.21)

Este hamiltoniano representa a somatória do número de fótons em cada modo do campo
multiplicado pela energia de um fóton nesse modo, mais ~ωk/2, que representa a energia das
flutuações do vácuo em cada modo. Para um só modo de frequência ωc e redefinindo o ponto
zero da energia

Ĥc = ~ωc a
†a. (2.22)

A quantização de campo permite a interpretação do fóton como uma excitação elementar de
um modo normal do campo. Outra consequência interessante da quantização do campo são
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as flutuações associadas com o ponto zero de energia, chamadas flutuações do vácuo. Estas
flutuações não têm análogo clássico e são as responsáveis por muitos fenômenos interessantes
na óptica quântica.

Existem diferentes estados quânticos do campo eletromagnético que permitem uma apropriada
descrição dos campos ópticos. Introduzem-se duas bases:

Estados de número ou estados de Fock

São representados como |n〉 e definidos a partir de uma operação sucessiva do operador
criação sobre o estado de ḿınima energia do campo

|n〉 =
1√
n!

(a†)n |0〉 . (2.23)

O conjunto de estados de Fock {|n〉} constitui uma base ortonormal, ou seja, 〈n|m〉 =
δnm e completa

∑∞
n=0 |n〉 〈n| = 1 para o espaço de Hilbert H . Estes estados são auto-

valores do operador número de fótons N = a†a, que representa o número de fótons do
campo e por isso representam um campo com um número bem definido de fótons.

Os operadores a e a† sobem ou descem entre os ńıveis de energia do oscilador harmônico.
Em termos de fótons eles representam a destruição e a criação de um fóton. A aplicação
de a e a† nos estados de número fornece

a |n〉 =
√
n |n− 1〉 ,

a† |n〉 =
√
n+ 1 |n+ 1〉 ,

(2.24)

onde para o estado de Fock do vácuo: a |0〉 = 0. Os estados de Fock são uma repre-
sentação muito útil para fótons de altas energias, por exemplo, raios γ, onde o número
de fótons é muito baixo. Para campos ópticos onde o número de fótons é grande e
geralmente indefinido, será mais acertado falar de superposições ou misturas de estados
número. Estes estados têm sido usados como base em muitas situações estudadas pela
óptica quântica, incluindo algumas teorias do laser.

Estados coerentes

Na representação dos estados de Fock, um estado coerente está definido como

|α〉 = e−
1
2
|α|2

∞
∑

n

αn

√
n!

|n〉 . (2.25)

Estes estados não são autoestados do hamiltoniano do campo e também não são ortogo-
nais. O conjunto de estados coerentes forma uma base supercompleta. São autoestados
do operador destruição a |α〉 = α |α〉 e, sendo que o operador a não é hermitiano, seus
autovalores α são números complexos (adimensionais). Para α = 0 o estado coerente
é igual ao estado de Fock do vácuo, e para qualquer número complexo α 6= 0 o estado
|α〉 tem uma projeção não nula no estado de número |n〉, dada por

〈n|α〉 = e−
1
2
|α|2 α

n

√
n!
. (2.26)
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O quadrado do módulo de 〈n|α〉 dá a probabilidade de encontrar n fótons no estado
coerente |α〉, o que resulta em uma distribuição de Poisson no número de fótons com
parâmetro n̄ = |α|2. A média da distribuição é igual a |α|2 de onde se conclui que não
importa o quão pequeno seja α, existe sempre uma probabilidade diferente de zero de
que qualquer número de fótons esteja presente no campo (exceto, naturalmente para
α = 0).

Média 〈N〉 = 〈α|N |α〉 = |α|2

Variância 〈∆N〉 = 〈N2〉 − 〈N〉2 = |α|2

Os estados coerentes contêm um número indeterminado de fótons e uma fase mais ou
menos bem definida o que não ocorre com os estados de número, que tem uma fase
completamente aleatória. Isso faz deles uma ferramenta ótima para a descrição dos feixes
de luz que normalmente são utilizados na óptica. Além de ter um alto grau de coerência
óptica, os estados coerentes têm a menor incerteza em fase e amplitude permitida pelo
prinćıpio de incerteza, o que os converte nos estados quânticos mais clássicos posśıvel, no
sentido que são os estados quânticos que melhor descrevem um campo eletromagnético
monocromático clássico. Embora definidos por Schrödinger muito antes, é a partir dos
trabalhos de Glauber de 1963 que estes estados foram reconhecidos como fundamentais
no tratamento quântico dos campos ópticos [14].

2.1.3. A interação

A interação do campo de radiação ~E e um átomo de um elétron é descrita segundo o hamil-
toniano na aproximação de dipolo, onde a interação com o campo externo está descrita pelo
termo de acoplamento entre o momento de dipolo atômico e o campo externo calculado na
posição do átomo

HI = −e~r · ~E (2.27)

onde ~r é o vetor posição do elétron. Na aproximação de dipolo, considera-se que as dimensões
do átomo são bem menores que o comprimento de onda do campo eletromagnético incidente,
então despreza-se a variação espacial do campo sobre o átomo todo. O dipolo se expressa em
termos dos operadores de transição atômica de acordo com

e~r =
∑

i,j

e |i〉 〈i|~r|j〉 〈j| =
∑

i,j

~℘ij σij , (2.28)

onde o elemento da matriz de transição do dipolo elétrico ~℘ij = e 〈i|~r|j〉 foi definido. Um
campo mono-modo é descrito por

~E = E (a+ a†) ǫ̂, (2.29)

onde ǫ̂ é o vetor unitário de polarização e o coeficiente E depende da frequência do campo,
da permissividade elétrica do vácuo e do volume de quantização [15]. Para um átomo de dois
ńıveis com σ+ = |e〉 〈g| e σ− = |g〉 〈e|, tem-se que

HI = ~λ(σ+ + σ−)(a† + a), (2.30)
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onde, λ = ~℘eg · E ǫ̂ (no caso de ~℘eg real) é a metade da frequência de Rabi do vácuo. Na
representação de interação, considerando H0 = Ha +Hc

HInt = eiH0t/~HI e
−iH0t/~, (2.31)

de onde os operadores no hamiltoniano obedecem

eiωca†a ta e−iωca†a t = a e−iωct,

eiωca†a ta†e−iωca†a t = a† eiωct,

eiωaσz tσ+e
iωaσz t = σ+ e

iωat,

eiωaσz tσ−e
iωaσz t = σ− e

−iωat.

(2.32)

A aproximação RWA consiste em levar em conta só os termos da forma σ−a† e σ+a, processos
de maior probabilidade. Justifica-se a validade desta aproximação no fato de que o interesse
está em estudar o regime no qual a soma entre a frequência do campo eletromagnético e a fre-
quência da transição atômica é muito maior que a diferença entre elas, i.e. ωa+ωc ≫ |ωa−ωc|,
de modo que pode-se fazer uma separação de escalas temporais.

Os termos σ−a e σ+a
† são proporcionais a e±i(ωa+ωc)t e variam muito rapidamente, de forma

que a sua média sobre uma escala de tempo maior que 1/ωc é zero. Existem casos nos quais
estes termos contra-girantes simplesmente não aparecem, de modo que se tem uma solução
exata.

A dinâmica de um átomo interagindo com um mono-modo confinado em uma cavidade
será governada pelo hamiltoniano de Jaynes-Cummings, que na aproximação de onda girante
(RWA) escreve-se

HJC = ~λ(σ+a e
i∆t + σ−a

†e−i∆t), (2.33)

definindo ∆ = ωa − ωc. Apesar do modelo envolver conceitos bastante simples, este apresen-
ta uma dinâmica bastante rica; é por exemplo a ilustração mais simples para o processo de
emissão espontânea e explica os efeitos de vários tipos de estat́ısticas quânticas do campo em
sistemas mais complexos como o micromaser e o laser.

O JCM tem solução exata para constantes de acoplamento arbitrárias: dependentes e indepen-
dentes do tempo, de variação cont́ınua ou em forma de saltos. Outro aspecto muito importante
é que é um modelo realizável experimentalmente. Com a tecnologia das cavidades de alto Q,
testar as predições do JCM têm sido posśıvel no regimes óptico e de micro-ondas, fato que
estimula o interesse para o estudo e a generalização do modelo de diferentes maneiras, por
exemplo, incluindo efeitos do decaimento do modo do campo na cavidade [7, 8], aumentando
o número de átomos [9, 10, 11], ou o número de ńıveis do átomo [16, 17], entre outros.
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2.2. Inversão de população

A inversão de população é a probabilidade de o átomo estar no estado excitado menos a
probabilidade dele estar no estado fundamental, definida como

W (t) = 〈ψ(t)|σz |ψ(t)〉
= 〈ψ(t)|e〉 〈e|ψ(t)〉 − 〈ψ(t)|g〉 〈g|ψ(t)〉
= | 〈e|ψ(t)〉 |2 − | 〈g|ψ(t)〉 |2.

(2.34)

O hamiltoniano de interação

HInt = ~λ(σ+a e
i∆t + σ−a

† e−i∆t) (2.35)

permite apenas transições entre os estados |e, n〉 e |g, n + 1〉, de modo que as contas estarão
restringidas a este subespaço. O estado do sistema é representado por

|ψ(t)〉 =
∑

n

{an(t) |e, n〉 + bn+1(t) |g, n + 1〉} . (2.36)

As equações de movimento para as diferentes amplitudes de probabilidade an(t) e bn+1(t)
serão obtidas através da solução da equação de Schrödinger

i~
∂ |ψ(t)〉
∂t

= HInt |ψ(t)〉 (2.37)

Substituindo HInt e |ψ(t)〉 de (2.35) e (2.36) e logo projetando em 〈e, n| e 〈g, n + 1|, obtém-se

ȧn(t) = −iλ
√
n+ 1 ei∆tbn+1(t),

ḃn+1(t) = −iλ
√
n+ 1 e−i∆tan(t).

(2.38)

A solução para este sistema de equações1 é

an(t) =

{

an(0)

[

cos

(

Ωnt

2

)

− i∆

Ωn
sen

(

Ωnt

2

)]

− ibn+1(0)
2λ

√
n+ 1

Ωn
sen

(

Ωnt

2

)}

e
i∆
2

t,

bn+1(t) =

{

bn+1(0)

[

cos

(

Ωnt

2

)

+
i∆

Ωn
sen

(

Ωnt

2

)]

− ian(0)
2λ

√
n+ 1

Ωn
sen

(

Ωnt

2

)}

e−
i∆
2

t,

onde an(0) e bn+1(0) são as condições iniciais e Ωn foi definido segundo

Ω2
n = ∆2 + 4λ2(n+ 1). (2.39)

Em termos dos coeficientes an(t) e bn+1(t), a inversão de população será escrita como

W (t) =
∞
∑

n

[

|an(t)|2 − |bn+1(t)|2
]

. (2.40)

1Esta seção foi escrita com base no caṕıtulo 5 (“Atom-field interaction quantum theory”) do livro: “Quantum
Optics” escrito por: Marlan O. Scully e M. Suhail Zubairy [15].
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Se o átomo está inicialmente em estado excitado an(0) = cn(0), onde cn(0) é a amplitude
inicial de probabilidade para o campo, e bn+1(0) = 0, então as probabilidades de achar o átomo
em estado excitado ou no estado fundamental no tempo t são respectivamente

|an(t)|2 = |cn(0)|2
[

cos2

(

Ωnt

2

)

+
∆2

Ω2
n

sen2

(

Ωnt

2

)]

, (2.41)

e

|bn+1(t)|2 = |cn(0)|2 4λ2(n+ 1)

Ω2
n

sen2

(

Ωnt

2

)

. (2.42)

Para um campo preparado incialmente em estado coerente, com |α|2 ∼ n̄, a amplitude inicial
de probabilidade é

|cn(0)|2 =
n̄n

n!
e−n̄, (2.43)

e substituindo (2.41) e (2.42) em (2.40) se obtem a expresão para a inversão de população

W (t) =

∞
∑

n

n̄n

n!
e−n̄

[

∆2

Ω2
n

+
4λ2(n + 1)

Ω2
n

cos(Ωnt)

]

. (2.44)

A figura 2.2 mostra a evolução no tempo da inversão de população, quando a condição inicial
do sistema é que o átomo entra em estado excitado na cavidade que confina um campo em
estado coerente tal que a interação é ressonante. Note-se que W (t) apresenta oscilações (os-
cilações de Rabi) entre os estados excitado e fundamental atômico, fenômeno que se observa
também quando se tem um campo não quantizado. A diferença é que no caso quantizado a
envoltória das oscilações senoidais de Rabi “colapsa” (cai a zero) rapidamente e à medida que
o tempo aumenta, ela ressurge.

Figura 2.2: Inversão de população como função de λt. Sistema isolado, comparação do colapso
e os ressurgimentos para diferentes valores de alpha: |α| = 3, |α| = 5 e |α| = 10, com ∆ = 0.

Cada termo da soma (2.44) representa as oscilações de Rabi para um determinado n. Em t =
0, o átomo está preparado em um estado definido e portanto todos os termos da soma estão
correlacionados. À medida que o tempo passa, as várias frequências de Rabi interferem entre
si, e a inversão de população rapidamente colapsa, mas quando o tempo cresce ainda mais,
a correlação entre as oscilações de Rabi é restaurada e ocorre um ressurgimento, tendo assim
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uma sequência infinita de ressurgimentos, de modo que a amplitude das oscilações de Rabi
vai diminuindo. Esse comportamento de colapsos e ressurgimentos se repete com o passar do
tempo.

As durações temporais dos ressurgimentos aumentam de cada vez e assim eles começam a se
superpor, chegando em um tempo no qual não é mais posśıvel definir cada um separadamente.
A condição inicial do campo determina o peso relativo para cada valor de n. Para diferentes
números médios iniciais de fótons, o espaçamento entre os ressurgimentos e as amplitudes
serão modificadas. Se o número médio de fótons é menor, os ressurgimentos superpor-se-ão
mais rapidamente e a amplitude da envoltória será maior do que se inicialmente o campo fosse
mais intenso.

Sempre tem-se os sucessivos colapsos e ressurgimentos, mas quando o número médio de fótons
inicial do estado coerente for muito grande, o primeiro ressurgimento acontecerá tão longe da
origem que teremos efetivamente só o colapso inicial, e o comportamento da inversão de po-
pulação será igual ao caso de ter um campo clássico aleatório.

Se o campo está inicialmente no estado de vácuo a inversão de população tem a forma:

W (t) =
1

∆2 + 4λ2

[

∆2 + 4λ2 cos
(

√

∆2 + 4λ2 t
)]

. (2.45)

Aqui o átomo no estado excitado pode fazer uma transição ao ńıvel fundamental na ausência
de campo, coisa que não acontece quando é considerado um campo clássico, onde um átomo
em estado excitado precisa da interação com o campo para ter uma transição a seu estado
fundamental. A equação anterior é o exemplo mais simples de emissão espontânea no qual o
fóton espontaneamente emitido contribui ao mono-modo do campo na cavidade.



Caṕıtulo 3

Flutuações estocásticas no modelo

de Jaynes-Cummings

Apresentamos a generalização do JCM ao incluir efeitos de flutuações estocásticas
na fase do coeficiente de acoplamento entre o átomo e o campo. É obtida a
expressão para o operador densidade médio do sistema sobre a distribuição das
flutuações [18]. Calculamos a inversão de população, logo transformamos esta
soma sobre n em uma soma infinita de integrais que posteriormente são estimadas
usando o método de “steepest descent”. Para um número grande de fótons cada
uma dessas integrais representa um ressurgimento, permitindo o estudo de cada
um independentemente. A primeira das integrais representa o colapso inicial.

3.1. Caracteŕısticas do sistema

Estuda-se a interação de um átomo de dois ńıveis com uma diferença de energia entre eles
igual a ~ωa e um mono-modo do campo com frequência ωc (de modo ressonante, ou seja,
ωa = ωc sendo iguais a ω0). O Hamiltoniano do sistema se escreve

H =
~ω0

2
σz + ~ω0a

†a+
~

2
g∗(t)σ+a+

~

2
g(t)σ−a

†, (3.1)

onde σz, σ+ e σ− são os operadores de spin de Pauli, que aqui representam a transição atômica.
a e a† são os operadores de destruição e criação de fótons do campo. A dinâmica da interação
é governada por

HInt =
~

2
[g∗(t)σ+a+ g(t)σ−a

†], (3.2)

o acoplamento entre o átomo e o campo dependerá do tempo da seguinte maneira

g(t) = g0 e
iφ(t), (3.3)

com a fase φ(t) representando um processo estocástico, e a amplitude g0 sendo uma quanti-
dade real, positiva e não estocástica. As mudanças de φ(t) acontecem em saltos instantâneos
separados por intervalos de tempo de duração média τ0, como ilustrado na fig. 3.1. O elemento
de aletoriedade é introduzido na dependencia temporal do Hamiltoniano do sistema segundo

15
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Figura 3.1: Esquema da distribuição de probabilidade da fase do acoplamento átomo-campo.

as mudanças de φ(t).

Modelos que representam rúıdo com processos de saltos discretos foram considerados pela
primeira vez para sistemas de interação radiação-matéria em torno do ano 1967. Os precur-
sores, Burshtein e Oseledchik [19], assumiram que as amplitudes, frequências e fases do campo
de radiação são processos markovianos estacionários de variação aleatória no tempo, em forma
de saltos. Estes processos foram chamados de telegrafia aleatória, ou em inglês: random phase
telegraph.

O processo de telegrafia aleatória constitui um modelo simples para a descrição das pro-
priedades estat́ısticas do campo, que permite obter expressões para as quantidades médias que
têm solução algébrica exata. Com processos deste tipo pode-se descrever o rúıdo introduzido
pelas flutuações do campo eletromagnético pelas diferentes colisões que se apresentam ou
pelas forças externas que agem sobre o sistema. As colisões e as forças externas podem ser
devidas também ao fato de que os átomos apresentam muitas interações que provêm de um
ambiente altamente flutuante. A incorporação de fenômenos estocásticos é um passo comum
visando construir um modelo teórico mais realista.

Tem-se duas variavéis estocásticas: os intervalos temporais entre um salto e o seguinte e o valor
da fase constante em cada um desses intervalos. A variável τ = ti − ti−1 segue a distribuição
de probabilidade

dQ(τ) =
1

τ0
e−τ/τ0dτ, (3.4)

com t0 = 0. A distribuição anterior tem intervalos de duração média τ0, como anteriormente
mencionado.

A distribuição de probabilidade para a fase é suposta uniforme sobre [0, 2π), ou seja, todas as
fases são igualmente prováveis. O valor que φ(t) assume sobre o intervalo [ti, ti+1) é deno-
tado φi. Considera-se apenas o caso em que as fases sobre os intervalos adjacentes são não
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correlacionadas. A distribuição de probabilidade para a fase é dada por

dq(φ) =
dφ

2π
, (3.5)

com valor médio 〈φ〉 = π. Embora o interesse deste trabalho seja o caso da distribuição
uniforme para a fase, manter-se-á a notação genérica até onde for posśıvel para que outros
casos sejam mais facilmente tratados, se necessário.

3.2. Dinâmica do JCM com acoplamento estocástico

A evolução temporal da matriz densidade1 no intervalo [t′, t], supondo φ constante durante
todo esse intervalo, é dada através da transformação unitária U(φ, t, t′)

ρ(t;φ) = U(φ; t, t′) ρ(t′)U−1(φ; t, t′). (3.6)

No intervalo [0, t] ocorrem k saltos em φ. Sendo que em [0, t1) a fase vale φ0; em [t1, t2), φ1;
em [t2, t3), φ2 até que em [tk, t) vale φk, com 0 < t1 < t2 < . . . < tk−1 < tk < t. O operador
densidade no tempo t se escreve

ρ(t; t1, . . . , tk, φ0, . . . , φk) = U(φk; t, tk)U(φk−1; tk, tk−1) . . .U(φ1; t2, t1)U(φ0; t1, 0)

×ρ(0)U−1(φ0; t1, 0)U−1(φ1; t2, t1) . . .U−1(φk−1; tk, tk−1)U−1(φk; t, tk).
(3.7)

Os ti’s e os φi’s que aparecem à direita dos “;” são as variáveis aleatórias já escolhidas.
Para expressões como esta, de natureza multiplicativa, é relativamente fácil tirar a média. A
probabilidade de que no intervalo (0, t) ocorram k saltos em φ nos tempos t1, t2, . . . , tk com
φ valendo φ0, φ1, . . . , φk em cada intervalo respectivamente é

dP (t1, t2, . . . , tk,φ0, φ1, . . . , φk; t) =

Prob {φ(0) = φ0} × Prob {τ1 = t1 − 0}×
Prob {φ(t1) = φ1} × Prob {τ2 = t2 − t1}×
Prob {φ(t2) = φ2} × Prob {τ3 = t3 − t2} × . . .

· · · ×Prob {φ(tk−1) = φk−1} × Prob {τk = tk − tk−1}×
Prob {φ(tk) = φk} × Prob {τk+1 > t− tk} .

(3.8)

De acordo com (3.4) a Prob {τi = ti − ti−1} = dQ(ti − ti−1) para i = 1, . . . , k e de (3.5)
temos que Prob {φ(ti) = φi} = dq(φ) para i = 0, . . . , k. Impõe-se que no intervalo [tk, t] o
(k+1)-ésimo salto não ocorra, portanto τk+1 > t− tk. Por não ser uma probabilidade puntual
(é sobre um intervalo), deve-se integrar, obtendo-se que

Prob {τk+1 > t− tk} =

∫ ∞

t−tk

dQ(τk+1) = e−(t−tk)/τ0 , (3.9)

1A cada estado quântico corresponde um único operador de estado, também chamado operador densidade
ou matriz densidade, que deve ser: hermitiano (ρ = ρ†); não negativo (〈u|ρ|u〉 ≥ 0, ∀ vetor unitário |u〉); e
normalizado (Trρ = 1). O formalismo do operador densidade foi introduzido na teoria por J. von Neumann em
1927, e é descrito detalhadamente por diferentes autores, ver e.g. L. E. Ballentine [20], J.J. Sakurai [21] ou
L.D. Landau e E. M. Lifshitz [22].
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assim

dP (t1, . . . , tk,φ0, . . . , φk; t) =

dq(φ0) ·
1

τ0
e−(t1−0)/τ0dτ1 · dq(φ1) ·

1

τ0
e−(t2−t1)/τ0dτ2 . . .

. . . dq(φk−1) ·
1

τ0
e−(tk−tk−1)/τ0dτk · dq(φk) · e−(t−tk)/τ0

= e−t/τ0 1

τk
0

(

k
∏

i=1

dτi

)(

k
∏

i=0

dq(φi)

)

,

(3.10)

o espaço amostral inclui apenas a região onde τi > 0 com i = 1, . . . , k e τ1 + τ2 + · · ·+ τk < t.
Pode-se passar das integrais nas variáveis τ1, τ2, . . . , τk para integrais nas variáveis t1, t2, . . . , tk,
o determinante da matriz jacobiana desta transformação é 1, logo

dP (t1, t2, . . . , tk, φ0, φ1, . . . , φk; t) = e−t/τ0 1

τk
0

(

k
∏

i=1

dti

)(

k
∏

i=0

dq(φi)

)

. (3.11)

Equivalentemente o espaço amostral inclui apenas a região onde 0 < t1 < t2 < . . . < tk < t.
Portanto o valor médio da matriz densidade no instante t, supondo que a fase φ sofra uma
quantidade estocástica de saltos, será

ρ̄(t) =
∞
∑

k=0

∫

Γ

∫

Λ
dP (t1, . . . , tk, φ0, . . . , φk; t)ρ(t; t1, . . . , tk, φ0, . . . , φk), (3.12)

sendo Γ = 0 < t1 < t2 < . . . < tk < t e Λ = 0 ≤ φi < 2π. Reescrevendo o operador densidade
segundo (3.11)

ρ̄(t) = e−t/τ0

∞
∑

k=0

1

τk
0

∫

Γ
. . .

∫ k
∏

i=1

dti

∫

Λ
. . .

∫ k
∏

i=0

dq(φi)ρ(t; t1, . . . , tk, φ0, . . . , φk), (3.13)

o termo da somatória com k = 0 será
∫

dq(φ0)ρ(t;φ0), (3.14)

observe que este termo não contém integrais com respeito ao tempo, o que é devido ao fato
de que, quando não há saltos tem-se uma fase constante em todo o intervalo. Em geral

∫

Γ
. . .

∫ k
∏

i=1

dti =

∫ t

0
dtk

∫ tk

0
dtk−1 . . .

∫ t2

0
dt1, (3.15)

e (para o caso das distribuições uniformes na fase)

∫

Λ
. . .

∫ k
∏

i=0

dq(φi) =
1

(2π)k

∫ 2π

0
dφ0

∫ 2π

0
dφ1 . . .

∫ 2π

0
dφk. (3.16)
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Reescrevendo (3.13) para uma distribuição de fases qualquer

ρ̄(t) =e−t/τ0

∞
∑

k=0

1

τk
0

∫ t

0
dtk

∫ tk

0
dtk−1 . . .

∫ t2

0
dt1 ×

∫

dq(φk)

∫

dq(φk−1) . . .

∫

dq(φ0)ρ(t; t1, . . . , tk, φ0, . . . , φk).

(3.17)

Usando a expressão (3.7) e listando explicitamente os primeros termos

ρ̄(t)et/τ0 =

∫

dq(φ0)ρ(t;φ0) +
1

τ0

∫ t

0
dt1

∫

dq(φ1)

∫

dq(φ0)ρ(t; t1, φo, φ1)

+
1

τ2
0

∫ t

0
dt2

∫ t2

0
dt1

∫

dq(φ2)

∫

dq(φ1)

∫

dq(φ0)ρ(t; t1, t2, φo, φ1, φ2) + . . .

=I0(t) + I1(t) + I2(t) + . . .

(3.18)

Definiram-se as integrais Ii(t) com i = 0, 1, 2, . . . , observe que tais integrais obedecem

∫ τ

0
dt

∫

dq(φ)U(φ; τ, t)I0(t)U−1(φ; τ, t)

=
1

τ0

∫ τ

0
dt

∫

dq(φ)

∫

dq(φ0)U(φ; τ, t)ρ(t;φ0)U−1(φ; τ, t) (3.19)

=
1

τ0

∫ τ

0
dt

∫

dq(φ)

∫

dq(φ0) ρ(τ ; t, φ0, φ) = I1(τ),

analogamente

1

τk
0

∫ τ

0
dt

∫

dq(φ)U(φ; τ, t)Ik(t)U−1(φ; τ, t) = Ik+1(τ). (3.20)

Dessa forma

1

τ0

∫ τ

0
dt

∫

dq(φ)U(φ; τ, t)ρ̄(t)et/τ0U−1(φ; τ, t)

=
1

τ0

∫ τ

0
dt

∫

dq(φ)U(φ; τ, t)

∞
∑

k=0

Ik(t)U−1(φ; τ, t)

=

∞
∑

k=0

Ik+1(τ) =

∞
∑

k=0

Ik(τ) −
∫

dq(φ0) ρ(τ ;φ0)

= ρ̄(τ)eτ/τ0 −
∫

dq(φ0)U(φ0; τ, 0)ρ(0)U−1(φ0; τ, 0),

(3.21)

com o que finalmente se obtém a equação integral

ρ̄(τ)eτ/τ0 =

∫

dq(φ0)U(φ0; τ, 0)ρ(0)U−1(φ0; τ, 0)

+
1

τ0

∫ τ

0
dt et/τ0

∫

dq(φ)U(φ; τ, t)ρ̄(t)U−1(φ; τ, t).

(3.22)
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Observe que ρ̄(τ),U(φ; τ, t) e U−1(φ; τ, t) são operadores representados por matrizes quadradas,
de modo que se reescreve-se a equação anterior indicando os ı́ndices dos elementos de cada
uma das matrizes tem-se

ρ̄(τ)ime
τ/τ0 =

∫

dq(φ0)
∑

k,l

U(φ0; τ, 0)ik ρ(0)kl U−1(φ0; τ, 0)lm

+
1

τ0

∫ τ

0
dt et/τ0

∫

dq(φ)
∑

k,l

U(φ; τ, t)ik ρ̄(t)kl U−1(φ; τ, t)lm,

(3.23)

como os elementos de matriz naturalmente comutam, pode-se escrever

ρ̄(τ)ime
τ/τ0 =

∑

l

[

∑

k

(
∫

dq(φ0)U(φ0; τ, 0)ikU−1(φ0; τ, 0)lm

)

ρ(0)kl

]

+
1

τ0

∫ τ

0
dt et/τ0

∑

l

[

∑

k

(
∫

dq(φ)U(φ; τ, t)ikU−1(φ; τ, t)lm

)

ρ̄(t)kl

]

.

(3.24)

Definindo-se o conjunto de matrizes
{

Gim(τ, t)
}

, cujos elementos são

Gim(τ, t)lk =

∫

dq(φ0)U(φ; τ, t)ikU−1(φ; τ, t)lm, (3.25)

a variação média do operador densidade é

ρ̄(τ)ime
τ/τ0 =

∑

l

[

∑

k

Gim(τ, 0)lk ρ(0)kl

]

+
1

τ0

∫ τ

0
dt et/τ0

∑

l

[

∑

k

Gim(τ, t)lk ρ̄(t)kl

]

.

(3.26)
Note-se que achando a forma expĺıcita das matrizes

{

Gim(τ, t)
}

se conhece a dinâmica do
sistema. O elemento de matriz ρ̄(τ)im pode-se escrever também como

ρ̄(τ)ime
τ/τ0 =

∑

l

[

G
im(τ, 0)ρ(0)

]

ll
+

1

τ0

∫ τ

0
dt et/τ0

∑

l

[

G
im(τ, t)ρ̄(t)

]

ll
. (3.27)

Lembrando que TrA =
∑

l all, obtém-se finalmente que

ρ̄(τ)im = e−τ/τ0Tr
[

G
im(τ, 0)ρ(0)

]

+
1

τ0

∫ τ

0
dt e−(τ−t)/τ0Tr

[

G
im(τ, t)ρ̄(t)

]

, (3.28)

que é a expressão da matriz densidade média sobre a variável aleatória φ(t). A partir deste
ponto estudamos os intervalos de fase constante, ou seja, de acoplamento constante, indepen-
dentemente. Intevalos onde o comportamento do operador densidade é usual.

O operador unitário responsável pela evolução temporal associado ao sistema é

Un(φ; τ, 0) = e−iHIntt =

[

cos(θnt) −ie−iφ sen(θnt)
−ieiφ sen(θnt) cos(θnt)

]

, (3.29)

onde θn = g0
√
n+ 1. A transformação inversa de U(φ; τ, 0) é dada por

U−1
n (φ; τ, 0) =

[

cos(θnt) ie−iφ sen(θnt)
ieiφ sen(θnt) cos(θnt)

]

. (3.30)
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Usando a distribuição de fases uniforme dq(φ) = dφ/2π obtemos que

G
11(τ, t) =

[

cos2 [θn(τ − t)] 0
0 sen2 [θn(τ − t)]

]

, (3.31)

G
12(τ, t) =

[

0 0
cos2 [θn(τ − t)] 0

]

, (3.32)

G
21(τ, t) =

[

0 cos2 [θn(τ − t)]
0 0

]

, (3.33)

e

G
22(τ, t) =

[

sen2 [θn(τ − t)] 0
0 cos2 [θn(τ − t)]

]

. (3.34)

Tirando o traço da matriz Gim(τ, t)ρ(t), obtém-se que o primeiro dos elementos da matriz
densidade média é dado por

ρ̄n(τ)11e
τ/τ0 = cos2(θnτ)ρn(0)11 + sen2(θnτ)ρn(0)22

+
1

τ0

∫ τ

0
dt et/τ0

{

cos2 [θn(τ − t)] ρ̄n(t)11 + sen2 [θn(τ − t)] ρ̄n(t)22
}

,
(3.35)

reescrevendo a equação anterior

ρ̄n(τ)11e
τ/τ0 = ρn(0)11 + [ρn(0)22 − ρn(0)11] sen

2(θnτ)

+
1

τ0

∫ τ

0
et/τ0

{

ρ̄n(t)11 + [ρ̄n(t)22 − ρ̄n(t)11] sen
2 [θn(τ − t)]

}

dt.
(3.36)

Para ρ̄22(τ) se tem

ρ̄n(τ)22e
τ/τ0 = ρn(0)22 + [ρn(0)11 − ρn(0)22] sen

2(θnτ)

+
1

τ0

∫ τ

0
et/τ0

{

ρ̄n(t)22 + [ρ̄n(t)11 − ρ̄n(t)22] sen
2 [θn(τ − t)]

}

dt.
(3.37)

O interesse deste trabalho é estudar o comportamento da inversão de população, quantidade
definida en termos de ρ̄(τ)11 e ρ̄(τ)22 somente. Para conhecer a dinâmica do sistema basta
calcular os elementos ρ̄(τ)11 e ρ̄(τ)12 pois ρ̄(τ)11 + ρ̄(τ)22 = 1 e ρ̄(τ)12 = ρ̄∗(τ)21.

3.3. Inversão de população

A inversão de população é definida como a diferença entre as probabilidades do sistema estar
no estado excitado e a probabilidade deste estar no estado fundamental, como definido no
caṕıtulo anterior

Wn(τ) = ρn(τ)11 − ρn(τ)22. (3.38)

Para obter o valor médio da inversão de população no caso em que o coeficiente de acoplamento
sofre variações estocásticas se subtraem (3.36) e (3.37), de onde

Wn(τ) eτ/τ0 = Wn(0)[1 − 2 sen2(θnτ)]

+
1

τ0

∫ τ

0
et/τ0

{

1 − 2 sen2[θn(τ − t)]Wn(t)
}

dt.
(3.39)
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A solução da equação anterior foi obtida levando em conta as propriedades da transformada
de Laplace e é apresentada no apêndice B, sendo que Wn(τ) é

Wn(t) = Wn(0) e
− t

2τ0

[

cos(Ωnt) +
1

2τ0Ωn
sen(Ωnt)

]

, (3.40)

onde o parâmetro Ωn foi definido como

Ωn = 2g0

√

n+ 1 − 1

(4τ0g0)2
. (3.41)

Devido ao fato de que o campo considerado foi inicialmente preparado em um estado coerente
a inversão de população se escreve como [15]

W (t) =
∞
∑

n=0

|Cn|2Wn(t), (3.42)

com o estado coerente descrito segundo

|α〉 =

∞
∑

n=0

Cn |n〉 com Cn = exp

[

−|α|2
2

]

αn

√
n!
, (3.43)

obtendo que

W (t) =

∞
∑

n=0

e−|α|2 (|α|2)n
n!

Wn(0) e
− t

2τ0

[

cos(Ωnt) +
1

2τ0Ωn
sen(Ωnt)

]

= e
−|α|2− t

2τ0

∞
∑

n=0

|α|2n

n!
Wn(0)

[

cos(Ωnt) +
1

2τ0Ωn
sen(Ωnt)

]

.

(3.44)

com o átomo entrando na cavidade em estado excitado Wn(0) = 1.

Visando encontrar as expressões para o colapso e para cada um dos ressurgimentos reescreve-se
W (t) definindo

An = e−|α|2 |α|2n

n!
e Bn = e−|α|2 |α|2n

n!

1

2τ0Ωn
, (3.45)

de modo que

W (t) =
∞
∑

n=0

[An cos(Ωnt) +Bn sen(Ωnt)] e
−t/2τ0 . (3.46)

An e Bn independem de t e portanto as séries em (3.46) convergem uniforme e absolutamente
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em t ∈ R, pode-se então usar a soma de Poisson2 [23] para escrever W (t) como

W (t) =

∞
∑

ν=−∞

[
∫ ∞

0
A(n) e2πiνn cos(Ωnt) dn +

1

2
A(0) cos(Ω0t)

+

∫ ∞

0
B(n) e2πiνn sen(Ωnt) dn+

1

2
B(0) sen(Ω0t)

]

e−t/2τ0 ,

(3.47)

o que é igual a

W (t) =
∞
∑

ν=−∞

[

aν(t) + bν(t) +
1

2
A(0) cos(Ω0t) +

1

2
B(0) sen(Ω0t)

]

e−t/2τ0 , (3.48)

se

aν(t) =

∫ ∞

0
A(n) e2πiνn cos(Ωnt) dn, (3.49)

e

bν(t) =

∫ ∞

0
B(n) e2πiνn sen(Ωnt). (3.50)

Os coeficientes A(n) e B(n) estendem a An e Bn respetivamente para n ∈ R. Para valores
grandes de |α|2 usa-se a aproximação gaussiana para calcular o valor dos coeficientes. Como
mostra-se no apêndice C, A(n) e B(n) são

A(n) ≈ 1
√

2π|α|2
e−2(

√
n−|α|2), (3.51)

e

B(n) ≈ 1

2τ0Ωn

1
√

2π|α|2
e−2(

√
n−|α|2). (3.52)

Para estimar o valor das integrais (3.49) e (3.50) usar-se-á o método de “steepest descents”3.
Primeiro se estima o valor da integral dada por (3.49), onde substituindo-se o valor de A(n)
dado por (3.51) com |α|2 = n̄, e reescrevendo o cos(Ωnt) como a parte real de e−iΩnt,
obtém-se a seguinte a integral

a′ν(t) =
1√
2πn̄

∫ ∞

0
e−2(

√
n−

√
n̄)2ℜ

[

ei(2πνn−Ωnt)
]

dn. (3.53)

2As fórmulas de soma de Poisson utilizam técnicas de séries de Fourier para expressar

∞
X

n=−∞

fn =
∞

X

ν=−∞

Z ∞

−∞

f(x) e
i2πνx

dx ou
∞

X

n=0

fn =
1

2
f0 +

∞
X

ν=−∞

Z ∞

0

f(x) e
i2πνx

dx,

onde f(x) (x ∈ R) é uma interpolação cont́ınua e continuamente diferenciável de fn (n ∈ R), ou seja, f(n) = fn

para n ∈ Z.
3Que é uma generalização do método de Laplace para resolver integrais no plano complexo. Tem um efeito

mais prático na resolução de uma classe espećıfica de integrais do tipo

f(λ) =

Z

C

g(z) e
λh(z)

dz,

onde C é um contorno no plano complexo, as funções g(z) e h(z) são funções anaĺıticas em z em alguma região
do plano complexo que contenha a C e (no caso mais simples) independem de λ, onde λ é um número real
positivo. O que o método nos dá é a solução assintótica para f(λ) com valores do parâmetro λ grandes [24].
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Escrevendo explicitamente Ωn dado por (3.41), a′ν é

a′ν(t) =
1√
2πn̄

ℜ
[

∫ ∞

0
exp

{

−2(
√
n−

√
n̄)2 + 2iπνn− 2ig0t

√

(n+ 1) − 1

(4τ0g0)2

}

dn

]

.

(3.54)
Fazendo uma mudança de variáveis onde n = n̄x2 − v, o coeficiente a′ν torna-se4

a′ν(τ) =

√

2n̄

π
ℜ
[

e−2iπνv

∫ ∞
√

v/n̄
x e

−2n̄
“√

x2−v/n̄−1
”2

−2iπνn̄(x2−2τx)
dx

]

, (3.55)

onde se tem definido

λ = 2g0, δ =
1

2τ0
, v =

λ2 − δ2

λ2
e τ =

g0t

2πν
√
n̄
. (3.56)

Para n̄ grande a contribuição principal está na vizinhança de x = 1, então se pode integrar
entre [1 − ǫ, 1 + ǫ], com ǫ pequeno tal que 1 − ǫ >

√

v/n̄.

Considerando n̄ grande e x próximo de 1

a′ν(τ) ≈
√

2n̄

π
ℜ
[

e−2iπνv

∫ 1+ǫ

1−ǫ
x e−2n̄(x−1)2+2iπνn̄(x2−2τx) dx

]

. (3.57)

Definindo-se

h(x) = −2(x− 1)2 + 2iπν(x2 − 2τx), (3.58)

tem-se que

a′ν ≈
√

2n̄

π
ℜ
[

e−2iπνv

∫ 1+ǫ

1−ǫ
x en̄ h(x) dx

]

. (3.59)

Em termos da variável complexa z e extendendo os limites de integração, a′ν é aproximadamente

a′ν ≈
√

2n̄

π
ℜ
[

e−2iπνv

∫ ∞

−∞
z en̄ h(z) dz

]

. (3.60)

A Integral acima pode ser estimada segundo o método de “steepest descent” [24], com o que
o coeficiente a′ν escreve-se

a′ν ≈
√

2n̄

π
ℜ
[

e−2iπνv

√

−2π

n̄ h′′(z0)
z0 e

n̄ h(z0)

]

= 2ℜ
[

e−2iπνv

√

−1

h′′(z0)
z0 e

n̄ h(z0)

]

,

(3.61)

onde o ponto de sela é dado por

z0 =
1 − iπντ

1 − iπν
, (3.62)

4Detalhes das contas da presente seção no apêndice D
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segundo a relação h′(z0) = 0. A função h(z) definida em (3.58) avaliada no ponto z0 dá

h(z0) =
−2π2ν2(τ − 1)2 + 2iπν(1 − 2τ − π2ν2τ2)

1 + π2ν2
, (3.63)

e a raiz da segunda derivada de h(z), também calculada em z0, fornece

{ −1

h′′(z0)

}1/2

=
1

2(1 + π2ν2)1/4
e

i
2
[π−arctan(πν)]. (3.64)

De acordo com as expressões anteriores, a′ν é dado por

a′ν ∼ ℜ
{

e
i
2
[π−arctan(πν)][1 + π2ν2τ + iπν(1 − τ)]e

−i2πνv+
2iπνn̄(1−2τ−π2ν2τ2)

1+π2ν2

}

. (3.65)

Definindo-se

ϕ = 2πn̄ν

[

− v
n̄

+
(1 − 2τ − π2ν2τ2)

1 + π2ν2

]

, (3.66)

a′ν se escreve como

a′ν ∼ −e
−2n̄π2ν2(τ−1)2

1+π2ν2

(1 + π2ν2)5/4

[{

(1 + π2ν2τ) sen[arctan(πν)] + πν(1 − τ) cos[arctan(πν)]
}

cosϕ

+
{

(1 + π2ν2τ) cos[arctan(πν)] − πν(1 − τ) sen[arctan(πν)]
}

senϕ
]

.

(3.67)

Note-se que a′ν será relevante para τ ≈ 1, ou seja, para

g0t

2πν
√
n̄
≈ 1. (3.68)

Fazendo uso da soma de Poisson [23] e do método de “steepest descents” [24], estima-se
também a integral que define o coeficiente bν , para o qual encontra-se que

b′ν ∼ −
(

1

4τ0g2
0

√
n̄

)

e
−2n̄π2ν2(τ−1)2

1+π2ν2

2(1 + π2ν2)1/4
{cos[arctan(πν)] cosϕ− sen[arctan(πν)] senϕ} ,

(3.69)

onde τ e ϕ estão definidas por (3.56) e (3.66) respectivamente.

Os termos para ν = 0 representam o colapso inicial. Os coeficientes a′0 e b′0 foram estimados
independentemente (ver apêndice D) achando que

a′0 ∼ 1

2
e−n̄ ξ2

2 [2 cos(2n̄ξ) − ξ sen(2n̄ξ)], (3.70)

e

b′0 ∼ 1

2g0τ0
√
n̄
e−n̄ ξ2

2 sen[2n̄ξ], (3.71)
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onde definiu-se

ξ =
λt

2
√
n̄
. (3.72)

Reescrevendo as equações anteriores tem-se que a inversão de população é

W (t) =
∞
∑

ν=1

[ων(t) +K(t)] (3.73)

onde

ων(t) =
[

a′ν(t) + b′(t)
]

e−t/2τ0 , (3.74)

e

K(t) =

[

1

2
{A(0) cos(Ω0t) +B(0) sen(Ω0t)} + a′0(t) + b′0(t)

]

e−t/2τ0 . (3.75)

Como t ≥ 0, para ν < 0, a′ν e b′ν serão muito pequenos e portanto vamos desprezar os termos
para ν ∈ [−1,−∞). ων(t) é explicitamente

ων(t) = −e
− g2

0
2(1+π2ν2)

(t−tν )2−κ

(1 + π2ν2)5/4

[{(

πν − g0t

2
√
n̄
− 1 + π2ν2

8τ0g2
0

√
n̄

)

cos β +

(

1 +
πνg0t

2
√
n̄

)

sen β

}

cosϕ

+

{(

1 +
πνg0t

2
√
n̄

)

cos β −
(

πν − g0t

2
√
n̄
− 1 + π2ν2

8τ0g
2
0

√
n̄

)

sen β

}

senϕ

]

(3.76)

onde

κ = − 1

4τ0

(

4πν
√
n̄

g0
− 1

)

e β = arctan(πν). (3.77)

Figura 3.2: Inversão de população como função de T = g0t. Comparação do colapso e os
ressurgimentos obtidos da solução exata para W (t) (3.44) e os obtidos com a aproximação
assintótica (3.76). Para |α| = 5 e g0τ0 = 1000.
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A frequência e o tempo escritos em termos dos parâmetros originais ficam

ϕ = −2πν((4g0τ0)
2 − 1)

(4g0τ0)2
+

4πνn̄− 4g0t
√
n̄− πνg2

0t
2

2(1 + π2ν2)
(3.78)

e

tν =
2πν

√
n̄

g0

(

1 − 1 + π2ν2

2τ0g2
0

)

. (3.79)

A fig. 3.2(a) mostra a evolução temporal da inversão de população exata, dada pela equação
(3.40), na parte (b) são apresentados os três primeiros ressurgimentos dados por ων de (3.76)
com ν = 1, 2 e 3 respetivamente. Observe que o resultado exato e a aproximação assintótica
estão em excelente acordo. Pode-se notar que para T ≈ 8 os ressurgimentos começam a se
superpor (quando o estado coerente inicial tem α = 5 e o sistema é muito estável, ou seja, o
parâmetro g0τ0 é grande, por exemplo g0τ0 = 1000) logo disso se tem um tempo para o qual
é imposśıvel distinguir um ressurgimento do seguinte.

Figura 3.3: Ressurgimentos da inversão de população como função de T = g0t. Sistema
com flutuações estocásticas no coeficiente de acoplamento. Comparação da solução exata e a
aproximação assintótica, para |α| = 10 e g0τ0 = 1000.

Comparando-se cada um dos ressurgimentos (ver fig. 3.3) da inversão de população com cada
um dos termos na aproximação assintótica, vemos que cada ων contém exclusivamente um
ressurgimento e este aparece em torno do tempo tν . Ao ter uma expressão para o colapso
e para cada ressurgimento pode-se conhecer e estudar cada um separadamente, mesmo para
tempos grandes para os quais já estão superpostos na expressão original, podendo-se carac-
terizar completamente estudando-se sua largura, frequência de oscilação, tempo de ocorrência,
intervalos entre ressurgimentos consecutivos e amplitude com uma excelente aproximação.





Caṕıtulo 4

Estocasticidade vs Dissipação

O valor esperado da inversão de população atômica pode ser obtido analitica-
mente sem o uso de aproximações nos casos isolados, com e sem flutuações no
coeficiente de acoplamento, e usando a perturbação de primeira ordem no caso
dissipativo [25]. Utilizando a soma de Poisson e o método de “steepest descents”,
na expressão para a inversão obtiveram-se fórmulas anaĺıticas para o colapso inicial
e para cada um dos ressurgimentos. A partir destas expressões extraem-se infor-
mações relevantes tais como o tempo de ocorrência, a amplitude, a frequência e
a largura aproximadas de cada um dos ressurgimentos. Comparar-se-á os efeitos
dos processos estocásticos e da dissipação em cada uma das quantidades que
caracterizam W (t).

4.1. Caso ideal

O hamiltoniano do modelo de Jaynes-Cummings é dado por

HJC = ~ωca
†a+

~ωa

2
σz + ~λ(σ+a+ σ−a

†), (4.1)

em que ωc é a frequência do modo de interesse do campo na cavidade, ~ωa é a diferença
de energia entre os dois estados atômicos e λ é a constante de acoplamento. A partir desta
dinâmica obtém-se que inversão de população [26] é

W (t) =
∞
∑

n=0

e−|α|2 |α|2n

n!

1

Ω2
n

[∆2 + 4λ2(n+ 1) cos(Ωnt)], (4.2)

onde ∆ = ωc − ωa, é a dessintonia (ou detuning em inglês) e Ωn = ∆2 + 4λ2(n + 1) é con-
hecida como a frequência de Rabi. O átomo está inicialmente em estado excitado e o campo
na cavidade é um estado coerente, o sistema é isolado e o coeficiente de acoplamento não
flutua.

Como a cavidade é preparada em um estado coerente, a inversão de população apresenta uma
serie infinita de colapsos e ressurgimentos, como mostrado na seção final do caṕıtulo 2, e para
diferente número inicial de fótons o comportamento da inversão mudará. Na fig. 4.1 a evolução
da inversão de população para diferentes condições iniciais do sistema isolado é apresentada.

29
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Figura 4.1: Inversão de população como função de λt. Sistema isolado. Ressurgimentos para
diferentes valores do número médio incial de fótons |α| = 3, |α| = 5 e |α| = 7.

Quanto maior |α| os ressurgimentos são mais afastados entre si, o que significa que para um
campo muito intenso, o comportamento do sistema será efetivamente igual ao caso em que o
campo considerado fosse um campo clássico aleatório tendo só o colapso inicial [27], de modo
que a precisão experimental limitará, nestes casos, a detecção do comportamento quântico.

Agora definindo

An = e−|α|2 |α|2n

n!

1

Ω2
n

∆2 e Cn = e−|α|2 |α|2n

n!

1

Ω2
n

4λ2(n+ 1), (4.3)

a inversão resulta em

W (t) =

∞
∑

n=0

[An + Cn cos(Ωnt)]. (4.4)

O coeficiente An é constante no tempo e sua soma apenas desloca levemente o gráfico da
inversão de população no eixo vertical, para a análise dos ressurgimentos não é necessario levar
este termo em consideração. Utilizando a soma de Poisson W (t) torna-se

W (t) =
1

2
C0 cos(Ω0t) +

∞
∑

ν=−∞

∫ ∞

0
C(n) e2iπνn cos(Ωnt) dn

=
1

2
C0 cos(Ω0t) +

∞
∑

ν=−∞
cν(t) dn,

(4.5)

onde

cν(t) = ℜ
{
∫ ∞

0
C(n) ei(2πνn−Ωntdn

}

. (4.6)

A função C(n) estende o coeficiente Cn para um n ∈ R+. Segundo a aproximação gaussiana
(apêndice C)

C(n) ≈ 4λ2(n+ 1)

Ω2
n

1√
2πn̄

e−2(
√

n−
√

n̄)2 , (4.7)
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onde n̄ é o número médio de fótons (que é equivalente a |α|2). A integral em (4.6) foi estimada
segundo o método de “steepest descent” [24], fornecendo

cν ∼ e
− λ2(t−tν)2

2(1+π2ν2)

(1 + π2ν2)5/4

[{

(1 +
πνλt

2
√
n̄

) sen β +
λ

2
√
n̄

(t− tν) cos β

}

cosϕ

−
{

(1 +
πνλt

2
√
n̄

) cos β − λ

2
√
n̄

(t− tν) sen β

}

senϕ

]

,

(4.8)

com ϕ definido como

ϕ = −2πν(δ2 + 4λ2)

4λ2
+

4πνn̄− 4λt
√
n̄− πνλ2t2

2(1 + π2ν2)
, (4.9)

β como

β = arctan(πν), (4.10)

e tν dado por

tν =
2πν

√
n̄

λ
. (4.11)

Figura 4.2: Colapso e ressurgimentos como função de λt. Sistema isolado. Comparação entre
solução exata e a aproximação assintótica, para |α| = 5 e ∆ = 0.

Como no caso do JCM com flutuações estocásticas, achou-se uma expressão para cada um
dos ressurgimentos no caso ideal, cν . Comparam-se (ver fig. 4.2) os ressurgimentos dados pela
expresão original (4.2) com os coeficientes cν (4.8), para ν = 1, 2 e 3. Note-se que também
para este caso a expressão achada para cada ressurgimento está em excelente acordo com
a solução exata, mesmo para |α| = 5 (que equivale a um número médio de fótons relativa-
mente pequeno). A partir da equação para cν pode-se caracterizar completamente cada um
dos ressurgimentos.
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A frequência de oscilação aproximada de cada ressurgimento, por exemplo, obtém-se expandin-
do em série de Taylor a função ϕ = ϕ(t) em torno do valor relevante tν , ou seja

ϕ(t) = ϕ(tν) + ϕ′(tν)(t− tν) + O((t− tν)
2). (4.12)

Os termos ϕ(tν) e ϕ′(tν)tν são constantes no tempo, eles representam apenas uma fase, de
forma que o termo ϕ′(tν) que multiplica t representa a frequência aproximada de oscilação,
onde

ϕ′(tν) =
−2λ

√
n̄− πνλ2tν

(1 + π2ν2)
, (4.13)

e de acordo com isto a
frequência ≈ 2λ

√
n̄. (4.14)

Veja que independe de ν, portanto a frequência de oscilação para todos os ressurgimentos
é sempre a mesma.

A partir da definição para o tempo tν pode-se definir a separação temporal δtν de dois ressurgi-
mentos consecutivos como

δtν ≡ tν+1 − tν =
2π

λ

√
n̄. (4.15)

E a duração do ressurgimento ∆tν será definida como a largura da gaussiana envoltória do
coeficiente (4.8) à altura de 1/e2 como mostrado na fig. 4.3, de onde se obtém que

∆tν =
4
√

1 + π2ν2

λ
≈ 4πν

λ
. (4.16)

Figura 4.3: Gaussiana. Esquema para a definição da duração de cada ressurgimento.

A separação temporal dos ressurgimentos depende do número médio de fótons do campo, mas
a duração de cada um deles não, fato que pode ser observado já desde a fig. 4.1 onde pode-se
ver que na inversão para diferentes valores do parâmetro |α| os primeiros ressurgimentos têm
aproximadamente a mesma duração, os segundos ressurgimentos para cada caso também e
assim para os outros ressurgimentos, mas a distância entre eles muda com |α|, veja que para
um número maior de fótons os ressurgimentos são cada vez mais distantes um do outro.
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Figura 4.4: Duração dos ressurgimentos e separação temporal entre dois ressurgimentos con-
secutivos.

Quando δtν > ∆tν (fig. 4.4) os dois ressurgimentos separam-se temporalmente, ou seja,
quando a desigualdade (que implica ν <

√
n̄/2) é violada há superposição dos ressurgimen-

tos. Note-se que (de acordo com este resultado) sempre os primeiros ressurgimentos são bem
ńıtidos e isolados.

O coeficiente cν para ν = 0 está centrado em t = 0, ele representa o colapso inicial e é dado
por

c0 ∼ e−
λ2t2

2

[

cos(2λt
√
n̄) − λt

2
√
n̄

sen(2λt
√
n̄)

]

. (4.17)

4.2. Caso dissipativo

A dinâmica do sistema quando “se permite” interação com o ambiente1 é governada pela
equação mestra

dρ(t)

dt
=

1

i~
[HJC , ρ(t)] + γ(2aρ(t)a† − a†aρ(t) − ρ(t)a†a), (4.18)

onde ρ(t) é a matriz densidade do sistema (átomo-campo), HJC está dado por (4.1), e γ a
taxa de dissipação de fótons da cavidade.

Aqui o ambiente está modelado como um conjunto infinito de osciladores a temperatura zero.
O superoperador γ(2aρ(t)a†−a†aρ(t)−ρ(t)a†a) representa a perda de fótons da cavidade com
frequência ωf bem definida e seu posterior acoplamento aos modos cont́ınuos do reservatório.
A taxa de dissipação γ ∝ ωf/Q onde Q é o fator de qualidade da cavidade.

Q é definido como a razão entre a energia armazenada e a energia dissipada na cavidade,
é uma quantidade sempre finita. Esse fato implica que sempre se vão ter perdas, é por isso que
na busca da construção de um modelo teórico realista devem ser levados em consideração os
efeitos da dissipação do sistema.

1Sistema maior, com muitos graus de liberdade. No limite em que este tenha um cont́ınuo de estados
quânticos a evolução do operador densidade reduzido do sistema de interesse é irreverśıvel. Aqui a interação
com o ambiente implica na perda de fótons do campo na cavidade.
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A inversão de população aproximada para o sistema sob tais condições é

W (1)(t) = Tr(σzρ
(1)(t))

= Tr(|e〉 〈e| ρ(1)(t) − |g〉 〈g| ρ(1)(t))

= e−|α|2e−2γt
∞
∑

n=0

|α|2ne−2nγt

n!

1

Ω2
n

[∆2 + 4λ2(n+ 1) cos(Ωnt)].

(4.19)

A expressão acima foi obtida a partir do operador densidade2

ρ(1)(t) =

[

cos β̂ − i∆t

2β̂
sen β̂

]

|α(t)〉 〈α(t)| ⊗ |e〉 〈e|
[

cos β̂ − i∆t

2β̂
sen β̂

]

+

[

cos β̂ − i∆t

2β̂
sen β̂

]

|α(t)〉 〈α(t)| ⊗ |e〉 〈g|
[

iλt

2β̂
a sen β̂

]

−
[

iλt

2β̂
a† sen β̂

]

|α(t)〉 〈α(t)| ⊗ |g〉 〈e|
[

cos β̂ +
i∆t

2β̂
sen β̂

]

+

[

2λ2t

β̂
a† sen β̂

]

|α(t)〉 〈α(t)| ⊗ |g〉 〈g|
[

t

2β̂
a sen β̂

]

,

(4.20)

onde foram definidos

β̂ =

√
∆2 + 4λ2aa†

2
t e α(t) = αe−γt, (4.21)

o fator ∆ é a dessintonia (a diferença entre as frequências do campo e da transição atômica),
λ é o coeficiente de acoplamento, α o número caracteŕıstico do estado coerente inicial e γ é a
taxa de dissipação do sistema.

A inversão de população apresenta mudanças bem drásticas ao aumentar a taxa de dissipação,
a fig. 4.5 mostra que para γ pequeno (γ/ωf ≪ 1) enxergamos o colapso e os sucessivos

ressurgimentos na inversão de população. À medida que γ aumenta as oscilações de Rabi vão
tendo amplitudes mais constantes e os colapsos começam a desaparecer. Com a aproximação
feita só se têm resultados confiáveis para tempos, comparativamente, muito curtos e suas
previsões para γ ≈ 1 (que representa um sistema altamente dissipativo) não são boas. Mesmo
para uma taxa de dissipação muito pequena, em tempos suficientemente grandes a inversão
de população perderá seu caráter quântico pois neste regime não é mais posśıvel ter colapsos
e ressurgimentos bem definidos.

Do mesmo jeito que para os casos ideal e estocástico foram usadas a soma de Poisson e o
método de “steepest descent” para calcular os coeficientes que caracterizam os ressurgimentos
na inversão de população. Obteve-se um resultado simples, formalmente equivalente à inversão
de população no caso ideal, onde se faz a troca α→ α(t). Neste caso

n̄(t) = |α(t)|2 = |α|2e−2γt, (4.22)

2Obtido na dissertação de mestrado de Clarissa do Vale da Silva Lima [25], apartir da solução aproximada
da equação mestra.
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Figura 4.5: Inversão de população como função de λt. Ação da dissipação sobre os ressurgi-
mentos, comparação para diferentes valores das intensidades do campo inicial: |α| = 3, |α| = 5
e |α| = 7, e diferentes valores da taxa de dissipação: γ = 0,01 e γ = 0,1, com ∆ = 0.

de modo que o coeficiente dν é dado pela relação

dν ∼ e
− λ2(t−tν)2

2(1+π2ν2)

(1 + π2ν2)5/4

[{

(1 +
πνλt

2
√

n̄(t)
) sen β +

λ

2
√

n̄(t)
(t− tν) cos β

}

cosϕ

−
{

(1 +
πνλt

2
√

n̄(t)
) cos β − λ

2
√

n̄(t)
(t− tν) sen β

}

senϕ

]

.

(4.23)

Figura 4.6: Colapso e ressurgimentos como função de λt. Sistema dissipativo. Comparação da
solução exata e a aproximação assintótica, para |α| = 5, ∆ = 0 e γ = 0,01.

É claro da comparação apresentada na fig. 4.6 da inversão de população com os 3 primeiros
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coeficientes dν que as duas expressões estão em excelente acordo, e portanto, usar-se-á (4.23)
para caracterizar os ressurgimentos para o sistema dissipativo.

O ângulo ϕ na equação para dν é dado por

ϕ = −2πν(δ2 + 4λ2)

4λ2
+

4πνn̄(t) − 4λt
√

n̄(t) − πνλ2t2

2(1 + π2ν2)
, (4.24)

e a solução impĺıcita da equação

tν =
2πν

√

n̄(tν)

λ
, (4.25)

Figura 4.7: Método gráfico para a estimativa do valor do parâmetro tν , para diferentes valores
da taxa de dissipação γ e ν = 1.

dá o tempo no qual o ressurgimento para um ν dado é centrado (o coeficiente dν é quantita-
tivamente relevante só na vizinhança de tν). Para conhecer o valor de tal parâmetro deve-se
resolver a equação trascendental anterior. Pode-se estimar o valor de tν , a partir de uma análise
gráfica, achando o ponto no qual a linha tν = t e a curva tν = 2πν

√
n̄ e−2γt/λ se cruzam.

Na fig. 4.7 as diferentes curvas coloridas correspondem a valores de tν para diferentes valores
da taxa de dissipação, o ponto onde a linha cinza, que representa tν = t, cruza com as outras
curvas é o valor do tempo no qual o ressurgimento é centrado. Pode-se observar que o tempo
tν depende do valor da dissipação e é cada vez menor quanto a taxa de dissipação do sistema
aumenta.

A frequência de oscilação é dada pela expressão

ϕ′(tν) =
−4γ[(πνn̄(tν) + λtν

√

n̄(tν)] − 2λ
√

n̄(tν) − πνλ2tν
(1 + π2ν2)

. (4.26)

Note-se que diferentemente do caso ideal aqui a frequência de oscilação depende de ν, o
parâmetro ν cresce com o tempo. Devido aos efeitos dissipativos o campo muda a cada
instante, o que resulta em um campo com diferentes caracteŕısticas para diferentes tempos, de
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modo que a frequência que originalmente dependia só da intensidade do campo e do coeficiente
de acoplamento e que era constante no caso ideal agora muda de um ressurgimento para outro.
Se γ = 0 recupera-se a expressão para a frequência achada no caso ideal (4.14).

Figura 4.8: Método gráfico para a estimativa do valor do intervalo temporal entre dois ressur-
gimentos consecutivos δtν , para diferentes valores da taxa de dissipação γ.

Para conhecer a separação entre dois ressurgimentos sucessivos δtν definida como tν+1 − tν ,
para um dado ν e γ, usa-se de novo uma análise gráfica, fig. 4.8, Note que ao aumentar a
dissipação na cavidade os ressurgimentos começam a acontecer mais juntos.

Encontra-se que a expressão que caracteriza o colapso inicial é

c0 ∼ e−
λ2t2

2

[

cos(2λt
√

n̄(t)) − λt

2
√

n̄(t)
sen(2λt

√

n̄(t))

]

. (4.27)

4.3. Processos estocásticos

No caṕıtulo anterior obteve-se a inversão de população para um sistema composto por um
átomo de dois ńıveis que interage com um único modo do campo tal que o coeficiente de
acoplamento sofre variações estocásticas. Como condição inicial se considerou que o átomo
entra na cavidade em estado excitado, de onde a inversão de população média W (t) obtida
foi

W (t) =
∞
∑

n=0

e−|α|2 |α|2n

n!
e
− t

2τ0

[

cos(Ωnt) +
1

2τ0Ωn
sen(Ωnt)

]

= e
−|α|2− t

2τ0

∞
∑

n=0

|α|2n

n!

[

cos(Ωnt) +
1

2τ0Ωn
sen(Ωnt)

]

.

(4.28)

O comportamento da inversão de população para campos coerentes preparados inicialmente
com diferentes números de fótons e para diferentes valores do parâmetro de estocasticidade
apresenta-se na fig. 4.9. Como é usual o colapso se dá rapidamente, e à medida que o tempo
passa ocorre um ressurgimento e este comportamento de colapsos e ressurgimentos se repete
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Figura 4.9: Inversão de população como função de T = g0t. Comparação do colapso e os
ressurgimentos para diferentes valores iniciais do número de fótons |α|2 e diferentes valores do
parâmetro de estocasticidade g0τ0.

no tempo.

Observe que quanto maior τ0 o comportamento de W (t) é mais parecido com o caso quântico
do sistema sem flutuações no acoplamento. Lembre que o τ0 é o valor médio dos intervalos
temporais nos que a fase do acoplamento é fixa, portanto, um τ0 grande significa uma fase
com poucas flutuações no intervalo de interação entre o campo e o átomo.

Um τ0 pequeno representa um sistema muito instável, o que acontece é que a amplitude da
envoltória diminui notavelmente até que os ressurgimentos definitivamente não aparecem, fig.
4.10, tornando-se experimentalmente inviśıveis. Neste ponto é recuperado o comportamento
da inversão para um campo clássico aleatório.

A inversão de população segundo a aproximação assintótica3 é:

W (t) =
∞
∑

ν=1

ων(t) +K(t) (4.29)

em que

ων(t) = [a′ν(t) + b′(t)] e−t/2τ0 , (4.30)

3É importante lembrar que para um α . 3 a aproximação falha.
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Figura 4.10: Inversão de população como função do tempo T = g0t. Campo coerente com
um número médio inicial de fótons: n̄ = 10 e diferentes valores do parâmetro g0τ0. A curva
para g0τ0 = 500 é W (t), a seguinte curva para g0τ0 = 50 é W (t) + 2, para g0τ0 = 5 temos
W (t) + 4 e finalmente para g0τ0 = 0,5 é W (t) + 6.

e

K(t) =

[

1

2
{A(0) cos(Ω0t) +B(0) sen(Ω0t)} + a′0(t) + b′0(t)

]

e−t/2τ0 . (4.31)

Como achado no caṕıtulo anterior, a expressão para ων é

ων(t) = −e
− g2

0
2(1+π2ν2)

(t−tν )2−κ

(1 + π2ν2)5/4

[{(

πν − g0t

2
√
n̄
− 1 + π2ν2

8τ0g2
0

√
n̄

)

cos β +

(

1 +
πνg0t

2
√
n̄

)

senβ

}

cosϕ

+

{(

1 +
πνg0t

2
√
n̄

)

cos β −
(

πν − g0t

2
√
n̄
− 1 + π2ν2

8τ0g
2
0

√
n̄

)

sen β

}

senϕ

]

(4.32)

onde

κ = − 1

4τ0

(

4πν
√
n̄

g0
− 1

)

e β = arctan(πν). (4.33)

A frequência escrita em termos dos parâmetros originais fica

ϕ = −2πν((4g0τ0)
2 − 1)

(4g0τ0)2
+

4πνn̄− 4g0t
√
n̄− πνg2

0t
2

2(1 + π2ν2)
, (4.34)

e o tempo de ocorrência de cada ressurgimento é dado segundo a expressão

tν =
2πν

√
n̄

g0

(

1 − 1 + π2ν2

2τ0g
2
0

)

. (4.35)
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A frequência aproximada de oscilação é dada por: ϕ′(tν), de onde se obtém que

frequência ≈ 2g0
√
n̄− π2ν2

√
n̄

g0τ0
(4.36)

Quando g0τ0 ≫ 1 isto equivale a ter uma única fase constante durante todo o processo de in-
teração na cavidade, e o comportamento da inversão de população é igual ao caso ideal, como
anteriormente mencionado. Veja-se que efetivamente para g0τ0 grande, o tempo de ocorrência
dos ressurgimentos e a frequência aproximada de oscilação coincidem com as expressões análo-
gas às achadas para o caso ideal, com λ = g0.

A separação entre ressurgimentos sucessivos é definida como a subtração entre o tempo de
ocorrência para um dado ressurgimento e o tempo de ocorrência do ressurgimento imediata-
mente anterior. Segundo tal definição δtν neste caso obedece

δtν =
2π

√
n̄

g0

[

π2

2g0τ0
(ν3 + (ν + 1)3) + 1

]

. (4.37)

De novo para g0τ0 → ∞, δtν coincide com a separação temporal entre dois sucessivos ressurgi-
mentos para o caso em que o sistema átomo-campo é isolado e o coeficiente de acoplamento
não flutua. Para g0τ0 ≈ 1 (fig. 4.10), os efeitos estocásticos já modificaram notavelmente
o comportamento da inversão de população, pois neste regime os ressurgimentos tem uma
amplitude bem reduzida, e as separações entre ressurgimentos é muito maior, de modo que
se perde informação sobre os ressurgimentos de ordem maior. Por exemplo para |α| = 5 e
g0τ0 = 1 se tem que δt1 ∼ 1400 o que é muito maior que δt1 ∼ 30 que é o valor da separação
entre os dois primeiros ressurgimentos para o mesmo campo no caso g0τ0 = 500.

O colapso inicial é dado pela função (4.31) onde os coeficientes para ν = 0 são dados por

a′0 ∼ 1

2
e−n̄ ξ2

2 [2 cos(2n̄ξ) − ξ sen(2n̄ξ)], (4.38)

e

b′0 ∼ 1

2g0
√
n̄
e−n̄ ξ2

2 sen[2n̄ξ]. (4.39)

Tanto os efeitos das flutuações no coeficiente de acoplamento como a dissipação no JCM vão
mudar a forma, frequência e os tempos que caracterizam a inversão de população. Ambos
processos “matam” os ressurgimentos (que são a caracteŕıstica quântica da inversão). Os
saltos estocásticos da fase do acoplamento por outro lado vão significar um decaimento muito
rápido na amplitude tal que com a diminuição do parâmetro τ0 vai ficando mais dif́ıcil enxergar
os ressurgimentos de ordem maior, fazendo que no limite τ0 → 0 só se apresentará o colapso
inicial, lembrando o comportamento da inversão no caso em que a cavidade confina um campo
clássico completamente aleatório.



Caṕıtulo 5

Conclusões

Nas montagens em eletrodinâmica quântica de cavidades (EQC) com certeza há flutações
dos campos utilizados e este é um fator que pode influenciar os resultados do modelo de
interesse como sistema fechado. Influências externas em sua grande maioria são levadas em
consideração através da inclusão de um banho de osciladores. Neste contexto os efeitos de flu-
tuações por exemplo na constante de acoplamento átomo-campo são bem menos explorados.
O objetivo do presente trabalho é contribuir no sentido de esclarecer e comparar os dois efeitos
(dissipativos e estocástico) com especial ênfase nos efeitos das flutuações estocásticas.

Assim, estudou-se a interação entre um átomo e um único modo de um campo eletro-
magnético quantizado, considerando que devido a diferentes aspectos da preparação do estado
atômico ou do controle da fonte do campo podem-se apresentar flutuações estocásticas na
interação. Por este motivo, considerou-se um coeficiente de acoplamento complexo, tal que,
a fase é dependente do tempo e sofre variações estocásticas em forma de saltos instantâneos
separados por intervalos de tempo de duração média τ0, onde o valor da fase segue uma dis-
tribuição de probabilidade uniforme. Para tal sistema obteve-se expressões anaĺıticas exatas
para o operador densidade médio (sobre as flutuações do coeficiente) e para a inversão de
população, que não é mais que a relação entre as amplitudes de probabilidade do átomo estar
no estado excitado e o átomo estar no estado fundamental para um dado t. Como condições
iniciais se considerou que o átomo entra na cavidade em estado excitado e o campo está em
estado coerente.

Usando a técnica da ressoma de Poisson e o método de “steepest descent” construiu-se
uma aproximação assintótica, que nos permitiu obter resultados anaĺıticos para a forma, fre-
quências e tempos caracteŕısticos do colapso inicial e de cada um dos ressurgimentos presentes
na inversão de população para estados coerentes. Do ponto de vista formal, pode-se testar a
qualidade da aproximação assintótica utilizada e determinar dentro do contexto experimental
de EQC o número ḿınimo de fótons a ser usado e comparado com segurança a nosso modelo.
Vemos que supreendentemente para |α| & 3 o acordo já é bom.

Apresentam-se também a inversão de população e a correspondente aproximação assintótica
para o caso ideal, no qual o sistema átomo-campo é isolado e o coeficiente de acoplamento
não flutua, e para o caso dissipativo, no qual é levada em conta a troca de energia do sistema
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com o ambiente, aqui modelado como um conjunto infinito de osciladores a temperatura zero.

Em todos os casos se vê que quanto menor é o número médio inicial de fótons do campo
mais rápido se apresentará o primeiro dos ressurgimentos, e também mais rápido se terá a su-
perposição deles, tem um tempo posterior a tais superposições a partir do qual não será posśıvel
distinguir um ressurgimento do seguinte. É importante notar que para qualquer número médio
de fótons o tempo entre dois resurgimentos é menor que o tempo de duração do anterior, sem-
pre haverá superposição de ressurgimentos para ν suficentemente grande, ou seja, a inversão
de população terá ressurgimentos superpostos e indefinidos para t suficientemente grande.

Uma outra questão do sistema neste contexto é o limite clássico do modelo. Observamos que
o efeito tanto das flutuações estocásticas quanto da dissipação é antecipar os ressurgimentos
com a diminuição do valor médio dos intervalos entre dois saltos sucessivos τ0 ou com o
aumento da taxa de dissipação do sistema de forma que a curva para a inversão se assemelha à
obtida através de uma consideração semiclássica. Tais processos apagam os efeitos quânticos
fundamentais para o colapso do emaranhamento entre os dois subsistemas provocado pela
interação átomo-campo. Para τ0 → 0 ocorre só o primeiro dos ressurgimentos, do mesmo
modo que a inversão de população para um sistema que considera a interação com um campo
clássico aleatório. A precisão experimental limitará a detecção do comportamento quântico,
de modo que podemos definir limites em τ0 e γ a partir dos quais os efeitos quânticos não
poderão ser detectados.



Apêndice A

Dinâmica do modelo de

Jaynes-Cummings estocástico

Apresenta-se a conta da dinâmica do sistema constituido por um mono-modo do campo quan-
tizado interagindo com um átomo de dois ńıveis. O sistema encontra-se isolado e o coeficiente
de acoplamento é uma variável dependente do tempo de modo que a sua fase representa um
processo estocástico e varia em forma de saltos intantâneos. O Hamiltoniano que governa a
interação é

HInt = g∗(t)S+a+ g(t)S−a
†, (A.1)

onde S+ e S− são os operadores de spin de Pauli, que aqui representam os operadores de
transição atômica. E a e a† são os operadores de destruição e criação de fótons do campo. O
acoplamento entre o átomo e o campo depende do tempo da seguite maneira

g(t) = g0 e
iφ(t), (A.2)

com a fase φ(t) variando estocasticamente e a amplitude g0 sendo uma quantidade constante,
real e positiva. Os saltos instantâneos de φ(t) acontecem separados por intervalos de tempo
de duração média τ0.

No problema têm-se duas variavéis estocásticas: os intervalos temporais entre um salto e o
seguinte e o valor da fase constante em cada um desses intervalos. Definindo τ = ti − ti−1

com t0 = 0, e considerando que esta variável segue a distribuição de probabilidade:

dQ(τ) =
1

τ0
e−τ/τ0dτ, (A.3)

como toda distribuição de probabilidade ela obedece que

∫ ∞

0
dQ(τ) =

1

τ0

∫ ∞

0
e−τ/τ0dτ =

[

−e−τ/τ0
]∞

0
= 1, (A.4)

onde

〈τ〉 =

∫ ∞

0
τ dτ =

∫ ∞

0

τ

τ0
e−τ/τ0dτ =

[

−(τ + τ0) − eτ/τ0
]∞

0
= τ0, (A.5)
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de onde dQ(τ) é uma distribuição de probabilidade com intervalos de duração média τ0, como
acima mencionado.

A distribuição de probabilidade para a fase é suposta uniforme sobre [0, 2π). O valor que φ(t)
assume sobre o intervalo [ti, ti+1) é denotado φi. É considerado apenas o caso em que os φ(t)
sobre os intervalos adjacentes não são correlacionados. A distribuição de probabilidade para
φ(t) é dada por

dq(φ) =
dφ

2π
, (A.6)

que obedece
∫ 2π

0
dq(φ) =

1

2π

∫ 2π

0
dφ = 1, (A.7)

com valor médio

〈φ〉 =

∫ 2π

0
φdq(φ) =

1

2π

∫ 2π

0
φdφ =

1

2π

[

φ2

2

]2π

0

= π. (A.8)

A evolução temporal da matriz densidade no intervalo [t′, t], supondo φ constante durante
todo esse intervalo, é dada através da transformação unitária U(φ, t, t′)

ρ(t;φ) = U(φ; t, t′) ρ(t′)U−1(φ; t, t′) (A.9)

Se no intervalo (0, t) ocorrem k saltos em φ, que valerá φ0 em [0, t1), φ1 em [t1, t2), φ2 em
[t2, t3), etc, até φk em [tk, t), com 0 < t1 < t2 < . . . < tk−1 < tk < t, no primeiro intervalo
temporal a dinâmica esta dada por

ρ(t1;φ0) = U(φ0; t1, 0) ρ(0)U−1(φ0; t1, 0), (A.10)

e assim para o segundo intervalo se tem

ρ(t2; t1, φ0, φ1) = U(φ1; t2, t1) ρ(t1;φ0)U−1(φ1; t2, t1)

= U(φ1; t2, t1)U(φ0; t1, 0) ρ(0)U−1(φ0; t1, 0)U−1(φ1; t2, t1),
(A.11)

e para o terceiro

ρ(t3; t1, t2, φ0, φ1, φ3) = U(φ2; t3, t2) ρ(t2; t1, φ0, φ1)U−1(φ2; t3, t2) (A.12)

= U(φ2; t3, t2)U(φ1; t2, t1)U(φ0; t1, 0) ρ(0)U−1(φ0; t1, 0)U−1(φ1; t2, t1)U−1(φ2; t3, t2),

aqui os ti’s e os φi’s que aparecem à direita dos “;” são as variáveis aleatórias já escolhidas.
Finalmente no tempo t

ρ(t; t1, . . . , tk, φ0, . . . , φk) = U(φk; t, tk)U(φk−1; tk, tk−1) . . .U(φ1; t2, t1)U(φ0; t1, 0)

×ρ(0)U−1(φ0; t1, 0)U−1(φ1; t2, t1) . . .U−1(φk−1; tk, tk−1)U−1(φk; t, tk).

(A.13)
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A probabilidade de que no intervalo (0, t) ocorrerem k saltos em φ nos tempos t1, t2, . . . , tk
com φ valendo φ0, φ1, . . . , φk em cada intervalo respetivamente é

dP (t1, t2, . . . , tk,φ0, φ1, . . . , φk; t) =

Prob {φ(0) = φ0} × Prob {τ1 = t1 − 0}×
Prob {φ(t1) = φ1} × Prob {τ2 = t2 − t1}×
Prob {φ(t2) = φ2} × Prob {τ3 = t3 − t2} × . . .

· · · ×Prob {φ(tk−1) = φk−1} × Prob {τk = tk − tk−1}×
Prob {φ(tk) = φk} × Prob {τk+1 > t− tk} .

(A.14)

Onde t0 = 0 e de acordo com (A.3) Prob {τi = ti − ti−1} = dQ(ti − ti−1) para i = 1, . . . , k e
de (A.6) temos que Prob {φ(ti) = φi} = dq(φ) para i = 0, . . . , k. Se impõe que no intervalo
[tk, t] o (k + 1)-ésimo salto não ocorra, por tanto τk+1 > t− tk. Deve-se integrar porque não
é uma probabilidade puntual, é sobre um intervalo

Prob {τk+1 > t− tk} =

∫ ∞

t−tk

dQ(τk+1) =
1

τ0

∫ ∞

t−tk

e−τk+1/τ0dτk+1

=
[

−e−τk+1/τ0
]∞

t−tk
= e−(t−tk)/τ0 ,

(A.15)

assim,

dP (t1, . . . , tk,φ0, . . . , φk; t) =

dq(φ0) ·
1

τ0
e−(t1−0)/τ0dτ1 · dq(φ1) ·

1

τ0
e−(t2−t1)/τ0dτ2 . . .

. . . dq(φk−1) ·
1

τ0
e−(tk−tk−1)/τ0dτk · dq(φk) · e−(t−tk)/τ0

= e−t/τ0 1

τk
0

(

k
∏

i=1

dτi

)(

k
∏

i=0

dq(φi)

)

(A.16)

o espaço amostral inclui apenas a região onde τi > 0 com i = 1, . . . , k e τ1 + τ2 + · · ·+ τk < t.

Se pode passar das integrais nas variáveis τ1, τ2, . . . , τk para integrais nas variáveis t1, t2, . . . , tk
através da matriz Jacobiana

∂(τ1, . . . , τk)

∂(t1, . . . , tk)
=













∂τ1
∂t1

∂τ1
∂t2

· · · ∂τ1
∂tk

∂τ2
∂t1

∂τ2
∂t2

· · · ∂τ2
∂tk

...
... · · · ...

∂τk

∂t1
∂τk

∂t2
· · · ∂τk

∂tk













=



















1 0 0 · · · 0 0
−1 1 0 · · · 0 0
0 −1 1 · · · 0 0
...

...
... · · · ...

...
0 0 0 · · · 1 0
0 0 0 · · · −1 1



















, (A.17)

o determinante de uma matriz triangular é o produto dos elementos da diagonal

det

[

∂(τ1, . . . , τk)

∂(t1, . . . , tk)

]

= 1, (A.18)
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logo,

dP (t1, t2, . . . , tk, φ0, φ1, . . . , φk; t) = e−t/τ0 1

τk
0

(

k
∏

i=1

dti

)(

k
∏

i=0

dq(φi)

)

(A.19)

de maneira análoga o espaço amostral inclui apenas a região onde 0 < t1 < t2 < . . . < tk < t.
Portanto, o valor médio da matriz densidade no instante t, supondo que a fase φ sofra uma
quantidade estocástica de saltos, será

ρ̄(t) =

∞
∑

k=0

∫

Γ

∫

Λ
dP (t1, . . . , tk, φ0, . . . , φk; t)ρ(t; t1, . . . , tk, φ0, . . . , φk) (A.20)

sendo Γ = 0 < t1 < t2 < . . . < tk < t e Λ = 0 ≤ φi < 2π, tem-se

ρ̄(t) = e−t/τ0

∞
∑

k=0

1

τk
0

∫

Γ
. . .

∫ k
∏

i=1

dti

∫

Λ
. . .

∫ k
∏

i=0

dq(φi)ρ(t; t1, . . . , tk, φ0, . . . , φk), (A.21)

onde o termo da somatória com k = 0 será
∫

dq(φ0)ρ(t;φ0), (A.22)

e em geral
∫

Γ
. . .

∫ k
∏

i=1

dti =

∫ t

0
dtk

∫ tk

0
dtk−1 . . .

∫ t2

0
dt1. (A.23)

Para o caso das distribuições uniformes

∫

Λ
. . .

∫ k
∏

i=0

dq(φi) =

∫ 2π

0
dφ0

∫ 2π

0
dφ1 . . .

∫ 2π

0
dφk (A.24)

reescrevendo (A.21) para uma distribuição de fases qualquer, fica

ρ̄(t) =e−t/τ0

∞
∑

k=0

1

τk
0

∫ t

0
dtk

∫ tk

0
dtk−1 . . .

∫ t2

0
dt1 ×

∫

dq(φk)

∫

dq(φk−1) . . .

∫

dq(φ0)ρ(t; t1, . . . , tk, φ0, . . . , φk).

(A.25)

Usando a expressão (A.13) e listando explicitamente os primeros termos

ρ̄(t)et/τ0 =

∫

dq(φ0)ρ(t;φ0) +
1

τ0

∫ t

0
dt1

∫

dq(φ1)

∫

dq(φ0)ρ(t; t1, φo, φ1)

+
1

τ2
0

∫ t

0
dt2

∫ t2

0
dt1

∫

dq(φ2)

∫

dq(φ1)

∫

dq(φ0)ρ(t; t1, t2, φo, φ1, φ2) + . . .

=I0(t) + I1(t) + I2(t) + . . .

(A.26)
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Observe que
∫ τ

0
dt

∫

dq(φ)U(φ; τ, t)I0(t)U−1(φ; τ, t)

=
1

τ0

∫ τ

0
dt

∫

dq(φ)

∫

dq(φ0)U(φ; τ, t)ρ(t;φ0)U−1(φ; τ, t) (A.27)

=
1

τ0

∫ τ

0
dt

∫

dq(φ)

∫

dq(φ0) ρ(τ ; t, φ0, φ) = I1(τ),

analogamente

1

τ0

∫ τ

0
dt

∫

dq(φ)U(φ; τ, t)Ik(t)U−1(φ; τ, t) =

1

τk+1
0

∫ τ

0
dt

∫ t

0
dtk

∫ tk

0
dtk−1 . . .

∫ t2

0
dt1

∫

dq(φ)

∫

dq(φk) . . .

∫

dq(φ0)×

U(φ; τ, t)ρ(t; t1, . . . , tk, φ0, . . . , φk)U−1(φ; τ, t) =

1

τk+1
0

∫ τ

0
dt

∫ t

0
dtk

∫ tk

0
dtk−1 . . .

∫ t2

0
dt1

∫

dq(φ)

∫

dq(φk) . . .

∫

dq(φ0)×

ρ(τ ; t1, . . . , tk, t, φ0, . . . , φk, φ) = Ik+1(τ),

(A.28)

com isto

1

τ0

∫ τ

0
dt

∫

dq(φ)U(φ; τ, t)ρ̄(t)et/τ0U−1(φ; τ, t)

=
1

τ0

∫ τ

0
dt

∫

dq(φ)U(φ; τ, t)

∞
∑

k=0

Ik(t)U−1(φ; τ, t)

=

∞
∑

k=0

Ik+1(τ)

=

∞
∑

k=0

Ik(τ) −
∫

dq(φ0) ρ(τ ;φ0)

= ρ̄(τ)eτ/τ0 −
∫

dq(φ0)U(φ0; τ, 0)ρ(0)U−1(φ0; τ, 0),

(A.29)

de onde se obtém a equação integral

ρ̄(τ)eτ/τ0 =

∫

dq(φ0)U(φ0; τ, 0)ρ(0)U−1(φ0; τ, 0)

+
1

τ0

∫ τ

0
dt et/τ0

∫

dq(φ)U(φ; τ, t)ρ̄(t)U−1(φ; τ, t).

(A.30)

Observe que ρ̄(τ), U(φ; τ, t), U−1(φ; τ, t) são operadores representados por matrizes quadradas.
Reescrevendo a equação anterior indicando os ı́ndices dos elementos de cada uma das matrizes
se tem

ρ̄(τ)ime
τ/τ0 =

∫

dq(φ0)
∑

k,l

U(φ0; τ, 0)ikρ(0)klU−1(φ0; τ, 0)lm

+
1

τ0

∫ τ

0
dt et/τ0

∫

dq(φ)
∑

k,l

U(φ; τ, t)ik ρ̄(t)klU−1(φ; τ, t)lm.

(A.31)
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Os elementos de matriz naturalmente conmutam, usando este fato

ρ̄(τ)ime
τ/τ0 =

∑

l

[

∑

k

(
∫

dq(φ0)U(φ0; τ, 0)ikU−1(φ0; τ, 0)lm

)

ρ(0)kl

]

+
1

τ0

∫ τ

0
dt et/τ0

∑

l

[

∑

k

(
∫

dq(φ)U(φ; τ, t)ikU−1(φ; τ, t)lm

)

ρ̄(t)kl

]

.

(A.32)

Definindo o conjunto de matrizes
{

Gim(τ, t)
}

cujos elementos de matriz são

Gim(τ, t)lk =

∫

dq(φ0)U(φ; τ, t)ikU−1(φ; τ, t)lm, (A.33)

pode-se escrever

ρ̄(τ)ime
τ/τ0 =

∑

l

[

∑

k

Gim(τ, 0)lk ρ(0)kl

]

+
1

τ0

∫ τ

0
dt et/τ0

∑

l

[

∑

k

Gim(τ, t)lk ρ̄(t)kl

]

,

(A.34)

em termos das matrizes

ρ̄(τ)ime
τ/τ0 =

∑

l

[

G
im(τ, 0)ρ(0)

]

ll

+
1

τ0

∫ τ

0
dt et/τ0

∑

l

[

G
im(τ, t)ρ̄(t)

]

ll
.

(A.35)

Como TrA =
∑

l all obtemos finalmente

ρ̄(τ)im = e−τ/τ0Tr
[

G
im(τ, 0)ρ(0)

]

+
1

τ0

∫ τ

0
dt e−(τ−t)/τ0Tr

[

G
im(τ, t)ρ̄(t)

]

. (A.36)

A evolução temporal do sistema esta dada pela transformação unitária U(φ; τ, 0), associada
ao Hamiltoniano de interação tal que

U(φ; τ, 0) = e−iHIntt =

[

cos(θnt) −ie−iφ sen(θnt)
−ieiφ sen(θnt) cos(θnt)

]

, (A.37)

onde θn = g0
√
n+ 1 e a trasformação inversa é

U−1(φ; τ, 0) =

[

cos(θnt) ie−iφ sen(θnt)
ieiφ sen(θnt) cos(θnt)

]

. (A.38)
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Usando a distribuição uniforme dq(φ) = dφ/2π obtem-se

G11(τ, t)11 =
1

2π

∫ 2π

0
dφ cos2 [θn(τ − t)] = cos2 [θn(τ − t)] ,

G11(τ, t)12 =
1

2π

∫ 2π

0
dφ (−i)e−iφ sen [θn(τ − t)] cos [θn(τ − t)] = 0,

G11(τ, t)21 =
1

2π

∫ 2π

0
dφ ieiφ cos [θn(τ − t)] sen [θn(τ − t)] = 0,

G11(τ, t)22 =
1

2π

∫ 2π

0
dφ (−i)e−iφ sen [θn(τ − t)] ieiφ sen [θn(τ − t)] = sen2 [θn(τ − t)] ,

(A.39)

com isto facilmente calculamos

G
11(τ, t) =

[

cos2 [θn(τ − t)] 0
0 sen2 [θn(τ − t)]

]

, (A.40)

G
12(τ, t) =

[

0 0
cos2 [θn(τ − t)] 0

]

, (A.41)

G
21(τ, t) =

[

0 cos2 [θn(τ − t)]
0 0

]

, (A.42)

e

G
22(τ, t) =

[

sen2 [θn(τ − t)] 0
0 cos2 [θn(τ − t)]

]

. (A.43)

Escrevendo a matriz Gim(τ, t)ρ(t) e tirando o traço tem-se

ρ̄(τ)11e
τ/τ0 = cos2(θnτ)ρ11(0) + sen2(θnτ)ρ22(0)

+
1

τ0

∫ τ

0
dt et/τ0

{

cos2 [θn(τ − t)] ρ11(t) + sen2 [θn(τ − t)] ρ22(t)
}

,
(A.44)

pode-se reescrever a anterior equação como

ρ̄11(τ)e
τ/τ0 = ρ11(0) + [ρ22(0) − ρ11(0)] sen

2(θnτ)

+
1

τ0

∫ τ

0
et/τ0

{

ρ̄11(t) + [ρ̄22(t) − ρ̄11(t)] sen
2 [θn(τ − t)]

}

dt.
(A.45)

para o outro elemento da diagonal, encontra-se

ρ̄22(τ)e
τ/τ0 = ρ22(0) + [ρ11(0) − ρ22(0)] sen

2(θnτ)

+
1

τ0

∫ τ

0
et/τ0

{

ρ̄22(t) + [ρ̄11(t) − ρ̄22(t)] sen
2 [θn(τ − t)]

}

dt.
(A.46)

Ao ser o interesse deste trabalho estudar e caracterizar a inversão de população só foram
calculadas os elementos ρ̄11(τ) e ρ̄22(τ), que a definem. Para conhecer a dinâmica do sistema
basta com calcular os elementos ρ̄11(τ) e ρ̄12(τ) pois para um átomo de dois ńıveis: ρ̄11(τ) +
ρ̄22(τ) = 1 e ρ̄12(τ) = ρ̄∗21(τ).





Apêndice B

Transformada de Laplace

A Transformada de Laplace de uma função f(t) definida para todos os números reais t ≥ 0,
é a função f̂(s) definida como

f̂(s) = L{f(t)} =

∫ ∞

0
f(t) e−stdt, (B.1)

sempre e quando a integral este definida. Esta transformada integral tem algumas propriedades
que fazem que seja muito útil no analise de sistemas lineares.

Propriedades

Linearidade

L{af(t) + bg(t)} = aL{f(t)} + bL{g(t)} . (B.2)

Seno

L{sen (ωt)} =
ω

s2 + ω2
. (B.3)

Coseno

L{cos (ωt)} =
s

s2 + ω2
. (B.4)

Transformação da derivada

f̂ (n)(s) = L
{

f (n)(t)
}

= snf̂(s) −
n
∑

i=1

sn−1f (i−1)(0). (B.5)

Convolução

(f ∗ g)(t) =

∫ t

0
f(t− θ) g(θ) dθ, (B.6)

(̂f ∗ g)(s) = f̂(s) ĝ(s). (B.7)

Exemplos
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Se f̂(s) = 1

f̂(s) =

∫ ∞

0
e−stdt =

[

−e
−st

s

]∞

0

=
1

s
. (B.8)

Se f̂(s) = eλt

f̂(s) =

∫ ∞

0
eλte−stdt =

[

−e
−(s−λ)t

s− λ

]∞

0

=
1

s− λ
. (B.9)

Transformada de Laplace na Inversão de População

A expressão para a inversão de população média, no JCM com flutuações estocásticas no
coeficiente de acoplamento, esta dada por

Wn(τ) eτ/τ0 = Wn(0)[1 − 2 sen2(θnτ)]

+
1

τ0

∫ τ

0
et/τ0

{

1 − 2 sen2[θn(τ − t)]Wn(t)
}

dt,
(B.10)

identifique

f(t) = Wn(t)et/τ0 e g(t) = 1 − 2 sen2(θnt) = cos(2θnt), (B.11)

reescrevendo (B.10)

f(τ) = Wn(0)g(τ) +
1

τ0

∫ τ

0
f(t)g(τ − t) dt. (B.12)

Usando a definição de convolução

f(τ) = Wn(0)g(τ) +
1

τ0
(f ∗ g)(τ), (B.13)

e aplicando a transformada nos dois lados da equação anterior obtemos

f̂(s) = Wn(0)ĝ(s) +
1

τ0
f̂(s)ĝ(s), (B.14)

donde

f̂(s) = Wn(0)
ĝ(s)

[

1 − 1
τ0
ĝ(s)

] . (B.15)

Conhecemos a transformada da função cosseno, portanto sabemos que

ĝ(s) = L{cos(2θnt)} =
s

s2 + (2θn)2
, (B.16)

assim

f̂(s) = Wn(0)

s
s2+(2θn)2

1 − 1
τ0

(

s
s2+(2θn)2

) = Wn(0)
s

s2 − 1
τ0
s+ 4θ2

n

. (B.17)

Lembrando que θn = g0
√
n+ 1, define-se

∆ = (4g0)
2

[

1

(4τ0g0)2
− (n+ 1)

]

, (B.18)
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o discriminante associado ao polinômio de grau 2 no denominador de (B.17). Temos aqúı dois
casos posśıveis: Se 4τ0g0 > 1 teremos ∆ < 0 para todo n ∈ {0, 1, 2, . . . } e se 4τ0g0 6 1
teremos

∆ > 0 para 0 6 n <
1

(4τ0g0)2
− 1,

∆ < 0 para n >
1

(4τ0g0)2
− 1,

∆ = 0 para n =
1

(4τ0g0)2
− 1,

(B.19)

naturalmente, se 1
(4τ0g0)2

− 1 /∈ {0, 1, 2, . . . } o caso ∆ = 0 não ocorre.

Analisando o primero caso, quando 4τ0g0 > 1

s2 − 1

τ0
s+ 4θ2

n = s2 − 1

τ0
s+ 4g2

0(n+ 1)

=

(

s− 1

2τ0

)2

+ 4g2
0

[

n+ 1 − 1

(4τ0g0)2

]

,

(B.20)

portanto

f̂(s) = Wn(0)
s

(

s− 1
2τ0

)2
+ 4g2

0

[

n+ 1 − 1
(4τ0g0)2

]

= Wn(0)







(

s− 1
2τ0

)

(

s− 1
2τ0

)2
+ Ω2

n

+
1

2τ0

1

Ωn

Ωn
(

s− 1
2τ0

)2
+ Ω2

n






,

(B.21)

onde

Ωn = 2g0

√

n+ 1 − 1

(4τ0g0)2
. (B.22)

Aplicando a transformada de Laplace inversa em f̂(s) se obtem

f(t) = Wn(0)

[

e
1

2τ0
t
cos(Ωnt) +

1

2τ0Ωn
e

1
2τ0

t
sen(Ωnt)

]

, (B.23)

como Wn(t) = f(t)e
− t

τ0 segue

Wn(t) = Wn(0) e
− t

2τ0

[

cos(Ωnt) +
1

2τ0Ωn
sen(Ωnt)

]

. (B.24)





Apêndice C

Aproximação gaussiana

O objetivo desta seção é estimar assimptoticamente, ou seja, para |α| positivo e grande, a
função

an =
|αn|2
n!

e−|α|2 . (C.1)

Primeiro se calcula o logaritmo de an

ln an = ln
1

n!
+ ln |α|2n + ln e−|α|2

= − lnn! + 2n ln |α| − |α|2

= −
(

1

2
ln 2π + n lnn+

1

2
lnn− n+ E(n)

)

+ 2n ln |α| − |α|2,

(C.2)

onde foi usada uma aprximação para fatoriais grandes, chamada fórmula de Stirling [28]

lnn! =
1

2
ln 2π + n lnn+

1

2
lnn− n+ E(n) (C.3)

com |E(n)| < 1/12n.

Seja x =
√
n, quer-se expandir em série de Taylor à função ln an(x) em torno a x ≈ |α|

ln an(x) = lnan(|α|) +
d ln an(x)

dx

∣

∣

∣

x=|α|
(x− |α|)

+
1

2!

d2 ln an(x)

dx2

∣

∣

∣

x=|α|
(x− |α|)2 +

1

3!

d3 ln an(x)

dx3

∣

∣

∣

x=|α|
(x− |α|)3 + · · ·

(C.4)

os termos na soma são

ln an(|α|) = −1

2
ln 2π − |α|2 ln |α|2 − 1

2
ln |α|2 + |α|2 + 2|α|2 ln |α| − |α|2 + E(|α|2)

= −1

2
ln 2π − ln |α| + E(|α|2),

(C.5)

d ln an(x)

dx

∣

∣

∣

x=|α|
= − 2

|α| , (C.6)
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e
d2 ln an(x)

dx2

∣

∣

∣

x=|α|
= −4 +

1

|α|2 (C.7)

obtendo

ln an = −1

2
ln 2π − ln |α| − 2

|α| (x− |α|) +
1

2

(

−4 +
1

|α|2
)

(x− |α|)2 + E(|α|2) + · · · (C.8)

Consideramos que n ≈ |α|2 por tanto

ln an = −1

2
ln 2π − ln |α| − 2(

√
n− |α|)2 + E(n) + R(n), (C.9)

também sabemos que E(n) é O(|α|−2) e definimos R(n) como os termos de O(|α|−1). Dessa
forma

ln an = − 1

2
ln 2π − ln |α| − 2(

√
n− |α|)2 + O(|α|−1)

= ln(2π)−1/2 − ln |α| − 2(
√
n− |α|)2 + O(|α|−1)

= ln
(2π)−1/2

|α| − 2(
√
n− |α|)2 + O(|α|−1)

= ln
1

√

2π|α|2
− 2(

√
n− |α|)2 + O(|α|−1).

(C.10)

A aproximação gaussiana será

an =
1

√

2π|α|2
e−2(

√
n−|α|)2eO(|α|−1), (C.11)

como O(|α|−1) é uma quantidade pequena cumpre que eO(|α|−1) ≈ 1 + O(|α|−1), de onde se
obtem finalmente que

an =
1

√

2π|α|2
e−2(

√
n−|α|)2 [1 + O(|α|−1)]. (C.12)



Apêndice D

Aproximação assintótica

Como resultado da subtração dos termos do operador densidade que representam a probabil-
idade do átomo estar no estado excitado e do átomo estar no estado base, para um sistema
isolado composto por mono-modo do campo e um átomo de dois ńıves, obteve-se a inversão
de população:

W (t) =

∞
∑

n=0

exp−|α|2 |α
n|2
n!

Wn(0) e
− t

2τ0

[

cos(Ωnt) +
1

2τ0Ωn
sen(Ωnt)

]

= e
−|α|2− t

2τ0

∞
∑

n=0

|αn|2
n!

Wn(0)

[

cos(Ωnt) +
1

2τ0Ωn
sen(Ωnt)

]

.

(D.1)

com condição inicial de que átomo entra na cavidade que confina o campo em estado excitado.
Considera-se que o coeficiente de acoplamento sofre variações estocásticas em forma de saltos
instantâneos, de modo que a sua fase fica constante entre um salto e o próximo, sendo estes
descorrelacionados.

Ωn esta dado por:

Ωn = 2g0

√

n+ 1 − 1

(4τ0g0)2
. (D.2)

Definindo-se os seguintes coeficientes:

An = e−|α|2 |αn|2
n!

e Bn = e−|α|2 |αn|2
n!

1

2τ0Ωn
, (D.3)

pode-se reescrever a inversão de população como:

W (t) =
∞
∑

n=0

[An cos(Ωnt) +Bn sen(Ωnt)] e
−t/2τ0 . (D.4)

Os somatórios
∑∞

n An e
∑∞

n Bn independem de t, portanto, convergem uniforme e absolu-
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tamente em t ∈ R. Segundo a soma de Poisson [23], W (t) é:

W (t) =
∞
∑

ν=−∞

[
∫ ∞

0
A(n) e2πiνn cos(Ωnt) dn +

1

2
A(0) cos(Ω0t)

+

∫ ∞

0
B(n) e2πiνn sen(Ωnt) +

1

2
B(0) sen(Ω0t)

]

e−t/2τ0 ,

(D.5)

o que é igual a:

W (t) =

[ ∞
∑

ν=−∞
aν(t) +

∞
∑

ν=−∞
bν(t) +

1

2
A(0) cos(Ω0t) +

1

2
B(0) sen(Ω0t)

]

e−t/2τ0 , (D.6)

onde:

aν(t) =

∫ ∞

0
A(n) e2πiνn cos(Ωnt) dn, (D.7)

e

bν(t) =

∫ ∞

0
B(n) e2πiνn sen(Ωnt). (D.8)

Os coeficientes A(n) e B(n) extendem An e Bn respetivamente para n ∈ R. Segundo à
aproximação gaussiana (apêndice C):

A(n) ≈ 1
√

2π|α|2
e−2(

√
n−|α|)2 , (D.9)

e

B(n) ≈ 1

2τ0Ωn

1
√

2π|α|2
e−2(

√
n−|α|)2, (D.10)

onde |α|2 ∼ n̄, e n̄ é o número médio de fótons. Para uma completa caracterização de W (t)
precisa-se estimar o valor das integrais (D.7) e (D.8). Começa-se com a integral para aν(t)
que é dada por:

aν(t) =

∫ ∞

0
A(n) e2πiνn cos(Ωnt) dn. (D.11)

O coeficiente aν(t) cumpre que:

∞
∑

ν=−∞
aν(t) = a0(t) +

∞
∑

ν=1

(aν(t) + a−ν(t)), (D.12)

pode-se escrever então:

aν(t) + a−ν(t) =

∫ ∞

0
A(n) e2πiνn cos(Ωnt) dn+

∫ ∞

0
A(n) e−2πiνn cos(Ωnt) dn

=

∫ ∞

0
A(n) (e2πiνn + e−2πiνn) cos(Ωnt) dn = 2

∫ ∞

0
A(n) cos(2πνn) cos(Ωnt) dn,

(D.13)

de onde:

aν(t) + a−ν(t) = ℜ
[

2

∫ ∞

0
A(n) ei(2πνn−Ωnt) dn

]

. (D.14)
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Por outro lado, olhando para (D.11) pode-se ver que:

aν(t) =

∫ ∞

0
A(n) e2πiνn

(

eiΩnt + e−iΩnt

2

)

dn

=

∫ ∞

0

1

2
A(n) ei(2πνn+Ωnt) dn+

∫ ∞

0

1

2
A(n) ei(2πνn−Ωnt) dn,

(D.15)

donde:

aν(t) + a−ν(t) =

∫ ∞

0

1

2
A(n)

{

ei(2πνn+Ωnt) + ei(2πνn−Ωnt) + ei(2π(−ν)n−Ωnt) + ei(2π(−ν)n−Ωnt)
}

dn

=

∫ ∞

0

1

2
A(n)

{

ei(2πνn+Ωnt) + e−i(2πνn+Ωnt) + ei(2πνn−Ωnt) + e−i(2πνn−Ωnt)
}

dn

=

∫ ∞

0

1

2
A(n)

{

2ℜ
[

e−i(2πνn+Ωnt)
]

+ 2ℜ
[

ei(2πνn−Ωnt)
]}

dn

=

∫ ∞

0
A(n)

{

ℜ
[

ei(2π(−ν)n−Ωnt)
]

+ ℜ
[

ei(2πνn−Ωnt)
]}

dn = a′−ν(t) + a′ν(t).

(D.16)

com

a′ν(t) =

∫ ∞

0
A(n)ℜ

[

ei(2πνn−Ωnt)
]

dn. (D.17)

pode-se ver que:

∞
∑

ν=−∞
aν(t) = a0(t) +

∞
∑

ν=1

[aν(t) + a−ν(t)] = a0(t) +

∞
∑

ν=−∞
ν 6=0

a′ν(t). (D.18)

Com isto e reemplazando o valor de A(n) dado por (D.9) com |α|2 = n̄, finalmente temos a
expressão da integral a ser estimada:

a′ν(t) =
1√
2πn̄

∫ ∞

0
e−2(

√
n−

√
n̄)2ℜ

[

ei(2πνn−Ωnt)
]

dn. (D.19)

Escrevendo explicitamente Ωn que é igual a 2g0
√

n+ 1 − 1
(4τ0g0)2

, obtem-se:

a′ν(t) =
1√
2πn̄

ℜ
[

∫ ∞

0
exp

{

−2(
√
n−

√
n̄)2 + 2iπνn − 2ig0t

√

(n+ 1) − 1

(4τ0g0)2

}

dn

]

.

(D.20)
Fazendo a seguinte mudança de variáveis:

n = n̄x2 − v e v =
λ2 − δ2

λ2
, (D.21)

tem-se à parte real do exponente de (D.20):

√
n−

√
n̄ =

√

n̄x2 − v −
√
n̄ =

√
n̄

(
√

x2 − v

n̄
− 1

)

. (D.22)
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E para a parte imaginaria:

2πνn−2g0t

√

(n+ 1) − 1

(4τ0g0)2
= 2πν(n̄x2−v)−t

√

4g2
0(n̄x

2 − v + 1) − 4g2
0

(4τ0g0)2
(D.23)

Definindo:

λ = 2g0 e δ =
1

2τ0
, (D.24)

tem-se que (D.23) é igual a:

2πνn̄

{

x2 − v

n̄
− t

2πνn̄

√

λ2(n̄x2 − v + 1) − δ2
}

= 2πνn̄

{

x2 − v

n̄
− t

2πνn̄

√
λ2n̄x2

}

= 2πνn̄

{

x2 − v

n̄
− λxt

2πν
√
n̄

}

= 2πνn̄

{

x2 − v

n̄
− g0xt

πν
√
n̄

}

.

(D.25)

Reescrevendo a′ν(t) levando em conta que dn = 2n̄xdx e definindo:

τ =
g0t

2πν
√
n̄
, (D.26)

obtem-se que:

a′ν(t) =
1√
2πn̄

ℜ
[

∫ ∞
√

v/n̄
e
−2n̄

“√
x2−v/n̄−1

”2
−2iπνv−2iπνn̄(x2−2τx)

2n̄x dx

]

(D.27)

para n̄ grande a contribuição principal esta na vizinhança de x = 1, posso integrar entre
[1 − ǫ, 1 + ǫ], com ǫ pequeno tal que 1 − ǫ >

√

v/n̄, ǫ =
√

ln n̄/2n̄. Na parte real do
exponente da integral anterior:

−2n̄

(
√

x2 − v

n̄
− 1

)2

= −2n̄

(

x2 − v

n̄
− 2

√

x2 − v

n̄
+ 1

)

= −2n̄

(

x2 + 1 − v

n̄
− 2

√

x2 − v

n̄

)

= −2n̄

[

(x− 1)2 + 2x− v

n̄

(

1 − 1

x

)

+
v

n̄x
− 2

√

x2 − v

n̄

]

= −2n̄

[

(x− 1)2 − v

n̄

(

1 − 1

x

)]

− 2n̄

[

2x+
v

n̄x
− 2

√

x2 − v

n̄

]

= −2n̄(x− 1)2 +
2v

x
(x− 1) + 4n̄

[

−x− v

2n̄x
+

√

x2 − v

n̄

]

.

(D.28)

Considerando n̄ grande, e x próximo de um:

a′ν(t) ≈
√

2n̄

π
ℜ
[

e−2iπνv

∫ 1+ǫ

1−ǫ
x e−2n̄(x−1)2+2iπνn̄(x2−2τx) dx

]

. (D.29)
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Definindo a função:

h(x) = −2(x− 1)2 + 2iπν(x2 − 2τx), (D.30)

a′ν(t) é dada por:

a′ν(t) ≈
√

2n̄

π
ℜ
[

e−2iπνv

∫ 1+ǫ

1−ǫ
x en̄ h(x) dx

]

. (D.31)

Reescrevendo em termos da variável complexa z e extender os ĺımites de integração (pode ser
assumido porque a exponencial decae muito rapidamente longe de 1), tem-se:

a′ν(t) ≈
√

2n̄

π
ℜ
[

e−2iπνv

∫ ∞

−∞
x en̄ h(x) dx

]

. (D.32)

Aproximando segundo o método de “steepest descent” [24], fica:

a′ν(t) ≈
√

2n̄

π
ℜ
[

e−2iπνv

√

−2π

n̄ h′′(z0)
z0 e

n̄ h(z0)

]

= 2ℜ
[

e−2iπνv

√

−1

h′′(z0)
z0 e

n̄ h(z0)

]

, (D.33)

onde z0 é o ponto de sela, dado por: h′(z0) = 0. Se

h′(z0) = −4(z0 − 1) + 2iπν(2z0 − 2τ), (D.34)

então o z0 é:

z0 =
1 − iπντ

1 − iπν
. (D.35)

Reescrevendo a função h(z0) obtem-se:

h(z0) = −2(z0 − 1)2 + 2iπν(z2
0 − 2τz0)

= −2[(z0 − τ) + (τ − 1)]2 + 2iπν[(z0 − τ)2 − τ2]

= −2(z0 − τ)2(1 − iπν) − 4(z0 − τ)(τ − 1) − 2(τ − 1)2 − 2iπντ2,

(D.36)

onde:

z0 − τ =
1 − iπντ − τ(1 − iπν)

1 − iπν
= − (τ − 1)

1 − iπν
(D.37)

então:

h(z0) = −2
(τ − 1)2

1 − iπν
+ 4

(τ − 1)2

1 − iπν
− 2(τ − 1)2 − 2iπντ2

=
2(τ − 1)2

1 − iπν
− 2(τ − 1)2 − 2iπντ2

=
[2(τ − 1)2 − 2(τ − 1)2 − 2iπντ2](1 + iπν)

1 + π2ν2

=
−2π2ν2(τ − 1)2 + 2iπν(1 − 2τ − π2ν2τ2)

1 + π2ν2
,

(D.38)

e a segunda derivada de h(z), independe de z e esta dada por: h′′(z) = −4(1 − iπν). Se

h′′(z) = |h′′(z0)|eiη (D.39)
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então η = arctan(πν) e:

{ −1

h′′(z0)

}1/2

= |h′′(z0)|1/2e
i
2
(π−η)

=
1

2(1 + π2ν2)1/4
e

i
2
[π−arctan(πν)]

(D.40)

Reescrevendo a expressão para a′ν(t) levando em conta os valores achados para z0, h(z0) e
h′′(z0), tem-se:

a′ν(t) ∼ 2Re

{

e−i2πνv e
i
2
[π−arctan(πν)]

2(1 + π2ν2)1/4

(

1 − iπντ

1 − iπν

)

e
n̄

»

−2π2ν2(τ−1)2+2iπν(1−2τ−π2ν2τ2)

1+π2ν2

–

}

∼ Re

{

e−i2πνv e
i
2
[π−arctan(πν)]

(1 + π2ν2)1/4

(

1 − iπντ

1 − iπν

)(

1 + iπν

1 + iπν

)

e
n̄

»

−2π2ν2(τ−1)2+2iπν(1−2τ−π2ν2τ2)

1+π2ν2

–

}

∼ Re

{

e−i2πνv e
i
2
[π−arctan(πν)]

(1 + π2ν2)5/4
(1 − iπντ)(1 + iπν)e

n̄

»

−2π2ν2(τ−1)2+2iπν(1−2τ−π2ν2τ2)

1+π2ν2

–

}

∼ e
−2n̄π2ν2(τ−1)2

1+π2ν2

(1 + π2ν2)5/4
Re

{

e−i2πνve
i
2
[π−arctan(πν)](1 − iπντ)(1 + iπν)e

2in̄πν(1−2τ−π2ν2τ2)

1+π2ν2

}

∼ e
−2n̄π2ν2(τ−1)2

1+π2ν2

(1 + π2ν2)5/4
Re

{

e
i
2
[π−arctan(πν)][1 + π2ν2τ + iπν(1 − τ)]e

−i2πνv+
2iπνn̄(1−2τ−π2ν2τ2)

1+π2ν2

}

(D.41)

Se definimos

ϕ = 2πn̄ν

[

− v
n̄

+
(1 − 2τ − π2ν2τ2)

1 + π2ν2

]

, (D.42)

(D.41) escreve-se:

a′ν ∼ e
−2n̄π2ν2(τ−1)2

1+π2ν2

(1 + π2ν2)5/4
Re
{

e
i
2
[π−arctan(πν)][1 + π2ν2τ + iπν(1 − τ)](cosϕ+ i senϕ)

}

(D.43)

onde:

Re
{

(i cos[arctan(πν)] − sen[arctan(πν)])[1 + π2ν2τ + iπν(1 − τ)](cosϕ+ i senϕ)
}

= −
{

(1 + π2ν2τ) sen[arctan(πν)] + πν(1 − τ) cos[arctan(πν)]
}

cosϕ

−
{

(1 + π2ν2τ) cos[arctan(πν)] − πν(1 − τ) sen[arctan(πν)]
}

senϕ,

finalmente:

a′ν ∼ −e
−2n̄π2ν2(τ−1)2

1+π2ν2

(1 + π2ν2)5/4

[{

(1 + π2ν2τ) sen[arctan(πν)] + πν(1 − τ) cos[arctan(πν)]
}

cosϕ

+
{

(1 + π2ν2τ) cos[arctan(πν)] − πν(1 − τ) sen[arctan(πν)]
}

senϕ
]

(D.44)
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a′ν(t) será relevante para τ ≈ 1, ou seja, para:

g0t

2πν
√
n̄
≈ 1. (D.45)

Como t ≥ 0, para ν < 0, O coeficiente a′ν(t) será muito pequeno e por tanto, vamos desprezar
esses termos.

Para o termo com ν = 0:

a′0(t) =
1√
2πn̄

ℜ
[

∫ ∞

0
exp

{

−2(
√
n−

√
n̄)2 − 2ig0t

√

(n+ 1) − 1

(4τ0g0)2

}

dn

]

. (D.46)

Segundo a mudança de variáveis (D.21):

a′0(t) =
1√
2πn̄

ℜ
[

∫ ∞
√

v/n̄
exp

{

−2n̄(
√

x2 − v/n̄ − 1)2 − itλx
√
n̄
}

2n̄x dx

]

(D.47)

depois de considerar que x é muito próximo de 1 e que n̄ é muito grande:

a′0(t) =
1√
2πn̄

ℜ
[
∫ 1−ǫ

1+ǫ
2n̄x e−2n̄(x−1)2−itλx

√
n̄ dx

]

. (D.48)

Definindo

ξ =
λt

2
√
n̄
, (D.49)

extendendo os ĺımites da integral e escrevendo em termos da variável complexa z, a′0(t) é:

a′0(t) ∼
2n̄√
π
ℜ
[
∫ ∞

∞
zen̄ h(z) dz

]

(D.50)

com h(z) = −2(z − 1)2 − 2iξz, onde: h′(z) = −4(z − 1) − 2iξ e h′′(z) = −4. Para achar o
ponto de sela faz-se:

h′(z0) = −4(z0 − 1) − 2iξ = 0 de onde z0 =
1

2
(2 − iξ), (D.51)

e

h(z0) = −ξ
2

2
− 2iξ. (D.52)

Segundo a aproximação assintótica:

a′0(t) ∼
2n̄√
π
ℜ
[√

−2π

n̄ h′′(z0)
z0e

n̄ h(z0)

]

= 2ℜ
[
√

−1

h′′(z0)
z0e

n̄ h(z0)

]

= 2ℜ
[

√

−1

−4

(

1

2
(2 − iξ)

)

e−n̄( ξ2

2
+2iξ)

]

=
1

2
e−n̄ ξ2

2 ℜ
[

(2 − iξ)e−2in̄ξ
]

,

(D.53)
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obtem-se finalmente:

a′0(t) ∼=
1

2
e−n̄ ξ2

2 [2 cos(2n̄ξ) − ξ sen(2n̄ξ)] (D.54)

Agora são conhecidos os valores estimados para as integrais que definem o primeiro coeficiente,
para estimar a integral para bν(t) o procedimiento é completamente análogo. O coeficiente
bν(t) esta definido como:

bν(t) =

∫ ∞

0
B(n) e2πiνn sen(Ωnt) dn. (D.55)

É fácil ver que:
∞
∑

ν=−∞
bν(t) = b0(t) +

∞
∑

ν=1

[bν(t) + b−ν(t)], (D.56)

onde

bν(t) + b−ν(t) =

∫ ∞

0
B(n) (e2πiνn + e−2πiνn) sen(Ωnt) dn

=

∫ ∞

0
B(n) (e2πiνn + e−2πiνn)

(

eiΩnt − e−iΩnt

2i

)

dn.

(D.57)

Lembrando que z − z∗ = 2iℑ[z] a anterior expressão escreve-se:

bν(t) + b−ν(t) =

∫ ∞

0

1

2i
B(n)

{

2iℑ
[

ei(2πνn+Ωnt)
]

+ 2iℑ
[

ei(−2πνn+Ωnt)
]}

dn

= −
∫ ∞

0
B(n)

{

ℑ
[

e−i(2πνn+Ωnt)
]

+ ℑ
[

e−i(2π(−ν)n+Ωnt)
]}

dn

= b′−ν(t) + b′ν(t),

(D.58)

onde:

b′ν(t) = −ℑ
[
∫ ∞

0
B(n)ei(2πνn−Ωnt) dn

]

. (D.59)

E (D.56) reescreve-se como:

∞
∑

ν=−∞
bν(t) = b0(t) +

∞
∑

ν=1

[bν(t) + b−ν(t)] = b0(t) +

∞
∑

ν=−∞
ν 6=0

b′ν(t). (D.60)

Reemplazando o valor de B(n) dado por (D.10) com |α|2 = n̄, tem-se que:

b′ν(t) =
−1√
2πn̄

ℑ
[
∫ ∞

0

1

2τ0Ωn
e−2(

√
n−

√
n̄)2ei(2πνn−Ωnt) dn

]

(D.61)

mudando as variáveis segundo (D.21), para x ≈ 1 é n̄ grande:

b′ν(t) =
−1√
2πn̄

(

1

2τ0

)

ℑ
[

e−2iπνv

∫ ∞

0

√
n̄

g0λ
e−2n̄(

√
x2−v/n−1)2+2iπνn̄(x2−2τx) dx

]

(D.62)
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definindo h(x) segundo (D.30):

b′ν(t) ≈
−1√
2πn̄

(
√
n̄

4τ0g2
0

)

ℑ
[

e−2iπνv

∫ 1+ǫ

1−ǫ
en̄ h(x) dx

]

. (D.63)

De novo escrevendo em termos da variável complexa z, extendendo os ĺımites de integração e
fazendo a aproximação assintôtica,

b′ν(t) ≈
−1√
2π

(

1

4τ0g2
0

)

ℑ
[

e−2iπνv

√

−2π

n̄ h′′(z0)
en̄ h(z0)

]

=
−1

4τ0g2
0

√
n̄
ℑ
[

e−2iπνv

√

−1

h′′(z0)
en̄ h(z0)

]
(D.64)

o valor estimado da integral para o segundo coeficiente será:

b′ν ∼ −
(

1

4τ0g2
0

√
n̄

)

e
−2n̄π2ν2(τ−1)2

1+π2ν2

2(1 + π2ν2)1/4
{cos[arctan(πν)] cosϕ− sen[arctan(πν)] senϕ} .

(D.65)

para b′0 se tem:

b′0 =
−1√
2πn̄

ℑ
[
∫ ∞

0

1

2τ0Ωn
e−2(

√
n−

√
n̄)2e−iΩnt dn

]

(D.66)

levando em conta a mudança de variáveis (D.21), e considerando n̄ grande e x perto de um,
b′(0) se escreve:

b′0 =
−1√
2π

ℑ
[
∫ ∞

0

1

4τ0g2
0

exp
{

−2n̄(
√

x2 − v/n− 1)2 + 2iξn̄x
}

dx

]

(D.67)

fazendo a aproximação assintótica, com z0 dado por (D.51):

b′0 ∼ −1√
2π

(

1

4τ0g2
0

)

ℑ
[
√

−2π

n̄ h′′(z0)
en̄ h(z0)

]

=
−1

4τ0g2
0

√
n̄
ℑ
[

en̄(− ξ2

2
−2iξ)

]

=
−1

4τ0g2
0

√
n̄
e−n̄ ξ2

2 ℑ
[

e−2in̄ξ
]

(D.68)

obtem-se que o coeficiente b′0 esta dado por:

b′0 ∼ −1

4τ0g2
0

√
n̄
e−n̄ ξ2

2 sen[2n̄ξ] (D.69)

onde a variável ξ foi definida em (D.49).

Reescrevendo as anteriores expressões temos que a inversão de população é:

W (t) =

∞
∑

ν=1

[ων(t) +K(t)] (D.70)
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onde
ων(t) = [a′ν(t) + b′(t)] e−t/2τ0 , (D.71)

e

K(t) =

[

1

2
{A(0) cos(Ω0t) +B(0) sen(Ω0t)} + a′0(t) + b′0(t)

]

e−t/2τ0 . (D.72)

Como t ≥ 0, para ν < 0, a′ν e b′ν serão muito pequenos e por tanto, vamos desprezar os termos
para ν ∈ [−1,−∞). ων(t) é explicitamente:

ων(t) = −e
− g2

0
2(1+π2ν2)

(t−tν )2−κ

(1 + π2ν2)5/4

[{(

πν − g0t

2
√
n̄
− 1 + π2ν2

8τ0g2
0

√
n̄

)

cos β +

(

1 +
πνg0t

2
√
n̄

)

sen β

}

cosϕ

+

{(

1 +
πνg0t

2
√
n̄

)

cos β −
(

πν − g0t

2
√
n̄
− 1 + π2ν2

8τ0g2
0

√
n̄

)

sen β

}

senϕ

]

(D.73)

onde

κ = − 1

4τ0

(

4πν
√
n̄

g0
− 1

)

e β = arctan(πν). (D.74)

A frequência e o tempo escritos em termos dos parâmetros originais ficam:

ϕ = −2πν((4g0τ0)
2 − 1)

(4g0τ0)2
+

4πνn̄− 4g0t
√
n̄− πνg2

0t
2

2(1 + π2ν2)
(D.75)

e

tν =
2πν

√
n̄

g0

(

1 − 1 + π2ν2

2τ0g2
0

)

. (D.76)



Bibliografia

[1] M. Planck. Entropie und temperatur strahlender wärme (Entropy and temperature of
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... Vea: “La mayor parte de los hombres no quieren nadar antes de
saber.”¿No es esto espiritual? ¡No quieren nadar naturalmente! Han nacido
para la tierra, no para el agua. Y, naturalmente, no quieren pensar; como
que han sido creados para la vida, ¡no para pensar! Claro, y el que piensa,
el que hace del pensar lo principal, ese podrá acaso llegar muy lejos en esto;
pero ese precisamente ha confundido la tierra con el agua, y un d́ıa u otro
se ahogará...

Fragmento, El lobo estepario, Herman Hesse.
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