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RESUMO

Vindo de fora da esfera de influéncia gravitacional de um corpo celeste, um veiculo
espacial pode ter sua velocidade relativa a esse corpo reduzida ao ponto de fazer com que
esse veiculo permaneca por algum tempo em O6rbita em torno desse corpo celeste. Este
mecanismo € conhecido como captura gravitacional temporaria. Neste trabalho foi feito o
estudo numérico de captura gravitacional, usando como modelos matematicos o
problema de trés corpos restrito circular e o problema bi circular de quatro corpos.
Sempre comparamos 0s resultados obtidos nos dois modelos. Captura gravitacional tem
varias aplicacdes praticas em uma missao espacial, como, por exemplo, a analise do
consumo minimo de combustivel de uma transferéncia Terra-Lua.






STUDIES OF PATHS FOR SPACE VEHICLES USING GRAVITATIONAL
CAPTURE

ABSTRACT

Coming from outside the sphere of influence of a celestial body, a space vehicle can have
its relative velocity with respect to that body reduced to the point where that vehicle stays
for some time in orbit around that body. This mechanism is known as temporary
gravitational capture. In this work, a numerical study of gravitational capture was
performed, using as mathematical models the circular restricted problem of three bodies
and the bicircular problem of four bodies. We always compared the results obtained in
the two models. The gravitational capture has several practical applications in space
missions. An example would be the analysis of the minimum consumption of fuel for an
Earth-Moon transfer.
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1 INTRODUCAO

1.1. Defini¢do do problema

Uma captura gravitacional temporaria acontece quando uma astronave (ou qualquer
particula com massa desprezivel) muda de uma orbita hiperbolica ao redor de um corpo
celeste para uma Orbita eliptica sem o uso de qualquer forca propulsora no sistema. A

forca responsavel para este mudanca na 6rbita da astronave ¢ a forga gravitacional.

Neste trabalho foi feito um estudo numérico de captura gravitacional. Os modelos
matematicos utilizados para analisar o fenomeno de captura gravitacional sdo o
problema de trés corpos restrito circular e o problema bi-circular de quatro corpos.
Calculamos orbitas de captura gravitacional para estes modelos, analisamos o tempo de
captura gravitacional e encontramos regides favoraveis para o valor minimo da energia
do veiculo espacial com relagdo a Lua.

Nesta tese usamos o critério de captura gravitacional utilizada por Vieira Neto (1999) e
Yamakawa (1992): calculamos utilizando a energia de dois corpos para verificar se uma

oOrbita € ou ndo de captura gravitacional.

1.2 Aplicac¢oes de captura gravitacional temporaria

Um caso interessante da aplicagdo de captura gravitacional ¢ o salvamento da missao
espacial japonesa a Lua por Belbruno e Moleiro em junho de 1990.

Em janeiro de 1990 o instituto japonés ISAS langou duas astronaves em Orbitas elipticas
em torno da Terra. A menor MUSES-B deveria através de uma transferéncia de
Hohmann ficar em 6rbita ao redor da Lua.

A comunicacdo com a MUSES-B foi perdida e sua missdo nao foi cumprida e a
astronave maior MUSES-A ainda estava em orbita ao redor da Terra.

Foi desejado entdo pelo Instituto ISAS que MUSES-A substitui-se MUSES-B, porém
MUSES-A tinha uma variacdo de velocidade muito pequena aproximadamente 100
metros por segundo, longe do que ¢ necessario para ser colocada em Orbita Lunar
usando uma transferéncia Hohmann, isto, porque nunca foi projetada para ir a Lua.
Usando captura gravitacional foi salva a missao.

Uma missdo espacial que também vai utilizar captura gravitacional ¢ BEPI

COLOMBO, esta missao partira em 2013 em uma viagem que dura aproximadamente
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seis anos. Quando chegar a mercurio em agosto de 2019 suportara temperaturas na

ordem de 350 C durante um ano de missao.

1.3. Contribuicao deste trabalho

Esse trabalho tem algumas contribuigdes:

Primeira. Captura gravitacional para o problema bi-circular de quatro corpos no plano.
Segunda. Comparagdo de captura gravitacional para os problemas bi circular de quatro
corpos e o problema de trés corpos restrito circular no plano.

Terceira. Captura gravitacional no sistema Netuno-Tritdo.

Quarta. Captura gravitacional para o problema de trés corpos restrito circular espacial.

1.4. Organizacio deste trabalho.

Sera feito abaixo um resumo do que foi tratado em cada capitulo e indicada as
principais referencias bibliograficas para cada um destes capitulos.

No Capitulo dois estudamos o problema de trés corpos restrito circular. O problema de
trés corpos com as duas hipoteses abaixo ¢ chamado de problema de trés corpos restrito
circular.

Primeira hipdtese: Sejam P;, P, e P; trés corpos com massas m;, m, € ms,

respectivamente e supomos que ms € muito menor que m, € m,

Segunda hipotese: Admite-se ainda que os corpos P; € P, se movem em Orbitas

circulares, e que o corpo P; se move no potencial gerado por P; e P,.

Para este problema escrevemos as equagdes de movimento nos sistemas fixo e girante
assim como a hamitoniana do sistema. Os dois excelentes textos classicos onde

encontramos esse assunto estdo em Szebehely (1967) e Broucke (1968).

No Capitulo trés estudamos o problema bi-circular de quatro corpos. Dois corpos
massivos se movimentam em Orbitas circulares em torno do centro de massa comum.
Esses corpos massivos sdo chamados de primarios. Um terceiro corpo massivo se
movimenta em Orbita circular sobre o centro de massa dos dois primarios. NoOs
estudamos o movimento de um quarto corpo de massa desprezivel que se move devido

as atracdes gravitacionais destes trés corpos massivos.
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Escrevemos as equacdes de movimento nos sistemas fixo e girante assim como a
hamitoniana do sistema. Os artigos de Sim6, Gomez e Masdemonte (2003), e Castella e

Jorba (1999) constituem as referéncias basicas para este capitulo.

No Capitulo quatro estudamos as oOrbitas de captura gravitacional no plano.
Apresentamos as analises utilizando o problema restrito circular dos trés corpos € o
problema bi-circular de quatro corpos. Esse capitulo teve como principais referencias as
teses de doutoramento de Vieira Neto (1999), o artigo de Machuy, Prado e Stchui
(2006) e também a tese de doutoramento de Yamakawa (1998).

No Capitulo cinco estudamos o valor minimo da energia do veiculo espacial com
respeito a Lua; esse valor minimo pode influenciar no consumo minimo de combustivel
de uma transferéncia Terra-Lua. Os dois objetivos deste capitulo sdo: obter informagdes
que possibilitem o menor consumo de combustivel para o veiculo espacial numa
transferéncia Terra- Lua e encontrar regides favordveis para captura gravitacional para
cada um dos modelos matematicos estudados. A principal fonte de consulta para esse

capitulo ¢ o artigo de Machuy, Prado e Stchui (2006).

Nos Capitulos seis e sete estudamos o tempo de captura gravitacional. Definimos como
tempo de captura gravitacional o tempo gasto para termos a troca do sinal do valor da

energia de dois corpos do veiculo espacial com relagao a Lua.

Numa missao com o objetivo de transportar seres humanos, medicamentos ou alimentos
a uma base Lunar, a andlise do tempo minimo gasto de captura gravitacional pela Lua

para executarmos tais missoes € relevante.

No Capitulo oito temos uma analise para captura gravitacional do sistema Netuno e
Tritdo. Neste caso foi feito o calculo do valor minimo da energia para o veiculo espacial
com relagdo a Tritdo e a analise tempo de captura gravitacional para o sistema Netuno —

Tritdo. Este capitulo ¢ baseado no artigo de Stchui, Solorzano, Prado e Correa (2008).

No Capitulo nove ¢ feita captura gravitacional para o problema de trés corpos espacial,
a idéia ¢ a mesma utilizada no plano considerando-se agora que o movimento do veiculo

espacial esta no espaco.
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2 PROBLEMA DE TRES CORPOS RESTRITO CIRCULAR
2.1 Introducao

O problema de trés corpos restrito ¢ um caso particular do problema de trés corpos
geral. No problema de trés corpos geral ha trés massas m,, m, € m; que atraem uma a
outra de acordo com a lei de atrag@o gravitacional de Newton. O problema consiste em
determinar o movimento das trés massas, como uma fun¢do do tempo t, quando as
posigdes e velocidades iniciais sao dadas.

No problema de trés corpos restrito uma das massas, digamos mgs, € infinitamente
pequena comparada com as outras duas massas. Com essa hipdtese, m; move-se no
potencial de m; e m,, mas ndo perturba o movimento dos dois corpos massivos. No
problema restrito, 0 movimento de m; e m, ao redor do centro de massa ¢ conhecido e
o movimento de m5 tém que ser determinado como fun¢ao das condicdes iniciais.

Os dois excelentes textos cldssicos onde encontramos esse assunto sdo Szebehely

(1967) e Broucke (1968).

2.2. Problema de trés corpos

Consideramos o movimento de trés pontos materiais P;, P, € P;. Supondo que os pontos
estejam no espago euclidiano tridimensional, representaremos por (X, Vk,Zr) as
coordenadas do ponto Py, onde 1 < k < 3. Definiremos como distancia 73, ; entre Py, e

P,

e = (e —x)* + e — YD) + (21 — 2)? (2.1)

Por conveniéncia de notacgdo, utilizaremos q;, para representar X, Yi € Z; quando nos
referimos a proje¢do num dado eixo coordenado. A varidvel g descreve uma das nove
possiveis coordenadas gy, além disso, designaremos por m; a massa do ponto descrito
por q.

A fungao potencial devido a lei de atragdo Gravitacional de Newton ¢ dada abaixo:

m

U=GY ’Z”,k<l (2.2)

r
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As equagdes de movimento do problema de trés corpos podem ser escritas na forma

abreviada.
mg = —U, (2.3)

onde U, representa a derivada parcial de U em relagdo a q. As equagdes de movimento
podem também ser escritas como um sistema de seis equagdes diferenciais de primeira

ordem.

{ q=v (2.4)
v=-m"1U, :

A solugdo do problema de trés corpos consiste na descricdo do comportamento global
do movimento para condi¢des iniciais arbitrariamente preestabelecidas.

A Figura 2.1 mostra o movimento dos trés corpos.

z
// x
@ //
M -
3 > e
J/ ’
/
,/
- ¥
pd
.
h‘11 /« - Ni? y
‘.///'

Figura 2.1 Problema de trés corpos.
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2.3. O problema de trés corpos restrito circular

O problema de trés corpos com as duas hipoteses abaixo ¢ chamado de problema de trés
corpos restrito circular.

Primeira hipétese: Sejam P;, P, ¢ P; trés corpos com massas my, m, € ms,
respectivamente € supomos que ms € muito menor que m, € m;,

Segunda hipdtese: Admite-se ainda que os corpos P; ¢ P, se movem em Orbitas
circulares, e que o corpo P; se move no potencial gerado por P; e P,.

Observacio: Os corpos P; e P, sdo chamados primarios.

Na Figura 2.2 temos 0 movimento dos dois primarios.

Y

A

» X

Figura 2.2-Movimento dos corpos primarios.

33



2.4. Equacoes de movimento no sistema de coordenadas fixas

Nesse texto os primarios serdo a Terra e a Lua. Tornaremos o sistema adimensional,
dividindo todas as distancias pela distancia entre os dois primarios e as massas serao
divididas pela massa total dos dois primarios. Além disto, serd definido que a
velocidade angular do sistema € unitéria.

Fornecemos abaixo as massas e distancias da Terra a Lua.

My = 5.98x10%*kg Massa da Terra.
M, = 7.35x10%%kg Massa da Lua.
d = 3.844x10%°km Distancia Terra-Lua.

Com os dados escritos acima as massas da Terra € Lua no sistema adimensional sdo
dadas por:

Massa da Terra.

Mt

U = FYPETR = 0.9878715 (2.5)
Massa da Lua.
_ My _
Uy = T 0.0121506683 (2.6)

As circunferéncias descritas pela Lua e Terra tém raios pug € yy,, respectivamente.
Sejam (&,1) (ég,ne) € (Ey,Muy) as coordenadas do veiculo espacial, da Terra e da Lua

respectivamente. Nestas coordenadas as equagdes de movimento da Terra e da Lua sdo:

$g = —Hymcos (1) Sy = pgcos (1)

) ] 2.7
Ng = —uysin (t) Ny = pgsin (t) @7

Quando substituimos t = 0, as posi¢oes da Lua e da Terra sdo respectivamente (ug, 0) e

(_MMJ 0)

As distancias do veiculo espacial a Lua e a Terra sao:
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rf = (€= &) + (M —1nm)?

(2.8)
ri = —8)?+ M —ne)’
As equagdes de movimento do veiculo espacial no sistema fixo sdo:
a*§ E-ém) ¢-¢p) av
20z = Hm T3M — Hg T3E PY3
! 2 (2.9)
n_ . (-nm) _ (@-mE) _ 9V
dt? Hum r3 E 43 an

KM _ HE

onde a energia potencial ¢ V = — .
1 2

2.5 Hamiltoniana e lagrangiana no sistema fixo

Faremos o célculo das equacdes do hamiltoniano no sistema fixo.
Definicdo Seja H:K"xK" —> K wuma fungdo diferenciavel nas variaveis
(p,g)e K"xK" (K corpos dos numeros reais ou complexos). O sistema

correspondente ¢ dado pelas 2n equagdes:

. 9H

G =7
i (2.10)

P = 2q;

onde 1 <i < n, ¢ chamado de um sistema de equagdes de Hamilton ou simplesmente
equagoes hamiltonianas, associados a funcdo H que ¢ denominada a hamiltoniana do
sistema. As variaveis p e q sao chamadas coordenadas canonicamente conjugadas, n ¢ o
nimero de graus de liberdade do sistema. Podemos escrever as equacdes de um sistema

hamiltoniano na forma compacta:

Z = JVH(Z) (2.11)

onde Z = (p,q) e ] = (—OI (I)), sendo I a matriz identidade de ordem n ¢ 0 a matriz

nula de ordem n.
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As energias cinética e potencial do veiculo espacial no sistema fixo sao:

1 ! !
Ec =5[§7 +1n"] (2.12)
—V =+ EE (2.13)
1 T

A lagrangiana ¢ a diferenca entre as energias cinética e potencial do sistema:

L=E.—V=2[¢%+n?]+1 4 LE (2.14)
2 T

T2

A hamiltoniana ¢ obtida da lagrangiana a partir de uma transformacgao de Legendre e

neste caso ¢ simplesmente a soma das energias cinética e potencial:

H=E +V=2[¢% +n7] - |24 22| (2.15)

1 2

Definimos os momentos candnicos como (pg,py), onde p; =&’ e p, =n'. Temos a

hamiltoniana escrita em variaveis canonicamente conjugadas.

1
H=EC+V=E[p§+p,2,]—[i—T+E] (2.16)

2

O sistema Hamiltoniano associado é:

(Y (o

n P C 370 N C e 7-) I |
pf - Um 7,13 E r23 | (217)
Dn — Uy (n_rZM) — ug (n;ga)

1 2
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2.6. Sistema girante

nt

> S

Figura. 2.3 Sistema girante.
Introduzimos agora um sistema de coordenadas girantes (veja Figura 2.3) com origem
no centro de massa dos primarios com a mesma velocidade angular dos corpos

massivos. Sejam (x, y) as coordenadas do veiculo espacial neste sistema dito sinodico.

As equagdes que convertem as coordenadas do sistema fixo para o girante sdo:
f) _ (cos (t) —sin (t)) x
(77 “\sin (t) cos (t) (y) (2.18)

Defini¢do: As coordenadas (x,y) sd@o chamadas sinddicas e as coordenadas (&,7) sdo

chamadas siderais.

A transformaco linear T ¢ ortogonal, T: R? — R? sendo

6= (e ww)G) 219)
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A transformacdo inversa é T-1: R? — R?,éd
_1 (% _ ( cos (t) sin (t)) X
T (y) ~ \=sin (t) cos (t) ()’)

Para o céalculo das equagdes de movimento

ada por:

(2.20)

do veiculo espacial necessitaremos das

segundas derivadas das transformagdes T e T~1. A primeira e segunda derivada das

transformacdes T e T ! sdo fornecidas abaixo.

As derivadas da transformagao T sao:

T = (cos (t) —sin (t)) (x - y)

sin(t) «cos(t) /\x+y

- S

As derivadas da transformagio T ! sdo:

= (G o) )

g _(cos(t) sin(t)\(X¥—2y—x
= (—sin (t) cos (t)) (y +2x—y

2.21)

(2.22)

(2.23)

) (2.24)

As coordenadas da Lua e da Terra no novo sistema sdo dadas por xy; = g, yu = 0,

xg = —pyeyg = 0.

As distancias do veiculo espacial a Terra r; e a Lua r, no novo sistema so:

2= (x—xg)* + 37

2 = (x— %) + 7
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As equagdes de movimento do veiculo espacial no sistema sinddico sdo:

d?x dy X—Xm X—XE ov

- —_=x — — _-

dt? dt Hu r3 He r3 dx
d?y dx y y v
—42—=y—- = — U5 =——
dt? dt Hm T3 He T3 dy

HE

. . ST . 1
O potencial no sistema sinédico é: —V == (x* +y?) + Hr—M +=
1 2

denominado potencial centrifugo.

2.7. Hamiltoniana e lagrangiana no sistema girante.

(2.27)

. O primeiro termo ¢

As energias cinética e potencial do veiculo espacial no sistema girante escrevem-se:

1
Ec = [p% +p7]

v =212 2y 4 MM | HE
V=302 +y) T+

(2.28)

(2.29)

Sendo p, = X —y e py, =y + x. No sistema de coordenadas girantes, a lagrangiana ¢ a

hamiltoniana s3o, respectivamente:

L=3lG =2+ 0 =0+ QR +y7]+ 52+ L

2 1 )

HE
) ]

Hrcre = 5 [p2 + 03] = [xpy — ypu] = E2+

O sistema hamiltoniano associado é:

OHTCRC
. Opx Px + y
{C dHTCRC Py — X
y opy (x=xm) (Y=YE)
p'x - _ M - py Up 7,13/2 UEg r23/2
Dy ox T N
_ OHTCRC Dx Um 7,13/2 UE 7,23/2
oy
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2.8 Equacoes de movimento para o problema espacial no sistema fixo

As circunferéncias descritas pela Lua e pela Terra tem raios g e py, respectivamente.
Sejam (&,1,Y), (&g, M, YE) € (EvMm, W) as coordenadas do veiculo espacial, Terra e
Lua, respectivamente.

Abaixo fornecemos as equagdes de movimento da Terra e Lua:

¢ = —uymcos (t) ng = —pgsin(t) Yy =0

. 2.33
$m=HEgCOS (1) v = ugsin(t) Py =0 (2.33)
As equacdes de movimento do veiculo espacial no sistema sideral sao:
=-S5 &)~ 5 (¢~ &)

1 2

ij = =25 (1 = M) = 5 (1 = ) (2.34)
) = — MM, _HE
O

Onde r; e 1, sdo as distancias do veiculo espacial a Lua e a Terra, respectivamente:

2= (E = &)+ (7 — )2 + 9
2= (= &) + (1 = 15) + 2 (233)

2.9 Hamiltoniana e lagrangiana no sistema fixo no espaco

Abaixo sdo fornecidas, respectivamente, a lagrangiana e a hamiltoniana no sistema de

coordenadas fixo para o problema de trés corpos restrito circular espacial.

L:EC—V:%[E’2+U’2+¢’2]+%+¢—ZE (2.36)
H=E+V =3[ 407 +y7] - [ 4+ ] (237)

Definimos os momentos candnicos como (pg, Dy, Py), onde p; = &', pp =1 € py =

Y. Temos a Hamiltoniana:
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1
H=EC+V=5[p§+p,§+p@]—[“—M+”—E] (2.38)

T1 T2
O sistema Hamiltoniano associado é:

P¢
Pn
Py

C=¢m) (E=$E)
3 3

—Upm UE

S S NV

(2.39)

I

<
iy

3

.
=

@-vm) _ , @Y

Um 7,13 E rz3

=.
<

q——\
o
\_____/
3
=
)
S
3
o

2.10. Equacdes de movimento para o problema espacial no sistema girante

Chamaremos de (xg, Y4, Zg) as coordenadas do veiculo espacial no sistema sinodico. As

equagoes que convertem as coordenadas do sistema fixo para o girante sao:

Xf cos(t) —sin(t) 0\ /*g
(yf> = <sin (t) cos (t) 0) (3{9) (2.40)
Zf 0 0 1/ \Zg

As coordenadas para a Terra e a Lua no sistema sinddico sdao dadas abaixo:

xg=—Uuy Ye=0 2zp=0
2.41
Xy =pg Yu=0 2z4=0 ( )

As distancias r; e r, do veiculo espacial a Lua e a Terra no novo sistema de

coordenadas sdo:
2= (x—xy)?+y?+2z2 (2.42)
8 = (x —xgp)? +y? + z° (2.43)
A seguir, ¢ feito o calculo da primeira e da segunda derivada da transformacao de

coordenadas do sistema fixo para o girante. Objetivamos obter as equacdes de

movimento do veiculo espacial.
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Vr sin (t)  cos (t) Xg + Vg (2.44)

X <cos (t) —sin (t) 0) Xg — Vg
% 0 0 1

X cos (t) —sin(t) O\ [¥Xg ~2Vg — g
Vr | = <sin (t) cos (t) 0) Vg T 2%5 =Yg (2.45)
% 0 0o 1 %,

Com esta transformagdo de variaveis as equagdes de movimento do veiculo espacial no

sistema girante passam a ser:

=2y —x =2 (x—xy) =5 (x — xp)
1 2
o . _ UM UE
y+2x—y——§ — 5V (2.46)
Y S
z= er r23Z

2.11 Hamiltoniana e lagrangiana no sistema girante no espaco

As energias cinética e potencial do veiculo espacial no sistema girante sao,

respectivamente:
1
Ec =5 [p%+p5 +p7] (2.47)
—V =2(x2 4 y?) M EE (2.48)
2 T T2

Sendo x —y =py, Yy+x=p, ¢ Z=p, No sistema de coordenadas girantes, a

lagrangiana e a hamiltoniana sdo, respectivamente:

L=51G =7+ 0+ 0% + 2]+ QI +y2 + 2+ 2 (2.49)
1
H =2 [pf+p5 +pi] - [xpy —ypu] = 54+ 75 (2.50)

O sistema hamiltoniano associado é:
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Px
Py
12

O0H
0Dy
0H
Opy
0H

0Dz
0H
ax
0H
oy
0H
0z

Pxt+y
Py —X
Dz
(x—xp) (—yE)
py — Upm 7ﬂ3_/£/l — Ug 7,3/2E
1 2

y y
—Px — UM 377 — HE 372
Ty T,

VA Z
—HUM 377 — ME 372
Tl TZ
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3 O PROBLEMA BI-CIRCULAR
3.1. Introdug¢ao

Neste Capitulo estudaremos um caso particular do problema de quatro corpos, que pode
ser considerado como uma perturbagao do problema de trés corpos restrito circular.
Dois corpos massivos se movimentam em Orbitas circulares em torno do centro de
massa comum. Esses corpos massivos sao chamados de primarios. Um terceiro corpo
massivo se movimenta em Orbita circular em torno do centro de massa dos dois
primarios. Nos estudamos o movimento de um quarto corpo de massa desprezivel que
se move devido as atragdes gravitacionais destes trés corpos massivos. Este problema ¢
um modelo do movimento de uma particula ou veiculo espacial no sistema Sol - Terra -
Lua.

O artigo “The Bicircular model near the triangular libration points of the RTBP” escrtito
por Simd, Gomez e Masdemonte, (1995) e o artigo “On the vertical families of two-
dimensional tori near the triangular points of bicircular problem” escrtio por Castella e

Jorba (1999) contituem as referéncias para este capitulo.

3.2. O problema de quatro corpos

Consideremos o movimento de quatro pontos materiais P;, P,, P; e P,. Supondo que os
pontos estejam no espago Euclidiano tridimensional, representaremos por (X, Vi, Zx) as

coordenadas dos pontos. Definiremos como 73 ; a distdncia entre Py e Py.

2 _ 2 2 2

Ty = O = x)°+ Uk —y)* + (21 — 21) (3.1
Por conveniéncia de notacao, utilizaremos q; para representar xj, V. € Z, quando nos
referimos a projecao num dado eixo coordenado. O q descreve uma das doze possiveis

coordenadas q. Além disso, designaremos por m; a massa do ponto descrito por q.

A fungdo potencial pela lei de atragdo gravitacional de Newton ¢ dada abaixo:

U=Gz%,k<l (3.2)
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As equagdes de movimento do problema de quatro corpos podem ser escritas na forma

abreviada:

mij = —U, (3.3)

Onde U, representa a derivada parcial de U em relagdo a q. As equagdes de movimento
podem também ser escritas como um sistema de oito equagdes diferenciais de primeira

ordem.

{ q=v (3.4)
v=-m"1U, :

A solucdo do problema de quatro corpos consiste na descricio do comportamento

global do movimento para condi¢des iniciais arbitrariamente preestabelecidas.

3.3. O problema bi-circular

O problema de quatro corpos com as duas hipoteses abaixo ¢ chamado de problema bi-

circular.

Primeira hipotese: Sejam P; e P, os dois primarios, ambos em Orbitas circulares em
torno do centro de massa comum;

Segunda hipoétese: O terceiro primario esta em Orbita circular em torno do centro de
massa do sistema formado pelos dois primarios P; e P,.

O quarto corpo tem massa muito menor que os outros corpos e pode ser um satélite, um
veiculo espacial ou uma particula. A Figura 3.1 mostra o movimento dos trés corpos
primarios, considerando estes corpos em um sistema no plano. Na figura 3.1 o angulo ¥
determina a posi¢ao inicial do terceiro primario. Consideramos os outros dois primarios
Nno Mesmo eixo.

Neste trabalho os dois primeiros primarios serdo Terra e Lua e o terceiro o Sol.
Observamos pela definigdo acima que o Sol influéncia 0 movimento do corpo de massa
desprezivel, mas ndo perturba o movimento dos corpos primadrios, isto ¢, ndo afeta o

movimento da Terra e da Lua.
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Figura 3.1. Movimento dos primarios.

3.4. Equacoes de movimento do problema bi circular no plano

Nas equagdes de movimento, tornaremos o sistema adimensional, como foi feito no
capitulo 2, isto ¢, dividindo todas as distincias pela distancia entre os dois primeiros
primarios e as massas serdo divididas pela soma das massas dos dois primeiros
primarios. Além disto, serd definido que a velocidade angular do sistema ¢ unitaria.

Abaixo calcularemos as equagdes de movimento no sistema fixo e no sistema girante.

3.4.1 Sistema fixo ou inercial.

Fornecemos abaixo a massa do Sol e sua distancia a Terra.

Mg = 1.99x103°kg Massa do Sol.

d = 1.496x108km Distancia Terra - Sol.
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Com os dados escritos acima as massas da Terra, Lua e Sol no sistema adimensional sdo

dadas por:
Massa da Terra u; = —'— = 0.9878715 (3.5)
L T
Massa da Lua py, = MIYLLM = 0.0121506683 (3.6)
L T
Massa do Sol yi = —5— = 328900.48 (3.7)
T L

As circunferéncias descritas pela Lua e pela Terra tém raios ug e py, respectivamente.
Sejam (&,1), (¢g,nE) (Em,mu) € (&s,7ms) as coordenadas da particula, Terra, Lua e Sol,

respectivamente. Abaixo fornecemos as equagdes de movimento da Terra, Lua e Sol:

$g = —pmcos (£) ng = —pysin (t)
$m = Ugcos (t) My = pgsin (t) (3.8)
$s = Rscos () ns = Rssin ()

Y =1y + wst (3.9)

Onde Ry = 389.1723985 e ws = 0.07480133 sao, respectivamente, o raio do circulo
descrito pelo Sol e a velocidade angular do Sol. E para esse problema bi-circular que
estudaremos captura gravitacional temporaria.
Para obter o valor de R ¢ necessario calcular a distancia do Sol a baricentro do sistema
Terra-Lua; w; ¢ obtido pela formula R3w? = 1 + M;.
Observamos que quando t = 0, as posi¢des da Terra, Lua e Sol sdo: (up, 0), (—ug, 0) e
(Rs cos(Wy) , Rs sin(ihy)). (Veja figura 3.2).
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As equacgodes 3.10, 3.11 e 3.12 fornecem a distancia da particula aos trés primarios.

Distancia da particula a Lua

f=0E -5+ 0 —1m)? (3.10)
Distancia da particula a Terra
rf = (& —&)* +(m —ng)? (3.11)
Distancia da particula ao Sol:
ri=0E—§)?+m—n5)? (3.12)
Temos entdo as equacdes de movimento da particula no sistema inercial:
¢ §-¢ §-¢ §-¢
§ = —#M( rsM) - HE( TsE) - .Us_( r3S)
1 2 3
(3.13)
_ m-nm) _ m-mg)  (M-7s)
n=—Um 73 73 T
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Figura 3.2. Priméarios Terra, Lua e Sol, no problema bi-circular.

3.5. Hamiltoniana e lagrangiana do problema bi-circular no sistema de

coordenadas fixo ou inercial

As energias cinética e potencial do veiculo espacial no sistema inercial sao,

respectivamente:
1 :
Ec = 2[€ +17] (3.14)
V=L _tM_kEs (3.15)
L& T2 T3 '

A lagrangiana ¢ dada pela diferenca entre as energias cinética e potencial, isto €,

L=Ec—V=_[2+np]+24 28 2 (3.16)

1 T2 3

A hamiltoniana do sistema como ja mencionamos antes € para este sistema a soma entre

as energias cinética e potencial.
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H=EC+V=§[52+;72]—’;—1E—”—M—E (3.17)

2 3

Fazendo a troca de varidveis § = pg € 1] = p,,°, a Hamiltoniana passa a ser:

1 u U U
H=E+V=_[pf+pj] -F-""-=2 (3.18)

T T2 rs

O sistema hamiltoniano associado a hamiltoniana acima é:

g P
A ) )
dpy _'_6_V'
}55/_ Con | = a;' (3.19)
] 613 ov
pT] _a_H —%
on

3.6. Problema bicircular no sistema girante ou sinddico

Introduziremos um sistema de coordenadas girantes sobre o centro de massa do sistema
Terra-Lua com a mesma velocidade angular dos primarios. Sejam (x, y) as coordenadas
do veiculo espacial neste sistema sinddico.

Analogamente ao que foi feito no capitulo 2, a transformacdo linear T, T: R? — R? que

leva do sistema girante para o fixo é
X\ _ (cos(t) —sin (b)) X
T (y) B (Sin (t) cos(t) ) (y) (3.20)

A transformagio inversa ¢ T~ 1:R? — R?, que leva as coordenadas do sistema fixo

para o girante, ¢ dada por:
1 (X\ _(cos(t) sin(t)) x
r 1(3') B (—sin (t) cos (t)) (y) (3.21)

As coordenadas dos quatro corpos, isto ¢, Terra, Lua, Sol e veiculo espacial sao

fornecidas abaixo:
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Terra, (xg, ¥g) = (—pm, 0).

Lua, (xp, yu) = (g, 0).

Sol, (x5, ys) = (Rs[cos((l — wg)t — 1/)0)], —Rs[sin((l — wg)t — 1/)0)]).
Veiculo espacial, (x,y).

Observamos que 1 — @ € a velocidade angular do Sol no sistema sinodico.

As trés distancias no sistema sinodico passam a ser:

Distancia do veiculo espacial a Terra:

rf=(x—x5)*+ - yg)° (3.22)
Distancia do veiculo espacial a Lua:

7 = (x—xy)? + &y — yu)? (3.23)
Distancia do veiculo espacial ao Sol.

3= (x—x5)*+ (v — ys5)? (3.24)

Procedendo como no capitulo dois, as equagdes de movimento do veiculo espacial no

sistema sinodico sao:

. . (x—xg) (x—xpp) (x—xs) cos((1-ws)t—1hyp)
X—2y—x=—ug r13E — Hm rst — HUs r3zs - R; °
. 3.25)
. . -yE) y-ym) -ys)  sin((A-ws)t=yo) (
y+ 2x — Y = —Ug rsE — UM rsM —Us rss - st >
1 2 3 S

Comparando as equagdes de movimento do veiculo espacial do problema bi-circular no
sistema girante com as equacdes do problema de trés corpos restrito circular ¢ facil ver

que estas sao uma perturbacao das equacdes do capitulo dois.
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3.7. Hamiltoniana e lagrangiana do problema bi-circular no plano com sistema de

coordenadas girante

As energias cinética e potencial do veiculo espacial no sistema girante sdo,

respectivamente:
Ec =S [2% + 92+ [x2 + y?] + yi — xy (3.26)

y= K _EM_FEs_ Z—g [ysin((l — wg)t — l/)()) — XCOS((l — wg)t — l/’o)] (3.27)

L& T2 T3
A lagrangiana ¢ dada pela diferenca entre as energias cinética e potencial, isto &,

Hs
3

L=2[x24+ 32| +2[x2 +y2] + yx —xy + LE 4 B2 4
2 2 1 )

s . (3.28)
+R—§ [ysm((l — wg)t — 1/)0) - xcos((l — wg)t — 1/)0)]
A Hamiltoniana correspondente ¢:
1 1
Hpe =5 [p% + 03] + 3 [x* + ¥ + ypx —apy - T2 2 529
_’:_35 - Z—g [ysin((l — wg)t — 1,00) - xcos((l — wg)t — 1,00)] '
Como anteriormente p, =x —yep, =y + x.
O sistema hamiltoniano gerado é:
OHpc
. / 0Dy \ Dx + y
;C‘/ I OHpc | py — X
=] P =] ov :
Dx __ OHpc | X+tpy+ dx (3-30)
) ox v
Py _aHBC/ _y_px+5
ay
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3.8. Equacoes de movimento para o problema espacial no sistema fixo

As circunferéncias descritas pela Lua Terra e Sol tém raios ug, Uy € Rs,

respectivamente. Sejam (&,1,Y¥) (&g, Mg, YE) € (Eu,Mu, War) as coordenadas do veiculo

espacial, Terra e Lua, respectivamente.

As equagdes de movimento da Terra, da Lua, e do Sol sdo:

$p = —UmCOS (£) np = —ppsin(t) Yp=0
$m=MgCos (1) NMm = pHesin(t) Yy =0 (3.31)
(s =Rscos (Y) nsg=Rssin(®) Ys=0

As equagdes de movimento do veiculo espacial no sistema sideral sdo:

ng—i—?(f—fm)—ﬁ—zg(f—fb*)—‘:—g(f—fs)
i =—‘;—i!’(n—nm)—‘:—z’i(n—ng)—’:—g(n—ns)
p=—FY-ZY 3@ -

(3.32)

Y =1y + wst

Onde ry, , e 13 sdo as distancias do veiculo espacial a Lua, a Terra e ao Sol,

respectivamente:

==&+ —nu)? + P2
r$ =@ =&)%+( —np)® + P (3.33)
7= =8&)*+(m—ns)*+y?

3.9. Hamiltoniana e lagrangiana no sistema fixo no espaco

Abaixo sdo fornecidas a lagrangiana e a hamiltoniana no sistema de coordenadas fixo

para o problema de trés corpos restrito circular espacial.
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L=EC—V=1[§’2+n’2+zp’2]+”—M+@+§
2 (3.34)
H:EC_}_V:%[{:IZ_}_T’IZ_}_I/)IZ #M_I_#E_}_HS

Definindo os momentos candnicos como (pg, Py, Py), onde &' =pg, n' = ppe py =Y’

temos a hamiltoniana;

H=E, +V——[p5+pn+p¢]——+ﬂE] (3.35)

2

Entdo o sistema hamiltoniano associado é:

. Pg
/ § \ Pn
| f | o
] o G=Em) (€—=$E)
|;P |=| M- e (3.36)
,E | . - (1-7E)
Py / M =5 ET 2
Py Wy W-¥E)
HUm 3 E™ 3

3.10 Equacdes de movimento para o problema espacial no sistema girante

Chamaremos de (xg4, Y4, Z4) as coordenadas do veiculo espacial no sistema sinodico. As

equagoes que convertem as coordenadas do sistema fixo para o girante sao:

Xf cos(t) —sin(t) 0\ /*g
(yf> = <sin (t) cos (t) 0) (3{9) (3.37)
Zf 0 0 1/ \Zg

As coordenadas para a Terra, para a Lua e para o Sol no sistema sinddico sdo dadas

abaixo:

Xgp = —HUym yg =0 zg =0
Xm = Hg yu =0 zu =0 (3.38)
xs = Rg[cos((1 — ws)t — o) ys = Rs[sin((1 — ws)t — )] 25 =10
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As distancias 1y, 1, € 13 do veiculo espacial a Lua, a Terra e ao Sol no novo sistema de

coordenadas sdo:

¢ =(x—xy)?+y*+z>2
8 = (x—xg)? +y? + z*
3= (x—x5)?+ @y —ys) +2°

(3.39)

Tomando-se como antes a derivada e a segunda derivada da transformacao 3.38, as

equagoes de movimento do veiculo espacial no sistema girante.

. . _ UM KE (x=xs)  cos((1-ws)t=1ho)
Fo 2y xm () — BB — ) — g ) oz
i 3 3 S
. . Um UE y-vys) -ys) sin((1-ws)t—1y)
2X—y=——=Yy——=Vy— — —
y + y 7.13 r23 y Us 7.33 Us 7.33 R§
F=—ty tEy L5y
L&Y 4 T3

(3.40)

3.11. Hamiltoniana e lagrangiana do problema bi-circular espacial no sistema de

coordenadas girante

A lagrangeana ¢é:

L=2[x2+ 32+ 2]+ [x2 +y2 ]+ yx —xy +2E 4 2 b5

1 2 3

+Z_§ [ysin((1 — wg)t — l/’oj — xcos((1 — wg)t — )]

A Hamiltoniana correspondente ¢:

1 1
H =~ [p}+pj +p2] +[x* + y?] + yp, — xpy —E L - =5

1 T2 3

_Bs_ Z—g [ysin((l — wg)t — 1/)0) — xcos((l — wg)t — 1/)0)]

3

Como anteriormente py =X —y,p, =y +xep, =2
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4. ESTUDO NUMERICO DA CAPTURA GRAVITACIONAL NO PLANO

4.1 Introducao

O objetivo desse Capitulo ¢ um estudo numérico da captura gravitacional temporaria no
plano. Usaremos como modelos matematicos os problemas de trés corpos restrito
circular e o bi-circular de quatro corpos planos. Consideraremos como corpos primarios
a Terra e a Lua, no caso do problema de trés corpos restrito circular e a Terra, a Lua e o
Sol no caso do problema bi-circular de quatro corpos.

A primeira parte deste capitulo ¢ utilizada para a obtengdo de orbitas de captura
gravitacional temporaria para estes dois modelos matematicos. Na segunda parte deste
Capitulo obtemos resultados numéricos, calculando oOrbitas diretas, retrogradas,
limitadas, etc. Na terceira parte ¢ feita uma comparacdo entre os dois modelos
matematicos estudados. Sendo assim, o estudo desse modelo equivale a fazer uma

analise do efeito do Sol nas trajetorias dos veiculos espaciais.

4.2 O problema de dois corpos

Para estudar d6rbitas de captura gravitacional ¢ necessario usar alguns conceitos basicos
do problema de dois corpos que descreveremos em seguida.

Chamaremos de C5 o dobro da soma das energias cinética e potencial do problema de

dois corpos entre o veiculo espacial e a Lua, isto ¢é:

Cs =V2—2“7M 4.1)
onde r e V sdo, respectivamente, a distancia e a velocidade do veiculo espacial em
relacdo a Lua, e uy, ¢ a massa adimensional da Lua.

Se considerarmos apenas dois corpos (Lua e veiculo espacial), C5 € constante se a Uinica
forgca for a atracdo gravitacional dos dois corpos envolvidos e se eles forem tratados
como pontos de massa. Descrevemos as 6rbitas do veiculo espacial para valores de C5,

conforme a classificagao:

1) Caso ;>0 as oOrbitas sdo hiperbolicas,
i1) Caso C;=0 as orbitas sao parabolicas,
1i1) Caso C3<0 as orbitas sdo elipticas.
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4.3. Captura gravitacional

Como j& vimos, C3 ¢ o dobro da energia de dois corpos do sistema Lua-veiculo espacial.
Ao contrario do que ocorre no problema de dois corpos, C3 ndo ¢ constante nos
problemas de trés corpos restrito circular e bi-circular de quatro corpos. Entdo, para
algumas condig¢des iniciais, o veiculo espacial pode alterar o sinal de sua energia de
positivo para negativo ou de negativo para positivo. Quando a variagdo ¢ de positivo
para negativo, chamamos de orbita de captura gravitacional. A situagdo oposta, quando
a energia muda de negativo para positivo, ¢ chamada de “fuga” gravitacional ou escape.
Para estudar esse problema, o integrador numérico utilizado foi um Runge-Kutta de
quarta ordem de passo fixo para estudos preliminares. Os resultados aqui apresentados
sao obtidos com um Runge-Kutta 7-8 de passo variavel. Observamos que os resultados
obtidos nos dois integradores coincidem, sendo a diferenca a velocidade de execucao: a
Runge-Kutta 7-8 desenvolvido por Charles Simd ¢ otimizado e muito mais veloz.
Ambos os integradores foram implementados na linguagem computacional Fortran.
Integramos as equacdes de movimento do veiculo espacial no sistema sideral para cada
um dos modelos. Em seguida aplicamos uma rotacdo e¢ obtemos o movimento do
veiculo espacial no sistema sinddico (veja Capitulos 2 e 3).

Explicaremos abaixo como sdo escolhidas as condi¢des iniciais para a integracao, isto €,
a posic¢do e a velocidade inicial do veiculo espacial.

Posic¢ao inicial

O ponto de partida de cada trajetdria do veiculo espacial fica a uma distancia de 100 km
da superficie da Lua (1, = 1838 km, a partir do centro da Lua), ¢ estd situada no
periluna. Para especificar completamente a posi¢ao inicial ¢ necessario conhecer o valor
de mais uma variavel. A variavel usada ¢ o angulo @, sendo esta a posicao do periluna.
Este angulo ¢ medido a partir da linha Terra-Lua, no sentido anti-horario, a partir do
lado oposto a terra.

Velocidade inicial

A magnitude da velocidade inicial V é calculada a partir do valor de C3 = V? — 2 MTM A
direcdo do vetor velocidade do veiculo ¢ escolhida como sendo perpendicular a linha
que une o veiculo espacial ao centro da Lua, apontando na dire¢do anti-horéria para as

orbitas diretas e na direcdo horaria para as orbitas retrogradas. Esta convencdo sera

usada ao longo de todo esse trabalho.
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A Figura 4.1 mostra o ponto P, onde o veiculo espacial escapa da esfera de influéncia. O
angulo que define este ponto ¢ chamado de angulo da posi¢do de entrada e ¢ descrito
pela letra grega f5.

Observa-se que, na integragdo numérica, o passo de tempo ¢ negativo, portanto as
condigdes iniciais sao na realidade as condigdes finais da orbita apos a captura. O vetor

posi¢ao € perpendicular ao vetor velocidade.

Coordenadas do veiculo espacial nos sistemas fixo e girante
Coordenadas do veiculo espacial com respeito ao centro de massa dos dois primarios,

para as Orbitas diretas, vetor posicdo P = (x,y) vetor velocidade V = (v, vy) onde:

x =1, cos(a) + pg
y = Tpsin (a)
v, = =Vsin(a)
vy, = Vcos(a) + ug

Sistema sideral (4.2)

x =1, cos(a) + pg
y = Tysin (a)
v, = (=V + 1rp)sin(a)
v, = (V —1n,)cos(a)

Sistema sinddico (4.3)

Coordenadas do veiculo espacial com respeito ao centro de massa dos dois primarios,
para as Orbitas retrogradas, vetor posicdo P = (x,y), vetor velocidade V = (vy,vy)

onde:

x =1, cos(a) + g

y = 1psin (@)

v, = Vsin(a) .Sistema sideral (4.4)
v, = —Vcos(a) + g
x =1, cos(a) + lg
= 1,sin (a
Y = 1psin (@) Sistema sinddico 4.5)

vy = (V —np)sin(a)
vy, = —(V + ry)cos(a)
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Esfera de
Influéncia

Para a
Terra

Figura 4.1 Condigdes iniciais.

Captura gravitacional

Utilizamos dois testes numéricos para podermos classificar uma orbita do veiculo
espacial como sendo de captura gravitacional temporaria ou nao.

A) Primeiro teste numérico

A esfera com raio 100000 km. na Figura 4.1 ¢ chamada esfera de influéncia.

A orbita ¢ considerada de captura gravitacional temporaria quando o veiculo espacial
alcanca a distancia de 100000 km (0.26 unidades adimensionais), isto €, cruza a esfera
de influéncia num tempo inferior a 50 dias (aproximadamente 12 unidades canonicas).
Esta distancia 100000 km ¢ medida a partir do centro da Lua,

B) Segundo teste numérico

Uma orbita de captura gravitacional temporaria ocorre quando existe a mudanca do
sinal da energia do veiculo espacial com relacdo a Lua, isto €, a energia passa de
positiva para negativa. Em termos de tipos de 6rbitas, saimos de uma orbita hiperbdlica
e passamos para uma Orbita eliptica. A situacdo oposta, quando a energia muda de

negativo para positivo, ¢ chamada de “fuga” gravitacional ou escape.
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4.4. Alguns resultados para o problema de trés corpos restrito circular

Calcularemos uma orbita de captura direta e outra retrograda e uma 6rbita limitada para
o problema de trés corpos restrito circular (o grafico da orbita ¢ feito no sistema
sinddico). Chamaremos uma orbita de limitada quando o valor de C; fica negativo
durante toda a integragao.

Na Figura 4.2 temos uma 6rbita de captura direta para o problema de trés corpos restrito
circular no plano. As condig¢des iniciais sdo dadas por @ = 60° e C; = —0.10.
Definimos como tempo de captura gravitacional para o primeiro teste, o tempo gasto
entre o momento da entrada do veiculo espacial na esfera de influéncia gravitacional até
o0 momento que o veiculo espacial chega na posicao escolhida para a periluna.

Para o segundo teste o tempo de captura ¢ determinado quando existe a troca do sinal do

valor da energia.

Figura 4.2 Orbita de captura direta. « = 60° e C; = —0.10.

Observamos na Figuras 4.3 que o valor de C; troca de sinal negativo para positivo,
caracterizando uma captura gravitacional. Nesta Figura, C3 ¢ fornecido em unidades
adimensionais e o tempo ¢ fornecido em dias. Adotaremos essas unidades de tempo e C3
em todos os graficos. O grafico da Figura 4.4 mostra que a drbita fica presa na esfera de
influéncia aproximadamente dezenove dias. A distincia entre o veiculo espacial e a Lua

¢ fornecida em km em todos os graficos desse capitulo.
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Figura 4.3 C5 em fungdo do tempo. a = 60° e C; = —0.10.
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Figura 4.4 Distancia em funcio do tempo. & = 60° e C; = —0.10.

Na Figura 4.5 temos uma o6rbita de captura retrégrada para o problema de trés corpos
restrito circular no plano. As condigdes iniciais sdo dadas por @ = 60° e C; = —0.10.
Na Figura 4.6 temos C3; em funcdo do tempo. A energia troca de sinal em
aproximadamente 19 dias. A orbita fica dentro da esfera de influéncia aproximadamente
quatorze dias como pode ser observado na Figura 4.7.

Observamos que os dois testes numéricos fornecem o mesmo tipo de Orbita, isto &,
ambos os teste verificam que a orbita ¢ de captura gravitacional temporaria. Notamos

que o tempo de captura gravitacional ¢ diferente nos dois testes.
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c3

Figura 4.5 Orbita de captura retrograda a = 60° ¢ C; = —0.10.

Tempo

Figura 4.6 C, em fungdo do tempo. @ = 60° e C3 = —0.10.

D00

Figura 4.7 Distancia em fun¢fio do tempo. @ = 60° e C; = —0.10.

63



A Figura 4.8 ¢ uma Orbita limitada para o problema de trés corpos restrito circular. As
condig¢des iniciais sdo a = 90° e C3 = —0.20. Na Figura 4.9 temos C; em fungio do
tempo. Observamos que ndo existe troca de sinal de (5. Essa o6rbita ¢ uma orbita
retrograda. No caso da orbita direta com as mesmas condig¢des iniciais ocorre colisdo do
veiculo espacial com a Lua.

Observamos no grafico da Figura 4.10 que o veiculo espacial ndo sai da esfera de

influéncia durante os 50 dias de integracao.

005

Figura 4.8 Orbita limitada retrégrada. @ = 90° e C; = —0.20.

c3

Figura 4.9 C5 em fungdo do tempo. @ = 90° e C5; = —0.20.
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Tempa

Figura 4.10 Distancia em fungio do tempo. @ = 90° ¢ C; = —0.20.

4.5 Variacoes das condic¢des iniciais

As equacdes (4.4) e (4.5) que fornecem as condi¢des iniciais do veiculo espacial estao
em funcdo do dngulo a inicial e de €3 inicial. Variagdes do angulo ou da energia inicial
modificam completamente a orbita do veiculo espacial. Os proximos graficos mostram
a dependéncia das condig¢des iniciais.

Na primeira parte desta secdo faremos variacdes da energia inicial C3 e na segunda do

angulo a.

4.5.1 Variacio da energia

Orbitas de captura gravitacional diretas no problema de trés corpos restrito
circular

Nos trés graficos da Figura 4.11, C5 inicial assume como valores —0.1, -0.15 e -0.18.
Tomamos como condi¢do inicial @ = 30°. Na Figura 4.11 temos orbitas de captura
gravitacional diretas, na Figura 4.12 temos a energia em funcdo do tempo e na Figura
4.13 a distancia em fungdo do tempo. Todas as orbitas sdo de captura gravitacional e a
integragdo ¢ feita por vinte e cinco dias e os dois testes numéricos foram satisfeitos.

Na Figura 4.11 a 6rbita em vermelho ¢ para €3 = —0.1, em verde para C; = —0.15 ¢

em azul para C3 = —0.18.
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No gréafico da Figura 4.11 as trés orbitas tém um comportamento bastante diferente.
Uma mudanca na segunda casa decimal da energia proporciona trajetorias bem

diferentes do veiculo espacial.

Figura 4.11. Orbitas de captura diretas para @ = 30° ¢ C; = —0.1,—0.15 e — 0.18.

Na Figura 4.12 variagao da energia em vermelho ¢ para C; = —0.1, em verde para

C; = —0.15 e em azul para C3 = —0.18.

Cc3
@

Figura 4.12 C3 em fungdo do tempo. @ = 30° e C3 = —0.1,—0.15 e — 0.18.
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Figura 4.13 Distancia em fungio do tempo. @ = 30° E C; = —0.1,—0.15 e — 0.18.

Orbitas de captura gravitacional retrégradas no problema de trés corpos restrito
circular

Nos trés graficos da Figura 4.14, C; inicial assume como valores —0.1, -0.13 e -0.15.
Tomamos como condi¢do inicial @ = 30°. Na Figura 4.14 temos orbitas de captura
gravitacional retrogradas, na Figura 4.15 temos a energia em fungdo do tempo e na
Figura 4.16 a distincia em fun¢do do tempo. Todas as orbitas sdo de captura
gravitacional e a integragao foi feita por quinze dias. Os dois testes numéricos foram
satisfeitos, isto ¢, as Orbitas atendem as condigdes dos dois testes para serem Orbitas de
captura gravitacional.

A O6rbita em vermelho para C3 = —0.1, em verde para €3 = —0.13 e em azul para
C; = —0.15.

No grafico da Figura 4.14 as trés orbitas tém um comportamento bastante diferente.
Uma mudanga na segunda casa decimal da energia proporciona essa mudanga na

trajetoria do veiculo espacial.
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a1

Figura 4.14. Orbitas de captura retrogradas @ = 30° e €3 = —0.1,—0.15 e — 0.18.

A variagdo da energia em vermelho ¢ para C; = —0.1, em verde para C; = —0.13 e em

azul para C; = —0.15.

Figura 4.15 C5 em fungdo do tempo. @ = 30° e C; = —0.1,—0.13 e — 0.15.
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Figura 4.16 Distancia em fungio do tempo. @ = 30° ¢ C3 = —0.1,—0.13 ¢ — 0.15.

4.5.2 Variac¢ao do angulo a.

Orbitas de captura gravitacional diretas no problema de trés corpos restrito
circular

Nos trés graficos da Figura 4.17, o angulo « inicial assume como valores 0°,30° e 60°
enquanto a energia inicial ¢ fixa, €3 = —0.1. Na Figura 4.17 temos 6rbitas de captura
gravitacional diretas, na Figura 4.18 temos a energia em funcdo do tempo e na Figura
4.19 a distancia em funcdo do tempo. Todas as orbitas sdo de captura gravitacional, a
integracdo foi feita em vinte e cinco dias e os dois testes numéricos foram satisfeitos.
Mudando o valor do angulo de 30° temos trajetorias bem diferentes. Na Figura 4.17

temos em vermelho (a = 0°), em verde (@ = 30°) em azul (a = 60°).
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Figura 4.17. Orbitas de captura diretas @ = 0°,30° e 60° ¢ C; = —0.1.

Figura 4.18 C5 em fungio do tempo. & = 0°,30% 60° e C; = —0.1
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Figura 4.19 Distancia em fungio do tempo. . a = 0°,30% 60° ¢ C; = —0.1
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Orbitas de captura gravitacional retrégradas no problema de trés corpos restrito
circular

Nos trés graficos da Figura 4.20, o angulo « inicial assume como valores 0°,30° e 60°,
enquanto a energia inicial ¢ fixa, C; = —0.1. Na Figura 4.20 temos orbitas de captura
gravitacional retrogradas, na figura 4.21 temos a energia em funcao do tempo e na
Figura 4.22 a distdncia em fun¢do do tempo. Todas as orbitas sdo de captura
gravitacional, a integracdo por vinte e cinco dias e os dois testes numéricos foram
satisfeitos. Mudando o valor do angulo de 30° temos trajetorias bem diferentes. Na

Figura 4.20 em vermelho (a = 0°), em verde (@ = 30°) em azul (a = 60°).

Figura 4.20. Orbitas de captura retrogradas « = 0°,30° e 60° ¢ C; = —0.1.
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Figura 4.21 C5 em fungdo do tempo. @ = 0%,30% 60° e C; = —0.1
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Figura 4.22 Distancia em fungio do tempo. . @ = 0°,30% 60° E C; = —0.1

4.6 Resultados preliminares para o problema bi-circular.

Calcularemos uma Orbita direta e outra retrograda para o problema bi-circular.

Enquanto as condig¢des iniciais do veiculo espacial estdo em funcdo do angulo « inicial
e de (3 inicial no problema de trés corpos restrito circular, para o problema bi-circular
acrescentamos o angulo ¥ que determina a posicao inicial do Sol.

Na Figura 4.23 temos uma oOrbita direta e na Figura 4.26 uma orbita retrograda. Os
angulos iniciais sdo: @ = 180° e 1 = 0° e a energia inicial é C; = —0.6 nas Figuras
4.23 a4.28.

Analisamos agora o caso direto: Vemos no grafico da Figura 4.24 que C3 muda de sinal
em um tempo inferior a dois dias, e na Figura 4.25 que o veiculo espacial fica dentro da
esfera de influéncia aproximadamente dois dias e meio.

Analisando o caso retrogado. Na Figura 4.27 €3 muda de sinal perto de dois dias, Na
Figura 4.28 vemos que o veiculo espacial fica dentro da esfera de influéncia
aproximadamente trés dias. Em ambos os casos direto e retrogrado o tempo de

integragao foi de cinco dias.
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Figura 4.25 Distancia em fungio do tempo. @ = 180°, 1, = 0° e C; = —0.6.
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Figura 4.26 Orbita retrograda. a = 180°, 1), = 0° ¢ C3 = —0.6.
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Figura 4.27 C5 em fungdo do tempo. & = 180°, 1, = 0° ¢ C; = —0.6.
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Figura 4.28 Distancia em fungio do tempo. @ = 180°, 1, = 0% ¢ €3 = —0.6.
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4.7 Variacoes das condic¢odes iniciais

As condig¢des iniciais do veiculo espacial estdo em funcdo dos angulos iniciais a e P e
da energia inicial C3. Variagdes dos angulos ou da energia inicial modificam
completamente a orbita do veiculo espacial. Os proximos graficos mostram a grande
dependéncia das condi¢des iniciais.

Na primeira parte desta se¢do faremos a variagdo da energia inicial e na segunda a

variagdo do angulo & e na terceira do angulo .

4.7.1 Variacoes da energia C;
Faremos agora a energia inicial C; variar. Tornaremos os angulos fixos, @ = 180° e
1Y = 0°, tanto no caso de Orbitas diretas quanto no caso de orbitas retrogradas. Os

valores assumidos pela energia inicial C5 serdo -0.6, -0.4 e -0.2.

Orbitas de captura gravitacional diretas no problema bi-circular

Para as oOrbitas da Figura 4.29 temos em vermelho C3 = —0.6, para a 6rbita em verde
C3 = —0.4 e em azul C3 = —0.2. Na Figura 4.30 temos a energia em fun¢do do tempo e
na Figura 4.31 temos a distancia em fungao do tempo. O tempo de integracao foi de trés

dias e meio.

Figura 4.29 Orbitas de captura diretas. a = 180°, y, = 0° €3 = —0.6,—0.4 e — 0.2.
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Figura 4.30 C5 em fungdo do tempo. & = 180°, ¢, = 0° C3 = —0.6,—0.4 e — 0.2.
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Figura 4.31 Distancia em funcio do tempo. & = 180°, 1, = 0° C3 = —0.6,—0.4 e — 0.2.

Orbitas de captura gravitacional retrégradas no problema bi-circular

Para as orbitas da Figura 4.32 temos em vermelho C3 = —0.6, para a 6rbita em verde
C; = —0.4 e em azul C3 = —0.2. Na Figura 4.33 temos a energia em fun¢do do tempo e
na Figura 4.34 temos a distancia em fungao do tempo. O tempo de integracao foi de trés
dias e meio.

Vamos observar que nas Figuras 4.33 e 4.34, para o caso retrogrado o tempo de captura
gravitacional do veiculo espacial ¢ inferior ao caso direto para as mesmas condi¢des

iniciais testadas.
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Figura 4.32 Orbitas retrogradas. & = 180°, 1,

=0°C; =-0.6,—0.4e—0.2.
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Figura 4.33 C5 em fungdo do tempo. & = 180°, ¢, = 0°, C3 = —0.6,—0.4 ¢ — 0.2.
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Figura 4.34 Distancia em fungio do tempo. & = 180°, 1,
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4.7.2. Variacao do angulo ¢
Agora faremos fixos a energia inicial C; = —0.15 e o angulo inicial @ = 120°. Quem
varia agora é o angulo v, angulo do Sol. O grafico em vermelho tem 1 = 0°, em verde

Y =90° em azul ¢ = 180°, em rosa yp = 270°.

Orbitas de captura gravitacional diretas para o problema bi-circular
Na Figura 4.35 temos as oOrbitas. E facil observar que a posi¢do do Sol é quem
determina o movimento do veiculo espacial. Na Figura 4.36 temos a energia em fungao

do tempo e na Figura 4.37 temos a distancia em func¢do do tempo.

X

Figura 4.35 Orbitas diretas. C; = —0.15, a = 120° e b, = 0°,90°,180° e 270°.

R b

Figura 4.36. C3 em funcdo do tempo. C3 = —0.15, « = 120° e 1), = 0°,90°,180° e 270°.

78



800000

700000

600000

500000

400000

300000

200000 |

100000

0
0 1 4 3 4 5 6

Figura 4.37 Distancia fungio do tempo. C; = —0.15, « = 120° e ¥, = 0°,90°, 1809, 270°.

Orbitas de captura gravitacional retrégradas para o problema bi-circular

Na Figura 4.38 temos as Orbitas de captura gravitacional retrogradas. E facil observar
que a posicao do Sol ¢ quem determina o movimento do veiculo espacial. Na Figura
4.39 temos a energia em fun¢do do tempo e na Figura 4.40 temos a distancia em func¢ao

do tempo.

Figura 4.38 Orbitas retrogradas. C; = —0.15, a = 120° e b, = 0°,90°,180° e 270°.
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Figura 4.39. C3 em funcdo do tempo. C3 = —0.15, « = 120° e 1y, = 0°,90°,180° ¢ 270°.
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Figura 4.40. Distancia fungdo do tempo. C3 = —0.15, a = 120° e p, = 0°,90°,180° e 270°.

4.7.3. Variacao do angulo
Agora faremos fixos a energia inicial C3 = —0.2 e o angulo inicial do Sol ¥ = 0°.

Quem varia ¢ o angulo a. O 4ngulo a vai assumiré os valores 0°, 90°, 180° e 270°.

Orbitas de captura gravitacional diretas no problema bi-circular

Nas Figuras 4.41 temos orbitas de captura diretas, na Figura 4.42 a energia em funcao
do tempo e na Figura 4.43 a distancia em func¢ao do tempo. Nos graficos da Figura 4.40
a = 90° (vermelho), @ = 180° (verde) e @ = 270° (azul). Quando a = 0° existe uma

colisdo entre o veiculo espacial e a Lua.
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Figura 4.42. C3 em funcdo do tempo C3 = —0.2, 9, = 0% e & = 90°,180° ¢ 270°.

800000

700000 -

600000 |-

500000 -

400000 |

Distancia

300000

200000 |

100000 |-

0

[} 1 2 3 4 5 6

Figura 4.43. Distancia em func¢do do tempo C3 = —0.2, 1, = 0° e @ = 90°,180° e 270°.
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Orbitas de captura gravitacional retrégradas no problema bi-circular

Nas Figuras 4.44 temos oOrbitas de captura retrogradas. Na Figura 4.45 a energia em
funcdo do tempo e na Figura 4.46 a distancia em fun¢do do tempo. Nos graficos da
Figura 4.44 a = 90° (vermelho), @ = 180° (verde) e @ = 270° (azul). Quando a = 0°

existe uma colisdo entre o veiculo espacial e a Lua.

Figura 4.45. C3 em funcdo do tempo C3 = —0.2, 9, = 0° ¢ & = 90°,180° e 270°.
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Figura 4.46. Distancia em fungdo do tempo C3 = —0.2, 1, = 0° e @ = 90°,180° e 270°.

4.8. Comparando os dois modelos.

A seguir sera feita uma comparacao entre as Orbitas dos modelos bi-circular de quatro
corpos e de trés corpos restrito circular.

Esta comparacdo e feita da seguinte forma: fixamos uma orbita no problema de trés
corpos restrito, isto €, fornecemos a energia inicial do veiculo espacial C3 e o angulo
inicial a. As orbitas do problema bi-circular possuem o mesmo €3 € 0 mesmo angulo «
do modelo anterior e variamos o angulo inicial do Sol Y.

No primeiro conjunto de graficos obtemos oOrbitas de captura gravitacional em ambos os
modelos, tanto no caso de oOrbitas retrogradas como no caso de 6Orbitas diretas.

No segundo conjunto de drbitas temos uma orbita limitada retrograda no problema de
trés corpos restrito e todas as orbitas do problema bi-circular para a variagdo de Y dada
sdo orbitas de captura gravitacional retrogradas. Neste caso ocorre uma modificacao da
“qualidade” do tipo de orbita quando perturbamos o sistema Terra-Lua-veiculo espacial

pelo acréscimo do Sol.

4.8.1 Orbitas de captura nos dois modelos matematicos

Conjunto de orbitas diretas

As condig¢des inicias das orbitas de captura gravitacional diretas sdo dadas pela energia
inicial C; = —0.10 e o angulo inicial @ = 60° para o problema de trés corpos restrito
circular. No problema bi-circular temos C3 = —0.10, @ = 60° e a variacdo do angulo

do sol 1 para os seguintes valores: 0°,30°,45° e 90° para condi¢io inicial.
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Todas as orbitas sdo de captura gravitacional diretas. Nos graficos abaixo (Figuras 4.47
a 4.50), a orbita em linha vermelha ¢ obtida no problema de trés corpos restrito e se
repete em todas as Figuras e a de linha verde ¢ do problema bi-circular. O tempo de

integragao foi de cinco dias para obtermos os graficos dessas figuras.

Figura 4.48. Orbitas diretas C; = —0.10, & = 60° e yp = 30°.
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Figura 4.49. Orbitas diretas C; = —0.10, @ = 60° e 1 = 45°,

Figura 4.50. Orbitas diretas C; = —0.10, & = 60° e iy = 90°.

Conjunto de orbitas retréogradas.

As condi¢des iniciais das orbitas de captura gravitacional retrogradas sao dadas pela
energia inicial C; = —0.10 e angulo inicial @ = 60° para o problema de trés corpos
restrito circular. No problema bi-circular temos C; = —0.10, a = 60° e a variacdo do
angulo do sol ¥ para os seguintes valores, 0°,30° e 90° para condigdo inicial.

Todas as orbitas sdo de captura gravitacional retrogradas nos graficos abaixo, a orbita
em linha vermelha ¢ obtida no problema de trés corpos restrito e se repete em todas as
Figuras (4.51 a 4.53) e a de linha verde no problema bi-circular. O tempo de integragao
foi de cinco dias para obtermos os graficos dessas figuras. Quando ¥ = 45°, ocorre

colisdo do veiculo espacial com a Lua.
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Figura 4.52. Orbitas retrogradas C; = —0.10, « = 60° e p = 30°.

42

Figura 4.53. Orbitas retrogradas C; = —0.10, @ = 60° ¢ 1, = 90°.
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4.8.2. Orbitas de diferentes qualidades nos modelos

As condigdes iniciais para a orbita limitada abaixo sdo dadas por C; = —0.2 e & = 90°
no problema de trés corpos restrito circular.

No problema bi-circular temos o mesmo valor de C5 e do angulo a e o angulo Y toma
os valores 359 40% e 42°. Obtemos orbitas de captura gravitacional retrograda para
todas as variacoes do angulo .

Em vermelho temos a orbita do problema de trés corpos restrito e em verde a orbita do

problema bi-circular. O tempo de integracao foi de quinze dias, para todas as orbitas.

2
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Figura 4.55 Condigdes iniciais C3 = —0.2, « = 90° e y, = 40°.
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Figura 4.56 Condigdes iniciais C3 = —0.2, « = 90° e y, = 42°.

4.9. Conclusao

Um grande numero de resultados numéricos permite afirmar que existe uma grande
dependéncia das condigdes iniciais para obtermos Orbitas de captura. Uma variagdo de
C5 inicial ou do angulo a pode transformar uma orbita de captura gravitacional em uma
orbita limitada ou ainda ocorrer uma colisdo do veiculo espacial com a Lua no problema
de trés corpos restrito.

No problema bi-circular existe a mesma dependéncia das condigdes iniciais para
sabermos se uma Orbita ¢ de captura gravitacional ou nio.

Os efeitos do terceiro corpo primario, isto €, do Sol ficaram evidentes nos ultimos
exemplos acima, onde tinhamos uma orbita limitada no problema de trés corpos restrito
e passamos a uma Orbita de captura ou colisao no problema bi-circular.

Na seccdo 4.1 definimos dois testes que definiam captura gravitacional. Observamos
nos experimentos aqui apresentados que ambos os testes ddo o mesmo tipo de orbita,
isto €, se o primeiro teste for orbita de captura gravitacional o segundo também o sera e
o mesmo ¢ verdade para os demais tipos de oOrbitas, sejam elas de colisdo, escape ou
limitada. Pode acontecer que a captura gravitacional ocorra em tempos distintos para

cada um dos testes, mas com diferenga de tempo ndo significativa.
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5 VALOR MINIMO DE C;
5.1. Introducao

Neste Capitulo sera calculado o valor minimo da energia inicial do veiculo espacial com
respeito a Lua, esse valor minimo pode influéncia no menor consumo de combustivel
numa transferéncia Terra Lua. Por esta razdo a busca dos valores minimos de C5 inicial
para captura gravitacional ¢ de grande importancia.

Chamamos de regides mais favoraveis para captura gravitacional, regides em que a
energia minima inicial C3 ¢ menor do que o valor desta mesma grandeza comparadas
com outras regioes.

Os dois objetivos deste capitulo sdo: obter o menor valor da energia do veiculo espacial
com relacdo a Lua e encontrar regides favoraveis para captura gravitacional para cada
um dos modelos matematicos estudados.

Na primeira parte deste Capitulo ¢ feita uma andlise do valor minimo da energia do
veiculo espacial com relagdo a Lua para o problema de trés corpos restrito circular.
Também encontramos as regides favoraveis para captura gravitacional tanto para orbitas
diretas como para retrogradas.

No Capitulo 4 fornecemos as condigdes iniciais do veiculo espacial, tinhamos que sua
distancia inicial em relagdo a Lua ¢ de 100 km nos dois modelos matematicos, tanto no
movimento direto quanto no movimento retrégrado. Na segunda parte deste Capitulo
testaremos valores diferentes de 100 km para a distancia do veiculo espacial a Lua no
problema de trés corpos restrito circular, isto €, 1, # 18730km. O que desejamos saber
¢ se essa mudanga da distancia do veiculo espacial a Lua vai alterar o valor minimo da
energia do veiculo espacial com relagao a Lua. Continuaremos tendo regides favoraveis
para captura gravitacional?

Na terceira parte desse Capitulo ¢ feita uma andlise para o problema bi-circular de
quatro corpos das regides favoraveis para o minimo valor da energia do veiculo espacial
com relagao a Lua.

Na quarta etapa testamos valores diferentes de 100 km para o veiculo espacial e Lua no
problema bi-circular. Na tltima etapa fazemos uma comparacao dos resultados obtidos
nos dois modelos matematicos estudados. As principais fontes de consulta para esse

Capitulo ¢ o artigo de Machuy, Prado e Stchui (2006) e Viera Neto (1999).
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5.2. Estudo do valor minimo da energia inicial.
Problema: Dada uma posicdo inicial do veiculo espacial no problema de trés
corpos restrito circular queremos saber qual o menor valor de C3 que fornece uma

orbita de captura gravitacional.

Exemplificaremos o problema acima fixando uma posi¢ao inicial do veiculo espacial no
problema de trés corpos restrito com movimento direto.
Como foi visto no capitulo quatro temos a posi¢do inicial apenas em func¢do do angulo

a, isto é,

x =r1,cos(a) +
pcos(a) + u 5.1)

y = 1psin (@)

Agora faremos o angulo @ = 30°, o que determina a posi¢do inicial do veiculo espacial

no problema de trés corpos restrito circular. Testamos algumas energias iniciais,

C; =-0.5, —0.6,—-0.8,—1.0,—1.2,—-1.4,—1.6 e — 2.0.

A Tabela 5.1 fornece como valor minimo de C; inicial -0.16 para as orbitas de captura

gravitacional.
Tabela 5.1 variacdo da energia inicial.
Angulo Cs Tipo de 6rbita
a = 30° -0.05 Colis3o.
a=30° -0.06 Captura direta
a = 30° -0.08 Captura direta
a=30° -0.10 Captura direta
a = 30° -0.12 Captura direta
a=30° -0.14 Captura direta
a=30° -0.16 Captura direta
a = 30° -0.2 Colis3o.

5.3. Estudo do valor minimo da energia inicial para termos captura gravitacional
no problema de trés corpos restrito circular
Nos dois graficos abaixo fornecemos na vertical o valor da energia inicial do veiculo

espacial C; em unidade admensionais e na horizontal o valor do angulo inicial do
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veiculo espacial @ em graus. O valor de C; fornecido nestes graficos ¢ o menor valor
que proporciona captura gravitacional para um angulo a dado. Variamos o angulo a de
0° a 360° com passo de 1° e o valor de C; varia de —0.01 até —0.3, com passo de

—0.01.
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Figura 5.1. Trés corpos restrito circular com orbitas diretas.
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Figura 5.2. Trés corpos restrito circular com orbitas retrogradas.
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Pelos graficos das Figuras 5.1 e 5.2 notamos que a captura retrograda, de forma geral,
proporciona valores minimos de C; maiores do que os valores obtidos na captura direta,
embora as diferengas ndo sejam grandes.

Os valores minimos de C; inicial encontrados para captura direta sdao -0.22 (em
unidades adimensionais), e -0.19 para captura retrégrada (em unidades adimensionais).
Pelo grafico vemos que hé duas regides favoraveis para captura gravitacional no caso de
orbitas diretas, que sdo 155° < a <169° ¢ 6° < a < 12° ¢ também temos duas
regides favoraveis para captura gravitacional no caso de orbitas retrégradas que sdo,

0°<a<16°e346° < a < 360°.

5.4. Estudo da influéncia da distancia do veiculo espacial a superficie da Lua

Consideramos o ponto de partida de cada trajetéria do veiculo espacial fica a uma

distancia de 100 km da superficie da Lua, isto €, 1, = 1838 km. Caso o veiculo espacial

estivesse com uma distancia inicial maior ou menor do que 100 km da Lua isto poderia
influenciar no valor minimo de C;3 inicial? Existem regides favoraveis de captura

gravitacional quando modificamos o valor de 7r,? Nesta sec¢do faremos testes para

valores diferentes de Ty.

5.4.1 Orbitas diretas. Distincia da Lua ao veiculo espacial maior que 100 km

Na Figura 5.3 temos em vermelho 7, = 1838 km e em verde 1, = 2238 km. Na figura
5.4 temos em vermelho 7, = 1838 km e em verde 1, = 2738 km. Comparando os dois
graficos vemos que ndo existe uma mudanca significativa nas respostas as perguntas
feitas acima, isto €, para esses dois valores de 7, testados ndo houve alteragdo para o
valor minimo de Cj; inicial, continuou valendo -0.22 unidades candnicas.

Em resumo ndo existem mudangas expressivas nas regides favoraveis de captura
gravitacional para os valores de 7, testados. Veja que os graficos das Figuras 5.3 € 5.4
estdo muito parecidos, praticamente um sobrepde o outro, ou seja, a curva vermelha esta

praticamente em cima da curva verde.
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Figura 5.3. Trés corpos restrito circular. 7, = 1838 km e r,, = 2238 km
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Figura 5.4. Trés corpos restrito circular. 7, = 1838 km e r,, = 2738 km

Todos os valores da distancia inicial do veiculo espacial a Lua entre 100 km ¢ 1000 km
testados ndo fornecem mudangas expressivas no valor minimo da energia inicial do
veiculo espacial nem nas regides favoraveis para captura.

E se aumentassemos “muito” a distancia entre a lua e o veiculo espacial? Quais seriam

as conseqiiéncias de tal aumento? A resposta a essa pergunta ¢ dada pelos dois graficos
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abaixo, onde temos a comparacgdo da distancia entre o veiculo espacial e a Lua sendo da
ordem de 100 km e 10000 km na figura 5.5 e 100 km e 20000 km na Figura 5.6.

Na Figura 5.5 temos em vermelho 1, = 1838 km e em verde 7, = 11738 km. Na
Figura 5.6 temos em vermelho r, = 1838 km, e em verde 1, = 2178 km. A diferenga
basica ¢ que o valor de (5 inicial minimo muda de -0.21 para -0.18 nos dois graficos.
Outro fato notavel ¢ que embora o valor minimo seja mais alto ¢ que a regido favoravel

para captura gravitacional fica bastante ampliada na Figura 5.5.
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Figura 5.5. Trés corpos restrito circular, com 1, = 1838 km e r, = 11738 km
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Figura 5.6. Trés corpos restrito circular, comr,, = 1838 km e, = 21738 km
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5.4.2 Orbitas diretas. DistAncia da Lua ao veiculo espacial menor que 100 km

Na Figura 5.7 temos em vermelho 7, = 1838 km e em verde r, = 1758 km. Na Figura
5.8 temos em vermelho 7, = 1838 km e em verde 1, = 1839 km. Comparando os dois
graficos ndo existe uma mudanga significativa nas perguntas feitas no inicio desta
secgdo, isto €, para esses dois valores de 7, testados ndo houve alteragdo para o valor
minimo de C; inicial, continua -0.22 unidades adimensionais.

Nao existem mudangas expressivas nas regioes favoraveis de captura gravitacional para
estes valores de 7, testados. Veja que os graficos das Figuras 5.5 ¢ 5.6 estdo muito
parecidos, praticamente um sobrepde o outro, ou seja, a curva vermelha esta

praticamente em cima da curva verde.
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Figura 5.7. Trés corpos restrito circular, parar, = 1838 km e r, = 1788 km.
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Figura 5.8. Trés corpos restrito circular, parar, = 1838 km e r, = 1739 km

Todos os valores da distancia inicial do veiculo espacial a Lua entre 1 km e 100 km
testados ndo fornecem mudancas significativas no valor minimo da energia inicial do
veiculo espacial nem para regides favoraveis para captura.

Concluimos que no caso de oOrbitas diretas no problema de trés corpos restrito circular
aumentar ou diminuir a distancia inicial do veiculo espacial a Lua de 100 km nao

modifica muito o valor da energia minima de captura gravitacional.
5.4.3 Orbitas retrogradas. Distincia da Lua ao veiculo espacial maior que 100 km

Na Figura 5.9 temos em vermelho 1, = 1838 km ¢ em verde 1, = 2238 km. Na Figura
5.10 temos em vermelho 1, = 1838 km e em verde 1, = 2738 km. Comparando os

dois graficos ndo existe uma mudanga significativa nas respostas as perguntas feitas no

inicio desta secgdo, isto €, para esses dois valores de 7, testados ndo houve alteragdo

para o valor minimo de Cj3 inicial, segue valendo -0.19 unidades adimensionais.

Também ndo existem mudancas expressivas nas regides favoraveis de captura
gravitacional para estes valores de 7, testados. Veja que os graficos das Figuras 5.9 e

5.10 estdo muito parecidos, praticamente uma se sobrepde a outra, ou seja, a curva

vermelha esta praticamente em cima da curva verde.
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Figura 5.9. Trés corpos restrito circular, parar, = 1838 km e r, = 2738 km
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Todos os valores da distancia do veiculo espacial a Lua entre 100 km e¢ 1000 km
testados ndo fornecem mudangas significativas no valor minimo da energia do veiculo

espacial nem para regides favoraveis para captura.

A seguir testamos valores maiores para a distancia entre a Lua e o veiculo espacial. Os
dois graficos abaixo mostram o resultado, onde temos a comparacao da distancia entre o
veiculo espacial e a Lua sendo 100 km e 10000 km na figura 5.11 e 100 km e 20000 km
na figura 5.12.

Na Figura 5.11 temos em vermelho 7, = 1838 km ¢ em verde 1, = 11738 km. Na
Figura 5.12 temos em vermelho 1, = 1838 km e em verde 1, = 2178 km. A diferenga
basica ¢ que o valor de C5 inicial minimo muda de -0.19 para -0.12 quando efetuamos a
mudancga de 100 km para 20000 km do veiculo espacial a Lua, vide figura 5.12. Quando
efetuamos a troca de 100 km para 10000 km da distancia do veiculo espacial a Lua o
valor minimo de C3 inicial muda de -0.19 para -0.15. Outro fator ¢ que a regido

favoravel para captura gravitacional fica bastante ampliada na Figura 5.12.
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Figura 5.11. Trés corpos restrito circular, comr, = 1838 km e r, = 11738 km
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Figura 5.12. Trés corpos restrito circular, com r, = 1838 km e r, = 21738 km

5.4.4 Orbitas retrogradas. Distincia da Lua ao veiculo espacial menor que 100 km.

Na Figura 5.13 temos em vermelho 7, = 1838 km e em verde 1, = 1758 km. Na
Figura 5.14 temos em vermelho 7, =1838km e em verde 7, = 1839 km.
Comparando os dois graficos ndo existe uma mudanga significativa, isto €, para esses
dois valores de 7, testados ndo houve alteragdo para o valor minimo de (5 inicial,

continuou valendo -0.19 unidades canonicas.

Nao existem mudancas nas regides favoraveis de captura gravitacional para estes
valores de 7, testados, veja que os graficos das Figuras 5.9 e 5.10 estdo muitos

parecidos praticamente um sobrepde o outro, ou seja, a curva vermelha esta

praticamente em cima da curva verde.
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Figura 5.13. Trés corpos restrito circular, com r;, = 1838 km e 1, = 1788 km
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Figura 5.14. Trés corpos restrito circular, com r, = 1838 km e 1, = 1739 km
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Todos os valores da distancia veiculo espacial a Lua entre 1 km e 100 km testados nao
forneceram mudangas significativas no valor minimo da energia do veiculo espacial,

nem para regides favoraveis para captura.

Concluimos que, no caso de orbitas retrogradas no problema de trés corpos restrito
circular, aumentar ou diminuir a distancia inicial do veiculo espacial a Lua dos 100 km
utilizados inicialmente ndo modifica muito o valor da energia minima de captura

gravitacional.

5.5. Estudo do valor minimo de C; inicial para termos captura gravitacional no

problema bi-circular de quatro corpos.

Nesta seccdo faremos o calculo de C; inicial minimo para o problema bi-circular de
3
quatro corpos de maneira que tenhamos oOrbitas de captura gravitacional. Também

calcularemos regides favoraveis de captura gravitacional para o problema bi-circular.

Abaixo temos dois conjuntos de graficos para o problema bi-circular de quatro corpos, o
primeiro conjunto ¢ para Orbitas diretas e o segundo para Orbitas retrogradas.
Analogamente ao problema de trés corpos restrito, o valor de C; fornecido nestes

graficos ¢ o menor valor que proporciona captura gravitacional para um angulo a dado.

O angulo a varia de 0° a 360°, com passo de 1°. O valor de C; varia de -0.01 até -0.65,

com passo de -0.01. Para o angulo do Sol ¥, escolhemos os valores:
0°,30°,45°%,60°90°, 120° 1359, 150°,180°, 210°,225°,240°,270°,300°,315° e 330°

Para cada um destes valores de 1, temos um grafico, mostrado abaixo, que fornece o

valor do minimo Cj3 inicial para termos 6rbita de captura gravitacional.
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5.5.1 Orbitas diretas.

Na Figura 5.15 temos o valor do angulo do sol ¥, = 0°. Os valores minimos de Cj
inicial encontrado para captura quando ¥, = 0° é -0.63. O grafico da Figura 5.15
fornece a regido favoravel para captura gravitacional 161° < a < 199°. Existe uma

regido de colisdo do veiculo espacial com a Lua quando 342° < a < 3599,

Figura 5.15 Bi-circular i, = 0°.

Na Figura 5.16 temos o valor do dngulo do sol ¥, = 30°. O valor minimo de C; inicial
encontrado para captura quando ¥, = 30° ¢ -0.63. O grafico da Figura 5.16 fornece a
regido favoravel para captura gravitacional 193° < a < 224°. Existe uma regido de

colisdo do veiculo espacial com a Lua quando 13° < a < 29°.
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Figura 5.16 Bi-circular ¥, = 30°.

Na Figura 5.17 temos o valor do angulo do sol 1, = 45°. O valor minimo de C; inicial

encontrado para captura quando 1, = 45° ¢ -0.63. O grafico da Figura 5.17 fornece a

regido favoravel para captura gravitacional 213° < a < 234°. Existe uma regido de

c3

colisdo do veiculo espacial com a Lua quando 28° < a < 44°.
50 100 150 200 %50 300 350
Angulo

Figura 5.17 Bi-circular ¥, = 45°.
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Na Figura 5.18 temos o valor do angulo do sol ¥, = 60°. Os valores minimos de C;
inicial encontrado para captura quando ¥, = 60° ¢ -0.62. O grafico da Figura 5.18
fornece a regido favoravel para captura gravitacional 218° < a < 261°. Existe uma

regido de colisdo do veiculo espacial com a Lua quando 42° < a < 58°.

Angulo

Figura 5.18 Bi-circular ¥, = 60°.

Na Figura 5.19 temos o valor do angulo do sol 1, = 90°. O valor minimo de C; inicial
encontrado para captura quando ¥, = 90° ¢ -0.62. O grafico da Figura 5.19 fornece a
regido favoravel para captura gravitacional 218° < a < 261°. Existe uma regido de

colisdo do veiculo espacial com a Lua quando 248° < a < 2999,
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Figura 5.19 Bi-circular ¥, = 90°.

Na Figura 5.20 temos o valor do angulo do sol ¥, = 120°. O valor minimo de Cs
inicial encontrado para captura quando ¥, = 120° é -0.62. O grafico da Figura 5.20
fornece a regido favoravel para captura gravitacional 278° < a < 323°. Existe uma

regido de colisdo do veiculo espacial com a Lua quando 99° < a < 116°.
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Figura 5.20 Bi-circular ¢, = 120°.
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Na Figura 5.21 temos o valor do angulo do sol ¥, = 135°. O valor minimo de Cj
inicial encontrado para captura quando ¥, = 135° é -0.63. O gréfico da Figura 5.21
fornece a regido favoravel para captura gravitacional 314° < o < 320°. Existe uma

regido de colisdo do veiculo espacial com a Lua quando 114° < a < 132°.
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Figura 5.21 Bi-circular ¢, = 135°.

Na Figura 5.22 temos o valor do angulo do sol ¥, = 150°. O valor minimo de Cj
inicial encontrado para captura quando ¥, = 150° ¢ -0.63. O grafico da Figura 5.22
fornece a regido favoravel para captura gravitacional 320° < a < 3440, Existe uma

regido de colisdo do veiculo espacial com a Lua quando 130° < o < 148°,
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Figura 5.22 Bi-circular ¢, = 150°.

Na Figura 5.23 temos o valor do 4angulo do sol ¥, = 180°. O valor minimo de C;

inicial encontrado para captura quando ¥, = 180° ¢ -0.63. O grafico da Figura 5.23

fornece as regides favoraveis para captura gravitacional 343° < @ <360°e¢ 0° < a <

17°. Existe uma regido de colisdo do veiculo espacial com a Lua quando 162° < a <

179°.
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Figura 5.23 Bi-circular 1, = 180°.
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Na Figura 5.24 temos o valor do angulo do sol ¥, = 210°. O valor minimo de C;

inicial encontrado para captura quando ¥, = 210° é -0.63. O gréfico da Figura 5.24

fornece a regido favoravel para captura gravitacional 15° < a < 41°. Existe uma regido

de colisdo do veiculo espacial com a Lua quando 193° < a < 211°.
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Figura 5.24 Bi-circular ¥, = 210°.
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Na Figura 5.25 temos o valor do 4ngulo do sol ¥, = 225° O valor minimo de Cj

inicial encontrado para captura quando ¥, = 225° é -0.63. O grifico da Figura 5.25

fornece a regido favoravel para captura gravitacional 37° < a < 48°. Existe uma regido

de colisdo do veiculo espacial com a Lua quando 208° < a < 223°.
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Figura 5.25 Bi-circular ¢, = 225°.

Na Figura 5.26 temos o valor do angulo do sol Y, = 240°. O valor minimo de Cs
inicial encontrado para captura quando ¥, = 240° é -0.62. O gréfico da Figura 5.26
fornece a regidio favoravel para captura gravitacional 39° < a < 77°. Existe uma regifio

de colisdo do veiculo espacial com a Lua quando 222° < a < 238°.
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Figura 5.26 Bi-circular ¥, = 240°.
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Na Figura 5.27 temos o valor do angulo do sol ¥, = 270°. O valor minimo de C;
inicial encontrado para captura quando ¥, = 270° ¢ -0.63. O grafico da Figura 5.27
fornece a regido favoravel para captura gravitacional 68° < a < 109°. Existe uma

regido de colisdo do veiculo espacial com a Lua quando 251° < a < 266°.

%
%
o Y
£ %
: %
02 t & %
F %
j’ %
03+ o LY
& %
el & %
04 g&f ?73:
V4 b,
L
05 &
06 | . =
e = g
7 :
0 50 100 150 200 250 300 350 400
Angulo

Figura 5.27 Bi-circular ¢, = 270°.

Na Figura 5.28 temos o valor do angulo do sol ¥, = 300°. O valor minimo de Cj
inicial encontrado para captura quando ¥, = 300° ¢ -0.62. O grafico da Figura 5.28
fornece a regido favoravel para captura gravitacional 101° < a < 144°, Existe uma

regido de colisdo do veiculo espacial com a Lua quando 279° < a < 295°.
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Figura 5.28 Bi-circular 1, = 300°.
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Na Figura 5.29 temos o valor do 4angulo do sol ¥, = 315°. O valor minimo de Cj

inicial encontrado para captura quando ¥, = 315° é -0.63. O grafico da Figura 5.29

fornece a regidio favoravel para captura gravitacional 126° < a < 147°. Existe uma

regido de colisdo do veiculo espacial com a Lua quando 294° < a < 311°.
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Figura 5.29 Bi-circular ¢, = 315°.
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Na Figura 5.30 temos o valor do angulo do sol ¥, = 330°. O valor minimo de C;
inicial encontrado para captura quando ¥, = 330° é -0.63. O gréfico da Figura 5.30
fornece a regido favoravel para captura gravitacional 137° < a < 167°. Existe uma

regido de colisdo do veiculo espacial com a Lua quando 309° < a < 328°.
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Figura 5.30 Bi-circular 1, = 330°.
5.5.2 Orbitas retrogradas.

Na Figura 5.31 temos o valor do angulo do sol ¥, = 0°. O valor minimo de C; inicial
encontrado para captura quando P, = 0° é -0.63. O grafico da Figura 5.31 fornece a
regido favoravel para captura gravitacional 164° < a < 196°. Existe uma regido de

colisdo do veiculo espacial com a Lua quando 1° < a < 199,
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Figura 5.31 Bi-circular ¥, = 0°.
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Na Figura 5.32 temos o valor do angulo do sol 1, = 30°. O valor minimo de C; inicial

encontrado para captura quando ¥, = 30° ¢ -0.63. O grafico da Figura 5.32 fornece a

regido favoravel para captura gravitacional 193° < a < 2249°. Existe uma regido de

colisdo do veiculo espacial com a Lua quando 201° < a < 216°.
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Figura 5.32 Bi-circular ¥, = 30°.
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Na Figura 5.33 temos o valor do 4ngulo do sol ¥, = 45°. O valor minimo de C; inicial
encontrado para captura quando ¥, = 45° ¢ -0.63. O grafico da Figura 5.33 fornece
duas regides favordveis para captura gravitacional 215 < a <217 e 230°<a <

2339, Existe uma regido de colisdo do veiculo espacial com a Lua quando 49° < a <
65°.
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Figura 5.33 Bi-circular ¢, = 45°.

Na Figura 5.34 temos o valor do angulo do sol 1, = 60°. O valor minimo de C; inicial
encontrado para captura quando ¥, = 60° ¢ -0.63. O grafico da Figura 5.34 fornece a
regido favoravel para captura gravitacional 222° < a < 261°. Existe uma regido de

colisdo do veiculo espacial com a Lua quando 64° < a < 79°.
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Figura 5.34 Bi-circular ¥, = 60°.

Na Figura 5.35 temos o valor do angulo do sol 1, = 90°. O valor minimo de C; inicial

encontrado para captura quando ¥, = 90° ¢ -0.62. O grafico da Figura 5.35 fornece a

regido favoravel para captura gravitacional 251° < @ < 286°. Existe uma regido de

colisdo do veiculo espacial com a Lua quando 92° < a < 108°.
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Figura 5.35 Bi-circular ¥, = 90°.
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Na Figura 5.36 temos o valor do angulo do sol ¥, = 120°. O valor minimo de Cj

inicial encontrado para captura quando ¥, = 120° é -0.63. O gréfico da Figura 5.36

fornece a regido favoravel para captura gravitacional 298° < a < 306°. Existe uma

regido de colisdo do veiculo espacial com a Lua quando 120° < a < 137°.
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Figura 5.36 Bi-circular 1, = 120°.

Na Figura 5.37 temos o valor do angulo do sol ¥, = 135°. O valor minimo de C;

inicial encontrado para captura quando ¥, = 135° ¢ -0.63. O grafico da Figura 5.37

fornece a regido favoravel para captura gravitacional 306° < a < 328°. Existe uma

regido de colisdo do veiculo espacial com a Lua quando 135° < a < 152°,
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Figura 5.37 Bi-circular ¥, = 135°.

Na Figura 5.38 temos o valor do 4angulo do sol ¥, = 150°. O valor minimo de Cj
inicial encontrado para captura quando Y, = 150° ¢ -0.63. O grafico da Figura 5.38
fornece a regido favoravel para captura gravitacional 318° < a < 345°. Existe uma

regido de colisdo do veiculo espacial com a Lua quando 150° < a < 167°.
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Figura 5.38 Bi-circular 1, = 150°.
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Na Figura 5.39 temos o valor do angulo do sol ¥, = 180°. O valor minimo de C;

inicial encontrado para captura quando ¥, = 180° é -0.63. O grafico da figura 5.39

fornece duas regides favoraveis para captura gravitacional 0° < a < 12° 348° < a <

360°. Existe uma regido de colisdo do veiculo espacial com a Lua quando 181° < a <

198°.
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Figura 5.39 Bi-circular 1, = 180°.
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Na Figura 5.40 temos o valor do 4ngulo do sol ¥, = 210°. O valor minimo de Cj

inicial encontrado para captura quando ¥, = 210° é -0.63. O gréfico da Figura 5.40

fornece a regido favoravel para captura gravitacional 9° < a < 47°. Existe uma regido

de colisdo do veiculo espacial com a Lua quando 213° < a < 2299,
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Figura 5.40 Bi-circular 1, = 210°.
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Na Figura 5.41 temos o valor do 4angulo do sol Y, = 225° O valor minimo de Cj

inicial encontrado para captura quando ¥, = 225° é -0.62. O grafico da Figura 5.41

fornece a regidio favoravel para captura gravitacional 22° < a < 59°. Existe uma regifio

de colisdo do veiculo espacial com a Lua quando 228° < a < 245°.
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Figura 5.41 Bi-circular y, = 225°.
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Na Figura 5.42 temos o valor do angulo do sol ¥, = 240°. O valor minimo de C;
inicial encontrado para captura quando ¥, = 240° ¢ -0.62. O grafico da Figura 5.42
fornece a regido favoravel para captura gravitacional 39° < a < 73°. Existe uma regido

de colisdo do veiculo espacial com a Lua quando 243° < a < 259°.
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Figura 5.42 Bi-circular ¥, = 240°.

Na Figura 5.43 temos o valor do angulo do sol ¥, = 270°. O valor minimo de Cj
inicial encontrado para captura quando ¥, = 270° é -0.62. O gréfico da Figura 5.43
fornece a regido favoravel para captura gravitacional 70° < a < 107°. Existe uma

regido de colisdo do veiculo espacial com a Lua quando 272° < a < 288°,
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Figura 5.43 Bi-circular 1, = 270°.

Na Figura 5.44 temos o valor do 4ngulo do sol ¥, = 300°. O valore minimo de Cj
inicial encontrado para captura quando ¥, = 300° ¢ -0.63. O grafico da Figura 5.44
fornece a regido favoravel para captura gravitacional 113° < a < 130°. Existe uma

regido de colisdo do veiculo espacial com a Lua quando 300° < a < 317°.
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Figura 5.44 Bi-circular ¥, = 300°.

121



Na Figura 5.45 temos o valor do angulo do sol ¥, = 315°. O valor minimo de C;
inicial encontrado para captura quando ¥, = 315° é -0.63. O gréfico da Figura 5.45
fornece a regido favoravel para captura gravitacional 123° < a < 150°. Existe uma

regido de colisdo do veiculo espacial com a Lua quando 315° < a < 331°.
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Figura 5.45 Bi-circular ¢, = 315°.

Na Figura 5.46 temos o valor do angulo do sol ¥, = 330°. O valor minimo de Cj
inicial encontrado para captura quando ¥, = 330° é -0.63. O gréfico da Figura 5.46
fornece a regido favoravel para captura gravitacional 135° < a < 168°. Existe uma

regido de colisdo do veiculo espacial com a Lua quando 329° < a < 3479,
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Figura 5.46 Bi-circular 1, = 330°.

5.6. Estudo da influéncia de valores de r, no problema bi-circular.

Orbitas diretas.

Nas Figuras 5.47 e 5.48 temos 1, = 0°. Na Figura 5.47 o grafico em vermelho ¢ para
1, = 1738 ¢ em verde para 1, = 1788. Veja que essa mudanga da distancia do veiculo
espacial da Lua ndo altera o minimo de energia, j4 que os graficos estdo um sobre o
outro. Na Figura 5.48 o grafico em vermelho e para 1, = 1738 ¢ em verde para
1, = 11738. Veja que essa mudanga da distancia do veiculo espacial da Lua modifica o

valor de C5 inicial minimo.
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Figura 5.48 Bi-circular ¢ = 0°, r, =1738em, = 11738.

Nas Figuras 5.49 e 5.50 temos ¥, = 90°. Na figura 5.49 o grafico em vermelho é para
1, = 1738 ¢ em verde para 1, = 1788. Veja que essa mudanga da disténcia do veiculo
espacial da Lua ndo altera o minimo de energia, j4 que os graficos estdo um sobre o

outro. Na Figura 5.50 o grafico em vermelho € para 1, = 1738 ¢ em verde para
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1, = 11738. Veja que essa mudanga da distancia do veiculo espacial € a Lua modifica o

valor da C5 inicial minimo.
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Figura 5.49 Bi-circular 4 = 90°, m, =1738em, = 1788.
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Figura 5.50 Bi-circular iy = 90°, r, =1738em, = 11738.
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Nas Figuras 5.51 e 5.52 temos ¥, = 180°. Na Figura 5.51 o grafico em vermelho ¢é
para 1, = 1738 e em verde para 1, = 1788. Veja que essa mudanga da distincia do
veiculo espacial da Lua ndo altera o minimo de energia, j4 que os graficos estdo um

sobre o outro. Na Figura 5.52 o grafico em vermelho € para 1, = 1738 e em verde para
1, = 11738. Veja que essa mudanga da distancia do veiculo espacial da Lua modifica o

valor de C5 inicial minimo.
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Figura 5.51 Bi-circular 1, = 180°, r, =1738emn, = 1788.
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Figura 5.52 Bi-circular 1, = 180°, 1, =1738¢m, = 11738.

Nas Figuras 5.53 e 5.54 temos ¥, = 270°. Na Figura 5.53 o grafico em vermelho ¢é
para 1, = 1738 e em verde para 1, = 1788. Veja que essa mudanga da distincia do
veiculo espacial da Lua ndo altera o minimo de energia, j4 que os graficos estdo um
sobre o outro. Na Figura 5.54 o grafico em vermelho € para 1, = 1738 e em verde para
1, = 11738. Veja que essa mudanga da distancia do veiculo espacial da Lua modifica o

valor de C5 inicial minimo.
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Figura 5.53 Bi-circular i = 270°, 1, = 1738 ¢ 1;, = 1788.
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Figura 5.54 Bi-circular 1o = 270, 1, = 1738 ¢ 15, = 11738.
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Orbitas retrégradas.

Nas Figuras 5.55 e 5.56 temos 1, = 0°. Na Figura 5.55 o grafico em vermelho é para
1, = 1738 ¢ em verde para 1, = 1788. Veja que essa mudanga da distincia do veiculo
espacial da Lua ndo altera o minimo de energia, ja que os graficos estio um sobre o
outro. Na Figura 5.56 o grafico em vermelho € para 1, = 1738 ¢ em verde para

1, = 11738. Veja que essa mudanga da distancia do veiculo espacial da Lua modifica o

valor de C5 inicial minimo.
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Figura 5.55 Bi-circular 1, = 0°, r, =1738em, = 1788.
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Figura 5.56 Bi-circular g = 0°, r, = 1738 ¢m, = 11738.

Nas Figuras 5.57 € 5.58 temos ¥, = 90°. Na Figura 5.57 o grafico em vermelho é para
1, = 1738 € em verde para 1, = 1788. Veja que essa mudanga da disténcia do veiculo
espacial da Lua ndo altera o minimo de energia, j4 que os graficos estdo um sobre o
outro. Na Figura 5.58 o grafico em vermelho € para 1, = 1738 e em verde para

1, = 11738. Veja que essa mudanga da distancia do veiculo espacial da Lua modifica o

valor de C5 inicial minimo.
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Figura 5.57 Bi-circular 1y = 90°, 1, = 1738 ¢ 15, = 1788.
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Figura 5.58 Bi-circular 1o = 90°, 1, = 1738 ¢ 15, = 11738.

Nas Figuras 5.59 e 5.60 temos 1, = 180°. Na Figura 5.59 o grafico em vermelho é

para 1, = 1738 e em verde para 1, = 1788. Veja que essa mudanga da distancia do
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veiculo espacial da Lua ndo altera o minimo de energia, ja que os graficos estdo um
sobre o outro. Na Figura 5.60 o grafico em vermelho € para r,, = 1738 e em verde para
1, = 11738. Veja que essa mudanga da distancia do veiculo espacial da Lua modifica o

valor de C5 inicial minimo.
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Figura 5.59 Bi-circular ¢, = 180°, r, =1738em, = 1788.
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Figura 5.60 Bi-circular 1, = 180°, r, = 1738¢em, = 11738.
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Nas Figuras 5.61 e 5.62 temos ¥, = 270°. Na Figura 5.61 o grafico em vermelho ¢é
para 1, = 1738 e em verde para 1, = 1788. Veja que essa mudanga da distincia do
veiculo espacial da Lua ndo altera o minimo de energia, ja que os graficos estdo um

sobre o outro. Na Figura 5.62 o grafico em vermelho € para 1, = 1738 e em verde para
1, = 11738. Veja que essa mudanga da distancia do veiculo espacial da Lua modifica o

valor de C5 inicial minimo.
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Figura 5.61 Bi-circular y, = 270°, r, =1738emn, = 1788.
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Figura 5.62 Bi-circular 1, = 270°, 1, =1738¢m, = 11738.

5.7 Conclusao.

O resultado mais importante desse capitulo ¢ o fato de terem sido encontradas regides
em que a captura gravitacional ocorre com um valor de (5 inicial menor do que em
outras regides do plano. Esse resultado acontece nos dois modelos matematicos
estudados.

No problema de trés corpos restrito notamos que a captura gravitacional retrégrada, de
forma geral, proporciona valores minimos de C3 inicial maiores do que os valores
obtidos na captura gravitacional direta, embora as diferencas nao sejam grandes. No
problema bi-circular isto ndo acontece, os valores para captura gravitacional direta e
retrograda nao sdo diferentes.

Um fendomeno que acontece no problema bi-circular e ndo ocorre no problema trés
corpos restrito circular ¢ termos regides de colisdes onde obviamente ndo acontece
captura gravitacional.

Comparando os valores minimos de C3 inicial nos dois modelos matematicos estudados,
vemos que sdo bem menores para o problema bi-circular do que para o problema de trés

corpos restrito circular tanto no caso de movimento direto como no retrégrado.
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No estudo feito com diferentes valores de 1, € possivel concluir que ndo existem
grandes variagdes nos niveis de energia minima na captura gravitacional no problema de
trés corpos restrito circular. Isto acarreta podermos utilizar uma grande variedade de
distancias entre o veiculo espacial e a Lua sem perder muito no valor minimo da energia
do veiculo espacial. J& no problema bi-circular temos que ser mais criteriosos, pois
existe uma diferenca maior da energia quando modificamos a distancia do veiculo

espacial Lua.
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6 ANALISE DO TEMPO DE CAPTURA GRAVITACIONAL
6.1 Introducao

No Capitulo 5 foi analisado o valor minimo de C3 inicial que resultava no consumo
minimo de combustivel para o veiculo espacial. Neste Capitulo faremos o calculo do
tempo minimo para obtermos captura gravitacional.

O interesse pratico de tais calculos pode ser justificado pelos seguintes problemas:
assuma uma missdo com o objetivo de transportar seres humanos, medicamentos ou
alimentos a uma base Lunar. E bastante relevante neste caso a analise do tempo minimo
de captura gravitacional pela Lua gasto para executarmos tais missoes.

Definimos como tempo de captura gravitacional o tempo gasto para termos a troca do
sinal do valor da energia do veiculo espacial com relagdo a Lua, ou seja, quando Cj
torna-se positivo.

O objetivo dos Capitulos 6 e 7 ¢ uma analise do tempo de captura gravitacional. Os
parametros para analise do tempo de captura sdo: C3 (o dobro da energia do veiculo
espacial € a Lua), @, o angulo da posi¢do do periluna e 7,, a distancia do veiculo
espacial até o centro da Lua no periluna.

Para ser feita uma analise do tempo de captura, sera assumido que dois dos pardmetros
a, 1, € C3 sejam fixados e o terceiro pardmetro variado.

Em todos os casos faremos a andlise para os dois modelos estudados nos primeiros
capitulos desta tese, isto ¢, o problema de trés corpos restrito circular e o problema bi-
circular de quatro corpos planos.

Basicamente queremos responder a trés perguntas nos dois capitulos relativos a analise
numérica do tempo de captura gravitacional.

Primeira: “Se modificarmos o valor da distancia inicial do veiculo espacial a Lua o
quanto isto interfere no tempo de captura gravitacional?*

Segunda: “Qual a posicao que fornece o tempo minimo para termos uma Orbita de
captura gravitacional nos modelos matematicos estudados?”.

Terceira: “O quanto a perturbacdo do Sol interfere no tempo de captura gravitacional?”,
esta ultima pergunta ¢, na realidade, uma compara¢do entre os dois modelos

matematicos estudados.
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6.2. Analise do tempo de captura gravitacional para o problema de trés corpos
restrito circular

Nesta Seccao a analise do tempo de captura gravitacional sera feita no problema de trés
corpos restrito circular. Faremos fixos os parametros @ ¢ C3 € variamos € 1, isto €, a
distancia inicial da Lua ao veiculo espacial. A unidade de tempo das figuras abaixo ¢ em
dias, a unidade de distdncia em km e C3 em unidades canonicas.

Em todos os graficos abaixo ¢ feita uma comparagdo do tempo de captura gravitacional
para trés valores da distancia do veiculo espacial a Lua. Essa distancia assumird os
valores 100 km, 500 km e 10000 km, isto €, temos respectivamente para 7,,: 1838 km
(em vermelho), 2238 km (em verde) e 11738 km (em azul).

Temos dois conjuntos de graficos. O primeiro para movimento direto e o segundo para
movimento retrogrado. Em ambos o valor inicial da energia ¢ dado por C3 = —0.1.

Os valores do 4ngulo a escolhido sdo 0°, 309, 45°, 60°, 90°, 120°, 135°, 150°, 180°,
2109, 2259, 240°, 270°, 300°, 315° ¢ 330°.

6.2.1. Movimento direto

Tempo

Figura 6.1. C3 em funcdo do tempo a = 0° T, = 1838, 2238 ¢ 11738 km.
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c3

Figura 6.2. C3 em fungio do tempo a = 30° 1, = 1838, 2238 ¢ 11738 km.
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Figura 6.3. C3 em fungio do tempo a = 60° 1, = 1838, 2238 ¢ 11738 km.

139



035

B3 =

025

62 =

018

01 F

c3

005

005

0.1 e

015

Tempo

Figura 6.4 C53 em fungio do tempo a = 90° r, = 1838, 2238 ¢ 11738 km.
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Figura 6.5 C5 em fungdo do tempo a = 120° T, = 1838, 2238 ¢ 11738 km.
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Figura 6.6. C3 em fungio do tempo a = 135° 1, = 1838, 2238 ¢ 11738 km.
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Figura 6.7. C3 em fungio do tempo, a = 150°, 1, = 1838, 2238 ¢ 11738 km.
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Figura 6.8 C5 em fungdo do tempo a = 180° 1, = 1838, 2238 ¢ 11738 km.
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Figura 6.9 C5 em fungdo do tempo a = 210° 1, = 1838, 2238 ¢ 11738 km.
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Figura 6.11 C5 em fungdo do tempo a = 270° r, = 1838, 2238 ¢ 11738 km.
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Figura 6.13 C5 em fungdo do tempo a = 315° r, = 1838, 2238 ¢ 11738 km.
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c3

Figura 6.14 C5 em fungdo do tempo a = 330° r, = 1838, 2238 ¢ 11738 km.

Nas Figuras acima ocorre captura gravitacional para os trés valores de 7, quando o
angulo a ¢ igual a 0°, 30°, 90°, 120°, 135°, 1507, 180°, 210°, 270°, 300°, 315° ¢
330°.

Quando o angulo a ¢é igual a 45° e 240° existe colisdo do veiculo espacial com a Lua
para os trés valores de 7.

A colisdo do veiculo espacial com a Lua ocorre somente para 1, = 11738 km quando o
angulo a ¢é igual a 60° e 225°.

Quando ocorre captura gravitacional para os dois valores de 1, (1838 km ¢ 2238 km)
de um angulo a fixo, a diferenga do tempo de captura gravitacional ndo excede ha um
dia.

Fizemos vérios testes numéricos e concluimos que a distancia entre o veiculo espacial e
a Lua variando entre 100 km e 500 km ndo acarreta uma diferenca significativa do
tempo de captura gravitacional, para um angulo a fixo. (apesar de neste texto termos
fixado apenas 100 km e 500 km para essa distancia).

J& quando tomamos a distancia entre o veiculo espacial e a Lua igual a 10000 km, ou
seja, 1, = 11738 km existe alguma mudanga do tempo de captura gravitacional
comparado a 1, = 1838 km e r,, = 2238 km, para um angulo «a fixo.

A Tabela 6.1 resume um pouco esses dados. Na Tabela abaixo na primeira coluna temos
o angulo a, na segunda, terceira e quarta coluna o tempo de captura gravitacional para

1, igual a 1738 km, 2238 km e 11738 km, respectivamente.
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Tabela 6.1 Movimento direto.

Angulo r, = 1838 km r, = 2238 km r, = 11738 km
0° 2.58 dias 2.67 dias 4.45 dias
30° 7.61 dias 7.61 dias 9.48 dias
450 Colisdo Colisdo Colisdo
60° 16.61 dias 16.62 dias Colisdo
90° 6.42 dias 6.27 dias 4.75 dias
120° 7.75 dias 3.59 dias 3.35 dias
1359 3.07 dias 3.03 dias 3.23 dias
150° 2.81 dias 2.83 dias 3.39 dias
180° 3.46 dias 3.52 dias 4.89 dias
210° 7.04 dias 7.06 dias 17.38 dias
2259 9.78 dias 9.43 dias Colisdo
240° Colisdo Colisdo Colisdo
270° 4.94 dias 4.82 dias 3.56 dias
300° 2.70 dias 2.59 dias 2.42 dias
3159 2.16 dias 2.15 dias 2.40 dias
330° 1.99 dias 1.99 dias 2.63 dias

6.2.2. Movimento retrogrado

c3

Figura 6.15. C3 em fungdo do tempo a = 0° 1, = 1838, 2238 ¢ 11738 km.
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Figura 6.17 C5 em fungdo do tempo a = 45° T, = 1838, 2238 ¢ 11738 km.
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Figura 6.19 C5 em fungdo do tempo a = 90° T, = 1838, 2238 ¢ 11738 km.
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Figura 6.20 C5 em fungdo do tempo a = 120° r, = 1838, 2238 ¢ 11738 km.
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Figura 6.21 C5 em fung¢do do tempo a = 135° T, = 1838, 2238 ¢ 11738 km.
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Figura 6.23 C5 em fungio do tempo a = 180° r, = 1838, 2238 ¢ 11738 km.
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Figura 6.25 C5 em fungdo do tempo a = 225° 1, = 1838, 2238 ¢ 11738 km
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Figura 6.27 C5 em fungdo do tempo a = 270° r, = 1838, 2238 ¢ 11738 km.
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Figura 6.28 C5 em fungio do tempo a = 300° T
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Figura 6.30 C5 em fungdo do tempo a = 330° r, = 1838, 2238 ¢ 11738 km.

Vemos nas Figuras acima (6.15 a 6.29) que ocorre captura gravitacional para os trés
valores de 7, quando o 4ngulo a ¢ igual a 0°, 30°, 60°, 90°, 120°, 135°, 150°, 180°,
210°, 240° 270°, 300°, 315° ¢ 330°. Quando o angulo « é igual a 45° existe colisdo
do veiculo espacial com a Lua para os valores de 7, iguais a 1838 km € 2238 km. A
colisdo do veiculo espacial com a Lua ocorre somente para 1, = 11738 km quando o
angulo a ¢ igual a 225°. Quando ocorre captura gravitacional para os dois valores de 7,
(1838 km e 2238 km) de um angulo a fixo, a diferenca do tempo de captura
gravitacional ndo excede ha um dia.

Fizemos varios testes numéricos e concluimos que distancia entre o veiculo espacial e a
Lua variando entre 100 km e 500 km ndo mostra uma diferenga significativa do tempo
de captura gravitacional, para um angulo a fixo. Neste texto fixamos apenas 100 km e
500 km para essa distancia. J& quando tomamos a distancia entre o veiculo espacial e a
Lua igual a 10000 km, ou seja, 1, = 11738 km, existe alguma mudanga do tempo de
captura gravitacional comparado a 1, = 1838 km e 1, = 2238 km, para um angulo a
fixo. A Tabela 6.2 resume um pouco essas informacdes.

Na Tabela 6.2, na primeira coluna temos o angulo a, na segunda, terceira e quarta
coluna o tempo de captura gravitacional para 7, igual a 1738 km, 2238 km e

11738 km, respectivamente.
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Tabela 6.2 Movimento retréogrado.

Angulo 100 km 500 km 10000 km
0° 2.16 dias 2.16 dias 3.09 dias
30° 6.49 dias 6.52 dias 10.30 dias
450 Colisdo Colisdo 13.19 dias
60° 16.89 dias 16.92 dias 22.27 dias
90° 13.48 dias 13.91 dias 17.44 dias
1200 491 dias 4.89 dias 8.91 dias
1359 3.94 dias 4.03 dias 6.42 dias
150° 3.43 dias 3.49 dias 5.49 dias
180° 3.28 dias 3.35 dias 5.73 dias
210° 6.86 dias 6.91 dias 10.71 dias
2250 21.48 dias 19.78 dias Colisdo
240° 10.73 dias 10.86 dias 14.05 dias
2700 13.04 dias 15.49 dias 19.90 dias
300° 3.67 dias 3.77 dias 5.12 dias
315° 2.89dias 2.95 dias 4.08 dias
300° 2.43 dias 2.49 dias 3.55 dias

6.3. Analise do tempo de captura gravitacional no problema bi-circular de quatro
corpos.

Nesta parte do trabalho ¢ feita uma comparagdo do tempo de captura gravitacional no
modelo bi-circular de quatro corpos.

De forma analoga ao que foi feito no problema de trés corpos restrito circular, a unidade
de tempo das figuras abaixo ¢ em dias, a unidade de distdncia em km e C3; em unidades
candnicas. Para esta comparagdo sdo usados trés valores diferentes para a distancia da
Lua ao veiculo espacial: 100 km, 500 km e 10000 km.

Os valores do 4angulo a escolhido sdo 0°, 30°, 45°, 60°, 90°, 1209, 135°, 150°, 180°,
2100, 2259, 240°, 270°, 300°, 315° e 330°.

Lembramos que, para este modelo, teremos mais um parametro para analisar, que ¢ o
angulo 1. Trabalharemos com dois valores para esse angulo, 0° e 90°.

Temos dois conjuntos de graficos, o primeiro para o movimento direto e o segundo para
movimento retrégrado sendo em ambos o valor inicial da energia dado por €3 = —0.1.

Em todas as Figuras abaixo (6.31 a 6.46) a linha vermelha € para r,, = 1878 km, linha

verde para 1, = 2278 km ¢ em linha azul r,, = 11738 km.
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6.3.1.Movimento direto.

6.3.1.1 Angulo do Sol igual 0°.
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Figura 6.32 C3 em fungio do tempo 1, = 0°, a = 30°.
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r, = 1838, 2238 ¢ 11738 km.
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Figura 6.33 C3 em fungdo do tempo ¢y = 0°, @ = 45°. 1, = 1838, 2238 ¢ 11738 km.
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Figura 6.34 C3 em fungdo do tempo ¥y = 0°, @ = 60° r,, = 1838, 2238 ¢ 11738 km.
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Figura 6.35 C3 em fungdo do tempo ¢y = 0°, @ = 90°. r,, = 1838, 2238 ¢ 11738 km.

3

Angulo

Figura 6.36 C3 em fungdo do tempo ¥y = 0°, @ = 120°. r,, = 1838, 2238 ¢ 11738 km.
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Figura 6.38 C3 em fungdo do tempo ¥y = 0°, @ = 150°. r,, = 1838, 2238 ¢ 11738 km.
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Figura 6.40 C3 em fungdo do tempo ¥y = 0°, @ = 210°. r,, = 1838, 2238 ¢ 11738 km.
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Figura 6.42 C3 em fungdo do tempo ¥y = 0°, @ = 240°. r,, = 1838, 2238 ¢ 11738 km.
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Figura 6.43 C3 em fungdo do tempo ¥y = 0°, @ = 270°. r,, = 1838, 2238 ¢ 11738 km.

3

Figura 6.44 C3 em fungdo do tempo ¥y = 0°, @ = 300°. r,, = 1838, 2238 ¢ 11738 km.
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Figura 6.45 C5 em fungdo do tempo 1y = 0°, @ = 315°. 1, = 1838, 2238 ¢ 11738 km.

25

3

Figura 6.46 C5 em fungdo do tempo 1, = 0°, @ = 330°. 1, = 1838 ¢ 2238 km.

Nas Figuras 6.31 a 6.46 usamos 1) = 0° e C3 = —0.1

Para o angulo a valendo 30°, 45°, 60°, 90°, 120°, 135°, 150°, 180°, 210°, 225°,
240°,270°, 300°, e 315° temos captura gravitacional para os trés valores de 7,,.
Quando a = 0° temos colisio do veiculo espacial com a Lua para r, = 1838 kme

2238 km. Ja para a = 330° temos colisdo do veiculo espacial com a Lua para 7, igual

11738 km.
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O fato mais interessante no problema bi-circular ¢ a pequena diferenca entre os trés
graficos em todas as figuras, isto significa que o tempo de captura gravitacional ¢é
praticamente idéntico nos trés valores de 7,. Quando 1, = 1838 km e 2238 km, os dois
graficos ficam praticamente sobrepostos (linha verde sobre linha vermelha).

Na maior parte das Figuras ¢ facil constatar que o tempo de captura gravitacional para o
problema bi-circular ¢ menor que para o problema de trés corpos restrito circular, ou
seja, a perturbacdo do Sol acelera o tempo de captura gravitacional. Observando cada
grafico nos dois modelos ou entdo comparando as Tabela 6.1 com a Tabela 6.3
concluimos que a presenga o Sol acelera o tempo de captura gravitacional.

Na Tabela 6.3 na primeira coluna temos o angulo a, na segunda, terceira e quarta

coluna o tempo de captura gravitacional para 7, igual a 1738 km, 2238 km e

11738 km, respectivamente.

Tabela 6.3 Movimento direto 1 = 0°.

Angulo a 100 km 500 km 10000 km
0° Colisdo Colisdo 1.99 dias
30° 1.62 dias 1.63 dias 1.00 dias
450 1.43 dias 1.41 dias 2.70 dias
600 1.02dias 0.96 dias 0.15 dias
90° 0.13 dias 0.12 dias 0.17 dias
120° 0.06 dias 0.07 dias 0.12 dias
135° 0.06 dias 0.06 dias 0.14 dias
150° 0.07 dias 0.07 dias 0.16 dias
180° 0.10 dias 0.10 dias 0.27 dias
210° 0.19 dias 0.21 dias 0.51 dias
2250 0.30 dias 0.33 dias 0.66 dias
240° 0.49 dias 0.53 dias 0.83 dias
270° 1.01 dias 1.02 dias 1.08 dias
300° 1.31 dias 1.30 dias 1.38 dias
315° 1.33 dias 1.32 dias 2.48 dias
330° 2.78 dias 2.78 dias Colisdo
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6.3.1.2 Angulo do Sol igual 90°
Nas figuras de 6.47 a 6.62 usamos i = 90° e C; = —0.1

25

Angulo

Figura 6.48 C3 em fungdo do tempo ¥y = 90°, & = 30°. rp, = 1838, 2238 ¢ 11738 km.
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Angula

Figura 6.50 C3 em fungdo do tempo ¢y = 90°, @ = 60°. 1;, = 1838 km ¢ 2238 km.
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Figura 6.52 C3 em fungdo do tempo ¥y = 90°, @ = 120°. 1, = 1838, 2238 ¢ 11738 km.
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Figura 6.53 C3 em fungdo do tempo ¥y = 90°, @ = 135°. 15, = 1838, 2238 ¢ 11738 km.

Tempo

Figura 6.54 C3 em fungdo do tempo ¥y = 90°, @ = 150°. 1, = 1838, 2238 ¢ 11738 km.
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Figura 6.55 C3 em fungdo do tempo ¥y = 90°, @ = 180°. r,, = 1838, 2238 ¢ 11738 km.
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Tempo

Figura 6.56 C3 em fungdo do tempo ¥y = 90°, @ = 210°. 1, = 1838, 2238 ¢ 11738 km.
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Figura 6.57 C5 em fungdo do tempo 1y = 90°, @ = 225°. 1, = 1838, 2238 ¢ 11738 km.
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Figura 6.58 C5 em fungdo do tempo 1y = 90°, @ = 240°. 1, = 1838, 2238 ¢ 11738 km.
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Figura 6.60 C3 em fungdo do tempo ¥ = 90°, @ = 300°. r,, = 1838, 2238 ¢ 11738 km.
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Figura 6.61 C5 em fungdo do tempo 1y = 90°, @ = 315°. 1, = 1838, 2238 ¢ 11738 km.

3

Figura 6.62 C5 em fungdo do tempo 1y = 90°, @ = 330°. 1, = 1838, 2238 ¢ 11738 km.

Para o angulo a valendo 0°, 30°, 45° 120°, 135°, 150°, 180°, 210°, 225°, 2400,
270°,300°, 315° e 330° temos captura gravitacional para os trés valores de 7,.

Quando temos a = 60° temos colisdio do veiculo espacial com a Lua para T, =

11738 km.

Quando temos a = 90° temos colisdio do veiculo espacial com a Lua para T, =

1838 km e 2238 km.
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A posi¢do do angulo do Sol igual a 90° nio modifica muito o tempo de captura
gravitacional comparado ao angulo do Sol igual a 0°. Comparando as Tabelas 6.3 ¢
6.4.podemos concluir isto.

Na Tabela 6.4 na primeira coluna temos o angulo a, na segunda, terceira e quarta
coluna o tempo de captura gravitacional para 7, igual a 1838 km, 2238 km e

11738 km respectivamente.

Tabela 6.4 Movimento direto 1 = 90°.

Angulo 100 km 500 km 10000 km
0° 0.92 dias 0.94 dias 1.06 dias
300 1.25 dias 1.25 dias 1.62 dias
450 1.29 dias 1.28 dias 2.67 dias
600 2.80 dias 2.82 dias Colisdo
90° Colisdo Colisdo 2.04 dias
120° 1.63 dias 1.64 dias 0.98 dias
1350 1.40 dias 1.37 dias 0.30 dias
1500 0.94 dias 0.87 dias 1.72 dias
180° 1.32 dias 1.16 dias 1.22 dias
210° 0.07 dias 0.07 dias 0.11 dias
2259 0.06 dias 0.07 dias 0.13 dias
2400 0.07 dias 0.07 dias 0.15 dias
2700 1.01 dias 1.09 dias 0.26 dias
300° 0.18 dias 0.20 dias 0.48 dias
315° 0.29 dias 0.31 dias 0.63 dias
330° 0.79 dias 0.48 dias 0.45 dias
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6.3.2.Movimento retrogrado

6.3.2.1 Angulo do Sol igual 0° e C; = —0.1

0s

Tempo

Figura 6.63 C3 em fungdo do tempo ¢y = 0°, @ = 0°. 15, = 11738 km.

Tampo

Figura 6.64 C3 em fungdo do tempo ¥y = 0°, @ = 30°. 1, = 1838 km ¢ 2238 km.
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Figura 6.65 C3 em fungdo do tempo ¢y = 0°, @ = 45°. 1, = 1838, 2238 ¢ 11738 km.

Tempo

Figura 6.66 C3 em fungdo do tempo ¢ = 0°, @ = 60°. 1, = 1838, 2238 ¢ 11738 km.
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Figura 6.67 C3 em fungdo do tempo ¢y = 0°, @ = 90°. r,, = 1838, 2238 ¢ 11738 km.
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Figura 6.68 C3 em fungdo do tempo ¥y = 0°, @ = 120°. r,, = 1838, 2238 ¢ 11738 km.
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Figura 6.69 C3 em fungdo do tempo ¥y = 0°, @ = 135°. r;, = 1838, 2238 ¢ 11738 km.

Tempo

Figura 6.70 C3 em fungdo do tempo ¥y = 0°, @ = 150°. r,, = 1838, 2238 ¢ 11738 km.
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Figura 6.71 C3 em fungdo do tempo ¥y = 0°, @ = 180°. r,, = 1838, 2238 ¢ 11738 km.

Tempo

Figura 6.72 C3 em fungdo do tempo ¢y = 0°, @ = 210°. r,, = 1838, 2238 ¢ 11738 km.
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Figura 6.74 C3 em fungdo do tempo ¥y = 0°, @ = 240°. r,, = 1838, 2238 ¢ 11738 km.
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Figura 6.75 C3 em fungdo do tempo2 ¥, = 0°, & = 270°. r,, = 1838, 2238 ¢ 11738 km.
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Tempo

Figura 6.76 C3 em fungdo do tempo ¥y = 0°, @ = 300°. r,, = 1838, 2238 ¢ 11738 km.
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05

Figura 6.77 C5 em fungdo do tempo 1y = 0°, &« = 315°. 1, = 1838, 2238 ¢ 11738 km.

3

04

Figura 6.78 C5 em fungdo do tempo 1 = 0°, @ = 330°. r, = 1838 , 2238 ¢ 11738 km.

Para o angulo a valendo 45°, 60°, 90°, 120°, 135°, 150°, 180°, 210°, 225°, 2400,
270°,300°, 315° e 330° temos captura gravitacional para os trés valores de 7,.
Para @ = 30° temos colisio do veiculo espacial com a Lua para 1, = 11738 km.

Se a =0° temos colisio do veiculo espacial com a Lua para 1, = 1838 km e

2238 km.
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A posi¢io do angulo do Sol igual a 0° no movimento retrogrado ndo modifica muito o
tempo de captura gravitacional comparado ao angulo do Sol igual a 0° e a 90° no
movimento direto, como pode ser observado nas tabelas.

Note também que quando o perilinua ¢ 100 km ou 500 km ndo existe praticamente
diferenga no tempo de captura gravitacional. Veja que os graficos em vermelho e verde
quase sempre estao um sobre o outro.

Na Tabela 6.5, na primeira coluna temos o angulo a, na segunda, terceira e quarta
coluna o tempo de captura gravitacional para 7, igual a 1838 km, 2238 km e

11738 km, respectivamente.

Tabela 6.5 Movimento retrégrado ¥ = 0°.

Angulo 100 km 500 km 10000 km

0° Colisdo Colisao 2.06 dias
300 2.96 dias 2.96dias Colisdo
450 1.32 dias 1.31dias 2.65 dias
600 1.29 dias 1.28 dias 1.42 dias
90° 0.97 dias 0.99 dias 1.07 dias
120° 0.48 dias 0.51 dias 0.82 dias
1350 0.30 dias 0.33 dias 0.66 dias
1500 0.19 dias 0.21 dias 0.50 dias
180° 0.10 dias 0.01 dias 0.27 dias
210° 0.07 dias 0.07 dias 0.16 dias
2259 0.06 dias 0.06 dias 0.13 dias
2400 0.07 dias 0.07 dias 0.12 dias
2700 0.13 dias 0.11 dias 0.11 dias
300° 1.09 dias 1.02 dias 0.15 dias
315° 1.51 dias 1.49 dias 0.27 dias
330° 1.66 dias 1.68 dias 1.09 dias
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6.3.2.2 Angulo do Sol igual 90°

Figura 6.80 C3 em fungdo do tempo ¥y = 90°, & = 30°. r,, = 1838, 2238 ¢ 11738 km.
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Figura 6.81 C3 em fungdo do tempo ¥y = 90°, @ = 45°. r,, = 1838 , 2238 ¢ 11738 km.
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Figura 6.82 C3 em fungdo do tempo ¥y = 90°, & = 60°. r,, = 1838, 2238 ¢ 11738 km.
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Figura 6.83 C3 em fungdo do tempo ¥y = 90°, @ = 90°. 15, = 11738 km.

03

Tempo

Figura 6.84 C3 em fungdo do tempo ¥y = 90°, @ = 120°. 1, = 1838 ¢ 2238 km.
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Figura 6.85 C3 em fungdo do tempo ¥y = 90°, @ = 135°. 15, = 1838, 2238 ¢ 11738 km.
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Figura 6.86 C3 em fungdo do tempo ¥y = 90°, @ = 150°. r,, = 1838, 2238 ¢ 11738 km.
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Figura 6.88 C3 em fungdo do tempo ¥y = 90°, @ = 210°. 1, = 1838, 2238 ¢ 11738 km.
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Figura 6.89 C3 em fungdo do tempo ¥y = 90°, @ = 225°. 1, = 1838, 2238 ¢ 11738 km.
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Figura 6.90 C3 em fungdo do tempo ¥y = 90°, @ = 240°. 1, = 1838, 2238 ¢ 11738 km.
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Figura 6.91 C3 em fungdo do tempo ¥y = 90°, @ = 270°. 1, = 1838, 2238 ¢ 11738 km.
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Figura 6.92 C3 em fungdo do tempo ¥y = 90°, @ = 300°. r,, = 1838 , 2238 ¢ 11738 km.
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Figura 6.94. C3 em fungdo do tempo. 1, = 90°, a = 330°. r, = 1838 , 2238 ¢ 11738 km.

Nas Figuras 6.80 a 6.94 acima ¢ = 90° e C; = —0.1.
Para o angulo a valendo 0°, 30°, 45° 60°, 135° 150°, 180°, 210°, 225°, 2400,
270°,300°, 315° e 330° temos captura gravitacional para os trés valores de 7.

Quando temos a = 120° temos colisdo do veiculo espacial com a Lua para 7, =

11738 km.
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Quando temos a = 90° temos colisio do veiculo espacial com a Lua para T, =
1838 kme 2238 km.

A posi¢io do 4ngulo do Sol igual a 90° no movimento retrégrado nio modifica muito o
tempo de captura gravitacional comparado ao angulo do Sol igual a 0° e a 90° no
movimento direto e a0 movimento retrégrado quando o angulo do Sol é igual a 0°.
Compare as tabelas.

Note também que quando a periluna ¢ 100 km ou 500 km nao existe praticamente
diferenca no tempo de captura gravitacional. Veja que os graficos em vermelho e verde
quase sempre estdo um sobre o outro.

Na Tabela 6.6, na primeira coluna temos o angulo a, na segunda, terceira e quarta

coluna o tempo de captura gravitacional para 7, igual a 1838 km, 2238 km e

11738 km respectivamente.

Tabela 6.6 Movimento retrégrado ¥ = 90°.

Angulo 100 km 500 km 10000 km

0° 0.13 dias 0.11 dias 0.12 dias
300 0.90 dias 0.83dias 0 17 dias
450 1.34 dias 1.31dias 0.29 dias
60° 1.58 dias 1.59 dias 0 94 dias
90° Colisdo Colisdo 1.94 dias
120° 2.63 dias 2.65 dias Colisdo
135° 1.31 dias 1.30 dias 2.53 dias
1500 1.28 dias 1.27 dias 1.48 dias
180° 0.94 dias 0.96 dias 1.06 dias
210° 0.46 dias 0.49 dias 0.79 dias
2259 0.29 dias 0.31 dias 0.63 dias
2400 0.19 dias 0.20 dias 0.48 dias
270° 0.10 dias 0.10 dias 0.26 dias
300° 0.07 dias 0.07 dias 0.15 dias
315° 0.06 dias 0.07 dias 0.13 dias
330° 0.07 dias 0.07 dias 0.12 dias

6.4 Conclusao.

Pelos dados fornecidos nas tabelas e figuras, podemos notar que a presenga do Sol
acelera o tempo de captura, isto ¢, no problema bi-circular de quatro corpos o veiculo

espacial ¢ capturado mais rapidamente que no problema de trés corpos restrito circular.
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Quanto ao fato do movimento ser direto ou retrogrado, nao temos uma diferenca de
tempo grande para a captura gravitacional em ambos os modelos matematicos.

Um fato bastante relevante ¢ que a variacdo da distancia do veiculo espacial a Lua de
500 km ou 100 km ndo modifica significativamente o tempo de captura gravitacional
para os dois modelos matematicos que trabalhamos. Testamos varios valores entre 100
km e 500 km para a distancia entre o veiculo espacial e a Lua e observamos que esses
valores ndo fornecem mudangas significativas no tempo de captura gravitacional.

Este ¢ um fato curioso que carece de alguma explicagdo mais tedrica, relevando que o

fendmeno de captura gravitacional ndo ¢ bem compreendido.
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7 ANALISE DO TEMPO DE CAPTURA PARA rp E C3 FIXOS

7.1. Introduciao

Neste Capitulo sera feita a analise do tempo de captura gravitacional tendo valores de 7, €
C5 iniciais fixos. O parametro que variamos ¢ o angulo a e o angulo do Sol.

Definimos como tempo de captura gravitacional, o tempo gasto entre 0 momento da entrada
do veiculo espacial na esfera de influéncia gravitacional até o momento que o veiculo
espacial chega na posicao escolhida para o periluna.

Na primeira parte deste Capitulo ¢ feito um conjunto de graficos que mostram o angulo a
em fun¢do do tempo. O modelo matematico desta primeira parte ¢ o problema de trés
corpos restrito circular. Na segunda parte deste Capitulo estudamos a analise do tempo de
captura gravitacional para o modelo bi-circular de quatro corpos.

Na tultima parte deste Capitulo ¢ feita uma comparagao entre os problemas de trés corpos
restrito circular e bi-circular de quatro corpos, que permite observar a diferenga de tempo
de captura gravitacional minimo para ambos os modelos matematicos.

Em todos os graficos deste capitulo o angulo a estd em graus e a unidade de tempo esta em
dias (o tempo estd em valor absoluto). O objetivo deste capitulo ¢ encontrar condigdes
iniciais que fornegam o tempo minimo para captura gravitacional, tanto para 6rbitas diretas

como para retrogradas nos dois modelos matematicos estudados.

7.2 Resultados numéricos do problema de trés corpos restrito circular

Em todos os graficos abaixo o eixo horizontal fornece o tempo minimo de captura
gravitacional e o eixo vertical fornece o dngulo em que isto acontece. O angulo a varia de
0° 2 360°, com passo de 1°.

O primeiro conjunto de graficos ¢ para o0 movimento direto o segundo para o movimento
retrogrado. Isto esta feito nas secg¢des 7.2.1 e 7.2.2, respectivamente.

Nas Secgdes 7.2.1 e 7.2.2 temos os conjunto de graficos para o valor fixo de r, =
1838 km. Na Secgdo 7.2.3 testamos outros valores para a distancia inicial entre o veiculo

espacial e a Lua.
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7.2.1 Movimento direto e distincia inicial Lua veiculo espacial 100 km

Na Figura 7.1 a linha vermelha corresponde C5 inicial igual a —0.01, em linha verde igual a
—0.02 e em linha azul temos —0.03.

Observamos que existem duas regides favoraveis para captura gravitacional, isto €, temos
duas regides onde encontramos o tempo minimo para captura gravitacional para cada um
dos trés graficos da Figura 7.1. Também ¢ facil notar que temos uma regido, quando
C3 = —0.03, onde o tempo de captura gravitacional aumenta, chegando a oito dias.

O tempo minimo para captura gravitacional ¢ proximo de dois dias nos trés graficos da
Figura 7.1 e listamos abaixo os valores.

Para C3 inicial igual a —0.01 o tempo de captura gravitacional ¢ 2.058 dias e ¢ encontrado
para o angulo a = 333°.

Para C; inicial igual a —0.02 o tempo de captura gravitacional ¢ 2.089 dias e ¢ encontrado
para o angulo a = 329°.

Para Cj inicial igual a —0.03 o tempo de captura gravitacional ¢ 2.144 dias e ¢ encontrado
para o angulo @ = 3349,

400

3|0

200

Angulo

Figura 7.1 Angulo em fungdo do tempo C3 = —0.01, —0.02 ¢ —0.03

Na Figura 7.2 mostramos em linha vermelha C3 inicial igual a —0.04, em linha verde igual

a —0.05 e em linha azul temos —0.06.
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Observamos na Figura 7.2 que existem duas regides favoraveis para captura gravitacional,
isto ¢, temos duas regides onde encontramos o tempo minimo para captura gravitacional em
cada um dos trés graficos. Também ¢ facil notar que temos duas regides em que o tempo de
captura gravitacional aumenta chegando a mais de vinte dias.

O tempo minimo para captura gravitacional ¢ proximo de dois dias nos trés graficos da
Figura 7.2.

Para C5 inicial igual a —0.04 o tempo de captura gravitacional ¢ 2.234 dias e ¢ encontrado
para o angulo @ = 332°,

Para C; inicial igual a —0.05 o tempo de captura gravitacional é 2.242 dias e ¢ encontrado
para o angulo a = 325°.

Para C; inicial igual a —0.06 o tempo de captura gravitacional ¢ 2.298 dias e ¢ encontrado

para o angulo a = 329°.
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Figura 7.2 Angulo em fungio do tempo C3 = —0.04, —0.05 ¢ —0.06

Na Figura 7.3 em linha vermelha temos C3 inicial igual a —0.07, em linha verde igual a

—0.08 e em linha azul temos —0.09.
Observamos que existem duas regides favoraveis para captura gravitacional, isto €, temos

duas regides onde encontramos o tempo minimo para captura gravitacional em cada um dos
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trés graficos da Figura 7.3. Também ¢ facil notar que temos regides em que o tempo de
captura gravitacional aumenta chegando a mais de quarenta dias.

O tempo minimo para captura gravitacional ¢ proximo de dois dias e meio nos trés graficos
da Figura 7.3.

Para C3 inicial igual a —0.07 o tempo de captura gravitacional ¢ 2.394 dias e ¢ encontrado
para o angulo @ = 320°.

Para C3 inicial igual a —0.08 o tempo de captura gravitacional ¢ 2.445 dias e ¢ encontrado
para o angulo a = 331°.

Para C3 inicial igual a —0.09 o tempo de captura gravitacional ¢ 2.564 dias e ¢ encontrado

para o angulo a = 326°.
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Figura 7.3 Angulo em fungio do tempo C3 = —0.07, —0.08 ¢ —0.09

Em linha vermelha temos C3 inicial igual a —0.10, em linha verde igual a —0.11 e em linha
azul temos —0.12. Isto na figura 7.4.

E facil notar que temos regides em que o tempo de captura gravitacional aumenta chegando
préximo a vinte dias.

O tempo minimo para captura gravitacional ¢ proximo de dois dias € meio nos trés graficos

da Figura 7.4.
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Para C; inicial igual a —0.07 o tempo de captura gravitacional ¢ 2.664 dias e ¢ encontrado
para o angulo @ = 3349,
Para C; inicial igual a —0.11 o tempo de captura gravitacional ¢ 2.760 dias e ¢ encontrado
para o angulo @ = 3349,
Para C3 inicial igual a —0.12 o tempo de captura gravitacional ¢ 2.872 dias e ¢ encontrado

para o angulo a = 332°.
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Figura 7.4 Angulo em fungdo do tempo C3 = —0.10, —0.11 ¢ —0.12

Em linha vermelha temos C3 inicial igual a —0.13, em linha verde igual a —0.14 e em linha
azul temos —0.15. Conforme pode ser visto na Figura 7.5.

O tempo minimo para captura gravitacional ¢ proximo de trés dias nos trés graficos da
Figura 7.5.

Para C3 inicial igual a —0.13 o tempo de captura gravitacional ¢ 2.962 dias e ¢ encontrado
para o angulo a = 330°.

Para C; inicial igual a —0.14 o tempo de captura gravitacional ¢ 3.163 dias e ¢ encontrado
para o angulo a = 337°.

Para C; inicial igual a —0.15 o tempo de captura gravitacional é 3.351 dias e ¢ encontrado

para o angulo a = 335°.
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Figura 7.5 Angulo em fungio do tempo C; = —0.13, —0.14 e —0.15

Em linha vermelha temos C3 inicial igual a —0.16, em linha verde igual a —0.17 e em linha
azul temos —0.18. Isto na Figura 7.6.

Na Figura 7.6 ja encontramos algumas regides onde ndo acontecem captura. Este fato pode
ser explicado por existirem orbitas de colisdao do veiculo espacial com a Lua ou por termos
orbitas limitadas (vide capitulo 3).

O tempo minimo para captura gravitacional ¢ proximo de quatro dias nos trés graficos da
Figura 7.6.

Para Cj inicial igual a —0.15 o tempo de captura gravitacional ¢ 3.351 dias e ¢ encontrado
para o angulo @ = 335°,

Para C3 inicial igual a —0.16 o tempo de captura gravitacional ¢ 3.551 dias e ¢ encontrado
para o angulo @ = 337°.

Para C3 inicial igual a —0.17 o tempo de captura gravitacional ¢ 3.880 dias e ¢ encontrado

para o angulo a = 335°.
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Figura 7.6 Angulo em fungio do tempo C; = —0.16, —0.17 e —0.18

Em linha vermelha temos C3 inicial igual a —0.19, em linha verde igual a —0.20 e em linha
azul temos —0.21. Isto na Figura 7.7.

Na Figura 7.7 ja encontramos uma grande numero de regides onde ndo acontecem captura
gravitacional.

Para Cj; inicial igual a —0.19 o tempo de captura gravitacional ¢ 4.915 dias e ¢ encontrado
para o angulo a = 340°.

Para C; inicial igual a —0.20 o tempo de captura gravitacional ¢ 6.096 dias e ¢ encontrado
para o angulo @ = 341°,

Para C;3 inicial igual a —0.21 o tempo de captura gravitacional ¢ 14.457 dias e ¢ encontrado

para o angulo a = 345°.
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Figura 7.7 Angulo em fungfio do tempo C3 = —0.19, —0.20 e —0.21

A Tabela 7.1 fornece um resumo de todos os resultados numéricos encontrados nesta
sec¢ao. Fornece o tempo de captura gravitacional minimo e o angulo correspondente.

Tabela 7.1. Movimento direto

Cs Angulo a Tempo de captura em dias
-0.01 3330 2.058
-0.02 3290 2.089
-0.03 3340 2.144
-0.04 3320 2.234
-0.05 3250 2.242
-0.06 3290 2.298
-0.07 3200 2.394
-0.08 3310 2.445
-0.09 3260 2.564
-0.10 3340 2.664
-0.11 3340 2.760
-0.12 3320 2.872
-0.13 3300 2.962
-0.14 337° 3.163
-0.15 3350 3.51
-0.16 3370 3.551
-0.17 3350 3.880
-0.18 3390 4.299
-0.19 340° 4915
-0.20 3410 6.096
-0.21 3450 14.457
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Na Tabela 7.1, na primeira coluna informamos C3 inicial, na segunda coluna o angulo em
que encontramos o tempo minimo de captura gravitacional e na terceira coluna o tempo

minimo de captura gravitacional.

7.2.2 Movimento retréogrado distancia inicial Lua veiculo espacial 100 km

Em linha vermelha temos C3 inicial igual a —0.01, em linha verde igual a —0.02 e em linha
azul temos —0.03. Isto na Figura 7.7.

O tempo minimo para captura gravitacional ¢ proximo de dois dias nos trés graficos da
Figura 7.7.

Para C3 inicial igual a —0.01 o tempo de captura gravitacional ¢ 2.076 dias e ¢ encontrado
para o angulo a = 354°.

Para C3 inicial igual a —0.02 o tempo de captura gravitacional ¢ 2.103 dias e ¢ encontrado
para o angulo a = 9°.

Para C5 inicial igual a —0.03 o tempo de captura gravitacional ¢ 2.160 dias e ¢ encontrado

para o angulo a = 8°.
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Figura 7.7 Angulo em fungfio do tempo C3 = —0.01, —0.02 ¢ —0.03
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Em linha vermelha temos C3 inicial igual a —0.04, em linha verde igual a —0.05 e em linha
azul temos —0.06. Isto na Figura 7.8.

O tempo minimo para captura gravitacional ¢ préximo de dois dias nos trés graficos da
Figura 7.8.

Para C; inicial igual a —0.04 o tempo de captura gravitacional ¢ 2.206 dias e ¢ encontrado
para o angulo a = 354°.

Para Cj inicial igual a —0.05 o tempo de captura gravitacional ¢ 2.321 dias e ¢ encontrado
para o angulo a = 5°.

Para C3 inicial igual a —0.06 o tempo de captura gravitacional ¢ 2.382 dias e ¢ encontrado

para o angulo a = 357°.
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Figura 7.8 Angulo em fungio do tempo C; = —0.04, —0.05 e —0.06

Em linha vermelha temos C3 inicial igual a —0.07, em linha verde igual a —0.08 e em linha
azul temos —0.09. Isto na Figura 7.9.

O tempo minimo para captura gravitacional ¢ proximo de dois dias e meio nos trés graficos
da Figura 7.9.

Para C; inicial igual a —0.07 o tempo de captura gravitacional ¢ 2.454 dias e ¢ encontrado

para o angulo @ = 358°,
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Para C; inicial igual a —0.08 o tempo de captura gravitacional ¢ 2.528 dias e ¢ encontrado
para o angulo @ = 359°,
Para C5 inicial igual a —0.09 o tempo de captura gravitacional ¢ 2.622 dias e ¢ encontrado

para o angulo a = 4°.
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Figura 7.9 Angulo em fungio do tempo C3 = —0.07, —0.08 ¢ —0.09

Em linha vermelha temos C3 inicial igual a —0.10, em linha verde igual a —0.11 e em linha
azul temos —0.12. Isto na figura 7.10.

O tempo minimo para captura gravitacional ¢ proximo de trés nos trés graficos da Figura
7.10. Para C3 inicial igual a —0.10 o tempo de captura gravitacional ¢ 2.718 dias e ¢
encontrado para o angulo a = 353°. Para C; inicial igual a —0.11 o tempo de captura
gravitacional é 2.836 dias e ¢ encontrado para o angulo a = 359°. Para C; inicial igual a
—0.12 o tempo de captura gravitacional ¢ 2.971 dias e ¢ encontrado para o angulo a =

346°.
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Figura 7.11 Angulo em fungdo do tempo C; = —0.10, —0.11 e —0.12

Em linha vermelha temos C3 inicial igual a —0.13, em linha verde igual a —0.14 e em linha
azul temos —0.15. Isto na Figura 7.12.

O tempo minimo para captura gravitacional ¢ proximo de trés dias e meio nos trés graficos
da Figura 7.12.

Para C; inicial igual a —0.13 o tempo de captura gravitacional ¢ 3.137 dias e ¢ encontrado
para o angulo a = 356°.

Para C; inicial igual a —0.14 o tempo de captura gravitacional ¢ 3.322 dias e ¢ encontrado
para o angulo @ = 351°,

Para Cj inicial igual a —0.15 o tempo de captura gravitacional ¢ 3.594 dias e ¢ encontrado

para o angulo a = 345°.
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Figura 7.12 Angulo em fungio do tempo C3 = —0.13, —0.14 ¢ —0.15

Em linha vermelha temos C3 inicial igual a —0.16, em linha verde igual a —0.17 e em linha
azul temos —0.18. Isto na Figura 7.13.

Para C3 inicial igual a —0.16 o tempo de captura gravitacional ¢ 4.010 dias e ¢ encontrado
para o angulo a = 347°.

Para C; inicial igual a —0.17 o tempo de captura gravitacional ¢ 4.643 dias e ¢ encontrado
para o angulo @ = 345°,

Para (5 inicial igual a —0.18 o tempo de captura gravitacional ¢ 7.328 dias e ¢ encontrado

para o angulo a = 342°.
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Figura 7.13 Angulo em fungio do tempo C; = —0.16, —0.17 ¢ —0.18
No ultimo gréfico desta sec¢do temos C3 = —0.19 em linha vermelha, o tempo minimo de

captura encontrado é 10.646, sendo o angulo a = 8°.
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Figura 7.14 Angulo em fungéo do tempo C; = —0.19.

Observamos que nas trés Ultimas figuras temos uma grande regido onde nao existe captura

gravitacional. Na Figura 7.14 sdo bem grandes as regides sem captura gravitacional.
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A Tabela 7.2 fornece um resumo de todos os resultados numéricos encontrados nesta
sec¢ao. Fornece o tempo de captura gravitacional minimo e o dngulo correspondente.

Na Tabela 7.2 na primeira coluna informamos Cj3 inicial, na segunda coluna o angulo em
que encontramos o tempo minimo de captura gravitacional e na terceira coluna o tempo

minimo de captura gravitacional.

Tabela 7.2. Movimento retrogrado.

C5 inicial. Angulo a Tempo de captura em dias
-0.01 3549 2.076
-0.02 90 2.103
-0.03 80 2.160
-0.04 354° 2.206
-0.05 50 2.321
-0.06 357° 2.382
-0.07 358° 2454
-0.08 359° 2.528
-0.09 40 2.622
-0.10 353° 2.718
-0.11 3590 2.836
-0.12 346° 2.971
-0.13 356° 3.137
-0.14 351° 3.322
-0.15 345° 3.594
-0.16 347° 4.010
-0.17 340° 4.643
-0.18 342° 7.328
-0.19 80 10.646
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7.2.3. Distancia inicial Lua veiculo espacial diferente de 100 km
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Figura 7.15 Angulo em fungdo do tempo C3 = —0.10. Movimento direto.

Na Figura 7.15, em vermelho a distancia Lua veiculo espacial ¢ igual a 100 km, em verde
500 km, em azul 1000 km e em rosa 10000 km. O movimento ¢ direto para os graficos da
Figura 7.15.

O tempo minimo de captura gravitacional quando a distancia ¢ 100 km ¢ de 2.664 dias
encontrado quando & = 3349,

O tempo minimo de captura gravitacional quando a distancia ¢ 500 km ¢ de 2.667 dias
encontrado quando a = 331°.

O tempo minimo de captura gravitacional quando a distancia ¢ 1000 km ¢ de 2.697 dias
encontrado quando a = 322°.

O tempo minimo de captura gravitacional quando a distancia ¢ 10000 km ¢ de 3.135 dias
encontrado quando a = 295°.

Observamos que os graficos em vermelho, verde e azul estdo praticamente sobre postos, em
rosa ¢ o Unico grafico dos quatro da Figura 7.15 que vemos alguma diferenca. Estes

resultados sdo coerentes com os do capitulo anterior.
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Figura 7.16 Angulo em fungio do tempo C; = —0.10. Movimento retrogrado.

Na Figura 7.16, em vermelho distancia Lua veiculo espacial igual a 100 km, em verde 500
km, em azul 1000 km e em rosa 10000 km. O movimento ¢ retrogrado para os graficos da
Figura 7.16.

O tempo minimo de captura gravitacional quando a distancia ¢ 100 km ¢ de 2.718 dias
encontrado quando a = 353°.

O tempo minimo de captura gravitacional quando a distancia ¢ 500 km ¢ de 2.761 dias
encontrado quando a = 355°.

O tempo minimo de captura gravitacional quando a distancia ¢ 1000 km ¢ de 2.785 dias
encontrado quando a = 4°.

O tempo minimo de captura gravitacional quando a distancia ¢ 10000 km ¢ de 3.392 dias
encontrado quando a = 15°.

Observamos que os graficos em vermelho, verde e azul estdo praticamente sobre postos, em
rosa € o unico grafico dos quatro da Figura 7.16 que vemos uma diferenca. Estes resultados

estdo de acordo com o capitulo anterior.
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7.3. Resultados numéricos problema bi-circular de quatro corpos

Em todos os graficos abaixo o eixo horizontal fornece o tempo minimo de captura
gravitacional e o eixo vertical fornece o dngulo em que isto acontece. O angulo « varia de
0° a2 360°, com passo de 1°.

O primeiro conjunto de graficos ¢ para o0 movimento direto o segundo para o movimento
retrogrado, e sdo discutidos nas Secgdes 7.3.1 e 7.3.2 respectivamente.

Nas Secgoes 7.3.1 e 7.3.2 temos os conjunto de graficos para o valor fixo de 1, =

1838 km.

7.3.1 Movimento direto distancia inicial Lua veiculo espacial 100 km

7.3.1.1 Nos graficos abaixo temos 1 = 0°.
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Figura 7.17. Angulo em funcio do tempo C; = —0.1 e = 0°
Na Figura 7.17 temos C3; = —0.1 e ¥ = 0°. O tempo minimo de captura gravitacional é

1.213 dias e é encontrado quando a = 1459,

Temos como regides de colisdo 0° < a < 45° € 341° < a < 360°.
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Figura 7.18. Angulo em fungio do tempo C3 = —0.2 e yp = 0°.
Na Figura 7.18 temos C3 = —0.2 ¢ 3 = 0°. O tempo minimo de captura gravitacional é

1.326 dias e é encontrado quando a = 166°.

Temos como regides de colisdo 0° < a < 33°% ¢ 327° < a < 360°.
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Figura 7.19. Angulo em fungio do tempo C3 = —0.3 e yp = 0°.
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Na Figura 7.19 temos C3 = —0.3 ¢ 3 = 0°. O tempo minimo de captura gravitacional é
1.434 dias e é encontrado quando a = 164°.

Temos como regides de colisdo 0° < a < 52° ¢ 307° < a < 360°.
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Figura 7.20. Angulo em fungfio do tempo C3 = —0.4 e ¢ = 0°.
Na Figura 7.20 temos C3; = —0.4 e i = 0°. O tempo minimo de captura gravitacional é

1.599 dias e é encontrado quando a = 163°.

Temos como regides de colisdo 0° < a < 74° € 287° < a < 360°.
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Figura 7.21. Angulo em fungio do tempo C3 = —0.5 e yp = 0°.
Na Figura 7.21 temos C3 = —0.5 € 3 = 0°. O tempo minimo de captura gravitacional é

5.131 dias e é encontrado quando a = 259°.

Temos como regides de colisdo 0° < a < 100° ¢ 260° < a < 360°.
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Figura 7.22. Angulo em fungio do tempo C3 = —0.6 e yp = 0°.
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Na Figura 7.22 temos C3 = —0.6 € 3 = 0°. O tempo minimo de captura gravitacional é
2.575 dias e é encontrado quando a = 178°.

Temos como regides de colisio 0° < a < 138° ¢ 222° < a < 360°.

Quando diminuimos o valor de C3 inicial o numero de regides de captura gravitacional
diminui (fica claro nas ultimas trés Figuras), aumentando as regides de colisdo entre o
veiculo espacial e a Lua.

Um resumo das informagdes fornecidas pelas Figuras desta sec¢do ¢ fornecido na tabela
7.3. Na Tabela 7.3 na primeira coluna fornecemos o valor de C; inicial em unidades
adimensionais, na segunda coluna o tempo minimo de captura gravitacional em dias, na
terceira coluna o angulo @ em que ocorre o tempo minimo de captura gravitacional e na
quarta e ultima coluna o angulo .

Tabela 7.3 Bi circular movimento direto ¥ = 0°

Cs Tempo (dias) a ')
-0.1 1.213 1450 0°
-0.2 1.326 166° 0°
-0.3 1.434 164° 0°
-0.4 1.599 1639 0°
-0.5 5.131 259° 0°
-0.6 2.575 178° 0°

7.3.1.2 Nos grificos abaixo temos 1 = 90°
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100 +

Figura 7.23. Angulo em fungio do tempo C; = —0.1 e ¢ = 90°.
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Na Figura 7.23 temos C; = —0.1 ¢ ¥ = 90°. O tempo minimo de captura gravitacional é
1.284 dias e é encontrado quando a = 259°.

Temos como regido de colisdo 70° < a < 101°.
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Figura 7.24. Angulo em fungio do tempo C3 = —0.2 e 3 = 90°.

Na Figura 7.24 temos C; = —0.2 e ¥ = 90°. O tempo minimo de captura gravitacional é
1.380 dias e é encontrado quando a = 2519,

Temos como regido de colisdo 60° < a < 120°.
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Figura 7.25. Angulo em fungio do tempo C3 = —0.3 e 3 = 90°.

Na Figura 7.25 temos C; = —0.3 e ¥ = 90°. O tempo minimo de captura gravitacional é

1.517 dias e é encontrado quando a = 254°.

Temos como regido de colisdo 41° < a < 140°.
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Figura 7.26. Angulo em fungio do tempo C3 = —0.4 e 1 = 90°.

216



Na Figura 7.26 temos C; = —0.4 ¢ Y = 90°. O tempo minimo de captura gravitacional é
1.517 dias e é encontrado quando a = 254°.

Temos como regido de colisdo 19° < a < 165°.
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Figura 7.27. Angulo em fungio do tempo C; = —0.5 e i = 90°.
Na Figura 7.27 temos C; = —0.5 e ¥ = 90°. O tempo minimo de captura gravitacional é
2.046 dias e é encontrado quando a = 262°.

Temos como regides de colisdo 19° < a < 165° € 349° < a < 360°.
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Figura 7.28. Angulo em fungio do tempo C3 = —0.6 ¢ 1 = 90°.
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Na Figura 7.28 temos C; = —0.6 ¢ ¥ = 90°. O tempo minimo de captura gravitacional é
3.045 dias e é encontrado quando a = 270°.

Temos como regides de colisio 0° < a < 235° € 309° < a < 360°.

Um resumo das informacdes fornecidas pelas Figuras desta Sec¢do ¢ fornecido na Tabela
7.4. Na tabela 7.4 na primeira coluna fornecemos o valor de C; inicial em unidades
adimensionais, na segunda coluna o tempo minimo de captura gravitacional em dias, na
terceira coluna o angulo @ em que ocorre o tempo minimo de captura gravitacional e na
quarta e ultima coluna o angulo .

Tabela 7.4 Bi circular movimento direto ¥ = 90°

Cq Tempo (dias) a ')
-0.1 1.284 2510 900
-0.2 1.380 2510 90°
-0.3 1.517 2540 90°
-0.4 1.722 2540 90°
-0.5 2.046 2620 90°
-0.6 3.045 2700 900

7.3.2 Movimento retréogrado distancia inicial Lua veiculo espacial 100 km

7.3.2.1 Nos graficos abaixo temos 1 = 0°.
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Figura 7.29. Angulo em fungfio do tempo €3 = —0.1 e ¢ = 0°.
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Na Figura 7.29 temos C3 = —0.1 e 3 = 0°. O tempo minimo de captura gravitacional é
1.227 dias e é encontrado quando a = 194°.

Temos como regides de colisdo 0° < a < 19° € 345° < a < 360°.

30 -

200 ~

Angulo

150 -

100 -~

1 2 3 4 5 6 T 8 9

Tempa

Figura 7.30. Angulo em fungfio do tempo €3 = —0.2 e y = 0°.
Na Figura 7.30 temos C3; = —0.2 e i = 0°. O tempo minimo de captura gravitacional é

1.323 dias e é encontrado quando a = 203°.

Temos como regides de colisdo 0° < a < 34° € 326° < a < 360°.
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Figura 7.31. Angulo em fungio do tempo C3 = —0.3 e yp = 0°.
Na Figura 7.31 temos C3 = —0.3 ¢ 3 = 0°. O tempo minimo de captura gravitacional é

1.457 dias e é encontrado quando a = 191°.

Temos como regides de colisdo 0° < a < 51° ¢ 307° < a < 360°.
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Figura 7.32. Angulo em fungio do tempo C3 = —0.4 ey = 0°.
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Na Figura 7.32 temos C3 = —0.4 ¢ 3 = 0°. O tempo minimo de captura gravitacional é

1.636 dias e é encontrado quando a = 180°.

Temos como regides de colisdo 0° < a < 73°% € 285° < a < 360°.
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Figura 7.33. Angulo em fungio do tempo C3 = —0.5 e yp = 0°.

Na Figura 7.33 temos C3; = —0.5 e i = 0°. O tempo minimo de captura gravitacional é

1.910 dias e é encontrado quando a = 186°.

Temos como regides de colisdo 0° < a < 100° e 259° < a < 360°.
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Figura 7.34. Angulo em fungio do tempo C3 = —0.6 e yp = 0°.

Na Figura 7.34 temos C3 = —0.6 € 3 = 0°. O tempo minimo de captura gravitacional é
2.668 dias e é encontrado quando a = 178°.

Temos como regides de colisio 0° < a < 138 ¢ 221° < a < 360°.

Um resumo das informagdes fornecidas pelas figuras desta sec¢do ¢ fornecida na tabela 7.5.
Na Tabela 7.5 na primeira coluna fornecemos o valor de (3 inicial em unidades
adimensionais, na segunda coluna o tempo minio de captura gravitacional em dias, na
terceira coluna o angulo @ em que ocorre o tempo minimo de captura gravitacional e na

quarta e ultima coluna o angulo .

Tabela 7.5. Bi circular movimento retrégrado i = 0°

Cs Tempo (dias) a Y
-0.1 1.227 1949 0°
-0.2 1.323 2030 0°
-0.3 1.457 1919 0°
-0.4 1.636 180° 0°
-0.5 1.910 186° 0°
-0.6 2.668 1789 0°
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7.3.2.2 Nos grificos abaixo temos 1 = 90°.
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Figura 7.35. Angulo em fungio do tempo C3 = —0.1 e 3 = 90°.

Na Figura 7.35 temos C3 = —0.1 e 1 = 90°. O tempo minimo de captura gravitacional é

1.276 dias e é encontrado quando a = 2910,

Temos como regido de colisdo 79° < a < 109°.
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Figura 7.36. Angulo em fungio do tempo C3 = —0.2 e 1 = 90°.
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Na Figura 7.36 temos C; = —0.2 ¢ ¥ = 90°. O tempo minimo de captura gravitacional é
1.385 dias e é encontrado quando a = 287°.

Temos como regido de colisdo 60° < a < 120°.
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Figura 7.37. Angulo em fungio do tempo C; = —0.3 e Y = 90°.
Na Figura 7.37 temos C; = —0.3 e ¥ = 90°. O tempo minimo de captura gravitacional é

1.521 dias e é encontrado quando a = 283°.

Temos como regido de colisdo 41° < a < 140°.
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Figura 7.38. Angulo em fungio do tempo C3 = —0.4 e 1 = 90°.
Na Figura 7.38 temos C; = —0.4 ¢ ¥ = 90°. O tempo minimo de captura gravitacional é
1.707 dias e é encontrado quando a = 287°.

Temos como regido de colisdo 18° < a < 163°.
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Figura 7.39. Angulo em fungio do tempo C; = —0.5 e 1 = 90°.
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Na Figura 7.39 temos C; = —0.5 e ¥ = 90°. O tempo minimo de captura gravitacional é
2.024 dias e é encontrado quando a = 276°.

Temos como regides de colisio 0° < a < 190° ¢ 350° < a < 360°
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Figura 7.40. Angulo em fungio do tempo C3 = —0.6 ¢ 1 = 90°.

Na Figura 7.40 temos C; = —0.6 ¢ ¥ = 90°. O tempo minimo de captura gravitacional é
2.965 dias e é encontrado quando a = 268°.

Temos como regides de colisdo 0° < a < 233° € 306° < a < 360°

Um resumo das informagdes fornecidas pelas figuras desta Seccdo ¢ fornecido na Tabela
7.5. Na Tabela 7.6 na primeira coluna fornecemos o valor de C; inicial em unidades
adimensionais, na segunda coluna o tempo minio de captura gravitacional em dias, na
terceira coluna o angulo @ em que ocorre o tempo minimo de captura gravitacional e na
quarta e ultima coluna o angulo .

Tabela 7.6 Bi circular movimento retrégrado y = 0°

Cs Tempo (dias) a Y
-0.1 1.276 2910 900
-0.2 1.385 2879 900
-0.3 1.521 2830 90°
-0.4 1.707 2879 900
-0.5 2.024 2769 900
-0.6 2.965 2680 900
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7.3.3 Comparando os dois modelos.
7.3.3.1 Movimento direto.

Na Figura 7.41 temos C; inicial igual -0.05, em vermelho o gréfico para o problema restrito
de trés corpos, em verde para o problema bi-circular tomando ¥ = 0° e em azul para o
problema bi-circular tomando ¥ = 90°.

O tempo minimo para captura gravitacional no grafico em vermelho ¢ de 2.242 dias,
encontrado quando a = 325°.

O tempo minimo para captura gravitacional no grafico em verde ¢ de 1.272 dias,
encontrado quando a = 156°.

O tempo minimo para captura gravitacional no grafico em azul ¢ de 1.238 dias, encontrado

quando a = 255°.

Angula

Temgo

Figura 7.41. Angulo em fungdo do tempo C3; = —0.05, movimento direto.

Na Figura 7.42 temos C; inicial igual -0.10, em vermelho o grafico para o problema restrito
de trés corpos, em verde para o problema bi-circular tomando ¥ = 0° e em azul para o
problema bi-circular tomando ¥ = 90°.

O tempo minimo para captura gravitacional no grafico em vermelho ¢ de 2.664 dias,

encontrado quando & = 3349,
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O tempo minimo para captura gravitacional no grafico em verde ¢ de 1.213 dias,
encontrado quando a = 145°.
O tempo minimo para captura gravitacional no grafico em azul ¢ de 1.284 dias, encontrado

quando a = 251°.

00 |

Angula

Figura 7.42. Angulo em fungio do tempo C; = —0.10, movimento direto.

Na Figura 7.43 temos C5 inicial igual -0.15, em vermelho o grafico para o problema restrito
de trés corpos, em verde para o problema bi-circular tomando ¥ = 0° e em azul para o
problema bi-circular tomando ¥ = 90°.

O tempo minimo para captura gravitacional no grafico em vermelho ¢ de 3.351 dias,
encontrado quando a = 355°.

O tempo minimo para captura gravitacional no grafico em verde ¢ de 1.202 dias,
encontrado quando a = 140°.

O tempo minimo para captura gravitacional no grafico em azul ¢ de 1.330 dias, encontrado

quando a = 235°.
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Figura 7.43. Angulo em fungio do tempo C; = —0.15, movimento direto.

E facil ver pelos graficos acima que o efeito do Sol no problema de trés corpos restrito
acelera o tempo de captura gravitacional, isto €, no problema bi circular o tempo de captura

gravitacional ¢ menor do que no problema de trés corpos restrito.

7.3.3.2 Movimento retrogrado.

Na Figura 7.44 temos C5 inicial igual -0.05, em vermelho o grafico para o problema restrito
de trés corpos, em verde para o problema bi-circular tomando ¥ = 0° e em azul para o
problema bi-circular tomando ¥ = 90°.

O tempo minimo para captura gravitacional no grafico em vermelho ¢ de 2.321 dias,
encontrado quando a = 5°.

O tempo minimo para captura gravitacional no grafico em verde ¢ de 1.183 dias,
encontrado quando a = 197°.

O tempo minimo para captura gravitacional no grafico em azul ¢ de 1.232 dias, encontrado

quando a = 306°.

229



a0

Angula

L

100

Tempe

Figura 7.44. Angulo em fungio do tempo C; = —0.05, movimento retrogrado.

Na Figura 7.45 temos C; inicial igual -0.10, em vermelho o grafico para o problema restrito
de trés corpos, em verde para o problema bi-circular tomando ¥ = 0° e em azul para o
problema bi-circular tomando ¢ = 90°.

O tempo minimo para captura gravitacional no grafico em vermelho ¢ de 2.718 dias,
encontrado quando a = 353°.

O tempo minimo para captura gravitacional no grafico em verde ¢ de 1.227 dias,
encontrado quando a = 1949,

O tempo minimo para captura gravitacional no grafico em azul ¢ de 1.276 dias, encontrado

quando a = 291°.
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Figura 7.45. Angulo em fungio do tempo €3 = —0.10, movimento retrogrado.

Na Figura 7.46 temos C; inicial igual -0.15, em vermelho o grafico para o problema restrito
de trés corpos, em verde para o problema bi-circular tomando ¥ = 0° e em azul para o
problema bi-circular tomando ¢ = 90°.

O tempo minimo para captura gravitacional no grafico em vermelho ¢ de 3.594 dias,
encontrado quando a = 345°.

O tempo minimo para captura gravitacional no grafico em verde ¢ de 1.263 dias,
encontrado quando a = 204°.

O tempo minimo para captura gravitacional no grafico em azul ¢ de 1.329 dias, encontrado
quando a = 305°.

Analogamente a0 movimento direto, no movimento retrogrado ¢ facil ver pelos graficos
acima que o efeito do Sol no problema de trés corpos restrito acelera o tempo de captura
gravitacional, isto €, no problema bi circular o tempo de captura gravitacional ¢ menor do

que no problema de trés corpos restrito.
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Figura 7.46. Angulo em fungio do tempo C; = —0.15, movimento retrogrado.

7.4. Conclusao

No problema de trés corpos restrito circular observamos que no movimento direto a captura
gravitacional ocorre em tempo menor do que no movimento retrogrado na maioria das vezes. Na
Tabela 7.7 fornecemos na primeira coluna Cs inicial (em unidades adimensionais), na segunda
coluna o tempo de captura para o movimento direto (em dias), na terceira o tempo de captura para o

movimento retrogrado (em dias) ¢ na quarta coluna a diferenca de tempo entre os dois movimentos.
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Tabela 7.7 Tabela de comparacio

C5 inicial. Direto Retrogrado Diferenga
-0.01 2.058 2.076 0.018
-0.02 2.089 2.103 0.014
-0.03 2.144 2.160 0.016
-0.04 2.234 2.206 -0.028
-0.05 2.242 2.321 0.079
-0.06 2.298 2.382 0.084
-0.07 2.394 2.454 0.060
-0.08 2.445 2.528 0.083
-0.09 2.564 2.622 0.058
-0.10 2.664 2.718 0.054
-0.11 2.760 2.836 0.076
-0.12 2.872 2.971 0.099
-0.13 2.962 3.137 0.175
-0.14 3.163 3.322 0.159
-0.15 3.51 3.594 0.084
-0.16 3.551 4.010 0.469
-0.17 3.880 4.643 0.763
-0.18 4.299 7.328 3.029
-0.19 4915 10.646 5.731

Tanto no movimento direto quanto no movimento retrégrado é facil ver pelos graficos deste
capitulo que o efeito do Sol no problema de trés corpos restrito circular acelera o tempo de captura
gravitacional, isto é, no problema bi circular o tempo de captura gravitacional ¢ menor do que no

problema de trés corpos restrito circular.
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8 SISTEMA NETUNO TRITAO
8.1. Introducao

Netuno ¢ o oitavo planeta do sistema solar desde a reclassificagdo de Plutdo para a

categoria de planeta ando, tornou-se o Ultimo, em ordem de afastamento a partir do Sol.

Netuno tem 13 luas conhecidas, a maior delas ¢ Tritdo. Estudaremos captura

gravitacional para o sistema Netuno-Tritdo.

Netuno ¢ o quarto maior planeta em didmetro, e o terceiro maior em massa. Netuno tem
17 vezes a massa da Terra. Massa de Netuno ¢ 1.024x10%%kg, a massa de Tritdo é

2.14x10%2kg. A distancia entre Netuno é Tritdo é 354.760 km e o periodo orbital de Tritdo ao
redor de Netuno ¢ 5.87685 dias.

Nao existe razdo especial para termos escolhido o sistema Netuno-Tritdo para
estudarmos captura gravitacional, por exemplo, poderiamos ter escolhido Jupiter-

Europa, nosso tnico objetivo ¢ estudar um sistema diferente do sistema Terra-Lua.

8.2. O problema de trés corpos restrito circular. Primarios Netuno e Tritao

Abaixo fornecemos as equacdes de movimento para o problema de trés corpos restrito

sendo os primarios Netuno e Tritdo.

Tornaremos o sistema adimensional, dividindo todas as distancias pela distancia entre

os dois primarios e as massas serdo divididas pela massa total dos dois primarios.

Fornecemos abaixo as massas e distancias de Netuno e Tritdo.

My = 1.024x10%%kg Massa de Netuno.
My = 2.14x10%%kg Massa de Trito.
d = 354.760 km Distancia Netuno Tritdo.

Com os dados escritos acima as massas de Netuno e Tritdo no sistema adimensional sdo
dadas por:
Massa de Netuno.
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My

Uy = Y = 0.9997910593 (8.1)
Massa de Tritdo.
_ _ My _
Ur = YT 0.0002089407097 (8.2)

As circunferéncias descritas por Netuno e Tritdo tem raios py € Uy respectivamente.
Sejam (&,1), (éx,nn) € (é7,m7) as coordenadas do veiculo espacial, Netuno e Tritdo
respectivamente.

Abaixo fornecemos as equacgdes de movimento de Netuno e Tritdo:

$n = —Hrcos (t) &y = pycos ()

. . 8.3
Ny = —Hprsin (t)  nr = pysin (1) (83)

Quando substituimos t = 0, as posi¢cdoes da Tritdo e de Netuno sdo respectivamente

(.UN' 0) € (_”T' 0)

As distancias do veiculo espacial a Tritdo e a Netuno estdao fornecidas abaixo:

==&+ m—np)?

(8.4)
==&+ —nn)?
As equacdes de movimento do veiculo espacial no sistema fixo sdo:
ar§ _ o (-&p)  (-&w) _ oV
dtz T 43 Hn 3 T 8 (8.5)
aén_ _ -er) o @onw) _ 9V .
dt? Hr 3 Hn T3 an

KT _ BN

Onde a energia potencial ¢ V = — = — ==,
1 2
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8.3. captura gravitacional Sistema Netuno--Tritdo.

Analogamente ao que foi definido no capitulo 4 a orbita ¢ considerada de captura
gravitacional temporaria quando o veiculo espacial alcanga a distancia de 100000 km
(0.26 unidades adimensionais), medidos a partir do centro de Tritdo, num tempo inferior
a 50 dias (aproximadamente 12 unidades adimensionais). Alternativamente, dizemos
que uma Oorbita de captura gravitacional temporaria ocorre quando existe a mudanga do
sinal da energia do veiculo espacial com relacdo a Tritdo, isto €, a energia passa de
positiva para negativa.

Chamaremos de €5 o dobro da soma das energias cinética e potencial do problema de

dois corpos entre o veiculo espacial e Tritdo, isto é:
C;=V2— 2% (8.6)

onde r e V sdo, respectivamente, a distancia e a velocidade do veiculo espacial em
relacdo a Tritdo, e ur ¢ a massa adimensional de Tritdo.

As coordenadas do veiculo espacial com respeito ao centro de massa dos dois primarios,
para as oOrbitas diretas sdo, vetor posi¢do P = (x,y) vetor velocidade V = (vy, vy),

onde:

x =1, cos(a) + puy
y = 1,sin (@)
v, = =Vsin(a)
vy, = Vcos(a) + uy

.Sistema fixo (8.7)

Enquanto as coordenadas do veiculo espacial com respeito ao centro de massa dos dois
primarios, para as oOrbitas retrégradas sdo vetor posi¢do P = (x,y) vetor velocidade

V = (v, vy), onde:
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x =1, cos(a) + py
y = 1psin ()
v, = Vsin(a)
vy, = —Vcos(a) + py

.Sistema fixo (8.8)

8.4. Estudo do valor minimo da energia inicial para termos captura gravitacional

no problema de trés corpos restrito circular. Sistema Netuno Tritao

Nos dois graficos das figuras 8.1 e 8.2 fornecemos na vertical o valor da energia inicial
do veiculo espacial C; em unidades adimensionais e na horizontal o valor do angulo

inicial do veiculo espacial « em graus.

O valor de C; fornecido nestes graficos ¢ o menor valor que proporciona captura

gravitacional para um angulo a dado.

O angulo a varia de 0° a 360° com passo de 1°. O valor de C; varia de —0.0001 até

—0.09, com passo de —0.001.
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Figura 8.1. Trés corpos restrito circular orbitas diretas, C; minimo.
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Figura 8.2. Tré€s corpos restrito circular orbitas retrogradas, C3 minimo.

Pelos graficos das figuras 8.1 e 8.2 notamos que a captura retrégrada, de forma geral,
proporciona valores minimos de C; praticamente iguais aos valores obtidos na captura

direta.

Os valores minimos de C; inicial encontrados para captura direta ¢ -0.012 (em unidades

adimensionais), e para captura retrograda ¢ -0.011 (em unidades adimensionais).

Chamamos de regides mais favoraveis para captura gravitacional, regides em que a
energia inicial minima €3 ¢ menor do que o valor dessa mesma grandeza comparadas

com outras regioes.

O gréfico da figura 8.1 fornece trés regides favoraveis para captura gravitacional no

caso de orbitas diretas que sdo, 0° < a < 26°,116° < a < 205°¢309° < a < 360°

O grafico fornece duas regides favoraveis para captura gravitacional no caso de orbitas

retrogradas que sdo, 0° < a < 4% ¢ 335° < a < 360°.

Comparando o sistema Netuno-Triton com o sistema Terra-Lua, existe um maior gasto
de energia no sistema Lua-Terra para podermos capturar um veiculo espacial. Isto pode

ser apreciado na tabela 8.1.
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Tabela 8.1 Comparacio

Tipo de movimeto Terra Lua Netuno Triton
Direto C; = —0.22 C; = —0.012
Retrogrado C; =-0.19 C; = —0.011

8.5. Analise do tempo de captura gravitacional

Sera feita a analise do tempo de captura gravitacional tendo valores de 7, = 1450 km
(100 km do centro de Tritdo) e C3 = —0.05 iniciais fixos. O parametro que variamos € o
angulo a. Definimos como tempo de captura gravitacional, o tempo gasto entre o
momento da entrada do veiculo espacial na esfera de influéncia gravitacional até o
momento que o veiculo espacial chega na posi¢ao escolhida para o “pericéntrico” do
sistema Netuno Tritdo. Nos graficos das figuras 8.3 e 8.4 o eixo horizontal fornece o
tempo minimo de captura gravitacional e o eixo vertical fornece o angulo em que isto

acontece. O angulo a varia de 0° a 360°, com passo de 1°.
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Figura 8.3 Movimento direto, tempo de captura gravitacional.
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Figura 8.4 Movimento retrogrado, tempo de captura gravitacional.

O tempo minimo para captura gravitacional ¢ de aproximadamente 2 dias e nao ha

muita diferenca do sistema Netuno Tritdo para o sistema Terra Lua.

8.6 Conclusoes

O valor minimo da energia inicial do veiculo espacial com relagdo a Lua ¢ maior que o
valor minimo da energia do veiculo espacial com relacdo a Tritdo. Porém nos dois
sistemas, isto ¢, Terra-Lua e Netuno-Tritdo, encontramos regides favoraveis para
captura gravitacional. J4 a andlise feita do tempo de captura gravitacional ndo mostra

muita diferenca entre os dois sistemas.
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9 CAPTURA GRAVITACIONAL NO ESPACO
9.1. Introducio

O objetivo desse Capitulo ¢ um estudo numérico introdutdrio sobre captura gravitacional temporaria
no espago. Usaremos como modelo matematico o problema de trés corpos restrito circular espacial
Consideraremos como corpos primdrios a Terra e a Lua, para o problema de trés corpos restrito
circular. Analogamente ao que ocorre no plano, uma captura gravitacional temporaria acontece no
espaco para o problema que estudamos quando existe a mudanca do sinal da energia do veiculo
espacial com relagdo a Lua, isto €, a energia passa de positiva para negativa. Em termos de orbitas,

saimos de uma Orbita hiperbolica e passamos para uma orbita eliptica.

Grande parte deste Capitulo ¢ destinada ao célculo de resultados numéricos para este modelo
matematico estudado. Os resultados numéricos serdo focados em oOrbitas que chamaremos de

limitadas, captura gravitacional e limitada restrita ao plano XY.

9.2. Captura gravitacional

Definimos €3 como sendo o dobro da energia do sistema Lua-veiculo espacial. Contrario ao que
ocorre no problema de dois corpos, C3 ndo ¢ constante nos problemas trés corpos restrito circular.
Entao, para algumas condi¢des iniciais, o veiculo espacial pode alterar o sinal de sua energia de
positivo para negativo ou de negativo para positivo. Quando a variag¢do ¢ de positivo para negativo
chamamos de orbita de captura gravitacional. A situagcdo oposta, quando a energia muda de
negativo para positivo, ¢ chamada de “fuga” gravitacional ou escape. Descreveremos abaixo a

metodologia numérica.

1-O integrador utilizado foi um Runge-Kutta de quarta ordem, implementado na linguagem

computacional Fortran.

2-Integramos as equacdes de movimento do veiculo espacial no sistema sideral, aplicamos uma

rotacdo e obtemos o movimento do veiculo espacial no sistema sinodico.

3-Explicaremos abaixo como sao escolhidas as condigdes iniciais para a integragao, isto €, a posi¢ao

e velocidade inicial do veiculo espacial (Veja Figura9 1).
3.1-Posigao inicial.

O ponto de partida de cada trajetéria do veiculo espacial fica a uma distancia de 100 km da
superficie da Lua (1, = 1838 km a partir do centro da Lua), que chamaremos de periluna. As

coordenadas do vetor posigdo inicial P = (xp, Yy, Z,) do veiculo espacial sdo:
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X, = 1, cos(f) cos(a)
Yp = 1y cos(fB) sin (a) 9.1)
Zy, = 1,sin (B)

Os angulos a e f sdo como mostrados na Figura 9.1. Um calculo elementar mostra que a norma do

vetor posi¢do € 1838 km, isto &, ||P|| = 7.

3.2-Velocidade inicial.

A magnitude da velocidade inicial V ¢ calculada a partir do valor de C; = V2 — MTM A direcao do
vetor velocidade do veiculo espacial ¢ escolhida como sendo perpendicular a linha que une o
veiculo espacial ao centro da Lua.

O vetor velocidade inicial do veiculo espacial sera denotado por V, = (V,,Vy, V;). As coordenadas

do vetor velocidade inicial do veiculo espacial sao fornecidas abaixo:

V., = =Vsin(y) sin(B) cos(a) — Vcos(y)sin (a)
V, = =Vsin(y) sin(B) + Vcos(y) cos(a) (9.2)
V, = Vcos(B)sin (y)

Onde y¢ como na indicado na Figura 9.1.

E facil ver que o produto escalar entre os vetores posicio e velocidade ¢ nulo. Isto mostra o fato da

perpendicularidade entre os vetores posicao e velocidade. Também temos ||VP || =V.

4-Captura gravitacional.

A orbita ¢ considerada de captura, quando o veiculo espacial alcanga a distancia de 100000 km
(0.26 unidades canodnicas), a partir do centro da Lua, num tempo inferior a 50 dias
(aproximadamente 12 unidades canonicas). A esfera com o raio acima centrada na Lua ¢ definida
como esfera de influéncia da Lua. Na integragdo numérica o passo de tempo € negativo, portanto as

condigdes iniciais sdo na realidade as condi¢des finais da orbita apds a captura.
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Figura 9 1 condicdo inicial.

9.3 Orbitas de captura

Existem dois testes numéricos para verificarmos se uma Orbita ¢ de captura.

Primeiro teste. Quando o veiculo espacial alcanca a distancia de 100000 km (0.26 unidades
candnicas), a partir do centro da Lua, num tempo menor que 50 dias (aproximadamente 12 unidades
candnicas de tempo) a oOrbita ¢ considerada de captura. Esse teste ¢ feito para cada passo de
integracao.

Segundo teste. No periluna C, ¢ negativo. Caso, durante a integracdo numérica, em algum instante
o valor de C, mude para positivo (estamos integrando com passo negativo), temos uma Orbita de

captura. Em termos de drbita € sair de uma orbita hiperbodlica e passar para uma oOrbita eliptica.

9.4. Resultados numéricos para o problema de trés corpos restrito

Serao obtidos nesta se¢ao os resultados numeéricos preliminares como Orbitas de captura, limitadas,
de captura restrita ao plano XY e limitadas restrita ao planoXY. Para todos os graficos desta secao

C5 varia em unidades canonicas, o tempo em dias e as distdncias em km.
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9.4.1 Orbitas de captura gravitacional

Na Figura 9.2 temos uma 6rbita de captura gravitacional temporaria para o problema de trés corpos

restrito circular. As condig¢des iniciais da 6rbita sio: C; = —0.05, a = g =y = 30°.

Na Figura 9.3 temos C3 em funcdo do tempo. O grafico mostra C; inicial negativo e, com a
evolucao do tempo, existe uma mudanga do sinal de C3 para positivo, caracterizando uma captura
gravitacional. O tempo de captura gravitacional ¢ de aproximadamente treze dias. Na Figura 9.4 ¢
feito o grafico da distancia em fun¢do do tempo, novamente comprovando captura gravitacional ja

que o veiculo espacial alcanga a distancia de 100000 km antes dos 50 dias.
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Figura 9 2 4rbita de captura do problema de trés corpos restrito circular
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Figura9 3 C5 em fungdo do tempo de captura gravitacional.
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9.4.2. Movimento no plano xy

As equacdes de movimento do veiculo espacial estdo no espago, mas com algumas condic¢des

iniciais 0 movimento fica restrito ao plano XY. Isto ocorre quando temos Z,, = 0 € V; = 0. Essas

condi¢des acontecem quando combinamos os angulos B e y com valores de 0° e 180° graus. Na
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Figura 9.5 temos a = =y =0° e C3 = —0.2, que corresponde a uma Orbita de captura
gravitacional onde o movimento do veiculo espacial esta restrito ao plano XY. Na Figura 9.6 temos
C; em fungdo do tempo. E facil ver que ocorre uma captura gravitacional, pois existe a mudanca de
sinal de C5, de negativo para positivo. O tempo de captura gravitacional ¢ aproximadamente cinco

dias. Na Figura 9.7 temos a distancia em fung¢ao do tempo.

Temos na Figura 9.8 uma orbita de captura gravitacional restrita ao plano XY, com C; = —0.1,
a=pf=0°¢y=180° O grafico de C; em funcio do tempo esta na Figura 9.9 e o grafico da
distancia em funcdo do tempo na Figura 9.10. O tempo de captura gravitacional ¢ de

aproximadamente dois dias.
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Figura 9 5 orbita de captura gravitacional no plano XY
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Figura 7 Distancia em fun¢do do tempo.

249



c3

0.8

0.6

04

0.2

0.2

0.4

0.6

0.8

05

0.8 0.6

04 0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8

Figura 8 orbita de captura gravitacional no plano XY.

15 20 25 30 35 40 45

Tempo

Figura 9.9 €53 em fungao do tempo.

250

50



800000

700000

600000

500000

400000

Distancia

300000

200000

100000

0 & 10 15 20 25 30 35 40 45 50

Tempo

Figura 10 Distancia em fung¢ao do tempo.

9.4.3 Orbitas limitadas

No periluna a energia ( C3 = 2 vezes a energia) entre o veiculo espacial e a Lua ¢ negativa. Caso,
durante todo tempo de integracdo (50 dias), a energia conserve o sinal negativo a orbita ¢ chamada

de limitada.
Na Figura 9.11 temos uma orbita limitada. Os dados iniciais sdo a = 30°, B =45° y =60° e
C; =—-0.2
Na Figura 9.12 temos uma orbita limitada restrita ao plano XY, sendo a ==y =0%¢ C3 =

—0.4.

Os gréficos da energia em funcdo do tempo das duas 6rbitas limitadas estdo nas Figuras 9.13 € 9.14,
respectivamente. Observamos que as duas 6Orbitas ficam dentro da esfera de influéncia todo o tempo
de integracdo (50 dias) e ndo existe mudanga no sinal de C5; (permanece negativo todo tempo de

integragao).
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Figura 9.14 C5 em fungdo do tempo para o plano
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9.5. Variac¢ao da energia

Nas Figuras 9.15 e 9.16 temos orbitas de captura gravitacional. As condi¢des iniciais s3o @ = ff =
y =30% e C3 = —0.18 na figura 9.15, e a = B =y = 30° e C3 = —0.10 na Figura 9.16. Nesses
dois graficos temos orbitas de captura, pois existe uma mudanga do sinal C; de negativo para
positivo. Isto pode ser averiguado pelas Figuras 9.17 € 9.18, que sdo os graficos de €3 em fung¢do do

tempo.

Nas Figuras 9.19 e 9.20 temos graficos de orbitas limitadas. As condi¢des iniciaissdoa = f =y =

309 eC; = —0.3naFigura9.19e a = B =y = 30° e C3 = —0.2 na figura 9.20.

Nas Figuras 9.21 € 9.22 que sao os graficos de €53 em fun¢do do tempo e observamos que o sinal de

C5 fica negativo em todo tempo de integracao

Dos graficos abaixo podemos concluir que existe uma grande dependéncia as condig¢des iniciais.
Uma mudanca da condi¢do inicial C; de -0.18 para -0.2 transforma as Orbitas de captura
gravitacional em limitadas. Analisaremos, na proxima secdo, se a mudanga de um dos angulos

também implica essa sensibilidade.
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Figura 9.15 Orbita de capturaa = f =y = 30% e C; = —0.18.
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Figura 9.22 C5 em fungdo do tempo @ = f =y = 30% e C3 = —0.20.

9.6. Variacao de angulos
Na se¢ao anterior deixamos fixos os valores dos angulos @, f e ¥ e variamos o valor de C3, com o0s
valores assumidos na variagcdo de C3; obtemos diferentes tipos de oOrbitas diferentes. Faremos agora

C5 fixo modificagdes nos valores dos angulos.

6.1 Variando o angulo £.
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Na Figura 9.23 temos uma orbita limitada. As condi¢des iniciais sio @ =y = 30° ¢ f = 45°
C; = —0.1. A Figura 9.24 mostra o grafico de C; em fun¢do do tempo e pode-se notar que nao
muda o sinal da energia ficando negativa os 50 dias, caracterizando assim uma O6rbita limitada.
Variando o angulo { de 15" ha uma troca na qualidade das orbitas. Compare as Figuras 9.17 e

9.24.

9.6.2 Variando o angulo .

Na Figura 9.17 temos uma oOrbita de captura gravitacional com condi¢des iniciais, ¢ = f =y =
30% e C3 = —0.18. Mudando o angulo @ de quatro graus, saimos de uma orbita de captura
gravitacional para uma orbita de colisdo, isto €, o veiculo espacial colide com a Lua. Na Figura 9.25
temos uma orbita de colisdo, as condi¢des iniciais sio @ = 34", f =y =30 e C3 = —0.18 Na

Figura 9.26 temos o grafico da distancia em func¢do do tempo.
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Figura 9.25 Orbita de colisdo & = 34°, § =y = 30%¢ ¢; = —0.18.
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9.7 Concluséao
Analogamente ao que aconteceu com captura gravitacional no plano, um grande namero de resultados
numeéricos permite afirmar que existe uma grande dependéncia das condigdes iniciais para obtermos

oOrbitas de captura. Uma variacdo de Cz inicial ou do angulo @ pode transformar uma orbita de
captura gravitacional em uma 6rbita limitada ou ainda ocorrer uma colisdo do veiculo espacial com

a Lua no problema de trés corpos restrito.
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10 CONCLUSOES E PERSPECTIVAS FUTURAS
10.1 Introducio

Neste capitulo fazemos alguns comentéarios a respeito do trabalho aqui apresentado.
Discutimos alguns dos principais pontos e propomos alguns itens de interesse para

trabalhos futuros.

10.2 Conclusoes
10.2.1 Orbitas

Um grande nimero de resultados numéricos calculados no capitulo 4 permite afirmar que
existe uma grande dependéncia das condi¢des iniciais para obtermos Orbitas de captura.
Uma variagdo de (3 inicial ou do angulo a pode transformar uma orbita de captura
gravitacional em uma orbita limitada ou ainda ocorrer uma colisdo do veiculo espacial com
a Lua no problema de trés corpos restrito. No problema bi-circular existe a mesma
dependéncia das condic¢des iniciais para sabermos se uma Orbita ¢ de captura gravitacional
ou ndo, neste modelo ainda existe a dependéncia do angulo 1, angulo inicial do Sol.

Essa dependéncia das condi¢des iniciais e valida para o movimento do veiculo espacial

para captura gravitacional no plano quanto no espaco.

10.2.2. Minimo da energia do veiculo espacial com relacio a Lua.

Certamente os resultados tratados no capitulo 5 sdo os de maior interesse pratico, pois pode
estar ligado ao gasto de combustivel do veiculo espacial em uma missao espacial.

O resultado mais importante da analise da energia do veiculo espacial com relagdo a Lua ¢
o fato de terem sido encontradas regides em que a captura gravitacional ocorre com um
valor de (5 inicial menor do que em outras regides do plano. Esse resultado aparece nos

dois modelos matematicos estudados.

10.2.3 Tempo de captura gravitacional

Nos capitulos 6 e 7 ¢ feita a andlise do tempo de captura gravitacional no problema de trés
corpos restrito circular. Para fazer essa analise fixamos dois dos parametros e variamos o
terceiro parametro, onde os pardmetros sdo: C3 (o dobro da energia do veiculo espacial e a
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Lua), a, o angulo da posicdo da periluna € 7, a distancia do veiculo espacial at€ o centro da
Lua na periluna. No problema bi-circular existe um quarto parametro o angulo Y, angulo
inicial do Sol.

Um dos resultados obtidos ¢ que a presenca do Sol acelera o tempo de captura, isto €, no
problema bi-circular de quatro corpos o veiculo espacial € capturado mais rapidamente que

no problema de trés corpos restrito circular.

10.2.4. Sistema Netuno-Tritio

No capitulo 8 estudamos o sistema Netuno-Tritdo e o resultado mais interessante ¢ que o
valor minimo da energia inicial do veiculo espacial com relagdo a Lua ¢ maior que o valor
minimo da energia do veiculo espacial com relagdo a Tritdo. Nos dois sistemas, isto &,

Terra-Lua e Netuno-Tritdo, encontramos regides favoraveis para captura gravitacional.

10.3 Trabalhos futuros

10.3.1. Variedades invariantes

Variedades invariantes de um sistema dindmico sdo superficies no espaco de fase que
possuem a propriedade de que orbitas que nela iniciem, ai permanegam com a evolucao do
sistema. Desta forma, uma variedade invariante M ¢ uma cole¢dao de orbitas que formam
esta superficie.

Pretendo em um estudo futuro fazer o calculo das variedades invariantes estaveis e
instaveis de captura gravitacional dos pontos lagrangianos para examinar qual o papel das
mesmas nos transporte de corpos para vizinhanga de um primdrio ao outro ou mesmo
escape. Certamente a captura gravitacional e a esfera de influéncia estdo intimamente

conectadas a essas variedades.

10.3.2 Sistemas diferentes do sistema Terra-Lua
Completar o estudo de captura gravitacional que foi introduzido no capitulo oito, com mais
resultados numéricos para o sistema Netuno-Tritdo.
Jupiter € o maior planeta do sistema solar o quinto a partir do Sol,tem 2,5 vezes mais massa

do que todos os outros planetas tomados em conjunto. Jipiter tem 318 vezes mais massa do
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que a Terra, um didmetro 11 vezes superior ao terrestre € um volume 1300 vezes maior que
o da Terra. Jupiter tem 63 satélites conhecidos sendo um deles Europa.

Fazer o estudo de captura gravitacional para o sistema Jupiter-Europa, usando como
modelos matematicos os problemas de trés corpos restrito circular e bi circular de quatro

COrpos.
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