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174p. ; (INPE-15302-TDI/1354)

1. Motor de passo. 2. Sinal de entrada formatado.
3. Tempo discreto. 4. Cancelamento Pólo-Zero. 5. Vibra-
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RESUMO 

A técnica de formatação do sinal de entrada, baseada no cancelamento pólo-
zero foi utilizada para reduzir as vibrações residuais em uma estrutura flexível. 
Os comandos do formatador são projetados para realizar a manobra desejada 
e minimizar a vibração estrutural residual. A técnica é desenvolvida no domínio 
do tempo discreto e foi estendida para um atuador tipo motor de passo, onde 
os comando de acionamento do motor foram modificados para atuarem como 
controle passivo de vibração residual. O modelo matemático tridimensional 
estudado foi representado por um corpo central e asa de painéis solares rígidos 
e uma viga flexível. Sendo a análise do sistema desenvolvida como um 
problema de multicorpos no plano cartesiano. O torque externo que atua sobre 
a estrutura foi gerado pelo atuador tipo motor de passo. Um número variável de 
passos do motor foi utilizado para ter um efeito sobre a estrutura, de modo a 
minimizar a resposta estrutural linear sobre viga flexível. Duas estratégias de 
controle passivo de vibração para a viga flexível foram investigadas. A primeira 
estratégia alocou um zero sobre o pólo do sistema. A segunda estratégia 
considerou incertezas sobre os parâmetros do sistema. Nesse caso, dois zeros 
foram alocados próximo ao pólo. O resultado obtido utilizando a primeira 
estratégia mostrou que a resposta oscilatória de uma viga flexível, pode ser 
reduzida de forma significativa sem custos adicionais ao sistema. A segunda 
estratégia de controle de vibração também reduziu a amplitude de vibração da 
viga flexível, nesse caso o desempenho foi inferior à primeira estratégia devido 
ao fato que o pólo ainda mantém algum efeito sobre a estrutura. 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



  

REDUCTION OF STRUCTURAL VIBRATION INDUCED BY SOLAR ARRAY 

DRIVE MECHANISMS USING INPUT SHAPING CONTROL TECHNIQUES 

 

 

 

 

 

ABSTRACT 

The input shaping technique based on pole-zero cancellation was used to 
reduce the residual vibration of a flexible beam. The actuator commands are 
designed to achieve the desired maneuver and minimize the residual structural 
vibration. The technique was designed in discrete time domain and extended to 
stepper motor actuators, where the motor drive assembly was modified to act 
as passive control of residual vibration. In this work a three-dimensional 
mathematic model was studied and represented by an assembly, composed of 
rigid central body and solar panel wings and a flexible beam. The methodology 
of the system analyze was developed as a multi-body problem in Cartesian 
plane. The external torque which acts on the structure was generated by 
stepper motor actuators, whose step numbers were variable in order to cause 
an effect on the structure and minimize the linear structural response on the 
flexible beam. Two strategies of passive vibration control of flexible beams were 
especially investigated. The first strategy placed a zero on the system pole 
while the second considered uncertainties on the system parameter. In this 
case two zeros were located close to the pole. The obtained results for the first 
strategy showed significant reduction in the flexible beam oscillatory response 
and did not incur additional costs to the system. As well, the second control 
strategy reduced the vibration amplitude of the flexible beam, however not so 
effectively as the first due to some pole influence on the structure.  
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1 INTRODUÇÃO 

Satélites artificiais em operação necessitam desenvolver determinadas funções 

de forma precisa tais como suprimento de energia, controle de atitude e de 

órbita, telecomunicações entre outras e manobras tal como apontamento de 

câmaras, necessário para a obtenção de imagens de alta resolução. 

 

Para atender aos requisitos da missão e bom funcionamento, o desempenho 

de um satélite depende da fonte de energia elétrica (bateria) que alimenta os 

equipamentos de bordo. Essa potência é obtida por meio de painéis solares 

que absorvem as ondas eletromagnéticas provenientes do Sol e as 

transformam, por meio de processos fotoelétricos, em corrente elétrica. Então o 

tempo de vida de um satélite (confiabilidade) depende do bom armazenamento 

de cargas elétricas na bateria. Por esta razão os painéis solares devem 

maximizar a captação de energia, tendo que regularmente fazer ajustes de 

apontamento da asa de painéis solares em direção ao Sol. 

 

 Esse tipo de satélite que necessita o apontamento da asa de painéis na 

direção do Sol incorpora um mecanismo eletromecânico, que transmite os 

sinais elétricos e de potência gerados pelo painel solar, para o interior do 

satélite. Tais mecanismos são denominados na literatura como (BAPTA) 

Bearing and Power Transfer Assembly ou ainda (SADA) Solar Array Drive 

Assembly. Em Português, uma sigla adequada para esses mecanismos seria 

(MAPS) Mecanismo de Acionamento de Painéis Solares Nesse tipo de 

mecanismo um de seus elementos é um motor de passo, que tem a função de 

imprimir o movimento rotacional necessário ao eixo da asa de painéis solares. 

 

O acionamento do motor de passo com a finalidade de corrigir o apontamento 

dos painéis solares em direção ao Sol, pode degradar a qualidade dos dados 

adquiridos pelo instrumento de carga útil. Uma vez que as vibrações causadas 

pelo motor de passo sejam maiores que o máximo movimento vibratório 
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permitido pelo instrumento de carga útil, nesse caso, as vibrações geradas são 

ditas indesejáveis, que devem ser minimizadas quando tarefas operacionais 

sensíveis às vibrações, forem realizadas. Essas vibrações estruturais 

indesejáveis podem ser minimizadas controlando o sinal de entrada que 

governa o número de passos do motor e o intervalo tempo de atuação do 

mesmo. 

 

Outras estratégias de controle podem contribuir para reduzir à níveis aceitáveis 

tais vibrações, que podem ser: 

 

• Agregar hardware adicional para isolar ou dissipar vibrações; 

• Ação de uma malha de controle ativo, com o objetivo de reduzir as 

vibrações indesejáveis a níveis aceitáveis; 

• Alterações nos parâmetros operacionais com o intuito de evitar o 

planejamento de tarefas operacionais sensíveis à vibração, enquanto 

elas estiverem ocorrendo. 

 

Todos estes métodos citados acima apresentam alguma desvantagem, como 

restringir a faixa de operação dos equipamentos a bordo ou aumentar o custo e 

a complexidade do sistema. 

 

A técnica da entrada formatada desenvolvida por (TUTTLE, SEERING, 1994) 

foi estendia para o atuador motor de passo nessa pesquisa. A seqüência de 

acionamento do motor de passo é projetada para neutralizar os pólos do 

sistema afim de não afetar sensivelmente o instrumento de carga útil e ao 

mesmo tempo, realizar a manobra desejada de rastreio solar. 

 

Uma técnica de entrada formatada baseada no cancelamento de pólos 

utilizando zeros foi usada para modificar os comandos do motor de passo. 

Gerando uma seqüência de impulsos como a saída ideal do motor para 

controlar a vibração. No caso de vibrações indesejáveis geradas por um 
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atuador do tipo motor de passo, a alteração nos comandos de acionamento do 

sinal de entrada pode minimizar para níveis aceitáveis as vibrações residuais 

gerada pelo motor, tornando-se o meio mais simples e econômico de resolver o 

problema da vibração (DOHERTY, TOLSON, 1998). 

 

A resposta estrutural linear resultou na vibração residual, que ficou abaixo da 

magnitude do caso em que a entrada não é formatada. Entretanto, a eficiência 

da entrada formatada é limitada pela precisão da identificação dos modos de 

vibração da estrutura. Devido a erros de identificação, a robustez no controle 

pode ser melhorada incorporando zeros adicionais na função de transferência 

do formatador. 

 

1.1 Justificativa do Trabalho 

Os efeitos vibratórios em estruturas flexíveis que possuem como fonte de 

excitação externa um motor de passo, podem ser melhorados empregando a 

técnica de formatação do sinal de entrada do inglês input shaping technique 

(TUTTLE, SEERING, 1994). Freqüências de excitação de fonte externa ao 

sistema, quando acoplam com a freqüência natural do sistema, podem 

comprometer o desempenho do equipamento de carga útil a bordo. Para 

sistemas onde a vibração residual foi gerada por um atuador tipo motor de 

passo,.o projeto de controle no domínio do tempo discreto ou no domínio da 

variável s de Laplace, ao invés de ser realizado no domínio do tempo contínuo 

apresentam ganhos notáveis de simplicidade matemática, transformando 

operações de integração em operações algébricas, especialmente quando o 

sistema possui múltiplos modos de vibrações indesejáveis. 

 

Assim, o trabalho proposto destaca-se pela técnica de controle de vibração, no 

sentido de não adicionar hardware ao sistema, apresentando uma solução 

apenas com recursos de software. 
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Na Seção 1.2 uma exposição sobre a técnica de formatação do sinal de 

entrada, propõe minimizar vibrações residuais oriundas de um atuador. 

 

1.2 A Técnica de Formatação do Sinal de Entrada 

Muitos métodos de formatar a entrada de atuadores, usando o domínio do 

tempo ou o domínio da freqüência, já foram desenvolvidos para controle de 

vibração. Um método de impulsos seqüenciais para controle de vibração no 

domínio do tempo contínuo foi proposto por (SINGER, 1989), que mais tarde foi 

estendido, por (HYDE,  SEERING, 1991) e (RAPPOLE, SINGER, SEERING, 

1994), para incluir a supressão de múltiplos modos de vibração. Entretanto, 

trabalhar com a técnica de formatação do sinal de entrada, no plano s de 

Laplace ou no plano z do tempo discreto, ao invés de trabalhar no domínio do 

tempo contínuo, (MURPHY, WATANABE, 1992) e (SINGH, VADALI, 1993) 

mostraram que proporciona ganhos sensíveis na simplicidade matemática, 

especialmente para sistemas com múltiplos modos de vibração indesejáveis. 

Considerando-se que trabalhar no domínio do tempo discreto simplifica os 

cálculos matemáticos, Tutlle e Seering (1994) propuseram uma formulação 

para projeto de um controlador baseado na técnica de formatação do sinal de 

entrada de Singer (1989), mas usando o cancelamento de pólos com zeros. 

 

1.3 Organização do Trabalho 

No Capítulo 1 apresentou-se uma introdução do objetivo do trabalho, que é 

neutralizar modos de vibrações indesejáveis da estrutura, que possam ser 

excitados por uma fonte externa, no caso um motor de passo. 

 

O Capítulo 2 apresenta uma revisão teórica da técnica de cancelamento pólo-

zero para o controle de vibração, estendo-a para um motor síncrono de indução 

como desenvolvido por Doherty e Tolson (1998). 
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No Capítulo 3 foi apresentado o desenvolvimento teórico das equações 

dinâmicas de um motor de passo, com ímã permanente no rotor e quatro 

bobinas no estator. 

 

No Capítulo 4 foi apresentado a composição do modelo experimental, 

dimensões, massa, geometria e momento de inércia. 

 

No capítulo 5 foi desenvolvida a modelagem matemática de um sistema 

tridimensional utilizando a abordagem Lagrangiana com corpo central rígido, 

asa representando um painel solar rígido e uma viga flexível. 

 

No capítulo 6 foi apresentada a modelagem matemática da dinâmica de uma 

viga flexível e dos eixos de coordenadas cartesianas fixos ao sistema. 

 

No capítulo 7 foi apresentado o método para encontrar os modos de vibração 

do sistema que absorvem com mais facilidade, a energia dissipada pelo 

atuador motor de passo, utilizando-se a análise de função resposta em 

freqüência. 

 

No Capítulo 8 são apresentadas duas estratégias de acionamento do motor de 

passo, para minimizar os efeitos vibratórios residuais sobre a viga flexível. 

 

Simulação, resultados teóricos e experimentais são apresentados no capítulo 

9. 

A conclusão e trabalhos futuros são apresentados no capítulo 10. 
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2 TEORIA DE CANCELAMENTO PÓLO-ZERO PARA CONTROLE DE 

VIBRAÇÃO 

A formulação é baseada no cancelamento de pólos utilizando zeros e o projeto 

é realizado no domínio do tempo discreto. A função de formatação do sinal de 

entrada consiste de uma seqüência de impulsos ocorrendo em intervalos de 

tempo amostrado. A questão da robustez e dos múltiplos modos de vibração, 

usando o projeto de formatador no plano z, será visto adiante. 

 

Seja a transformada-z da entrada do sistema no domínio do tempo discreto 

dado por U(z), a transformada-z do formatador por H(z) e a transformada-z da 

planta por G(z). O diagrama de blocos em malha aberta do sistema é mostrado 

na Figura 2.1. 

 

A função de transferência em malha aberta é expressa por 
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onde )(zY  é a saída do sistema. 

 

 

 

Figura 2.1: Diagrama de blocos do sistema em malha aberta 

 

A forma geral de )(zG  com k zeros e l pólos é dada por 

 

 ))(())()()((

))(())()()((
)(

**
22

*
11

**
22

*
11

li

kk

pzpzpzpzpzpz

zzzzzzzzzzzz
zG

−−−−−−

−−−−−−
=

L

L

 (2.2) 

 



 32  

onde **  e ,,, iiii ppzz  são os i-ésimos pares complexos conjugados de zeros e 

pólos da planta. Os modos de vibração ressonantes da planta são indicados 

pelos pólos de )(zG . Seguindo o desenvolvimento de Tuttle e Seering (1994), 

para m modos indesejáveis de vibração existem 2m pólos complexos que 

devem ser cancelados, . , ,  , , **
11 mm pppp L  O formatador deve conter os pólos 

que serão neutralizados na planta G(z). Então, a forma inicial do formatador 

será: 
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O i-ésimo modo amortecido do sistema é definido pelo par de pólos complexos 

conjugados 
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onde diω  e niω  são as freqüências naturais não amortecida e amortecida do i-

ésimo modo da planta e iξ  é o coeficiente de amortecimento global do i-ésimo 

modo da planta. A relação entre as freqüências naturais amortecida e não 

amortecida é dada por 

 

 

21 inidi ξωω −=
. (2.5) 

 

O período de amostragem T  é o intervalo de tempo no qual a função de 

transferência )(zH , no domínio discreto, é definida.  

 

A função )(zH  deve ser causal, isto é, a saída do sistema para um tempo t não 

depende da entrada aplicada após o tempo t. A condição de causalidade, 
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transportada para o plano z, traduz-se na exigência de que a ordem do 

numerador de )(zH , seja menor ou igual a ordem do denominador (TUTTLE, 

SEERING, 1994). 

 

O numerador de )(zH  contém toda dinâmica desejável para o sinal de entrada, 

isto é, o comportamento do sistema depende do amortecimento estrutural ξ , 

bem como de suas freqüências naturais amortecidas e não amortecida. Assim, 

colocando todos os pólos do denominador em 0=z , elimina-se qualquer 

dinâmica do denominador que possa afetar a entrada )(zU . Com essa 

exigências adicionais, )(zH  agora tem a forma mais geral 
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onde C  é um ganho usado para variação da amplitude de saída da função de 

transferência do formatador, fazendo com que a soma das amplitudes seja 

igual a um. Desta forma, a seqüência de torques impulsivos do formatador, não 

ultrapassa o valor de torque de 1 Nm, usado na análise de resposta em 

freqüência, para encontrar os modos ressonantes do sistema. 

 

2.1 Robustez e Múltiplos Modos de Vibração 

A Equação (2.6) é uma versão pouco robusta de )(zH , isto é, há somente um 

zero para cada pólo do sistema. É possível obter um formatador mais robusto 

às variações ou imprecisões nos parâmetros do sistema que definem um 

determinado modo, alocando-se mais zeros para o pólo em questão (TUTTLE, 

SEERING, 1994). A forma mais geral de )(zH , é definida agora como 
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onde cada zero ip  é repetido in  vezes, resultando numa robustez de 

ésimani −  ordem. Um gráfico no plano-z dos zeros do formatador e dos pólos 

do sistema é mostrado na Figura 2.2. 

 

 
Figura 2.2: Zeros sobre os pólos do sistema no plano-z. 

 

Como exemplo é considerado um sistema com modos de vibração em 

Hzf  796,11 =  e Hzf  804,12 =  e razão de amortecimento 002,0=ξ . Para 

neutralizar as vibrações geradas por 1f  e 2f , zeros devem ser alocados sobre 

cada pólo. 
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Figura 2.3: Exemplo de pólos do sistema no plano-z. 

 

A Figura 2.3 mostra a localização de dois pólos complexos e seus conjugados 

no plano-z. Quando pólos indesejáveis do sistema estão suficientemente 

próximos entre si, como os situados no segundo e terceiro quadrantes do 

círculo unitário, é possível adotar um número menor de zeros para o 

formatador; zeros esses estrategicamente posicionados no plano-z (TUTTLE, 

SEERING, 1994). 

 

Assim, é possível projetar uma versão inicial para o formatador que responda 

adequadamente ao requisito de robustez, isto é, o sistema torna-se mais 

estável às incertezas dos pólos e, ao mesmo tempo, incorpora um número 

menor de zeros. Reduzir o número de zeros do formatador significa reduzir o 

número de amplitudes impulsivas do mesmo e consequentemente o número de 

passos dado pelo motor. 

 

Para neutralizar os dois pólos da Figura 2.3 são necessários dois zeros no 

formatador com as mesmas raízes complexas dos pólos como é mostrado na 

Figura 2.2. Alternativamente, poder-se-ia utilizar um zero, ao invés dos dois 

inicialmente previstos, onde ele seria alocado, estrategicamente, entre os pólos 

posicionados no segundo e terceiro quadrantes do círculo unitário, como 
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mostra a Figura 2.4. Assim, a dinâmica da planta, representada por esses dois 

pólos não seria cancelada completamente, mas seria reduzida a níveis 

aceitáveis. 

 

 
Figura 2.4: Pólos e Zeros do sistema no plano-z. 

 

2.2 Implementação do formatador H(z) no Domínio do Tempo 

A implementação no domínio do tempo é feita expandindo os termos da 

equação (2.7): 
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onde ia  com )nn2(n  ,2 ,1 m21 +++= KKi ,representam as amplitudes 

impulsivas de )(zH . Os pólos e zeros do plano-z são mapeados para o plano-s 

utilizando-se a relação 
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. (2.9) 
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Assim, obtém-se o equivalente da função de transferência H(z) para o plano-s, 

dados por: 
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Dividindo o numerador pelo denominador na expressão (2.10) e fazendo a 

transformada inversa de Laplace, obtém-se o formatador no domínio do tempo. 
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(2.11) 

 

A Expressão (2.11) representa uma série de 12 +N  impulsos de diferentes 

amplitudes, onde mnnnN +++≡ ...21  é o número de zeros do formatador. 

Esses impulsos são igualmente espaçados no tempo pelo período de 

amostragem T. 

 

Para um dado conjunto de zeros do formatador, há vários períodos de 

amostragem T e as amplitudes adimensionais ia  variam de acordo com o 

período escolhido. Assim, o mesmo procedimento teórico de minimizar a 

vibração alocando zeros sobre ou próximos dos pólos, obtém um conjunto 

infinito de amplitudes impulsivas com espaçamentos de tempo T 

correspondentes. 
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2.3 Extensão do Cancelamento pólo-Zero para o Motor de Passo 

A função de transferência do formatador obtida por Singer e Seering (1990) e 

Rappole, Singer e Seering (1994), deve ser convolucionada com uma entrada 

arbitrária. Por simplicidade, supõe-se a entrada arbitrária como sendo um 

torque constante. A convolução das seqüências de impulsos do formatador 

com um torque constante, resulta numa série de torques impulsivos, que estão 

relacionados com as amplitudes ia . A seqüência de torques impulsivos que 

neutralizam os modos de vibração associados às freqüências 1f  e 2f ,do 

exemplo apresentado, com período de amostragem T=1,8612 s é: 

 

)4(092,0)3(2234,0)2(3346,0)(2431,0)(1078,0)( TtTtTtTttth −+−+−+−+= δδδδδ (2.12) 

 

A Figura 2.5 mostra um conjunto representativo de amplitudes impulsivas para 

o período de amostragem escolhido. 

 

Figura 2.5: Amplitudes de impulsos gerados para neutralizar 1f e 2f . 

 

Um atuador do tipo motor de passo não pode produzir um torque específico, 

pode somente incrementar o ângulo do eixo de saída, no sentido horário ou 

anti-horário, a uma dada taxa medida em passos por segundo. Uma vez que 

um impulso calculado é impossível de se produzir com um motor de passo, 

propõe que um número variável de passos do motor, tenha o efeito similar, 

sobre a estrutura (DOHERTY, TOLSON, 1998), desta forma cada torque 

1a

2a

3a

4a0a
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impulsivo é transformado em uma seqüência de passos do atuador. Então, 

grandes amplitudes impulsivas resultam em seqüências de passos mais 

longas, como mostrado na Figura 2.6. 

 

 
Figura 2.6: Amplitudes impulsivas e aproximação para seqüências de passos. 

 

Por último, as seqüências de passos são deslocadas no tempo. Assim, cada 

seqüência é centrada em relação ao instante de tempo do impulso original, 

como mostra a Figura 2.7. 

 
Figura 2.7: Aproximações para seqüências de passos deslocadas no tempo. 
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2.4 Seleção e Implementação de Seqüências de Passos para Controle de 

Vibração 

Pode ser obtido um número infinito de funções de transferência para o 

formatador de entrada. Entretanto, o formatador tem que ser capaz de: 

• eliminar modos de vibração indesejáveis do sistema, 

• fornecer robustez devido as incertezas do sistema, 

• deve considerar o efeito de causalidade, 

• precisa minimizar distorções do comando de entrada, 

• os comandos do formatador não pode exceder os limites do motor de 

passo. 

 

Assim, não é permitido que a maioria dessas possíveis funções de 

transferência seja implementada e favorece algumas em detrimento de outras. 

 

2.5 Erro de Arredondamento 

A seqüência de passos produzida pelo procedimento da Seção 2.2 em geral 

não consiste de um número inteiro de passos e precisa ser arredondada para 

valores inteiros, para poder ser implementada por um motor de passo. O erro 

total produzido pelo arredondamento das amplitudes é definido por 
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3 MODELO MATEMÁTICO DE UM MOTOR SÍNCRONO DE INDUÇÃO 

3.1 Introdução 

Nesse capítulo, a intenção não é de analisar em profundidade as 

características de todos os motores de passo que podem ser considerados, e 

sim, um tipo específico de motor, que é o motor de passo com ímã permanente 

e quatro bobinas no estator (motor síncrono de indução). O objetivo é obter um 

sistema de equações diferenciais ordinárias de primeira ordem, que represente 

o comportamento do motor de passo sob a condição de funcionamento, com 

base no trabalho de Singh (1972). Quando não for o caso, a referência será 

indicada. 

 

Um motor de passo é um atuador incremental eletromagnético, que converte 

pulsos digitais de entrada em movimento de rotação na saída, quando 

devidamente controlado os passos de saído do motor. Esses passos são 

sempre iguais ao número de pulsos de entrada. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figura 3.1: Motor síncrono de indução magnética 
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Para ilustrar o principio de operação do motor síncrono de indução magnética, 

a Figura 3.1 apresenta as características principais do motor, composto por um 

roto e um estator projetado por Kuo (1972). O rotor possui internamente um 

ímã permanente e é dividido em duas seções uma representando o pólo norte 

e a segunda o pólo sul do ímã. As seções são desalinhadas uma em relação à 

outra de um dente e cada seção possui cinco dentes. O ângulo entre cada 

dente é de o72 . O estator possui duas fases e quatro bobinas em sua 

configuração. 

 

Quando as duas fases das bobinas do estator são energizadas de um modo 

seqüencial, o motor é capaz de dar um passo de o18 . A Tabela 3.1 apresenta a 

seqüência de chaveamento das bobinas requerido para girar o rotor no sentido 

horário ou anti-horário. 

 

Tabela 3.1: Combinação de seqüência de chaveamentos das bobinas para girar o 

rotor no sentido horário ou anti-horário. 

passo rotação no sentido horário rotação no sentido anti-horário 

 CH1 CH2 CH1 CH2 

1 + + + + 

2 - + + - 

3 - - - - 

4 + - - + 

 

Cada operação de chaveamento corresponde a um ângulo de passo, igual a 

um quarto do ângulo entre dois dentes de uma das seções do rotor. Então, 

quatro operações de chaveamento são requeridas para avançar um dente do 

rotor. Com cinco dentes em cada seção do rotor, vinte chaveamentos serão 

necessários para o motor dar uma revolução. Nesse caso, esse é um motor de 

vinte passos por revolução. 
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O desenvolvimento do torque em um motor síncrono de indução magnética é 

baseado no princípio que quando as bobinas do estator são energizadas, um 

fluxo magnético surge o qual interage com o campo magnético do ímã 

permanente, de tal modo, que o rotor se moverá devido à força magnética 

gerada pelos dois campos. A Figura 3.2 ilustra como o rotor busca o 

alinhamento com o campo magnético, devido à energização das bobinas do 

estator, chaveadas com a seqüência da Tabela 3.1 para uma rotação no 

sentido horário. 

 

Assumindo que as bobinas do estator são magnetizadas de tal modo que 

quando CH1 é positivo e CH2 negativo, como mostrado no passo 4 da Tabela 

3.1, os pólos do estator são magnetizados como na Figura 3.2a. Agora se a 

corrente na fase 1 não muda enquanto que na fase 2 é revertida, nós temos a 

situação do passo 1 com CH1 e SW2 positivos. Os pólos do estator agora são 

magnetizados como mostrado na Figura 3.2b e o rotor gira no sentido horário 

de o18  para a nova posição de equilíbrio. Igualmente, o próximo passo altera 

VH1 para negativo e CH2 para positivo. Os pólos do estator agora são 

magnetizados como mostra a Figura 3.2c, com a posição do rotor agora 

deslocada outros o18  no sentido horário em relação à Figura 3.2b. 

Continuando o processo, Figura 3.2d e 3.2e a seqüência completa de 

chaveamento desloca o rotor de o72 . Pode-se também inverter facilmente a 

seqüência de chaveamento, reverte à direção de rotação. 
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Figura 3.2: Posicionamento do rotor de um motor síncrono de indução devido à 

seqüência de chaveamento das bobinas do estator. 
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O motor de passo oferece as seguintes vantagens em relação aos motores 

elétricos de correntes contínua ou alternada (Kuo, 1972): 

1.  O motor de passo é um projeto onde seu movimento é inerentemente 

discreto, sendo compatível com técnicas de controle digital e de fácil 

adaptação com outros componentes digitais; 

2.  O erro de posicionamento do motor de passo é não acumulativo; 

3.  É possível realizar posicionamento com precisão e controle de 

velocidade em um sistema de malha aberta. 

4.  O consumo de potência para operações intermitentes é reduzido 

durante período em que o motor de passo está desligado; 

 

Para derivar um sistema geral de equações para um motor de passo com N-

fase, quatro relações distintas são necessárias para modelar adequadamente 

qualquer motor de passo, que são:  

 

1.  a lei da conservação de energia; 

2.  a lei de indução magnética; 

3.  as leis para circuitos elétricos de Kirchoff; 

4.  as leis da mecânica de Newton. 

 

3.2 Equações Governantes do Motor de Passo 

Na Seção 3.1 foi apresentado o principio de operação de um motor síncrono de 

indução magnética. Na Seção 3.2 o desenvolvimento das equações dinâmicas 

para o motor de passo utilizado no desenvolvimento desse trabalho é 

apresentado. 

 

A Figura 3.3 ilustra tal motor de passo, com oito bobinas sobre o estator e um 

rotor magnetizado por um ímã permanente inserido no seu núcleo. O rotor 

possui 50=rN  dentes , 40=sN  dentes no estator e 2=p  pólos por fase 
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sobre o estator. As duas seções do rotor estão defasadas de meio dente com 

relação aos dentes do estator, resultando em um ângulo de passo de 

 

 

o8,1
200
360

4
360

===
rN

A
 (3.1) 

 

 

 

(a) 

 

(b) 

 

Figura 3.3: (a) Rotor com cinqüenta dentes, (b) Estator com quarenta dentes. 

 

O ímã permanente é representado por uma bobina equivalente, que possui FN  

voltas e conduz uma corrente de Fi  ampéres. Desta forma a força 

magnetomotriz desenvolvida pelo ímã permanente é definida como sendo 

 

 
FFF iNF =2

. (3.2) 
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Tendo as características físicas do motor de passo, para o desenvolvimento do 

modelo matemático é assumido que: 

1 – O circuito magnético é linear; 

2 – A permeância, que é uma medida da abilidade de um material conduzir 

fluxo magnético, para o k-ésimo dente do estator na seção I do motor é: 

 

 
)](cos[ skrrvfk NPPP θθ −+=

 (3.3) 

 

e a permeância do k-ésimo dente do estator na seção II do motor é: 

 

 
)](cos[ skrrvfk NPPP θθ −−=

 (3.4) 

onde  

kk PP ,  são as permeâncias do k-ésimo dente das seções I e II, 

respectivamente; 

fP  é o valor médio da permeância; 

vP  é a magnitude de pico da variação da permeância devido a posição do 

rotor; 

rN  é o número de dentes do rotor; 

skθ  é a posição do k-ésimo dente do estator em relação a um eixo de referência 

fixo; 

rθ  é a posição do rotor em relação ao eixo de referência fixo. 

 

Se cada bobina do estator tem um número ímpar de dentes e passando pelo 

dente central de uma das bobinas um eixo de referência, esse dente é rotulado 

como o dente de número zero. Assim, todos os outros dentes serão numerados 

na seqüência de 1 até 1−sN  no sentido anti-horário.  
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Então skθ  pode ser escrito como 

 s

sk
N

kπ
θ

2
=

 (3.5) 

com k = 1 até 1−sN . 

 

No eixo do rotor, a referência 00=rθ  é escolhida como a posição de equilíbrio 

do rotor quando a fase da bobina de referência é energizada. 

As bobinas são distribuídas sobre o estator com um ângulo de o45  em relação 

a bobina anterior. O número de voltas vinculadas ao k-ésimo dente do estator 

devido a cada fase da bobinas são: 
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 (3.6) 

 

onde kdkckbka NNNN ,,, , são os números de voltas vinculadas do k-ésimo dente 

do estator devido as bobinas da fase a e b, c e d respectivamente; pN  é o 

número de picos efetivo de voltas por pólo de cada fase. 

 

Usando a lei de Kirchoff para a tensão elétrica nos terminais do motor e a lei de 

indução eletromagnética de Faraday, a equação diferencial ordinária linear de 

primeira ordem, representando o comportamento temporal da corrente elétrica 

para cada bobina será: 
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, (3.7) 

 

sendo dcbajj ,,, , =λ  o fluxo magnético concatenado de cada bobina e do ímã 

permanente expresso por, (Singh,1972): 
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, (3.8) 

 

onde kkL  é a auto-indutância da fase k; e k=a,b,c,d. kllk LL = é a indutância 

mútua entre as fases l e k com kl ≠ ; dcbal ,,,=  e dcbak ,,,= . No caso do ímã 

permanente FkF iL , k = a, b, c, d representa o fluxo gerado da fase k devido à 

força magneto-motriz do ímã permanente. As indutâncias na Equação (3.8) são 

independentes das correntes, dependendo somente da posição angular do 

rotor. 

 

As indutâncias devem ser calculadas, isso é feito encontrando o fluxo 

desencadeado pelas respectivas bobinas como função dos parâmetros do 

motor e das correntes. 

 

A força magnetomotriz (fmm) total no k-ésimo dente do estator sobre a seção I 

do rotor é dada por: 
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e a força magnetomotriz (fmm) total no k-ésimo dente do estator sobre a seção 

II do rotor será: 
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A quantidade de fluxo magnético entrando no k-ésimo dente do estator de 

ambas as secções será: 

 

 
kkkkk PFPF +=φ
. (3.11) 

 

Substituindo as equações (3.3), (3.4), (3.9) e (3.10) na equação (3.11) tem-se: 

 

f
sk

dPf
sk

cP

f
sk

bPf
sk

aPskrVFk

P
p

iNP
p

iN

P
p

iNP
p

iNNPF

)
4

3
2

cos(2)
22

cos(2     

)
42

cos(2)
2

cos(2)](cos[2

πθπθ

πθθ
θθφ

−+−+

−++−=

. (3.12) 

 

Analisando a bobina a da Figura 3., o fluxo total concatenado por ela pode ser 

escrito como: 
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ou 
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Expandindo o lado direito da equação (3.14) e usando a equação (3.5), a 

equação (3.14) fica na forma: 

 

( ) FrsVFPdsfPbsfPasfPa iNNPNNiNPNiNPNiNPN θλ cos
2
2

2
2 222 +−+=

  (3.15) 

 

O fluxo desencadeado nas bobinas b, c e d seguem os mesmo procedimentos 

matemáticos para a obtenção dos respectivos fluxos, resultando nas equações 

(3.16), (3.17) e (3.18) abaixo. 
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O fluxo desencadeado pela bobina que representa o ímã permanente devido a 

sua própria corrente Fi , será: 

 

 
FsfFFF iNPN 2=λ

, (3.19) 
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das expressões aλ , bλ , cλ  e dλ  as indutâncias do motor podem ser escritas 

como: 
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Utilizando as expressões das indutâncias (3.20) e a expressão do fluxo 

magnético desencadeado em cada bobina (3.8), a equação da voltagem para 

cada bobina pode ser escrita na forma: 
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Os termos que representam a indutância mútua nas equações da voltagem, 

geram singularidades na solução do sistema, isto é, o sistema torna-se mal 

posto. O subterfúgio foi desconsiderar os termos que representam à indutância 

mútua nas equações das voltagens, como feito por Hunghes; Lawrenson e 

Davies (1976). Essa medida faz com que o campo magnético gerado pela 

variação da corrente nas bobinas do motor de passo, induzam correntes 

apenas na própria bobina, isto é, auto-indutância. 

 

Assim, sistema de equações diferenciais ordinárias lineares de primeira ordem, 

que representa a dinâmica do motor de passo com quatro bobinas e um imã 

permanente consiste de: 

 

• Equações diferenciais para a corrente, equação 3.27 →3.30, 

• Expressão do torque (3.31), 

• As equações dinâmicas do rotor, dados por (3.25) e (3.26). 
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As equações (3.25) e (3.26) representam a dinâmica do rotor na forma de 

variável de estado, com θ  e ω  como estados. As equações de (3.27) →  (3.30) 

representam a dinâmica das correntes elétricas que circulam nas bobinas a, b, 

c e d. 

 

onde: rθ  é o deslocamento angular do rotor; 

ω  é a volocidade angular do rotor, 

aV  é a voltagem aplicada sobre a bobina a, 

bV  é a voltagem aplicada sobre a bobina b, 

cV  é a voltagem aplicada sobre a bobina c, 

dV  é a voltagem aplicada sobre a bobina d. 

cba iii ,,  e di  são as correntes que circulam pelas respectivas bobinas e Fi  é 

corrente gerada na bobina que representa o ímã. 

 

O torque desenvolvido pelo motor de passo pode ser obtido utilizando a 

expressão (Singh, 1972): 
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Substituindo os termos de indutância (3.20) na equação do torque (3.31), 

encontra-se a equação para o torque gerado pelo motor de passo, 
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3.3 Resultados Teóricos do Motor de Passo 

O modelo matemático foi desenvolvido para um motor de passo, com quatro 

bobinas no estator e um ímã permanente no rotor. O rotor possui 50 dentes em 

sua circunferência e o estator possui 40 dentes. As bobinas estão distribuídas 

ao longo do estator por um ângulo de o45  uma em relação à outra. Com estas 

especificações, o motor de passo pode ser configurado para deslocar o9,0  ou 

o8,1 , isto é, meio passo ou passo inteiro, ao deslocar de o9,0  por passo o motor 

dá 400 passos por revolução e 200 passos quando o deslocamento angular for 

de o81, . As características de funcionamento como tensão, a máxima corrente 

elétrica permitida nas bobinas e o torque são características importantes, a 

saber, para controlar com eficiência o motor de passo. 

 

O motor de passo utilizado na modelagem possui especificações do fabricante 

que estão listadas na Tabela 3.2. 

 

 

 

 



 56  

Tabela 3.2: Especificações do motor de passo 

Tensão nominal ( V ) 12,0 

Corrente ( A/fase ) 0,60 

Resistência ( Ω /fase ) 20,0 

Indutância ( Mh/fase ) 30,0 

Holding torque ( kgf.cm)* 5,00 

Detent torque ( gf . cm ) 400 

Inércia do rotor ( g . cm2) 120 

Ângulo de passo 1,8o 

Passos/revolução 200 

* das especificações do fabricante, 5,0 kgf . cm é o torque máximo do motor para um número 

mínimo de passos de 130 PPS aproximadamente. 

 

O sistema de equações diferencias ordinárias de primeira ordem para o motor 

de passo, foi resolvido utilizando o pacote Simulink® do software MatLab® com 

integrador Runge-Kutta de quarta ordem. Os resultados obtidos são discutidos 

a seguir.  
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Figura 3.4: deslocamento angular do rotor 

 

A Figura 3.4 representa o deslocamento angular do rotor durante o período de 

0,24 segundos. No primeiro período de tempo de 0,02 segundos, quatro 
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bobinas são acionadas fazendo com que o primeiro dente do rotor alinhe com o 

dente do estator deslocando-o de um ângulo igual a o9,0 ,como mostra a Figura 

3.5a. Após 0,02 segundos, duas bobinas são acionadas fazendo o rotor 

deslocar mais o9,0 , Figura 3.5b. A força eletromotriz gerada pela corrente que 

atravessam as bobinas desloca o rotor fazendo com que o próximo dente 

subseqüente alinhe-se com o próximo dente do estator. Utilizando-se de uma 

seqüência lógica adequada, um novo deslocamento acontecerá quando uma 

nova seqüência de bobinas for acionada. Quando os acionamentos das 

bobinas são feitos de uma forma seqüencial específica, o motor de passo pode 

ser controlado, para girar no sentido horário ou anti-horário.  

 
Figura 3.5: Seqüência de acionamento das voltagens nas bobinas 

 

A seqüência de acionamentos das bobinas é única, uma vez fixado o nível de 

tensão e o instante de acionamento de cada bobina, elas não mais se alteram 

no decorrer do tempo. A seqüência de magnetização das bobinas, mostrada na 
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Figura 3.5 faz com que o rotor gire no sentido anti-horário, gerando um perfil de 

corrente. Uma análise qualitativa é feita para a equação (3.27), de maneira a 

explicar o comportamento da corrente mostrado na Figura 3.6. 
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Figura 3.6: a) Perfil de corrente da bobina a, b) visão ampliada.  

 

Antes da bobina a ser acionada, a corrente que passava por ela é 0=ai A. 

Após a energização, um estado estacionário é atingido pela corrente com um 

valor de 6.0≈ai A. Então, quando 0≈dtdia , a expressão (3.27) se reduz 

para: 

 

 
( ) aarFrsVFPa ri

dt

d
NiNNPNNV =+

θ
θsin

. (3.33) 

 

Neste estágio o rotor já está alinhado com a bobina, assim, 0=dtdθ  e a 

equação fica na forma: 

  aaa riV =  (3.34) 

 

Sabendo que 12=aV V e Ω= 20ar , a corrente ai atingirá o estado estacionário 

com o seguinte valor: 
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Aii aa 602012 .=⇒= , 

 

como é mostrado na Figura 3.6 b. 

A transição da corrente nula para a corrente estacionária, não ocorre 

abruptamente em 0=t  segundos. Então, logo após 0=t  segundos, a corrente 

ai  é tão pequena, que o termo aa ir  pode ser ignorado resultando em, 
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Próximo de 0=t  segundos, a velocidade angular dtdθ  é também muito 

pequena, podendo também ser desconsiderada. 

 

Assim, 
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Então, no início a corrente possui um comportamento linear. 

 

A variação que ocorre entre os instantes de tempo 0=t  até a corrente atingir o 

estado de regime permanente foi obtida numericamente, como é mostrado na 

Figura 3.6. 

 

Ao se desligar a bobina a, 0=aV  e a equação da fica descrita por: 

 

 dt

di
NPNri a

sfPaa
20 +=

, (3.37) 

 

com a condição inicial Aia 60,= . 
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A solução da equação (3.37) com a bobina a sendo desligada em 

02,01 =t segundos é: 

 

)(
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tt
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r
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sfP
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eIi
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=
.  (3.38) 

 

A corrente ai , após a voltagem ser desligada possui um comportamento 

exponencial, indo para zero assintoticamente como é mostrado na Figura 3.5b. 

O mesmo raciocínio é utilizado nas equações para as bobinas b, c e d. 

 

Na Figura 3.6, o motor de passo ficou ligado durante 0,24 segundos, sendo 

configurado para que ele dê 50 passos por segundo. Por causa da 

configuração estrutural do motor de passo, para que o rotor se desloque de um 

ângulo de o9,0  é requerido no modelo matemático que as bobinas bb ′−  e 

dd ′−  não sejam acionadas, mesmo assim uma corrente é gerada nessas 

bobinas, devido à alteração na velocidade angular do rotor no terceiro termo 

em suas equações diferenciais. Consequentemente surge um campo 

magnético devido à variação da corrente durante esse período. Assim, pode-se 

inferir que as bobinas bb ′−  e dd ′−  atuam para estabilizar o rotor na posição 

de equilíbrio. 

 

A seqüência de acionamento das bobinas gera um trem de correntes, com 

amplitudes máximas de 0.6 A e período de acionamento de 0,16 segundos. 

Neste intervalo de tempo, oito estados são acionados, cada um com duração 

de 0.02 segundos. É desejado que o eixo do rotor gire de o810, em relação à 

posição de equilíbrio inicial que será explicado no Capítulo6. Como o ângulo de 

passo do motor é o9,0 , então, em 0.24 segundos o eixo do rotor movimenta-se 

deste deslocamento angular. 

 

Isso faz surgir uma seqüência de torques impulsivos, representado 

teoricamente pela equação (3.32). 
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Figura 3.7: Seqüência de torque gerado pelo motor durante período de 0,24 s 

 

A Figura 3.7 representa a seqüência de torque gerada pelo motor de passo 

durante o período de 0,24 segundos e utilizando o modelo matemático dado 

pela equação (3.32).  

 

3.4 Resultados Experimentais do Motor de Passo 

O motor de passo utilizado para o controle de vibração, é um dispositivo 

mecânico eletro-magnético que é controlado por meio de um software 

específico. 

 

O motor de passo pode adquirir três configurações de estado: 

• desligado, neste estado o motor não consome energia, não havendo 

alimentação de corrente para as bobinas; 

• parado, pelo menos uma bobina está energizada e o rotor está alinhado 

em uma posição de equilíbrio, neste caso há consumo de energia 

elétrica enquanto a bobina estiver ligado; 
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• rotacional, as bobinas são energizadas de forma seqüencial, 

impulsionando o motor a girar no sentido horário ou anti-horário 

dependendo da seqüência de acionamento. 

 

 
Figura 3.8: Gráfico do torque do motor 

 

O gráfico do torque versus pulsos por segundo (PPS) fornecido pelo fabricante 

é ilustrado na Figura 3.8. Neste gráfico o torque produzido pelo motor, com 

número de passos inferior a aproximadamente 130 PPS, não é especificado. 

Entretanto, a taxa de passos utilizada neste trabalho foi de 50 PPS. Essa taxa 

foi escolhida analisando os resultados experimentais do torque de reação na 

direção-Z, coletados pelo sensor de força e torque. O comportamento do torque 

de reação obtido experimentalmente para quatro intervalos de acionamentos 

st 010,01 = , st 015,02 = , st 020,03 =  e st 030,04 =  está na Figura 3.9. 
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(a) t = 0,010 s 
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(b) t = 0,015s 
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(c) t = 0,020s 
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(d) t = 0,030s 

Figura 3.9: Resultados experimentais o torque de reação na direção-Z para quatro 

diferentes intervalos de acionamento das bobinas do estator. 

 

O objetivo era encontrar o melhor intervalo de tempo de acionamento das 

bobinas do estator, para que a asa que representa os painéis solares solidária 

ao eixo do motor, tivesse pouca influência na estrutura. Observou-se para o 

motor utilizado que intervalos de acionamentos das bobinas, menores que dez 

milisegundos fazem com que o motor perda o torque e começo a oscilar, e 

intervalo de acionamento igual ou maior que trinta milisegundo, afetam de 

forma significativa o comportamento da estrutura. Devido a estas observações, 
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o melhor intervalo de tempo para o acionamento das bobinas é de vinte 

milisegundos, resultando em uma taxa de cinqüenta passos por segundo. 

 

Os dados sobre o torque de reação da estrutura são adquiridos pelo sensor 

força-torque. O conjunto motor de passo e sensor foi fixado em uma plataforma 

como mostrado na Figura 3.10 e no eixo de rotação do motor, uma asa 

representando os painéis solares foi conectada. 

 

 
Figura 3.10: Experimento usado para obter o torque de reação 

 

Com uma seqüência de acionamentos adequada, o rotor girou no sentido 

horário e a cada acionamento das bobinas, um deslocamento angular de 
o9,0 aconteceu, sendo o torque gerado nesta ação suficiente para rotacionar a 

asa conectada ao eixo do rotor. 

 

Ao se energizar cada bobina, uma parada abrupta acontece a cada 

alinhamento do rotor com o estator. Devido à inércia rotacional da asa, o 

sensor de força-torque registra o torque de reação, sendo os dados 

armazenados em um computador digital. O torque de reação obtido 
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experimentalmente pelo esquema da Figura 3.10, foi comparado com o torque 

de reação obtido teoricamente. 

 

As duas curvas apresentam um comportamento semelhante, sugerindo que a 

influência da indutância mútua no modelo teórico do motor de passo, pode ser 

desconsiderada como sugerido por Hughes, Lawrenson, e Davies (1976), 

concordando perfeitamente com o resultado experimental como é mostrado na 

Figura 3.11. 
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Figura 3.11: Torque de reação teórico e experimental 
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 A medida do ângulo de passo foi coletada por meio de uma montagem 

simples, como mostra a Figura 3.12. 

 

 
Figura 3.12: Experimento de coleta de dados do deslocamento angular do rotor 

 

A Figura 3.12 ilustra o experimento utilizado para coletar os dados de 

deslocamento angular desenvolvido pelo motor de passo. O eixo do motor de 

passo está solidário ao eixo do potenciômetro, um componente eletrônico que 

possui resistência elétrica ajustável, utilizado para medir diferença de potencial 

pela comparação de uma força eletromotriz desconhecida com uma conhecida. 

O motor de passo está fixo a um suporte conectado ao sensor força-torque e 

este preso à base. Os terminais do potenciômetro estão conectados a uma 

fonte de tensão de 5 V.  Essa é a tensão máxima escolhida que o 

potenciômetro atinge ao completar uma revolução do motor de passo. Ao 

completar uma revolução, a tensão do potenciômetro cai para zero, iniciando-

se um novo ciclo até atingir novamente a tensão nominal de 5 V, como é 

mostrado na Figura 3.13. 
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Figura 3.13: Curva de tensão do potenciômetro 

 

Cada passo do rotor está associado a um valor de tensão do potenciômetro, 

isto é, o motor de passo pode dar 400 passos por revolução, sabendo-se que a 

tensão máxima atingida pelo potenciômetro em um ciclo é de 5 V, então, 0,025 

V corresponde a o9,0 do motor de passo. Os dados experimentais e teóricos 

obtidos para o ângulo de passo do motor estão grafados na Figura 3.14. 
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Figura 3.14: Dados experimentais e teóricos do deslocamento angular do rotor 
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Este capítulo descreve a modelagem matemática para o motor de passo. 

Foram feitas algumas considerações, como negligenciar a influência da 

indutância mútua nas bobinas do estator, simplificando o modelo. O objetivo foi 

entender o comportamento do motor de passo com quatro bobinas e um ímã 

permanente no núcleo do rotor. Obter o comportamento do torque no durante 

do tempo de acionamento e o ângulo de passo desenvolvido por esse tipo de 

motor. Os resultados apresentados nas Figuras 3.9 e 3.12 revelaram que as 

simplificações feitas não afetaram significativamente a conduta do motor de 

passo.  

 

Obtido analiticamente o comportamento do motor de passo, sendo ele validado 

pelos dados experimentais do torque de reação. O modelo matemático do 

motor de passo será utilizado no sistema de equações diferencias de segunda 

ordem, que representa um novo sistema com corpo central rígido, a asa 

também rígida representando os painéis solares e uma viga flexível como 

ilustrado pela Figura 4.1. O torque produzido pelo motor de passo, atua como 

um torque externo sobre o novo sistema. O desenvolvimento das equações 

diferencias desse novo sistema será apresentado no Capítulo5. 
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4 MODELO EXPERIMENTAL 

 
Figura 4.1: foto ilustrativa do modelo experimental. 

 

4.1 Composição do modelo experimental 

O estudo de vibrações está relacionado à análise do comportamento oscilatório 

de um corpo elástico e as forças e/ou momentos associados a ele. As 

vibrações podem ser classificadas em: vibrações livres ou vibrações forçadas. 

Quando um sistema oscila devido à ação de uma condição inicial não nula 

(posição e/ou velocidade) e nenhuma força e/ou momento externo atuam sobre 

ele, diz-se que o sistema oscila livremente. Neste caso, depende de qual modo 

de vibração o sistema foi mais excitado, caracterizado pela natureza do 

material, distribuição de massa e rigidez. A vibração forçada surge devido a 

ação de forças e/ou momentos externos, quando a freqüência de excitação 

externa coincide com uma das freqüências naturais do sistema, a energia 

cinética do sistema aumenta até atingir o estado de ressonância. Portanto, o 

cálculo das freqüências naturais é de fundamental importância em se tratando 

de controle de vibração em estruturas flexíveis. 
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Figura 4.2: Composição do modelo experimental 

 

Como exemplo de projeto de controle de vibração estrutural, induzida por um 

atuador tipo motor de passo, foi construído um modelo experimental em 

alumínio conforme mostrado na Figura 4.1 e suas freqüências naturais foram 

determinadas utilizando-se um modelo numérico representativo do modelo 

experimental. 

 

O modelo experimental é composto por: 

1. corpo central; 

2. viga flexível; 

3. massa de equilíbrio, fixada no interior do corpo central; 

4. asa representando os painéis solares, composta por uma placa no 

formato sanduíche mais yoki; 

5. motor de passo. 

 

Na extremidade livre da viga flexível, Figura 4.2 um acelerômetro foi instalado 

para coletar dados de aceleração, gerados devido ao acionamento do motor de 

passo, quando realiza uma manobra de deslocamento angular. Os dados de 

aceleração são armazenados em computador digital para serem convertidos 
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em dados de deslocamento, para análise e comparação com os dados 

teóricos. 

 

A Tabela 4.1 resume as dimensões da massa, geometria e os correspondentes 

momentos de inércia do modelo experimental. 

 

Tabela 4.1: Dimensão, massas, geometria e momento de inércia. 

  
Dimensão(m) 

 
Massa (Kg) 

 

xxI N.m.s2 
 

yyI N.m.s2 
 

zzI N.m.s2 

Corpo 
Satélite 

 
0,31 x 0,31 x 0.31 

 

 
4,219 

 

 
0,086 

 

 
0,055 

 

 
0,094 

 
Asa 
mais 
Yoki 

 
0,33 x 0,6 x 0,01 

 

 
0,708 

 

 
0, 030 

 

 
0,037 

 

 
3,058e-4 

 

Viga 
Flexível 

 
0,015 x 0,0005 x 1,2 

 
1,612e-4 

 

 
1,933e-5 

 

 
2,553e-8 

 

 
1,931e-5 

 
 

Duas estratégias de controle de vibração residual foram investigadas. A taxa de 

passos por segundo nos dois casos foi de 50 passos por segundo e as 

considerações feitas para determinar tal taxa estão apresentadas no Capítulo 

3.  

 

A primeira estratégia investiga a ação de controle, alocando um zero sobre o 

pólo do sistema, com o intuito de minimizar o comportamento oscilatório da 

viga flexível. A segunda estratégia propõe acrescentar robustez ao sistema 

devido a variações e imprecisões nos parâmetros da estrutura, por exemplo, a 

massa não estrutural como adesivos de porcas e parafusos. O número de 

zeros é duplicado e isto não acrescenta custo operacional adicional ao motor 

de passo. As duas estratégias de controle de vibração residual são 

apresentadas com detalhes no Capítulo 8 e a metodologia utilizada no Capítulo 

2. 
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5 MODELO GEOMÉTRICO TRIDIMENSIONAL DO SISTEMA DINÂMICO 

5.1 Introdução 

Neste capítulo é apresentado o modelo matemático de um sistema 

tridimensional representativo de um satélite com corpo central rígido, asa 

representando um painel solar rígido e uma viga flexível, como mostrado na 

Figura 5.1. A análise é desenvolvida como um problema de multicorpos no 

plano cartesiano. O formalismo lagrangiano é utilizado para a obtenção das 

equações governantes do movimento. O sistema de equações diferenciais 

ordinárias obtido foi integrado numericamente utilizando o integrador Runge-

Kutta de quarta ordem, sendo a viga flexível modelada como uma viga de 

Euler-Bernoulli engastada-livre e utlizando a teoria de curvatura linear. Apenas 

o primeiro modo de flexão é considerado na discretização da variável espaço-

temporal da viga e o comportamento da viga é observado durante e após o 

acionamento de um atuador tipo motor de passo. 

 

 

 
Figura 5.1: Modelo ilustrativo e foto digital do experimento para a ação de controle. 
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5.2 Modelo Geométrico Tridimensional do Sistema Dinâmico 

O comportamento de um ponto p sobre a viga flexível é observado em ralação 

a um sistema inercial de referência X, Y e Z, assim como todos os corpos que 

compõe o sistema. 

 

O modelo geométrico é constituído por um corpo rígido de formato cúbico, 

representando o corpo do satélite, podendo girar em torno do seu centro de 

massa, onde um novo sistema de referência está fixo ao corpo. Em uma das 

faces do corpo central está à asa de painéis solares, que é modelada como 

sendo rígida (como é mostrada na Figura 5.1), podendo rotacionar livremente 

em torno do seu eixo de referência-y fixo ao corpo. 

 

A viga flexível de comprimento L, com as propriedades de uma viga de Euler-

Bernulli representa o instrumento de carga útil. É um elemento estrutural que 

suporta cargas em deflexão. Internamente sofre compressão, tensão e 

cisalhamento como resultado de cargas aplicadas sobre ela. Uma ferramenta 

para a análise estrutural de uma viga é a equação de Euler-Bernoulli, onde as 

suposições usadas na formulação para o modelo são (Inman, 1996): 

• a viga possui um comprimento uniforme e de espessura fina; 

• a viga é composta de um material homogêneo, isotrópico e linear sem 

carregamento axial; 

• o plano da secção reta da viga permanece plano; 

• o plano de simetria da barra é também o plano de vibração, tal que a 

rotação e a translação são desacoplados; 

• a inércia de rotação e a deformação de cisalhamento podem ser 

negligenciadas. 
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 Assim, o desenvolvimento do modelo dinâmico é feito utilizando uma 

modelagem com múltiplos corpos, com o objetivo de formular as energias 

cinéticas e potencial para cada corpo (abordagem lagragiana). 

 

A abordagem lagrangiana utiliza a diferença entre as energias cinética e 

potencial para obter as equações de movimento do sistema em questão. A 

soma das parcelas das energias cinética e potencial de cada corpo, representa 

a energia total do sistema. O estudo do comportamento do modelo matemático 

em questão é realizado no sistema de referência inercial, então, o 

comportamento de qualquer ponto do corpo do satélite, observado no sistema 

de referência fixo ao corpo do satélite artificial, deve ser transferido para o 

sistema inercial. Uma transformação das coordenadas fixa ao corpo do satélite 

artificial para o sistema de coordenadas inercial deve ser feita, desenvolvido no 

Apêndice C. 

 

5.3 Vetor posição da Viga Flexível 

Para a obtenção da equação dinâmica da viga flexível, uma representação 

geométrica mais simplificada será considerada. A asa que representa um 

painel solar será negligenciada. O corpo flexível na Figura 5.2, é representado 

por uma viga de Euler-Bernoulli e o vetor posição R
r

 de um ponto p sobre a 

viga é determinado com relação ao sistema inercial XY. 
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Figura 5.2: vetor posição R
r

 do ponto p localizado sobre a barra flexível. 

 

Dado um ponto p localizado a uma distância z no sistema de coordenadas, fixo 

ao corpo, o vetor deslocamento R
r

 obtido em relação ao sistema inercial XYZ, 

descreve o comportamento do ponto p expresso por: 

 

 ),( tzzHR ν
rrrr

++= . (5.1) 

 

As coordenadas dos vetores R
r

 no sistema inercial são obtidas multiplicando-

se a matriz de transformação para as coordenadas inerciais, com as 

componentes do vetor das coordenadas de R
r

, no sistema de referência do 

corpo, isto é, 
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Então, 

             IzHtzRx ˆ))(cossinsinsin(cos),(sincos +++= ϕψϕθψθνψ , (5.3) 

 JzHtzRy ˆ))(sincossinsinsin(),(cossin ++−+−= ϕψϕθψθνψ , (5.4) 

KzHtzRz ˆ))(coscos),(sin ++−= ϕθθν .                                            (5.5) 

 

As derivadas das equações (5.3), (5.4) e (5.5) em relação ao tempo, 

representam as componentes do vetor velocidade do ponto p, onde z é 

constante. 

 

O vetor velocidade na forma vetorial é: 
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(5.6) 

 

Obtido o vetor velocidade do ponto p, pode-se escrever a expressão para a 

energia cinética da viga flexível, uma vez encontrado o módulo do vetor 

velocidade do ponto p. 

 

O módulo do vetor velocidade ao quadrado é obtido fazendo o produto escalar 

RR
&r&r

⋅ . 
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Obtido  || 2R
&r , a energia cinética da viga flexível pode ser determinada. 

 

5.4 Energia Cinética da Estrutura Flexível 

A energia cinética da viga flexível mostrado na Figura 28 é dada por: 
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Substituindo a equação (5.7) na equação (5.8) e têm-se: 
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O vetor ),( tzν
r

 representa a variável de deflexão do ponto p em relação ao 

sistema de referência fixo na extremidade da viga, que está engastada ao 

corpo central como mostrado na Figura 5.2. Aplicando o método dos modos 

assumidos, utilizado para discretizar as variáveis espaços-temporais, 

associadas a modelos matemáticos com parâmetros distribuídos, o vetor 

deslocamento ),( tzν
r

 pode ser discretizado por meio de uma expansão em 

funções espaciais e temporais do tipo: 
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onde n representa o número de modos a ser adotado na discretização, )(zη  

representa cada um dos modos próprios do sistema e )(tq i  são os estados (ou 

amplitudes modais) que se pretende determinar. Para uma viga engastada-livre 

as funções de forma )(zη  são dadas por: 

 

 ))sin()(sinh()cos()cosh()( zmzmzmzmz iiiii −−−= κη  (5.11) 

 

onde:  
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+
=κ

 (5.12) 

 

Lmi  está associado aos autovalores do sistema livre e não amortecido. Para o 

primeiro modo de flexão da viga 8780,1=Lmi . 

 

Substituindo a equação (5.10) na equação (5.9) se têm: 
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Da equação (5.13), observa-se que o termo que representa a expressão (5.10) 

quando está elevada ao quadrado pode ser escrita na forma: 
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Então, a energia cinética da viga flexível fica na forma: 
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Aplicando a propriedade de ortogonalidade em (5.16), onde um conjunto de 

funções )}({ tkη  é ortogonal em um intervalo bta << , se para duas funções 

quaisquer )(tmη  e )(tnη , no conjunto, )}({ tkη , 
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Define-se que: 
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Assim, a energia cinética para a viga flexível, apresentado na Figura 5.2 pode 

ser escrita na forma, 
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Considerando que o ângulo ψ  sofre influência do ângulo de saída do eixo do 

motor de passo, ângulo rθ , essa influência deve ser acrescentada ao ângulo 

ψ . A forma final da equação para a energia cinética da viga flexível será: 
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5.5 Energia Potencial da Viga Flexível 

A energia potencial da viga Flexível é definida como, 
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Levando em consideração que (ver Apêndice A) 
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Aplicando-se as propriedades de ortogonalidade na equação (5.26), a energia 

potencial da viga flexível será: 
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5.6 Cálculo do Vetor Posição e Energia Cinética da Asa de Painéis Solares  

Nesta seção será analisado o sistema corpo rígido central com uma asa de 

painéis solares como apêndice, como mostra a Figura 5.3. A asa de painéis 

solares é considerada rígida. Com esse modelo, o objetivo é obter a expressão 

para a energia cinética da asa que representa os painéis solares. O vetor 

posição que localiza o ponto Q, centro de massa sobre a asa, é denominado 

pR
r

. A asa possui a liberdade de rotacionar em torno do eixo y como mostra a 

Figura 25.3. O desenvolvimento matemático para obter a equação do vetor 

posição pR
r

 é apresentado a seguir. 

 

 

Figura 5.3: vetor posição PR
r

, ponto Q localizado sobre a asa de painéis solares. 
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Utilizando-se a matriz de rotação encontram-se as componentes do vetor PR
r

 

no sistema de coordenadas inerciais, 
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As componentes do vetor PR
r

são escritas na forma: 
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O vetor pR
r

escrito nas coordenadas do sistema de referência inercial fica na 

forma: 
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A derivada da expressão (5.30) com relação ao tempo, fornece o vetor 

velocidade para a asa que representa os painéis solares. 
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O módulo do vetor velocidade é obtido fazendo o produto escalar PP RR
&r&r

⋅ . 
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Devido à influência do motor de passo, a expressão (5.32) fica na forma: 

 

 

( )

)](sin)()sin())(cos()cos(2                        

)(cos)sin()(2)(cos)(sin)[(

222

222222
2

ϕθψϕϕθψϕθθ

ϕθϕθθψϕθθψ

rr

rrP yHR

&&&&&&

&&&&&&
&r

++++−

+++++=

(5.33) 

 

Conhecido o módulo ao quadrado do vetor velocidade PR
&r , a energia cinética 

da asa que representa os painéis solares será escrita na forma: 
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onde o segundo termo do lado direito de (5.34) é a energia cinética de rotação 

da asa que representa os painéis solares, que foi deduzida para um corpo 

rígido qualquer e simétrico no Apêndice B. 

 

Substituindo a equação (5.33) em (5.34) se obtém: 
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a energia cinética da asa que representa os painéis solares. 
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5.7 Cálculo do Vetor Posição e Energia Cinética da Massa de Equilíbrio 

A Figura 5.1 mostra os elementos que compõe sistema tridimensional. Todas 

as partes do sistema sofrem a ação da força da gravidade. A força da 

gravidade pode ser considerada atuante no centro de massa de cada corpo do 

sistema tridimensional. Em relação ao referencial inercial, o centro de massa 

do corpo central localiza-se na origem. Para o corpo que representa o yoki e a 

asa, seu centro de massa está localizado sobre o eixo-Z, que pode ser visto na 

Figura 25.3. Nesses dois corpos, a localização do centro de massa em relação 

ao sistema inercial, faz com que eles estejam em equilíbrio devido à ação da 

força da gravidade, isto é, as resultantes das forças e momentos externos que 

atuam sobre os dois corpos são nulas. Entretanto, o centro de massa da viga 

flexível em relação ao sistema de referencia localizado na extremidade 

engastada da viga a distancia z, sofre a ação de um momento externo. Neste 

caso, aparece um momento angular devido ao braço de momento (distância z). 

O torque tende a girar a viga flexível em torno do ponto de rotação, fazendo 

com que o sistema atinja uma nova posição de equilíbrio, desalinhado do 

sistema de referência inercial. Para neutralizar a influência do torque externo, 

um torque equivalente deve ser aplicado ao lado oposto. Para esse fim, uma 

massa de dois quilos foi fixada sobre a parede paralela a parede onde está 

engastada a viga flexível, fazendo com que o sistema de referência fixado ao 

centro de massa do corpo central, alinhe com o sistema de referência inercial, 

neutralizando a ação do momento angular externo. A massa de dois quilos tem 

a função de neutralizar o momento angular externo que surge, devido à 

posição do centro de massa da viga flexível, em relação ao sistema referencial 

inercial e foi denominada massa de equilíbrio. 

 

O desenvolvimento para obter o vetor para a massa de equilíbrio MER
r

, segue 

os mesmos procedimentos que foram utilizados para a asa de painéis solares. 
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Figura 5.4: Vetor posição MER
r

 que localiza a massa de equilíbrio no corpo do satélite. 

 

Assim, escreve-se: 
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As componentes do vetor MER
r

são escritas na forma: 
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O vetor MER
r

escrito nas coordenadas do sistema de referência inercial fica na 

forma: 
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Derivando a equação (5.38) em função do tempo, se obtém o vetor velocidade 

da massa de equilíbrio, 
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O módulo ao quadrado do vetor MER
&r  é obtido fazendo o produto escalar 

MEME RR
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⋅ . 
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Devido à influência do motor de passo, a expressão (5.40) fica na forma: 
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Conhecido o módulo ao quadrado do vetor velocidade MER
&r , a energia cinética 

da massa de equilíbrio será escrita na forma: 
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Substituindo a equação (5.41) em (5.42) se obtém a expressão para a energia 

cinética da massa de equilíbrio, 
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6 LAGRANGEANDO DO SISTEMA 

Encontrada a expressão para a energia cinética de cada corpo, mais a energia 

potencial elástica da viga flexível, pode-se agora montar o lagrangeano do 

sistema completo, 

 VTL total −=  (6.1) 
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6.1 Equações de Lagrange do Sistema 

Sobre o sistema em estudo é considerado que inicialmente não há força ou 

momento externo, desta forma, 

 
0

1321
===== qQQQQQ βθθθ

, (6.3) 

 

e a equação de Lagrange para cada variável será expressa como: 
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6.2 Equação Governante do Movimento para a Variável 1q  

As variáveis ϕθ,  e ψ  estão relacionadas ao deslocamento angular do sistema 

tridimensional, observadas do sistema inercial. O deslocamento angular dessas 

três variáveis deve ser pequeno. No caso das variáveis rθ  e q , elas estão 

relacionadas ao deslocamento angular do motor de passo e deslocamento 

translacional da viga flexível. Substituindo a expressão (6.2) em (6.4), observa-
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se que os termos de ordem superior a primeira ordem, relacionados a ϕθ,  e ψ  

são ainda menores. Nesse caso os termos de primeira ordem são os que mais 

afetam o comportamento da viga flexível. Também é considerado que o 

primeiro modo de vibração da viga flexível é o de interesse. 

 

Assim, obtém-se: 
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O termo 1q&ξ que representa o amortecimento estrutural para a viga flexível, foi 

acrescentado. 

 

6.3 Equação Governante do Movimento para a Variável ψ  

Substituindo a expressão (6.2) na equação (6.5) e considerando que apenas os 

termos de primeira ordem são relevantes na dinâmica, obtém-se: 
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6.4 Equação Governante do Movimento para a Variável θ  

Substituindo a expressão (6.2) na equação (6.6) e considerando que apenas os 

termos de primeira ordem são relevantes na dinâmica, obtém-se: 
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6.5 Equação Governante do Movimento para a Variável rθ  

Substituindo a expressão (6.2) na equação (6.7) e considerando que apenas os 

termos de primeira ordem são relevantes na dinâmica, obtém-se: 
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6.6 Equação Governante do Movimento para a Variávelϕ  

Substituindo a expressão (6.2) na equação (6.8) e considerando que apenas os 

termos de primeira ordem são relevantes na dinâmica, obtém-se: 
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Definindo: 

 

)cos()cos(11 ϕθα=S  

 

)sin(12 ϕα=S  

 

}  )](cos
)(

)([sin      

)](sin)(cos
)(

)[(sin)sin()sin()cos()(       

] )  (cos    )  (sin  )  (sin [  )      (     )  cos(  {

A

I

A

I

A

HM

A

yHM

A

HM

A

yHML
HL

L
HLLHqS

pczep

ep

ρρ
ϕ

ρρ
ϕ

ϕ
ρ

ϕ
ρ

θϕθθ

ϕϕθθ

+++
+

+

+
+

+++

++++=

2
22

2

2
2

2

2

2
2

222
3

222

13

2
2

3

 

}  )](cos
)(

)([sin      

)](sin)(cos
)(

)[(sin)sin()sin()cos()
2

(2       

] )  (cos    )  (sin  )  (sin [  ) 
3

     (     )  cos(  

2
22

2

2
2

2
2

2
2

222
3

222
14

A

I

A

HM

A

yHM

A

HM

A

yHML
HL

L
HLLHqS

pep

ep

ρ
ϕ

ρρ
ϕ

ϕ
ρ

ϕ
ρ

θϕθθ

ϕϕθθ

++
+

+

+
+

+++

++++=

 

}   ]  
)      ( 

    
 

  [  )  cos()  sin( )  cos(       

)  cos( )  sin( )  cos( ) 
3

     (   )  cos( )  sin(-  )cos({

22

3
22

11115

A

yHM

A

HM

L
HLLHqqS

pe

ρρ
ϕϕθ

ϕϕθϕθαϕϕα

+
−+

+++−= &

 

})qcos(  -        

 ]
)   ( 

  
 

)[sin()  sin( )  cos()sin() 
3

   {(

11

22

11

3
22

6

ϕθα

ρρ
θϕθαθ

&

A

yHM

A

HM
q

L
HLLHS

pe
+

+++++=

 

}  )(sin)(cos
)(

  )sin( )
3

  (    { 2
2

2
23

222
17

A

I

A

HM

A

yHML
HLLHqS

cyep

ρ
ϕ

ρ
ϕ

ρ
ϕ ++

+
++++=  

 

})  cos()({ 118 qS r ϕθψα && +−=  



 98  

}  
)(

  )
3

  (   {
223

22
9

A

I

A

HM

A

yHML
HLLHS cxep

ρρρ
++

+
+++=  

 

11

2

111

11

2

111

qq

qqU

r

rrr

&&&&&

&&&&&&&

ξωϕϕθθαϕϕθα

θθψϕϕθθαθϕθθθα

−−+−

++++−=

)sin()cos()  cos(        

 )cos()( )sin( )cos()cos()sin( 
 

 

112 )cos()(2 U qqr
&&& θθψ +−=  

 

1r11r11r1113 q   )  sin(  ) θ sin( αq )  cos(   θ ) θ cos( αq  )  cos( αq q  θ -{U &&&&&&&&& ϕϕθϕθϕϕθ +−−=

)( )  (co )  (co ) 
3

     (q )  (co 2
3

22
11 rss

L
HLLHs θψϕθϕϕα &&&& +++−+

})sin(
2

)(
)](cos

)(
)(sin[ )  cos( 2

1

2
2

2
2

r q
A

yHM

A

M rPME θ
θψ

ϕ
ρ

ϕ
ρ

ϕθθ
&&

&&
+

+
+

−+

1111

2
22 )cos()sin()cos()cos(]

2
)[sin()(cos)( qq

L
HL rrr

&&&&&& ϕθθαϕθθθαϕθθψ −−+++

) 
3

     (  )(cos)cos()cos(]
)(

[
3

222
22

L
HLLH

A

HM

A

yHM
rr

ep
++++

+
+ θϕϕθϕθθ

ρρ
&&&&  

 

114 )cos()(2 U qqr
&&& θθψ +−=  

 

11

22

11

11
2

5

)cos()cos(]
)(

[)sin()cos(

)cos()cos()(cos){cos(U

q
A

HM

A

yHM
q

q

rr
ep

r

rr

&&&&&&&

&&&&

ϕθθαθθθ
ρρ

ϕθθα

ϕθϕθαθϕθθ

−+
+

++

+−=

) 
2

  )(cos()sin()cos()()
3

)(cos()sin()(
2

2
3

222 L
HL

L
HLLH rr ++++++− ϕθθθψϕϕθψ &&&&

1111
2 )sin()cos()cos()(cos)cos( qq rr

&&&&&& ϕθθαϕθαθϕθθ −++  

]
)(

[)(cos)cos()cos()cos(
22

2
11

A

HM

A

yHM
q MEp

rr
ρρ

θϕθθϕϕθθα +
+

++ &&&&

]
)(

)[cos()sin()(
22

2

A

HM

A

yHM eP
r

ρρ
ϕϕθψ −

+
++ &&  

 

 

 

 



 99  

Agora as equações (6.9), (6.10), (6.11), (6.12) e (6.13) podem ser escritas na 

forma: 

111
2
12111 UqqSSSq r =+++++ &&&&&&&&& ξωθθψ                               (6.14) 

 

2116543 UqSSSSS r =++++ &&&&&&&&&& ϕθθψ                                     (6.15) 

 

3228557 UXSSSSS r =++++ &&&&&&&&& ϕψθθ                                   (6.16) 

 

4216544 UXSSSSS r =++++ &&&&&&&&& ϕθψθ                                   (6.17) 

 

56689 USSSS r =+++ ψθθϕ &&&&&&&&                                              (6.18) 

 

Substituindo a equação (6.17) por (3.25) e (3.26) que representam à dinâmica 

do motor de passo utilizado nesta pesquisa, o sistema de equações (6.19) fica 

na forma: 

 

6.7 Integração das equações governantes do movimento 

As equações governantes do movimento para o sistema completo são 

apresentadas em (6.19) e integradas utilizando o método de integração Runge-

Kutta de quarta ordem.  
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J
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                                    56689 USSSS r −=+++ ψθθϕ &&&&&&&&  
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( )
dt

d
NKriV
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L r
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Escrevendo o sistema de equações diferenciais ordinárias governantes do 

movimento (4.18) na forma de estado têm-se: 
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ou na forma matricial, 
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O sistema de equações diferencias (6.19) na forma matricial será: 

 

[ ]{ } [ ]{ } [ ]{ } { }UCXBXA ++= τ&                                     (6.20) 

 

Multiplicando ambos os lados de (6.20) por [ ] 1−
A , resulta: 

 

{ } [ ] [ ]{ } [ ] [ ]{ } [ ] { }UACAXBAX
111 −−−

++= τ& ,                            (6.21) 

 

que é o sistema a ser numericamente integrado. 
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7 DETERMINAÇÃO DOS MODOS ALVOS 

Em estruturas espaciais a liga de Alumínio é o material metálico mais usado na 

construção de satélites. Esta liga é relativamente leve, resistente, disponível no 

mercado, fácil de usinar e de baixo custo. Dentre os tipos de estruturas se 

encontram a estrutura em sanduíche, onde faces finas são separadas por um 

núcleo leve para aumentar a resistência e a rigidez com o mínimo de acréscimo 

de massa (Takahashi, W. K. 1999). 

 

Ao se dimensionar uma estrutura devem-se calcular suas freqüências naturais. 

Inicialmente, pode-se, por exemplo, modelar a estrutura utilizando-se modelos 

de vigas para uma estimativa manual. Entretanto, conforme aumenta a 

complexidade do projeto, é necessário simular uma estrutura complexa por um 

modelo numérico, como o criado com elementos finitos, para obter valores 

mais precisos das freqüências naturais. 

 

Os materiais metálicos são basicamente homogêneos e isotrópicos, enquanto 

que os materiais não metálicos como os materiais compostos são não 

homogêneos e são anisotrópicos. 

 

Para determinar os modos de vibração que acoplam mais fortemente o torque 

de entrada gerado pelo motor de passo com o instrumento de carga útil (viga 

flexível), foi feita uma análise de resposta em freqüência usando o software 

NASTRAN para o protótipo feito em alumínio (Al 5052-O) utilizado nessa 

pesquisa. 
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Figura 7.1: Modelo em elementos finitos do sistema estudado. 

 

No modelo em elementos finitos do protótipo, o nó (número 953) que une a asa 

ao corpo, representa o motor de passo, o qual imprime um grau de liberdade 

de rotação ao eixo-Z para a asa. O software NASTRAN não permite a rotação 

da asa em relação ao corpo do satélite. Devido a esta restrição, a análise de 

resposta em freqüência deve ser realizada para uma determinada configuração 

do conjunto asa-corpo-viga-flexível (modelo do protótipo). Consequentemente, 

a resposta em freqüência é encontrada para a configuração adotada. Segundo 

(Freitas, W. A. 2002), a posição relativa da asa de painéis solares não 

influencia nos modos globais de vibração do sistema, devido ao momento de 

inércia do corpo do satélite na direção Z, 2N.m.s 0938,0=ZZI , ser muito maior que 

a inércia da asa de painéis solares 2N.m.s 00031,0=ZZI . 

 

Desta forma os modos globais de vibração praticamente não se alteram 

independente da posição da asa do satélite. Os seis primeiros modos naturais 

de vibração representam o movimento de corpo rígido, e a partir do sétimo 

modo são os movimentos de corpo flexível. 
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A forma dos modos de vibração está relacionada com o deslocamento de todos 

os nós do modelo em elementos finitos. Entretanto, eles não indicam 

diretamente uma relação quantitativa do deslocamento entre a entrada, 

acionamento do motor de passo, e o movimento da carga útil. Apenas indicam 

o comportamento de como o sistema está vibrando. Assim, para selecionar os 

modos desejados para o cancelamento aplicando a teoria de cancelamento 

pólo-zero, a análise Função Resposta em Freqüência é feita. 

 

7.1 Função Resposta em Freqüência (FRF) 

A função resposta em freqüência (FRF) define quantitativamente a relação 

entre a posição de um par entrada e saída, dentro de uma estrutura, sobre uma 

gama de freqüências. A coordenada de cada posição pode ser bem definida. 

Por exemplo, o nó que representa o motor de passo tendo um torque na 

direção +Z e uma translação de saída no eixo-X e eixo-Z no nó localizado na 

extremidade da viga flexível. 

 

Para um sistema modal com dois graus de liberdade a FRF (DOHERTY, 

TOLSON, 1998), é: 

 

 
∑

= +−
=

N

r nrrnr

rjrij

ij
j

m
H

1
22 2)(

/
)(

ωωξωω

φφ
ω

 (7.1) 

 

onde há N modos à serem incluídos. O r-ésimo modo tem freqüência natural 

nrω , razão de amortecimento rξ , massa modal rm  e jrij φφ  e  correspondendo 

aos coeficientes da forma dos modos (i para o modo de entrada e j para o 

modo de saída). )(ωijH  é um número complexo e tipicamente é mostrado sobre 

um gráfico da magnitude e fase (CRAING, 1981). Para avaliar a importância de 

cada modo para a relação entrada-saída, somente a informação da magnitude 

é de interesse. 
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A resposta para todos os N modos é somado como mostra a equação 7.1. 

Utilizando a análise da função resposta em freqüência, os modos de vibração 

podem ser classificados de acordo com a contribuição de magnitude, da 

relação entrada-saída, para cada modo próximo da freqüência natural. Cada 

modo então contribui com uma magnitude específica de resposta na posição 

de saída para uma entrada unitária. Os valores obtidos da função resposta em 

freqüência são classificados e usados para identificar os modos mais 

importantes. 

 

7.2 Análise da Resposta em Freqüência 

Na análise do modelo em elementos finitos, a posição onde se encontra o 

ponto nodal que simula o torque unitário de entrada foi denotada Torque-

número 1. 

 

O Torque-número 1 realiza um torque sobre o eixo-Z como entrada e no nó 

número 256, localizado na extremidade da viga flexível, translações sobre os 

eixos-X e eixo-Y são as saídas. 

 

A Figura 7.2 mostra o gráfico da FRF para o par entrada saída Torque-número 

1, com rotação no eixo-Z e a carga útil com translação no eixo-X. A translação 

da carga útil sobre os eixos-Y e Z é praticamente nula em relação a toda gama 

de freqüências Figuras 7.3 e 7.4. Correspondendo a uma pequena taxa de 

transferência de energia do eixo-Z para os eixos-Y e Z. Desta forma, a análise 

dos modos alvos para o controle de vibração fica especificada com respeito ao 

eixo-X pela análise FRF, onde a freqüência 1,938 Hz tem uma alta magnitude 

como resposta em relação a toda gama de freqüências. 
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Figura 7.2 - Função resposta em freqüência com translação no eixo-X. 

 

 

Figura 7.3 - Função resposta em freqüência com translação no eixo-Y. 
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Figura 7.4 - Função resposta em freqüência com translação no eixo-Z. 

 

7.3 Seleção dos Modos Alvos 

O gráfico da Figura 7.2 resume o resultado da análise FRF, apresentando o 

modo de vibração que fornecem a correlação forte entre a entrada Torque-

número 1 com a saída, extremidade da viga flexível nó número 256, em 

magnitude de translação no eixo-X da viga flexível. A maior contribuição para a 

translação ao longo do eixo-X, devido à entrada Torque-número 1, é o modo 

número 7, que corresponde ao primeiro modo flexível de vibração do sistema. 

Este foi escolhido como modo alvo, para formatar o sinal de entrada do motor 

de passo, com o objetivo de reduzir a vibração residual da carga útil no eixo-X. 
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8 ESTRATÉGIA DE CONTROLE 

 
8.1 Procedimento de Projeto para a Primeira Estratégia de Controlador 

Classificado o modo de vibração, com freqüência em 1,938 Hz, o atuador para 

minimizar a vibração residual do sistema, deve seguir a seqüência de passos 

abaixo em sua implementação. Duas estratégias de seqüência de comandos 

para o motor de passo foram desenvolvidas.  

Passo 1: Identificar os pólos indesejáveis do sistema 
 

Para a freqüência natural encontrada e a razão de amortecimento 0,2% para o 

modo do sistema, o pólo no plano-Z pode ser calculado diretamente da 

equação 2.4 (TUTTLE, SEERING, 1994), 

 

 T, e, onde ReRp

T, e, onde ReRp

πT,j

πT,j

πχ

πχ
χ

χ

876,3

876,3

1
00390

111

1
00390

111

1

1

===

===
−−∗

++

. (8.1) 

 

Para minimizar a vibração residual da viga flexível na primeira seqüência de 

comandos para o motor de passo, um zero foi colocado sobre o pólo do 

sistema. O gráfico de pólo-zero do sistema é mostrado na Figura 8.1, para um 

período de amostragem T=0,1718 segundos. 

 

Figura 8.1 - Pólo e zero no plano-Z primeira estratégia de controle 
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Passo 2: Alocar zeros para melhor robustez 
 

Para sistemas com modos incertos, zeros adicionais podem ser alocados sobre 

ou próximos das posições dos pólos, para melhorar a robustez do formatador. 

Para a primeira estratégia de controle, foi assumido um zero sobro o pólo. Na 

segunda estratégia de controle de vibração, dois zeros são alocados próximos 

ao pólo do sistema. 

 

Passo 3: Construção da função de transferência do formatador 
 

Como mostrado pela equação 2.7 a função de transferência do formarador 

contendo o zero do passo 1 bem como os pólos na origem do plano-Z é 

 

 
2

11 ))((
z

z-pz-p
CH(z)

*

=
 (8.2) 

onde C é uma constante de normalização. 

 

Passo 4: Cálculo da seqüência de impulsos 
 

Substituindo a equação (8.1) em (8.2) e multiplicando os termos do numerador 

a função de transferência fica na forma 

 

 
2

21
2

)(
z

azaz
CzH

++
=

, (8.3) 

 

onde ia  são denominados amplitudes impulsivas. Utilizando a identidade 

trigonométrica χχχ ii ee −+=)cos(2  as expressões para 21  e aa ficam na forma: 
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2
1211   e  )cos(2 RaRa == χ

 (8.4) 

 

A função de transferência, equação 8.3, foi transformada do plano-Z para o 

plano-S mapeando o pólo e o zero pela relação  

 

 

sTez =
 (8.5) 

Assim, 

 
sT

sTsT

e

aeae
CzH

2
21

2

)(
++

=
 (8.6) 

 

Dividindo o numerador pelo denominador da equação 8.6 e aplicando a 

transformada inversa de Laplace, obtêm-se a seqüência de passos para o 

formatador no domínio do tempo. 

 

 
]  )2()()(  [ )( 21 TtaTtatCth −+−+= δδδ
 (8.7) 

 

Passo 5: Fazer o gráfico das amplitudes impulsivas em função do tempo e 
                selecionar o período de amostragem T. 
 

No gráfico da Figura 8.2, cada amplitude impulsiva foi calculada das 

expressões para os ia  com 2 e 1=i . Com o gráfico das amplitudes impulsivas 

determinou-se o período de amostragem, que obedecesse às condições da 

seção 2.4 em um menor intervalo de tempo. A análise da Figura 30 mostrou 

que o valor de T onde todas as amplitudes são positivas e obedecem à 

condição da seção 2.4, foi escolhido como sendo T=0,1718 segundos. O 

formatador com todos os impulsos positivos, assegura que o motor sempre 

andará em um único sentido. 
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Figura 8.2 – Gráfico das amplitudes impulsivas da primeira estratégia de controle 

 

Para o valor do período de amostragem encontrado, as amplitudes impulsivas 

agora são determinadas. A constante C é usada para normalizar a soma das 

amplitudes, fazendo com que a soma das amplitudes impulsivas não seja maior 

que o torque unitário aplicado na análise FRF. 

Assim, a seqüência de impulsos para a primeira estratégia de controle obtida 

para neutralizar a freqüência de 1,983 Hz será: 

 

 )3436,0(33352,0)1718,0(33352,0)(33352,0)(

)2(33352,0)(3352,0)(33352,0)(

−+−+=

−+−+=

tttth

ou

TtTttth

δδδ

δδδ

 (8.8) 

 

Graficamente essa seqüência de torques impulsivos e o número de passos 

relacionados são mostrados na Figura 8.3. 

 
Figura 8.3: Amplitudes impulsivas e aproximação para seqüências de passos para a 

                  primeira estratégia de controle. 
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8.2 Procedimento de Projeto para Segunda Estratégia de Controlador 

A segunda estratégia de controle considera as variações ou imprecisões nos 

parâmetros do sistema. A técnica de adicionar zeros ao formatador para 

compensar as imprecisões na identificação do pólo do sistema, segue a 

mesma seqüência de passos apresentada anteriormente. Agora, dois zeros 

com freqüências 934,11 =f  Hz e 942,12 =f  Hz, são alocados próximo do pólo de 

freqüência 938,13 =f  Hz como mostrado na Figura 8.4. O período de 

amostragem agora é T=0,129 segundos que foi obtido da análise do gráfico 

das amplitudes impulsivas, Figura 8.5. 
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Figura 8.4 - Pólo e zero no plano-Z segunda estratégia de controle 
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Figura 8.5 : Gráfico das amplitudes impulsivas da segunda estratégia de controle 

 

Os zeros do formatador podem agora ser escritos na forma: 
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 (8.9) 

 

e a função de transferência do formatador para a segunda estratégia de 

controle será: 

 

 
4
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z
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=
 (8.10) 

 

onde C é uma constante. 

 

Substituindo a equação (8.9) na equação (8.10) e multiplicando os termos do 

numerador, a função de transferência fica na forma 
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A identidade trigonométrica χχχ ii ee −+=)cos(2  permite expressar as 

constantes 4321   e  ,  , aaaa  na seguinte forma: 
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A função de transferência equação 8.11 foi transformada do plano-Z para o 

plano-S mapeando o pólo e o zero pela relação  
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 (8.13) 
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Dividindo o numerador pelo denominador da equação 8.14 e aplicando a 

transformada inversa de Laplace obtêm-se a seqüência de passos para o 

formatador no domínio do tempo, para a segunda estratégia de controle. 

Assim, a seqüência de impulsos obtidos para neutralizar a freqüência de 1,983 

Hz será: 
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Graficamente essa seqüência de torques impulsivos e o número de passos 

relacionados a (8.15) são mostrados na Figura 8.6. 

 
Figura 8.6: Amplitudes impulsivas e aproximação para seqüências de passos para a 

                  segunda estratégia de controle. 

 

8.3 Erro de arredondamento 

A seqüência de passos produzida pelo formatador, em geral não consiste de 

um número inteiro de passos. Sendo necessário o arredondamento a valores 

inteiros, para ser implementado em um motor de passo. O erro total produzido 

pelo arredondamento das amplitudes é definido como sendo a soma dos 

módulos das diferenças entre as amplitudes ia  e as amplitudes arredondadas 

( )( iaarred ) (DOHERTY, TOLSON, 1998) 
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Para o caso experimental aqui tratado, o valor de cada amplitude impulsiva ia e 

sua conversão para número de passos do motor é apresentado nas tabelas 8.1 

e 8.2: 
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Tabela8.1: Amplitudes impulsivas ia  e sua conversão para número de passos do 
motor para primeira seqüência de controle 

Período de amostragem T 0,1718 s 

Número do 

impulso(i) 

Amplitude ia  Número de 

passos 

arredondado ( ia ) )( ii aoarredondada −  

0 0,33352 4 0,33333 0,00019 

1 0,33352 4 0,33333 0,00019 

2 0,33352 4 0,33333 0,00019 

∑= 00056,1  ∑= 12  ∑= 99999,0  ∑= 00057,0  

 

Tabela8.2: Amplitudes impulsivas ia  e sua conversão para número de passos do 
motor para segunda seqüência de controle 

Período de amostragem T 0,129 s 

Número do 

impulso(i) 

Amplitude ia  Número de 

passos 

Arredondado ( ia ) )( ii aoarredondada −

 

0 0,24549 3,000 0,25000 0.00451 

1 0,01210 0,000 0,00000 0,01210 

2 0,48800 6,000 0,50000 0.01200 

3 0,01200 0,000 0,00000 0,01200 

4 0,242401 3,0000 0,25000 0.00760 

00000,1∑=  ∑= 12  ∑= 00000,1  ∑= 04821,0  

 

As duas estratégias de acionamento para o motor de passo foram 

implementadas no modelo teórico e os resultados são discutidos no próximo 

Capítulo 9. 
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9 SIMULAÇÃO: COMPARAÇÃO DOS RESULTADOS TEÓRICOS COM 

OS EXPERIMENTAIS 

O modelo matemático descrito no capítulo 6 foi numericamente integrado num 

computador digital, utilizando, para isso, o software MATLAB® e o pacote 

SIMULINK® que são produtos da empresa The Math Works Inc.. 

 

O SIMULINK é um software de extensão do MATLAB, dotado de uma interface 

gráfica e janelas acionadas por ícones e menus, apropriadas para a construção 

de modelos de simulação de sistemas dinâmicos na forma de diagramas de 

blocos. A utilização do SIMULINK® requer a execução de duas etapas: 

definição do modelo e simulação propriamente dita. Estas duas etapas podem 

ser executadas num processo simultâneo, interativo. 

Uma vez definido um modelo, a simulação pode ser efetuada por menu do 

SIMULINK® ou comandos no espaço de trabalho do MATLAB. O progresso de 

uma simulação pode ser acompanhado simultaneamente e os resultados finais 

podem ser disponibilizados no espaço de trabalho do MATLAB. 

 

9.1 Resultados Experimentais 

Para a obtenção dos dados experimentais, um protótipo foi projetado, 

desenvolvido e montado no Instituto Nacional de Pesquisas Espaciais (INPE). 

O experimento está sediado no laboratório de Vibrações Lineares e não 

Lineares da Universidade de Taubaté (UNITAU), então coordenado pelo prof. 

Dr. André Fenili. Nessa etapa foram feitas as aquisições dos dados torque de 

reação, deslocamento angular do motor de passo e deslocamento de 

translação da viga flexível. Para a viga flexível foram testadas três seqüências 

de acionamentos do motor de passo e observado a influência desses 

acionamentos no comportamento da viga flexível. Foi definido que o requisito 

de deslocamento angular para a asa que representa os painéis solares fosse 

de o8,10 . Deslocamento suficiente para tirar a viga flexível de sua posição de 

equilíbrio e análise de seu comportamento. 
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A primeira seqüência de passos faz com que o motor de passo execute uma 

rotação de o8,10  durante 0,24 segundos, com uma taxa de rastreio de 50 PPS. 

A idéia é fazer com que o motor execute 12 passos no menor tempo possível, 

dentro das especificações feitas no capítulo 2. A segunda e a terceira 

seqüências de passos foram projetadas para controlar a vibração de um ponto 

específico na estrutura do satélite, onde os torques impulsivos de controle, que 

estão relacionados com as amplitudes ia foram transformados numa seqüência 

de passos para o motor. Duas seqüências de formatação do sinal de entrada 

para o motor de passo foram projetadas. 

 

O modelo em laboratório foi estabilizado de forma que seus eixos de 

coordenadas cartesianas fixos ao corpo do satélite, ficassem alinhados com os 

eixos do sistema inercial, como descrito no capítulo 5. Para isso um método 

não ortodoxo de controle de atitude, mas eficiente, foi utilizado como controle 

passivo de atitude do sistema. O sistema de controle passivo de atitude foi 

construído utilizando-se garrotes, um material elástico de formato cilíndrico e 

oco, utilizado na área farmacêutica para estancar o fluxo sanguíneo durante 

operação de coleta de sangue. A Figura 9.1 ilustra o sistema de controle 

passivo utilizado. Os garrotes têm a função de neutralizar o efeito da força da 

gravidade que atua sobre as partes da estrutura. Concomitantemente é um 

agente restaurador da posição de equilíbrio do sistema, porque torques 

impulsivos gerados pelo motor de passo atuam sobre a estrutura deslocando-a 

da sua posição de equilíbrio. As deformações elásticas sofridas pelos garrotes 

são proporcionais à tensão aplicada e geram uma força restauradora, fazendo 

com que o sistema retorne a posição de equilíbrio estático. 
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Figura 9.1: Foto ilustrativa do sistema de controle passivo da atitude do sistema 

 

No caso do sistema de controle de atitude utilizado no modelo teórico, foi 

utilizado o LQR (Linear Quadratic Regulator). A estratégia LQR é baseada 

definindo uma função custo que deve ser minimizada,  

 

 
[ ]∫ += dtPuuxQxuJ TT ~~

2
1

)(
 (9.1) 

 

onde )()()(~ txtxtx d−= , )(txd  é o vetor de estado de referencia e )(tx  é o vetor 

de estado do sistema e Q  e P  são matrizes de ponderação que são 

constantes. A lei de controle linear que minimiza a função custo J  é dada por 

(Fenili, A. 2006): 

 
)(1 sKxBRu T +−= −

 (9.2) 

 

onde K é uma matriz simétrica definida positiva que satisfaz a equação 

algébrica de Ricatti dada por, 

 

 
01 =−++ − KBKBRQKAKA TT

 (9.3) 

e s  é a solução de: 
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0)( 1 =−− −

d

T QxsKBRA
. (9.4) 

 

As matrizes de lei de controle são definidas como: 
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Uma análise comparativa entre os dados experimentais e os teóricos foi feita. 

O objetivo foi observar o comportamento da viga flexível durante o intervalo de 

tempo de acomodação e avaliar as duas estratégias de controle de vibração 

residual, isto é, observar se houve redução no comportamento oscilatória da 

viga flexível, após o motor de passo executar a manobra de apontamento da 

asa que representa os painéis solares. 

 

 A conduta da viga devido à execução das duas estratégias de controle foi 

comparada com a primeira seqüência de acionamento para o motor de passo, 

que executa um deslocamento angular de o8,10  no menor intervalo de tempo. 

Os resultados numéricos e experimentais são apresentados a seguir. A Figura 

9.2 apresenta uma comparação entre as curvas teórica e experimental da viga 
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flexível, devido à primeira seqüência de acionamento do motor de passo. Nas 

duas curvas o motor foi acionado durante 0,24 segundos, executando 12 

passos. Após 0,24 segundos o motor de passo foi desligado e a amplitude da 

viga decaiu exponencialmente no decorrer do tempo, com um amortecimento 

estrutural 002,0=ξ . Pode-se inferir que o modelo teórico apresenta um 

comportamento satisfatório, comparado com os dados experimentais.  
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                                  (a)                                                            (b) 

Figura 9.2: Resultados teórico e experimental: (a) curva teórica devido à primeira 

                  seqüência de acionamento do motor de passo; (b) curva experimental 

                  devido a primeira seqüência de acionamento do motor de passo. 

 

A primeira estratégia de controle para minimizar as vibrações da viga flexível 

está representada pela curvas da Figura 9.3, em (b) estão os dados da primeira 

estratégia de controle obtidos experimentalmente e em (a) o resultado teórico 

da mesma estratégia de controle. Na primeira estratégia, o motor de passo é 

acionado em um período de amostragem 1718,0=T segundos. A cada período 

T o motor executa quatro passos, sendo necessários três períodos de 

amostragem para o motor de passo rotacionar de o8,10 . Comparando a 

primeira estratégia de controle (nesse caso um zero foi posicionado sobre o 

pólo do sistema) com a curva da primeira seqüência de acionamento Figura 

9.2a, o comportamento da viga flexível teve uma redução de 81% em sua 

amplitude após o motor se desligado, ilustrado na Figura 9.4(a). Os dados 

experimentais também apresentaram uma redução no comportamento 
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oscilatório da viga flexível, ao se aplicar a primeira estratégia de controle. 

Aproximadamente sete segundos após a manobra de deslocamento angular da 

asa, que representa os painéis solares, o comportamento oscilatório da viga 

flexível ficou bem inferior ao comportamento oscilatório devido à primeira 

seqüência de acionamento do motor de passo, como está ilustrado na Figura 

9.4(b). 
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Figura 9.3: Primeira estratégia de controle (a) curva teórica e (b) dados experimentais 
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                                  (a)                                                                  (b) 

Figura 9.4: Primeira estratégia de controle versus acionamento sem controle, 

                          (a) teórico e (b) experimental 

A segunda estratégia de controle considerou possíveis variações e imprecisões 

nos parâmetros do sistema, devido à massa não estrutural, como adesivo para 

porcas e parafusos. Nesta segunda estratégia de controle de vibrações 



 128 

residuais, houve uma redução apreciável no comportamento oscilatório da viga 

flexível comparado novamente com a curva da primeira seqüência de 

acionamento do motor de passo. A alocação de mais um zero próximo ao pólo 

do sistema, não neutralizou completamente sua influência, contudo, fez com 

que a amplitude da viga flexível decaísse para valores inferiores, comparados à 

primeira seqüência de acionamento do motor de passo, que pode ser 

observado nas Figuras 9.5a e 9.5b. A Figura 9.6 mostra a sobreposição da 

segunda estratégia de controle de vibração residual da viga flexível, com a 

primeira seqüência de acionamento do motor de passo, tanto para os 

resultados teóricos como para os resultados experimentais. 
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Figura 9.5: Segunda estratégia de controle 
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Figura 9.6: Segunda estratégia de controle versus primeira seqüência de acionamento 

                  do motor de passo (a) curva teórica e (b) curva experimental. 
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Figura 9.7: Deflexão da viga nos três casos de acionamento do motor de passo 

 

A Figura 9.7 mostra os três casos de deflexão da viga (teórico e experimental), 

devido as três seqüências de acionamento do motor de passo. A eficiência das 

duas estratégias de projeto de controle de vibração pode ser observada. 

 

Pode-se inferir que conhecendo-se bem os parâmetros da estrutura para o 

cálculo das freqüências naturais, zeros podem ser alocados sobre os pólos do 

sistema para uma máxima eficiência na redução da amplitude de vibração da 

viga (controle 1). Entretanto, quando há imprecisões nos parâmetros do 

sistema, a ação de controle deve ser capaz de atuar de forma a manter o 

deslocamento da viga flexível em níveis aceitáveis. O objetivo foi explorar a 

técnica de controle passivo para reduzir a amplitude de vibração do 

instrumento carga útil (viga flexível). 
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10 CONCLUSÃO 

A redução da vibração em estruturas utilizando o método de formatação do 

sinal de entrada depende de uma boa identificação dos parâmetros da 

estrutura, para que as freqüências naturais ressonantes, devido à aplicação de 

um torque unitário externo possam ser encontradas por meio da análise modal. 

A primeira estratégia de controle apresentou uma boa eficiência na redução da 

vibração sobre a viga flexível. Nesse caso um zero foi alocado sobre o pólo do 

sistema, neutralizando sua influência. Entretanto, quando foram consideradas 

imprecisões sobre os parâmetros da estrutura e nesse caso, dois zeros foram 

alocados próximos ao pólo, não neutralizou por completo sua influência. A 

segunda estratégia de controle de vibração apresentou uma redução na 

resposta oscilatória da viga flexível, inferior à primeira estratégia. Contudo, 

ainda manteve as oscilações da viga flexível em níveis inferior ao caso onde o 

motor de passo executa uma seqüência de doze passos no menor tempo 

possível (primeira seqüência de acionamento). A redução da vibração sobre a 

viga flexível permitiu que o sistema fosse para o estado de equilíbrio mais 

rapidamente, sem acrescentar custos adicionais ao sistema.  

 

10.1 TRABALHOS FUTUROS 

O sistema de controle passivo de atitude será aperfeiçoado substituindo-o por 

uma plataforma inercial. A plataforma inercial possibilitará o controle ativo 

sobre a atitude do sistema, consequentemente um maior domínio sobre o 

comportamento da estrutura é obtido. A modelagem matemática do motor de 

passo apresentado neste trabalho será refinada com um estudo mais detalhado 

dos efeitos causados sobre as bobinas do motor de passo, devido a influência 

da indutância mútua. 
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APÊNDICE A  

Para a obtenção dos modos de vibrar e das freqüências naturais da viga 

engastada-livre, considera-se sempre a equação governante do movimento 

não amortecida e livre de esforços externos, dada por: 

 
0vv =+ &&AEI iv ρ

  

utilizando o método dos modos assumidos: 
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e integrando de 0 a L, obtém-se: 
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Multiplicando (C.1) por jφ  resulta:  
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 (A.2) 

Integrando por partes o primeiro termo de (A.2) (concentrando-se apenas na 

integral) tem-se: 

– primeira integração por partes:  

Seja: 

 
dxduu jj φφ ′=⇒=
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e: 
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mas, de acordo com as condições de contorno:  
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Então, finalmente: 
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– segunda integração por partes:  

O termo a ser integrado por partes agora é: ∫ ′′′′−
L

ji dx
0

φφ  

Seja: 

 
dxduu jj φφ ′′=⇒′=

  

 ii vdxdv φφ ′′=⇒′′′=   

e: 
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mas, de acordo com as condições de contorno:  
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Então, finalmente: 
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ou, de acordo com (C.3): 
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ou seja: 
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APÊNDICE B 

 
B.1 Caso Geral de Movimento no Espaço para um Corpo Rígido 

Considerando o caso geral do movimento de uma partícula p movendo-se em 

um corpo rígido, o qual está em movimento em relação ao sistema de 

coordenadas inerciais, como mostra a Figura B.1. O sistema de coordenadas 

inercial é representado com letras maiúsculas X, Y e Z e o sistema de 

referência preso ao corpo rígido é representado pelas letras minúsculas x, y e z 

(THOMSON, 1963). 

 

Então, o movimento do corpo rígido observado do sistema de coordenadas 

inerciais é determinado pelo movimento de translação da origem dos eixos 

fixos ao corpo rígido e a rotação ω
r

 em relação ao sistema inercial. 

 
Figura B.1: Representação do movimento de corpo rígido 

                                           Fonte: Introduction to Space Dynamics 

 

O vetor ω
r

, em geral, varia de magnitude e direção. Para visualizar o 

movimento da partícula p em relação ao corpo rígido, ao longo da curva s 

fixada ao corpo rígido, a posição da partícula p é representado pelo vetor  
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 kzjyixr ˆˆˆ ++=
r

 (B.1) 

onde kji ˆ e ˆ,ˆ  são os versores do sistema de coordenadas fixo ao corpo rígido e 

variam sua direção com o tempo. Se o vetor r
r

 é diferenciado em função do 

tempo tem-se: 
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Desde que, 
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r
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A expressão (B.2) pode se escrita na forma 

 

 )ˆˆˆ()ˆˆˆ( kzjyixkzjyixr ++×+++= ω
r

&&&&r

 (B.4) 

 

 [ ] rrr
rr&r&r ×+= ω  (B.5) 

 

O primeiro termo da expressão (B.5) [ ]r&
r

, representa a diferenciação de r&
r

 com 

kji ˆ e ˆ,ˆ  não variando no tempo, é a velocidade de p relativa a rotação dos eixos 

x, y e z. O segundo termo r
rr

×ω  é a velocidade tangencial da partícula p devido 

ao eixo de rotação ω
r

. O movimento de translação da origem do sistema de 

referência do corpo rígido é adicionado, desta forma a velocidade absoluta da 

partícula será (THOMSON, 1963): 
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B.2 Momento Angular de um Corpo Rígido 

Os eixos x, y e z estão fixos ao corpo rígido e com a origem O em qualquer 

ponto. 

 

O corpo rígido pode ser considerado como composto de um número muito 

grande de pequenos elementos de massa im , onde a distância entre quaisquer 

dois elementos de massa é constante. Com esta consideração a velocidade de 

qualquer ponto i sobre o corpo rígido é dada por 

 

 
ii rvv
rrrr

×+= ω0

, (B.7) 

 

onde ω
r

 é a velocidade angular do corpo rígido. 

 

O momento da quantidade de movimento angular, sobre a origem O dos eixos 

x, y e z do sistema fixo ao corpo rígido é dado por: 
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 (B.8) 

 

Se a origem O é estacionária, 00 =v
r

, e se O coincide com o centro de massa 

se tem: 

 
∑ =

i

iirm 0
r

. (B.9) 

 

Então, se O é fixado, ou o centro de massa, a quantidade de movimento 

angular é dado pelo primeiro termo da expressão (B.8). A soma de todos os 

elementos de massa pode ser expressa pela integral 

 

 ∫ ××= dmrrh )(0

rrrr
ω

. (B.10) 
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Para desenvolver a integral, o primeiro produto vetorial é obtido por, 
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zyx

kji

r yxxzzyzyx
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. (B.11) 

 

Multiplicando por dm a expressão (B.11), têm-se as componentes x,y e z da 

quantidade de movimento do elemento de massa dm, como mostrado na 

Figura 24. 

 

Figura B.2 : Componentes do momentum dmr )(
rr

×ω  

                                               Fonte: Introduction to Space Dynamics 

 

O produto vetorial dmrr )(
rrr

×× ω  pode ser escrito na forma, 
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que representa o momento sobre os eixos x,y e z do vetor quantidade de 

movimento mostrado na Figura 24. Integrando sobre o corpo, chega-se as 

componentes x,y e z do momento do quantidade de movimento do corpo rígido, 

 

 
khjhihh zyx
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r

. (B.14) 

 

Agora, definindo os momentos de inércia principais do corpo rígido, sobre os 

eixos x, y e z como: 

 

 ∫ ∫∫ +=+=+= dmyxIdmzxIdmzyI zyx )(  ,)(  ,)( 222222

 (B.15) 

 

e os produtos de inércia como: 

 

 ∫ ∫ ∫=== yzdmIxzdmIxydmI yzxzxy   ,  ,
, (B.16) 

 

desta forma as componentes do momento do quantidade de movimento ao 

longo dos eixos x, y e z podem ser escritas na forma: 
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IIIh
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Conhecidas as expressões das componentes do momento da quantidade de 

movimento de um corpo rígido, a energia cinética do mesmo pode agora ser 

desenvolvida. 
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B.3 Energia Cinética de um Corpo Rígido 

Considerando o corpo rígido movendo-se no espaço e preso a ele, um conjunto 

de eixos cartesianos e sua origem coincidindo com o seu centro de massa. 

Então, qualquer ponto r
r

 terá uma velocidade igual a: 
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 (B.18) 

 

O módulo quadrado da velocidade é obtido pelo produto escalar, 
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Desta forma a energia cinética do corpo é dada por, 
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 (B.20) 

 

onde ∫ = 0dmr
r

, quando a origem do eixo cartesiano, fixo ao corpo rígido 

coincidindo com o centro de massa do próprio corpo. A energia cinética de 

translação é determinada pelo primeiro termo da expressão (B.20) como se 

toda a massa do corpo rígido estivesse concentrada no seu centro de massa e 

o segundo termo representa a energia cinética de rotação sobre o eixo ω
r

. 

 

O produto escalar )()( rr
rrrr

×⋅× ωω  é dado pelo quadrado das componentes de 

kji ˆ e ˆ,ˆ . 
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Assim, 
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e a energia cinética de rotação fica na forma: 

 

 
xyyxyzzyxzzxzzyyxxrot IIIIIIT ωωωωωωωωω −−−++= 222
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1
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. (B.22) 

 

Se há simetria sobre todos os eixos cartesianos fixos ao corpo rígido, o produto 

dos momentos de inércia sobre cada eixo pode ser desprezado. Essa 

consideração desacopla a influência dos eixos uns sobre os outros. Então, os 

momentos principais de inércia assumem um papel relevante, sobre a energia 

cinética do sistema de corpo rígido. 

 

A expressão (B.22) fica na forma: 
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 (B.23) 

 

A expressão (B.23) é usada neste trabalho no desenvolvimento das equações 

dinâmicas do corpo central e da asa representando os painéis solares, 

considerados como rígidos. 
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APÊNDICE C 

 

C.1 Matriz de Transformação de Coordenadas 

Um ponto sobre um corpo rígido pode ser definido em termo do sistema de 

referência fixo ao corpo. Para determinar a orientação do corpo, os ângulos de 

Euler θϕψ  e ,  os quais são três quantidades independentes, capazes de definir 

a posição zyx  e , do eixo do corpo, relativo ao sistema de coordenadas inercial 

ZYX  e , será utilizado. 

 

A posição do sistema de coordenadas fixo ao corpo rígido, pode ser alinhada 

com o sistema de referência inercial a partir de três rotações. Rotacionando 

sobre o eixo Z de um ângulo ψ  conforme mostra a Figura C.1. 

 

Figura C.1: Rotação sobre o eixo Z com ângulo ,ψ  

 

A relação entre os dois sistemas de coordenadas cartesianos é dada pela 

matriz de transformação: 
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 (C.1) 
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FiguraC.2: Rotação sobre o eixo ''' ζζ = de um ângulo θ  

 

A seguir faz-se uma rotação θ  sobre o eixo ζ ′ , Figura C.2, e uma nova 

posição para cada eixo é obtida, com a matriz de transformação: 

 

 
















′

′

′

















−=

















′′

′′

′′

ζ

η

ξ

θθ

θθ

ζ

η

ξ

 

100

0cossin

0sincos

 (C. 2) 

 

 

Figura C.3: Rotação sobre o eixo ''''' ξξ = de um ângulo ϕ  

 

Finalmente uma terceira rotação ϕ  é feita sobre o eixo ξ ′′ , Figura C.3, a matriz 

de transformação para esta rotação é: 
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A transformação das coordenadas X, Y e Z para as coordenadas x, y e z pode 

ser obtida substituindo (C.1) em (C.2) e (C.2) em (C.3) resultando em: 
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A transformação inversa das coordenadas do eixo do corpo zyx  e , , para as 

coordenadas inerciais ZYX  e , é obtida de maneira similar, escrevendo-se: 
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Substituindo (C.7) em (C.6), (C.6) em (C.5). A matriz de transformação que 

leva as coordenadas do sistema de referência, fixo ao corpo rígido para o 

sistema de coordenadas inercial é: 
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Obtida a matriz de transformação que leva as coordenadas de um ponto p do 

sistema de referência fixo ao corpo do satélite, para o sistema de coordenadas 

inerciais, os vetores posição da barra flexível, asa de painéis solares e massa 

de equilíbrio serão encontrados. 
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APÊNDICE D 

D.1 Base de acoplamento do motor de passo 
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APÊNDICE E 

 
E.1 Suporte para o potenciômetro, motor de passo e sensor força-torque 
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APÊNDICE F 

F.1 Projeto modelo experimental 
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