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RESUMO

No presente trabalho é feita uma simulação numérica direta (SND) de camada de mis-
tura em regime compresśıvel com fonte de calor em seu interior, numa análise temporal
bidimensional para um escoamento em regime subsônico. A fonte de calor apresenta-
se como um modelo simplificado de um escoamento reativo. A simulação parte de um
escoamento laminar acrescido de uma perturbação. A simulação calcula a evolução tem-
poral das condições iniciais onde as perturbações são amplificadas, formando os vórtices
caracteŕısticos da instabilidade de Kelvin-Helmholtz. O escoamento instântaneo é pe-
riódico na direção longitudinal e na direção normal aplica-se condições de contorno de
Dirichlet e Neumann. Para pontos dentro do domı́nio, a discretização espacial é feita
pelo método de diferenças finitas de 6a ordem nas duas direções. Para pontos próximo
da fronteira e na fronteira, na direção normal, usou-se extencil de diferenças finitas de
5a ordem. A integração temporal foi feita usando um método de Runge-Kutta de 4a

ordem. A simulação numérica direta permite resolver as equações com todos os termos,
convectivos e viscosos, sem qualquer simplificação das equações. Os métodos de alta
ordem possibilitam trabalhar numa faixa de número de onda maior que os métodos
de baixa ordem, com pouca dissipação e dispersão numérica. A fonte de calor é so-
mada na equação da energia, representando o calor liberado por uma reação qúımica
de combustão. A camada cisalhante com fonte de calor permite estudar o efeito do ca-
lor na formação do vórtice de Kelvin-Helmholtz, permitindo ter informações a respeito
do processo de trânsição à turbulência. Os resultados mostram que a combinação de
geração de calor e compressibilidade reduz significativamente a taxa de amplificação
da perturbação retardando o processo de transição à turbulência e consequentemente
contribuindo negativamente para o processo de mistura dos fluidos que constituem a
camada de mistura.





COMPRESSIBLE SHEAR LAYER DIRECT NUMERICAL
SIMULATION

ABSTRACT

In this work a Direct Numerical Simulation of a compressible and subsonic mixing layer
with heat source is performed in a two-dimensional temporal analysis. The heat source
is a simplified model of a reacting flow. The simulation starts from a initial condition
given by a disturbance superposed on a laminar flow. The simulation considers the
temporal evolution of the given initial conditions, where the disturbances are amplified
forming the characteristic vortices of a Kelvin-Helmholtz instability. The instantaneous
flow is limited in the streamwise direction by periodic conditions and by Dirichlet
and Neumann boundary conditions in the normal direction. For interior points the
discretization is done using 6th finite differences. For points near the boundaries and
on the boundaries 5th order finite differences are used. The temporal integration uses
a 4th Runge-Kutta scheme. The Direct Numerical Simulation allows the solution of all
terms in the Navier-Stokes equation, including convective and viscous terms, without
any additional simplification. The high order methods allow the correct representation
of a larger number of spatial scales with low dispersion and dissipation errors. The
heat source is added to the energy equation and represents the hear released by a
combustion chemical reaction. The shear layer with a heat source allows the study
of head addition to the Kelvin-Helmholtz vortices and the transition to turbulence.
The results show that the combination of heat addition and compressibility reduces
significantly the amplification of disturbances, delaying the transition to a turbulent
regime end contributing negativelly for the process of mixture of fluids in the mixing
layer.





SUMÁRIO

Pág.

LISTA DE FIGURAS

LISTA DE TABELAS

LISTA DE ABREVIATURAS E SIGLAS

LISTA DE SÍMBOLOS
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CAPÍTULO 2 - FORMULAÇÃO 37
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3.4 - Válidação do Código . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 63
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CAPÍTULO 1

INTRODUÇÃO

Neste trabalho é apresentado um estudo numérico de um escoamento modelo que

permite extrair conclusões relativas à eficiência de mistura de um sistema oxidante-

combut́ıvel para combustão em escoamentos compresśıveis. O modelo consiste de uma

camada cisalhante livre de escoamento em regime compresśıvel com liberação de calor.

A análise das caracteŕısticas de estabilidade da camada cisalhante permite determinar

em quais condições se teria uma aceleração do processo de transição para regime turbu-

lento e portanto uma maior eficiência do processo de mistura de oxidante e combust́ıvel.

No presente caṕıtulo, após uma breve descrição da relevância do problema, serão apre-

sentadas as principais caracteŕısticas de uma camada de mistura e de sua estabili-

dade e transição para regime turbulento. Em seguida será apresentada uma revisão

bibliográfica dos trabalhos mais relevantes existentes na literatura. Finalmente serão

apresentados os objetivos e escopo do trabalho.

1.1 Relevância

A eficiência de queima e a emissão de poluentes em câmaras de combustão de

sistemas propulsivos estão diretamente relacionados à qualidade da mistura de oxidante

e combust́ıvel. Em aplicações civ́ıs, tais como turbinas a gás e motores a pistão tanto

a economia de combut́ıvel quanto a formação de poluentes são problemas cŕıticos.

Normas cada vêz mais severas têm sido baixadas com relação à emissão de monóxidos

de carbono, óxidos de nitrogênio, hidrocarbonetos e outros.

Os fatores que influenciam a formação de óxidos ńıtricos e dióxido de nitrogênio, NO2

são: temperatura da reação, relação combut́ıvel-oxidante, pressão e qualidade do com-

but́ıvel. A combustão com excesso de oxidante resfria a temperatura da chama, e ga-

rante uma maior quantidade de oxigênio dispońıvel nos produtos da combustão, per-

mitindo uma redução na formação de NO. A redução de emissão de NOx também é

obtida com a redução da temperatura da chama.

Já em aplicações militares e em propulsão aeroespacial a preocupação principal está

relacionada à eficiência dos motores. Uma combustão estável só é posśıvel em uma faixa

pequena de razão oxidante-combust́ıvel, próxima do valor estequiométrico. A qualidade

da reação afeta diretamente a liberação de calor e o consumo de combust́ıvel.

Outra aplicação de grande importância onde a eficiência da reação de combustão, é em
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véıculos hipersônicos. Pode-se mostrar que o impulso espećıfico de motores que utilizam

combustão supersônica (scramjet, do inglês supersonic combustion ramjet) é superior

ao impulso espećıfico obtido com turbojatos ou motores foquete. Scramjets utilizam o

efeito de compressibilidade da desaceleração de um escoamento supersônico como fonte

de ar para o ciclo termodinâmico do motor. Devido ao aumento substancial de tem-

peratura do ar na desaceleração em velocidades acima de Mach 6, ocorrem fenômenos

de dissociação que prejudicam a eficiência do motor. A combustão supersônica reduz o

problema de dissociação, permitindo uma maior eficiência do mesmo.

A dificuldade de se obter um motor que empregue combustão supersônica está na

necessidade de se garantir a mistura de oxidante e combust́ıvel e a combustão em esco-

amentos supersônicos. Essa dificuldade está associada a inúmeros fatores, dentre eles o

aquecimento dinâmico e perdas por choque nos injetores de combust́ıvel, a dificuldade

de se obter boa penetração do combust́ıvel por injeção das paredes no fluxo de ar prin-

cipal e a dificuldade de se obter uma mistura turbulenta uma vêz que o escoamento

supersônico é fortemente estabilizado.

Em combustores onde não se utiliza pré-mistura, a zona de reação está localizada

na interface entre os fluxos de combust́ıvel e oxidante. Se o regime de escoamento é

puramente laminar a queima depende unicamente da difusão laminar das duas espécies

para que haja mistura. Esta configuração resultaria em uma câmara de combustão

exessivamente longa, para que o tempo de residência das espécies e o tempo de difusão

fossem compat́ıveis com o tempo de reação. Mas devido às restrições de espaço e peso,

é necessário otimizar as dimensões da câmara acelerando-se o processo de mistura dos

reagentes. A melhor forma de acelerar esse processo é tornar o escoamento turbulento,

promovendo difusão turbulênta, uma vêz que esta é muito mais rápida do que a difusão

laminar.

Um modelo simplificado da interface entre o fluxo de oxidante e o fluxo de combust́ıvel é

dado por uma camada cisalhante livre como mostrado na Figura 1.1. Na parte superior

temos um escoamento com velocidade U1 e na parte inferior temos um escoamento com

velocidade U2. Devido à difusão de quantidade de movimento existe uma interface de

espessura finita onde a velocidade varia continuamente entre U1 e U2. O estudo das ca-

racteŕısticas de estabilidade e transição para turbulência da camada cisalhante permite

uma avaliação da eficiência da mistura de oxidante e combut́ıvel. Em especial, a aná-

lise da estabilidade da camada cisalhante em escoamentos compresśıveis com liberação

de calor permite analisar a eficiência do processo de transição para regime turbulento

visando aplicações direcionadas a motores que empregam combustão supersônica.
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Em geral, deseja-se que a camada de mistura seja turbulenta a fim de maximizar a

mistura de combust́ıvel e oxidante. O estudo da estabilidade da camada de mistura

laminar se justifica neste caso pelo fato de as grandes estruturas turbulentas serem

conseqüência direta das estruturas turbilhonares do processo de transição e persistirem

no escoamento turbulento. Em certos regimes de operação não se obtém um escoamento

turbulento plenamente desenvolvido, sendo o escoamento caracterizado pelas estruturas

formadas pelo processo de instabilidade e transição.

Figura 1.1 - Camada de mistura binária para escoamento incompresśıvel.

1.2 Estabilidade de Camada de Mistura

A camada de mistura é um modelo de escoamento extremamente importante para

a compreensão do desenvolvimento da turbulência em escoamentos nos sistemas pro-

pulsivos aeroepaciais. O modelo de camada de mistura, consiste em um escoamento

formado por um ou mais fluidos que obrigatoriamente apresenta um ponto de inflexão

em sua distribuição de velocidade. Esse modelo é útil para verificar como o fenômeno de

trânsição à turbulência se processa no escoamento cisalhante através da amplificação

de pequenas perturbações presentes no sistema. Como já discutido, o escoamento em

regime turbulento permite uma maior eficiência na mistura de combust́ıvel e oxidante

e, portanto, melhora na reação qúımica de combustão.

A camada de mistura cisalhante é um escoamento do tipo camada limite onde se pode

desprezar a difusão de quantidade de movimento na direção longitudinal e portanto

simplificar as equações de balanço, obtendo-se um sistema de equações diferenciais pa-

rabólicas. Estas equações podem ser simplificadas considerando-se a existência de uma

solução similar que reduz as equações parabólicas a um sistema de equações diferen-

ciais ordinárias através de uma mudança de variáveis. A variável dependente u(x, y)

é substituida pela variável f(η), onde η é uma combinação apropriada das variáveis

(x, y).
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Aplicando-se a hipótese de camada limite e similaridade às equações de Navier-Stokes,

obtém-se os perfis de velocidade, temperatura, pressão e densidade. Uma vez que o cres-

cimento da espessura da camada cisalhante na direção do escoamento é lento, pode-se

assumir ainda como aproximação que a camada cisalhante é paralela. Ou seja que na

camada cisalhante laminar a velocidade longitudinal só depende da coordenada trans-

versal e que a velocidade transversal é nula. A componente longitudinal da velocidade

se aproxima com boa precisão de uma tangente hiperbólica como mostrado na figura

1.2.

Figura 1.2 - Camada de mistura livre.

A figura 1.2 representa a camada de mistura numa análise espacial. A velocidade U1

e U2 representam as velocidades do escoamento laminar acima e abaixo da camada

de mistura, Uci a velocidade do escoamento na interface da camada de mistura e δω a

expressura de vorticidade, como definido no caṕıtulo 2, T1 e T2 representam a tempera-

tura do escoamento laminar acima e abaixo da camada de mistura, P2 = P1 é a pressão

no escoamento. A diferença de velocidade promove o surgimento de uma inflexão no

perfil de vwelocidade localizada no ponto central do domı́nio entre os dois escoamentos

uniformes.

Deseja-se, agora, estudar a estabilidade e a transição para regime turbulento da camada

cisalhante laminar dada matematicamente pela solução descrita acima. Para tanto, a

esta solução impõe-se uma pequena perturbação na forma de uma onda e acompanha-se

a evolução da mesma a fim de se determinar seu decaimento ou crescimento, depen-

dendo do escoamento ser estável ou instável. As variáveis do problema passam a ser a

taxa de amplificação da onda, o comprimento de onda e a freqüência.

A análise de estabilidade desse sistema irá fornecer informações de taxa de amplificação

das perturbações para diferentes regimes de velocidade em termos de número de Mach
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e diferentes condições de taxa de liberação de calor no caso de um sistema que contenha

reação qúımica de dois componentes, oxidante e combust́ıvel. Esse resultado de variação

de taxa de amplificação com compressibilidade e taxa de liberação de calor irá dar as

informações desejadas sobre a transição ao regime turbulento.

A estabilidade da camada cisalhante livre foi inicialmente investigada por Helmholtz em

1868 e uma análise matemática foi realizada por Kelvin em 1871. A instabilidade que

aparece neste problema ficou conhecida como instabilidade de Kelvin-Helmholtz. Esta

instabilidade é uma consequência do desequiĺıbrio entre forças de inércia e de pressão.

Sua análise independe de efeitos viscosos, os quais são importantes apenas a números

de Reynolds muito baixos e que contribuem para a estabilização da camada cisalhante.

Em seu estágio inicial de desenvolvimento a instabilidade de Kelvin-Helmholtz é de

caráter bidimensional.

A partir desses estudos iniciais de Kelvin e Helmholtz, o estudo da transição à turbu-

lência em camada de mistura incompresśıvel tem constitúıdo um dos principais temas

de pesquisa em turbulência nos últimos trinta anos. O perfil de velocidade do tipo

tangente hiperbólica possui um ponto de inflexão que é instável a perturbações infini-

tesimais de acordo com o teorema de Rayleigh (DRAZIN; REID, 1981). Como resultado

da evolução da instabilidade de Kelvin-Helmholtz tem-se a formação de estruturas de

vorticidade orientadas na direção transversal como mostrado na figura 1.3.

A figura 1.3 mostra o desenvolvimento da instabilidade de Kelvin-Helmholtz. Esta

instabilidade é classificada como convectiva, ou seja, as perturbações são produzidas

à montante e crescem ou decrescem enquanto se propagam na direção do escoamento.

O seu desenvolvimento resulta numa camada de vorticidade, de comprimento de onda

λ, que se enrola formando as estruturas coerentes de Kelvin-Helmholtz. Este primeiro

estágio do mecanismo de transição à turbulência é devido à natureza inflexional do

perfil de velocidade como já mencionado.

A análise da estabilidade da camada de mistura pode ser feita a partir da teoria de

estabilidade linear. O perfil laminar, ou perfil de base, da camada de mistura é uma

função apenas da coordenada vertical e o escoamento é considerado localmente pa-

ralelo. Admite-se que o escoamento seja composto pela velocidade laminar mais uma

perturbação:

f(x, y, t) = fL(y) + f ′(x, y, t). (1.1)
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Figura 1.3 - Evolução temporal da instabilidade de Kelvin-Helmholtz.

Considera-se também que a perturbação f ′ se propaga como uma onda, tal que:

f ′(x, y, t) = <
[
f̂(y) ei(αx−ωt)

]
, (1.2)

onde f̂(y) é uma função de amplitude, i =
√
−1, α é o número de onda, ω a freqüência

e < corresponde à parte real do valor complexo dado pela expressão. A coordenada

longitudinal é dada por x, e t é o tempo.

O desenvolvimento da camada de mistura na natureza é espacial, ou seja, a onda

representada na equação 1.2 desloca-se uma distância longitudinal até que se tenha um

vórtice.

De modo geral, pode-se ter α e ω complexos, tal que:

α = αr + iαi , ω = ωr + iωi. (1.3)
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Substituindo-se 1.3 na equação 1.2, obtemos:

f ′ = <
[
f̂(y)ei[(αr+iαi)x−(ωr+iωi)t]]

]
. (1.4)

Fazendo a distributiva com relação a i e reagrupando os termos real e imaginário temos

f ′ = f̂(y) e(ωit−αix)︸ ︷︷ ︸
a

· ei(αrx−ωrt)︸ ︷︷ ︸
b

. (1.5)

Na equação 1.5 o termo a representa a amplitude da onda e o termo b representa a

parte oscilatória da onda. No termo b, αr é o número do onda e ωr a frequência da

perturbação. No termo a, αi é a taxa de amplificação espacial que indica o quão rápido

a onda transforma-se no vórtice ou estingue-se no domı́nio. O termo αi é calculado

para um referencial fixo no domı́nio e a onda move-se com relação a este referencial,

este tipo de análise é conhecido como análise espacial da instabilidade da camada de

cisalhante ou simplesmente análise espacial. Para representar esta análise a partir da

equação 1.5 impoe-se ωi = 0 na mesma, e desta forma tem-se:

f ′ = <

f̂(y) e(−αix)︸ ︷︷ ︸
a

· ei(αrx−ωrt)︸ ︷︷ ︸
b

 . (1.6)

O termo f̂(y) representa a auto-função associado aos auto-valores α, ω e αi é a taxa

de amplificação espacial.

Outra abordagem para a análise da instabilidade da camada de mistura é feita colo-

cando o referencial na própria onda. Neste caso, o referencial desloca-se com a veloci-

dade de convecção da perturbação. A coordenada longitudinal considera um compri-

mento de onda, que não se altera durante a simulação. Esta abordagem é conhecida

como análise temporal da estabilidade da camada cisalhante ou simplesmente análise

temporal. Para representar esta análise impoen-se αi = 0 na expressão 1.5, e desta

forma

f ′ = <

f̂(y) e(ωit)︸ ︷︷ ︸
a

· ei(αrx−ωrt)︸ ︷︷ ︸
b

 . (1.7)
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Tabela 1.1 - Classificação de instabilidades.

análise estável instável neutra

temporal ωi < 0 ωi > 0 ωi = 0
espacial αi > 0 αi < 0 αi = 0

Neste caso ωi é a taxa de amplificação temporal.

A tabela 1.1 mostra que numa análise temporal se ωi = 0 a perturbação não se altera

com o passar do tempo, ao passo que se ωi < 0 a mesma perturbação decairá com

o passar do tempo, e se ωi > 0 então a perturbação cresce. Numa análise espacial se

αi = 0 a perturbação não se altera quando se desloca com o escoamento, para αi > 0

a perturbação decai a medida que ocorre o deslocamento e se αi < 0 a perturbação

cresce. A relação entre a análise espacial e a temporal é dada pela transformação de

Gaster (1962).

A instabilidade em desenvolvimento espacial é gerada entre dois escoamentos paralelos

de velocidades U1 e U2 que se desenvolvem ao longo da direção x. A camada de mistura

temporal, que é periódica na direção do escoamento e desenvolve-se no tempo, é uma

aproximação da camada de mistura espacial, onde observa-se o escoamento em um

sistema de referência movendo-se com velocidade (U1+U2)
2

. A forma de empregar esta

transformação para relacionar o problema espacial com o temporal é:

x =
(U1 + U2)

2
t (1.8)

Esta transformação faz com que as velocidades superior e inferior da camada de mistura

temporal sejam, respectivamente, iguais a:

U = U1 −
(U1 + U2)

2
(1.9)

− U = U2 −
(U1 + U2)

2
(1.10)

1.3 Revisão Bibliográfica

No modelo de camada cisalhante aplicado a sistemas reativos tém-se combust́ıvel na
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corrente inferior e oxidante na superior. O mecanismo pela qual a mistura ocorre foi

identificada por Brown e Roshko (1974). Estruturas turbilhonares de maior dimensão

se desenvolvem a partir do mecanismo de instabilidade de Kelvin-Helmholtz. Essas

estruturas são formadas por vórtices transversais distribúıdos ao longo da camada

cisalhante entre as correntes de combust́ıvel e oxidante. Dois mecanismos podem ser

identificados, o mecanismo de captura propiciado pelos vórtices e o emparelhamento

de vórtices vizinhos. O segundo mecanismo é o mais importante dos dois uma vez que

no primeiro mecanismo, fluido puro das duas correntes (oxidante e combust́ıvel) podem

ser transportados pelas estruturas de maior escala sem que haja mistura.

A camada de mistura incompresśıvel não reativa tem sido extensamente estudada. Uma

revisão bastante completa de investigações experimentais e numéricas foi apresentada

por Ho e Huerre (1984). Para escoamentos incompresśıveis e moderadamente compres-

śıveis uma única estrutura se forma centrada com a camada cisalhante. Com o aumento

da compressibilidade do escoamento, a taxa de amplificação das estruturas turbilho-

nares é reduzida. Em outras palavras, a compressibilidade tem um efeito estabilizador

(BROWN; ROSHKO, 1974; CHINZEI et al., 1986; PAPAMOSCHOU; ROSHKO, 1988). O parâ-

metro de compressibilidade representativo é denominado número de Mach convectivo

(PAPAMOSCHOU; ROSHKO, 1988), que é uma combinação dos números de Mach das

duas correntes, ou seja o número de Mach em um sistema de coordenadas transpor-

tado com a velocidade de propagação dos turbilhões de Kelvin-Helmholtz dominantes.

Papamoschou e Roshko (1988) observaram experimentalmente que para Mach convec-

tivo supersônico a taxa de amplificação pode ser reduzida a um valor da ordem de 25%

da taxa de amplificação para o escoamento incompresśıvel.

Um segundo efeito da compressibilidade é permitir o desenvolvimento de dois outros

modos instáveis (JACKSON; GROSCH, 1989). Estes modos têm picos de amplitudes lo-

calizados fora da linha de centro da camada cisalhante. Uma representação gráfica da

estrutura resultante é apresentada na figura 1.4. Estes modos são denominados mo-

dos externos, para distingui-los do modo incompresśıvel, denominado modo central. A

priori, os modos externos foram identificados em regime de escoamento altamente com-

presśıvel e sua taxa de amplificação é menor do que a taxa de amplificação do modo

central. Quando combustão é também considerada, os efeitos da compressibilidade e da

liberação de calor se combinam resultando em modos externos que têm maior taxa de

amplificação do que o modo central. Devido à formação de duas camadas sobrepostas,

a mistura de combust́ıvel e oxidante se torna um processo de duas etapas, tendo um

impacto adverso na eficiência do processo de mistura. Investigações em injetores de

combust́ıvel supersônicos (GASTON et al., 1998) revelaram que a redução na eficiência
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de mistura pode ser da ordem de 40%. Desta forma, estudos de eficiência de mistura

na ausência de combustão são de uso limitado na determinação de desempenho de

sistemas de combustão.

Figura 1.4 - Camada de mistura binária para escoamento compresśıvel.

Estudos anteriores baseados em teoria de estabilidade linear (DUNN; LIN, 1955; LESSEN

et al., 1966; GROPPENGIESSER, 1970) permitiram a constatação do efeito estabilizador

da compressibilidade. A caracterização dos modos externos para escoamentos sem com-

bustão foi apresentada por Jackson e Grosch (1989). Eles observaram que, se a camada

mais lenta é mais fria que a camada mais rápida, as taxas de amplificação são maio-

res. Em outro trabalho Jackson e Grosch (1990) apresentaram resultados de análise de

estabilidade de camada de mistura com a liberação de calor e o efeito deste na taxa

de amplificação dos modos externos. Observou-se um aumento significativo da taxa de

amplificação do modo relacionado à corrente mais lenta. Estes estudos de Jackson e

Grosch foram limitados a número de Prandtl igual a unidade com perfil de velocida-

des laminar dado por uma tangente hiperbólica e para reação qúımica de velocidade

infinita.

Modelos de camada de mistura com reação qúımica foram apresentados também por

Planché (1993),Shin e Ferziger (1991) e Shin e Ferziger (1993). Planché (1993) mostrou

que o aquecimento favorece a amplificação dos modos externos. Esse trabalho foi o

primeiro a identificar a mudança na topologia da camada cisalhante, com a formação

de duas zonas de vorticidade sobrepostas. Esta nova topologia dificulta a mistura de

combust́ıvel e oxidante uma vez que a mistura passa a se dar por um processo de dois

passos, ocorrendo na zona central entre as duas camadas de vorticidade.

Numa primeira investigação, Shin e Ferziger (1991) utilizaram a teoria de estabilidade

linear para obter as taxas de amplificação numa camada cisalhante incompresśıvel com

reação qúımica. Eles observaram que os resultados têm uma forte dependência da distri-

buição de velocidade laminar utilizada como escoamento base, sendo necessário utilizar
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a solução laminar mais exata posśıvel na análise de estabilidade. Eles também observa-

ram diferenças significativas utilizando-se propriedades (viscosidade, condutibilidade,

etc.) constantes e propriedades variáveis com a temperatura. Mudanças significativas

nas taxas de amplificação com a liberação de calor devido à reação qúımica foram ob-

servadas. Os resultados obtidos também mostraram o aparecimento de modos externos,

mesmo sendo o escoamento considerado incompresśıvel. Estes modos externos tem taxa

de amplificação maior do que o modo central e comprimentos de onda da ordem de um

décimo do comprimento de onda do modo central. Com relação ao efeito de variação de

densidade devido à combustão, eles observaram que a variação de densidade provoca a

modificação no perfil laminar e que esta modificação é muito mais importante na aná-

lise de estabilidade do que o efeito da variação de densidade na análise de estabilidade

linear. Finalmente, foi observado que a instabilidade que tem maior taxa de amplifi-

cação é bidimensional, mesmo com a forte liberação de calor devido a reação. Sabe-se

que em escoamentos compresśıveis a instabilidade predominante é tridimensional.

Num segundo trabalho Shin e Ferziger (1993) analizaram o efeito da transferência de

calor e variação de parâmetros de transporte. Mas eles não apresentam um estudo

do efeito de gradiente de temperaturas para diferentes ńıveis de compressibilidade e

diferentes intensidades de liberação de calor.

Já o trabalho de Day et al. (1998) cobre uma maior faixa de parâmetros, incluindo

efeitos de compressibilidade, liberação de calor e razão de densidades. Posteriormente,

Day et al. (2001) complementaram seu estudo inicial utilizando um modelo não linear

com o intuito de investigar os regimes mais avançados do processo de instabilidade em

camadas cisalhantes reativas. Sauvage e Kourta (1999) apresentam uma investigação

numérica da camada de mistura compresśıvel não-reativa usando simulação numérica

direta, apresentando a influência da fase na perturbação em duas e três dimensões. Les-

sen et al. (1965) apresentaram um estudo da estabilidade linear da camada de mistura

laminar em regime compresśıvel não-reativo, mostrando que o escoamento é instável

com respeito à perturbação supersônica, ele é mais instável a baixo número de Mach, e

o aumento no ângulo entre o vetor número de onda da perturbação e a direção principal

do escoamento tende a aumentar a taxa de amplificação da instabilidade. Germanos

e Medeiros (2005) desenvolveram um código para estudar a camada de mistura com-

presśıvel. Foram feitas simulações numéricas com discretização espacial por direfenças

finitas compactas de 6a ordem, condição de contorno de periodicidade na direção do

escoamento e escorregamento livre na direção perpendicular. Os resultados mostraram

que o uso de diferenças compactas de alta ordem permitem boa descrição do fenômeno.
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A presente investigação busca complementar os resultados apresentados em investiga-

ções anteriores. Para tanto será utilizada simulação numérica direta das equações de

Navier-Stokes. Deseja-se determinar qual o efeito da geração de calor na estabilidade

da camada cisalhante.

1.4 Descrição do Trabalho

O método de análise será a simulação numérica direta das equações de Navier-Stokes

para escoamentos compresśıveis, incluindo o termo de alta taxa de geração de calor,

que simula o efeito de uma reação de combustão. O método numérico a ser utilizado

deve garantir boas propriedades de dissipação e dispersão a fim de minimizar a influên-

cia numérica no desenvolvimento das estruturas turbilhonares de Kelvin-Helmholtz.

Métodos que propiciam estas caracteŕısticas são aqueles de alta ordem.

Uma vez que se deseja estudar inicialmente as caracteŕısticas da instabilidade da ca-

mada cisalhante, pode-se restringir a formulação ao escoamento bidimensional. O pro-

blema bidimensional revela todas as informações desejadas sobre as estruturas iniciais

da instabilidade de Kelvin-Helmholtz.

1.5 Objetivos e Resultados Esperados

No presente projeto deseja-se estudar o fenômeno de camada de mistura em escoamen-

tos compresśıveis na presença de fonte de calor e analizar as condições que permitam

maximizar as taxas de amplificação da instabilidade de Kelvin-Helmholtz e, portanto,

a eficiência da mistura. Espera-se verificar a variação da taxa de amplificação com a

compressibilidade e geração de calor, bem como o efeito destas no campo de velocidade

e vorticidade.
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CAPÍTULO 2

FORMULAÇÃO

Nesta seção são apresentados o sistema de equações governantes usado no trabalho e

as equações de fechamento. Em seguida, são apresentadas as relações de adimensiona-

lização e o sistema adimensionalizado. Por fim o sistema de equações é apresentado na

sua forma geral. São também apresentadas a topologia, as condições de contorno e as

condições iniciais usadas no trabalho.

2.1 Equações de Navier-Stokes

No presente trabalho serão usadas as equações de Navier-Stokes para escoamentos

compresśıveis com geração de calor, num sistema de coordenadas cartesianas na forma

bidimensional, como segue abaixo:

∂ρ

∂t
+

∂(ρu)

∂x
+

∂(ρv)

∂y
= 0, (2.1)

∂ρu

∂t
+

∂

∂x
(ρu2 + p− τxx) +

∂

∂y
(ρuv − τxy) = 0, (2.2)

∂ρv

∂t
+

∂

∂y
(ρv2 + p− τyy) +

∂

∂x
(ρuv − τxy) = 0, (2.3)

∂Et

∂t
+

∂

∂x
[(Et +p)u+qx−uτxx−vτxy]+

∂

∂y
[(Et +p)v+qy−uτxy−vτyy]+Q = 0. (2.4)

onde ρ é a densidade do fluido, u e v são as componentes longitudinal e normal da

velocidade do escoamento, x e y as coordenadas longitudinal e normal ao mesmo, t é

o tempo, p é a pressão, τ é o tensor de tensões viscosas, Et a enegia interna total, qx e

qy representam, respectivamento, o fluxo de calor nas direções longitudinal e normal e

Q uma fonte de calor espacial.

onde a energia total é dada por :

Et = ρ

[
eint +

1

2

(
u2 + v2

)]
. (2.5)
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Para um gás perfeito a relação entre a energia interna e a temperatura é dada pelo

calor especif́ıco a volume constante, tal que:

de = cvdT. (2.6)

Onde e representa todas as modalidades de energia interna presentes no sistema. Para

fechar este sistema de equações serão usadas outras relações chamadas equações de

fechamento ou auxiliares, bem como a consideração de se trabalhar com gás perfeito.

2.2 Equações de Fechamento

As equações de fechamento tem por objetivo completar o sistema acima para que todas

as variáveis possam ser resolvidas.

As equações de relação tensão-deformação para fluidos Newtonianos são dadas por:

τxy = µ

(
∂u

∂y
+

∂v

∂x

)
, τxx =

2µ

3

(
2
∂u

∂x
− ∂v

∂y

)
, τyy =

2µ

3

(
−∂u

∂x
+ 2

∂v

∂y

)
. (2.7)

Os fluxos de calor, nas direções x e y, são governados pela lei de Fourier:

qx = λ
∂T

∂x
, qy = λ

∂T

∂y
, (2.8)

onde λ é a condutividade térmica e T a temperatura.

A pressão, densidade e temperatura estão relacionadas pela lei dos gases perfeitos dada

por:

P = ρRT, (2.9)

onde R é a contante universal dos gases.

A viscosidade está representada pela lei da potência:

µ = µoT
0.65. (2.10)
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2.3 Adimensionalização

A adimencionalização desta traballho está baseada no trabalho de Sandham (1990) que

tem as seguintes relações:

ta =
tU1

δωo

, xa =
x

δωo

, ya =
y

δωo

, ua =
u

U1

, va =
v

U1

,

pa =
p

ρU2
1

, Ta =
T

T1

, ρa =
ρ

ρ1

, ea =
e

U2
1

, µa =
µ

µ1

. (2.11)

Sendo o ı́ndice a indicativo de variável adimensional e as variáveis de referência corres-

pondem à camada rápida superior. O comprimento caracteŕıstico é dado pela espessura

de vorticidade:

δωo =
(U1 − U2)(

dUci

dy

)
max

, (2.12)

sendo Uci a velocidade do escoamento laminar no ponto de inflexão, que no presente

caso tem a forma inicial de uma tangente hiperbólica. Essas expressões são substituidas

nas equações de Navier-Stokes, para termos as mesmas na forma adimensional. Este

procedimento reduz o número de parâmetro a serem controlados, tornando a análise do

problema mais simples. O referido sistema toma então a forma adimensional abaixo,

onde o indice a foi exclúıdo para facilitar a leitura.

∂ρ

∂t
+

∂(ρu)

∂x
+

∂(ρv)

∂y
= 0, (2.13)

∂ρu

∂t
+

∂

∂x
(ρu2 + p− τxx) +

∂

∂y
(ρuv − τxy) = 0, (2.14)

∂ρv

∂t
+

∂

∂y
(ρv2 + p− τyy) +

∂

∂x
(ρuv − τxy) = 0, (2.15)

∂Et

∂t
+

∂

∂x
[(Et+p)u+qx−uτxx−vτxy]+

∂

∂y
[(Et+p)v+qy−uτxy−vτyy]+Q = 0. (2.16)
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As equações de fechamento são adimensionalizadas para serem substituidas na expres-

são acima.

τxy =
T 0.65

Re

(
4
∂u

∂y
− 2

∂v

∂x

)
, (2.17)

τxx =
T 0.65

3Re

(
4
∂u

∂x
− 2

∂v

∂y

)
, (2.18)

τyy =
T 0.65

3Re

(
4
∂v

∂y
− 2

∂u

∂x

)
. (2.19)

A lei de Fourier torna-se:

qx =
−T 0.65

(γ − 1)M2PrRe

∂T

∂x
, qy =

−T 0.65

(γ − 1)M2PrRe

∂T

∂y
. (2.20)

A lei do gás perfeito na sua forma adimensional é:

p = ρ(γ − 1)e. (2.21)

De forma que:

M =
U

a
, Pr =

cpµ

k
, Re =

ρUδ

µ
. (2.22)

sendo M, Pr, Re o número de Mach, Prandtl e Reynolds, respectivamente.

As equações 2.13, 2.14, 2.15 e 2.16 são escritas na forma vetorial:

U =


ρ

ρu

ρv

Et

 , (2.23)

E =


ρu

ρu2 + pτxx

ρuv − τxy

(Et + p)u + qx +−uτxx − vτxy

 , (2.24)
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F =


ρv

ρuv − τxy

ρv2 + p− τyy

(Et + p)v + qy +−uτxy − vτyy

 . (2.25)

G =


0

0

0

Q

 . (2.26)

O vetor G representa o fonte de calor, que é contante, na camada de mistura. Desta

forma, o sistema torna-se:

∂U

∂t
+

∂E

∂x
+

∂F

∂y
+ G = 0. (2.27)

O termo ∂U/∂t representa a variação temporal das propriedades, ∂E/∂x e ∂F/∂y

representam os fluxos ĺıquido nas direções longitudinal e normal ao escoamento e G

representa a fonte de calor na camada de mistura.

2.4 Condições Iniciais e de Contorno

O presente trabalho parte inicialmente de um escoamento laminar acrescido de uma

perturbação como mostra a equação 1.1, trabalho. De forma que:

u(x, y, 0) = uL(y) + u′(x, y), (2.28)

v(x, y, 0) = 0 + v′(x, y), (2.29)

T (x, y, 0) = TL(y) + T ′(x, y), (2.30)

P (x, y, 0) = 1 + P ′(x, y), (2.31)

ρ(x, y, 0) = ρL(y) + ρ′(x, y) (2.32)

Et(x, y, 0) = EtL(y) + E ′
t(x, y), (2.33)

e(x, y, 0) = eL(y) + e′(x, y) (2.34)

onde o ı́ndice L representa as variáveis do escoamento laminar enquanto ( )
′

repre-
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senta as variáveis do escoamento perturbado. Todas as variáveis a esquerda do sinal de

igual representam as variáveis do escoamento instântaneo. As variáveis do escoamento

laminar são dadas inicialmente por:

uL(y) =
(U1 + U2)

2
+

(U1 − U2)

2
tanh(σy), (2.35)

vL(y) = 0, (2.36)

TL(y) = a +
(1− uL(y))T2

(1− U2)
+

uL(y)− U2

(1− U2)
, (2.37)

onde:

a =
(M1)

2(γ − 1)

2

[
uL(y)(1− U2)− (uL)2 − U2)

]
, (2.38)

eL(y) =
TL(y)γ(γ − 1)

(M1)2
. (2.39)

A equação 2.37 é conhecida como relação de Crocco-Bussemann para a temperatura e

é exata para número de Prandtl igual a 1.

A densidade foi calculada assumindo-se que fora da camada cisalhante o escoamento

é laminar, potanto a densidade, ρ, é a densidade do escoamento laminar. A pressão é

constante na direção normal. Usando estas caracteŕıticas obtém-se,

PL(y) = 1 (2.40)

ρL =
PL(y)

eL(y)(γ − 1)
, (2.41)

EtL = ρL

[
eL +

(uL(y)2 + vL(y)2)

2

]
. (2.42)

Para o escoamento perturbado foi usada uma variação trigonométrica na direção lon-

gitudinal e um decaimento exponencial na direção normal dado por uma gaussiana:

u′ = 2σye−(σy2)

[
A1 cos(α1x)

α1

+
A2 cos(α2x)

α2

]
, (2.43)

v′ = e−(σy2) [A1 sin(α1x) + A2 sin(α2x)] , (2.44)
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onde σ representa a abertura da gaussiana, y e x a coordenada normal e longitudinal

do domı́nio, A1 e A2 as amplitudes relacionadas aos números de onda α1 e α2, u′

a componente longitudinal da velocidade da perturbação, v′ a componente normal

da velocidade da perturbação. A forma da componente longitudinal da velocidade u′

obedece a lei de conservação da massa para escoamento incompresśıvel, ou seja:

−∂v′

∂y
=

∂u′

∂x
. (2.45)

Fora da camada cisalhante o escoamento é laminar de forma que, na direção normal as

condições de contorno para o escoamento instantâneo são:

u(y → +∞) = U1, u(y → −∞) = U2 (2.46)

v(y → +∞) = 0, v(y → −∞) = 0 (2.47)

T (y → +∞) = T1, T (y → −∞) = T2 (2.48)

P (y → +∞) = P1, P (y → −∞) = P1 (2.49)

ρ(y → +∞) = ρ1, ρ(y → −∞) = ρ2 (2.50)

Et(y → +∞) = Et1, Et(y → −∞) = Et2 (2.51)

e(y → +∞) = e1, e(y → −∞) = e2. (2.52)

Na direção longitudinal, sendo a análise temporal, a onda está fixa e tem comprimento

Lx = λ. Haja visto que a onda é periódica, usou-se essa caracteŕıstica para impor a

condição de periodicidade para o escoamento instantâneo de forma que:

u(x, y) = u(x + Lx, y), v(x, y) = v(x + Lx, y), (2.53)

T (x, y) = T (x + Lx, y), P (x, y) = P (x + Lx, y), (2.54)

ρ(x, y) = ρ(x + Lx, y), Et(x, y) = Et(x + Lx, y), (2.55)

e(x, y) = e(x + Lx, y). (2.56)

com peŕıodo Lx.
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CAPÍTULO 3

MÉTODO NUMÉRICO

As técnicas de solução das equações de Navier-Stokes mais utilizadas para a simulação

de escoamentos turbulentos e de transição à turbulência são:

• Simulação considerando as equações de Navier-Stokes com médias de Rey-

nolds (ENSM -Equações de Navier-Stokes médias),

• Simulação Numérica Direta (SND),

• Simulação de Grandes Escalas (SGE).

A ENSM é uma técnica muito empregada na solução de problemas de interesse in-

dustrial é mais utilizada como ferramenta de cálculo de escoamentos turbulentos. A

ENSM resolve os valores médios das equações e modela as flutuações usando modelos

de fechamento. A SND soluciona diretamente as equações de Navier-Stokes geralmente

empregando esquemas de diferenças finitas de alta ordem. Num procedimento com SND

todas as escalas de escoamento são simuladas, das maiores e mais energéticas até as

menores, sem precisar adicionar equações de fechamento. A principal restrição desta

técnica está relacionada com o custo de cálculo computacional. Como na SND o nú-

mero de graus de liberdade é função do número de Reynolds, altos números de Reynolds

estão associados a altos números de graus de liberdade, exigindo uma malha mais refi-

nada e consequentemente um maior esforço computacional. A SGE permite aumentar

o número de Reynolds com relação à SND, através da introdução de um filtro que

separa as grandes das pequenas escalas. A técnica SGE resolve as equações completas

de Navier-Stokes somente para as maiores escalas e as menores são modeladas com a

introdução de modelos de sub-malha. Nos dias atuais, a técnica de simulação numé-

rica direta (SND) constitui uma excelente ferramenta de pesquisa, principalmente para

investigar a transição à turbulência e a mesma propriamente dita.

Para usar SND utilizou-se um esquema de diferenças compactas que é impĺıcito. Ele

relaciona o valor da derivada em pontos vizinhos. O valor da derivada obtido por este

método é muito próximo ao seu valor exato para uma banda de número de onda, αi,

maior que para métodos de baixa ordem, como mostra o figura 3.1. Esta figura, mostra

a relação do número de onda anaĺıtico e o número de onda calculado por diferenças

finitas ou simplesmente número de onda modificado. A linha cont́ınua representa a

condição ideal em que o número de onda anaĺıtico e o modificado são iguais. O número

de onda modificado é obtido, para uma função periódica, da seguinte forma:
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f = f̂ eiαx (3.1)

cuja derivada é

df/dx = f̂ i α eiαx. (3.2)

A derivada também pode ser escrita como

df

dx
=

fi+1 − fi−1

2∆x
. (3.3)

Substituindo a equação 3.1 na equação 3.3 e colocando a exponencial em evidência

obtém-se;

df

dx
=

f̂ eiαx

2∆x

(
eiα∆x − e−iα∆x

)
. (3.4)

A equação 3.4 é o valor aproximado de df/dx quando f tem a forma da equação 3.1 e a

discretização é uma aproximação por diferença centrada de segunda ordem, portanto

f̂ iα eiαx ≈ f̂ eiαx

2 ∆x

(
eiα∆x − e−iα∆x

)
, (3.5)

e simplificando,

α ≈
−

(
eiα∆x − e−iα∆x

)
2 ∆x

. (3.6)

O lado direito da equação 3.6 é o número de onda calculado por diferenças finitas,

chamado número de onda modificado. Assim, define-se:

αmod =
−

(
eiα∆x − e−iα∆x

)
2 ∆x

. (3.7)

A equação 3.7 representa a curva α versos αmod quando a derivada é uma apro-

ximação de segunda ordem dada pela equação 3.3. Da figura 3.1 pode-se obter a

faixa de comprimento de onda modificado que se aproxima do valor anaĺıtico. Para
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discretização de 4a ordem a banda é menor que para a discretização de 6a ordem

conforme Santana e Souza (2006). Isto motivou a discretização de 6a ordem neste

trabalho. Com isto consegue-se representar, por diferenças finitas, funções com baixo

erro de dispersão, pois um maior espectro de números de onda é resolvido corretamente.

Numero de Onda

N
um

er
o

de
O

nd
a

M
od

ifi
ca

do

0

0

0.5

0.5

1

1

1.5

1.5

2

2

2.5

2.5

3

3

0 0

0.5 0.5

1 1

1.5 1.5

2 2

2.5 2.5

3 3

Exato
Segunda Ordem
Quarta Ordem
Sexta Ordem
Oitava Ordem
Decima Ordem

Figura 3.1 - Relação entre número de onda análitico e numérico.

3.1 Discretização

Soluções anaĺıticas envolvem expressões tais que as variáveis dependentes são conhe-

cidas em qualquer ponto do domı́nio. Soluções numéricas têm respostas somente em

alguns pontos do domı́nio. Esse conjunto de pontos é conhecido como malha computa-

cional. Por mais fina que uma malha seja, sempre será formada por uma diferença finita

entre os pontos, diferentemente das soluções anaĺıticas que são cont́ınuas. A figura 3.2

representa uma malha no plano x-y.

Na direção x os pontos são representados pela letra i, portanto para uma solução x

temos uma representração x = x(i), na direção y tem-se y = y(j) onde j representa os

pontos nesta direção. Os elementos diferenciais são ∆x que representa o valor (x(i +

1)− x(i)) e ∆y que representa (y(j + 1)− y(j)). Para os indices (i, j) que representam

um ponto P na malha, os pontos vizinhos são (i + 1, j), (i− 1, j), (i, j + 1), (i, j − 1),

(i + 1, j + 1), (i + 1, j − 1), (i − 1, j + 1) e (i − 1, j − 1) como mostra a figura 3.2.
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Figura 3.2 - Intervalos discretos de uma malha bidimensional.

Na discretização temporal, como mostra a figura 3.3, cada ponto na coordenada tempo

está representado pela letra n e dt é o tempo entre os instantes n e n + 1.

n n+1 n+2

dt

f(t)

t

n+N

Figura 3.3 - Pontos discretos de variação temporal.

3.2 Integração temporal e discretização espacial

Os fenômenos associados aos problemas de instabilidade hidrodinâmica, transição

e turbulência possuem um grande número de escalas no tempo e no espaço. O esquema

numérico adotado para a solução das equações de conservação tem que representar

todas as escalas relevantes apropriadamente. Para tanto, será adotado no presente

48



projeto uma discretização das equações por diferenças finitas compactas de alta ordem

nas direções longitudinal e normal (LELE, 1992; MAHESH, 1998; SOUZA, 2003). Para

os termos de derivada temporal, será adotado um método do tipo Runge-Kutta de 4a

ordem de precisão (FERZIGER; PERIC, 1997).

3.2.1 Derivadas Temporais

Neste estudo o interesse é captar os efeitos transientes e, para simular adequa-

damente estes fenômenos, é necessário empregar incrementos de tempo na simulação

numérica necessários para que se satisfaçam os critérios de estabilidade. O critério

de estabilidade é representado pelo número de Courant, C. No presente trabalho foi

seguido o mesmo critério empregado por Sandham (1990), que se representa por:

dt =
C

A
(3.8)

onde:

A = π

[
1

M1

(
1

dx
+

1

dy

)
+

(
|u|
dx

+
|v|
dy

)
+

T 0.65

ρ(γ − 1)M2
1 PrRe

(
1

dx
+

1

dy

)]
(3.9)

onde dt é o passo no tempo, M1 é número de Mach do escoamento de referência, Pr1 é

número de Prandtl de referência, Re1 é número de Reynolds de referência, γ é a razão

entre calores espećıfico, ρ a densidade, µ a viscosidade, u e v as componentes normal

e longitudinal da velocidade da perturbação, dx e dy os espaçamentos nas direções

longitudinal e normal ao escoamento, C é o numero de Courant. Este número representa

a relação entre o domı́nio numérico e anaĺıtico. Neste trabalho foi usado C = 1 para

todos os casos. Optou-se também por um método condicionalmente estável do tipo

Runge-Kutta de 4a ordem. As equações de transporte quando discretizadas são usadas

para se determinar o valor das variáveis em cada ponto do domı́nio computacional no

tempo t = t0 + dt. O método aqui descrito funciona em 4 passos, conforme Ferziger e

Peric (1997), de acordo com as equações abaixo:

f ∗n+1/2 = f n +
∆t

2
f(tn, fn), (3.10)
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f ∗∗n+1/2 = f n +
∆t

2
f(tn+1/2, f

∗
n+1/2), (3.11)

f ∗n +1 = f n + ∆tf(tk+1/2, f
∗∗
k+1/2), (3.12)

f n+1 = f n +
∆t

6
[f(tn, fn) + 2f(tn+ 1

2
, f∗n+1/2), (3.13)

+2f(tn+1/2, f
∗∗
n+1/2) + f(tn+1, f

∗
n+1)].

As derivadas espaciais são aproximadas por diferenças finitas de 6a ordem para que se

obtenha no final um esquema de O(∆t4, ∆x6).

3.2.2 Derivadas Espaciais

3.2.2.1 Método de Diferenças Finitas

O método de discretização usado neste trabalho é o de diferenças finitas. Este método

de discretização consiste em representar uma função como expansão em série de Taylor

ao redor de um ponto. Na figura 3.4 a linha cont́ınua representa uma solução anaĺıtica

e os pontos 1 e 2 representam dois pontos desta função. Os pontos 3, 4 e 5 representam

aproximações respectivamente de 1a, 2a e 3a ordem de uma expansão em série de Taylor.

Para o ponto 5 a expansão é:

f(x + ∆x) = f(x) +
∂f

∂x
∆x +

∂2f

∂x2

(∆x)2

2
+

∂3f

∂x3

(∆x)3

6
. (3.14)

Portanto para um mesmo ∆x, aumentando a ordem da expansão obtém-se valores cada

vez mais próximos da solução anaĺıtica. O método de diferenças finitas baseia-se neste

esquema para criar extênceis que avaliam o valor de uma determinada função no ponto

em questão. De forma geral a série de Taylor gera um extencil da seguinte forma;

u(i+1, j) = u(i, j)+

(
∂u

∂x

)
i,j

·(∆x)+

(
∂2u

∂x2

)
i,j

· (∆x)2

2
+

(
∂3u

∂x3

)
i,j

· (∆x)3

6
+ ... (3.15)
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Figura 3.4 - Aproximação por expansão em Taylor de uma função f(x).

Isolando a derivada 1a e truncando a série nas ordens superiores, obtém-se um extencil

de 1a ordem, dado pela seguinte expressão:

u(i + 1, j) = u(i, j) +

(
∂u

∂x

)
i,j

(∆x) + O(∆x)2, (3.16)

(
∂u

∂x

)
i,j

=

(
u(i + 1, j)− u(i, j)

∆x

)
+ 0(∆x). (3.17)

O lado direito da expressão acima é a representação em diferenças finitas para uma

derivada
(

∂u
∂x

)
com aproximação de primeira ordem. Outros extênceis podem ser obtidos

usando as expansões e suas combinações. Extênceis de 4a ordem para as primeiras e

segundas derivadas são:

(
∂u

∂x

)
i,j

=

[
(u(i + 2, j) + 8u(i + 1, j)− 8u(i− 1, j) + u(i− 2, j))

12dx

]
, (3.18)

(
∂2u

∂x2

)
i,j

=

[
(−u(i + 2, j) + 16u(i + 1, j)− 30u(i, j) + 16u(i− 1, j)− u(i− 2, j))

12dx2

]
.

(3.19)
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Estes são métodos expĺıcitos que usam 5 pontos de malha. Para aumentar a precisão

deste método deve se aumentar o número de pontos tornando o cálculo lento. Ou-

tra forma de melhorar a ordem de precisão da aproximação, sem aumentar o número

de pontos, é usar um esquema de diferenças finitas compactas, também chamado de

diferença hermitianas. Este modelo está descrito por Kopal (1961). Um esquema apre-

sentado por Lele (1992), que é baseado numa combinação dos coeficientes da série

de Taylor permite aumentar a precisão da discretização. Ele resolve um sistema de

equações que corresponde à discretização de 6a ordem. Os esquemas de alta ordem

compactos relacionam derivadas no ponto com as derivadas nos pontos vizinhos, como

mostram as equações 3.20, 3.21 para primeira e segunda derivadas.

α′f ′i−1,j + f ′i,j + α′f ′i+1,j = a
fi+1,j − fi−1,j

2∆x
+ b

fi+2,j − fi−2,j

4∆x
, (3.20)

α′′f ′′i−1,j + f ′′i,j + α′′f ′′i+1,j = c
fi+1,j − 2fi,j + fi−1,j

(∆x)2
+ d

fi+2,j − 2fi,j + fi−2,j

4(∆x)2
. (3.21)

Estas equações são agrupadas num sistema de equações, que obedece certas condições

para ser montado, como se segue. As derivadas primeira na direção do escoamento

são calculadas usando um esquema compacto de 6a ordem para todos os pontos como

mostra a matriz abaixo:



3 1 1

1 3 1

.

1 3 1

.

1 3 1

1 1 3





f ′0

f ′1

.

f ′i

.

f ′jmax−1

f ′jmax


(3.22)
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=



1
12dx

(fimax−1 + 28fimax − 28f1 − 28f2)
1

12dx
(fimax + 28f0 − 28f2 − 28f3)

1
12dx

(fi+2 + 28fi+1 − 28fi−1 − 28fi−2)

1
12dx

(fimax−3 + 28fimax−2 − 28fimax − 28f0)
1

12dx
(fimax−2 + 28fimax−1 − 28f0 − 28f1)


. (3.23)

Na direção perpendicular para pontos próximos da fronteira foi usado um extencil

descentrado de 5a ordem para j=1 e j=jmax e de 6a ordem para j=2 e j=jmax-1 como

proposta por Souza (2003). Eles são respectivamente;

f ′1 + 4f ′2 =
1

24dx
(−74f1 + 16f2 + 72f3 − 16f4 + 2f5) + 0(dx)5, (3.24)

f ′1 + 6f ′2 + 2f ′3 =
1

120dx
(−406f1− 300f2 + 760f3− 80f4 + 30f5− 4f6) + 0(dx)6, (3.25)

onde a derivada segunda é calculada por duas derivadas primeiras. Nesta mesma direção

do escoamento temos dois tipos de derivação, pois impomos para v condição diferente

das impostas para as outras variáveis. As derivadas em v obedecem ao seguinte extêncil;



3 4

1 6 2

.

1 3 1

.

2 6 1

4 1





f ′0

f ′1

.

f ′i

.

f ′imax−1

f ′imax


(3.26)
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=



1
24dx

(−74f0 + 16f1 + 72f2 − 16f3 + 2f4)
1

120dx
(−406f0 − 300f1 + 760f2 − 80f3 + 30f4 − 4f5)

1
12dx

(fi+2 + 28fi+1 − 28fi−1 − 28fi−2)

1
12dx

(406fimax + 300fimax−1 − 760fimax−2 − 80fimax−3 − 30fimax−4 + 4fimax−5)

1
24dx

(74fimax − 16fimax−1 − 72fimax−2 + 16imax−3 − 2fimax−4) .



Para as demais variáveis temos:



1

1 6 2

.

1 3 1

.

2 6 1

1





f ′0

f ′1

.

f ′i

.

f ′imax−1

f ′imax


=



0

r2

ri

rimax−1

0


, (3.27)

r2 =
1

120dx
(−406f0 − 300f1 + 760f2 − 80f3 + 30f4 − 4f5) , (3.28)

ri =
1

12dx
(fi+2 + 28fi+1 − 28fi−1 − 28fi−2) , (3.29)

rimax−1 =
1

12dx
(406fimax + 300fimax−1 −

760fimax−2 − 80fimax−3 − 30fimax−4 + 4fimax−5). (3.30)

Para o cálculo das derivadas de segunda ordem usamos, na direção longitudinal, onde

tem-se a periodicidade:
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11 12 2

1 12 3

.

2 11 2

.

3 12 1

2 2 11





f ′′0

f ′′1

.

f ′′i

.

f ′′imax−1

f ′′imax


=



r1

r2

.

ri

.

rimax−1

rimax


, (3.31)

r1 =
1

120dx
(9775f1 − 20285f2 + 11170f3 −

550f4 − 145f5 + 36f6), (3.32)

r2 =
1

360
(−4834f1 − 8424f2 + 1890f3 +

2320f4 − 810f5 + 216f6 − 26f7), (3.33)

ri =
1

4dx
(3fi−2 + 48fi−1 −

102fi + 48fi+1 + 3fi+2), (3.34)

rimax−1 =
1

360dx
(4834fimax − 8424fimax−1 + 1890fimax−2 +

2320fimax−3 − 810fimax−4 + 216fimax−5 − 26fimax−6), (3.35)

rimax−2 =
1

120dx
(9775fimax − 20285fimax−1 − 11170fimax−2

−550fimax−3 − 145fimax−4 + 36fimax−5). (3.36)

3.2.3 Condições Iniciais e de Contorno

Como já foi escrito na seção 2.4, inicialmente temos um escoamento laminar acrescido

de uma perturbação. A variável y passa a ser função da coordenada numérica j que

representa os pontos da discretização na direção y = y(j). Desta forma a condições

iniciais para o escoamento laminar são:

uL(j) =
(U1 + U2)

2
+

(U1 − U2)

2
tanh(σy(j)). (3.37)

A temperatura é dada pelo relação de Crocco-Busemann, que é válida somente para

Pr = 1.

TL(j) = a +
(1− uL(j))T2

(1− U2)
+

uL(j)− U2

(1− U2)
, (3.38)
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a =
(M1)

2(γ − 1)

2

[
uL(j)(1− U2)− (uL)(j)2 − U2

]
,

eL(j) =
(TL(j))γ(γ − 1)

(M1)2
, (3.39)

ρL(j) =
P1)

eL(j)(γ − 1)
, (3.40)

EtL(j) = ρL(j)

[
eL(j) +

(uL(j)2 + vL(j)2)

2

]
, (3.41)

vL(j) = 0. (3.42)

As perturbações são dadas como segue abaixo:

v′ = e−(iσy(j)2) [A1 sin(α1x(i)) + A2 sin(α2x(i))] , (3.43)

u′ = 2σye−(iσy(j)2)

[(
(A1 sin(α1x(i))

α1

)
+

(
A2 sin(α2x(i))

α2

)]
. (3.44)

onde A1 e A2 são as amplitudes das perturbações, σ a abertura da gaussiana, j a coor-

denada numérica na direção normal, i a coordenada numérica na direção longitudinal,

y(j) a coordenada normal, x(i) a coordenada longitudinal, α1 é o número de onda es-

pecificado, α2 o sub-harmônico de α1, i =
√

(− 1). As expressões para a perturbação

obedecem a conservação da massa para escoamentos incompresśıveis.

Fora da camada cisalhante o escoamento é laminar de forma que os gradientes são nulos.

Usar esta condição implica em especificar as derivadas das grandezas na fronteira como

sendo nulas, como mostrado na figura 3.5.

De forma que df/dn = 0, onde f é uma variável qualquer e n a direção normal a

fronteira. Desta análise as condições tornam-se:
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n

Figura 3.5 - Condição de contorno.

(
∂u

∂y

)
jmax

=

(
∂u

∂y

)
jmin

= 0, (3.45)

(
∂T

∂y

)
jmax

=

(
∂T

∂y

)
jmin

= 0, (3.46)

(
∂P

∂y

)
jmax

=

(
∂P

∂y

)
jmin

= 0, (3.47)

(
∂ρ

∂y

)
jmax

=

(
∂ρ

∂y

)
jmin

= 0, (3.48)

(
∂e

∂y

)
jmax

=

(
∂e

∂y

)
jmin

= 0, (3.49)

(
∂Et

∂y

)
jmax

=

(
∂Et

∂y

)
jmin

= 0. (3.50)

Para a variável v, adotou-se a condição de Dirichlet, que significa fazer a componente

normal de f ser nula, de forma que na figura 3.5 faz-se ~u · ~n = 0, onde f sendo n a

direção normal á fronteira. Desta análise a condição para v tornam-se,
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v(jmin) = v(jmax) = 0 (3.51)

Na direção longitudinal o escoamento é periódico, de forma que f(1, j) = f(imax+1, j),

onde imax é o último ponto da coordenada longitudinal no domı́nio numérico e a

periodicidade ocorre em imax + 1 que corresponde a um comprimento de onda.

u(1, j) = u(imax + 1, j), v(1, j) = v(imax + 1, j), (3.52)

T (1, j) = T (imax + 1, j), P (1, j) = P (imax + 1, j), (3.53)

ρ(1, j) = ρ(imax + 1, j), e(1, j) = e(imax + 1, j), (3.54)

Et(1, j) = Et(imax + 1, j). (3.55)

3.3 Estudo da Topologia da malha computacional

O domı́nio está representado pela figura 3.6. O domı́nio bi-dimensional contém em seu

interior uma camada cisalhante de espessura de vorticedade, δω conforme definido na

equação 2.12, com uma perturbação cuja distribuição de velocidade em t = 0 é dada

pela figura 3.7.

Na camada cisalhante os gradientes na direção longitudinal são menores que na direção

normal. Isto faz com que a malha na direção longitudinal não precise ser tão fina como

na direção normal. Neste trabalho a malha é retângular onde o número de pontos em j é

bem maior que em i. Embora o valor de i e j tenham se alterado a cada caso esta relação

se mantém em torno de 10 a 18 vezes maior para j, ou seja, j é 10 a 18 vezes maior que i.

A alteração na malha se fez necessária quando alterou-se o ńıvel de compressibilidade
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Figura 3.6 - Doḿınio
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Figura 3.7 - v(x,y) para M = 0.4, α = 0.8 e t = 0.0

bem com a potência da fonte de calor. A variável Lx representa o comprimento da

onda, portanto Lx = λ. Nesta direção tem-se duas onda de comprimento de onda λ1

e uma sub-harmônica λ2. Com esta sub-harmônica é posśıvel observar o processo de

emparelhamento dos vórtices que formam-se a partir de cada onda. Os comprimentos

de onda estão relacionados com os números de onda da seguinte forma,
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λ1 =
2π

α1
, λ2 =

2π

α2

. (3.56)

Lx = λ2. Conhecendo Lx pode-se determinar o espaçamento na direção longitudinal,

dx =
Lx

(imax− 1)
, (3.57)

onde imax é o número de pontos na direção longitudinal.

Na direção normal tem-se a fronteira do domı́nio em j = jmin e j = jmax, como

mostra a figura 3.6. O processo de discretização gera erros inerentes da própria técnica

e da aroximaccão na condição inicial. Esses erros foram chamados de rúıdos. Através

da variável taxa de amplificação do vórtice pode se observar a influência do rúıdo no

vórtice. O gráfico 3.8 mostra a taxa de amplificação para M = 0.4, α = 0.8 sem fonte

de calor, ela é obtida a partir da seguinte expressão;

v(y, t) = v̂(y)eiωt, (3.58)

derivando com relação ao tempo obtem-se

dv

dt
= iωv̂(y)eiωt, (3.59)

que pode ser reescrito como

dv

dt
= iωv(y, t), (3.60)

aproximando a derivada para

dv

dt
=

v(t + dt)− v(t)

dt
. (3.61)

Substituindo a equação 3.61 na equação 3.60 podemos resolvê-la para a taxa de ampli-

ficação, obtendo-se:
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ω =
v(t + dt)− v(t)

dt v(t)
, (3.62)

onde v(t) é o maior valor de v(x, y) no tempo atual. Este rúıdo é expulso da camada de

mistura atinge a fronteira é refletido por ela retornando a camada de mistura. Devido

a reflexão pode-se dizer que o erro assume mais uma componente correspondente a

reflexão pela fronteira, de forma que a influência no processo de formação do vórtice

é grande. A figura 3.8 mostra a taxa de amplificação do vórtice em função do tempo.

Nela a curva verde representa a situação em que Ly = 20, onde Ly está geometrica-

mente definido na figura 3.6. Nesta curva o rúıdo promove uma variação na taxa de

amplificação com o tempo duranta toda a simulação, sendo mais acentuada no inicio

até aproximadamente t ≈ 12.5. A partir deste tempo os rúıdos diminuem mas per-

sistem. A curva vermelha mostra a taxa de amplificação versus tempo para Ly = 60.

A curva mostra que a taxa de amplificação é constante na mesma região em que se

observa oscilações para Ly = 20. A região entre t ≈ 8 e t ≈ 25 tempos adimensionais é

bem menos oscilatória para Ly = 60 do que para Ly = 20. A diferença entre os casos é

o valor de Ly, portanto evidenciando que as oscilações decorrem de um efeito de con-

finamento da fronteira sobre a camada de mistura. Para diminuir a influência desses

rúıdos colocou-se a fronteira longe da camada de mistura. Para manter o incremento

dy pequeno define-se uma relação entre Ly e o número de pontos na direção normal ao

escoamento, representado por jmax. A relação é:

a =
Ly

(jmax)
. (3.63)

A constante a representa a relação entre a distância entre a fronteira e a camada de

mistura. Inicialmente a é obtido de forma aleatória como sendo 1, portanto Ly = jmax.

Alterando Ly mantendo jmax fixo obten-se a influência de Ly na formação do vórtice.

Faz-se o mesmo para jmax mantendo Ly fixo. Comparando os resultados desta análise

pode atribuir um bom valor para a, que deixa de ser aleatório. A partir deste valor de a

especifica-se um valor para Ly e obten-se o número de pontos necessário para satisfazer

a condição para a . Com esta nova etapa pode-se obter melhor distância entre camada

de mistura e fronteira mantendo uma malha fina. Escolher Ly grande, colocando a

fronteira longe da camada de mistura significa fazer com que o tempo para que o rúıdo

retorne a camada de mistura seja maior que o tempo de formação do vórtice. Desta

forma foi determinado Ly = 100 para o presente trabalho. Colocando a linha de centro

da camada de mistura em y = 0 então Ly pode ser representado com segue abaixo:
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Ly = ymax − ymin, (3.64)

onde ymax = 50 e ymin = −50 totalizando 100. Assim o espaçamento na direção normal

é,

dy =
Ly

(jmax− 1)
, (3.65)

onde jmax é o número de pontos na direção normal. Para melhorar a relação entre

a fronteira e a camada de mistura deve se usar condição de contorno não-reflexivas.

Uma maneira de tratar a fronteira com condições não-reflexivas é utilizar um termo de

amortecimento adcional nas equações governantes do tipo

−σ(q − qref )

onde σ é uma função de y que varia de zero no interior do domı́nio até valor positivo pró-

ximo da fronteira. Desta forma qualquer reśıduo de onda refletida pela fronteira passa

novamente pela região de amortecimento promovendo uma atenuação quase completa

dos reśıduos. Uma expressão proposta por Bodony e Lele (2005) é dada por:

σ(y) = A

(
y − y1

y2 − y1

)n

. (3.66)

Está condição permite diminuir Ly e também permite usar menos pontos nodais.
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Figura 3.8 - w versus t para M = 0.4,α = 0.8.
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3.4 Válidação do Código

A validação foi feita comparando-se os resultados obtidos quando este simula a formação

de vórtices em uma camada de mistura em regime compresśıvel sem fonte de calor com

os resultados da teoria de estabilidade linear e outros trabalhos na literatura como

Germanos e Medeiros (2005), Sandham (1990). O código reproduz resultados de taxa

de amplificação versus números de onda.

Para número de onda fora da faixa apresentada nas curvas da figura 3.9 o código

não funciona. A taxa de amplificação é correspondente a números de onda maiores

que o especificado. Este problema é reflexo de condições iniciais inadequadas. Para

resolver este problema deve se usar condições iniciais baseadas em teoria de estabilidade

linear, como por exemplo resultados da solução do problema de Rayleigh. A figura 3.9

apresenta os resultados obtidos com o código desenvolvido neste trabalho, comparado

com os resultados de Sandham (1990). A figura 3.9, apresenta a relação entre o número

de onda e a taxa de amplificação, para os casos M = 0.4 α = 0.8 e M = 0.8 e α = 0.5.

Os resultados mostram que o aumento da compressibilidade do escoamento diminui a

taxa de amplificação das perturbações. Os valores de taxa de amplificação usados na

figura 3.9 são obtidos através do procedimento descrito na seção 3.3 a partir da equação

3.58. A figura 3.10 mostra a evolução temporal da componente normal da perturbação

para os dois ńıveis de compressibilidade, M = 0.4 e M = 0.8. As figuras 3.11 e 3.12

apresentam as linhas de iso-vorticidade para os ńıveis de compressibilidade M = 0.4

e M = 0.8, correspondente a região de crescimento exponencial das curvas da figura

3.10.
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Figura 3.9 - Taxa de amplificação em escoamento compresśıvel sem fonte de calor
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Figura 3.11 - Linhas de Iso-Vorticidade em escoamento compresśıvel sem fonte de calor, para M = 0.4 e
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Figura 3.12 - Linhas de Iso-Vorticidade em escoamento compresśıvel sem fonte de calor, para M = 0.8 e
α = 0.5.
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CAPÍTULO 4

RESULTADOS

Neste capitulo é apresentada uma breve introdução sobre camada de mistura em regime

compresśıvel sem fonte de calor e da instabilidade que apresenta-se em seu interior, de

interesse para este trabalho para camada de mistura com fonte de calor. Em seguida,

são apresentados resultados obtidos neste trabalho, sempre fazendo uso da comparação

entre as camadas de mistura com e sem fonte de calor.

4.1 Camada cisalhante compresśıvel sem fonte de calor

A camada de mistura desenvolve-se devido a presença de diferença de velocidade num

escoamento livre. Normalmente tem-se uma camada de mistura cisalhante que separa

duas regiões do escoamento, uma de escoamento rápido e outra de escoamento lento,

como mostrado na figura 1.3. Nela, na parte superior tem-se o escoamento rápido

e na parte inferior o escoamento lento. A instabilidade que se desenvolve neste tipo

de escoamento é resultado do processo de amplificação de perturbações injetadas no

escoamento por alguma fonte externa. Desta forma, o processo de transição inicia-se

na região entre dois escoamentos de velocidades uniformes U1 e U2.

A figura 1.3 representa a manifestação de uma oscilação com comprimento de onda λ

que se desenvolve com uma certa taxa de amplificação. Quando esta instabilidade se

desenvolve observa-se a geração de cristas e vales, na camada cisalhante inicialmente

uniforme. A instabilidade gerada e os turbilhões formados são, respectivamente, a ins-

tabilidade de Kelvin-Helmholtz e os turbilhões de Kelvin-Helmholtz. Desta reflexão

pode-se dizer que os turbilhões transportam fluido rico em quantidade de movimento

na região descendente e pobre em quantidade de movimento na região ascendente, para

o interior da camada de mistura. Portanto a camada de mistura neste sistema f́ısico é

a região de encontro de fluidos pobre e rico em quantidades de movimento.

4.1.1 Efeito da Compressibilidade

Estudos que relacionam compressibilidade e taxa de amplificação foram feitos por Cle-

mens e Mungal (1995) de forma experimental, pelo grupo de Lessen et al. (1966) e

também por Sandham e Reynolds (1991), estes dois últimos numa análise numérica.

Todos evidenciaram o efeito estabilizante da compressibilidade na formação dos turbi-

lhões. Pode-se então dizer que a compressibilidade influência fortemente o processo de

mistura diminuindo a transferência de quantidade de movimento, da região rica para

região pobre em quantidade de movimento.
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Tabela 4.1 - Variação da taxa de amplificação com o número de Mach.

α M = 0.4 M = 0.6 percentual

0.4 0.2487 0.1975 21.0
0.5 0.2773 0.2162 22.0
0.6 0.2972 0.2278 23.4
0.7 0.3060 0.2299 24.9

A figura 4.1 mostra a relação entre número de onda e taxa de amplificação da per-

turbação. O escoamento foi submetido a três ńıveis diferentes de compressibilidade,

M = 0.4, M = 0.6 e M = 0.8. As faixas de comprimentos de onda calculadas pelo

código são diferentes para cada caso. No caso M = 0.4 o intervalo foi de α = 0.4 a

1.2, para M = 0.6 de 0.4 a 1.0 e para M = 0.8 de 0.3 a 0.7. Para valores fora dessas

faixas, qualquer que seja o ńıvel de compressibilidade, o código calcula uma taxa de

amplificação correspondente a um número de onda maior que o especificado, como já

foi descrito na seção 3.4, devida ao uso de condições iniciais inadequadas.

Da figura 4.1 facilmente se observa o caráter estabilizador da compressibilidade. O

caso M = 0.4 apresenta taxa de amplificação máxima em α = 0.8. O aumento da

compressibilidade para M = 0.8 faz com que a de taxa de amplificação máxima passe

a corresponder a α = 0.5, que equivale a comprimentos de onda cada vez maiores.

Uma observação importante é que a redução na taxa de amplificação é maior quanto

maior é o número de onda, em cada ńıvel de compressibilidade. Para α = 0.4 a redu-

ção na taxa de amplificação quando se aumenta o número de Mach de M = 0.4 para

M = 0.6 é de 21%, já para α = 0.7 a redução é de 24,9%. Fazendo a mesma análise

de M = 0.6 para M = 0.8 o mesmo α = 0.4 tem sua taxa de amplificação reduzida

em 30% e α = 0.7 a redução é de 45.1%. Disto conclui-se que o aumento na compressi-

bilidade do escoamento reduz a taxa de amplificação das perturbações associadas com

maiores números de onda e nem tanto com os menores. Pode-se dizer que a compres-

sibilidade além de diminuir a taxa de amplificação dos vórtices, restringe também os

números de onda que serão amplificados. As tabelas 4.1 e 4.2 mostram estas relações, a

coluna percentual indica percentual de redução da taxa de amplificação, α representa

os números de onda tomados como exemplo, com ńıveis de compressibilidade M = 0.4,

M = 0.6 e M = 0.8 para um escoamento sem fonte de calor.

A figura 4.2 apresenta a evolução temporal da componente normal da velocidade da

perturbação. Esta velocidade permite avaliar a difusão de quantidade de movimento

na direção normal. Matematicamente é dada pela equação 4.1 como condição inicial:
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Tabela 4.2 - Variação da taxa de amplificação com o número de Mach.

α M = 0.6 M = 0.8 percentual

0.4 0.1975 0.1383 30.0
0.5 0.2162 0.1445 33.2
0.6 0.2278 0.1394 38.8
0.7 0.2299 0.1262 45.1
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Figura 4.1 - Taxa de amplificação em escoamento compresśıvel sem fonte de calor.

v(x, y) = e−iσy2

[(A1 sin(α1x)) + (A2 sin(α2x))] (4.1)

onde A1 e A2 são as amplitudes de oscilação, α1 é o número de onda, α2 o sub-harmônico

de α1, x a coordenada longitudinal e y a coordenada normal. A velocidade inicial normal

ao escoamento é então uma superposição cossenoidal na direção longitudinal e uma

gaussiana na direção normal. A figura 4.3 representa a distribuição espacial da equação

4.1.

As curvas vmax(t) apresentadas na figura 4.2, em todos os ńıveis de compressibilidade

apresentam uma região oscilatória, seguida de um crescimento exponencial e uma úl-

tima região conhecida como região de saturação. As curvas iniciam-se com uma região

de oscilação que corresponde ao tempo que o código necessita para corrigir a condição

inicial, representada pela figura 3.7, que é aproximada. Depois desta região de oscilação,
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Figura 4.2 - Evolução da Perturbação para M = 0.4, 0.6 e 0.8 com α = 0.8, 0.7 e 0.5 .

a curva apresenta uma região de crescimento exponencial que corresponde ao tempo de

formação do vórtice. Esta região é caracterizada pela distribuição de velocidade normal

v, dada pelas figuras 4.4, 4.5 e 4.6.

As figuras 4.4, 4.5 e 4.6 apresentam a distribuição de v para M = 0.4 com α = 0.8 em

t = 10.21; M = 0.6 e α = 0.7 em t = 11.84 e M = 0.8 e α = 0.5 em t = 17.42. Todas

na região de crescimento exponencial, já após a região onde as condições iniciais foram

filtradas. Essas distribuições correspondem às distribuições dos autovetores da solução

do problema de instabilidade linear. Aumentando-se o número de Mach observa-se uma

distribuição menos adensada na região cisalhante.

Estas figuras mostram a condição inicial mais adequada para a camada de mistura

para os ńıveis de compressibilidade investigados neste trabalho quando não há fonte de

calor na camada de mistura.

As figuras 4.8, 4.9 e 4.10 apresentam a distribuição espacial de velocidade, v(y) para

M = 0.4, α = 0.8 nos pontos indicados pela figura 4.7. Esta figura representa um vórtice

já estruturado. O desalinhamento do vórtice com relação ao sistema de coordenada

ocorre devido a formação de dois pontos de máximo para a distribuição de velocidade,

um residente no escoamento rápido para y > 0 e outro na camada lenta em y < 0,

como mostram as figuras 4.4, 4.5 e 4.6. Na figura 4.8 os picos representam os máximos
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Figura 4.3 - Perfil inicial da perturbação na camada de mistura para M = 0.4 e α = 0.8.

da componente normal de velocidade de perturbação na direção normal. Este máximo

está localizado no ponto b da figura 4.7 correspondente ao ponto x = 7.5 na figura 4.4.

A figura 4.9, apresenta a distribuição de velocidade, v(y), no ponto a da figura 4.7

que representa o ponto x = 3.0 na figura 4.4. A figura 4.10 mostra a distribuição da

velocidade normal no ponto c do vórtice, figura 4.7, correspondente ao ponto x = 10.0

na figura 4.4. Estas figuras permitem identificar a topologia do turbilhão de Kelvin-

Helmholtz para escoamentos compresśıveis. Vale a pena lembrar que a distribuição de

velocidade, v(y), permite ter uma idéia da distribuição de quantidade de movimento

na direção normal. Como mostra as figuras 4.15 e 4.16 tem-se então dois pontos de

máximo da distribuição de velocidade, um em cada região e em pontos x diferentes.

A última região das curvas da figura 4.2 é a região de saturação. Tomando a curva

para M = 0.6 na figura 4.2, observa-se a partir de t = 45.0 uma região de velocidade

levemente decrescente. A saturação é lenta e ocorre porque o escoamento considerado

é bidimensional. Extendendo o código para um caso tridimensional no lugar da região

de saturação observaria uma região de fomação de estruturas de vorticidade tridimen-

sional, portanto a saturação aparerece devido ao fato da formulação ser bidimensional.
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Figura 4.5 - Perfil da perturbação na camada de mistura para M = 0.6 e α = 0.6 em t = 25.33.
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Figura 4.6 - Perfil da perturbação na camada de mistura para M = 0.8 e α = 0.5 em t = 46.33.

Caso tivessemos optado por utilizar amplitudes iniciais maiores para o sub-harmônico,

teriamos observado também que dois vórtices vizinhos se emparelhando nessa região

de saturação.

As figuras 4.11, 4.12 e 4.13 apresentam linhas de iso-vorticidade correspondente ao caso

M = 0.4. A figura 4.11 representa o final da região de crescimento exponencial no gráfico

v(t) em t = 28.70, enquanto a figura 4.12 corresponde ao ińıcio da região de saturação

em t = 31.80 e a figura 4.13 representa o vórtice na região de saturação no gráfico

v(t) em t = 33.44. Das figuras 4.12 e 4.13 é válido observar que os rúıdos presentes

estão relacionadas a questão da condição de fronteira, que são inadequadas. Como já

foi mencionado na seção 3.3, aumentando-se Ly ou usando condições de contorno não-

reflexivas o problema é resolvido. Desta forma rúıdos gerados na camada de mistura

ao atingirem a fronteira não retornam para dentro do domı́nio.

Para o caso M = 0.6, α = 0.7 os vórtices estão representados pelas figuras 4.14, 4.15

e 4.16 que correspondem, respectivamente, a t = 35.27, t = 38.87 e t = 42.30. Pode-se

observar que os rúıdos também estão presentes. Na região linear o vórtice está formado

porém mais alongado que na mesma região para o caso M = 0.4. Este alongamento
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Figura 4.8 - Perfil v(y) em b para M = 0.4 e α = 0.8.

pode ser observado comparando-se a figura 4.15 com a figura 4.12.

No caso apresentado na figura 4.15 para M = 0.6 a região de ajuste da condição inicial

foi maior que para o caso com M = 0.4. Haja vista que a única alteração na simulação

para produção das figuras 4.15 e 4.12 é o número de Mach convectivo, então torna-se

ele, M , o único responsável por esta variação.
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Figura 4.9 - Perfil v(y); a para M = 0.4 e α = 0.8.

Para o caso M = 0.8, α = 0.5 os vórtices estão representados pelas figuras 4.17, 4.18 e

4.19, referentes a t = 57.37, t = 62.48 e t = 65.71, que correspondem a região final de

crescimento exponencial, inicio da região de saturação e na própria região de saturação.

Assim como para os outros casos, neste também a presença do rúıdo é evidente nas

bordas da camada cisalhante e não no próprio vórtice como foi nos outros casos. É de

se notar que o tempo para a formação dos vórtices é maior quanto maior é o ńıvel de

compressibilidade e que os vórtices resultantes são mais alongados.

4.2 Camada Cisalhante compresśıvel com fonte de calor

Nesta seção serão apresentadas caracteŕısticas do efeito da fonte de calor na insta-

bilidade da camada cisalhante e na formação dos turbilhões de Kelvin-Helmholtz. A

camada cisalhante com fonte de calor é utilizada como modelo simplificado de uma

camada cisalhante com reação qúımica.

4.2.1 Natureza da Fonte de Calor

Na camada de mistura encontra-se uma fonte de calor como mostra a figura 4.22. A

fonte de calor, assim como as perturbações iniciais, obedece uma função gaussiana

cujo ponto de máximo coincide com a interface da camada de mistura. A equação 4.2

é a forma matemática de apresentar a distribuição de calor. No presente trabalho o

escoamento foi submetido a 4 ńıveis diferentes de geração de calor para cada ńıvel de
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Tabela 4.3 - Amplitude máxima da fonte de calor.

c1 = 3, 0 · 10−3 c2 = 5, 0 · 10−3 c3 = 7, 0 · 10−3 c4 = 9, 0 · 10−3

compressibilidade.

A fonte de calor é introduzida no sistema através da soma do termo de calor na equação

da energia. Sendo c a amplitude máxima da fonte de calor, σ a abertura da gaussiana,

y a coordenada normal ao escoamento.

Q(y) = c e−σy2

(4.2)

4.2.2 Efeito de Compressibilidade e Calor

A figura 4.23 apresenta a relação entre a taxa de amplificação e os números de onda

usados na simulação para M = 0.4. No presente caso, o escoamento foi submetido

aos ńıveis de geração de calor com os máximos valores assinalados na tabela 4.3. Os

resultados mostram que a taxa de amplificação da perturbação diminui com o aumento

da fonte de calor. A primeira curva acima representa a evolução da perturbação sem

calor adicionado ao sistema. As demais abaixo são para os ńıveis de calor com máximos

c1, c2, c3 e c4 respectivamente. A redução na taxa de amplificação das perturbações
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Figura 4.11 - Iso-linhas de vorticidade na camada de mistura para M = 0.4 e α = 0.8 para t = 28.70.

apresenta-se independente de α, ou seja, ocorre para todos de forma semelhante, não

alterando o número de onda que corresponde à máxima taxa de amplificação. A fonte

de calor inibi a formação dos vórtices, estabilizando o escoamento, comportamento que

é semelhante ao da compressibilidade.

A figura 4.24 apresenta a evolução temporal da componente normal da perturbação,

vmax(t), para os casos de M = 0.4 e α = 0.8 para todos os ńıveis de geração de

calor usados no trabalho. O gráfico mostra que inicialmente, t = 0, o calor alterou a

magnitude de vmax(t), pois sem calor a velocidade decai para aumentar e com calor ela

aumentou para depois decrescer. Após a correção na condição inicial tem-se a região de

crescimento exponencial. Nesta região é onde o vórtice forma-se. Nota-se que as curvas

para diferentes ńıveis de geração de calor se cruzam em t ≈ 15 indicando que as mesmas

tem inclinação e portanto taxa de amplificação diferentes. A saturação do vórtice ocorre

muito próxima para todos os casos mostrando a independência do tempo de saturação

com o parâmetro c, pelo menos para os ńıveis de geraç ao de calor utilizados neste

trabalho.

A distribuição espacial da componente normal da velocidade da perturbação na região
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Figura 4.12 - Iso-linhas de vorticidade na camada de mistura para M = 0.4 e α = 0.8 para t = 31.80.

de crescimento exponencial da figura 4.24 está representada nas figuras 4.25, 4.26, 4.27

e 4.28. Estas figuras representam a distibuição v(x, y), respectivamente para c1, c2, c3

e c4.
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Figura 4.13 - Iso-linhas de vorticidade na camada de mistura para M = 0.4 e α = 0.8 para t = 33.44.
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Figura 4.14 - Iso-linhas de vorticidade para M = 0.6 e α = 0.7 em t = 35.27.
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Figura 4.15 - Iso-linhas de vorticidade para M = 0.6 e α = 0.7 em t = 38.87.
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Figura 4.16 - Iso-linhas de vorticidade para M = 0.6 e α = 0.7 em t = 42.30.
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Figura 4.17 - Iso-linhas de vorticidade para M = 0.8 e α = 0.5 em t = 57.37.
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Figura 4.18 - Iso-linhas de vorticidade para M = 0.8 e α = 0.5 em t = 62.48
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Figura 4.19 - Iso-linhas de vorticidade para M = 0.8 e α = 0.5 em t = 65.71
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Figura 4.20 - Distribuição v(x,y) para M = 0.4 e α = 0.8.
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Figura 4.21 - Iso-linhas de vorticidade para M = 0.4 e α = 0.8.

 0

 0.0005

 0.001

 0.0015

 0.002

 0.0025

 0.003

-2 -1.5 -1 -0.5  0  0.5  1  1.5  2

Q

Y

Figura 4.22 - Distribuição de calor Q(y) para c1.
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Figura 4.23 - Taxa de amplificação para M = 0.4 em camada cisalhante com fonte de calor.
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Figura 4.24 - Evolução da perturbação para M = 0.4 e α = 0.8 em diferentes ńıveis de calor.
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Figura 4.25 - v(x,y) para M = 0.4, α = 0.8, c = 0.003 e t = 23.68.
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Figura 4.26 - v(x,y) para M = 0.4, α = 0.8, c = 0.005 e t = 22.74.
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Figura 4.27 - v(x,y) para M = 0.4, α = 0.8, c = 0.007 e t = 23.58.

As figuras 4.29, 4.30, 4.31 e 4.32 mostram as linhas de vorticidade na região de vmax(t)

ligeiramente antes da saturação, em t ≈ 28.0 tempos adimensionais. Comparando com a

figura 4.12 vê-se que a camada de vorticidade apresenta espessura semelhante, portanto

o calor não alterou significativamente a espessura da perturbação , para os ńıveis de

calor trabalhados.

Para o caso M = 0.6 a geração de calor promoveu, um amortecimento na perturba-

ção assim como no caso M = 0.4. A figura 4.33 apresenta a relação entre taxa de

amplificação e o número de onda para a faixa de número de onda de cada caso. As

curvas mostram que, para os valores usados no trabalho, a fonte de calor não alteram

o número de onda que mais se amplifica. A figura 4.34 mostra que os ńıveis de geração

de calor promovem uma maior redução na evolução da perturbação para M = 0.6 que

para M = 0.4.
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Figura 4.28 - v(x,y) para M = 0.4, α = 0.8, c = 0.009 e t = 22.88.
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Figura 4.29 - Iso-linhas vorticidade para M = 0.4; fonte de calor c1 em t = 28.0.
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Figura 4.30 - Iso-linhas vorticidade para M = 0.4; fonte de calor c2 e t = 28.0.
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Figura 4.31 - Iso-linhas vorticidade para M = 0.4; fonte de calor c3 e t = 28.0.
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Figura 4.32 - Iso-linhas vorticidade para M = 0.4; fonte de calor c4 e t = 28.0.
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Figura 4.33 - Taxa de amplificação para M = 0.6.

A figura 4.34 apresenta a evolução temporal do valor máximo da componente normal

da perturbação, v(t), para os casos de M = 0.6 α = 0.7 para todos os ńıveis de geração

de calor usados no trabalho. A curva que começa inicialmente diminuindo representa

o caso sem calor enquanto as demais são para o caso com geração de calor. O gráfico

mostra que inicialmente, o calor alterou a magnitude de vmax(t), sem calor a velocidade

decai para aumentar e com calor ela aumentou para depois decrescer. A geração de calor

alterou significativamente o tempo de correção da condição inicial que, para escoamento

sem geração de calor foi de 10 tempos adimensionais enquanto que para o caso com

geração de calor ficou em torno de 15 tempos adimensionais. Após t = 15 as curvas

entram na região exponencial. Em torno de t = 22.0 as curvas cruzam-se com aquela

do escoamento sem fonte de calor. Nesta região é onde o vórtice forma-se. Após o ponto

de cruzamento apresenta-se uma região um pouco mais espessa mostrando a tendência

das curvas em se distanciarem da mesma sem fonte de calor. Neste caso a influência

da fonte é um pouco mais evidente que para M = 0.4 mostrando que escoamento mais

compresśıveis são mais senśıveis a fontes de calor no sistema. A saturação do vórtice

ocorre muito próxima para todos os casos assim como ocorrido para M = 0.4 devido a

independência do ponto de saturação com o valor de c usados neste trabalho.

As figuras 4.35 a 4.38 apresentam as linhas de iso-vorticidade para M = 0.6 e α = 0.7,

todas no tempo adimensional de aproximadamente t ≈ 38.5. Os ńıveis de calor vão

de c1 a c4 na seqüência. Este tempo adimensional corresponde ao final da região de

crescimento exponencial das perturbações.
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Figura 4.34 - Evolução da perturbação para M = 0.6 e α = 0.7.

A figura 4.39 apresenta a relação entre taxa de amplificação e o número de onda para a

faixa de número de onda calculada pelo código, para M = 0.8. Para este caso a geração

de calor promoveu, um amortecimento na perturbação assim como no caso M = 0.4

e M = 0.6. Como mostra a figura 4.39 este ńıvel de compressibilidade é bem mais

senśıvel aos efeitos da geração de calor que os outros ńıveis de compressibilidade. Dela

observa-se que as ondas associadas com os números de onda a partir de α = 0.4 decaem

mais rapidamente quanto maior é a potência da fonte de calor, de forma que o α que

gera a máxima taxa de amplificação altera-se a partir de c4. Isto pode ser observado

comparando os pontos extremos de cada curva.

A figura 4.40 apresenta a evolução temporal do valor máximo da componente normal

da perturbação, vmax(t), para os casos de M = 0.8 e α = 0.5 para todos os ńıveis

de geração de calor usados no trabalho. A curva que começa inicialmente diminuindo

representa o caso sem calor enquanto as demais são para o caso com geração de calor.

O gráfico mostra que inicialmente, o calor alterou a distribuição inicial de vmax(t), que

corresponderia à solução do problema de estabilidade linear, pois sem calor a velocidade

decai para aumentar e com calor ela aumentou para depois decrescer, como observado

nos casos anteriores. A geração de calor alterou significativamente o tempo de correção

da condição inicial com relação ao caso sem calor. A região de crescimento exponencial

iniciou-se em t ≈ 15.0 para o caso sem fonte de calor. Já para todos os casos com fonte

de calor iniciou-se em t ≈ 25.0 tempos adimendionais. Nota-se que as curvas tem taxa
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Figura 4.35 - Iso-linhas vorticidade para M = 0.6 e α = 0.7 em t = 38.92 para c1.

de amplificação diferentes para cada ńıvel de geração da calor, cruzando-se em t ≈ 32.0

tempos adimensionais, indicando que as mesmas tem inclinações diferentes. Neste caso

a influência da fonte é mais evidente que para M = 0.4 e M = 0.6 mostrando que

escoamento mais compresśıveis são mais senśıveis à fonte de calor. A saturação do

vórtice ocorre para todos os casos em pontos diferentes.

A figura 4.41 apresenta a distribuição de velocidade no tempo t = 50.33 para c = 0.003,

a figura 4.42 mosta a mesma propriedade para c = 0.005 para no tempo t = 54.04.

A figura 4.43 apresenta a propriedade para o caso c = 0.007 com t = 57.30 e 4.44 é

a distribuição de velocidade para c = 0.009 na tempo t = 58.34. Os gráficos mostram

que aumentar o ńıvel de geração de calor diminui a taxa de amplificação. Isto pode ser

observado comparando o tempo para que cada configuração leva para atingir o ńıvel de

velocidade da ordem de 10−2. Este tempo é maior quanto maior é a potência da fonte

de calor.

A projeção em cada gráfico mostra que o máximo de velocidade está deslocado da linha

de centro da camada cisalhante. Observando a projeção no plano xy pode-se concluir

que os máximos de difusão de quantidade de movimento não estão alinhados em um
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Figura 4.36 - Iso-linhas vorticidade para M = 0.6 e α = 0.7 em t = 38.77 para c2.

único x mas sim em pontos diferentes na direção longitudinal. Isso possivelmente indica

a tendência à formação dos modos externos observados por Jackson e Grosch (1989),

Jackson e Grosch (1990), Planché (1993).

Comparando os três resultados podemos observar que a adição de calor na camada de

mistura retarda o processo de amplificação das perturbações para qualquer ńıvel de

compressibilidade, porém quanto maior a compressibilidade do escoamento maior é o

efeito estabilizador da calor. Estas caracteŕısticas da adição de calor ao sistema mostram

que tanto o calor transferido como o aumento da compressibilidade do escoamento não

favorecem o processo de transição para regimes de escoamento turbulento já que ambos

atuam como agentes estabilizadores no sistema.
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Figura 4.37 - Iso-linhas vorticidade para M = 0.6 e α = 0.7 em t = 38.54 para c3.
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Figura 4.38 - Iso-linhas vorticidade para M = 0.6 e α = 0.7 em t = 38.56 para c4.
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Figura 4.39 - Taxa de Amplificação para M = 0.8.
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Figura 4.40 - Evolucão da perturbação para M = 0.8 e α = 0.5.
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Figura 4.41 - v(x,y) para M = 0.8, α = 0.5, c = 0.003 e t = 50.33.
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Figura 4.42 - v(x,y) para M = 0.8,α = 0.5, c = 0.005 e t = 54.04.
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Figura 4.43 - v(x,y) para M = 0.8,α = 0.5, c = 0.007 e t = 57.30.
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Figura 4.44 - v(x,y) para M = 0.8,α = 0.5, c = 0.009 e t = 58.34.
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CAPÍTULO 5

CONCLUSÃO e SUGESTÕES

Neste trabalho foi desenvolvido e validado um código computacional de 5a e 6a ordem

de resolução para derivadas espaciais e 4a ordem para integração temporal, que permite

analisar a evolução da perturbação em uma camada cisalhante.

Primeiramente estudou-se o efeito da variação do número de mach sem fonte de calor.

Para um determinado ńıvel de compressibilidade observou-se que a redução na taxa

de amplificação é maior quanto maior é o número de onda associado com a pertur-

bação. Observou-se também que esta redução é maior à medida que se aumenta a

compressibilidade, e que a faixa de número de onda amplificado diminui. A distânçia

entre as posições desses pontos é maior à medida que a compressibilidade aumenta. Os

casos analisados sob influência da fonte de calor mostraram que a mesma atua como

agente estabilizador das perturbações do escoamento, promovendo os mesmos efeitos

atribúıdos à compressibilidade. A combinação da compressibilidade com fonte de calor

no interior da camada de mistura mostra que uma mesma faixa de geração de calor

promove maior redução na taxa de amplificação das perturbações quanto maior for o

ńıvel de compressibilidade. De forma geral observou-se que a combinação de geração

de calor e compressibilidade estabilizam significativamente as perturbações no interior

da camada de mistura. Das análises feitas neste trabalho pode-se concluir que tanto a

fonte de calor quanto a compressibilidade retardaram o processo de transição do esco-

amento laminar para o turbulento, haja vista que a turbulência favorece o processo de

mistura, pode-se dizer que os efeitos da geração de calor e da compressibilidade não

favorecem o processo de mistura, já que inibem a difusão da quantidade de movimento

das regiões de fluido rico para regiões de fluido pobre em quantidade de movimento.

Recomendações para a continuidade deste trabalho:

• Especificações mais precisas de condições iniciais baseadas em teoria de esta-

bilidade linear,

• Programação de condições de contorno não-reflexivas,

• Estudo de camada cisalhante binária,

• Estudo de camada cisalhante binária com combustão.
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