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RESUMO

Neste trabalho, um problema de tranéferia de calor da damica de gases
rarefeitos, causado pela diferenca de temperaturas nasisiggede um canak abor-
dado. O problema& formulado atra&s dos modelos caticosBGK, S e Gross-Jackson
da equago linearizada de Boltzmann e resolvido, de forma unificada, petodo anat
tico de ordenadas discretas§mdo ADO). Resultados nugricos para as perturbaes
de densidade e temperatura e témbpara o fluxo de caloras apresentados e com-
parados, mostrando quamse pode dizer que algum dogsmodelos seja uma melhor

aproxima@o da solugo aos resultados da eqaadinearizada de Boltzmann.
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ABSTRACT

In this work, a heat transfer problem in the rarefied gas dynamics field, in
a plane channel, is studied. In particular, the flow is induced by different temperatures
at the wall surfaces. The formulation of the problem is based in an "unified” kinetic
equation which includes the BGK model, the S-model and the Gross-Jackson model of
the linearized Boltzmann equation. An analytical version of the discrete-ordinates method
(the ADO method) is used to develop the solution and to evaluate the density, temperature
and heat-flow profiles. Numerical results are presented and used to establish comparisons
with the linearized Boltzmann equation results. It is shown that, for an analysis based in
all cases, it is not possible to say that one of the models is a better approximation of the

solution of the linearized Boltzmann equation.
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1 INTRODUCAO

Sistemas microeletromagicos (MEMS) &0 estruturas ménicas com di-
men$es menores que 1mm e maiores quenl32]. No interior dessas pequenad-m
guinas existem microcanais contendo fluidos, quaesio chamados de microfluidos.
Segundo Karniadakis e Beskok [25], os primeiros estudos aesaalatam de meados do
seculo XIX quando Poiseuille comecou a estudar fluidos em tubos cmmediio de 30m
a 15Qum. Ele teria estudado as rets@s entre fluxo de massa, pr@sse geometria dos
tubos. Mais tardegjnoiricio do ®culo XX, Knudsen estudou o comportamento de gases
dentro de capilares. Ainda segundo Karniadakis e Beskok [25], o primeiro experimento
com fluido em microcanal foi feito num trabalho com hidgag em um canal cony4n
de largura. Os primeiros estudos com MEMS surgiraméaada de 1980 em pesquisas
com micronaquinas. Como exemplos, podem ser citados [25] pequenosanetens
usados para ativar sistemas de airbag em aaners, sensores de préssdo tamanho da
cabeca de um alfinete usados na extremidade de cateteres, microbombas iy
discos fgidos do tipo Winchester para computadores onde, nesse caso, a cabeca leitora

flutua cerca de 50 nm acima do disco e o esgagoupado por um fluido.

Para um bom funcionamento dos MEMS tornou-se nécessonhecer de-
talhes de umasica rao familiar e de um processo dimico complexo envolvidos no fun-
cionamento de microaguinas. A didmica dos fluidos e a interag com as supddies
em sistemas pequenésmuito diferente que em sistemas grandes. Nessaniia, 0O
material da supeidie e sua rugosidadés muito mais importantes que em geometrias

grandes [25].

Um pa@metro adimensional para caracterizar fluidos gasmsosimero de
Knudsen, definido como a raa entre o livre caminho @dio/ (distancia percorrida por
uma paricula sem sofrer col&) e um comprimento caracisticoa, [25],

Kn=—. (1.1)

Qs



14

De acordo com Karniadakis e Beskog [25], dependendo do intervalo de

varia@o do rumero de Knudsenas definidos quatro regimes para uasg

Confinuo: parak'n < 0.01;

"Slip-flow”: para 0.01< Kn < 0.1,

Transi@o: para 0.k Kn < 10;

Moléculas livres: par&’n > 10.

Os efeitos de rarefap comecam a se tornar importantes com o crescimento
do nimero de Knudsen, que claramente pode estar associado a um alto valor para o livre
caminho n&dio, bem como ao fato de que o fluxo seja em um microcanal. Isso justifica
por que aplica@es em nanotecnologia e em mici@uinas 80 um campo de aplicag
da diramica de gases rarefeitos, assim como assitas aplicdies nasreas de equipa-

mentos de &cuo [44] e aeroespacial [19].

No que diz respeit@ modelagem dos fémenos associadas diramica
de gases rarefeitos, no regime donb fi0 \alidas as equégs de Navier Stokes.aJ
no regime "slip-flow”, essas equdgs o usadas mas necesaio tamlém considerar
condiges de contorno do tipo escorregamento ("slip”) na dedordp fluxo de um &s.
Essas condies de contorno incluem efeitos de raréfapresentesjnesse regime, tais
como o salto de temperatura, o "creeptrico, a velocidade de escorregamento e 0s
coeficientes de acomodag das supeities [25]. No regime de transiQ as equdies de
Navier Stokes &o se aplicam mais [44] e o comportamento ds gode ser modelado pela
equa@o de Boltzmann. Ainda, coma foi mencionado, no regime de trariiccresce a
importancia dos efeitos de rarefage de interggo do @s com a supeidie. Para melhor
descrever essa inteias, define-se os coeficientes de acomaddermica e de momento
tangencial, que descrevem, respectivamente, como ocorre a troca de calor entre o fluido e
a supericie e comcee a refle@o de uma md@cula de §s que incide no contorno [25]. No
regime de madculas livres, soluies anaticas associadasdistribui@o de equibrio sho

conhecidas [44].
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Ainda na modelagem de fluidog,importante destacar que a ecaagle
Boltzmann tambm pode ser usada no regime ¢onb. Na verdade, Williams [50] a-
presenta uma derivaQ das equdes de Navier Stokes a partir da ecaage Boltz-
mann. Uma diferencaésica entre essas duas edies;[50]e que nas equaes de Navier
Stokes as insgnitas 80 as propriedadessfcas do fluido, como densidade, temperatura e
pres§o, enquanto que na eqaacde Boltzmann, a vavelé a fun@o de distribuigo de

parfculas, que deve ser integrada para que se conheca as datigetedo fluido.

Neste trabalho, busca-se resolver um problema de tré&nsiarde calor as-
sociado ao comportamento de uasgontido num canal plano e no regime de tratsic
cuja perturbago do estado de eqibtio & causada por temperaturas diferentes nas pare-
des do canal [49, 50]. Esteum problema éssico da diamica de gases rarefeitos que
tambem se associa ao contexto de microfluidos. Na verdaée db problema de trans-
feréncia de calor mencionado, no estudo de efe#ositos associadas descrigo do
fluxo de um @s rarefeito @rios aspectosa® de interesse e vem sendo investigados ao
longo dos anos, como, por exemplo: o chamado problema do salto de temperatura [48]
determinado por um gradiente de temperatura noammlpericie do canal, no qual se
busca avaliar a diferenca existente entre a temperatura da parede e a temperasra do g
proximo a parede, determinando inclusive um coeficiente&uélizado nas condies
de contorno dos problemas em regime de "slip-flow” para caracterizar eéteden; os
problemas de deslizamentrinico e "creep”&rmico [49], caracterizados por efeitos de
gradientes de temperatura tangenciparedes do canal; e ainda fluxos induzidos por
descontinuidades de temperatura [25] ou diferencas de temperaturas nasisspadof
dominio de interesse. &fios trabalhos e&b dispoiveis na literatura referentes ao estudo
destes problemas, tais como: Sharipov e Seleznev [44], Welander [48], Thomas Jr. et al.
[46], Loyalka et al. [28], Cercignani [13], Siewert [40], Struchtrup [45], Frankowski et

al. [20] e Bassanini et al. [6, 7].

Como considera-se oag no regime de trangig, o problema de trans-
feréncia de caloé modelado pela equag linearizada de Boltzmann (ELB). Essa e@uac

possui uma complicada estrutura no seu termo dezméuma estragia que vem sendo
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proposta ao longo dos anéssubstituir o seulrcleo de coli@o por uma expreés mais
simples, dando origem a um modelo@&iico ou a uma equag modelo [14]. A derivaio

e solu@o de equdies modelo na damica de gases rarefeitos tem sido um aspecto de
interesse na investigag cientfica recente. Apesar destes aspectusserem explorados

em detalhes neste trabalho, as Refs. [2, 10, 21] podem ser mencionadas.

Neste trabalho, para descrever o processo deacoéatre as pdadulas do
gas no problema mencionado, foram escolhidos os modelos, ondéi@rfoimde colido
é considerada constan®GK [8, 48], S [37, 42, 44] eGross-Jackson[21, 24]. Este
Gltimo trata de uma aproximag do modelo de interap de mokculas do tipo Maxwell
na forma associada colifes do tipo esferadgidas [50]. Seguindo uma formukag
proposta por Garcia e Siewert [21], pretende-se estabelecer um tratamento unificado para
estes s modelos, uma vez que, mediante a escolha apropriada de cetioeas, 0S

mesmos podem ser descritos aésde uma expreds geral.

Para o tratamento e sofug das equdies cireticas seéx usado o ratodo
Analitico de Ordenadas Discretas (ADO: Analytical Discrete Ordinates). Eésedm
foi proposto por Barichello e Siewert [1], inicialmente associadmoblemas de trans-
feréncia radiativa, &€ uma vergao do netodo original de ordenadas discretas proposto
por Chandrasekhar [15], o qual tem como base a aprogimda integral do termo de
espalhamento da equax; de transporte por uma quadratura gudga. O nétodo ADO
difere do netodo original basicamente pelo uso de um esquema de quadraturariarbitr
e pela determin@p das constantes de sepakaatraes da resoluio de um problema
de autovalor. Uma grande vantagem desg&éonp se mostra no uso de um esquema de
guadraturdhalf-range”, que trata da singularidade natural do problema no contorno e
implica em um ganho de preéis na discretizaip em relago a esquemas assicos de

quadratura.

Varios trabalhosj foram desenvolvidos com o objetivo de resolver proble-
mas da diamica de gases rarefeitos com étodo ADO. Na resolup dos problemas de

Poiseuille, "Creep”érmico, Couette, Kramers e Deslizamer@otico, pode-se destacar
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Barichello et al. [5], onde usa-se 0 mod&GK;

Siewert [40], ond& usado 0 modelGES;

Cabrera e Barichello [9], onde usa-se o0 modglo

Camargo e Barichello [11], ondeusado o modelGLF.

Em rela@o aos problemas de tran€facia de calor e do salto de temperatura, pode-se
citar

e Siewert [36] e Barichello e Siewert [3], onde usa-se 0 mo&&h ;

e Barichello et al. [4], ond& usado o modelGLF;

e Siewert [38], onde usa-se a ELB.
Ainda ha os trabalhos onde foram resolvidos problemas em misturas de gases baseados
no modeloMcCormack [29], como

e Garcia e Siewert [23], que trata do problema de Couette;

e Siewert e Valougeorgis [34], onde os problemas de Kramers e Deslizamento

termico $0 abordados;

e Siewert e Valougeorgis [35], que aborda os problemas de Poiseuille e "Creep”

térmico;
e Siewert [41], que trata do problema do salto de temperatura;
e Garcia e Siewert [22], ondetratado o problema de transtacia de calor.
De forma geral, pode-se dizer que @tmdo ADO tem sido usado na ten-
tativa de estabelecer sofigs "unificadas” (baseadas na mesma metodologia égecar

analtico) para uma classe ampla de problemas dardioa de gases rarefeitos, partindo

de diferentes equaes modelo e mesmo da ELB. Como objetivo final, acredita-se que
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esta seja uma ferramenta importante em un@issentre aspectos como modelagem
precifio x esforcos computacionais para os diferentes problemas. Neste sentido, o pro-
blema de transféncia de caloe abordado, neste trabalho, segundoatatio ADO, com

0s modelosS e Gross-Jackson para os quais aindan se tinha resultados na literatura,
buscando, entre outros aspectos, estabelecer coriparegm resultados existentes para

0 modeloBGK e ELB. Alem disso, no que diz respeito ao modg&|aa partir de uma
solug@o diferenciada, os resultados aqui obtidos devem verificar o caso especial de uma
especie de @s, ao qual se restringe o problema de misturariande gases a partir do

modeloMcCormack [22].

Dessa forma, no cépllo 2 os modelos de cob® $i0 apresentados dentro
de contexto de col@es do tipo esferasgidas. A formulago materatica do problema de
transfeéncia de calor com os modelos &fitosé apresentada no dago 3. No cafitulo
4 & constrida a solugo em ordenadas discretas e noitdp 5 S50 apresentados e co-

mentados alguns resultados renmos.
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2 EQUACOES MODELO

Segundo Cercignani [14], um dos maiores problemas encontrados ao se tra-
balhar com a equap de Boltzmani@ a complicada estrutura da sua integral de &olis
Por essa ram, riio € surpresa que uma alternativa proposta para contornar esse proble-
ma seja substituir o termo de c@is por expresges mais simples. Essas expiEs&o
chamadas de modelos de calbis e uma equap simplificada de Boltzmann, onde a inte-
gral de coli§oé substitida por um modelo de cob®,é chamada de equag modelo ou

modelo cirgtico.

Inicia-se a abordagem das eqoes modelo seguindo a Ref. [2] e escreve-se
a ELB como
0
cu%h(x, c) = olnor'2L{h} (z,c), (2.1)

ondec(2kT,/m)'/? & a magnitude da velocidade das fraras,» & a varavel espacial
(medida em cm)p, € oy SA0 respectivamente a densidade e anditro de col@o das
parficulas,m &€ a massa & a constante de Boltzmarif, &€ a temperatura de refarcia e
h(z, c) define uma perturb@p causada distribuig¢o Maxwelliana absoluta. O processo

de colifioé descrito por

L{h} (x,c) = —v(c)h(z,c) + /000 /_11 /O27r e h(x,c)K(,c)dyd/dd, (2.2)

onde §o0 usadas coordenadasésgfas(c, arccog:, x) para definir o vetor velocidade
v(c) é afrediéncia de colido ek (c’, c) &€ o ricleo de espalhamento. Nota-se que adiong
h(z,c) que se deseja encont@uma perturbap da fun@o distribui@o de paitulas, a

qual pode ser escrita como
f(z,e) = fole) [1 + h(z, )], (2.3)
onde

folc) = non 3%, (2.4)

Segundo Siewert e Sharipov [33], diversos trabalkos $ido escritos com

0 objetivo de desenvolver equis modelo na damica de gases rarefeitos. Por, para
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gue se possa comparar de maneira consistente os resultados de diferentes apgeximac
da ELB, &€ neces&io seguir uma metodologia que permita tratar os modelagicos

de uma mesma forma. Essa metodologia deve incluir uma maneira de definir livre ca-
minho nedio e fregéncia de coligo aplié@vela cada modelo cético, pois esses dados
seldo fundamentais na resoli de problemas, como evisto ao longo do trabalho. Se

for usada a hiptese de col&o de paitulas como esferasgidas, Barichello e Siewert

[2] apresentam um étodo sisteratico para construir aproximaes do ficleo exato de
colisao, chamadas delnleos singticos, e tamém para definir livre caminho @dio e
freguéncia de coligo para cada modelo. Alguns destes modeld@osapresentados neste

cagtulo.

2.1 Interacao de parficulas no modelo de esferasigidas

Segundo Pekeris e Alterman [31], escreve-saaeao de espalhamento para
esferasigidas como

1 - - !/ / /
) =D > @ D2 = b0m) P (W) P ()kn(¢ c)cosm(x’ = ), (2.5)

n=0 m=0
ondeP’ (1) sao as fundes normalizadas de Legendre
(n—m)! i 2ymy2 A"
pm — 1— m/ P.(u), > 2.6
= | B e, e @)

e P,(n) sdo os polidmios de Legendre. Os elementd@sizosk, (¢, ¢) foram avaliados
em prindpio por Pekeris e Alterman [31] para= 1 e 2, e depois por Loyalka e Hickey
[27] para os casos = 0 e 3. Barichello e Siewert [2] apresentam esses elementos para

0s mesmos valores de Notando qué, (¢, c) = k,(c, ), tem-se pard < ¢

—(1/2)cko(c, c) = (2/3)c® +2d ¢ — 4P(¢), (2.7)
—(1/2)*ki(c, ¢) = (2/15)® — 4c — (2/3)*c? — 4(d* — 1) P(c), (2.8)
—(1/2)®Pky(c, ) = ay(c, ¢) + by(c, ) P(c) (2.9)

—(1/2)*c*ks(c, ¢) = as(c, ¢) + bs(c, c) P(c), (2.10)
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onde
as(,¢) = (2/35)c" — 3¢° + 18¢ — [(2/15)c”° — 3¢] &, (2.11)

bao(c,c) = —6¢* +15¢% — 18 + [2¢” — 3] 2, (2.12)
as(c, ¢) = (2/63)c” — 5® +20c® — 150¢' — [(2/35)c" — ¢® +30d] ¢, (2.13)

bs(c, ) = —10¢° 4 45¢* — 120¢? + 150 + [6¢ — 21 + 30] ¢? (2.14)

P(c) =€ /0 e, (2.15)

Ainda seguindo [2], para que que haja conseieade massa, momento e energiailoclaeo

de espalhamentf (c’, c) na Eq. (2.2) deve satisfazer

oo 1 27
v(c)S(e, p,x) = / / / e "S(c, i, VK (<, c)*dy'dp/dd, (2.16)
o J-1Jo
onde ) )
1
cp
S(e,px) = | (1 — p?)M?cosy | - (2.17)

o(1 — p?)*seny

62

Usando as Egs. (2.5) e (2.16) ebt-se que a frag@ncia de colidov(c) deve satisfazer as

condiges
v(c) :/ e ko(d, c)c*dc, (2.18)
0
I/(C)c:/ e ki (d, c)Pdd (2.19)
0
e
I/(C)CQI/ e ko(c, c)c*dc | (2.20)
0

Aplicando as Egs. (2.7) e (2.8) nas Egs. (2.18) a (2.20), encontra-se paraenfriecde

colisdo, no caso de esferdgidas, a expres®

22 +1 (¢
v(c) = Cj / e de+e . (2.21)
0
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2.2 Livre caminho medio

Antes de tratar-se especificamente dasipessaproximages da Eq. (2.2),
se@ abordada a quesi da adimensionalizag da Eq. (2.1). Para tornar a ELB adimen-
sional, usa-se o livre caminhoéaio!/, queé a dishncia percorrida por uma patila sem
sofrer coligio. Introduzindo a vadivel adimensionat = z/[, reescreve-se a Eqg. (2.1)
como [2]

CM%h(T, c)=cL{h} (7, c), (2.22)

onde
e = olnor'/?l. (2.23)

Nota-se que o livre caminhoé&dio sea ainda determinado. Na literatura,
encontra-se que a determidacgdo livre caminho mdio pode ser feita em termos da vis-
cosidade ou da condutividadertnica. Para o problema de Poiseuille, Loyalka e Hickey
[27] expressam o livre caminhoé&dio para esferasgidas em termos da viscosidade

como

I =1, = (1/po) (2kTo/m)"/?, (2.24)
ondep, = nokT, € a presdo. Utilizando a defini&o da viscosidade dada por Pekeris e
Alterman [31]

8(2mkTy)/? [
M = M/ e b(c)Cde, (2.25)
15mo; 0
obttm-se a partir da Eq. (2.23)
E=¢,= E?T_I/Q /oo e <b(c)cde (2.26)
=¢p = 7 :
15 0

ondeb(c) é definida como soldp da equeip integral de Chapman-Enskog para a vis-
cosidade [2, 50]

v(c)c®b(e) — / e b(c k(' ) = 2. (2.27)
0
Em termos da condutividadérimica, Loyalka e Ferziger [26] usam para o
problema do salto de temperatura um livre camintéaim dado por

I =1, = [4)\./(5nok)] [m/ (2kTy)]"? (2.28)
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onde), é a condutividadeermica dada pela Ref. [31]

4k(2KTy /m)\/? [
A, = QKT m) / e a(c)cfde, (2.29)
0

2
3mog

e a(c) satisfaz a equd@p integral de Chapman-Enskog para a condutividaduita [2,
50]
v(c)ea(c) — / e a( ki (d, c)Pdd = c(® —5/2) (2.30)
0

e a condigo de normalize&o

/ e “a(c)ctde = 0. (2.31)
0

Usando as Egs. (2.28) e (2.29) na Eq. (2.23), encontra-se

1 o
E=¢ = 1—?7‘('_1/2/ e a(c)c’de. (2.32)
0

Mais adiante nesse trabalho, as expbessara dadas pelas Egs. (2.26) e (2.32)ager
usadas na adimensionaliZagdo problema de transéercia de calor. Ainda, os valores de
e, €, dados pelas Egs. (2.26) e (2.32)@edeterminados segundo cada modelétiio

e seBo importantes para gerar resultados atioos.

2.3 Nicleos sinéticos

Os ricleos sintticos €m a finalidade de simplificar o tratamento dwleo
de espalhamento da ELB do ponto de vista iical e nunérico. Uma simplificago do
nicleo de espalhament@o depende somente de um truncamento da e#pailsricleo
exatoK (c’, c), pois mesmo para poucos termos ainda existe dificuldade do ponto de vista
numeérico [2]. Essa dificuldade acontece basicamente porque a8dsihg(c, c) tém
derivadas descoimuas enr’ = ¢ mesmo para valores pequenosrdePor essas rées,
outras abordagengr sido propostas na teoria etica. Essas abordagens buscam simpli-
ficar a expar&o do rucleo de espalhamento, mantendo as suas casditias e, por isso,
se enquadram no conceito de edieg;modelo. Ao longo dos anosinos modelos foram
propostos neste sentido, tais como os mod@®K [8], S[42, 44] eGross-Jacksor{24],

onde considera-se fragncia de coli&o constante, os model@F [39, 50],CES[2] e
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CEBS [2], que se caracterizam por considerar {@ugcia de colio varavel, ou ainda
o modeloMcCormack [29], o qual aplica-se para o caso de uma mistura de dois gases.
Para construir umircleo sinético a partir da Eq. (2.5), inicialmente trunca-se o sGmat

e reescreve-se essa eAacomo

N n
c,c) = i DD @n+1)(2 = Som) Py (1) B (1) fuld s c)cosm(x — x), (2.33)

n=0 m=0
onde, ao ings de usar as componentes exdtgds’, c), Sefo usadas aproximaes sin-
teticasf,(c, c) paran < N. Assim, escreve-se a ELB adimensionalizada e aproximada

pelo riicleo sinético F'(c’, c) como
0 .
C/La—h(T, c) =ceL"{h} (7, c), (2.34)
T
onde

L* {h} (r,¢) = —v(c)h(r, ) / /_ 1 / " VF(c, c)?dy'di/dd (2.35)

e F'(c,c) é dado pela Eqg. (2.33). Como acleo sinético deve manter as caradtticas

do nicleo exato, as Egs. (2.18) a (2.20), (2.27), (2.30) e (2.31) devem ser satisfeitas
tambem pelas componentgs(c, ), fi(c, c) e fo(c, ¢), que substituem as componentes
exatasko(c, c), ki1(c, c) e ka(c, ¢), respectivamente. A determirdas;das componentes

fn(c, c) para cada modelo abordado neste trabalh@ discutida na @xima se@o.

2.4 0Os modelos BGK, S e Gross-Jackson

Apobs ter apresentado as Eqs. (2.34) e (2.35), q@mseyadas na constam
de equa@es modelo para a ELB, bem como as exgessnecessias para definir as
fungdes de Chapman-Enskog e tambos valores de em termos dessas fubes, segue-
se agora o desenvolvimento ma#gino dos modeloBGK, Se Gross-Jacksorbaseados
no contexto de esferagyidas. Seguindo Cabrera [10] e usando as é&lagntre coorde-

nadas edricas e cartesianas

Cr = Cp, ¢y = c(1 — p*)*sery, ¢, = c(1 — p*)Y?cosy, (2.36)
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escreve-se 0 vetor velocidad&om componentes retangulares, c,, c.). Entio a ELB
pode ser escrita como

& hir,c) = oL (B} (7.c), (2.37)

Cx

onde agora

L*{h} (1,¢) = —v(c)h(r,c) + 73/ /OO /00 /OO e " h(r,d)F(c, c)dc,dc;,dc’,.
e (2.38)
Barichello e Siewert [2] determinaram as componentds’, ¢c) para 0 modelBGK
como caso particular do modeCRES e Siewert e Sharipov [33] as obtiveram usando em
conjunto os modeloBGK e S. Poém, para o model@ross-Jacksorelas ainda &o eram
conhecidas e foi necemso determi@-las. Segundo Garcia e Siewert [21], égleos de

espalhamento desseésmodelos podem ser escritos simultaneamente na express

F(c,c)=1+2c"c+ ; (0’2 - ;) (62 — g) +BM(c',c)+wN(c,c), (2.39)
onde
/ _ il / 2 ? 2 ?
M(c',c) = e (c 2) (c 2) , (2.40)
N(c',c) =2 [(c’-c)2 - %0’202] (2.41)
e
c'c= ccz — 0o.m) PI" (1) P (n)cosm(x’ — x). (2.42)

Para obter oincleo do modeIdBGK na Eq. (2.39) deve-se escolher osgmaetross = 0

ew = 0. Para ter o model§, g = = ew = 0, e para o model@ross-Jacksons =

oot

_1
W—3.

Como se deseja escrever acteo de espalhamento dado pela Eqg. (2.39) na

forma da Eq. (2.33), define-se as componerfiiés, ¢) como

fold,c) = 4x~1/? [1 + § (02 — g) <02 - ;)} : (2.43)
ﬁ@hﬁ:i “12de P+ ﬁ( —g)(é—g)y (2.44)
fa(d ) = 1—6ﬂ’1/2wc'202 (2.45)
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fnlde) =0 n > 2. (2.46)

A deriva@o das funges f, (¢, c¢) feitas neste trabalho para 0 mod&weoss-Jackson

foram confirmadas na Ref. [21].

Usando as Egs. (2.43) e (2.44) nas Eqs. (2.18) a (2.20), determina-se que
v(c) = 1 é afred@éncia de colido para os &s modelos. Aplicando as Eqgs. (2.44) e (2.45)
nas Egs. (2.27) e (2.30), determina-se as da@scde Chapman-Enskog, originalmente
definidas nas Eqgs. (2.27) e (2.30), para cada modelo. Para o nB@&ldem-se

a(c) = (¢ = 5/2) (2.47)
e
b(c) = 1. (2.48)
Para o model®,
a(c) = (3/2) (¢ —5/2) (2.49)
e
b(c) = 1. (2.50)

Ja para o model&ross-Jackson

a(c) = (9/4) (¢* —5/2) (2.51)

b(c) = 3/2. (2.52)

Usando as Egs. (2.47) a (2.52) nas Egs. (2.26) e (2.32), consegue-se deter-

minar os valores de para os t&s modelos. Para 0 modeB&K tem-se
Ep =& = 1, (253)

para o0 model&
=1 e ¢&=3/2 (2.54)
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e para o model@ross-Jackson
=3/2 e g=9/4 (2.55)
Ressalta-se aqui que para a ELB tem-se [2]

gp = 0.449027806... e g = 0.679630049... . (2.56)

De acordo com a Ref. [2], oUmero de Prandtl seguidamente usado em
teoria ciretica pode ser expresso como

pr="=2, (2.57)

Et

Usando a Eqg. (2.56) na Eq. (2.57), encontra-se para a ELB o resultado
Pr = 0.660694457... , (2.58)

gue & um valor poximo a 2/3, o qual segundo Cercignani [Bthormalmente usado
em teoria ciitica. Usando as Egs. (2.53) a (2.55) e (2.57), para o m@&isk tem-
se Pr =1, enquanto nos modeld&e Gross-JacksonPr = 2/3, embora todos tenham
fregiéncia de colido constante. Sob esse ponto de vista, essesuttors modelos

parecem estar mais de acordo com a teoriatia.

Para resolver problemas da dimica de gases rarefeitoseal da ELB tam-
bém €0 neceswias condifes de contorno que descrevem o comportamentoado g
guando ele eatem contato com as paredes. &ntpara descrever o processo de inteoac
entre o @s e a parede, segue-se Williams [49] e utiliza-se 0 modelo difuso-especular,
gue considera que uma fi@g de paitulas se reflete difusamente, enquanto que adrac

restantee refletida especularmente.

No proximo captulo seé apresentada a formubsg materatica do pro-
blema de transféncia de calor num canal plano, o qual pretende-se resolver usando os

modelosBGK, S e Gross-Jacksone o metodo ADO.
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3 FORMULAC AO MATEM ATICA

Apresentada uma formulag de equdies modelo da ELB para esferagi+
das e as expre8ss necessias para definir livre caminhoédio em termos das equiss
de Chapman-Enskog para viscosidade e condutividadeda, deseja-se agora investigar

o problema de transféncia de calor usando cada um dos modelosticios.

Assim, apresenta-se neste itajp a formula@o do referido problema com
0s modelos cigeticos mencionados no dago anterior e introduz-se, posteriormente, uma

formulagio vetorial que sé@rabordada pelo @todo ADO.

3.1 Definicdo do problema

O problema de transfencia de calor no regime de trarésice num canal
plano pode ser modelado pela ELB ou por modelogtains, com condiges de con-
torno apropriadas [38]. Como nesse trabalh@seisados apenas modelosaticos com
freguéncia de coligo constante, usando as Egs. (2.37) e (2.38) eam= 1, pode-se

escrever o problema mencionado como

0
o D h(r,€) +<h(r.c) = 3/2/ // e “h(r,¢)F(c, c)dc,ddde,, (3.)

onde novament&(r, c) € uma perturbd&@p da distribuigo de paitulas na Maxwelliana
absoluta e'(c’, c) & o ricleo de espalhamento do modelo a ser utilizado. Como neste

trabalho seo utilizados os model®GK, S e Gross-Jackson seguindo a S&p anterior

F(c,c)=1+2c"c+ g <c’2 — g) <02 — g) +08M(c',c)+wN(c,c), (3.2)
onde

M(c,c) = g c-c (0’2 — g) (02 — g) : (3.3)

N(c',c) =2 [(c'-c)2 - %0’202] (3.4)

e J e w sAo como na sép 2.4. Ainda em relago a Eq. (3.1);y & a varavel espacial

adimensionalizada, €€ o vetor velocidade adimensional com coordenadas retangulares



29

(s, ¢y, C.) € magnitude:. Assim
h(1,c) & h(T,cy, ¢y, C). (3.5)

A constantes & dada pelas Egs. (2.26) ou (2.32) dependendodesejado trabalhar-se
com o livre caminho radio baseado na viscosidade ou na condutividaxrita, respec-

tivamente.

As condi@es de contorno associada<€sq. (3.1) &o escritas, segundo a
Ref. [49], como

h(—a, cy, ¢y, c;) = a6 ( (* = 2)+ (1 — ay)h(—a, —Cy, Cy, Cz)

2
al/ / / e " h(—a, —c,, ¢, ¢,)c,dede,dd, ¢, >0 (3.6)

e
h(a, ¢, ¢y, c.) = aads( c —2)+ (1 — az)h(a, —cs, ¢y, )
2
OQ/ / / h(a, cw,cy,cz) . dd.de] dcz, e <0 (3.7)
onde
Twl - TO
Oy = -~ 3.8
= 38)
e
Tw2 - TO
= — 3.9
=2 39)

Nas Egs. (3.8) e (3.9),,; e T, sao as temperaturas das paredes localizadas-ema
e T = a, respectivamente, & € uma temperatura de reercia. Usa-se; e ay, perten-
centes ao intervalfd), 1], para denotar os coeficientes de acomadaip @s nessas mes-
mas paredes. As quantidades de interdsgmfa serem determinada@gsas perturbdes

da densidade e da temperatura

) = # / / / e h(r, ¢)de,de,de, (3.10)
3 3/2/ / / (C ——) h(r, c)dc,dc,dc,, (3.11)
s
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e o fluxo de calor entre as paredes

Qu 7r3/2/ / / <c ——) h(t, ¢)c,yde,de,de, . (3.12)

Nota-se que multiplicando a Eq. (3.1) pde <" parak = 0, 2, integrando para toda,,
¢y C», € usando as informaes das conddges de contorno, obin-se que o fluxo de calor

€ uma fun@o independente da vaviel r.

3.2 Formulacao vetorial do problema

Observa-se nas Eqgs. (3.10) a (3.12) que as quantidades de int€resse s
definidas em termos de integrais que envolvem adam¢r, c). Dessa forma, ao i@s
de tratar-se diretamente com a Eg. (3.1), define-se problemas auxiliares que facilitam a

resolu@o do problema original. Assim, define-se

(T, ¢) = / / e ) h(T, ¢y, ¢y, c;)de,de, (3.13)

(T,¢) = / / c +c2—1)e cgh(T,cx,cy,cZ)dcydcz, (3.14)

multiplica-se a Eq. (3.1) por

2 2

1
P1(cy, c.) = —e e (3.15)

e integra-se para todg, c,. Fazenda, = ¢ tem-se

0
fa 91(1,8) +eq1(7,§) = \/—/ kn f §a(r, f) + k12(£,7£>g2(77 fl>] d¢’,
(3.16)

onde

(e =142 + 3 (€= 3) (- 3) + 2oee (¢-3) (- 3)

ram|Feer - L) + 5] @an

b€ =3 (¢-3) +goee (¢-3) +2m (5-3¢). @9
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Da mesma forma, multiplica-se a Eq. (3.1) por

1 2

Pa(cy, c2) = 7T(c +c —1)e e e (3.19)

e integra-se para todg, c,. Fazenda:, = £ novamente, olém-se

0 o0 2
5592(7, §) +ega(T,§) = % /_Oo €% (ka1 (€, 1(7, &) + kaa(€,€)ga(r,€)] dE,

(3.20)
onde
€0 =3 (€-3) 30 (-3) vam (5-3¢0) G2
e
koo (€',€) = 5 + 555 + 5y (3.22)
As Egs. (3.16) e (3.20) podem ser escritas vetorialmente como
a ! !/
(GO +:G(no == [ WOKEOGrOK, (329
onde
Gire = | 28| (3.24)
92(7', g)
Y(§) =n /e (3.25)
k11(€, k12(&,
Koo | O kal€.o) | 3.26)
k21(£/7€) k22(€/7€>

Para encontrar-se confgs de contorno condizentes com a Eq. (3.23), repete-se esse
procedimento nas Egs. (3.6) e (3.7) obtendo garal

2

/OOG(—G; ~¢)egdg +an 0y e
0

10
G(—a,8) = (1—aq)G(—a,—&)+20q |:
0 0

(3.27)
e
& -1

1
(3.28)

G(a,—¢) = (1—ay)G(a, &) +2as [

/ G CL § §/d£/+(12(52 |:
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Ainda usando as Egs. (3.13) e (3.14), encontra-se para as petestcdensidade e da

temperatura, em termos da s@o¢s (T, &),

o0 1 r
N = [ ue { G(r. &)de (3.29)
oo 0
€ T
19 2 1
1) =2 [0 [ “ | G (330)
o 1
e ainda para o fluxo de calor
T
oo 2 _ 3
Q.= [ v { S TS (3.31)
oo 1

A fim de se fazer comparaes dos resultados deste trabalho com outros,
segue-se Siewert [38] e calcula-se o fluxo de calor normalizado definido como

e
Qfm’

onde @, € o fluxo de calor adimensional em coritks de maculas livres. Ainda

q (3.32)

seguindo a Ref. [38], usa-se
041042(51 - 52)

Qm = (on & s — ) T2 (3.33)
Substituindo a Eq. (3.31) na Eq. (3.32) encontra-se para o fluxo de calor normalizado a
expresao
T
(a1 + a2 — avyag)mt/? /°° & -3
= G(7,&)d¢. 3.34
q 0201 — 32) - ()¢ , (7, €)d¢ (3.34)

3.3 A guesto da unicidade

Pode-se notar que o problema definido pelas Eqgs. (3.23), (3.27) e (&@28) n
tem solu@olnica. Essa observagé facilmente verificada, pois €&(, ¢) & solu@o das
Egs. (3.23), (3.27) e (3.28), &t

) 1
G(1,§) = G(1,§) + K [ . } (3.35)
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tamkEmeé solu@o para qualquer valor dé. Para definir a constanté, segue-se Siewert

[36, 38] e Garcia e Siewert [22] e usa-se a coadide normalizé#o sobre a densidade

/a N(r)dr =0. (3.36)

Nota-se que Garcia e Siewert [22] apresentam uma justificativa para o uso desta@ondic

Substituindo a Eq. (3.35) na Eq. (3.29) e a e@uagsultante na Eq. (3.36), encontra-se

L[ [ o),

Para avaliar-se os efeitos da constakiteas quantidades de interesse, substitui-se a

Eq. (3.35) nas Egs. (3.30) e (3.34) e nota-se que essa consdardéeia a perturbag da

T

G(7, &)dedr. (3.37)

temperatura nem o fluxo de calor normalizado. Entretanto, substituindo a Eq. (3.35) na

Eq. (3.29) encontra-se para a pertudmmda densidade

N = [ ue [;

No proximo captulo sefd apresentada a constawcda solugo em orde-

T

G(r, &)de + K. (3.38)

nadas discretas para o problema de tragsfga de calor. Para isso, 8emecesaias as

equa@es apresentadaaqui.
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4 SOLUCAO EM ORDENADAS DISCRETAS

O método de ordenadas discretas proposto por Chadrasekhar [15] consiste
basicamente na aproxin@gdo termo integral da equaEgde transporte por umarfnula
de quadratura, transformando a eda@iptegro-diferencial em um sistema de egies;
diferenciais ordiarias. No entanto, esseétodo apresenta uma dificuldade computa-
cional que consiste natculo das constantes de sepa@mcomo ré&zes de um poliamio.
O método de Chandrasekhar foi reformulado por Barichello e Siewert [1] com algu-
mas melhorias que o tornam bastante atrativo do ponto de vista computacional, como
a determina@o das constantes de sepa@atraes de um problema de autovalor e o uso

de uma quadratura arkitia.

Neste cafiulo, sea apresentada a véas andtica do nmetodo de ordenadas
discretas (ADO), para a resobug do problema de transéarcia de calor com os modelos
BGK, Se Gross-Jackson

Primeiramente notando que a Eq. (3.25) representa umadwpay, tem-se

¥(&) = ¥(=). (4.1)

Entao segue-se Barichello e Siewert [1] e escreve-se o termo integral da Eq. (3.23) para a

metade do seu ddmio

a o0
§5,G(18) +eG(r,¢) = 8/0 (&) K G(r,¢) + K(=¢, §G(r, =¢)] dS”.
4.2)
Introduzindo um esquema de quadratura para o intef¢ate), pode-se discretizar a

integral da Eq. (4.2) e escrever a ecagesultante na forma

f%G(T, 5) + €G(T, g) =¢£ Zwkw(gk) [K(&ﬁ f)G(T7 gk) + K(_gka g)G(Tv _gk’)] )
o (4.3)
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onde{¢, wy } SA0 oSN pontos e pesos da quadratura. Fazendo+t¢; na Eq. (4.3), para

i=1,...,N, obm-se o sistema de eq@&s diferenciais ordarias
d
+ fz‘d—G(T, +&) +eG(r, £&) =
T
e Zwkw &) (K (&, &) G(T, &) + K(—&, £6)G (1, —&)] . (4.4)

Para problemas da forma da Eq. (4.4) procura-se 8ekida forma

G(r,&) = ®(v, e, (4.5)
onde
swe=| Y| (4.6)
(I)2(V7€>

Assim, substituindo a Eq. (4.5) na Eq. (4.4)@btse

< §Z> v, :l:gz Zwkw gk é—ka :l:gl) (V, gk) + K(_flm :|:§J@(V7 _&f)] :

4.7)
Fazenda =1, ..., N pode-se escrever matricialmente a Eq. (4.7) como
(I - %M) D, (v)=W(+,+)® (v) + W(—,+)®_(v) (4.8)
e
(I + %M) ® (v)=W(+,—)®, . (v)+ W(—,—)P_(v), 4.9
ondel & a matriz identidade de dimém2N x 2NV,
M = diag{{1, &, - v, &1, &2, - 6N T (4.10)
T
Q. (v) = [ Pi(v,£&) - Py, EEN) Po(v,E£&) o Po(v, £Ew) ] (4.11)
e
W, +) = Wil &) Wia( ) (4.12)
Woi(£,+) Waa(£, 1)

onde os elementos da matW¥¢ (+, +) sdo definidos como

[Wm,n(ia i)]m‘ = ij(gj)km,n(:tgﬁ igz) (4.13)
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param,n = 1,2ei,j =1,...,N. Nota-se pelas Egs. (3.17), (3.18), (3.21) e (3.22) que a

matrizK(¢', €) da Eq. (3.23) apresenta a seguinte simetria emadelags sinais dee¢’:

K(=¢',§) = K(, =¢). (4.15)

Essa simetri@ conservada na mati%/ (£, +), portanto

W(+,+) =W(—,—) (4.16)
e
W(+,—) = W(—,+). (4.17)
Assim, define-se
W, = W(+,+) = W(—, -) (4.18)
e
W_ = W(+,—) = W(—,+). (4.19)

Pode-se notar que a matkz ¢’, £), que representa dicleo de espalhamen-
to, & diferente neste problema se comparado com os outros problemas de gases rarefeitos
resolvidos com o model& em Cabrera [10]. Nesta refarcia, a matriz do ircleo de

espalhamento pode ser decomposta em um produto de duas matrizes da forma

K(£,¢) = Q&)Q" (&) (4.20)

Essa separap de varmaveis implica que o problema de autovaloiéserais simples que o
obtido neste trabalho. Fem, a simetria da matriK (¢’, ) apresentada nas Egs. (4.14) e
(4.15) sed fundamental para a obtéracde um problema de autovalor mais simples que
0 obtido na Ref. [22] com o0 modelMcCormack, o qual trata de uma mistura de dois

gases.

Usando as Eqgs. (4.18) e (4.19), as Eqgs. (4.8) e (4.9) podem ser reescritas
como
(I - %M) P, (v)=W, P, (v)+ W_&_(v) (4.21)
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(1 + lM) B (1) =W B, (v)+ W.d_(1). (4.22)
1%
Seja
U=, (v)+D_(v). (4.23)
Somando e subtraindo as Egs. (4.21) e (4.22) e usando a Eq. (4.88)-sbto problema

de autovalor

AX = )X, (4.24)

onde
A=W, -W_-IIM'(W,. +W_-I)M (4.25)
X =MU (4.26)

e 0s autovalores, que neste ca&o geais, &0 dados por

A= —. (4.27)

V2
A Eq. (4.24) gera um conjunto @V constantes de sepaéay/; e 2V autovetoreX(v;).
Usando as Egs. (4.21) e (4.22) encontra-se asdetuglementares

&, (v;) = %M‘l T—0,(W, + W_ — DM 1] X(») (4.28)
e
b (1) = %M‘l I+ v;(Wy +W_ —I)M ] X(v). (4.29)

Determinadas as constantes de sef@arage as soluges elementare® (v;) e ®_(v;),
pode-se efdo escrever a solag do problema em ordenadas discretas como

2N
C:(T7 j:gz) = Z [qu)(l/j, ﬂ:fi)e_e(a+7)/y'7 + Bj(ﬁ(l/j, :F&)e_e(a_ﬂ/yj} y (430)

j=1
onde®(v;, +¢;) sao vetoreR x 1 dados pela Eq. (4.6) avaliada nos pontos de quadratura

+¢,.

Como problemas com gases rarefeitée sonservativose esperado que
alguns autovalores definidos pela Eq. (4.24) tendam a zero quérndonde ao infinito.

Tais autovalores@ chamados de autovalores degenerados. Esse fato implica que as
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constantes de sepaéagassociadas a esses autovalores tornam-se ilimitadas. Assim, para
gue rao se percam as soligs elementares associadas aos autovalores degenerados, deve-
se acrescentar Eq. (4.30) outras solfes chamadas de "soligs exatas”. Ao resolver

o problema de autovalor dado pela Eq. (4.24), encontra-se dois autovalores degenerados
e, consefjlentemente, deve-se acrescentar quatro 8etuexatas Eq. (4.30). Assim, a

solugao do problema em ordenadas discretas pode ser escrita como
2N -2
G(r,£&) = G* (7, £&) + Y [A;®(v;, £&)e T 4 Bid(vy, 7 )e /]
j=1
(4.31)
onde

G (7,§) = ATG1 + A3Ga(§) + BIGs(§) + By Gu(7, §). (4.32)

Garcia e Siewert [22] resolveram o problema de tragsigia de calor u-
sando o modeldMcCormack. Entretanto, segundo esses autores, se esse modelo for
particularizado para apenas umsgele se reduz ao modedoEnfo, usando essaéih e

tamkem a Ref. [22], ol#m-se que as solfies exatasa

1 ]
G, = , (4.33)
0
Go(€) = [5211/2] , (4.34)
§
Gs(¢) = {O] (4.35)
e
Gu(7,§) = TH(E) + F (), (4.36)
onde
H(¢) = [6 _13/2] (4.37)

e F(¢) & uma fun@o a ser determinada para que se conheca &éu@g(r, £). Substi-
tuindo a Eq. (4.36) na Eq. (3.23) @nh-se

PO = -SHEO + [ 0OKE OFE)E. (4.38)
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Seguindo Siewert [41], a fuBQF (&) pode ser expressa como

F(¢) =) Pa(§Fa, (4.39)
onde o
Ry(§) =1, (4.40)
Pi(§) =&, (4.41)
Py(§) =€ — % (4.42)
e
PO =¢(e-3). (4.43)

Substituindo a Eq. (4.39) na Eq. (4.38), multiplicando a egaaesultante pap(&) Py, (§),
parak=0, 1,2, 3 e integrando para todq ob&m-se um sistema linear com oito eqies
lineares e oito inggnitas, que, ao cordrio do obtido no caso de misturas, pode ser re-
solvido analiticamente para encontrar as componentes dos vétorédesolvendo esse

sistema linear, encontra-se

2_3
F(£)ﬁ£[£ 1 ] (4.44)
e enko
2_3)y_ _1 2_3
Gy(1,6) = [T@ d g“lmg(g :) ] . (4.45)
=z

Conhecidas as sol@ies exatas, o pkimo pass@ determinar os ¥ coeficientesd}, A3,
Bf, B3, A;, Bj, j=1,...,2N -2 da Eq. (4.31). Para isscas necesxias as vef®es em

ordenadas discretas das coi@gig de contorno dadas pelas Egs. (3.27) e (3.28),ape s

N
G(—a,&) = (1 —a1)G(—a,—&) + 20 |: ] Zwkka(—a, _gk)e—fﬁ
k=1

10
0 0
& -1
+Ck1(51 (446)
1

e

-1

)

k=1 1
(4.47)

10| ,
G(CL, _&) - (1—0[2)(}(@,&)4—2042 |: 00 ] Zwkng(C% ék)e_£k+a262
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Nota-se paem, queG, satisfaz a parte homégea das condigs de contorno e, por
iss0, o coeficientel] nao pode ser determinado. Apesar disso, aplica-se a Eq. (4.31) nas

Egs. (4.46) e (4.47) e obain-se o sistema linear cofiV equaes et N —1 incognitas

IN—2 i 1 ]

Z B;{ ®(vj, &) — (1 — ) ®(v;, &) — 20 . S (v;) p e 2/

2N -2 : 1 . 52 1
+ 3 AR, &) — (1— )@ (v, —&) — 20 ; S_(v) y4ar | 1 A}

j=1 B

_ . o5} 3 ) 2 _
+[ s ﬁ] pr| M) T ] B = ahiR(E)
0 Sy& —ma
(4.48)

e

IN—2 [ 1 ]

Z A ®(vy, —&) — (1 — ag)® (v, &) — 200 S, (v;) p e 2/

0

2N -2 : 1 . 52 1
+ 3 B (v, &) — (1 - az) @ (v, —&) — ) | S0 p e Z |

j=1 B

+[<a22>5i% T
0

. [ 5 (60 - 36) +asa (€~ 1)
1

2—as
-y T a2

] B; = as0:R(&;),

(4.49)

onde®(v;, £¢;) sao vetore) x 1 dados pela Eq. (4.6) avaliados nos pontos de quadratura,

T
N
.| 1
() = wibpe [ ®(v;, &), (4.50)
k=1 0
AT
N Jl 1
vj) = Zwkgke—ﬁk [ (v, &) (4.51)
k=1 0
e
&-1
R(&) = [ ) : (4.52)

Para substituir o coeficienté], que rao se pde determinar com as condes de con-

torno, usa-se o coeficienté dado pela Eq. (3.35). Para isso, discretiza-se a integral em
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¢ da Eq. (3.37) e, aplicando a Eq. (4.31) na Eq. (3.37)¢mbse para o coeficienté a

expresao
T
1 2N -2 N 1
K=—52-2_ (1— &™) (A; + By) Y witb(&) [ (), &) + (v, —&k)] -
j=1 k=1

(4.53)
Adiciona-se a Eg. (4.53) ao sistema linear formado pelas Egs. (4.48) e (4.4@ne-sbt
dessa maneira um sistema linear coNi+ 1 equa@es e4N incognitas, que pode ser
resolvido pelo retodo de rmimos quadrados. Com isso consegue-se determinar todos os
coeficientes necedsos para se obter as perturbas da densidade e da temperatura e o

fluxo de calor normalizado.

Aplicando a Eq. (4.31) nas Eqs. (3.38) e (3.30koitse para as perturlises

da densidade e da temperatura

2N -2
N(r)=K-=Byr+ Y [Ae=)/w 4 Bie D]V (v)) (4.54)
j=1
e
9 2N -2
T(r) = A3+ Bir 5 37 [Aje 0 4 e Y (), (455)
j=1
onde
T
N 1
V() =Y with(&) . (@ (v, &) + PV, —&)] (4.56)
k=1
e

g-1

. ] (@ (v), &) + P vy, &)1 (4.57)

Y(v) =D wih(&) [

Aplicando a Eq. (4.31) na Eq. (3.34), ébt-se para o fluxo de calor normalizado

ot —men P[5 N i o) 74,
1 041062(51 — 52) 45(1 - ﬁ) ? ’ ’ i

j=1

(4.58)

onde

Z(vj) = > wrbrtd (&) {5’“151 @ (v, &) — ®(v,—&)].  (4.59)

k=1
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No proximo captulo descreve-se os procedimentos usados na implementa-
cao computacional do @todo ADO e apresenta-se 0s resultadoséricus obtidos para

o problema de transfencia de calor.
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5 RESULTADOS NUMERICOS

5.1 Considera@es gerais

Para se obter os resultados rarnos das quantidades de interesse definidas
pelas Eqs. (4.54), (4.55) e (4.58), primeiramente deve-se definir o esquema de quadratura
a ser usado na solag em ordenadas discretas. Em geral, usa-se a transtwmiag
linear

u(§) = e (5.1)

para mapear o intervalo, oo) para o intervalgo, 1] e enfo usa-se a quadratura de Gauss

Legendre mapeada linearmente para o interfalg pela transformaio

v(u) =2u — 1. (5.2)

Definido o esquema de quadratura, desenvolve-se aimpleraemracFOR-
TRAN da solu@o em ordenadas discretas. Calcula-se os autovalores e autovetores da
Eq. (4.24) usando a rotina RG do pacote maitico EISPACK [43]. Depois determina-se
as constantes de sepaiag; definidas pela Eq. (4.27) e as sdbeg elementare® . (v;)
definidas pelas Eqgs. (4.28) e (4.29). Para determinar os coeficientes By, B3, A, e
B;,j=1,...,2N—2 necesarios na Eq. (4.31), utiliza-se as rotinas d@&imos quadrados
DQRDC e DQRSL do pacote LINPACK [18] para resolver o sistema linear formado pelas

EQs. (4.48), (4.49) e (4.53). A seguir, calcula-se as quantidades de interesse desejadas.

5.2 Resultados da solugo em ordenadas discretas

Devido a exigncia de resultados nuricos na literatura, no caso de uma
esfecie de @s, apenas para o mod&&K [36] e para a ELB [38], &oé possvel com-
parar os resultados obtidos com os mod8lessross-Jacksoncom outros trabalhos. Por
iISso busca-se outros aspectos para dar confiabilidade aos resultados obtidos com esses

modelos. Entre esses aspectos, pode-se notar que, aumentaimtiero ke pontos de
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guadratura do &todo ADO, obém-se conve@ncia nurérica nos resultados encontra-
dos. AEm disso, se comparados com Siewert [36], os resultados obtidos com o modelo
BGK se mostram corretos em todos dgiths apresentados. Como 0 mesmo programa

€ usado com os model&se Gross-Jackson esse fato tamrim aumenta a confiabilidade

dos resultados.

Afim de se comparar resultadoam® com aqueles obtidos pelo modelo
BGK [36], mas tambm com a ELB [38], foram gerados resultados para um canal com
largura2a = 2.0, coeficientes de acomodaxa; = 0.7 € ap, = 0.3 e temperaturas nas
paredes; =1.0 ed, =—1.0 (Caso I). A seguir foi usado outro canal com largeia= 5.0,
coeficientes de acomodaga; = 1.0 e ap, = 0.5 e temperaturas nas paredgs= 1.0 e
0o = —1.0 (Caso Il). Esses resultados @&stnas Tabelas 5.1 a 5.9. Tentando evidenciar
poss$veis aspectos diferentes d@dispofiveis na literatura, foram gerados resultados
para outros valores dos @anetros de interesse. Assim, foram usados &mbanais
com largura menor ou temperaturas diferentes nas paredes. Foram gerados resultados em
um terceiro canal com larguea = 1.0, coeficientes de acomodaga; =0.7 e ap = 0.3
e temperaturas na paredgs=1.0 e 5, = —1.0 (Caso lll), e tambm em um quarto canal
com largur&2a = 1.0, coeficientes de acomodaga; =0.7 e a, =0.3 e temperaturas nas
paredes; =2.0 e o =—1.0 (Caso IV). Os resultados para estes canagoasas Tabelas
5.10 a 5.18. A¢m disso, em todos os casos foi usado @peatros dado pela Eq. (2.23)
baseado na viscosidade e na condutividadaita, denotado pat, e<;, respectivamente.
Os resultados nuaricos foram gerados coni=30 e os valores apresentados nas Tabelas
5.1 a 5.18 se repetem para uvnmaior com a exat@o de mais ou menos unigito na
Ultima casa decimal. Em todas as sifiieg analisadas foram encontrados sete algarismos
significativos para a perturbag da densidade e para o fluxo de calor normalizado, e seis

para a perturba&@p da temperatura.

As Tabelas 5.1 a 5.4 mostram as pertufi@sgda densidade e da temperatura
para o Caso |, enquanto que as Tabelas 5.5 a 5.8 mostram essas mesmas quantidades de

interesse para o Caso Il. O fluxo de calor normalizado para ambbs&stabela 5.9.
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Algumas caractésticas podem ser escritas em conjunto para as Tabelas 5.1 a 5.8, que

~

Sa0:

e paras; 0s resultados dosés modelos@ mais ppximos do que cora,;

e paras, 0s resultados dos model8s Gross-Jacksonestio mais pdximos

um do outro se comparados ao mode{eK, como era de se esperar;

e com exce@o da Tabela 5.3, de um modo geral os resultados do m&delo

esBo entre os resultados dos moddbsK e Gross-Jackson

Quantoa concordncia de thitos entre os modelos, cada tabelzasmnali-

sada individualmente.

Na Tabela 5.1, o0 modelBGK apresenta uma conc@nacia de zero a um
digito com os modeloS e Gross-Jackson enquanto que esséakimos concordam entre

si entre zero e doisigitos.

Tabela 5.1: Perturbag da densidad®'(7) para o Caso | com=c¢,.

T BGK S GJ
—1.0 -2.645891(-1) -2.161697(-1) —-2.178725(-1)
—0.8 -1.930967(-1) -1.531382(-1) -1.479868(-1)
—0.6 -1.411904(-1) -1.109823(-1) -1.061460(-1)
—0.4 -9.347171(-2) -7.328989(-2) —6.981796(-2)
—0.2 -4.744219(-2) -3.739778(-2) -3.565354(-2)
0.0 -1.940454(-3) -2.068213(-3) -2.185608(-3)
0.2 4.387489(-2) 3.359561(2) 3.160752(-2)
0.4 9.091894(-2) 7.056904(-2)  6.684001(-2)
0.6 1.406371(-1) 1.103927(-1) 1.053410(-1)
0.8 1.963821(-1) 1.566399(-1) 1.515846(-1)
1.0 2.797634(-1) 2.323430(-1) 2.369868(-1)
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Ja na Tabela 5.2 osds modelos concordam entre si entre zero e dgitog.

Se comparados com a ELB, o mod@8aoss-Jacksonse mostra mais adequado.

Tabela 5.2: Perturbag da densidad® () para o Caso | com=¢;.

T ELB[38] BGK S GJ
—1.0 -2.5368(-1) -2.645891(-1) -2.682733(-1) -2.675544(-1)
0.8 -1.8265(-1) -1.930967(-1) -1.905462(-1) -1.827593(-1)
0.6 -1.3342(-1) -1.411904(-1) -1.385100(-1) -1.318669(-1)
—0.4 -8.8300(-2) -9.347171(-2) -9.152498(-2) -8.688809(-2)
0.2 -4.4787(=2) -4.744219(-2) -4.652590(-2) —4.412745(-2)
0.0 -1.7756(=3) -1.940454(-3) -2.154736(-3) -2.082200(-3)
0.2 4.1504(-2) 4.387489(-2) 4.254529(-2)  4.024419(-2)
0.4 85893(-2) 9.091894(-2) 8.861857(-2)  8.394339(-2)
0.6 1.3278(-1) 1.406371(-1) 1.377655(-1)  1.308993(-1)
0.8 1.8556(-1) 1.963821(-1) 1.941117(-1) 1.860468(-1)
1.0 2.6933(-1) 2.797634(-1) 2.866885(-1)  2.883261(-1)

Na Tabela 5.3, observa-se que o0 mod&@K concorda com os outros dois
modelos entre zero e doiggitos, enquanto que os model®g Gross-Jacksonapresen-

tam uma concom@hcia de um a &s dgitos entre si.

Tabela 5.3: Perturbag da temperaturéi(7) para o Caso | com=c¢,,.

T

BGK

S

GJ

-1.0
-0.8
-0.6
-0.4
-0.2
0.0
0.2
0.4
0.6
0.8
1.0

6.74583(1)
5.96369(—1)
5.39983(-1)
4.88603(-1)
4.39292(-1)
3.90626(-1)
3.41552(-1)
2.90926(-1)
2.36995(—1)
1.75848(~1)
8.40673(-2)

6.53158(—1)
5.82962(—1)
5.36032(-1)
4.94437(-1)
4.55047(-1)
4.16345(-1)
3.77207(~1)
3.36417(-1)
2.92103(-1)
2.40098(-1)
1.55442(-1)

6.59872(—1)
5.81170(-1)
5.33329(-1)
4.92103(-1)
4.53554(-1)
4.15850(-1)
3.77659(-1)
3.37536(-1)
2.93201(-1)
2.39380(-1)
1.42126(-1)
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Analisando a Tabela 5.4, o moddbkvoss-Jacksonapresenta de zero a dois
digitos de concor@ncia com os demais, enquanto que os mod@@eK e S concordam
entre si em zero aés dgitos. Novamente nessa tabela o0 modetoss-Jacksonparece

estar mais de acordo com a ELB.

Tabela 5.4: Perturbag da temperaturé(7) para o Caso | cora=¢;.

T

ELB[38]

BGK

S

GJ

-1.0
-0.8
-0.6
-0.4
-0.2
0.0
0.2
0.4
0.6
0.8
1.0

6.7606(—1)
5.9100(~1)
5.3593(~1)
4.8692(-1)
4.4033(-1)
3.9450(-1)
3.4824(-1)
3.0025(-1)
2.4843(-1)
1.8785(-1)
8.4272(~2)

6.74583(—1)
5.96369(-1)
5.39983(-1)
4.88603(-1)
4.39292(-1)
3.90626(—1)
3.41552(-1)
2.90926(-1)
2.36995(—1)
1.75848(~1)
8.40673(-2)

6.80154(—1)
5.93935(—1)
5.36942(-1)
4.86226(-1)
4.38055(—1)
3.90692(-1)
3.42882(-1)
2.93259(-1)
2.39670(1)
1.77127(-1)
7.35788(-2)

6.84732(-1)
5.89609(1)
5.32607(1)
4.83114(-1)
4.36583(-1)
3.91002(-1)
3.44960(-1)
2.96912(-1)
2.44341(-1)
1.81134(-1)
6.43816(-2)

Na Tabela 5.5 &o se observa nenhurigito de concoréncia entre o modelo
BGK e os demais, enquanto que os mod&esross-Jacksortém de zero a doisigitos

de concordncia.

Tabela 5.5: Perturbag da densidad® () para o Caso Il com=c¢,,.

T BGK S GJ
25 -5.787381(-1) -4.935455(-1) -4.898606(-1)
2.0 -4.371448(-1) -3.637638(-1) -3.525300(-1)
~1.5 -3.238811(-1) -2.680410(-1) -2.591909(-1)
~1.0 -2.155265(-1) -1.782201(-1) -1.721746(-1)
—0.5 -1.089826(-1) -9.057606(-2) -8.731025(-2)
0.0 -2.944756(-3) -3.540280(-3) -3.068027(-3)
0.5 1.035007(-1) 8.398549(-2) 8.152315(-2)
1.0 2.113987(-1) 1.732575(-1)  1.675859(-1)
1.5 3.225774(-1) 2.664737(-1) 2.572804(-1)
2.0 4.418259(-1) 3.693916(-1)  3.569852(-1)
2.5  6.075009(-1) 5.281250(-1) 5.273068(-1)




digitos.

Na Tabela 5.6 a concoddcia entre os &s modelos varia de um a dois

48

Tabela 5.6: Perturbag da densidad® () para o Caso Il com=z¢;.

T

ELB[38]

BGK

S

GJ

-2.5
-2.0
-15
-1.0
-0.5
0.0
0.5
1.0
15
2.0
2.5

—5.6834(-1)
—4.2825(-1)
-3.1770(-1)
—2.1140(-1)
~1.0661(-1)
—2.2547(-3)
1.0237(-1)
2.0807(-1)
3.1637(-1)
4.3158(-1)
5.9529(-1)

—5.787381(-1)
~4.371448(-1)
—3.238811(-1)
—2.155265(-1)
~1.089826(-1)
—2.944756(-3)
1.035007(-1)
2.113987(-1)
3.225774(-1)
4.418259(-1)
6.075009(-1)

—5.777093(-1)
~4.302270(-1)
~3.183011(-1)
—2.117074(-1)
~1.069900(-1)
—2.814972(-3)
1.017004(-1)
2.075761(-1)
3.167049(-1)
4.344377(-1)
6.101076(-1)

—5.744557(~1)
—4.207801(-1)
~3.114257(-1)
—2.071454(-1)
—1.044396(-1)
—2.185462(-3)
1.002668(-1)
2.036785(-1)
3.096569(-1)
4.235511(-1)
6.081653(-1)

Na Tabela 5.7 o modelGross-Jacksonapresenta zero a doisdgitos de

concor@ncia com os demais e o mod&GK apresenta de zero a urigido em relag&o

aoS.
Tabela 5.7: Perturbag da temperaturéi(7) para o Caso Il com=¢,,.

T BGK S GJ

—25 8.26728(-1) 7.91686(-1) 7.93644(-1)

-2.0 6.75739(-1) 6.50609(-1) 6.43283(-1)

-1.5 5.58060(-1) 5.49579(-1) 5.43763(-1)

-1.0 4.46817(-1) 4.56286(-1) 4.52939(-1)

0.5 3.38030(-1) 3.65945(-1)  3.65298(-1)
0.0 2.29936(-1) 2.76436(-1) 2.78586(-1)
0.5 1.21266(-1) 1.86236(-1) 1.91260(-1)
1.0 1.05785(-2) 9.36106(-2)  1.01545(-1)
1.5 -1.04577(-1) -4.38745(-3) 6.24753(-3)
20 -2.30311(-1) -1.15102(-1) -1.03170(-1)
2.5 -4.10298(-1) -2.91041(-1) —2.95335(-1)
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Na Tabela 5.8 a concaadcia entre os &s modelos varia de zero a dois
digitos. Nesta tabela, nenhum dos modelos aparenta ter resultados oxaisosia ELB

em rela@o aos demais.

Tabela 5.8: Perturbag da temperaturé(7) para o Caso |l com=¢,.

T ELB[38] BGK S GJ
25 8.2333(-1) 8.26728(-1) 8.27698(-1)  8.28658(-1)
2.0 6.6684(-1) 6.75739(-1) 6.68739(-1)  6.61561(-1)
-1.5 55223(-1) 5.58060(-1) 5.52586(~1)  5.47358(-1)
~1.0  4.4421(-1) 4.46817(-1) 4.43689(-1)  4.40718(-1)
—0.5 3.3853(-1) 3.38030(-1) 3.37426(-1)  3.36628(-1)
0.0 2.3353(-1) 2.29936(-1) 2.31937(-1)  2.33290(-1)
05 1.2816(-1) 1.21266(-1) 1.25965(-1)  1.29598(-1)
1.0 2.1165(-2) 1.05785(-2) 1.80643(=2)  2.42503(-2)
15 -8.8946(-2) -1.04577(-1) -9.43996(-2) -8.53560(-2)
2.0 -2.1157(-1) -2.30311(-1) -2.18552(-1) —2.07026(-1)
2.5 -4.0267(-1) -4.10298(-1) -4.12022(-1) -4.14296(-1)

Analisando a Tabela 5.9, observa-se que usands resultados dosés
modelos e$to mais pdbximos do que cong,, além do modeloS apresentar resulta-
dos intermedirios aos demais. Com) os resultados dos model8se Gross-Jackson
esfio mais pbximos um do outro se comparados corB@K. No Unico caso que exis-
te comparago com a ELB, o modelBGK apresentou-se mais apropriado. Quato
concord@ncia, o modelBGK apresenta de zero a doiggidos em relago aos demais,

enquanto que os model8s Gross-Jacksonconcordam em um aés dgitos entre si.

Tabela 5.9: Fluxo de calor normalizagdpara os Casos | e Il.

c  ELB[38] BGK S GJ

Casol ¢, — 7.722926(-1) 8.231404(-1) 8.177086(-1)
Casol & 7.75502(-1) 7.722926(-1) 7.677320(~1) 7.640570(-1)
Casoll ¢, S 4.472267(-1) 5.376703(-1) 5.363627(-1)
Casoll & S— 4.472267(-1) 4.465040(-1) 4.460350(-1)

De acordo com as Tabelas 5.1 a 5.8¢08 poss$vel afirmar que algum dos

trés modelo€ melhor que os demais se comparado com a EL8mAdisso, de um modo
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geral, os modelos apresentam de zer@sidigitos de concor@incia entre seus resultados,
0 que est de acordo com os problemas daaditica de gases rarefeitos resolvidos em
Cabrera [10] e Cabrera e Barichello [9]. Nestas &feras, no que diz respeito aos mo-
delosS e BGK, foram encontrados, usando o faetroc baseado na viscosidade, um
a dois dgitos de concor@ncia para os problemas de Couette e Poiseuille, doigsa tr
digitos para o problema de Kramers, zero a ugitd para o "Creep”&rmico e nenhum
digito para o Deslizament@tmico. Ainda na Ref. [9], usando o @anetro= baseado na
condutividadeé&rmica foi encontrado zero a doigidos de concor@incia para o problema

do "Creep” £rmico e zero a umidito para o problema do Deslizamenéorhico.

Em rela@o aos dois outros casos, novamente algumas castici@s em
comum &o observadas nas perturbag de densidade e temperatura dadas agora pelas
Tabelas 5.10 a5.17, quac

e paras; 0s resultados dosés modelos@ mais ppximos do que cor,;

e paras, 0s resultados dos model8s Gross-Jacksonestio mais pdximos

um do outro se comparados ao modB(ekK ;

e nas Tabelas 5.10, 5.13, 5.14 e 5.17, em geral os resultados do n$delo

esBo entre os resultados dos moddBsK e Gross-Jackson
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Quantoa concordncia de casas decimais, na Tabela 5.10 0 mdBiEld
apresenta de zero a urigdo em rela@o aos demais, enquanto que 0os modsle&ross-

Jacksonapresentam de zero @& dgitos se comparados um com o outro.

Tabela 5.10: Perturbag da densidad®'(7) para o Caso Il comm=¢,.

T BGK S GJ
05 -1.778868(-1) -1.485249(-1) -1.547073(-1)
—0.4 -1.296852(-1) -1.057447(-1) -1.059560(-1)
—0.3 -9.458135(-2) -7.653020(-2) -7.580675(-2)
0.2 -6.259044(—2) -5.053978(-2) —4.986146(-2)
—0.1 -3.189521(-2) -2.589131(-2) —2.564398(-2)

0.0 -1.597160(-3) -1.654203(-3) -1.970171(-3)

0.1 2.897711(-2) 2.286899(-2) 2.203016(-2)

0.2 6.055567(-2) 4.843234(-2)  4.730000(-2)

0.3 9.424390(-2) 7.618071(2) 7.530148(-2)

0.4 1.324566(-1) 1.086151(-1) 1.093301(-1)

0.5 1.890710(-1) 1.601085(-1) 1.694222(-1)

Ja na Tabela 5.11 o modeRGK concorda com & em um a dois witos
e com oGross-Jacksonem zero a &s. Os modeloS e Gross-Jacksonapresentam de

zero a dois @yitos em comum.

Tabela 5.11: Perturbag da densidad® (7) para o Caso Il com=¢;.

T BGK S GJ
05 -1.778868(-1) -1.851828(-1) -1.888197(-1)
0.4 -1.296852(-1) -1.312964(-1) -1.283976(-1)
—0.3 -9.458135(-2) -9.504775(-2) -9.189817(-2)
—0.2 -6.250044(-2) -6.275901(-2) —6.042218(-2)
—0.1 -3.189521(-2) -3.209101(-2) -3.096348(-2)

0.0 -1.597160(-3) -1.925169(-3) -2.149253(-3)

0.1 2.897711(-2) 2.856185(-2) 2.700185(-2)

0.2 6.055567(-2) 6.026330(=2) 5.755702(-2)

0.3 9.424390(-2) 9.456500(~2) 9.122114(-2)

0.4 1.324566(-1) 1.345951(-1) 1.320067(-1)

0.5 1.890710(-1) 1.994866(-1) 2.062686(-1)
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A Tabela 5.12 apresenta de zero a ddgitds em comum entre 0 modelo

BGK e os demais, e um & dgitos entre os modeldse Gross-Jackson

Tabela 5.12: Perturbag da temperaturéi(7) para o Caso lll com=¢,.

T

BGK

S

GJ

-0.5
-0.4
-0.3
-0.2
-0.1
0.0
0.1
0.2
0.3
0.4
0.5

6.26834(-1)
5.73818(-1)
5.34979(-1)
4.99668(—1)
4.65847(-1)
4.32481(-1)
3.98780(-1)
3.63897(-1)
3.26568(—1)
2.84110(-1)
2.21848(-1)

6.13506(—1)
5.65740(—1)
5.32657(—1)
5.03228(-1)
4.75342(-1)
4.47927(-1)
4.20166(-1)
3.91180(-1)
3.59661(-1)
3.22829(-1)
2.65487(1)

6.23102(—1)
5.67949(~1)
5.32761(-1)
5.02314(-1)
4.73843(-1)
4.45978(-1)
4.17692(-1)
3.87874(-1)
3.54842(-1)
3.14924(-1)
2.46971(-1)

Na Tabela 5.13 o0 modelBGK apresenta um a quatrdégitos em comum
com oS e zero a dois i@itos em comum com Gross-Jackson Entre os modelo$ e

Gross-Jacksonencontra-se de zero a quatigitbs de concor@incia.

Tabela 5.13: Perturbag da temperaturéi(7) para o Caso lll com=z¢;.

T

BGK

S

GJ

-0.5
-0.4
-0.3
-0.2
-0.1
0.0
0.1
0.2
0.3
0.4
0.5

6.26834(1)
5.73818(-1)
5.34979(-1)
4.99668(—1)
4.65847(~1)
4.32481(-1)
3.98780(-1)
3.63897(-1)
3.26568(—1)
2.84110(-1)
2.21848(-1)

6.35763(—1)
5.75646(-1)
5.34932(-1)
4.98837(-1)
4.64672(-1)
4.31102(-1)
3.97127(-1)
3.61665(-1)
3.23078(-1)
2.77799(-1)
2.05323(-1)

6.43869(-1)
5.75659(~1)
5.33463(-1)
4.97114(-1)
4.63165(-1)
4.29962(~1)
3.96288(-1)
3.60822(-1)
3.21518(-1)
2.73774(-1)
1.89421(-1)




53

Ja na Tabela 5.14 o0 modeBGK concorda com os outros em zero a um

digito e 0 modelds concorda com @&ross-Jacksonem um a tés dgitos.

Tabela 5.14: Perturbag da densidad®'(7) para o Caso IV com=c¢,,.

T BGK S GJ
05 -2.668302(-1) -2.227873(-1) -2.320610(-1)
0.4 -1.945278(-1) -1.586171(-1) -1.589340(-1)
0.3 -1.418720(-1) -1.147953(-1) -1.137101(-1)
—0.2 -9.388566(—2) -7.580967(-2) —7.479219(-2)
—0.1 -4.784282(-2) -3.883697(-2) -3.846597(-2)

0.0 -2.395740(-3) -2.481305(-3) -2.955257(-3)

0.1 4.346567(-2) 3.430349(-2)  3.304524(-2)

0.2 9.083351(-2) 7.264851(=2)  7.095000(-2)

0.3 1.413658(-1) 1.142710(-1) 1.129522(-1)

0.4 1.986850(-1) 1.629228(-1) 1.639951(-1)

0.5 2.836066(-1) 2.401628(-1) 2.541333(-1)

Na Tabela 5.15 o modeBGK apresenta zero &&ts dgitos em comum com

os demais e 0s model&se Gross-Jacksontém de zero a doisiditos em comum.

Tabela 5.15: Perturbag da densidad®(7) para o Caso IV com=z¢,.

T BGK S GJ
05 -2.668302(-1) -2.777742(-1) -2.832295(-1)
—0.4 -1.945278(-1) -1.969446(-1) -1.925964(-1)
~0.3 -1.418720(-1) -1.425716(-1) -1.378472(-1)
—0.2 -9.388566(—2) -9.413852(-2) -9.063328(-2)
0.1 -4.784282(-2) -4.813652(-2) —4.644523(-2)
0.0 -2.395740(-3) -2.887753(=3) -3.223879(-3)
0.1 4.346567(-2) 4.284277(=2)  4.050279(-2)
0.2 9.083351(-2) 9.039496(-2)  8.633553(-2)
0.3 1.413658(-1) 1.418475(-1) 1.368317(-1)
0.4 1.986850(-1) 2.018926(-1) 1.980101(-1)
0.5 2.836066(-1) 2.992299(-1)  3.094029(-1)
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Na Tabela 5.16 o0 modelBGK concorda com os demais em zero a dois

digitos e os modeloS e Gross-Jacksonconcordam em um aés dgitos entre si.

Tabela 5.16: Perturbag da temperaturéi(7) para o Caso IV com=¢,.

T BGK S GJ
-0.5 1.44025 1.42026 1.43465
-0.4 1.36072 1.34861 1.35192
-0.3 1.30246 1.29898 1.29914
-0.2 1.24950 1.25484 1.25347
-0.1 1.19877 1.21301 1.21076

0.0 1.14872 1.17189 1.16896

0.1 1.09817 1.13024 1.12653

0.2 1.04584 1.08677 1.08181

0.3 9.89852(-1) 1.03949 1.03226

0.4 9.26165(-1) 9.84244(-1) 9.72387(-1)
0.5 8.32773(-1) 8.98231(-1) 8.70458(-1)

Jana Tabela 5.17 o modeBGK concorda com &em um a quatroigitos e
com oGross-Jacksorem zero a &s dgitos. Os modeloS e Gross-Jacksorapresentam

concord@ncia de zero a cincdgitos entre si.

Tabela 5.17: Perturbag da temperatura para o Caso IV comeg;,.

T BGK S GJ
-0.5 1.44025 1.45364 1.46580
-0.4 1.36072 1.36347 1.36349
-0.3 1.30246 1.30239 1.30019
-0.2 1.24950 1.24825 1.24567
-0.1 1.19877 1.19701 1.19474

0.0 1.14872 1.14665 1.14494

0.1 1.09817 1.09569 1.09443

0.2 1.04584 1.04249 1.04123

0.3 9.89852(-1) 9.84618(-1) 9.82277(-1)
0.4 9.26165(-1) 9.16699(-1) 9.10661(-1)
0.5 8.32773(-1) 8.07985(-1) 7.84132(-1)
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Na Tabela 5.18, novamente se observa que fava resultados &b mais
proximos do que com,, além do modeldS apresentar resultados interm@ups aos
demais. Cong, os resultados dos model8se Gross-Jacksonestio mais pdximos se
comparados aBGK. Quantoa concordncia, elaé de exatamente unigito entre os
tres modelos. Nesta tabela nota-se que o fluxo de calor normaliZaddepende das
temperaturas das paredes. Isso pode ser justificado pelo fato que o fluxo d@.calor
proporcionak diferenca entre as temperaturas das paredes do canal, oajde asbrdo
com a lei de Fourier para difas [50]. O mesmo acontece com o fluxo de calor em
moléculas livresQ),,, dado pela Eq. (3.33). Portanto, o terifd — J,) presente nas
definigdes del), e Q),,, € cancelado na Eq. (3.32) e, como resultado, tem-se que o fluxo

de calor normalizadg, dado pela Eq. (3.34), independe das temperaturas das paredes.

Tabela 5.18: Fluxo de calor normalizagipara os Casos lll e IV.

9

BGK

S

GJ

Caso lll
Caso lll
Caso IV
Caso IV

€p
€t
p
Et

8.622379(-1)
8.622379(-1)
8.622379(-1)
8.622379(-1)

8.930329(-1)
8.556544(—1)
8.930329(-1)
8.556544(-1)

8.858598(-1)
8.492411(-1)
8.858598(—1)
8.492411(-1)

Pode-se notar que o comportamento dos resultados nessésdtiduis ca-
naisé semelhante aos dois primeiros, tanto no que diz respeibacordncia de @itos,
guanto ao fato que, em muitos casos, 0 mod&hpresentou resultados interméihs
aos outros dois modelos. Nota-se, té&mk que quando usou-sgobteve-se valores mais

proximos do que com,,.

A fim de analisar o comportamento de resultados em canais que apresentam
diferenca apenas na largura, ou somente nas temperaturas das paredes) apeds
nos coeficientes de acomodag apresenta-se as Figuras 5.1 a 5.6, que mostranestrav

de ga@ficos os resultados encontrados em canais com estas dataeter

Nas Figuras 5.1 e 5.2 &t os gaficos das perturbaes da densidade e da

temperatura em canais cam = 0.7, a, = 0.3, 4; = 1.0, o = —1.0, mas de diferentes
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larguras. Nas Figuras 5.3 e 5.4 encontram-se os resultados em canata eom0,
ay = 0.7, ap = 0.3, porem com diferenga na temperatura em uma das paredesas]
Figuras 5.5 e 5.6 &&b o0s gaficos de canais coau =2.0, §; =1.0, o = —1.0, mas com
diferenca em um dos coeficientes de acomada€omo os modelos @ticos apresentam
boa concoréncia nos resultados apresentad@saaiui, foi escolhido o model§ com

£ =¢, para construir os @ficos.

Na Figura 5.1 nota-se que, quanto mais largo for o canal, raaqrerturba-

cao da densidade dag em relago ao seu estado natural. Em canais mais estreitos essa

grandeza tende a ser menor.

Figura 5.1: Densidad® /(1) x largura do canal.

Densidade

o
~
N
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Observa-se na Figura 5.2 que, quanto maior a largura do canaénasda
maior a variago da temperatura d@g. Aem disso, nota-se que em- —a a temperatura
do gas esh mais poxima da temperatura da parede do queresa. 1SS0 ocorre porque o
coeficiente de acomodagé maior na primeira parede do que na segunda. &amyier-
cebe-se que, quanto mais largo for o canal, menér aeliferenca entre as temperaturas

do gas e das paredes, nas suas proximidades.

Figura 5.2: TemperaturB(r) x largura do canal.

0.8 ! I I _ I ! | ! I
: : : : 1 : ; i |— 2a=04
; ; 5 : : : | — 2a=1.0

Temperatura

" -0.8 -0.6 -0.4 -0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
Tau/a



58

Na Figura 5.3 observa-se que, quanto maior a diferenca entre as temperatu-

ras das paredes, maior 8ex varia@o da densidade dag.

Figura 5.3: Densidad®(7): efeito das temperaturas das paredes.

06 | | I T ! | I I I
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2
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08 i i I i i i i I i
-1 -0.8 -0.6 -0.4 -0.2 0 0.2 0.4 06 0.8 1

Tau
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Percebe-se na Figura 5.4 que, quanto maior a diferenca entre as temperaturas
das paredes, targln sead maior a variago da temperatura d@g. Nota-se novamente que
emr = —a a temperatura dody esh mais poxima da temperatura da parede do que em
T=a. 1SS0 Ocorre porque na primeira parede o coeficiente de acofmé&agaior que na

segunda.

Figura 5.4: Temperatur(r): efeito das temperaturas das paredes.

25 T T T T T T I I I

] ¢ : : : — deltal =1 e delta2 = -1
— deltal =2 e delta2 = -1
—— deltal = 3 e delta2 = -1

Temperatura
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Nas Figuras 5.5 e 5.6 procura-se observar o comportamentasdgugndo

um dos coeficientes de acomoéacgvaria, enquanto 0 outro permanece constante. Na

Figura 5.5 observa-se que, quanto maior o coeficiente de acofwmda¢maioré a

varia@o da densidade dag.

Figura 5.5: Densidad®’(7): efeito dos coeficientes de acomodag

0.4 T T T T T I I I
f : : : : : — alfal =0.7 e alfa2 =0.5

: : : —— alfal =05ealfa2=05
—— alfal =03 ealfa2 =05

Densidade

0.8 1

" -0.8 -0.6 -0.4 -0.2 0 0.2 0.4 0.6
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E, finalmente, na Figura 5.6 percebe-se que, quanto maior o coeficiente de
acomodago o, tamkem é maior a variago da temperatura daag ao longo do canal.
Alem disso, observa-se que, fixanglg quanto maior for o coeficiente de acomaaac¢
na placa mais quente (localizada ers= —a) maior seé a temperatura daag no interior

do canal.

Figura 5.6: Temperatur(7): efeito dos coeficientes de acomodag

0.6 T T T 1 T T T T T
: : : : : : — alfal =0.7ealfa2 =05
— alfal =0.5ealfa2=0.5
—— alfal =03 ealfa2=05%

Temperatura

Por fim, nota-se em cada figura que as curvaturas é@iegs §io semelhan-
tes, mudando apenas as inclidbag. Nas Figuras 5.1, 5.3 e 5.5, observa-se que €I
nao ha varia@o da densidade dag, o que significa que no meio do canal ela permanece

inalterada.
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Para finalizar esse chplo, salienta-se que usandd = 30, o tempo de
execu@o do programa em FORTRAR de aproximadamente cinco segundos em um
Pentium 11 300 MHz com 64 MB de memnia, demonstrando a efésicia do neétodo
ADO.
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6 CONCLUSAO

Analisando os resultados nénicos encontrados, verifica-se que os mode-
los BGK, S e Gross-Jacksonsao uma boa alternativa para aproximar(zleo de co-
lisdo da ELB na resol@p do problema de transésrcia de calor. Am disso, 0 uso
destes modelos produziu uma s@agem ordenadas discretas simples, precisa adile f
implementago computacional. O @odo ADO mostrou-se novamente eficiente, apre-
sentando exatib de seis a setégitos e analiticidade na vanel espacial para todas as

guantidades de interesse avaliadas neste trabalho.

A implementa@o computacional foi favorecida devidasimetria do ficleo

de colisio verificada nas Eqs. (4.14) e (4.15)

K(¢',¢) = K(=¢', =¢)

K(_€,7 5) = K<€/7 _5)
Na verdade, esta simetria foi fundamental na ol#ierdo problema de autovalor dado

pela Eqg. (4.24), que resulta em uma forma mais simples do que o caso de mistura de

gases [22].

Observando os resultados encontrados com os mo8el@soss-Jackson
nao se nota significativa melhora dos resultados do magélK, que possui uma ex-
presfo mais simples. Isso representa uma vantagem desse modelo e exdagde-
mais, pois, devid@& sua maior simplicidade, pode gerar ufickeo de colido da forma
da Eq. (4.20) [36]

K(,€) = Q)Q" (),

0 que garante a obteag de um problema de autovalor ainda mais simples que o encon-

trado para os demais modelos abordados neste trabalho.

Por fim, pode-se considerar que o objetivo desse trabalho foi plenamente

alcancado, pois obteve-se de maneira unificada asGdugm ordenadas dicretas para
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0 problema que se desejava. Assim, contribuiui-se com a&wlde um problema da
dinamica de gases rarefeitos, cujos resultadas se encontravam na literatura, com os
modelosS e Gross-Jackson Os resultados gerados pod@erservir de refémcia para

outros trabalhos feitos com outros modelos e outrédos computacionais.
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ANEXO A O PROCEDIMENTO DE
GROSS-JACKSON

Neste anexo, sarapresentado umétodo de constri@p de modelos citi-
cos proposto por Gross e Jackson [24]. O procedimento foi desenvolvido para um pro-
cesso de col&o de acordo com a lei de nealulas de Maxwell e se baseia em uma

aproxima@o do termo de espalhamento na forma usada para edfgdesr

A.1 Propriedades do operador de Boltzmann

Refeéncias como o trabalho [12] e o livro [14], ambos de Cercignani, po-
dem ser consideradagdicas na desc@g de aspectos@ecos e propriedades matati
cas associadasELB. No entanto, segue-se Gross e Jackson [24] e escreve-se 0 operador

de colisio da ELB da forma

J'(p) = n3/? / / / (1 + ¢ — ¢ — ¢ )e " g se (g, §)dAdedc’, (A.1)

ondec é a velocidade moleculaf{g, 0) & a se@o de choque diferenciale= |c — c'|.

Chapman e Cowling [16] provaram que esse operador pode ser escrito como

J(¢) = —v(c)p(c) — /K(C’, c)(,zb(c’)e_C/Qdc/, (A.2)
onde o 1icleo de coligao K'(c’, ¢) &€ uma fun@o sirétrica em relago ac’ ec, istoé,

K(c',¢c) = K(c,c). (A.3)

Nota-se aqui que, para simplificar a n@agas integrais do tipo presente na

Eq. (A.2) representam uma integral tripla sobre as componentes do vetor velocidade

/ dc’ = / / / dc,,dc;,dc, (A.4)

no caso de coordenadas retangulares, por exemplo. Seguindo Gross e Jackson [24] nhova-

Assim

mente, devido a simetria daidleo K (c/, c) usa-se a furiip

d(c) = e 2¢(c) (A.5)
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e reescreve-se a Eq. (A.2) como

J(®) = —v(c)®(c) — / K(c,c)®(c)e "+ 2dc. (A.6)

Para o desenvolvimento do procedimento de condtrde modelos céticos,
usa-se algumas propriedades do operador décalise independem da forma de int@&@¢
entre pariculas. Assim, as autofuiesV; e os autovalores; do operador de coli® {0
definidos como

J(¥;) = N, (A.7)

ondeJ(¥,) é dado pela Eq (A.6). Como as cdles devem conservatimero, momento
e energia das paculas, o operador de cadie possui efdo o autovalor degenerade=0

com multiplicidade cinco. Ainda, as autofuigs podem ser escritas da forma saper

\Dnlm(c> = gnl(C)Ylm(ea C)a (A8)

ondef e ¢ sao osangulos dec com rela@o aos eixos cartesianosYg" (6, () sao 0s

harndnicos esfricos normalizados

mip o [LED C=m) ], i
Y, <0,<>—{ ] B eosne, (A9)
que satisfazem
/ Y senfdfdC = 6,0 . (A.10)

Expres$es explitas para as furiesg,,;(c) sdo conhecidas para o caso de
moléculas que se repelem com a quinta lei de forca inversagjspara matculas de
Maxwell. Neste caso, duas négiulas a uma dighciar se repelem com uma forca de
repulsio P dada por

p="21 (A.11)

ﬁ.
Para esse tipo de n@ulas, as furiies referidasa

_ 2(n!)
gi(c) = {F(n +1+3/2

ondeL! (c?) sdo os polidmios de Laguerre-Sonind &z) & a fun@o gamma. As furiges

1/2
)1 L2 (e, (A.12)

gni(c) satisfazem
/ gri(€)gm(c)ede = b (A.13)
0
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e os poliomios de Laguerre-Sonin@&s dados explicitamente por [47]

n

} (n+1)! v
Lt (z) :Zp!(n—p)!(l—i-p)!(_x) . (A.14)

p=0

Assim, os tés primeiros polibmios de Laguerre-Sonine avaliados €nsao

L2y =1, (A.15)
L) =14 ; — (A.16)
e
1 3 5 5 1
2y = Z (142 ) (1+2) = (1+2) 2+ =4 A.17
5 () 5 + 5 + 5 + 5 ¢+ 20 ( )

Pelo fato de um sistema completo de autofiggser conhecido para reollas de Maxwell
[24], o correspondente operaddfd) & de particular interesse. Segundo Wang Chang e

Uhlenbeck [47], para esse tipo de reolilas, a expreads
91(g.0) (A.18)

€ independente dge pode ser escrita como

1/2
ot0.0) = (73) FO (A19)

ondek & a constante de Boltzmanfy € a temperatura de retarcia,y € a contante de
forca da Eq. (A.11) e a fudp F'(0) é definida na Ref. [47]. Devido a essa cardstara

da se@o de choque diferencial, Gross e Jackson [24] definem o operador Maxwelliano
como

(@) = (@)m J(®), (A.20)

onde J(®) & dado pela Eg. (A.6). Ainda seguindo a Ref. [24], esse operador pode ser

escrito na forma da Eq. (A.6) como
Ju (D) = —Agd(c) — / K(c,c)®(c)e "+ 2dc, (A.21)

onde [47]
Ay = 27r/ F(6)senddd, (A.22)
0
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K(c,c)=7n32A4y— dn~1/? /07T cogf/2)cosset(0/2)[F(0) + F(r — 0)]x

Jo|—2icd'sen(n') cot(f/2)]e (e 0/ qg - (A.23)

en’ € oangulo entrec e ¢’. Ainda seguindo a Ref. [24], a constandg € infinita, mas a
Eq. (A.21)é finita. Alem disso, Wang Chang e Uhlenbeck [47] provaram quicteo de
colisao K (c¢’, ¢) dado pela Eq. (A.23) pode ser escrito como

K(€.¢) = 3 Gile. ) P(coss), (A.24)

=0

onde

%ZMW /7T cos/?(0/2)cossetd/2) P (coq0/2)) x

[F(0) + F(m — 0)]Jy41/2[—2icc cot(0/2)cosse@/2)]e” ) 0/2dg (A.25)

Gi(e,d) = 732 Agbyy —

Usando a fungo bilinear de Lebedeff geradora dos pohmos de Laguerre

> e ) =

n=0
(zyz) /2

' /2
. e_z(x+y)/1—zezaw/2ja (Q@L)e_”/z) , ‘z‘ <1 (A26)
—Z

e fazende:'/? = cog6/2), z = %, y = > ea = | + 1, as fun@esG(c, ') podem ser
escritas como

(20+1)

Gie,d) = — .

eI gua()gu() Ny, (A.27)

n=0

onde
nl —

=2 /7r ser(f)cos™ " (6/2) Pi(cog6/2))[F(0) — F(r — 0)]dd — Aydndio. (A.28)

Assim, a EqQ. (A.21) pode ser escrita como

7@ = —as2(e) + [ S EED S gehgu(e)n, Picosio(e)de’ (A.29)
=0 n=0

Comparando a Eq. (A.29) com a Eq. (A.6), pode-se concluir quectea de coligo do

operador Maxwellian@ dado por

(204 1) & :
K(c,c) = —Z( e )Zgnl(c)gnl<c’)A;lzﬂl(cosn')e<c2+02>/2. (A.30)
=0 n=0
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Nota-se na Eq. (A.29) que a fulag®d(c) pode ser escrita como

d(c) = /5(0 —c)®o(c)dd, (A.31)
sendo que essa eq@acpode ser reescrita como
®(c) = / D Ut (€) Ui () ()l (A.32)
n,l,m=0

ou ainda
B(e) = [ 3 guldgule) YV O.0N" . )o)d. (A3
n,l=0 m=0
Usando o teorema da adig dos harrnicos eséricos,

[e.o]

ae)= Y & / Gui(€)gua () P(cosr) B (c')dc'. (A.34)

47
n,l=0

Combinando as Egs. (A.29) e (A.34) ébi-se para o operador Maxwelliano a expaess

(@ = [ 3 EE peosi) Y Aiga(@au)p(ee.  (A39)
=0 n=0
onde

At = N, — Ap. (A.36)

A Eqg. (A.35) rio esh na forma proposta pela Eq. (A.6), mas expresso exata do
operador Maxwelliano. Ourtleo de colido, embora &o apareca explicitamente dado

pela Eq. (A.30).

A.2 Constru¢ao de modelos cigticos

O operador de colé& dado pela Eq. (A.35) ésassociada lei de interago
de mokculas do tipo Maxwell. Entretanto, segundo Williams [50], para esse tipo de
intera@o rao é possvel definir um livre caminho mdio e uma fre@éncia de coligo.
Para resolver esse problematroduzida uma aproximag desse modelo de cdis para
0 modelo de esferaggidas. Para isso, combina-se as Eqgs. (A.34) e (A.35) e escreve-se 0

operador Maxwelliano como

(20+1)
47

JM(q)> = )\StCI)(c) -+ i ()\nl — )\st)

n, =0

/ Pi(c081 ) gui(c)gui (¢ B(c ), (A37)
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onde \,; € um rumero ou, mais precisamente, um autovalor. Segundo Williams [50]
novamente, este procedimento converte o operador décdlaxwelliano para a forma

de esferasigidas. Entretanto, a escolha dg € arbitéria e, aém disso,6 necesa#io
truncar o somdtrio na Eq. (A.37) de alguma maneira conveniente. Para isso, nota-se na
Eq. (A.12) que as furiesg,,; (c) podem ser separadas na forma de um produto entre um

polindmio e um termo exponencial, iséo
gn(c) = p(c)e_cz/Q, (A.38)

onde
B 2(n!)
ple) = [F(n +1+3/2

& um poliromio de grau2n + [). Por esse motivo, diz-se que as fGiegg,,(c) sdo de

1/2
)}  LIFY2(e?) (A.39)

ordem(2n + 1). Assim, desejando-se truncar a Eq. (A.37) de maneira que ela conserve
apenas fun@esg,, (c) de ordem menor ou igual a um certba ser escolhido livremente,

0 somabrio deve conter apenas termos comdicesn ou! tais que2n + [ < N. Para a
escolha do autovalor,;, Gross e Jackson [24] propoexy = Aoy € definem avV—ésima

aproxima@o deJ,,(®) como

(@) = —AON{%;NO - :()—”fv) gule) 2 [ricosit)gu(e)a(e)e - cp(c)} |
- (A.40)

FazendaV =2 na Eg. (A.40) pode-se construir a aproxiraage segunda

ordemJﬁ)(q)). Usando os autovalores dados pela Eqg. (A.36)

Ao = N1 = Ao =0 (A.41)
e
3 [T 3
)\02 == —271'1/ Seﬁ‘HF(Q)dQ == _L_LA27 (A42)
0
onde
Ay = 27(0.4359), (A.43)
obtem-se

J2 (D) = ZAQ {W-W / K1 (c, c)®(c)e (@) 2qe’ — @(c)}, (A.44)
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onde

2
Ki(c,¢)=142c"c+ 3 (6’2 — g) (02 — g) : (A.45)

A expresfo entre chaves na Eg. (A.44) equivale ao operador de&oalis model®BGK.
Segundo Gross e Jackson [24], essa aproxama@ta corretamente a viscosidade mas
nao a condutividadeetmica. Para corrigir isso, deve-se usar a terceira aprofionde

J](\év). Enfo, fazendaV =3 na Eq. (A.40) e adicionando os autovalores nenass

1
Aoz = —§A2 e A = —5142, (A.46)
obtem-se

9 2 /2
1) = Gt [, 00+ ol )+ Kafe! o)) (e e (o)}

(A.47)
ondeK;(c/, c) &€ como na Eq. (A.45),
/ _ é / 2 ? 2 ?
Ky(c',c) = 5¢°C <c 2> <c 2) (A.48)
e
/ 2 /02 1 /2 2
Ks(c',c) = 3 (c"c)* — 3¢ (A.49)

O termo entre chaves da aproxiraagle terceira ordem dada pela Eq. (A.47) foi chamado
neste trabalho de "modelBross-Jacksori. Segundo a Ref. [24], este modelo trata cor-
retamente os primeiros 20 momentosidg ®) e se mostra adequado para a maioria dos

problemas em gases Maxwellianos.

Para contruir modelos com maiores ordens de aproXmancontra-se em
Williams [50] a Tabela A.1 para os autovalores dados pela Eq. (A.36). Nessa tabela

os autovalores e&b divididos por—A, /2.
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Tabela A.1: Autovalores do operador de catisie Maxwell

=0 [I=1 [I=2 (=3 [l=4 [=5
0 0 3/2 9/4 2.808 3.274
0 1 7/4 2354 23864 3.318
1 3/2 2.014 2500 2.952

3/2 1.8420 2.238 2.646 3.064
1.8420 2.106 2.428 2.780
2106 2.320 2.598

2.320

OO~ WNERE OIS

Para finalizar, nos trabalhos de Cheng e Loyalka [17] e Pan e Storvich [30]
tamkemé mencionado um procedimento de Gross-Jackson, mas em ambos ele aparenta

ser diferente do apresentado na Ref. [24].
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