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Dissertaç̃ao apresentada e aprovada em
13 de Janeiro de 2005.

Profa. Dra. Maria Cristina Varriale
Coordenadora



4

AGRADECIMENTO

Sempre que concluı́mos uma etapa em nossas vidas devemos lembrar que

além do nosso esforço, dedicação, trabalho e perseverança, outras pessoas também con-
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3.1 Definiç̃ao do problema . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 28

3.2 Formulação vetorial do problema . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 30

3.3 A quest̃ao da unicidade . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 32
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11

RESUMO

Neste trabalho, um problema de transferência de calor da din̂amica de gases

rarefeitos, causado pela diferença de temperaturas nas superfı́cies de um canal,́e abor-

dado. O problemáe formulado atrav́es dos modelos cinéticosBGK , S e Gross-Jackson

da equaç̃ao linearizada de Boltzmann e resolvido, de forma unificada, pelo método analı́-

tico de ordenadas discretas (método ADO). Resultados nuḿericos para as perturbações

de densidade e temperatura e também para o fluxo de calor são apresentados e com-

parados, mostrando que não se pode dizer que algum dos três modelos seja uma melhor

aproximaç̃ao da soluç̃ao aos resultados da equação linearizada de Boltzmann.
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ABSTRACT

In this work, a heat transfer problem in the rarefied gas dynamics field, in

a plane channel, is studied. In particular, the flow is induced by different temperatures

at the wall surfaces. The formulation of the problem is based in an ”unified” kinetic

equation which includes the BGK model, the S-model and the Gross-Jackson model of

the linearized Boltzmann equation. An analytical version of the discrete-ordinates method

(the ADO method) is used to develop the solution and to evaluate the density, temperature

and heat-flow profiles. Numerical results are presented and used to establish comparisons

with the linearized Boltzmann equation results. It is shown that, for an analysis based in

all cases, it is not possible to say that one of the models is a better approximation of the

solution of the linearized Boltzmann equation.
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1 INTRODUÇÃO

Sistemas microeletromecânicos (MEMS) s̃ao estruturas mecânicas com di-

mens̃oes menores que 1mm e maiores que 1µm [32]. No interior dessas pequenas má-

quinas existem microcanais contendo fluidos, que então s̃ao chamados de microfluidos.

Segundo Karniadakis e Beskok [25], os primeiros estudos nessaárea datam de meados do

século XIX quando Poiseuille começou a estudar fluidos em tubos com diâmetro de 30µm

a 150µm. Ele teria estudado as relações entre fluxo de massa, pressão e geometria dos

tubos. Mais tarde, já no ińıcio do śeculo XX, Knudsen estudou o comportamento de gases

dentro de capilares. Ainda segundo Karniadakis e Beskok [25], o primeiro experimento

com fluido em microcanal foi feito num trabalho com hidrogênio em um canal com 4µm

de largura. Os primeiros estudos com MEMS surgiram na década de 1980 em pesquisas

com microḿaquinas. Como exemplos, podem ser citados [25] pequenos acelerômetros

usados para ativar sistemas de airbag em automóveis, sensores de pressão do tamanho da

cabeça de um alfinete usados na extremidade de cateteres, microbombas, microválvulas,

discos ŕıgidos do tipo Winchester para computadores onde, nesse caso, a cabeça leitora

flutua cerca de 50 nm acima do disco e o espaçoé ocupado por um fluido.

Para um bom funcionamento dos MEMS tornou-se necessário conhecer de-

talhes de uma fı́sica ñao familiar e de um processo dinâmico complexo envolvidos no fun-

cionamento de microḿaquinas. A din̂amica dos fluidos e a interação com as superfı́cies

em sistemas pequenosé muito diferente que em sistemas grandes. Nessa dinâmica, o

material da superfı́cie e sua rugosidade são muito mais importantes que em geometrias

grandes [25].

Um par̂ametro adimensional para caracterizar fluidos gasososé o ńumero de

Knudsen, definido como a razão entre o livre caminho ḿedio l (dist̂ancia percorrida por

uma part́ıcula sem sofrer colis̃ao) e um comprimento caracterı́sticoa∗ [25],

Kn =
l

a∗
. (1.1)
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De acordo com Karniadakis e Beskog [25], dependendo do intervalo de

variaç̃ao do ńumero de Knudsen, são definidos quatro regimes para um gás:

• Cont́ınuo: paraKn < 0.01;

• ”Slip-flow”: para 0.01< Kn < 0.1;

• Transiç̃ao: para 0.1< Kn < 10;

• Moléculas livres: paraKn > 10.

Os efeitos de rarefação começam a se tornar importantes com o crescimento

do ńumero de Knudsen, que claramente pode estar associado a um alto valor para o livre

caminho ḿedio, bem como ao fato de que o fluxo seja em um microcanal. Isso justifica

por que aplicaç̃oes em nanotecnologia e em micromáquinas s̃ao um campo de aplicação

da din̂amica de gases rarefeitos, assim como as clássicas aplicaç̃oes naśareas de equipa-

mentos de v́acuo [44] e aeroespacial [19].

No que diz respeitòa modelagem dos fenômenos associados̀a din̂amica

de gases rarefeitos, no regime contı́nuo s̃ao v́alidas as equações de Navier Stokes. Já

no regime ”slip-flow”, essas equações s̃ao usadas maśe necesśario tamb́em considerar

condiç̃oes de contorno do tipo escorregamento (”slip”) na descrição do fluxo de um ǵas.

Essas condiç̃oes de contorno incluem efeitos de rarefação presentes já nesse regime, tais

como o salto de temperatura, o ”creep” térmico, a velocidade de escorregamento e os

coeficientes de acomodação das superfı́cies [25]. No regime de transição as equaç̃oes de

Navier Stokes ñao se aplicam mais [44] e o comportamento do gás pode ser modelado pela

equaç̃ao de Boltzmann. Ainda, como já foi mencionado, no regime de transição cresce a

import̂ancia dos efeitos de rarefação e de interaç̃ao do ǵas com a superfı́cie. Para melhor

descrever essa interação, define-se os coeficientes de acomodação t́ermica e de momento

tangencial, que descrevem, respectivamente, como ocorre a troca de calor entre o fluido e

a superf́ıcie e comóe a reflex̃ao de uma molécula de ǵas que incide no contorno [25]. No

regime de moĺeculas livres, soluç̃oes analı́ticas associadas̀a distribuiç̃ao de equiĺıbrio s̃ao

conhecidas [44].
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Ainda na modelagem de fluidos,é importante destacar que a equação de

Boltzmann tamb́em pode ser usada no regime contı́nuo. Na verdade, Williams [50] a-

presenta uma derivação das equaç̃oes de Navier Stokes a partir da equação de Boltz-

mann. Uma diferença básica entre essas duas equações [50]é que nas equações de Navier

Stokes as inćognitas s̃ao as propriedades fı́sicas do fluido, como densidade, temperatura e

press̃ao, enquanto que na equação de Boltzmann, a variávelé a funç̃ao de distribuiç̃ao de

part́ıculas, que deve ser integrada para que se conheça as caracterı́sticas do fluido.

Neste trabalho, busca-se resolver um problema de transferência de calor as-

sociado ao comportamento de um gás contido num canal plano e no regime de transição,

cuja perturbaç̃ao do estado de equilı́brio é causada por temperaturas diferentes nas pare-

des do canal [49, 50]. Estée um problema clássico da din̂amica de gases rarefeitos que

tamb́em se associa ao contexto de microfluidos. Na verdade, além do problema de trans-

ferência de calor mencionado, no estudo de efeitos térmicos associados̀a descriç̃ao do

fluxo de um ǵas rarefeito v́arios aspectos são de interesse e vem sendo investigados ao

longo dos anos, como, por exemplo: o chamado problema do salto de temperatura [48]

determinado por um gradiente de temperatura normalà superf́ıcie do canal, no qual se

busca avaliar a diferença existente entre a temperatura da parede e a temperatura do gás

próximo à parede, determinando inclusive um coeficiente queé utilizado nas condiç̃oes

de contorno dos problemas em regime de ”slip-flow” para caracterizar este fenômeno; os

problemas de deslizamento térmico e ”creep” t́ermico [49], caracterizados por efeitos de

gradientes de temperatura tangenciaisàs paredes do canal; e ainda fluxos induzidos por

descontinuidades de temperatura [25] ou diferenças de temperaturas nas superfı́cies do

doḿınio de interesse. V́arios trabalhos estão dispońıveis na literatura referentes ao estudo

destes problemas, tais como: Sharipov e Seleznev [44], Welander [48], Thomas Jr. et al.

[46], Loyalka et al. [28], Cercignani [13], Siewert [40], Struchtrup [45], Frankowski et

al. [20] e Bassanini et al. [6, 7].

Como considera-se o gás no regime de transição, o problema de trans-

ferência de caloŕe modelado pela equação linearizada de Boltzmann (ELB). Essa equação

possui uma complicada estrutura no seu termo de colisão e uma estratégia que vem sendo
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proposta ao longo dos anosé substituir o seu ńucleo de colis̃ao por uma expressão mais

simples, dando origem a um modelo cinético ou a uma equação modelo [14]. A derivaç̃ao

e soluç̃ao de equaç̃oes modelo na din̂amica de gases rarefeitos tem sido um aspecto de

interesse na investigação cient́ıfica recente. Apesar destes aspectos não serem explorados

em detalhes neste trabalho, as Refs. [2, 10, 21] podem ser mencionadas.

Neste trabalho, para descrever o processo de colisão entre as partı́culas do

gás no problema mencionado, foram escolhidos os modelos, onde a freqüência de colis̃ao

é considerada constante,BGK [8, 48], S [37, 42, 44] eGross-Jackson[21, 24]. Este

último trata de uma aproximação do modelo de interação de moĺeculas do tipo Maxwell

na forma associadàa colis̃oes do tipo esferas rı́gidas [50]. Seguindo uma formulação

proposta por Garcia e Siewert [21], pretende-se estabelecer um tratamento unificado para

estes tr̂es modelos, uma vez que, mediante a escolha apropriada de certos parâmetros, os

mesmos podem ser descritos através de uma expressão geral.

Para o tratamento e solução das equaç̃oes cińeticas seŕa usado o ḿetodo

Anaĺıtico de Ordenadas Discretas (ADO: Analytical Discrete Ordinates). Esse método

foi proposto por Barichello e Siewert [1], inicialmente associadoà problemas de trans-

ferência radiativa, ée uma vers̃ao do ḿetodo original de ordenadas discretas proposto

por Chandrasekhar [15], o qual tem como base a aproximação da integral do termo de

espalhamento da equação de transporte por uma quadratura numérica. O ḿetodo ADO

difere do ḿetodo original basicamente pelo uso de um esquema de quadratura arbitrário

e pela determinação das constantes de separação atrav́es da resoluç̃ao de um problema

de autovalor. Uma grande vantagem desse método se mostra no uso de um esquema de

quadratura”half-range” , que trata da singularidade natural do problema no contorno e

implica em um ganho de precisão na discretizaç̃ao em relaç̃ao à esquemas clássicos de

quadratura.

Vários trabalhos já foram desenvolvidos com o objetivo de resolver proble-

mas da din̂amica de gases rarefeitos com o método ADO. Na resoluç̃ao dos problemas de

Poiseuille, ”Creep” t́ermico, Couette, Kramers e Deslizamento térmico, pode-se destacar
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• Barichello et al. [5], onde usa-se o modeloBGK ;

• Siewert [40], ondée usado o modeloCES;

• Cabrera e Barichello [9], onde usa-se o modeloS;

• Camargo e Barichello [11], ondée usado o modeloCLF .

Em relaç̃ao aos problemas de transferência de calor e do salto de temperatura, pode-se

citar

• Siewert [36] e Barichello e Siewert [3], onde usa-se o modeloBGK ;

• Barichello et al. [4], ondée usado o modeloCLF ;

• Siewert [38], onde usa-se a ELB.

Ainda h́a os trabalhos onde foram resolvidos problemas em misturas de gases baseados

no modeloMcCormack [29], como

• Garcia e Siewert [23], que trata do problema de Couette;

• Siewert e Valougeorgis [34], onde os problemas de Kramers e Deslizamento

térmico s̃ao abordados;

• Siewert e Valougeorgis [35], que aborda os problemas de Poiseuille e ”Creep”

térmico;

• Siewert [41], que trata do problema do salto de temperatura;

• Garcia e Siewert [22], ondée tratado o problema de transferência de calor.

De forma geral, pode-se dizer que o método ADO tem sido usado na ten-

tativa de estabelecer soluções ”unificadas” (baseadas na mesma metodologia de caráter

anaĺıtico) para uma classe ampla de problemas da dinâmica de gases rarefeitos, partindo

de diferentes equações modelo e mesmo da ELB. Como objetivo final, acredita-se que
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esta seja uma ferramenta importante em uma análise entre aspectos como modelagem×

precis̃ao× esforços computacionais para os diferentes problemas. Neste sentido, o pro-

blema de transferência de caloŕe abordado, neste trabalho, segundo o método ADO, com

os modelosS e Gross-Jackson, para os quais ainda não se tinha resultados na literatura,

buscando, entre outros aspectos, estabelecer comparações com resultados existentes para

o modeloBGK e ELB. Além disso, no que diz respeito ao modeloS, a partir de uma

soluç̃ao diferenciada, os resultados aqui obtidos devem verificar o caso especial de uma

esṕecie de ǵas, ao qual se restringe o problema de mistura binária de gases a partir do

modeloMcCormack [22].

Dessa forma, no capı́tulo 2 os modelos de colisão s̃ao apresentados dentro

de contexto de colis̃oes do tipo esferas rı́gidas. A formulaç̃ao mateḿatica do problema de

transfer̂encia de calor com os modelos cinéticosé apresentada no capı́tulo 3. No caṕıtulo

4 é constrúıda a soluç̃ao em ordenadas discretas e no capı́tulo 5 s̃ao apresentados e co-

mentados alguns resultados numéricos.
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2 EQUAÇÕES MODELO

Segundo Cercignani [14], um dos maiores problemas encontrados ao se tra-

balhar com a equação de Boltzmanńe a complicada estrutura da sua integral de colisão.

Por essa raz̃ao, ñao é surpresa que uma alternativa proposta para contornar esse proble-

ma seja substituir o termo de colisão por express̃oes mais simples. Essas expressões s̃ao

chamadas de modelos de colisão, e uma equação simplificada de Boltzmann, onde a inte-

gral de colis̃aoé substitúıda por um modelo de colisão,é chamada de equação modelo ou

modelo cińetico.

Inicia-se a abordagem das equações modelo seguindo a Ref. [2] e escreve-se

a ELB como

cµ
∂

∂x
h(x, c) = σ2

0n0π
1/2L {h} (x, c), (2.1)

ondec(2kT0/m)1/2 é a magnitude da velocidade das partı́culas,x é a varíavel espacial

(medida em cm),n0 e σ0 são respectivamente a densidade e o diâmetro de colis̃ao das

part́ıculas,m é a massa,k é a constante de Boltzmann,T0 é a temperatura de referência e

h(x, c) define uma perturbação causadàa distribuiç̃ao Maxwelliana absoluta. O processo

de colis̃aoé descrito por

L {h} (x, c) = −ν(c)h(x, c) +

∫ ∞

0

∫ 1

−1

∫ 2π

0

e−c′2
h(x, c′)K(c′, c)c′2dχ′dµ′dc′, (2.2)

onde s̃ao usadas coordenadas esféricas(c, arccosµ, χ) para definir o vetor velocidadec,

ν(c) é a freq̈uência de colis̃ao eK(c′, c) é o ńucleo de espalhamento. Nota-se que a função

h(x, c) que se deseja encontraré uma perturbaç̃ao da funç̃ao distribuiç̃ao de part́ıculas, a

qual pode ser escrita como

f(x, c) = f0(c) [1 + h(x, c)] , (2.3)

onde

f0(c) = n0π
−3/2e−c2 . (2.4)

Segundo Siewert e Sharipov [33], diversos trabalhos têm sido escritos com

o objetivo de desenvolver equações modelo na din̂amica de gases rarefeitos. Porém, para
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que se possa comparar de maneira consistente os resultados de diferentes aproximações

da ELB, é necesśario seguir uma metodologia que permita tratar os modelos cinéticos

de uma mesma forma. Essa metodologia deve incluir uma maneira de definir livre ca-

minho ḿedio e freq̈uência de colis̃ao aplićavel à cada modelo cińetico, pois esses dados

ser̃ao fundamentais na resolução de problemas, como será visto ao longo do trabalho. Se

for usada a hiṕotese de colis̃ao de part́ıculas como esferas rı́gidas, Barichello e Siewert

[2] apresentam um ḿetodo sisteḿatico para construir aproximações do ńucleo exato de

colisão, chamadas de núcleos sint́eticos, e tamb́em para definir livre caminho ḿedio e

freqüência de colis̃ao para cada modelo. Alguns destes modelos serão apresentados neste

caṕıtulo.

2.1 Interação de part́ıculas no modelo de esferas rı́gidas

Segundo Pekeris e Alterman [31], escreve-se o núcleo de espalhamento para

esferas ŕıgidas como

K(c′, c) =
1

4π

∞∑
n=0

n∑
m=0

(2n+ 1)(2− δ0,m)Pm
n (µ′)Pm

n (µ)kn(c′, c)cosm(χ′ − χ), (2.5)

ondePm
n (µ) são as funç̃oes normalizadas de Legendre

Pm
n (µ) =

[
(n−m)!

(n+m)!

]1/2

(1− µ2)m/2 dm

dµm
Pn(µ), n ≥ m (2.6)

ePn(µ) são os polin̂omios de Legendre. Os elementos básicoskn(c′, c) foram avaliados

em prinćıpio por Pekeris e Alterman [31] paran = 1 e 2, e depois por Loyalka e Hickey

[27] para os casosn = 0 e 3. Barichello e Siewert [2] apresentam esses elementos para

os mesmos valores den. Notando quekn(c′, c) = kn(c, c′), tem-se parac′ < c

−(1/2)c′ck0(c
′, c) = (2/3)c′3 + 2c′c2 − 4P (c′), (2.7)

−(1/2)c′2c2k1(c
′, c) = (2/15)c′5 − 4c′ − (2/3)c′3c2 − 4(c′2 − 1)P (c′), (2.8)

−(1/2)c′3c3k2(c
′, c) = a2(c

′, c) + b2(c
′, c)P (c′) (2.9)

e

−(1/2)c′4c4k3(c
′, c) = a3(c

′, c) + b3(c
′, c)P (c′), (2.10)
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onde

a2(c
′, c) = (2/35)c′7 − 3c′3 + 18c′ −

[
(2/15)c′5 − 3c′

]
c2, (2.11)

b2(c
′, c) = −6c′4 + 15c′2 − 18 +

[
2c′2 − 3

]
c2, (2.12)

a3(c
′, c) = (2/63)c′9 − 5c′5 + 20c′3 − 150c′ −

[
(2/35)c′7 − c′3 + 30c′

]
c2, (2.13)

b3(c
′, c) = −10c′6 + 45c′4 − 120c′2 + 150 +

[
6c′4 − 21c′2 + 30

]
c2 (2.14)

e

P (c) = ec2
∫ c

0

e−x2

dx. (2.15)

Ainda seguindo [2], para que que haja conservação de massa, momento e energia, o núcleo

de espalhamentoK(c′, c) na Eq. (2.2) deve satisfazer

ν(c)S(c, µ, χ) =

∫ ∞

0

∫ 1

−1

∫ 2π

0

e−c′2
S(c′, µ′, χ′)K(c′, c)c′2dχ′dµ′dc′, (2.16)

onde

S(c, µ, χ) =



1

cµ

c(1− µ2)1/2cosχ

c(1− µ2)1/2senχ

c2


. (2.17)

Usando as Eqs. (2.5) e (2.16) obtém-se que a freq̈uência de colis̃aoν(c) deve satisfazer as

condiç̃oes

ν(c) =

∫ ∞

0

e−c′2
k0(c

′, c)c′2dc′, (2.18)

ν(c)c =

∫ ∞

0

e−c′2
k1(c

′, c)c′3dc′ (2.19)

e

ν(c)c2 =

∫ ∞

0

e−c′2
k0(c

′, c)c′4dc′. (2.20)

Aplicando as Eqs. (2.7) e (2.8) nas Eqs. (2.18) a (2.20), encontra-se para a freqüência de

colisão, no caso de esferas rı́gidas, a expressão

ν(c) =
2c2 + 1

c

∫ c

0

e−x2

dx+ e−c2 . (2.21)
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2.2 Livre caminho médio

Antes de tratar-se especificamente das possı́veis aproximaç̃oes da Eq. (2.2),

seŕa abordada a questão da adimensionalização da Eq. (2.1). Para tornar a ELB adimen-

sional, usa-se o livre caminho médiol, queé a dist̂ancia percorrida por uma partı́cula sem

sofrer colis̃ao. Introduzindo a variável adimensionalτ = x/l, reescreve-se a Eq. (2.1)

como [2]

cµ
∂

∂τ
h(τ, c) = εL {h} (τ, c), (2.22)

onde

ε = σ2
0n0π

1/2l. (2.23)

Nota-se que o livre caminho ḿedio seŕa ainda determinado. Na literatura,

encontra-se que a determinação do livre caminho ḿedio pode ser feita em termos da vis-

cosidade ou da condutividade térmica. Para o problema de Poiseuille, Loyalka e Hickey

[27] expressam o livre caminho médio para esferas rı́gidas em termos da viscosidadeµ∗

como

l = lp = (µ∗/p0)(2kT0/m)1/2, (2.24)

ondep0 = n0kT0 é a press̃ao. Utilizando a definiç̃ao da viscosidade dada por Pekeris e

Alterman [31]

µ∗ =
8(2mkT0)

1/2

15πσ2
0

∫ ∞

0

e−c2b(c)c6dc, (2.25)

obt́em-se a partir da Eq. (2.23)

ε = εp =
16

15
π−1/2

∫ ∞

0

e−c2b(c)c6dc, (2.26)

ondeb(c) é definida como solução da equaç̃ao integral de Chapman-Enskog para a vis-

cosidade [2, 50]

ν(c)c2b(c)−
∫ ∞

0

e−c′2
b(c′)k2(c

′, c)c′4dc′ = c2. (2.27)

Em termos da condutividade térmica, Loyalka e Ferziger [26] usam para o

problema do salto de temperatura um livre caminho médio dado por

l = lt = [4λ∗/(5n0k)] [m/(2kT0)]
1/2 , (2.28)
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ondeλ∗ é a condutividade térmica dada pela Ref. [31]

λ∗ =
4k(2kT0/m)1/2

3πσ2
0

∫ ∞

0

e−c2a(c)c6dc, (2.29)

e a(c) satisfaz a equação integral de Chapman-Enskog para a condutividade térmica [2,

50]

ν(c)ca(c)−
∫ ∞

0

e−c′2
a(c′)k1(c

′, c)c′3dc′ = c(c2 − 5/2) (2.30)

e a condiç̃ao de normalizaç̃ao ∫ ∞

0

e−c2a(c)c4dc = 0. (2.31)

Usando as Eqs. (2.28) e (2.29) na Eq. (2.23), encontra-se

ε = εt =
16

15
π−1/2

∫ ∞

0

e−c2a(c)c6dc. (2.32)

Mais adiante nesse trabalho, as expressões paraε dadas pelas Eqs. (2.26) e (2.32) serão

usadas na adimensionalização do problema de transferência de calor. Ainda, os valores de

εp eεt dados pelas Eqs. (2.26) e (2.32) serão determinados segundo cada modelo cinético

e ser̃ao importantes para gerar resultados numéricos.

2.3 Núcleos sint́eticos

Os ńucleos sint́eticos t̂em a finalidade de simplificar o tratamento do núcleo

de espalhamento da ELB do ponto de vista analı́tico e nuḿerico. Uma simplificaç̃ao do

núcleo de espalhamento não depende somente de um truncamento da expansão do ńucleo

exatoK(c′, c), pois mesmo para poucos termos ainda existe dificuldade do ponto de vista

numérico [2]. Essa dificuldade acontece basicamente porque as funçõeskn(c′, c) têm

derivadas descontı́nuas emc′ = c mesmo para valores pequenos den. Por essas razões,

outras abordagens têm sido propostas na teoria cinética. Essas abordagens buscam simpli-

ficar a expans̃ao do ńucleo de espalhamento, mantendo as suas caracterı́sticas e, por isso,

se enquadram no conceito de equações modelo. Ao longo dos anos, vários modelos foram

propostos neste sentido, tais como os modelosBGK [8], S [42, 44] eGross-Jackson[24],

onde considera-se freqüência de colis̃ao constante, os modelosCLF [39, 50],CES [2] e
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CEBS [2], que se caracterizam por considerar freqüência de colis̃ao varíavel, ou ainda

o modeloMcCormack [29], o qual aplica-se para o caso de uma mistura de dois gases.

Para construir um ńucleo sint́etico a partir da Eq. (2.5), inicialmente trunca-se o somatório

e reescreve-se essa equação como

F (c′, c) =
1

4π

N∑
n=0

n∑
m=0

(2n+ 1)(2− δ0,m)Pm
n (µ′)Pm

n (µ)fn(c′, c)cosm(χ′ − χ), (2.33)

onde, ao inv́es de usar as componentes exataskn(c′, c), ser̃ao usadas aproximações sin-

téticasfn(c′, c) paran≤N . Assim, escreve-se a ELB adimensionalizada e aproximada

pelo ńucleo sint́eticoF (c′, c) como

cµ
∂

∂τ
h(τ, c) = εL∗ {h} (τ, c), (2.34)

onde

L∗ {h} (τ, c) = −ν(c)h(τ, c) +

∫ ∞

0

∫ 1

−1

∫ 2π

0

e−c′2
h(τ, c′)F (c′, c)c′2dχ′dµ′dc′ (2.35)

eF (c′, c) é dado pela Eq. (2.33). Como o núcleo sint́etico deve manter as caracterı́sticas

do ńucleo exato, as Eqs. (2.18) a (2.20), (2.27), (2.30) e (2.31) devem ser satisfeitas

tamb́em pelas componentesf0(c
′, c), f1(c

′, c) e f2(c
′, c), que substituem as componentes

exatask0(c
′, c), k1(c

′, c) e k2(c
′, c), respectivamente. A determinação das componentes

fn(c′, c) para cada modelo abordado neste trabalho será discutida na pŕoxima seç̃ao.

2.4 Os modelos BGK, S e Gross-Jackson

Após ter apresentado as Eqs. (2.34) e (2.35), que serão usadas na construção

de equaç̃oes modelo para a ELB, bem como as expressões necessárias para definir as

funções de Chapman-Enskog e também os valores deε em termos dessas funções, segue-

se agora o desenvolvimento matemático dos modelosBGK , SeGross-Jacksonbaseados

no contexto de esferas rı́gidas. Seguindo Cabrera [10] e usando as relações entre coorde-

nadas esf́ericas e cartesianas

cx = cµ, cy = c(1− µ2)1/2senχ, cz = c(1− µ2)1/2cosχ, (2.36)
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escreve-se o vetor velocidadec com componentes retangulares(cx, cy, cz). Ent̃ao a ELB

pode ser escrita como

cx
∂

∂τ
h(τ, c) = εL∗ {h} (τ, c), (2.37)

onde agora

L∗ {h} (τ, c) = −ν(c)h(τ, c) + π−3/2

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
e−c′2

h(τ, c′)F (c′, c)dc′xdc′ydc′z.

(2.38)

Barichello e Siewert [2] determinaram as componentesfn(c′, c) para o modeloBGK

como caso particular do modeloCES e Siewert e Sharipov [33] as obtiveram usando em

conjunto os modelosBGK eS. Poŕem, para o modeloGross-Jacksonelas ainda ñao eram

conhecidas e foi necessário determińa-las. Segundo Garcia e Siewert [21], os núcleos de

espalhamento desses três modelos podem ser escritos simultaneamente na expressão

F (c′, c) = 1 + 2c′·c +
2

3

(
c′2 − 3

2

) (
c2 − 3

2

)
+ βM(c′, c) +$N(c′, c), (2.39)

onde

M(c′, c) =
4

5
c′·c

(
c′2 − 5

2

) (
c2 − 5

2

)
, (2.40)

N(c′, c) = 2

[
(c′·c)2 − 1

3
c′2c2

]
(2.41)

e

c′·c = c′c
1∑

m=0

(2− δ0,m)Pm
1 (µ′)Pm

1 (µ)cosm(χ′ − χ). (2.42)

Para obter o ńucleo do modeloBGK na Eq. (2.39) deve-se escolher os parâmetrosβ = 0

e$ = 0. Para ter o modeloS, β = 1
3

e$ = 0, e para o modeloGross-Jacksonβ = 5
9

e

$ = 1
3
.

Como se deseja escrever o núcleo de espalhamento dado pela Eq. (2.39) na

forma da Eq. (2.33), define-se as componentesfn(c′, c) como

f0(c
′, c) = 4π−1/2

[
1 +

2

3

(
c′2 − 3

2

) (
c2 − 3

2

)]
, (2.43)

f1(c
′, c) =

8

3
π−1/2c′c

[
1 +

2

5
β

(
c′2 − 5

2

) (
c2 − 5

2

)]
, (2.44)

f2(c
′, c) =

16

15
π−1/2$c′2c2 (2.45)
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e

fn(c′, c) = 0 n > 2. (2.46)

A derivaç̃ao das funç̃oesfn(c′, c) feitas neste trabalho para o modeloGross-Jackson

foram confirmadas na Ref. [21].

Usando as Eqs. (2.43) e (2.44) nas Eqs. (2.18) a (2.20), determina-se que

ν(c) = 1 é a freq̈uência de colis̃ao para os tr̂es modelos. Aplicando as Eqs. (2.44) e (2.45)

nas Eqs. (2.27) e (2.30), determina-se as funções de Chapman-Enskog, originalmente

definidas nas Eqs. (2.27) e (2.30), para cada modelo. Para o modeloBGK tem-se

a(c) =
(
c2 − 5/2

)
(2.47)

e

b(c) = 1. (2.48)

Para o modeloS,

a(c) = (3/2)
(
c2 − 5/2

)
(2.49)

e

b(c) = 1. (2.50)

Já para o modeloGross-Jackson,

a(c) = (9/4)
(
c2 − 5/2

)
(2.51)

e

b(c) = 3/2. (2.52)

Usando as Eqs. (2.47) a (2.52) nas Eqs. (2.26) e (2.32), consegue-se deter-

minar os valores deε para os tr̂es modelos. Para o modeloBGK tem-se

εp = εt = 1, (2.53)

para o modeloS

εp = 1 e εt = 3/2, (2.54)
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e para o modeloGross-Jackson

εp = 3/2 e εt = 9/4. (2.55)

Ressalta-se aqui que para a ELB tem-se [2]

εp = 0.449027806... e εt = 0.679630049... . (2.56)

De acordo com a Ref. [2], o número de Prandtl seguidamente usado em

teoria cińetica pode ser expresso como

Pr =
εp

εt

. (2.57)

Usando a Eq. (2.56) na Eq. (2.57), encontra-se para a ELB o resultado

Pr = 0.660694457... , (2.58)

que é um valor pŕoximo a 2/3, o qual segundo Cercignani [14]é normalmente usado

em teoria cińetica. Usando as Eqs. (2.53) a (2.55) e (2.57), para o modeloBGK tem-

sePr = 1, enquanto nos modelosS e Gross-JacksonPr = 2/3, embora todos tenham

freqüência de colis̃ao constante. Sob esse ponto de vista, esses doisúltimos modelos

parecem estar mais de acordo com a teoria cinética.

Para resolver problemas da dinâmica de gases rarefeitos, além da ELB tam-

bém s̃ao necesśarias condiç̃oes de contorno que descrevem o comportamento do gás

quando ele está em contato com as paredes. Então, para descrever o processo de interação

entre o ǵas e a parede, segue-se Williams [49] e utiliza-se o modelo difuso-especular,

que considera que uma fração de part́ıculas se reflete difusamente, enquanto que a fração

restantée refletida especularmente.

No próximo caṕıtulo seŕa apresentada a formulação mateḿatica do pro-

blema de transferência de calor num canal plano, o qual pretende-se resolver usando os

modelosBGK , S eGross-Jacksone o ḿetodo ADO.
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3 FORMULAÇ ÃO MATEM ÁTICA

Apresentada uma formulação de equaç̃oes modelo da ELB para esferas rı́gi-

das e as expressões necessárias para definir livre caminho ḿedio em termos das equações

de Chapman-Enskog para viscosidade e condutividade térmica, deseja-se agora investigar

o problema de transferência de calor usando cada um dos modelos cinéticos.

Assim, apresenta-se neste capı́tulo a formulaç̃ao do referido problema com

os modelos cińeticos mencionados no capı́tulo anterior e introduz-se, posteriormente, uma

formulaç̃ao vetorial que será abordada pelo ḿetodo ADO.

3.1 Definiç̃ao do problema

O problema de transferência de calor no regime de transição e num canal

plano pode ser modelado pela ELB ou por modelos cinéticos, com condiç̃oes de con-

torno apropriadas [38]. Como nesse trabalho serão usados apenas modelos cinéticos com

freqüência de colis̃ao constante, usando as Eqs. (2.37) e (2.38) comν(c) = 1, pode-se

escrever o problema mencionado como

cx
∂

∂τ
h(τ, c) + εh(τ, c) =

ε

π3/2

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
e−c′2

h(τ, c′)F (c′, c)dc′xdc′ydc′z, (3.1)

onde novamenteh(τ, c) é uma perturbaç̃ao da distribuiç̃ao de part́ıculas na Maxwelliana

absoluta eF (c′, c) é o ńucleo de espalhamento do modelo a ser utilizado. Como neste

trabalho ser̃ao utilizados os modelosBGK , SeGross-Jackson, seguindo a seção anterior

F (c′, c) = 1 + 2c′·c +
2

3

(
c′2 − 3

2

) (
c2 − 3

2

)
+ βM(c′, c) +$N(c′, c), (3.2)

onde

M(c′, c) =
4

5
c′·c

(
c′2 − 5

2

) (
c2 − 5

2

)
, (3.3)

N(c′, c) = 2

[
(c′·c)2 − 1

3
c′2c2

]
(3.4)

e β e$ são como na seção 2.4. Ainda em relaç̃ao a Eq. (3.1),τ é a varíavel espacial

adimensionalizada, ec é o vetor velocidade adimensional com coordenadas retangulares
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(cx, cy, cz) e magnitudec. Assim

h(τ, c) ⇔ h(τ, cx, cy, cz). (3.5)

A constanteε é dada pelas Eqs. (2.26) ou (2.32) dependendo seé desejado trabalhar-se

com o livre caminho ḿedio baseado na viscosidade ou na condutividade térmica, respec-

tivamente.

As condiç̃oes de contorno associadasà Eq. (3.1) s̃ao escritas, segundo a

Ref. [49], como

h(−a, cx, cy, cz) = α1δ1(c
2 − 2) + (1− α1)h(−a,−cx, cy, cz)

+
2α1

π

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞

∫ ∞

0

e−c′2
h(−a,−c′x, c′y, c′z)c′xdc′xdc′ydc′z, cx > 0 (3.6)

e

h(a, cx, cy, cz) = α2δ2(c
2 − 2) + (1− α2)h(a,−cx, cy, cz)

+
2α2

π

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞

∫ ∞

0

e−c′2
h(a, c′x, c

′
y, c

′
z)c

′
xdc′xdc′ydc′z, cx < 0 (3.7)

onde

δ1 =
Tω1 − T0

T0

(3.8)

e

δ2 =
Tω2 − T0

T0

. (3.9)

Nas Eqs. (3.8) e (3.9),Tω1 eTω2 são as temperaturas das paredes localizadas emτ =−a

e τ = a, respectivamente, eT0 é uma temperatura de referência. Usa-seα1 eα2, perten-

centes ao intervalo[0, 1], para denotar os coeficientes de acomodação do ǵas nessas mes-

mas paredes. As quantidades de interesse fı́sico a serem determinadas são as perturbaç̃oes

da densidade e da temperatura

N(τ) =
1

π3/2

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
e−c2h(τ, c)dcxdcydcz (3.10)

e

T (τ) =
2

3π3/2

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
e−c2

(
c2 − 3

2

)
h(τ, c)dcxdcydcz, (3.11)
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e o fluxo de calor entre as paredes

Qx =
1

π3/2

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
e−c2

(
c2 − 5

2

)
h(τ, c)cxdcxdcydcz. (3.12)

Nota-se que multiplicando a Eq. (3.1) porcke−c2 parak = 0, 2, integrando para todocx,

cy, cz, e usando as informações das condiç̃oes de contorno, obtém-se que o fluxo de calor

é uma funç̃ao independente da variávelτ .

3.2 Formulação vetorial do problema

Observa-se nas Eqs. (3.10) a (3.12) que as quantidades de interesse são

definidas em termos de integrais que envolvem a funçãoh(τ, c). Dessa forma, ao invés

de tratar-se diretamente com a Eq. (3.1), define-se problemas auxiliares que facilitam a

resoluç̃ao do problema original. Assim, define-se

g1(τ, cx) =
1

π

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
e−c2y−c2zh(τ, cx, cy, cz)dcydcz (3.13)

e

g2(τ, cx) =
1

π

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
(c2y + c2z − 1)e−c2y−c2zh(τ, cx, cy, cz)dcydcz, (3.14)

multiplica-se a Eq. (3.1) por

φ1(cy, cz) =
1

π
e−c2y−c2z (3.15)

e integra-se para todocy, cz. Fazendocx = ξ tem-se

ξ
∂

∂τ
g1(τ, ξ) + εg1(τ, ξ) =

ε√
π

∫ ∞

−∞
e−ξ′2

[k11(ξ
′, ξ)g1(τ, ξ

′) + k12(ξ
′, ξ)g2(τ, ξ

′)] dξ′,

(3.16)

onde

k11(ξ
′, ξ) = 1 + 2ξξ′ +

2

3

(
ξ2 − 1

2

) (
ξ′2 − 1

2

)
+

4

5
βξξ′

(
ξ2 − 3

2

) (
ξ′2 − 3

2

)
+ 2$

[
2

3
ξ2ξ′2 − 1

3

(
ξ2 + ξ′2

)
+

1

6

]
(3.17)

e

k12(ξ
′, ξ) =

2

3

(
ξ2 − 1

2

)
+

4

5
βξξ′

(
ξ2 − 3

2

)
+ 2$

(
1

6
− 1

3
ξ2

)
. (3.18)
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Da mesma forma, multiplica-se a Eq. (3.1) por

φ2(cy, cz) =
1

π
(c2y + c2z − 1)e−c2y−c2z (3.19)

e integra-se para todocy, cz. Fazendocx = ξ novamente, obtém-se

ξ
∂

∂τ
g2(τ, ξ) + εg2(τ, ξ) =

ε√
π

∫ ∞

−∞
e−ξ′2

[k21(ξ
′, ξ)g1(τ, ξ

′) + k22(ξ
′, ξ)g2(τ, ξ

′)] dξ′,

(3.20)

onde

k21(ξ
′, ξ) =

2

3

(
ξ′2 − 1

2

)
+

4

5
βξξ′

(
ξ′2 − 3

2

)
+ 2$

(
1

6
− 1

3
ξ′2

)
(3.21)

e

k22(ξ
′, ξ) =

2

3
+

4

5
βξξ′ +

$

3
. (3.22)

As Eqs. (3.16) e (3.20) podem ser escritas vetorialmente como

ξ
∂

∂τ
G(τ, ξ) + εG(τ, ξ) = ε

∫ ∞

−∞
ψ(ξ′)K(ξ′, ξ)G(τ, ξ′)dξ′, (3.23)

onde

G(τ, ξ) =

 g1(τ, ξ)

g2(τ, ξ)

 , (3.24)

ψ(ξ) = π−1/2e−ξ2

(3.25)

e

K(ξ′, ξ) =

 k11(ξ
′, ξ) k12(ξ

′, ξ)

k21(ξ
′, ξ) k22(ξ

′, ξ)

 . (3.26)

Para encontrar-se condições de contorno condizentes com a Eq. (3.23), repete-se esse

procedimento nas Eqs. (3.6) e (3.7) obtendo paraξ > 0

G(−a, ξ) = (1−α1)G(−a,−ξ)+2α1

 1 0

0 0

∫ ∞

0

G(−a,−ξ′)e−ξ′2
ξ′dξ′+α1δ1

ξ2 − 1

1


(3.27)

e

G(a,−ξ) = (1−α2)G(a, ξ)+2α2

 1 0

0 0

∫ ∞

0

G(a, ξ′)e−ξ′2
ξ′dξ′+α2δ2

 ξ2 − 1

1

 .
(3.28)
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Ainda usando as Eqs. (3.13) e (3.14), encontra-se para as perturbações da densidade e da

temperatura, em termos da soluçãoG(τ, ξ),

N(τ) =

∫ ∞

−∞
ψ(ξ)

 1

0

T

G(τ, ξ)dξ (3.29)

e

T (τ) =
2

3

∫ ∞

−∞
ψ(ξ)

 ξ2 − 1
2

1

T

G(τ, ξ)dξ, (3.30)

e ainda para o fluxo de calor

Qx =

∫ ∞

−∞
ψ(ξ)ξ

 ξ2 − 3
2

1

T

G(τ, ξ)dξ. (3.31)

A fim de se fazer comparações dos resultados deste trabalho com outros,

segue-se Siewert [38] e calcula-se o fluxo de calor normalizado definido como

q =
Qx

Qfm

, (3.32)

ondeQfm é o fluxo de calor adimensional em condições de moĺeculas livres. Ainda

seguindo a Ref. [38], usa-se

Qfm =
α1α2(δ1 − δ2)

(α1 + α2 − α1α2)π1/2
. (3.33)

Substituindo a Eq. (3.31) na Eq. (3.32) encontra-se para o fluxo de calor normalizado a

express̃ao

q =
(α1 + α2 − α1α2)π

1/2

α1α2(δ1 − δ2)

∫ ∞

−∞
ψ(ξ)ξ

 ξ2 − 3
2

1

T

G(τ, ξ)dξ. (3.34)

3.3 A quest̃ao da unicidade

Pode-se notar que o problema definido pelas Eqs. (3.23), (3.27) e (3.28) não

tem soluç̃aoúnica. Essa observaçãoé facilmente verificada, pois seG(τ, ξ) é soluç̃ao das

Eqs. (3.23), (3.27) e (3.28), então

Ĝ(τ, ξ) = G(τ, ξ) +K

 1

0

 (3.35)
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tamb́emé soluç̃ao para qualquer valor deK. Para definir a constanteK, segue-se Siewert

[36, 38] e Garcia e Siewert [22] e usa-se a condição de normalizaç̃ao sobre a densidade∫ a

−a

N(τ)dτ = 0. (3.36)

Nota-se que Garcia e Siewert [22] apresentam uma justificativa para o uso desta condição.

Substituindo a Eq. (3.35) na Eq. (3.29) e a equação resultante na Eq. (3.36), encontra-se

K = − 1

2a

∫ a

−a

∫ ∞

−∞
ψ(ξ)

 1

0

T

G(τ, ξ)dξdτ. (3.37)

Para avaliar-se os efeitos da constanteK nas quantidades de interesse, substitui-se a

Eq. (3.35) nas Eqs. (3.30) e (3.34) e nota-se que essa constante não afeta a perturbação da

temperatura nem o fluxo de calor normalizado. Entretanto, substituindo a Eq. (3.35) na

Eq. (3.29) encontra-se para a perturbação da densidade

N(τ) =

∫ ∞

−∞
ψ(ξ)

 1

0

T

G(τ, ξ)dξ +K. (3.38)

No próximo caṕıtulo seŕa apresentada a construção da soluç̃ao em orde-

nadas discretas para o problema de transferência de calor. Para isso, serão necesśarias as

equaç̃oes apresentadas até aqui.
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4 SOLUÇÃO EM ORDENADAS DISCRETAS

O método de ordenadas discretas proposto por Chadrasekhar [15] consiste

basicamente na aproximação do termo integral da equação de transporte por uma fórmula

de quadratura, transformando a equação ı́ntegro-diferencial em um sistema de equações

diferenciais ordińarias. No entanto, esse método apresenta uma dificuldade computa-

cional que consiste no cálculo das constantes de separação como ráızes de um polin̂omio.

O método de Chandrasekhar foi reformulado por Barichello e Siewert [1] com algu-

mas melhorias que o tornam bastante atrativo do ponto de vista computacional, como

a determinaç̃ao das constantes de separação atrav́es de um problema de autovalor e o uso

de uma quadratura arbitrária.

Neste caṕıtulo, seŕa apresentada a versão anaĺıtica do ḿetodo de ordenadas

discretas (ADO), para a resolução do problema de transferência de calor com os modelos

BGK , S eGross-Jackson.

Primeiramente notando que a Eq. (3.25) representa uma função par, tem-se

ψ(ξ) = ψ(−ξ). (4.1)

Ent̃ao segue-se Barichello e Siewert [1] e escreve-se o termo integral da Eq. (3.23) para a

metade do seu doḿınio

ξ
∂

∂τ
G(τ, ξ) + εG(τ, ξ) = ε

∫ ∞

0

ψ(ξ′) [K(ξ′, ξ)G(τ, ξ′) + K(−ξ′, ξ)G(τ,−ξ′)] dξ′.

(4.2)

Introduzindo um esquema de quadratura para o intervalo[0,∞), pode-se discretizar a

integral da Eq. (4.2) e escrever a equação resultante na forma

ξ
∂

∂τ
G(τ, ξ) + εG(τ, ξ) = ε

N∑
k=1

ωkψ(ξk) [K(ξk, ξ)G(τ, ξk) + K(−ξk, ξ)G(τ,−ξk)] ,

(4.3)
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onde{ξk, ωk} são osN pontos e pesos da quadratura. Fazendoξ = ±ξi na Eq. (4.3), para

i = 1, ..., N , obt́em-se o sistema de equações diferenciais ordińarias

± ξi
d
dτ

G(τ,±ξi) + εG(τ,±ξi) =

ε

N∑
k=1

ωkψ(ξk) [K(ξk,±ξi)G(τ, ξk) + K(−ξk,±ξi)G(τ,−ξk)] . (4.4)

Para problemas da forma da Eq. (4.4) procura-se soluções da forma

G(τ, ξ) = Φ(ν, ξ)e−ετ/ν , (4.5)

onde

Φ(ν, ξ) =

 Φ1(ν, ξ)

Φ2(ν, ξ)

 . (4.6)

Assim, substituindo a Eq. (4.5) na Eq. (4.4) obtém-se(
1∓ ξi

ν

)
Φ(ν,±ξi) =

N∑
k=1

ωkψ(ξk) [K(ξk,±ξi)Φ(ν, ξk) + K(−ξk,±ξi)Φ(ν,−ξk)] .

(4.7)

Fazendoi = 1, ..., N pode-se escrever matricialmente a Eq. (4.7) como(
I− 1

ν
M

)
Φ+(ν) = W(+,+)Φ+(ν) + W(−,+)Φ−(ν) (4.8)

e (
I +

1

ν
M

)
Φ−(ν) = W(+,−)Φ+(ν) + W(−,−)Φ−(ν), (4.9)

ondeI é a matriz identidade de dimensão2N × 2N ,

M = diag{ξ1, ξ2, ..., ξN , ξ1, ξ2, ..., ξN} , (4.10)

Φ±(ν) =
[

Φ1(ν,±ξ1) · · · Φ1(ν,±ξN) Φ2(ν,±ξ1) · · · Φ2(ν,±ξN)
]T

(4.11)

e

W(±,±) =

 W11(±,±) W12(±,±)

W21(±,±) W22(±,±)

 , (4.12)

onde os elementos da matrizW(±,±) são definidos como

[Wm,n(±,±)]i,j = ωjψ(ξj)km,n(±ξj,±ξi) (4.13)
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param,n = 1, 2 e i, j = 1, ..., N . Nota-se pelas Eqs. (3.17), (3.18), (3.21) e (3.22) que a

matrizK(ξ′, ξ) da Eq. (3.23) apresenta a seguinte simetria em relação aos sinais deξ eξ′:

K(ξ′, ξ) = K(−ξ′,−ξ) (4.14)

e

K(−ξ′, ξ) = K(ξ′,−ξ). (4.15)

Essa simetriáe conservada na matrizW(±,±), portanto

W(+,+) = W(−,−) (4.16)

e

W(+,−) = W(−,+). (4.17)

Assim, define-se

W+ = W(+,+) = W(−,−) (4.18)

e

W− = W(+,−) = W(−,+). (4.19)

Pode-se notar que a matrizK(ξ′, ξ), que representa o núcleo de espalhamen-

to, é diferente neste problema se comparado com os outros problemas de gases rarefeitos

resolvidos com o modeloS em Cabrera [10]. Nesta referência, a matriz do ńucleo de

espalhamento pode ser decomposta em um produto de duas matrizes da forma

K(ξ′, ξ) = Q(ξ)QT (ξ′). (4.20)

Essa separação de varíaveis implica que o problema de autovalor será mais simples que o

obtido neste trabalho. Porém, a simetria da matrizK(ξ′, ξ) apresentada nas Eqs. (4.14) e

(4.15) seŕa fundamental para a obtenção de um problema de autovalor mais simples que

o obtido na Ref. [22] com o modeloMcCormack, o qual trata de uma mistura de dois

gases.

Usando as Eqs. (4.18) e (4.19), as Eqs. (4.8) e (4.9) podem ser reescritas

como (
I− 1

ν
M

)
Φ+(ν) = W+Φ+(ν) + W−Φ−(ν) (4.21)
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e (
I +

1

ν
M

)
Φ−(ν) = W−Φ+(ν) + W+Φ−(ν). (4.22)

Seja

U = Φ+(ν) + Φ−(ν). (4.23)

Somando e subtraindo as Eqs. (4.21) e (4.22) e usando a Eq. (4.23) obtém-se o problema

de autovalor

AX = λX, (4.24)

onde

A = (W+ −W− − I)M−1 (W+ + W− − I)M−1, (4.25)

X = MU (4.26)

e os autovalores, que neste caso são reais, s̃ao dados por

λ =
1

ν2
. (4.27)

A Eq. (4.24) gera um conjunto de2N constantes de separaçãoνj e 2N autovetoresX(νj).

Usando as Eqs. (4.21) e (4.22) encontra-se as soluções elementares

Φ+(νj) =
1

2
M−1

[
I− νj(W+ + W− − I)M−1

]
X(νj) (4.28)

e

Φ−(νj) =
1

2
M−1

[
I + νj(W+ + W− − I)M−1

]
X(νj). (4.29)

Determinadas as constantes de separaçãoνj e as soluç̃oes elementaresΦ+(νj) eΦ−(νj),

pode-se então escrever a solução do problema em ordenadas discretas como

G(τ,±ξi) =
2N∑
j=1

[
AjΦ(νj,±ξi)e−ε(a+τ)/νj +BjΦ(νj,∓ξi)e−ε(a−τ)/νj

]
, (4.30)

ondeΦ(νj,±ξi) são vetores2× 1 dados pela Eq. (4.6) avaliada nos pontos de quadratura

±ξi.

Como problemas com gases rarefeitos são conservativos,́e esperado que

alguns autovalores definidos pela Eq. (4.24) tendam a zero quandoN tende ao infinito.

Tais autovalores são chamados de autovalores degenerados. Esse fato implica que as
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constantes de separação associadas a esses autovalores tornam-se ilimitadas. Assim, para

que ñao se percam as soluções elementares associadas aos autovalores degenerados, deve-

se acrescentar̀a Eq. (4.30) outras soluções chamadas de ”soluções exatas”. Ao resolver

o problema de autovalor dado pela Eq. (4.24), encontra-se dois autovalores degenerados

e, conseq̈uentemente, deve-se acrescentar quatro soluções exatas̀a Eq. (4.30). Assim, a

soluç̃ao do problema em ordenadas discretas pode ser escrita como

G(τ,±ξi) = G∗(τ,±ξi) +
2N−2∑
j=1

[
AjΦ(νj,±ξi)e−ε(a+τ)/νj +BjΦ(νj,∓ξi)e−ε(a−τ)/νj

]
,

(4.31)

onde

G∗(τ, ξ) = A∗1G1 + A∗2G2(ξ) +B∗
1G3(ξ) +B∗

2G4(τ, ξ). (4.32)

Garcia e Siewert [22] resolveram o problema de transferência de calor u-

sando o modeloMcCormack. Entretanto, segundo esses autores, se esse modelo for

particularizado para apenas um gás ele se reduz ao modeloS. Ent̃ao, usando essa idéia e

tamb́em a Ref. [22], obt́em-se que as soluções exatas são

G1 =

 1

0

 , (4.33)

G2(ξ) =

 ξ2 − 1/2

1

 , (4.34)

G3(ξ) =

 ξ

0

 (4.35)

e

G4(τ, ξ) = τH(ξ) + F(ξ), (4.36)

onde

H(ξ) =

 ξ2 − 3/2

1

 (4.37)

e F(ξ) é uma funç̃ao a ser determinada para que se conheça a funçãoG4(τ, ξ). Substi-

tuindo a Eq. (4.36) na Eq. (3.23) obtém-se

F(ξ) = −ξ
ε
H(ξ) +

∫ ∞

−∞
ψ(ξ′)K(ξ′, ξ)F(ξ′)dξ′. (4.38)
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Seguindo Siewert [41], a funçãoF(ξ) pode ser expressa como

F(ξ) =
3∑

α=0

Pα(ξ)Fα, (4.39)

onde

P0(ξ) = 1, (4.40)

P1(ξ) = ξ, (4.41)

P2(ξ) = ξ2 − 1

2
(4.42)

e

P3(ξ) = ξ

(
ξ2 − 3

2

)
. (4.43)

Substituindo a Eq. (4.39) na Eq. (4.38), multiplicando a equação resultante porψ(ξ)Pk(ξ),

parak=0, 1, 2, 3 e integrando para todoξ, obt́em-se um sistema linear com oito equações

lineares e oito inćognitas, que, ao contrário do obtido no caso de misturas, pode ser re-

solvido analiticamente para encontrar as componentes dos vetoresFα. Resolvendo esse

sistema linear, encontra-se

F(ξ) = − 1

ε(1− β)
ξ

 ξ2 − 3
2

1

 (4.44)

e ent̃ao

G4(τ, ξ) =

 τ
(
ξ2 − 3

2

)
− 1

ε(1−β)
ξ
(
ξ2 − 3

2

)
τ − 1

ε(1−β)
ξ

 . (4.45)

Conhecidas as soluções exatas, o próximo passóe determinar os 4N coeficientesA∗1, A
∗
2,

B∗
1 , B∗

2 , Aj, Bj, j=1, ..., 2N−2 da Eq. (4.31). Para isso, são necesśarias as vers̃oes em

ordenadas discretas das condições de contorno dadas pelas Eqs. (3.27) e (3.28), que são

G(−a, ξi) = (1− α1)G(−a,−ξi) + 2α1

 1 0

0 0

 N∑
k=1

ωkξkG(−a,−ξk)e−ξ2
k

+ α1δ1

 ξ2
i − 1

1

 (4.46)

e

G(a,−ξi) = (1−α2)G(a, ξi)+2α2

 1 0

0 0

 N∑
k=1

ωkξkG(a, ξk)e
−ξ2

k +α2δ2

 ξ2
i − 1

1

 .
(4.47)
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Nota-se poŕem, queG1 satisfaz a parte homogênea das condições de contorno e, por

isso, o coeficienteA∗1 não pode ser determinado. Apesar disso, aplica-se a Eq. (4.31) nas

Eqs. (4.46) e (4.47) e obtém-se o sistema linear com4N equaç̃oes e4N−1 incógnitas

2N−2∑
j=1

Bj

Φ(νj,−ξi)− (1− α1)Φ(νj, ξi)− 2α1

 1

0

S+(νj)

 e−2aε/νj

+
2N−2∑
j=1

Aj

Φ(νj, ξi)− (1− α1)Φ(νj,−ξi)− 2α1

 1

0

S−(νj)

+α1

 ξ2
i − 1

1

A∗2
+

 (2− α1) ξi + α1

2

√
π

0

B∗
1+

 α1−2
ε(1−β)

(
ξ3
i − 3

2
ξi

)
− α1a (ξ2

i − 1)

α1−2
ε(1−β)

ξi − α1a

B∗
2 = α1δ1R(ξi)

(4.48)

e

2N−2∑
j=1

Aj

Φ(νj,−ξi)− (1− α2)Φ(νj, ξi)− 2α2

 1

0

S+(νj)

 e−2aε/νj

+
2N−2∑
j=1

Bj

Φ(νj, ξi)− (1− α2)Φ(νj,−ξi)− 2α2

 1

0

S−(νj)

+α2

 ξ2
i − 1

1

A∗2
+

 (α2 − 2) ξi − α2

2

√
π

0

B∗
1+

 2−α2

ε(1−β)

(
ξ3
i − 3

2
ξi

)
+ α2a (ξ2

i − 1)

2−α2

ε(1−β)
ξi + α2a

B∗
2 = α2δ2R(ξi),

(4.49)

ondeΦ(νj,±ξi) são vetores2×1 dados pela Eq. (4.6) avaliados nos pontos de quadratura,

S−(νj) =
N∑

k=1

ωkξke−ξ2
k

 1

0

T

Φ(νj,−ξk), (4.50)

S+(νj) =
N∑

k=1

ωkξke−ξ2
k

 1

0

T

Φ(νj, ξk) (4.51)

e

R(ξi) =

 ξ2
i − 1

1

 . (4.52)

Para substituir o coeficienteA∗1, que ñao se p̂ode determinar com as condições de con-

torno, usa-se o coeficienteK dado pela Eq. (3.35). Para isso, discretiza-se a integral em



41

ξ da Eq. (3.37) e, aplicando a Eq. (4.31) na Eq. (3.37), obtém-se para o coeficienteK a

express̃ao

K = − 1

2aε

2N−2∑
j=1

νj

(
1− e−2aε/νj

)
(Aj +Bj)

N∑
k=1

ωkψ(ξk)

 1

0

T

[Φ(νj, ξk) + Φ(νj,−ξk)] .

(4.53)

Adiciona-se a Eq. (4.53) ao sistema linear formado pelas Eqs. (4.48) e (4.49) e obtém-se

dessa maneira um sistema linear com4N +1 equaç̃oes e4N incógnitas, que pode ser

resolvido pelo ḿetodo de ḿınimos quadrados. Com isso consegue-se determinar todos os

coeficientes necessários para se obter as perturbações da densidade e da temperatura e o

fluxo de calor normalizado.

Aplicando a Eq. (4.31) nas Eqs. (3.38) e (3.30) obtém-se para as perturbações

da densidade e da temperatura

N(τ) = K −B∗
2τ +

2N−2∑
j=1

[
Aje

−ε(a+τ)/νj +Bje
−ε(a−τ)/νj

]
V(νj) (4.54)

e

T (τ) = A∗2 +B∗
2τ +

2

3

2N−2∑
j=1

[
Aje

−ε(a+τ)/νj +Bje
−ε(a−τ)/νj

]
Y(νj), (4.55)

onde

V(νj) =
N∑

k=1

ωkψ(ξk)

 1

0

T

[Φ(νj, ξk) + Φ(νj,−ξk)] (4.56)

e

Y(νj) =
N∑

k=1

ωkψ(ξk)

 ξ2
k − 1

2

1

T

[Φ(νj, ξk) + Φ(νj,−ξk)] . (4.57)

Aplicando a Eq. (4.31) na Eq. (3.34), obtém-se para o fluxo de calor normalizado

q=
(α1 + α2 − α1α2)π

1/2

α1α2(δ1 − δ2)

{
− 5

4ε(1− β)
B∗

2 +
2N−2∑
j=1

[
Aje

−ε(a+τ)/νj−Bje
−ε(a−τ)/νj

]
Z(νj)

}
,

(4.58)

onde

Z(νj) =
N∑

k=1

ωkξkψ(ξk)

 ξ2
k − 3

2

1

T

[Φ(νj, ξk)−Φ(νj,−ξk)] . (4.59)
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No próximo caṕıtulo descreve-se os procedimentos usados na implementa-

ção computacional do ḿetodo ADO e apresenta-se os resultados numéricos obtidos para

o problema de transferência de calor.
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5 RESULTADOS NUMÉRICOS

5.1 Consideraç̃oes gerais

Para se obter os resultados numéricos das quantidades de interesse definidas

pelas Eqs. (4.54), (4.55) e (4.58), primeiramente deve-se definir o esquema de quadratura

a ser usado na solução em ordenadas discretas. Em geral, usa-se a transformação ñao

linear

u(ξ) = e−ξ (5.1)

para mapear o intervalo[0,∞) para o intervalo[0, 1] e ent̃ao usa-se a quadratura de Gauss

Legendre mapeada linearmente para o intervalo[0, 1] pela transformaç̃ao

v(u) = 2u− 1. (5.2)

Definido o esquema de quadratura, desenvolve-se a implementação em FOR-

TRAN da soluç̃ao em ordenadas discretas. Calcula-se os autovalores e autovetores da

Eq. (4.24) usando a rotina RG do pacote matemático EISPACK [43]. Depois determina-se

as constantes de separaçãoνj definidas pela Eq. (4.27) e as soluções elementaresΦ±(νj)

definidas pelas Eqs. (4.28) e (4.29). Para determinar os coeficientesK, A∗2, B
∗
1 , B∗

2 , Aj e

Bj, j=1, ..., 2N−2 necesśarios na Eq. (4.31), utiliza-se as rotinas de mı́nimos quadrados

DQRDC e DQRSL do pacote LINPACK [18] para resolver o sistema linear formado pelas

Eqs. (4.48), (4.49) e (4.53). A seguir, calcula-se as quantidades de interesse desejadas.

5.2 Resultados da soluç̃ao em ordenadas discretas

Devido a exist̂encia de resultados numéricos na literatura, no caso de uma

esṕecie de ǵas, apenas para o modeloBGK [36] e para a ELB [38], ñaoé posśıvel com-

parar os resultados obtidos com os modelosSeGross-Jacksoncom outros trabalhos. Por

isso busca-se outros aspectos para dar confiabilidade aos resultados obtidos com esses

modelos. Entre esses aspectos, pode-se notar que, aumentando o número de pontos de
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quadratura do ḿetodo ADO, obt́em-se converĝencia nuḿerica nos resultados encontra-

dos. Aĺem disso, se comparados com Siewert [36], os resultados obtidos com o modelo

BGK se mostram corretos em todos os dı́gitos apresentados. Como o mesmo programa

é usado com os modelosS e Gross-Jackson, esse fato tamb́em aumenta a confiabilidade

dos resultados.

Afim de se comparar resultados não śo com aqueles obtidos pelo modelo

BGK [36], mas tamb́em com a ELB [38], foram gerados resultados para um canal com

largura2a = 2.0, coeficientes de acomodaçãoα1 = 0.7 e α2 = 0.3 e temperaturas nas

paredesδ1 =1.0 eδ2 =−1.0 (Caso I). A seguir foi usado outro canal com largura2a=5.0,

coeficientes de acomodaçãoα1 = 1.0 e α2 = 0.5 e temperaturas nas paredesδ1 = 1.0 e

δ2 = −1.0 (Caso II). Esses resultados estão nas Tabelas 5.1 a 5.9. Tentando evidenciar

posśıveis aspectos diferentes dos já dispońıveis na literatura, foram gerados resultados

para outros valores dos parâmetros de interesse. Assim, foram usados também canais

com largura menor ou temperaturas diferentes nas paredes. Foram gerados resultados em

um terceiro canal com largura2a= 1.0, coeficientes de acomodaçãoα1 = 0.7 eα2 = 0.3

e temperaturas na paredesδ1 =1.0 e δ2 =−1.0 (Caso III), e tamb́em em um quarto canal

com largura2a=1.0, coeficientes de acomodaçãoα1 =0.7 eα2 =0.3 e temperaturas nas

paredesδ1 =2.0 e δ2 =−1.0 (Caso IV). Os resultados para estes canais estão nas Tabelas

5.10 a 5.18. Aĺem disso, em todos os casos foi usado o parâmetroε dado pela Eq. (2.23)

baseado na viscosidade e na condutividade térmica, denotado porεp eεt, respectivamente.

Os resultados nuḿericos foram gerados comN=30 e os valores apresentados nas Tabelas

5.1 a 5.18 se repetem para umN maior com a exatid̃ao de mais ou menos um dı́gito na

última casa decimal. Em todas as situações analisadas foram encontrados sete algarismos

significativos para a perturbação da densidade e para o fluxo de calor normalizado, e seis

para a perturbação da temperatura.

As Tabelas 5.1 a 5.4 mostram as perturbações da densidade e da temperatura

para o Caso I, enquanto que as Tabelas 5.5 a 5.8 mostram essas mesmas quantidades de

interesse para o Caso II. O fluxo de calor normalizado para ambos está na Tabela 5.9.
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Algumas caracterı́sticas podem ser escritas em conjunto para as Tabelas 5.1 a 5.8, que

são:

• paraεt os resultados dos três modelos s̃ao mais pŕoximos do que comεp;

• paraεp os resultados dos modelosS e Gross-Jacksonest̃ao mais pŕoximos

um do outro se comparados ao modeloBGK , como era de se esperar;

• com exceç̃ao da Tabela 5.3, de um modo geral os resultados do modeloS

est̃ao entre os resultados dos modelosBGK eGross-Jackson.

Quantoà concord̂ancia de d́ıgitos entre os modelos, cada tabela será anali-

sada individualmente.

Na Tabela 5.1, o modeloBGK apresenta uma concordância de zero a um

d́ıgito com os modelosS e Gross-Jackson, enquanto que essesúltimos concordam entre

si entre zero e dois dı́gitos.

Tabela 5.1: Perturbação da densidadeN(τ) para o Caso I comε=εp.

τ BGK S GJ
–1.0 –2.645891(–1) –2.161697(–1) –2.178725(–1)
–0.8 –1.930967(–1) –1.531382(–1) –1.479868(–1)
–0.6 –1.411904(–1) –1.109823(–1) –1.061460(–1)
–0.4 –9.347171(–2) –7.328989(–2) –6.981796(–2)
–0.2 –4.744219(–2) –3.739778(–2) –3.565354(–2)
0.0 –1.940454(–3) –2.068213(–3) –2.185608(–3)
0.2 4.387489(–2) 3.359561(–2) 3.160752(–2)
0.4 9.091894(–2) 7.056904(–2) 6.684001(–2)
0.6 1.406371(–1) 1.103927(–1) 1.053410(–1)
0.8 1.963821(–1) 1.566399(–1) 1.515846(–1)
1.0 2.797634(–1) 2.323430(–1) 2.369868(–1)



46

Já na Tabela 5.2 os três modelos concordam entre si entre zero e dois dı́gitos.

Se comparados com a ELB, o modeloGross-Jacksonse mostra mais adequado.

Tabela 5.2: Perturbação da densidadeN(τ) para o Caso I comε=εt.

τ ELB[38] BGK S GJ
–1.0 –2.5368(–1) –2.645891(–1) –2.682733(–1) –2.675544(–1)
–0.8 –1.8265(–1) –1.930967(–1) –1.905462(–1) –1.827593(–1)
–0.6 –1.3342(–1) –1.411904(–1) –1.385100(–1) –1.318669(–1)
–0.4 –8.8300(–2) –9.347171(–2) –9.152498(–2) –8.688809(–2)
–0.2 –4.4787(–2) –4.744219(–2) –4.652590(–2) –4.412745(–2)
0.0 –1.7756(–3) –1.940454(–3) –2.154736(–3) –2.082200(–3)
0.2 4.1504(–2) 4.387489(–2) 4.254529(–2) 4.024419(–2)
0.4 8.5893(–2) 9.091894(–2) 8.861857(–2) 8.394339(–2)
0.6 1.3278(–1) 1.406371(–1) 1.377655(–1) 1.308993(–1)
0.8 1.8556(–1) 1.963821(–1) 1.941117(–1) 1.860468(–1)
1.0 2.6933(–1) 2.797634(–1) 2.866885(–1) 2.883261(–1)

Na Tabela 5.3, observa-se que o modeloBGK concorda com os outros dois

modelos entre zero e dois dı́gitos, enquanto que os modelosS e Gross-Jacksonapresen-

tam uma concord̂ancia de um a três d́ıgitos entre si.

Tabela 5.3: Perturbação da temperaturaT (τ) para o Caso I comε=εp.

τ BGK S GJ
–1.0 6.74583(–1) 6.53158(–1) 6.59872(–1)
–0.8 5.96369(–1) 5.82962(–1) 5.81170(–1)
–0.6 5.39983(–1) 5.36032(–1) 5.33329(–1)
–0.4 4.88603(–1) 4.94437(–1) 4.92103(–1)
–0.2 4.39292(–1) 4.55047(–1) 4.53554(–1)
0.0 3.90626(–1) 4.16345(–1) 4.15850(–1)
0.2 3.41552(–1) 3.77207(–1) 3.77659(–1)
0.4 2.90926(–1) 3.36417(–1) 3.37536(–1)
0.6 2.36995(–1) 2.92103(–1) 2.93201(–1)
0.8 1.75848(–1) 2.40098(–1) 2.39380(–1)
1.0 8.40673(–2) 1.55442(–1) 1.42126(–1)
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Analisando a Tabela 5.4, o modeloGross-Jacksonapresenta de zero a dois

d́ıgitos de concord̂ancia com os demais, enquanto que os modelosBGK e S concordam

entre si em zero a três d́ıgitos. Novamente nessa tabela o modeloGross-Jacksonparece

estar mais de acordo com a ELB.

Tabela 5.4: Perturbação da temperaturaT (τ) para o Caso I comε=εt.

τ ELB[38] BGK S GJ
–1.0 6.7606(–1) 6.74583(–1) 6.80154(–1) 6.84732(–1)
–0.8 5.9100(–1) 5.96369(–1) 5.93935(–1) 5.89609(–1)
–0.6 5.3593(–1) 5.39983(–1) 5.36942(–1) 5.32607(–1)
–0.4 4.8692(–1) 4.88603(–1) 4.86226(–1) 4.83114(–1)
–0.2 4.4033(–1) 4.39292(–1) 4.38055(–1) 4.36583(–1)
0.0 3.9450(–1) 3.90626(–1) 3.90692(–1) 3.91002(–1)
0.2 3.4824(–1) 3.41552(–1) 3.42882(–1) 3.44960(–1)
0.4 3.0025(–1) 2.90926(–1) 2.93259(–1) 2.96912(–1)
0.6 2.4843(–1) 2.36995(–1) 2.39670(–1) 2.44341(–1)
0.8 1.8785(–1) 1.75848(–1) 1.77127(–1) 1.81134(–1)
1.0 8.4272(–2) 8.40673(–2) 7.35788(–2) 6.43816(–2)

Na Tabela 5.5 ñao se observa nenhum dı́gito de concord̂ancia entre o modelo

BGK e os demais, enquanto que os modelosSeGross-Jacksontêm de zero a dois dı́gitos

de concord̂ancia.

Tabela 5.5: Perturbação da densidadeN(τ) para o Caso II comε=εp.

τ BGK S GJ
–2.5 –5.787381(–1) –4.935455(–1) –4.898606(–1)
–2.0 –4.371448(–1) –3.637638(–1) –3.525300(–1)
–1.5 –3.238811(–1) –2.680410(–1) –2.591909(–1)
–1.0 –2.155265(–1) –1.782201(–1) –1.721746(–1)
–0.5 –1.089826(–1) –9.057606(–2) –8.731025(–2)
0.0 –2.944756(–3) –3.540280(–3) –3.068027(–3)
0.5 1.035007(–1) 8.398549(–2) 8.152315(–2)
1.0 2.113987(–1) 1.732575(–1) 1.675859(–1)
1.5 3.225774(–1) 2.664737(–1) 2.572804(–1)
2.0 4.418259(–1) 3.693916(–1) 3.569852(–1)
2.5 6.075009(–1) 5.281250(–1) 5.273068(–1)
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Na Tabela 5.6 a concordância entre os três modelos varia de um a dois

d́ıgitos.

Tabela 5.6: Perturbação da densidadeN(τ) para o Caso II comε=εt.

τ ELB[38] BGK S GJ
–2.5 –5.6834(–1) –5.787381(–1) –5.777093(–1) –5.744557(–1)
–2.0 –4.2825(–1) –4.371448(–1) –4.302270(–1) –4.207801(–1)
–1.5 –3.1770(–1) –3.238811(–1) –3.183011(–1) –3.114257(–1)
–1.0 –2.1140(–1) –2.155265(–1) –2.117074(–1) –2.071454(–1)
–0.5 –1.0661(–1) –1.089826(–1) –1.069900(–1) –1.044396(–1)
0.0 –2.2547(–3) –2.944756(–3) –2.814972(–3) –2.185462(–3)
0.5 1.0237(–1) 1.035007(–1) 1.017004(–1) 1.002668(–1)
1.0 2.0807(–1) 2.113987(–1) 2.075761(–1) 2.036785(–1)
1.5 3.1637(–1) 3.225774(–1) 3.167049(–1) 3.096569(–1)
2.0 4.3158(–1) 4.418259(–1) 4.344377(–1) 4.235511(–1)
2.5 5.9529(–1) 6.075009(–1) 6.101076(–1) 6.081653(–1)

Na Tabela 5.7 o modeloGross-Jacksonapresenta zero a dois dı́gitos de

concord̂ancia com os demais e o modeloBGK apresenta de zero a um dı́gito em relaç̃ao

aoS.

Tabela 5.7: Perturbação da temperaturaT (τ) para o Caso II comε=εp.

τ BGK S GJ
–2.5 8.26728(–1) 7.91686(–1) 7.93644(–1)
–2.0 6.75739(–1) 6.50609(–1) 6.43283(–1)
–1.5 5.58060(–1) 5.49579(–1) 5.43763(–1)
–1.0 4.46817(–1) 4.56286(–1) 4.52939(–1)
–0.5 3.38030(–1) 3.65945(–1) 3.65298(–1)
0.0 2.29936(–1) 2.76436(–1) 2.78586(–1)
0.5 1.21266(–1) 1.86236(–1) 1.91260(–1)
1.0 1.05785(–2) 9.36106(–2) 1.01545(–1)
1.5 –1.04577(–1) –4.38745(–3) 6.24753(–3)
2.0 –2.30311(–1) –1.15102(–1) –1.03170(–1)
2.5 –4.10298(–1) –2.91041(–1) –2.95335(–1)
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Na Tabela 5.8 a concordância entre os três modelos varia de zero a dois

d́ıgitos. Nesta tabela, nenhum dos modelos aparenta ter resultados mais próximosà ELB

em relaç̃ao aos demais.

Tabela 5.8: Perturbação da temperaturaT (τ) para o Caso II comε=εt.

τ ELB[38] BGK S GJ
–2.5 8.2333(–1) 8.26728(–1) 8.27698(–1) 8.28658(–1)
–2.0 6.6684(–1) 6.75739(–1) 6.68739(–1) 6.61561(–1)
–1.5 5.5223(–1) 5.58060(–1) 5.52586(–1) 5.47358(–1)
–1.0 4.4421(–1) 4.46817(–1) 4.43689(–1) 4.40718(–1)
–0.5 3.3853(–1) 3.38030(–1) 3.37426(–1) 3.36628(–1)
0.0 2.3353(–1) 2.29936(–1) 2.31937(–1) 2.33290(–1)
0.5 1.2816(–1) 1.21266(–1) 1.25965(–1) 1.29598(–1)
1.0 2.1165(–2) 1.05785(–2) 1.80643(–2) 2.42503(–2)
1.5 –8.8946(–2) –1.04577(–1) –9.43996(–2) –8.53560(–2)
2.0 –2.1157(–1) –2.30311(–1) –2.18552(–1) –2.07026(–1)
2.5 –4.0267(–1) –4.10298(–1) –4.12022(–1) –4.14296(–1)

Analisando a Tabela 5.9, observa-se que usandoεt os resultados dos três

modelos est̃ao mais pŕoximos do que comεp, além do modeloS apresentar resulta-

dos intermedíarios aos demais. Comεp os resultados dos modelosS e Gross-Jackson

est̃ao mais pŕoximos um do outro se comparados com oBGK . No único caso que exis-

te comparaç̃ao com a ELB, o modeloBGK apresentou-se mais apropriado. Quantoà

concord̂ancia, o modeloBGK apresenta de zero a dois dı́gitos em relaç̃ao aos demais,

enquanto que os modelosS eGross-Jacksonconcordam em um a três d́ıgitos entre si.

Tabela 5.9: Fluxo de calor normalizadoq para os Casos I e II.

ε ELB[38] BGK S GJ
Caso I εp ——- 7.722926(–1) 8.231404(–1) 8.177086(–1)
Caso I εt 7.75502(–1) 7.722926(–1) 7.677320(–1) 7.640570(–1)
Caso II εp ——- 4.472267(–1) 5.376703(–1) 5.363627(–1)
Caso II εt ——- 4.472267(–1) 4.465040(–1) 4.460350(–1)

De acordo com as Tabelas 5.1 a 5.9, não é posśıvel afirmar que algum dos

três modelośe melhor que os demais se comparado com a ELB. Além disso, de um modo
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geral, os modelos apresentam de zero a três d́ıgitos de concord̂ancia entre seus resultados,

o que est́a de acordo com os problemas da dinâmica de gases rarefeitos resolvidos em

Cabrera [10] e Cabrera e Barichello [9]. Nestas referências, no que diz respeito aos mo-

delosS e BGK , foram encontrados, usando o parâmetroε baseado na viscosidade, um

a dois d́ıgitos de concord̂ancia para os problemas de Couette e Poiseuille, dois a três

d́ıgitos para o problema de Kramers, zero a um dı́gito para o ”Creep” t́ermico e nenhum

d́ıgito para o Deslizamento térmico. Ainda na Ref. [9], usando o parâmetroε baseado na

condutividade t́ermica foi encontrado zero a dois dı́gitos de concord̂ancia para o problema

do ”Creep” t́ermico e zero a um dı́gito para o problema do Deslizamento térmico.

Em relaç̃ao aos dois outros casos, novamente algumas caracterı́sticas em

comum s̃ao observadas nas perturbações de densidade e temperatura dadas agora pelas

Tabelas 5.10 a 5.17, que são:

• paraεt os resultados dos três modelos s̃ao mais pŕoximos do que comεp;

• paraεp os resultados dos modelosS e Gross-Jacksonest̃ao mais pŕoximos

um do outro se comparados ao modeloBGK ;

• nas Tabelas 5.10, 5.13, 5.14 e 5.17, em geral os resultados do modeloS

est̃ao entre os resultados dos modelosBGK eGross-Jackson.
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Quantoà concord̂ancia de casas decimais, na Tabela 5.10 o modeloBGK

apresenta de zero a um dı́gito em relaç̃ao aos demais, enquanto que os modelosSeGross-

Jacksonapresentam de zero a três d́ıgitos se comparados um com o outro.

Tabela 5.10: Perturbação da densidadeN(τ) para o Caso III comε=εp.

τ BGK S GJ
–0.5 –1.778868(–1) –1.485249(–1) –1.547073(–1)
–0.4 –1.296852(–1) –1.057447(–1) –1.059560(–1)
–0.3 –9.458135(–2) –7.653020(–2) –7.580675(–2)
–0.2 –6.259044(–2) –5.053978(–2) –4.986146(–2)
–0.1 –3.189521(–2) –2.589131(–2) –2.564398(–2)
0.0 –1.597160(–3) –1.654203(–3) –1.970171(–3)
0.1 2.897711(–2) 2.286899(–2) 2.203016(–2)
0.2 6.055567(–2) 4.843234(–2) 4.730000(–2)
0.3 9.424390(–2) 7.618071(–2) 7.530148(–2)
0.4 1.324566(–1) 1.086151(–1) 1.093301(–1)
0.5 1.890710(–1) 1.601085(–1) 1.694222(–1)

Já na Tabela 5.11 o modeloBGK concorda com oS em um a dois d́ıgitos

e com oGross-Jacksonem zero a tr̂es. Os modelosS e Gross-Jacksonapresentam de

zero a dois d́ıgitos em comum.

Tabela 5.11: Perturbação da densidadeN(τ) para o Caso III comε=εt.

τ BGK S GJ
–0.5 –1.778868(–1) –1.851828(–1) –1.888197(–1)
–0.4 –1.296852(–1) –1.312964(–1) –1.283976(–1)
–0.3 –9.458135(–2) –9.504775(–2) –9.189817(–2)
–0.2 –6.259044(–2) –6.275901(–2) –6.042218(–2)
–0.1 –3.189521(–2) –3.209101(–2) –3.096348(–2)
0.0 –1.597160(–3) –1.925169(–3) –2.149253(–3)
0.1 2.897711(–2) 2.856185(–2) 2.700185(–2)
0.2 6.055567(–2) 6.026330(–2) 5.755702(–2)
0.3 9.424390(–2) 9.456500(–2) 9.122114(–2)
0.4 1.324566(–1) 1.345951(–1) 1.320067(–1)
0.5 1.890710(–1) 1.994866(–1) 2.062686(–1)
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A Tabela 5.12 apresenta de zero a dois dı́gitos em comum entre o modelo

BGK e os demais, e um a três d́ıgitos entre os modelosS eGross-Jackson.

Tabela 5.12: Perturbação da temperaturaT (τ) para o Caso III comε=εp.

τ BGK S GJ
–0.5 6.26834(–1) 6.13506(–1) 6.23102(–1)
–0.4 5.73818(–1) 5.65740(–1) 5.67949(–1)
–0.3 5.34979(–1) 5.32657(–1) 5.32761(–1)
–0.2 4.99668(–1) 5.03228(–1) 5.02314(–1)
–0.1 4.65847(–1) 4.75342(–1) 4.73843(–1)
0.0 4.32481(–1) 4.47927(–1) 4.45978(–1)
0.1 3.98780(–1) 4.20166(–1) 4.17692(–1)
0.2 3.63897(–1) 3.91180(–1) 3.87874(–1)
0.3 3.26568(–1) 3.59661(–1) 3.54842(–1)
0.4 2.84110(–1) 3.22829(–1) 3.14924(–1)
0.5 2.21848(–1) 2.65487(–1) 2.46971(–1)

Na Tabela 5.13 o modeloBGK apresenta um a quatro dı́gitos em comum

com oS e zero a dois d́ıgitos em comum com oGross-Jackson. Entre os modelosS e

Gross-Jacksonencontra-se de zero a quatro dı́gitos de concord̂ancia.

Tabela 5.13: Perturbação da temperaturaT (τ) para o Caso III comε=εt.

τ BGK S GJ
–0.5 6.26834(–1) 6.35763(–1) 6.43869(–1)
–0.4 5.73818(–1) 5.75646(–1) 5.75659(–1)
–0.3 5.34979(–1) 5.34932(–1) 5.33463(–1)
–0.2 4.99668(–1) 4.98837(–1) 4.97114(–1)
–0.1 4.65847(–1) 4.64672(–1) 4.63165(–1)
0.0 4.32481(–1) 4.31102(–1) 4.29962(–1)
0.1 3.98780(–1) 3.97127(–1) 3.96288(–1)
0.2 3.63897(–1) 3.61665(–1) 3.60822(–1)
0.3 3.26568(–1) 3.23078(–1) 3.21518(–1)
0.4 2.84110(–1) 2.77799(–1) 2.73774(–1)
0.5 2.21848(–1) 2.05323(–1) 1.89421(–1)
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Já na Tabela 5.14 o modeloBGK concorda com os outros em zero a um

d́ıgito e o modeloS concorda com oGross-Jacksonem um a tr̂es d́ıgitos.

Tabela 5.14: Perturbação da densidadeN(τ) para o Caso IV comε=εp.

τ BGK S GJ
–0.5 –2.668302(–1) –2.227873(–1) –2.320610(–1)
–0.4 –1.945278(–1) –1.586171(–1) –1.589340(–1)
–0.3 –1.418720(–1) –1.147953(–1) –1.137101(–1)
–0.2 –9.388566(–2) –7.580967(–2) –7.479219(–2)
–0.1 –4.784282(–2) –3.883697(–2) –3.846597(–2)
0.0 –2.395740(–3) –2.481305(–3) –2.955257(–3)
0.1 4.346567(–2) 3.430349(–2) 3.304524(–2)
0.2 9.083351(–2) 7.264851(–2) 7.095000(–2)
0.3 1.413658(–1) 1.142710(–1) 1.129522(–1)
0.4 1.986850(–1) 1.629228(–1) 1.639951(–1)
0.5 2.836066(–1) 2.401628(–1) 2.541333(–1)

Na Tabela 5.15 o modeloBGK apresenta zero a três d́ıgitos em comum com

os demais e os modelosS eGross-Jacksontêm de zero a dois dı́gitos em comum.

Tabela 5.15: Perturbação da densidadeN(τ) para o Caso IV comε=εt.

τ BGK S GJ
–0.5 –2.668302(–1) –2.777742(–1) –2.832295(–1)
–0.4 –1.945278(–1) –1.969446(–1) –1.925964(–1)
–0.3 –1.418720(–1) –1.425716(–1) –1.378472(–1)
–0.2 –9.388566(–2) –9.413852(–2) –9.063328(–2)
–0.1 –4.784282(–2) –4.813652(–2) –4.644523(–2)
0.0 –2.395740(–3) –2.887753(–3) –3.223879(–3)
0.1 4.346567(–2) 4.284277(–2) 4.050279(–2)
0.2 9.083351(–2) 9.039496(–2) 8.633553(–2)
0.3 1.413658(–1) 1.418475(–1) 1.368317(–1)
0.4 1.986850(–1) 2.018926(–1) 1.980101(–1)
0.5 2.836066(–1) 2.992299(–1) 3.094029(–1)
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Na Tabela 5.16 o modeloBGK concorda com os demais em zero a dois

d́ıgitos e os modelosS eGross-Jacksonconcordam em um a três d́ıgitos entre si.

Tabela 5.16: Perturbação da temperaturaT (τ) para o Caso IV comε=εp.

τ BGK S GJ
–0.5 1.44025 1.42026 1.43465
–0.4 1.36072 1.34861 1.35192
–0.3 1.30246 1.29898 1.29914
–0.2 1.24950 1.25484 1.25347
–0.1 1.19877 1.21301 1.21076
0.0 1.14872 1.17189 1.16896
0.1 1.09817 1.13024 1.12653
0.2 1.04584 1.08677 1.08181
0.3 9.89852(–1) 1.03949 1.03226
0.4 9.26165(–1) 9.84244(–1) 9.72387(–1)
0.5 8.32773(–1) 8.98231(–1) 8.70458(–1)

Já na Tabela 5.17 o modeloBGK concorda com oSem um a quatro d́ıgitos e

com oGross-Jacksonem zero a tr̂es d́ıgitos. Os modelosSeGross-Jacksonapresentam

concord̂ancia de zero a cinco dı́gitos entre si.

Tabela 5.17: Perturbação da temperatura para o Caso IV comε=εt.

τ BGK S GJ
–0.5 1.44025 1.45364 1.46580
–0.4 1.36072 1.36347 1.36349
–0.3 1.30246 1.30239 1.30019
–0.2 1.24950 1.24825 1.24567
–0.1 1.19877 1.19701 1.19474
0.0 1.14872 1.14665 1.14494
0.1 1.09817 1.09569 1.09443
0.2 1.04584 1.04249 1.04123
0.3 9.89852(–1) 9.84618(–1) 9.82277(–1)
0.4 9.26165(–1) 9.16699(–1) 9.10661(–1)
0.5 8.32773(–1) 8.07985(–1) 7.84132(–1)
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Na Tabela 5.18, novamente se observa que paraεt os resultados estão mais

próximos do que comεp, além do modeloS apresentar resultados intermediários aos

demais. Comεp os resultados dos modelosS e Gross-Jacksonest̃ao mais pŕoximos se

comparados aoBGK . Quantoà concord̂ancia, elaé de exatamente um dı́gito entre os

três modelos. Nesta tabela nota-se que o fluxo de calor normalizado não depende das

temperaturas das paredes. Isso pode ser justificado pelo fato que o fluxo de calorQx é

proporcional̀a diferença entre as temperaturas das paredes do canal, o que está de acordo

com a lei de Fourier para difusão [50]. O mesmo acontece com o fluxo de calor em

moléculas livresQfm, dado pela Eq. (3.33). Portanto, o termo(δ1 − δ2) presente nas

definiç̃oes deQx eQfm é cancelado na Eq. (3.32) e, como resultado, tem-se que o fluxo

de calor normalizadoq, dado pela Eq. (3.34), independe das temperaturas das paredes.

Tabela 5.18: Fluxo de calor normalizadoq para os Casos III e IV.

ε BGK S GJ
Caso III εp 8.622379(–1) 8.930329(–1) 8.858598(–1)
Caso III εt 8.622379(–1) 8.556544(–1) 8.492411(–1)
Caso IV εp 8.622379(–1) 8.930329(–1) 8.858598(–1)
Caso IV εt 8.622379(–1) 8.556544(–1) 8.492411(–1)

Pode-se notar que o comportamento dos resultados nesses doisúltimos ca-

naisé semelhante aos dois primeiros, tanto no que diz respeitoà concord̂ancia de d́ıgitos,

quanto ao fato que, em muitos casos, o modeloS apresentou resultados intermediários

aos outros dois modelos. Nota-se, também, que quando usou-seεt obteve-se valores mais

próximos do que comεp.

A fim de analisar o comportamento de resultados em canais que apresentam

diferença apenas na largura, ou somente nas temperaturas das paredes, ou então apenas

nos coeficientes de acomodação, apresenta-se as Figuras 5.1 a 5.6, que mostram através

de gŕaficos os resultados encontrados em canais com estas caracterı́sticas.

Nas Figuras 5.1 e 5.2 estão os gŕaficos das perturbações da densidade e da

temperatura em canais comα1 = 0.7, α2 = 0.3, δ1 = 1.0, δ2 = −1.0, mas de diferentes
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larguras. Nas Figuras 5.3 e 5.4 encontram-se os resultados em canais com2a = 2.0,

α1 = 0.7, α2 = 0.3, poŕem com diferença na temperatura em uma das paredes. Já nas

Figuras 5.5 e 5.6 estão os gŕaficos de canais com2a=2.0, δ1 =1.0, δ2 =−1.0, mas com

diferença em um dos coeficientes de acomodação. Como os modelos cinéticos apresentam

boa concord̂ancia nos resultados apresentados até aqui, foi escolhido o modeloS com

ε=εt para construir os gráficos.

Na Figura 5.1 nota-se que, quanto mais largo for o canal, maioré a perturba-

ção da densidade do gás em relaç̃ao ao seu estado natural. Em canais mais estreitos essa

grandeza tende a ser menor.

Figura 5.1: DensidadeN(τ) × largura do canal.
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Observa-se na Figura 5.2 que, quanto maior a largura do canal, também seŕa

maior a variaç̃ao da temperatura do gás. Aĺem disso, nota-se que emτ=−a a temperatura

do ǵas est́a mais pŕoxima da temperatura da parede do que emτ=a. Isso ocorre porque o

coeficiente de acomodaçãoé maior na primeira parede do que na segunda. Também per-

cebe-se que, quanto mais largo for o canal, menor será a diferença entre as temperaturas

do ǵas e das paredes, nas suas proximidades.

Figura 5.2: TemperaturaT (τ) × largura do canal.
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Na Figura 5.3 observa-se que, quanto maior a diferença entre as temperatu-

ras das paredes, maior será a variaç̃ao da densidade do gás.

Figura 5.3: DensidadeN(τ): efeito das temperaturas das paredes.
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Percebe-se na Figura 5.4 que, quanto maior a diferença entre as temperaturas

das paredes, também seŕa maior a variaç̃ao da temperatura do gás. Nota-se novamente que

emτ =−a a temperatura do gás est́a mais pŕoxima da temperatura da parede do que em

τ=a. Isso ocorre porque na primeira parede o coeficiente de acomodaçãoé maior que na

segunda.

Figura 5.4: TemperaturaT (τ): efeito das temperaturas das paredes.
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Nas Figuras 5.5 e 5.6 procura-se observar o comportamento do gás quando

um dos coeficientes de acomodação varia, enquanto o outro permanece constante. Na

Figura 5.5 observa-se que, quanto maior o coeficiente de acomodação α1, maior é a

variaç̃ao da densidade do gás.

Figura 5.5: DensidadeN(τ): efeito dos coeficientes de acomodação.
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E, finalmente, na Figura 5.6 percebe-se que, quanto maior o coeficiente de

acomodaç̃aoα1, tamb́em é maior a variaç̃ao da temperatura do gás ao longo do canal.

Al ém disso, observa-se que, fixandoα2, quanto maior for o coeficiente de acomodação

na placa mais quente (localizada emτ = −a) maior seŕa a temperatura do gás no interior

do canal.

Figura 5.6: TemperaturaT (τ): efeito dos coeficientes de acomodação.

Por fim, nota-se em cada figura que as curvaturas dos gráficos s̃ao semelhan-

tes, mudando apenas as inclinações. Nas Figuras 5.1, 5.3 e 5.5, observa-se que emτ =0

não h́a variaç̃ao da densidade do gás, o que significa que no meio do canal ela permanece

inalterada.
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Para finalizar esse capı́tulo, salienta-se que usandoN = 30, o tempo de

execuç̃ao do programa em FORTRAŃe de aproximadamente cinco segundos em um

Pentium II 300 MHz com 64 MB de meḿoria, demonstrando a eficiência do ḿetodo

ADO.
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6 CONCLUSÃO

Analisando os resultados numéricos encontrados, verifica-se que os mode-

los BGK , S e Gross-Jacksonsão uma boa alternativa para aproximar o núcleo de co-

lisão da ELB na resolução do problema de transferência de calor. Aĺem disso, o uso

destes modelos produziu uma solução em ordenadas discretas simples, precisa e de fácil

implementaç̃ao computacional. O ḿetodo ADO mostrou-se novamente eficiente, apre-

sentando exatid̃ao de seis a sete dı́gitos e analiticidade na variável espacial para todas as

quantidades de interesse avaliadas neste trabalho.

A implementaç̃ao computacional foi favorecida devidoà simetria do ńucleo

de colis̃ao verificada nas Eqs. (4.14) e (4.15)

K(ξ′, ξ) = K(−ξ′,−ξ)

e

K(−ξ′, ξ) = K(ξ′,−ξ).

Na verdade, esta simetria foi fundamental na obtenção do problema de autovalor dado

pela Eq. (4.24), que resulta em uma forma mais simples do que o caso de mistura de

gases [22].

Observando os resultados encontrados com os modelosSeGross-Jackson,

não se nota significativa melhora dos resultados do modeloBGK , que possui uma ex-

press̃ao mais simples. Isso representa uma vantagem desse modelo em relação aos de-

mais, pois, devidòa sua maior simplicidade, pode gerar um núcleo de colis̃ao da forma

da Eq. (4.20) [36]

K(ξ′, ξ) = Q(ξ)QT (ξ′),

o que garante a obtenção de um problema de autovalor ainda mais simples que o encon-

trado para os demais modelos abordados neste trabalho.

Por fim, pode-se considerar que o objetivo desse trabalho foi plenamente

alcançado, pois obteve-se de maneira unificada as soluções em ordenadas dicretas para
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o problema que se desejava. Assim, contribuiui-se com a solução de um problema da

dinâmica de gases rarefeitos, cujos resultados não se encontravam na literatura, com os

modelosS e Gross-Jackson. Os resultados gerados poderão servir de referência para

outros trabalhos feitos com outros modelos e outros métodos computacionais.
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ANEXO A O PROCEDIMENTO DE
GROSS-JACKSON

Neste anexo, será apresentado um ḿetodo de construção de modelos cińeti-

cos proposto por Gross e Jackson [24]. O procedimento foi desenvolvido para um pro-

cesso de colis̃ao de acordo com a lei de moléculas de Maxwell e se baseia em uma

aproximaç̃ao do termo de espalhamento na forma usada para esferas rı́gidas.

A.1 Propriedades do operador de Boltzmann

Refer̂encias como o trabalho [12] e o livro [14], ambos de Cercignani, po-

dem ser consideradas básicas na descrição de aspectos teóricos e propriedades matemáti-

cas associadasà ELB. No entanto, segue-se Gross e Jackson [24] e escreve-se o operador

de colis̃ao da ELB da forma

J ′(φ) = π−3/2

∫ ∫ ∫
(φ1 + φ′1 − φ− φ′)e−c′2

g senθ I(g, θ)dθdεdc′, (A.1)

ondec é a velocidade molecular,I(g, θ) é a seç̃ao de choque diferencial eg = |c − c′|.

Chapman e Cowling [16] provaram que esse operador pode ser escrito como

J ′(φ) = −ν(c)φ(c)−
∫
K(c′, c)φ(c′)e−c′2

dc′, (A.2)

onde o ńucleo de colis̃aoK(c′, c) é uma funç̃ao siḿetrica em relaç̃ao ac′ ec, isto é,

K(c′, c) = K(c, c′). (A.3)

Nota-se aqui que, para simplificar a notação, as integrais do tipo presente na

Eq. (A.2) representam uma integral tripla sobre as componentes do vetor velocidadec′.

Assim ∫
dc′ =

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
dc′xdc′ydc′z (A.4)

no caso de coordenadas retangulares, por exemplo. Seguindo Gross e Jackson [24] nova-

mente, devido a simetria do núcleoK(c′, c) usa-se a funç̃ao

Φ(c) = π−3/4e−c2/2φ(c) (A.5)
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e reescreve-se a Eq. (A.2) como

J(Φ) = −ν(c)Φ(c)−
∫
K(c′, c)Φ(c′)e−(c′2+c2)/2dc′. (A.6)

Para o desenvolvimento do procedimento de construção de modelos cińeticos,

usa-se algumas propriedades do operador de colisão que independem da forma de interação

entre part́ıculas. Assim, as autofunçõesΨi e os autovaloresλi do operador de colisão s̃ao

definidos como

J(Ψi) = λiΨi, (A.7)

ondeJ(Ψi) é dado pela Eq (A.6). Como as colisões devem conservar número, momento

e energia das partı́culas, o operador de colisão possui então o autovalor degeneradoλ=0

com multiplicidade cinco. Ainda, as autofunções podem ser escritas da forma separável

Ψnlm(c) = gnl(c)Y
m
l (θ, ζ), (A.8)

ondeθ e ζ são osângulos dec com relaç̃ao aos eixos cartesianos eY m
l (θ, ζ) são os

harm̂onicos esf́ericos normalizados

Y m
l (θ, ζ) =

[
(2l + 1)

4π

(l −m)!

(l +m)!

]1/2

Pm
l (cosθ)eimζ , (A.9)

que satisfazem ∫
Y m

l Y m′

l′ senθdθdζ = δl l′δm m′ . (A.10)

Express̃oes expĺıcitas para as funç̃oesgnl(c) são conhecidas para o caso de

moléculas que se repelem com a quinta lei de força inversa, istoé, para moĺeculas de

Maxwell. Neste caso, duas moléculas a uma distânciar se repelem com uma força de

repuls̃aoP dada por

P =
γ

r5
. (A.11)

Para esse tipo de moléculas, as funç̃oes referidas s̃ao

gnl(c) =

[
2(n!)

Γ(n+ l + 3/2)

]1/2

clLl+1/2
n (c2)e−c2/2, (A.12)

ondeLl
n(c2) são os polin̂omios de Laguerre-Sonine eΓ(z) é a funç̃ao gamma. As funç̃oes

gnl(c) satisfazem ∫ ∞

0

grl(c)gnl(c)c
2dc = δnr (A.13)
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e os polin̂omios de Laguerre-Sonine são dados explicitamente por [47]

Ll
n(x) =

n∑
p=0

(n+ l)!

p!(n− p)!(l + p)!
(−x)p. (A.14)

Assim, os tr̂es primeiros polin̂omios de Laguerre-Sonine avaliados emc2 são

L
l+1/2
0 (c2) = 1, (A.15)

L
l+1/2
1 (c2) = l +

3

2
− c2 (A.16)

e

L
l+1/2
2 (c2) =

1

2

(
l +

3

2

) (
l +

5

2

)
−

(
l +

5

2

)
c2 +

1

2
c4. (A.17)

Pelo fato de um sistema completo de autofunções ser conhecido para moléculas de Maxwell

[24], o correspondente operadorJ(Φ) é de particular interesse. Segundo Wang Chang e

Uhlenbeck [47], para esse tipo de moléculas, a expressão

gI(g, θ) (A.18)

é independente deg e pode ser escrita como

gI(g, θ) =

(
γ

kT0

)1/2

F (θ), (A.19)

ondek é a constante de Boltzmann,T0 é a temperatura de referência,γ é a contante de

força da Eq. (A.11) e a funçãoF (θ) é definida na Ref. [47]. Devido a essa caracterı́stica

da seç̃ao de choque diferencial, Gross e Jackson [24] definem o operador Maxwelliano

como

JM(Φ) =

(
kT0

γ

)1/2

J(Φ), (A.20)

ondeJ(Φ) é dado pela Eq. (A.6). Ainda seguindo a Ref. [24], esse operador pode ser

escrito na forma da Eq. (A.6) como

JM(Φ) = −A0Φ(c)−
∫
K(c′, c)Φ(c′)e−(c′2+c2)/2dc′, (A.21)

onde [47]

A0 = 2π

∫ π

0

F (θ)senθdθ, (A.22)
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K(c′, c) = π−3/2A0 − 4π−1/2

∫ π

0

cos(θ/2)cossec2(θ/2)[F (θ) + F (π − θ)]×

J0[−2icc′sen(η′) cot(θ/2)]e−(c−c′)2cot2(θ/2)dθ, (A.23)

e η′ é o ângulo entrec e c′. Ainda seguindo a Ref. [24], a constanteA0 é infinita, mas a

Eq. (A.21)é finita. Além disso, Wang Chang e Uhlenbeck [47] provaram que o núcleo de

colisãoK(c′, c) dado pela Eq. (A.23) pode ser escrito como

K(c′, c) =
∞∑
l=0

Gl(c, c
′)Pl(cosη′), (A.24)

onde

Gl(c, c
′) = π−3/2A0δl0 −

2(2l + 1)

(cc′)1/2
il+1/2

∫ π

0

cos1/2(θ/2)cossec(θ/2)Pl(cos(θ/2))×

[F (θ) + F (π − θ)]Jl+1/2[−2icc′ cot(θ/2)cossec(θ/2)]e−(c2+c′2)cot2(θ/2)dθ. (A.25)

Usando a funç̃ao bilinear de Lebedeff geradora dos polinômios de Laguerre

∞∑
n=0

n!

Γ(n+ α+ 1)
Lα

n(x)Lα
n(y)zn =

(xyz)−α/2

1− z
e−z(x+y)/1−zeiαπ/2Jα

(
2
(xyx)1/2

1− z
e−iπ/2

)
, |z| < 1 (A.26)

e fazendoz1/2 = cos(θ/2), x = c2, y = c′2 eα = l + 1
2
, as funç̃oesGl(c, c

′) podem ser

escritas como

Gl(c, c
′) = −(2l + 1)

4π
e(c2+c′2)/2

∞∑
n=0

gnl(c)gnl(c
′)λ′nl, (A.27)

onde

λ′nl = 2π

∫ π

0

sen(θ)cos2n+l(θ/2)Pl(cos(θ/2))[F (θ)− F (π − θ)]dθ − A0δn0δl0. (A.28)

Assim, a Eq. (A.21) pode ser escrita como

JM(Φ) = −A0Φ(c) +

∫ ∞∑
l=0

(2l + 1)

4π

∞∑
n=0

gnl(c)gnl(c
′)λ′nlPl(cosη′)Φ(c′)dc′. (A.29)

Comparando a Eq. (A.29) com a Eq. (A.6), pode-se concluir que o núcleo de colis̃ao do

operador Maxwellianóe dado por

K(c′, c) = −
∞∑
l=0

(2l + 1)

4π

∞∑
n=0

gnl(c)gnl(c
′)λ′nlPl(cosη′)e(c′2+c2)/2. (A.30)
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Nota-se na Eq. (A.29) que a funçãoΦ(c) pode ser escrita como

Φ(c) =

∫
δ(c− c′)Φ(c′)dc′, (A.31)

sendo que essa equação pode ser reescrita como

Φ(c) =

∫ ∞∑
n,l,m=0

Ψnlm(c)Ψnlm(c′)Φ(c′)dc′ (A.32)

ou ainda

Φ(c) =

∫ ∞∑
n,l=0

gnl(c)gnl(c
′)

∞∑
m=0

Y m
l (θ, ζ)Y m

l (θ′, ζ ′)Φ(c′)dc′. (A.33)

Usando o teorema da adição dos harm̂onicos esf́ericos,

Φ(c) =
∞∑

n,l=0

(2l + 1)

4π

∫
gnl(c)gnl(c

′)Pl(cosη′)Φ(c′)dc′. (A.34)

Combinando as Eqs. (A.29) e (A.34) obtém-se para o operador Maxwelliano a expressão

JM(Φ) =

∫ ∞∑
l=0

(2l + 1)

4π
Pl(cosη′)

∞∑
n=0

λnlgnl(c)gnl(c
′)Φ(c′)dc′, (A.35)

onde

λnl = λ′nl − A0. (A.36)

A Eq. (A.35) ñao est́a na forma proposta pela Eq. (A.6), masé a express̃ao exata do

operador Maxwelliano. O ńucleo de colis̃ao, embora ñao apareça explicitamente,é dado

pela Eq. (A.30).

A.2 Construção de modelos cińeticos

O operador de colis̃ao dado pela Eq. (A.35) está associadòa lei de interaç̃ao

de moĺeculas do tipo Maxwell. Entretanto, segundo Williams [50], para esse tipo de

interaç̃ao ñao é posśıvel definir um livre caminho ḿedio e uma freq̈uência de colis̃ao.

Para resolver esse problemaé introduzida uma aproximação desse modelo de colisão para

o modelo de esferas rı́gidas. Para isso, combina-se as Eqs. (A.34) e (A.35) e escreve-se o

operador Maxwelliano como

JM(Φ) = λstΦ(c) +
∞∑

n,l=0

(λnl − λst)
(2l + 1)

4π

∫
Pl(cosη′)gnl(c)gnl(c

′)Φ(c′)dc′, (A.37)
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ondeλst é um ńumero ou, mais precisamente, um autovalor. Segundo Williams [50]

novamente, este procedimento converte o operador de colisão Maxwelliano para a forma

de esferas rı́gidas. Entretanto, a escolha deλst é arbitŕaria e, aĺem disso,́e necesśario

truncar o somatório na Eq. (A.37) de alguma maneira conveniente. Para isso, nota-se na

Eq. (A.12) que as funç̃oesgnl(c) podem ser separadas na forma de um produto entre um

polinômio e um termo exponencial, istoé

gnl(c) = p(c)e−c2/2, (A.38)

onde

p(c) =

[
2(n!)

Γ(n+ l + 3/2)

]1/2

clLl+1/2
n (c2) (A.39)

é um polin̂omio de grau(2n + l). Por esse motivo, diz-se que as funçõesgnl(c) são de

ordem(2n + l). Assim, desejando-se truncar a Eq. (A.37) de maneira que ela conserve

apenas funç̃oesgnl(c) de ordem menor ou igual a um certoN a ser escolhido livremente,

o somat́orio deve conter apenas termos comı́ndicesn ou l tais que2n + l ≤ N . Para a

escolha do autovalorλst, Gross e Jackson [24] propoemλst =λ0N e definem aN−ésima

aproximaç̃ao deJM(Φ) como

J
(N)
M (Φ) = −λ0N

{ ∑
2n+l≤N

(
1− λnl

λ0N

)
gnl(c)

(2l + 1)

4π

∫
Pl(cosη′)gnl(c

′)Φ(c′)dc′ − Φ(c)

}
.

(A.40)

FazendoN = 2 na Eq. (A.40) pode-se construir a aproximação de segunda

ordemJ (2)
M (Φ). Usando os autovalores dados pela Eq. (A.36)

λ00 = λ01 = λ10 = 0 (A.41)

e

λ02 = −2π
3

4

∫ π

0

sen3θF (θ)dθ = −3

4
A2, (A.42)

onde

A2 = 2π(0.4359), (A.43)

obt́em-se

J
(2)
M (Φ) =

3

4
A2

{
π−3/2

∫
K1(c

′, c)Φ(c′)e−(c2+c′2)/2dc′ − Φ(c)

}
, (A.44)



77

onde

K1(c
′, c) = 1 + 2c′·c +

2

3

(
c′2 − 3

2

) (
c2 − 3

2

)
. (A.45)

A express̃ao entre chaves na Eq. (A.44) equivale ao operador de colisão do modeloBGK .

Segundo Gross e Jackson [24], essa aproximação trata corretamente a viscosidade mas

não a condutividade térmica. Para corrigir isso, deve-se usar a terceira aproximação de

J
(N)
M . Ent̃ao, fazendoN=3 na Eq. (A.40) e adicionando os autovalores necessários

λ03 = −9

8
A2 e λ11 = −1

2
A2, (A.46)

obt́em-se

J
(3)
M (Φ) =

9

8
A2

{
π−3/2

∫
[K1(c

′, c)+K2(c
′, c)+K3(c

′, c)] Φ(c′)e−(c2+c′2)/2dc′−Φ(c)

}
,

(A.47)

ondeK1(c
′, c) é como na Eq. (A.45),

K2(c
′, c) =

4

9
c′·c

(
c′2 − 5

2

) (
c2 − 5

2

)
(A.48)

e

K3(c
′, c) =

2

3

[
(c′·c)2 − 1

3
c′2c2

]
. (A.49)

O termo entre chaves da aproximação de terceira ordem dada pela Eq. (A.47) foi chamado

neste trabalho de ”modeloGross-Jackson”. Segundo a Ref. [24], este modelo trata cor-

retamente os primeiros 20 momentos deJM(Φ) e se mostra adequado para a maioria dos

problemas em gases Maxwellianos.

Para contruir modelos com maiores ordens de aproximação, encontra-se em

Williams [50] a Tabela A.1 para os autovaloresλnl dados pela Eq. (A.36). Nessa tabela

os autovalores estão divididos por−A2/2.
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Tabela A.1: Autovalores do operador de colisão de Maxwell

n l = 0 l = 1 l = 2 l = 3 l = 4 l = 5
0 0 0 3/2 9/4 2.808 3.274
1 0 1 7/4 2.354 2.864 3.318
2 1 3/2 2.014 2.500 2.952
3 3/2 1.8420 2.238 2.646 3.064
4 1.8420 2.106 2.428 2.780
5 2.106 2.320 2.598
6 2.320

Para finalizar, nos trabalhos de Cheng e Loyalka [17] e Pan e Storvich [30]

tamb́emé mencionado um procedimento de Gross-Jackson, mas em ambos ele aparenta

ser diferente do apresentado na Ref. [24].
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