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RESUMO

Nos ultimos anos varios asterdides tiveram sua forma identificada, através de imagens
de sondas espaciais ou pela determinacdo indireta de dados de radar. De um modo geral,
estes asterdides se mostraram com formas bastante distintas da esférica. A representacdo
do potencial gravitacional de corpos ndo esféricos através de harmdnicos esféricos
convencionais requer expansdes de alto grau e ordem, as quais s80 numericamente
dificeis de obter. O método de poliedros é bem aceito para avaliar o campo
gravitacional de um corpo com formas irregulares tais como asterdides, nucleo
cometario e pequenos satélites planetarios. O objetivo deste trabalho é apresentar um
estudo analitico para o potencial de alguns corpos homogéneos com formas geométricas
simples, bem definidas e irregulares; obter a descricdo de possiveis evolugbes orbitais
de um veiculo espacial (ou particula) que viaja ao redor de tais corpos; e, finalmente,
encontrar solugdes para o problema de manobras orbitais com 0 minimo consumo de
combustivel. Apresenta-se um conjunto de equacdes analiticas que representam o
potencial devido a diferentes formas geométricas bidimensionais. No conjunto de
corpos bidimensionais inclui-se o estudo do espaco de fase das trajetdrias para verificar
as regides de estabilidade ou instabilidade e as regides de colisdo. Esse estudo é feito
através da superficie de seccdo de Poincaré. Utiliza-se também o método poliedral para
o0 estudo do potencial gravitacional de corpos tridimensionais esféricos e ndo esféricos
(uma esfera de raio unitario e alguns elipséides prolatos e oblatos de diferentes valores
de semi-eixo) e, entdo, € estudada a dinamica da 6Orbita de uma particula teste ao redor
de tais corpos. De um modo geral, quando a particula se encontra distante a esfera, sua
posicdo retorna ao ponto inicial ap6s um periodo orbital kepleriano. Por outro lado,
quando a particula se aproxima de sua superficie, o efeito de sua forma poliedral faz
com que os elementos orbitais tenham varia¢es de curto periodo no semi-eixo maior e
na excentricidade da orbita. Os resultados mostram que as Orbitas proximas aos
elipsoides prolatos e oblatos tornam-se excéntricas e precessionam, devido ao efeito do
campo gravitacional. Com esses resultados pode-se verificar que a forma poliedral do
objeto é bem representada, gerando conhecimento teérico fundamental que pode ser
aplicado em corpos irregulares com formas mais complexas, tais como os asterdides.



ORBITAL EVOLUTION AND MANEUVERS AROUND
NON-SPHERICAL BODIES

ABSTRACT

In the last years several asteroids had their shapes identified using images from space
probes or through the indirect radar data determination. In a general way, these asteroids
have forms quite different from spherical. Conventional spherical harmonic
representations of the gravitational potential of such bodies require expansions of high
degree and order, which are numerically difficult to obtain. The polyhedral method is
well suited to evaluate the gravitational field of an irregularly shaped body such as
asteroids, comet nucleus and small planetary satellites. If complete coverage of the
surface can be obtained, a polyhedral model of the body can be constructed. The
purpose of the present work is to determine an analytical form to represent the potential
around an irregular shaped body; to obtain a description of the possible orbital
evolutions of a space vehicle that travels around a celestial body with those
characteristics; and, finally, to find solutions for the problem of orbital maneuvers with
minimum consumption of fuel. The results consist of sets of analytical expressions that
give the potential due to different two-dimensional geometric forms that were
implemented and tested. In the group of two-dimensional bodies it is included a study of
the space of phase of the orbit in order to verify the stability or instability areas and the
collision areas. This study is made through Poincaré surface of section technique. It is
also used the polyhedral method to study the gravitational potential of a spherical and
non spherical three-dimensional bodies (a unity radius sphere, a prolate and an oblate
ellipsoids with different values of semi axis). The dynamics of the orbit of a test particle
around of such bodies is studied. In general, when the particle is far from the sphere, its
position returns to the initial point after a keplerian orbital period. On the other hand,
when the particle gets close to its surface, the effect of its polyhedral form shows short-
periodic variations in the semimajor axis and eccentricity of the orbit. The results
showed that the orbits close to the ellipsoids become eccentric and precess due the
effects of its potential. With these results it can be verified that the polyhedral form of
the object does work very well and this method is efficient for the trajectory study. The
work generates fundamental theoretical knowledge that it can be applied in irregular
bodies with more complex forms, such as the asteroids.
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CAPITULO 1

INTRODUCAO

Nos ultimos anos varios asteroides tiveram sua forma identificada. Alguns por meio de
imagens de sondas espaciais (a sonda NEAR-Shoemaker, por exemplo), outros por
meio da determinac&o indireta de dados de radar. De um modo geral estes asterdides se
mostraram com formas bastante distintas da esférica. Nas Figuras de 1.1 a 1.6 sdo
reproduzidas algumas imagens de asteroides que exemplificam muito bem a variedade

de formas obtidas.

Depois de uma passagem pelo asterdide 253 Mathilde, do cinturdo principal, em 1997, a
sonda Near-Shoemaker tornou-se a primeira a orbitar um asterdide. Embora néo tenha
sido projetada para pousar em Eros, depois de um ano, a sonda iniciou sua descida no
asterdide, retransmitindo a Terra uma sequéncia de imagens (Figura 1.6). As
transmissBes terminaram quando a sonda colidiu com a superficie do asteroide, mas a
espectroscopia de raios gama continuou por varios dias a coleta de dados da composicéo
de Eros. Assim terminou a primeira investigacdo detalhada de um objeto proximo da
Terra — uma categoria que inclui a arriscada possibilidade da orbita do asterdide
coincidir com a Orbita da Terra. O interesse por esses objetos vai além de puramente
cientifico e inclui a investigacdo das direcdes com que os asterdides possam ser

desviados de uma colisdo com a Terra.

Eros foi originado no cinturdo principal de asterdides, além da oOrbita de Marte. Esse
asteroide tem cerca de 34x13x13 km de dimensdo e é o segundo maior objeto
conhecido proximo da Terra. O maior objeto é 1036 Ganymed, o qual tem cerca de 40
km de diametro. Eros tem resistido a grandes impactos em seus quatro bilhdes de anos
no cinturdo de asterdides e tem perdido muito de sua massa original (e de sua forma)

apresentando um grande namero de crateras (Asphaug, 2001).
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Figura 1.1 — Imagem do asteroide 951 Gaspra obtida pela sonda Galileo em seu

caminho a Japiter. As dimensdes aproximadas deste asteroide sdo de
19x12x11 km.

Fonte: JPL/NASA (1991)

Figura 1.2 — Imagem do asteroide 243 Ida obtida pela sonda Galileo. Esta imagem
também mostra Dactyl (pequeno ponto a direita), primeiro satélite de
asterdide descoberto. Ida tem dimensdes aproximadas de 60x25x18 km,
enquanto que Dactyl tem diametro aproximado de 1,5 km.

Fonte: JPL/NASA (1993)
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Figura 1.3 — Imagem do asterdide 433 Eros obtida pela sonda NEAR-Shoemaker. Esta
imagem mostra uma grande depressdo encontrada na superficie do
asterdide cujas dimensdes sdo de aproximadamente 34 km de
comprimento por 12 km de largura.

Fonte: JHU/APL (20007?)

Figura 1.4 — Conjunto de seis imagens do asterdide 433 Eros obtidas pela sonda NEAR-

Shoemaker.
Fonte: JHU/APL (20007?)
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Figura 1.5 — Conjunto de quatro imagens do asterdide 216 Kleopatra. Estas imagens
mostram diferentes vistas do asterdide que foram geradas a partir de
modelo computacional baseado em dados obtidos pelo radar do
telescopio do observatorio de Arecibo. Este asterdide possui dimensdes
da ordem de 217 km de comprimento e 94 km de largura (em média).
Fonte: JHU/APL (20007?)

Figura 1.6 — Impressdo artistica da sonda NEAR-Shoemaker aproximando-se de Eros.
Fonte: Nasa (Sept. 2001)

Uma vez que diversas missdes espaciais visando orbitar estes tipos de corpos (asterdides
ou cometas), ou até pousar neles, ttm sido propostas e implementadas, torna-se de
extrema importancia o conhecimento do potencial gravitacional definido por corpos de
formas irregulares. Ainda mais importante é a determinacéo das regides de estabilidade

e instabilidade de trajetdrias ao redor de tais corpos.

A representacdo do potencial gravitacional de corpos ndo esféricos através de
harmonicos esféricos convencionais requer expansdes de alto grau e ordem, as quais sdo
numericamente dificeis de obter. O método poliedral é bem aceito para avaliar o campo
gravitacional de um corpo com formas irregulares tais como asterdides, nucleo

cometario e pequenos satélites planetarios.
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O método poliedral consiste na representacdo geometrica de um corpo tridimensional
regular ou irregular como um poliedro com um namero variavel de faces triangulares. O
potencial gravitacional do corpo pode ser calculado através da soma do potencial de
cada uma de suas faces. Com um pequeno esforco esse modelo pode incorporar

importantes caracteristicas da superficie, tais como crateras e elevacdes.

Esse método torna-se uma importante ferramenta para prever e controlar a navegacao e
a evolucdo dindmica de um veiculo espacial ao redor de um corpo bastante irregular em

seu complexo campo gravitacional.

Determinar a evolucdo orbital e executar manobras em satélites que orbitam a Terra ou
outros corpos celestes sdo hoje objetivos importantes das atividades espaciais. Existem
muitos estudos disponiveis na literatura a este respeito e muitas alternativas para
resolver estas questdes, porém todos apresentam modelagens especificas para cada tipo
de problema. O problema de determinar a evolucdo orbital de um veiculo espacial
consiste em obter uma descri¢do de seu estado (posicao e velocidade) como uma fungéo
do tempo. De uma forma abrangente, a transferéncia orbital pode ser definida como
sendo o problema de mudanca do estado inicial de um veiculo espacial (posicéo,

velocidade e massa) de ro, Vo € Mg no instante to para ry, v¢ € ms NO instante t; (t; > to)
com o menor consumo de combustivel (m; - mo) possivel. Para obter esse resultado

deve-se escolher 0 mddulo, a direcdo e o sentido do empuxo a ser aplicado ao veiculo
(controle disponivel). O problema de manobra orbital consiste em determinar o
comportamento orbital e transferir um veiculo espacial entre duas Orbitas dadas. Em
uma transferéncia desse tipo existem diversos fatores importantes como, por exemplo,
controle do tempo gasto com a transferéncia, economia no consumo de combustivel,

limites nos atuadores e/ou estado do veiculo, etc.

Assim sendo, 0s objetivos principais deste trabalho sdo: determinar uma forma analitica
para representar o potencial gravitacional em torno de um corpo de forma geométrica
simples, porém ndo-esférica; obter uma descricdo das possiveis evolucdes orbitais de

um veiculo espacial que viaja em torno de um corpo com essas caracteristicas; e,
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finalmente, encontrar solugbes para o problema de manobras orbitais, com minimo

consumo de combustivel, entre 6rbitas em torno desse corpo.

Este é um caso particular que foi pouco explorado pela literatura. Sera assumido que
uma particula se encontra em Orbita em torno de um corpo que possua uma forma
geométrica conhecida. O potencial gravitacional desse corpo sera desenvolvido e
descrito em uma forma analitica fechada. Com isso, sera possivel representar de forma
aproximada um corpo de forma geométrica genérica como sendo uma soma de formas
geomeétricas conhecidas. Assim sendo, pode-se obter o potencial desse corpo como uma
soma de equacdes analiticas que expressam o potencial dos sélidos que formam o corpo.
A partir dai, pode-se calcular propagacGes de 6rbita e manobras orbitais dentro desse

potencial conhecido.

A principal meta que este trabalho de pesquisa pretende atingir € gerar conhecimento
teorico e aplicado, através do desenvolvimento de aplicativos computacionais, sobre
esse importante e atual assunto. O presente trabalho tem como foco o estudo de formas
geométricas simples (bi e tridimensionais), porém ndo esféricas. Aplicar o método de
poliedros em formas simples, cujos potenciais ja sejam conhecidos através da literatura,
traz informacdes Uteis que podem ser aplicadas em objetos com formas mais complexas.
Neste trabalho, toda a implementacdo computacional feita para formas simples pode ser
aplicada diretamente para quaisquer outros corpos irregulares, tais como os asteroides,
desde que a forma e o modelo poliedral desses corpos sejam conhecidos.

A metodologia deste trabalho constou das seguintes etapas:

1) Uma revisdo da modelagem analitica do potencial gravitacional de algumas formas
geométricas planas, com o proposito de entender o comportamento do potencial em
regides proximas aos vértices dessas placas. Essa etapa consiste de um estudo detalhado
do trabalho ja desenvolvido por Kellogg (1929) e Broucke (1995). O estudo do
potencial de corpos tridimensionais, através do método de poliedros, também se da
nessa fase do trabalho e conta com importantes trabalhos de Werner (1996). Assim,
tem-se a reprodugdo das expressdes analiticas para o potencial. Conhecidas as
expressdes analiticas do potencial de diferentes corpos, escolhem-se diferentes objetos
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com formas irregulares e bem definidas e calcula-se numericamente o seu potencial

gravitacional.

2) Com o potencial determinado, faz-se um estudo da topologia do espaco de fase do
problema de dois corpos (asterdide—veiculo espacial). Sdo estudadas as regides de
estabilidade/instabilidade (6rbitas periodicas, quase-periddicas e caodticas) e as regides
de colisdo ao redor de formas geométricas planas. Esse estudo é feito através da técnica
de superficie de seccdo de Poincaré. Para objetos tridimensionais sdo estudadas as
dindmicas da 6rbita de uma particula teste ao seu redor. Inicialmente utiliza-se como
corpo central, cujo potencial sera determinado, uma esfera de raio unitario e,

posteriormente, alguns elipsdides prolatos e oblatos de diferentes valores de semi-eixo.

3) Ao final da etapa anterior, o Gltimo estudo serd a simula¢do de missdes espaciais com
0 estudo de possiveis manobras orbitais. Um método para resolver problemas de
trajetdrias Otimas e que foi aplicado neste trabalho € o Two-Point Boundary Value
Problem (TPBVP), em que as condi¢des necessarias para a otimizacao sdo encontradas

usando técnicas de calculo variacional.
A sintese do trabalho é dada por:

No Capitulo 1 apresenta-se a introducdo do trabalho, a motivacdo e o seu principal

objetivo.

No Capitulo 2 apresenta-se a revisdo bibliografica da literatura, dando énfase aos varios
métodos desenvolvidos para o calculo do potencial gravitacional de varios corpos com
formas geomeétricas planas simples e formas tridimensionais irregulares. Consta ainda
da apresentacdo de alguns trabalhos que descrevem a forma de importantes objetos
celestes, tais como os asterdides. Ainda nessa revisdo encontram-se alguns trabalhos
gue apresentam a dinamica da Orbita de uma particula ou veiculo espacial ao redor de

corpos tridimensionais.

No Capitulo 3 tem-se o estudo analitico do potencial gravitacional para diferentes

formas geométricas simples, tais como: o segmento de reta, o retangulo e o triangulo.
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Neste capitulo encontra-se a descricdo do potencial gravitacional de poliedros (3D),
transformando-os em poligonos (2D) e, posteriormente, em segmentos de reta (1D). Sdo
apresentadas também as expressfes analiticas da forca gravitacional, matriz gradiente
de gravidade e Laplaciano para esses corpos tridimensionais.

No Capitulo 4 tém-se os primeiros resultados do estudo de trajetdrias ao redor de corpos
com formas geométricas planas. Sdo apresentadas algumas trajetorias ao redor de placas
retangulares e triangulares. Ainda neste capitulo apresenta-se uma descri¢do da técnica
de superficie de seccdo de Poincaré como ferramenta para o estudo da regido de
estabilidade e instabilidade ao redor de corpos cujos potenciais sdo estudados. Tem-se
um conjunto de superficies de sec¢des de Poincaré para as trajetdrias ao redor de tais
placas, além de um estudo global das regides de estabilidade e colisdo ao redor do
retdngulo e do tridngulo. Apresenta-se também uma breve analise do semi-eixo maior,
excentricidade, argumento do pericentro e anomalia verdadeira dessas Orbitas,

destacando-se o efeito do potencial nas proximidades dos veértices dessas placas.

O Capitulo 5 apresenta o0s resultados mais relevantes para alguns corpos
tridimensionais, tais como a esfera e alguns elipséides prolatos e oblatos de diferentes
valores de semi-eixo. Esses resultados consistem de trajetdrias que validam o calculo do
potencial gravitacional através do método de poliedros, destacando-se o efeito da
atracdo gravitacional desses corpos através do estudo do semi-eixo maior e
excentricidade das drbitas de uma particula teste ao redor desses corpos. Ainda neste
capitulo tem-se a descricdo do método para resolver problemas de trajetdrias 6timas
utilizando o Two-Point Boundary Value Problem (TPBVP), apresentando-se a aplicacédo
do método com o desenvolvimento numerico de uma manobra orbital ao redor de um

corpo celeste tridimensional.

O Capitulo 6 descreve as conclusdes extraidas deste trabalho e os comentarios finais

para extensdes futuras do mesmo.

O trabalho € entdo finalizado com a bibliografia consultada e necessaria para sua

realizacao.

32



CAPITULO 2

REVISAO BIBLIOGRAFICA

O problema de obter uma representacdo do potencial em torno de um corpo ndo-esférico
apresenta diversos trabalhos publicados na literatura.

A maioria dos artigos sobre potencial gravitacional de poliedros aparece na literatura de
geofisica. Muitos artigos avaliam a gravitacdo do poliedro de forma fechada, embora
alguns realizem somente duas integragdes analiticas e a terceira via quadratura. Fungdes
elementares (arco tangente, logaritmo ou arco tangente hiperbdlico) aparecem nas
expressdes finais. Alguns artigos de geofisica derivam somente a atracdo ou somente a

componente vertical.

Os poliedros podem ser classificados de uma forma simples até uma forma complexa:
(1) paralelepipedo, (2) prisma e (3) poliedro de modo geral.

A derivacgéo do potencial gravitacional do paralelepipedo nao é dificil e j& era conhecida
desde o inicio do século XIX, como por exemplo, através de Everest (1830). O interesse
da geofisica moderna em gravitacdo de paralelepipedo parece ter comegado com Nagy
(1966) e foi estendido através de Bannerjee e Gupta (1977) e Montana et al. (1992).

Waldvogel (1976) aparece na literatura de fisica matematica.

Trabalhos descrevendo a gravitacdo de um prisma podem ser encontrados nos artigos de
Plouff (1976), Cady (1980) e Telford et al. (1976).

A gravitacdo do poliedro foi inicialmente derivada em meados do século XIX. Strakhov
e Lapina (1990) declaram que problemas de gravimetria direta e magnetometria para
poliedros homogéneos séo classicos. Eles foram primeiro estudados no seculo XIX;
porém, somente em 1960 — 1980 uma atencdo especial foi dedicada a esse topico. O
trabalho de Malovichko (1963), citado em Golizdra (1981) tem o titulo: “Aniversério de
cem anos do trabalho de F. A. Sludskiy sobre a atracdo de poliedros homogéneos”.
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Artigos mais atuais incluem Barnett (1976), Okabe (1979), Waldvogel (1979), Pohanka
(1988), Kwok (1991) e Werner (1994).

O potencial gravitacional de um objeto irregular pode ser facilmente calculado a partir
da soma do potencial de véarios poliedros, desde que a forma do corpo celeste a ser
estudado seja bem conhecida. Antes de apresentar um estudo bibliografico que trata da
representacdo do potencial de corpos irregulares, serdo apresentados alguns trabalhos
que descrevem as formas de varios corpos celestes: asterdides, satélites naturais e
cometas; além de alguns detalhes relevantes sobre suas formas, composicdes de solo,

densidades e algumas das mais importantes crateras.

Turner (1978) propde determinar a forma do satélite marciano Fobos utilizando as
caracteristicas reveladas por imagens de televisdo da espaconave Mariner 9. As
caracteristicas foram posicionadas precisamente sobre o modelo através da interacdo de
mais de uma imagem. O principal objetivo de seu trabalho foi desenvolver um modelo
que pudesse corresponder bem com todas as imagens e, assim, fazer o primeiro mapa
detalhado. O autor obteve medidas de diametros das crateras, localizagOes de latitude e
longitude dos centros, e as formas das crateras, que estdo catalogadas em 260
depressdes. Entre outras, a cratera Stickney foi interpretada com um diametro médio de
11,1 km, seu minimo de 9,6 km e a cratera Hall com um didmetro de 5,9 km. Um raio
médio de 11,0 km resulta dos comprimentos dos vetores para os 146 vértices de um
poliedro. Foi também verificado um volume de 5620 km® para Fobos.

Thomas (1988) estuda os raios, as formas e a topografia local dos cinco maiores
satélites de Urano utilizando coordenadas da borda. A técnica fornece uma medida
direta das formas elipsoidais dos satélites e fixa a precisdo do raio por sub-pixel. Os
satélites Umbriel, Titania e Oberon sdo melhores representados por esferas. Miranda e
Ariel sdo elipséides cujos bojos equatoriais sdo consistentes com as densidades médias
publicadas. Topografia das bordas de Miranda mostra deformacéo substancial tanto dos
terrenos mais velhos cheios de crateras, quanto das coroas mais novas e de complexas

falhas e elevagdes as margens das coroas. A deformacdo maxima é cerca de 10 km. A
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borda de Umbriel mostra uma base de origem indeterminada de aproximadamente

500 km de largura e 6 km de profundidade.

Duxbury (1989) estuda a figura de Fobos. O autor utiliza expansdes de harmonicos
esféricos de grau e ordem 6 para produzir um modelo usual da figura de Fobos. A
precisdo do modelo é suficiente para produzir mapas digitais e fotograficos da
superficie, assim como em estudos fotométricos. O modelo preenche a superficie inteira
com uma precisdo de poucas centenas de metros, exceto na regido em torno da grande
cratera Stickney. Uma amplitude de libracdo forcada de 0,81 + 0,5 (o) graus foi
confirmada, combinando com o valor observado de 0,79 graus, considerando que Fobos
tem uma distribuicdo de densidade uniforme dentro da incerteza da predigé&o.

Thomas (1989) apresenta um estudo quantitativo das formas irregulares de pequenos
satélites de Marte, Japiter, Saturno e Urano, baseado primeiramente em medidas de
coordenadas da borda de satélites usando imagens de espaconaves. Esses satélites
possuem seus raios médios menores que 150 km. As técnicas de medidas sdo
brevemente descritas, e depois, uma comparacdo é feita dos tamanhos e formas de
Fobos e Deimos obtidas por duas diferentes técnicas: coordenadas da borda e medidas
estereocdpicas. Modelos elipsoidais podem medir volumes de objetos irregulares com
grande precisdo. Essas aproximacoes elipsoidais, entretanto, séo descri¢des incompletas
das formas de pequenos satélites em que os residuos médios sdo maiores que 0S erros
medidos. A diferenca entre objetos elipsoidais e irregulares é definida quantitativamente
através de testes de varios mecanismos, usando medidas da forma e dados da borda dos
satélites. Finalmente esses resultados sdo comparados com dados de asterdides.

Thomas et al. (1994) estudam a forma de Gaspra. As imagens de Gaspra obtidas durante
a passagem da sonda Galileo em outubro de 1991 foram utilizadas para derivar um
modelo da forma do asterdide. Gaspra é um objeto altamente irregular com diametros
principais de 18,2 x 10,5 x 89 km e um raio médio de 6,1 km. Assumindo-se
distribuicdo de massa homogénea, 0 eixo de rotacdo € alinhado com o maximo
momento de inércia dando as incertezas estimadas no modelo. Os autores concluem que

o0 asterdide é moderadamente mais irregular que os pequenos satélites cujas formas séo
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conhecidas. Concluem também que Gaspra € um objeto derivado de um corpo

substancialmente grande que sofreu fragmentacdes colisionais.

Thomas et al. (1995) estudam imagens da Voyager 2 usadas para medir o estado de
rotacdo instantaneo do satélite Hipérion durante o periodo de passagem da espagonave
por Saturno, em 1981, a fim de definir a forma do satélite e 0 mapa de caracteristicas
geoldgicas. Uma forma elipsoidal para modelar Hipérion apresenta 0s eixos principais
de 164 x 130 x 107 km. A forma do satélite é modelada através das imagens e a
modelagem de sua dindmica sobre varios periodos inconstantes sugere um interior
relativamente homogéneo. Os autores sugerem que Hipérion foi derivado pela ruptura

catastrdfica de um objeto de 2 a 5 vezes seu volume.

Thomas et al. (1996) estudam a forma de Ida e verificam que sua forma é mais irregular
do que qualquer outro objeto do sistema solar encontrado por espagonave. Cerca de
95% da superficie de lda foi fotografada pela Galileo, seu volume é de 16100 + 1900
km?® (raio médio de 15,7 + 0,6 km) e a area da superficie é de 3900 + 300 km?. As
dimensfes méxima e minima s&o 55,8 e 14,8 km. Os autores apresentam varias imagens

de Ida de diferentes longitudes com os correspondentes modelos de suas formas.

Thomas et al. (1997) estudam imagens obtidas pelo telescdpio espacial Hubble (HST)
para determinar o pélo de spin, o tamanho e a forma de Vesta. Sua forma pode ser
representada por um elipsdide de raio 280 x 272 x 227 (+12) km. A densidade média de
Vesta é de 3,8 + 0,6 g/cm®. Os autores afirmam que Vesta, 0 terceiro maior asterdide,

tem uma superficie distinta, composta por material basaltico.

Muinonen e Lagerros (1998) determinam a inversdo da forma estatistica de pequenos
corpos do sistema solar. As formas irregulares desses corpos sdao modeladas por
estatistica lognormal, isto €, assumindo que as formas sdo esferas aleatdrias Gaussianas,
que sdo descritas pelos raios médios e pela funcdo de covariancia dos raios logaritmicos.
A forma estocéstica é entdo dada pela funcdo de covariancia, ou os espectros discretos
de seus coeficientes de Legendre. Os autores sugerem que as formas de pequenos

corpos no sistema solar séo dificeis de investigar, portanto, existem imagens de poucos
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objetos através de missdes espaciais. Alguns asteroides proximos da Terra foram

mapeados por técnicas de radar.

Hudson et al. (2000) relatam as observagdes de radar do asterdide que cruza a 6rbita da
Terra, 0 Golevka 6489, obtidas entre 3 e 15 de Junho de 1995 através de antenas de
radio. Espectros Doppler unidimensional sdo usados para estimar a casca convexa do
objeto, refinar as efemérides e ainda as quatro possiveis dire¢cbes do pélo. Uma
modelagem tridimensional, usando imagens atrasadas em Doppler bidimensionais e
curvas de luz obtidas na literatura, define o polo e revela uma extraordinaria forma

angular com lados planos, bordas e angulos bem definidos e concavidades peculiares.

Ostro et al. (2000) fazem um estudo através de observacbes de radar do cinturdo
principal e verificam que o asterdide da classe M, 216 Kleopatra, revela-se como um
objeto com formato de halteres com dimensdes globais de 217 x 94 x 81km (+ 25%). As
propriedades da superficie do asterdide sdo compativeis com um regolito, tendo uma
composicdo metalica e uma porosidade comparavel com o solo lunar. Os autores
verificam que a forma de Kleopatra é provavelmente o resultado de uma seqiiéncia de
eventos colisionais e muito de seu interior deve ter a estrutura de um amontoado de
escombros ndo consolidados. Curvas de luz oOptica com grandes amplitudes e
cronometragem de ocultacdo estelar sugerem uma forma alongada; observacdes de radar

Doppler e imagens Opticas adaptativas sugerem algum tipo de bifurcacéo na forma.

Ostro et al. (2001) estudam imagens atrasadas Doppler dos radares de Goldstone e
Arecibo do asterdide 1998 ML14 obtidas logo depois de sua descoberta. As imagens
revelam um asterdide de 1 km de didmetro com topografia proeminente de um lado, e
de outro, uma topografia deficiente. As propriedades épticas e de radar do objeto séo
tipicas de asterdides proximos da Terra de classe S. Um modelo derivado das imagens e
assumindo que a densidade seja uniforme erra em mais que 30° em apenas 4% da
superficie. Se a distribuicdo da densidade do asterdide é uniforme, entdo sua regido
orbital € similar a um corpo planetario com um campo gravitacional esferoidal e é
relativamente estdvel. Uma integracdo de orbita refinada a partir de dados de radar

mostra que na aparicdo de 1998 o asterdide teve sua aproximacdo maxima da Terra
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entre no minimo 1100 e até 2283, quando ele se aproxima a 2.4 distancias lunares. Fora

desse intervalo as observag6es ndo sdo suficientes para previsdes confiaveis.

Veverka et al. (2001) discutem as imagens obtidas durante o pouso da sonda Near-
Shoemaker no asterdide 433 Eros, no dia 12 de Fevereiro de 2001, em que foram
obtidas cerca de 70 imagens. A area de pouso € marcada por um conjunto de pequenas
crateras e um grande namero de particulas ejetadas. As ultimas sequéncias de imagens
revelam uma transicdo da superficie rochosa para uma area lisa, as quais 0s autores
interpretam como um ‘lago’. Imagens fechadas, de uma altitude de 1129 m, apresentam

o interior de uma cratera de 100 metros de didmetro com resolucdo de 1 cm.

A partir das formas definidas, varios métodos sdo apresentados para determinar o
potencial gravitacional de corpos celestes irregulares, alguns autores utilizam
integracdes simples (Broucke, 1995), outros utilizam o método de poliedros (Werner,
1994) e, ainda, 0 método de concentracdo de massas - MASCON (Werner e Scheeres,
1996), entre outros. Alguns dos trabalhos revisados descrevem o potencial gravitacional
de importantes corpos celestes e outros descrevem um estudo completo de trajetorias ou
pouso de espagonaves em cometas, asterOides ou satélites naturais (Scheeres et al.,
1996; Romain et al., 2001).

Barnett (1976) desenvolve um método analitico para os campos gravitacional e
magnético de um corpo tridimensional de forma irregular. Nesse método, o corpo
modelado € representado por um poliedro composto por faces triangulares. Como a
solucdo € analitica, as faces do poliedro podem ter qualquer tamanho e o nimero de
pontos de entrada depende somente do nimero de pices requerido para o contorno do
corpo. Dois exemplos foram apresentados para ilustrar a flexibilidade do método. O
autor mostra que o método pode ser usado tanto para calcular corre¢des terrenas quanto
para calcular os campos de qualquer estrutura uniforme representado por uma superficie

poliedral.

Plouff (1976) calcula os campos magnético e gravitacional de prismas poligonais e
apresenta a aplicacdo para as corre¢cGes magnéticas terrenas. A formula para o efeito da

gravidade de um prisma retangular foi desenvolvida pelo autor para comparar com
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formulas de correcdes terrenas. Sua expressao € similar a de Kellogg (1929) e
proporciona um valor do campo gravitacional para qualquer ponto fora ou dentro do

prisma.

Banerjee e Gupta (1977) apresentam os célculos da atracdo gravitacional de um
paralelepipedo retangular e citam o trabalho de Nagy (1966) que considerou a atragdo
gravitacional de um prisma retangular reto. Eles mostram a analogia dos dois trabalhos

e listam uma série de limitacdes que as expressdes de Nagy apresentam.

Okabe (1979) apresenta as expressdes analiticas para anomalias gravitacionais devido a
corpos poliedrais homogéneos e as translagdes para anomalias magnéticas. O autor
desenvolve expressdes analiticas completas da derivada primeira e segunda do potencial
gravitacional com dire¢des arbitrarias devido a um corpo poliedral homogéneo de faces
poligonais, aplicando o teorema da divergéncia. O trabalho trata ndo s6 de prismas
retangulares finitos, mas também infinitos. As anomalias da gravidade devido a um
poligono uniforme sdo descritas em duas dimensdes. O potencial magnético devido a
um corpo uniformemente magnetizado é diretamente obtido pela derivada primeira do
potencial gravitacional em uma dada direcdo. A regra para transladar a derivada
segunda do potencial gravitacional em uma componente do campo magnético também é

descrita pelo autor.

Cady (1980) calcula as anomalias gravitacional e magnética de prismas poligonais retos
de comprimentos finitos. Nesse trabalho, uma equacdo é derivada para 0 campo
gravitacional vertical devido a um corpo homogéneo. A equacgdo pode ser separada em
termos bidimensionais e termos exatos para as contribuicdes dos extremos do prisma.
As intensidades magnéticas sdo expressas como um vetor soma, da qual a formulagao

do produto escalar pode ser obtida pela expansao binomial.

Golizdra (1981) calcula o campo gravitacional de um poliedro. Na solucdo de
problemas diretos de gravimetria muita atencdo é dada aos poliedros, desde os mais
simples (tais como cubos, piramides triangulares, prismas triangulares, etc.) até os
poliedros com N faces planas orientadas arbitrariamente. Poliedros séo usados como

modelos aproximados para o calculo do campo de massas tridimensionais. O autor
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mostra que o campo gravitacional total é igual a soma dos campos de cada poliedro

individual.

Pohanka (1988) apresenta uma expressao 6tima para o calculo do campo gravitacional
de um corpo poliedral homogéneo. Sua formula é derivada e transformada de modo que
os célculos numéricos do campo gravitacional sejam tdo simples e velozes quanto
possiveis, e que todas as operacdes numéricas sejam bem definidas para todos os
valores dos parametros de entrada. O autor mostra que a expressdo derivada é valida
ndo somente para pontos externos ao corpo, mas também para pontos internos e sobre

sua superficie.

Werner (1994) modela objetos irregularmente formados, tais como asteroides, nucleos
cometarios e pequenos satélites planetarios utilizando poliedros. Com o minimo esfor¢o
esse modelo pode incorporar importantes caracteristicas da superficie, tais como
grandes crateras. O autor desenvolve expressdes de forma fechada para o potencial
gravitacional exterior e as componentes da aceleracdo de poliedros com densidades
constantes. Demonstra a utilidade da técnica ilustrando a superficie equipotencial do
satélite marciano Pobos. A grande cratera Stickney é apresentada no modelo da
superficie fisica e seu efeito é percebido na superficie equipotencial. As expressdes para
os poliedros sdo aproximacgOes da realidade, visto que corpos celestes reais ndo sdo
poliedros e contém densidades irregulares. Assim, as expressdes parecem
desapropriadas para estudos analiticos, sendo que ndo se separam os termos keplerianos
das funcOes perturbativas, mas podem ser certamente usadas para estudar Orbitas ao

redor de poliedros simples como os sélidos Platdnicos.
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Broucke (1995) faz derivacGes elementares do potencial gravitacional Newtoniano
criado pelas diferentes distribuicdes de massa. Ele comeca com varios objetos
bidimensionais, tais como, retdngulos, triangulos e poligonos. Enfatiza a presenca de
dois tipos de termos: logaritmo e arco tangente. Ele também fornece alguns teoremas
que permitem reduzir varios potenciais para casos mais simples, mas com distribuicdo
de massa equivalente. Usou esta propriedade para derivar expresses de forma fechada

para o potencial criado por um poliedro para pontos tanto internos quanto externos.

Scheeres et al. (1996) utilizam um modelo fisico do asterdide 4769 Castalia para
investigar a dindmica de orbitas fechadas ao seu redor. O método de analise proporciona
uma base para estudos sistematicos da dindmica fechada de particulas girando
uniformemente ao redor do asterdide. Os autores estabelecem que a integral de Jacobi
existe para particulas orbitando esse asterdide, examinam a superficie de velocidade-
zero, encontrando familias de oOrbitas periodicas, e determinando suas estabilidades.
Verificam que todas as Orbitas sincronas e Orbitas diretas dentro de aproximadamente
trés raios médios de Castalia sdo instaveis e sdo sujeitas a impactos ou escapes do
asterdide. Orbitas retrogradas sdo principalmente estiveis e permitem que particulas
tenham Orbitas fechadas para a superficie do asteréide. Derivam um modelo que permite
predizer as condi¢cbes de escape de uma particula em orbita ao redor de Castalia, bem
como as condigdes de captura (temporaria) para um corpo exterior com Orbita
hiperbélica. Orbitas dentro de 1,5 km de Castalia sdo sujeitas a ejecdo imediata do

sistema. Orbitas hiperbolicas com uma V,_<0,4m/s podem potencialmente ser

capturadas por Castalia se 0 seu raio do periapsis estiver dentro de aproximadamente
2 km. Para Castalia essa regido de captura € pequena, mas 0s resultados também
aplicam-se para asterdides maiores cujas regides de captura devem também ser maiores.
Eles determinam o limite na velocidade de ejecdo pela qual assegura um escape ou sofra
um re-impacto como fungdes da posicao sobre a superficie de Castalia. Desenvolveram
um simples critério que permite estabelecer se uma particula poderia ter sido ejetada do

asterdide no passado e se ira colidir com a superficie no futuro.

Werner (1996) apresenta a derivacdo do potencial gravitacional do poliedro com

densidade constante; seu potencial, for¢a gravitacional, matriz gradiente de gravidade
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das derivadas parciais de segunda ordem e potencial do Laplaciano. A derivacdo é
analitica em todas as partes, ndo ha quadraturas. Os resultados sdo de forma fechada em
vez de uma expansdo de séries infinitas e envolve somente fungdes elementares (arco

tangente e logaritmo).

Werner e Scheeres (1996) determinam o potencial gravitacional de um poliedro de
densidade constante envolvendo termo logaritmo por borda e termo arco tangente por
face. O Laplaciano é utilizado para determinar se um ponto de prova est4 dentro ou fora
de um corpo de forma irregular. Determinada a expressao para o potencial, esta é
comparada com harmonicos convencionais e representacfes gravitacionais Mascon

(concentracdo de massa) do asterdide 4769 Castalia.

Rossi et al. (1999) desenvolvem dois cddigos independentes que podem integrar
numericamente a Orbita de uma particula teste ao redor de corpos primarios formados
irregularmente. O primeiro codigo modela o corpo central como um poliedro com um
namero variavel de faces triangulares enquanto que o segundo cddigo é baseado na
representacdo do corpo central em termos de ‘mascons’ (concentracdo de pontos de
massas). Para checar a validade dos dois codigos, os autores calcularam o potencial
gravitacional de uma esfera modelada por poliedros e pela aproximagdo mascon e
propagaram a Orbita de uma particula em diferentes posi¢cdes. Seus resultados
mostraram que a modelagem de uma esfera foi bem representada tanto para o método de
poliedros quanto para a aproximag&o mascon, com um erro menor que 10°°. Ainda nesse
trabalho, Rossi et al. propagam a orbita de uma particula ao redor de um elipsoide e
apresentaram 0s principais elementos orbitais, fazendo uma comparacdo do periodo

orbital para ambos os codigos.

Scheeres, Khushalani e Werner (2000) apresentam uma aproximagdo de minimos
quadrados para estimar a distribuicdo de densidade interna de um asterdide e aplicam o
método para um asterdide com uma simples forma de poliedro. O método assume que 0
campo gravitacional do asteroide é medido para um grau e ordem especifico e que um
modelo poliedral do asterdide é disponivel e tem sido discretizado em um ndmero finito

de poliedros com densidade constante. A aproximacdo é derivada usando-se Vvarias
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propriedades basicas das expansfes gravitacionais nos harmdnicos esféricos e pode
conciliar explicitamente uma matriz de covariancia completamente correlacionada para
0 campo gravitacional estimado. Para um asterdide discretizado em M poliedros de
densidade constante e uma medida do campo gravitacional para grau e ordem N, o
problema de minimos quadrados é sub-determinado se M > (N+1)* e é super-
determinado se M < (N+1)% Para ambos os casos uma decomposicdo de valor singular
aproximada produzira solugdes. Os autores aplicam a aproximagdo para um nimero de
situacdes de testes ideais usando a forma do asterdide consistindo de 508 tetraedros.
Apresentam ainda que o0 caso sub-determinado é sensitivo para distribuicbes de
densidade ndo-uniformes. O caso sobre-determinado apresenta um bom desempenho,

independente da distribuicdo de densidade inicial.

Scheeres et al. (2000) demonstram nesse trabalho que as interagfes gravitacionais
mutuas entre um asteroide e um planeta ou um outro asteroide podem desempenhar uma
importante funcdo na modelagem do estado de spin do asteroide. Eles focalizam duas
situacdes que o asterdide deve encontrar durante o tempo de vida. O primeiro € a regido
depois da criacdo de um asterdide primordial que sofreu uma ruptura gerando outros,
quando deveriam ser muitos fragmentos de asterdides interagindo gravitacionalmente
um com o outro antes de seu mutuo escape. O outro é a interacdo entre um asteroide e
um planeta durante uma passagem hiperbdlica. Em cada caso a interacdo gravitacional
mutua pode alterar o estado de spin do asterdide. Os autores derivam classes analiticas
dos efeitos e realizam simulacdes numéricas para explorar as interacGes e para dar
exemplos. O efeito de muitas interacBes pequenas, tomadas de forma isolada, causa o
aumento na velocidade de rotacdo do asterdide, embora isso deva ser balanceado em
oposicdo a todos os outros efeitos que influenciam a velocidade de rotacdo.
Inversamente, o efeito de uma simples e forte interacdo pode fundamentalmente mudar
0 estado de spin de um asteroide, causando a queda, e significativamente o aumento ou
a diminuicdo global de seu momento angular. Os autores simulam interacdes de uma
esfera de massa arbitrdria com Toutatis e verificam que esses tipos de interacfes
gravitacionais podem proporcionar explicacbes parciais para o corrente estado

rotacional de Toutatis.
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Romain et al. (2001) apresentam expansdes em harménicos elipsoidais do potencial
gravitacional, tendo em vista que pequenos corpos do sistema solar sdo alvos da
exploracdo espacial. Muitos desses corpos tem formas ndo-esféricas e as expansdes em
harménicos esféricos usuais de seu campo gravitacional ndo sdo bem apropriadas para a
modelagem de espagonaves que orbitam ao redor desses corpos. A melhor solucéo para
tal é o uso de expansdes em harménicos elipsoidais, ao invés da esférica usual. Os
autores apresentam uma teoria matematica bem como uma aplicacéo real: a simulacéo
de pouso sobre a superficie de um cometa de 1 km de dimensdo. Eles mostram que
através de expansdes em harmonicos elipsoidais abaixo de grau 5 o erro de posicédo do
pouso é da ordem de metros, enquanto que o0 erro correspondente para as expansdes em

harménicos esféricos pode alcancar dezenas de metro.

O estudo de corpos celestes com formas irregulares, por exemplo, asterdides e cometas,
tém sido destacados por sua grande importancia nas atividades espaciais. Alguns
trabalhos recentes que envolvem a exploracao de corpos irregulares foram apresentados
no 35" COSPAR SCIENTIFIC ASSEMBLY, realizado em Paris - Franca, em julho de
2004 e podem ser encontrados no CD de resumos ou no site do evento. Alguns

trabalhos de principal interesse tratam da exploracdo de pequenos corpos. Citam-se:

1 — Vaérias missfes espaciais para objetos proximos da Terra foram planejadas,
como por exemplo: HAYABUSA (MUSES-C) é uma missdo de retorno da
espaconave, projetada pelo Japdo, para exploracdo do asterdide 25143 Itokawa;
DAWN é uma missdo de descoberta da NASA para exploracdo de dois asterdides:
Vesta (julho de 2010 a julho de 2011) e Ceres (agosto de 2014 a julho de 2015); a
missdo ROSETTA langada em fevereiro de 2004 ird explorar o nicleo do cometa
67/P Churyumov-Gerasimenko. (Barucci, M.A., 2004)

2 — A exploracdo do interior de um nucleo cometério (cometa 9P/Tempel 1) pela
missao DEEP IMPACT. Os resultados do impacto com o cometa serdo observados
da Terra e proporcionardo informacg6es Unicas das propriedades fisicas do nucleo
cometario. (A’Hearn, M., 2004; Belton, M.J.S., 2004; Meech, K.J., 2004; Johnson,
E., 2004 e Burchell, M.J., 2004)
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CAPITULO 3

FUNDAMENTOS TEORICOS

3.1. Potencial Gravitacional de Formas Geométricas Bidimensionais

3.1.1. Introducao

Nesse item sdo apresentadas as derivagdes elementares do potencial gravitacional
Newtoniano criado por diferentes distribuigdes de massa. Alguns objetos
unidimensionais e bidimensionais sdo apresentados, tais como, o segmento de reta, o
retangulo e o triangulo. Todos esses potenciais sdo expressos na forma fechada e dois

termos aparecem nessas expressoes: logaritmo e arco tangente.

O objetivo desse estudo ¢ explorar a praticidade de utilizar expressoes de forma fechada
para o potencial de alguns corpos homogéneos com formas bem definidas. Conhecido o
potencial, determinam-se as componentes da aceleragdo a fim de estudar as possiveis

orbitas de um veiculo espacial em torno desses corpos.

Esse item trata-se de uma revisdo detalhada do trabalho desenvolvido por Kellogg
(1929) e Broucke (1995) e comeca com o potencial do segmento de reta, principalmente
porque aparecem expressodes logaritmicas bem conhecidas e permitem uma relacdo entre

corpos bi e tridimensionais. Os demais serdo corpos bidimensionais (placas).

A aproximacao serd manter os calculos tdo elementares quanto possiveis, assim, nao
serdo utilizados o Teorema da Divergéncia de Gauss ou o Teorema de Green. Todas as

derivacdes sdo baseadas em tabelas de integrais elementares.

Segundo a lei da Gravitacdo Universal de Newton, a magnitude da forca entre duas
particulas, uma de massa m;, situada num ponto P, e outra de massa m,, situada num

ponto Q, ¢ dada como:
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F=y—2 (3.1)

em que r ¢ a distancia entre os pontos P e Q; v ¢ a constante de proporcionalidade que

depende das unidades usadas.

Por defini¢do chamamos o corpo no ponto P como sendo a particula atraida, entdo, as

componentes da for¢a serdo determinadas no ponto Q.
3.1.2. A Atragio de um Segmento de Reta

Seja um segmento de reta (vara), com densidade linear o, estendido no espaco do ponto
P, (0, 0, 0) ao ponto P, (/, 0, 0). No primeiro caso, a particula atraida encontra-se
alinhada com a vara, no ponto P (x, 0, 0), x > ¢ (Figura 3.1). Considere que a vara seja
dividida em intervalos pelos pontos &, =0,&,,§,,...,§, =¢; entdo, o intervalo
(&,,&,.,) carrega uma massa GA&, que, segundo as leis fisicas, ¢ considerado como
concentrado em algum ponto &'« do intervalo. Assim, as forcas devido a particula ao

longo do eixo x, para o ponto considerado, sao (Kellogg, 1929):

A
Fx, __ GoAS: Fy, =Fz, =0 (3.2)

, 12
=2
em que G ¢ a constante gravitacional de Newton.

A forca devido a todo segmento de reta serd o limite da soma das forcas devido ao

sistema de particulas, ou:

(3.3)
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Figura 3.1 — Segmento de reta ao longo do eixo x

. . 14
Consideremos agora uma segunda posi¢do para a particula atraida, no ponto P (E , ¥, 0),

a distancia r da particula a um ponto Qy (& 'k, 0, 0) do intervalo (&, ,&,,,) é dada por
PO 2 ' ¢ ’ 2
r,=PQ, = 1/ = &k—a +y (3.4)

e a magnitude da forga no ponto P ¢

Fyk=—gg§3~f~l} (3.5)

Os limites das somas dessas componentes dao as componentes da atracdo do segmento:

-%)

Fx:—GGj 2 dg;
0 [(&_%)Z +y2]/
Fy= —chj‘ dG 7 (3.6)
0 [(&_%)Z +y2}/
Fz=0.
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A primeira integral desaparece devido ao limite de integracao (veja integrais 1 € 2 do

item 3.1.5), logo:

Fx=Fz=0; Fy:—& (3.7

y (%)2 +y?

3.1.3. A Atrac¢io de uma Placa Retangular Geral

Considere agora uma lamina retangular homogénea e uma particula localizada num
ponto P qualquer fora do retangulo (Figura 3.2). Tomando os eixos (x, y) paralelos aos
lados do retangulo, e seus vértices com relacdo a esses eixos sdo

A(b,c), B(b',c), C(b',c'), e D(b,c') e as distancias dos vértices ao ponto P(0,0,Z) sio:

di =b*+c¢*+2°
d; =b%+c? +27Z°
d§ =b%+c%+27Z°

d; =b*+c?+2?

(3.8)

Seja AS, um elemento de superficie, contendo o ponto Qi localizado na placa retangular

com coordenadas (X, yk). A distancia rx da particula ao ponto Qi ¢ dada por:

I :%k - I =\/(X_Xk)2 +(Y_Yk)2 +(Z_Zk)2

mas, zx =0 ¢ X =Y = 0; entdo:

T, =4X; +y; +2Z° (3.9)
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y P (0,0,7)

A
D ¢’ C

Ty
. * °
AS, X
Qx
5? ® 0 ® b p X
R " o O Qi (Xx, yi)
A ¢ B
(a) (b)

Figura 3.2 — Placa retangular: (a) a placa retangular encontra-se no plano (x, y); (b) tém-
se as distancias do elemento de area, que contém o ponto Qx, ao ponto de

prova P.

O potencial da placa retangular pode ser dado pela expressao:

_ GoAS,
I

U, (3.10)

ou, utilizando a integral 3, tem-se:

c'b' c' c'
_ dxdy _ (' 2,2 2}1 ( 2 2 2%
U—Gcflm—Go{IInbh/b +y* +2° fy ~[Inlb +,/b” +y* + Z° Hy

Resolvendo a integral acima (integral 4), encontramos:

b' ln—(C'+d3)+bln (C'+d1)+c' ln(b'+d3)+cln (b'+d1)

Uz Go (c+d,) (c'+d,) (b+d,) (b'+d,)
+Ztan™ b-c —Ztan™ bl-c +Ztan™ b'-c — tn_lﬁ
-d, -d, -d, -d,

(3.11)
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e a magnitude da for¢a no ponto P (0, 0, Z) ¢

A
F, = Gczsk (3.12)
Iy
Essa forca tem os cossenos diretores
Xy . Y . _é
VXi+yr Xty K
As componentes da forca sdo entdo, dadas por
c'b'
x, dx, dy
Fx =Go L e
H(xﬁ +yi +sz
c'b'
y, dx, dy
Fy - GGJJ. 2 2 : k2 - 2 2
Cb(Xk+Yk+Z Xt ¥y
c'b'
dx,d
Fz=GoZ[— 22k
b [xi +yr +ZZ]2
Resolvendo-se as integrais acima (integrais 3, 4 ¢ 5), encontra-se:
[d, +c d, +¢
Fx = Goln| S27¢. 84 7€
| d,+¢c d;+c
[d, +b d, +b'
Fy =Goln| - 2 (3.13)
|d,+b d;+b
Fz = Gol tan™ b-c —tan”' btc than_lﬁ—tan_1 b-c
Z-d, Z-d, Z-d, Z-d,
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Uma generalizacdo dessas equagdes pode ser feita, no caso em que o ponto P tem
coordenadas arbitrarias (X, Y, Z), ao invés de ser somente no eixo Z. Essa tarefa ¢
simples porque os vértices A, B, C, D do retdngulo t€ém localizagdes completamente
arbitrarias (Broucke, 1995). Para obter um resultado mais geral, é suficiente substituir
na equagdo do  potencial  (3.11), (b,b',c, c‘) respectivamente  por
(b—X, b=X, c—Y, c'-Y). Isso da uma nova expressio do potencial U como fungdo

das trés variaveis (X, Y, Z). Como conseqiiéncia, torna-se possivel calcular as

componentes da aceleragdo como o gradiente do potencial, ou seja:

U, gy V., U (3.14)

Fx=—: Fy= ; .
oX oY lo/4

Porém, ¢ importante notar que nas derivadas parciais de U (X, Y, Z), os argumentos dos
logaritmos e arco tangentes devem ser tratados como constantes (Broucke, 1995). Isso

simplifica consideravelmente o trabalho.

As expressoes gerais da aceleracdo possibilitam estudar as propriedades das orbitas ao

redor de uma placa retangular.
3.1.4. A Atracao de uma Placa Triangular

Nesta se¢do sera apresentado o potencial de um ponto P(0,0, Z) no eixo z criado por
uma placa triangular especial, conforme a Figura 3.3, que estd situado no eixo xy. O
lado P,P, ¢ paralelo ao eixo x. As coordenadas de P; e P; sio %(x,,y,) e §(X,,y,),

mas tem-se que y, =y, € X, > X, > 0. As distancias sdo dadas por:
& =x'+yi+72°; d=x3+y;+2Z° (3.15)
em que: d; ¢ a distancia de P (0, 0, Z) ao vértice (x;, y1) do triangulo no ponto Py;

d, ¢ a distancia de P (0, 0, Z) ao vértice (X2, y1) do tridngulo no ponto P.
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y
A P (0,0,Z)
P, P,
Yi=Yy2 % 4
r ([0 T (x1:y1) I
V4
Pl as 4
@,
2
p X .
0 o Qi (X, Y1)
(a) (b)

Figura 3.3 — Placa triangular: (a) tridngulo OPP, localizado no plano (x,y);

(b) distancia entre o elemento de superficie, contendo um ponto Qy, € 0

ponto P.

A distancia ry entre a particula e o ponto Qx ¢ determinado por:

I :%k - I :\/(X_Xk)2+(Y_Yk)2+(Z_Zk)2

mas, no ponto P (0, 0, Z), a distancia ry torna-se: rk2 = xi + yi +7Z° (3.16)

Usando a defini¢do do potencial gravitacional, tem-se que o potencial no ponto P pode

ser obtido por uma integracdo duplaemxey:

Yy By ¥ Y
U:GG'([ Bj d’r‘fy =Go£1n(B1y+J(Bf t1)y’ + 2 )dy —GG!IH(B2Y+\/(B§ +1)y’ +2° )dy
2y

(3.17)

Usando-se a integral 3 em x e a integral 6 em y da Tabela de Integrais (secdo 3.1.5) e
X5

X
sendo que B, =— e B, = —2; finalmente, o resultado é:
1 Y
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U=Goly,ln X4 Zan | B2 |- zean | P22 7o, (3.18)
X, +d, d, d,

em que o, =0, —0, representa o angulo do triangulo a origem O que ¢ mostrado na

Figura 3.3.

O potencial deste tridngulo no ponto P (0, 0, Z) sobre o eixo z deve ser invariante sob
uma rotagdo arbitraria do tridngulo ao redor do mesmo eixo z. Portanto, a Equagao
(3.18) também deve ser invariante sob esta rotacdo e seus quatro termos sao
individualmente invariantes. Esses termos podem ser expressos em funcdo de
quantidades invariantes, tais como os lados e os angulos do tridngulo. Entdo, a nova

formula para o potencial é:
U = GolL,, +Z(S, +S,)~| 7o, } (3.19)

em que o termo logaritmo da Eq. (3.18) ¢ determinado por:

L, = QIH[M} , (3.20)
B! dl +d2 — I
e os dois angulos sdo da forma:
-S, C,d -S, C,,d
S, =tan” z 271 S) = tan"l( z 71272 ] (3.21)
l (|Z| (rlz -D,, )] ’ |Z| (rzz _D12)

Algumas expressoes nas Equacdes (3.20) e (3.21) estdo definidas como o produto
escalar D,, =rr,cosa,, € o produto vetorial C,, =rr,sina,, pelos vetores r, er,. O

simbolo S, € o sinal da variavel Z, e rj, € a distancia entre P; e P, (Broucke, 1995).
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O potencial de uma placa triangular arbitraria P,P,P, pode ser obtido pela soma de trés

tridngulos especiais da forma utilizada nesta secao (Figura 3.4). O potencial num ponto
P (0, 0, Z) sobre o eixo Z ¢ obtido através da soma de trés expressdes do tipo da Eq.

(3.19). O resultado tera trés termos logaritmos e seis termos arco tangentes.

y
[\ Iy
S’,
I
I3 1 S’Sl P,
> X
O
I I3
S,/S’
P3

Figura 3.4 — Placa triangular P,P,P,

Os termos logaritmos sdo:

L, = ln[(dl +d, + I'12)/((11 +d, -1, )]v
L,, =1In[(d, +d, +1,)/(d, +d, —1,,)]; (3.22)
L, = ln[(d3 +d, + r31)/(d3 +d, _r31)]-

Os seis termos arco tangente podem ser combinados em pares de trés novos termos.

Primeiramente calcula-se um numerador:

N=-7(C,, +C,, +C,)) (3.23)

e os denominadores:
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D, = Zz(rlz +Dy —Dy, _Dlz)_CIZCSI 5
D, = Zz(r22 +D;,-D,, _D23)_C23C12 ;
D, = Zz(r; +D, =Dy, _D31)_C31C23-

Assim, a soma dos angulos ¢ dada por:

Nd Nd Nd
Y=tan'| — |[+tan”'| —2 |[+tan"| — |+S,®
Dl DZ D3

A funcido potencial é determinada por:

C C C
U:GG{ 2L,+—=2L,,+—L,, +ZZ}

I, )3 I

(3.24)

(3.25)

(3.26)

Este resultado ¢ invariante com respeito a uma rotagdo arbitraria ao redor do eixo z.

Para obter o potencial num ponto P(X,Y,z), ¢ suficiente substituir todas as coordenadas

dos vértices (xi , yi) por (xi -X,y,— Y) na Equagdo (3.26). Isso d4 uma expressdao mais

geral do potencial U como fungdo das trés variaveis (X,Y, Z). Como conseqiiéncia ¢

possivel calcular as componentes da aceleragdo como o gradiente de U. E importante

notar que, tomando as derivadas parciais de U(X,Y, Z), os argumentos dos termos

logaritmo e arco tangente foram tratados como constantes. Assim, as componentes da

aceleracdo sao determinadas por:

Fx = _GG[(Yz -y )le /1, + (Y3 -Y, )L23 /1y + (Y1 -Y; )L31 /r31]

Fy= GG[(Xz =X)Ly /1y + (% =%, )Ly / 1 + (%) = %5 )Ly, /r31]

Fz = GoX
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O estudo do potencial de formas simples, bem como as possiveis Orbitas em torno de
tais corpos, torna-se importante para obter conhecimento necessdrio ao estudo de

solidos tridimensionais, como poliedros.

3.1.5. Tabela de Integrais

Para o célculo do potencial e das componentes da aceleracdo, algumas integrais
indefinidas foram usadas. Algumas delas foram obtidas através de tabelas (Spiegel,
1981) ou pelo software Mathematica, outras no livro de Kellogg (Kellogg, 1929) e

outras foram facilmente calculadas, por simples substitui¢do. A seguir, listam-se as

2
integrais utilizadas. Nas integrais 1 e 2 considere a abreviagdo: Yz(ﬁ— %) +y?,

sendo que dY = 2(& — %) dg.

dy 1
b Ive &

6 _ ¢
2 =
) IY% N

4 [ X oy 2" Jy = yinf ey e exaly VT2

) X
1Y _ stan™ Y

z WX +y +7°

-y +ztan~

1 _ 2472
=~ tan,|Y

ydy _ I
(xz+y2+z2 L y? +z> X X

5) |
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6) jln(Ax +4/Cx* +2° )dx = xln(Ax +4/Cx* + 22 )— X +ztan™ (ij +ztan™ (%J
z Cx“+z

As constantes na integral 6, usadas para obter o potencial do tridngulo, sdo:

A=, and C=B’ +1,parai=1¢2.

Obs.: Note que na integral de Kellogg (Kellogg, 1929 - pagina 57) tem um erro de
impressao no ultimo dos cinco termos, verificado em calculos e observado por Broucke

(Broucke, 1995): o ‘x” no numerador deve ser trocado por um & .

3.2. Potencial Gravitacional de Formas Geométricas Tridimensionais

3.2.1. Introducao

Nosso planeta — a Terra, embora ndo seja, ¢ considerado um corpo esférico. Levando-se
em conta seu achatamento, a Terra tem um potencial gravitacional muito bem
determinado; o que ¢ de extrema importancia para missdes espaciais, pois seu potencial
pode influenciar muito no comportamento de um satélite artificial que orbita ao seu

redor.

O problema de obter uma representagdo do potencial em torno de um corpo de forma
irregular serd abordado neste trabalho. Esses corpos podem ser, por exemplo, um

asteroide, o nicleo de um cometa ou pequenos satélites planetarios.

O poliedro pode ser definido como um corpo solido tridimensional cuja superficie
consiste de faces planares reunidas ao longo de bordas retas que terminam em pontos
chamados vértices. Exatamente duas faces se encontram em cada borda. Trés ou mais
bordas e um ntimero igual de faces se encontram em um vértice qualquer (Werner,

1996).

Para modelar asteroides, as faces dos poliedros podem ser largas e pequenas e podem

representar importantes caracteristicas da superficie, tais como topos e crateras. Porém,

59



nao ¢ de extrema necessidade a inclusao de detalhes topologicos nesse modelo, isto €, o
corpo inteiro nao precisa ser modelado com uma resolucdo altamente uniforme. De
outra maneira, faz-se necessario que o estudo seja o mais geral possivel. As expressdes
dadas por Werner (1996) admitem um poliedro ndo convexo com depressdes em sua
superficie, crateras, entre outros. Para o célculo do potencial gravitacional de um
asteroide, duas suposicdes ndo realistas devem ser feitas: (1) o asterdide ¢ um poliedro

e, (2) a densidade do poliedro ¢ constante.

3.2.2. Descricao de um Poliedro

O poliedro nao ¢ necessariamente simétrico ou regular. Em particular, diferentes faces

podem ter diferentes numeros de bordas, diferentes comprimentos de borda e areas.

O angulo interior a borda ¢ chamado de angulo diedro. Por exemplo, os angulos diedros
de um cubo sdo todos de 90°.

Os cinco poliedros mais simples sdo denominados sOlidos Platdnicos. Sao eles: o
tetraedro, o cubo, o octaedro, o icosaedro e o dodecaedro. Se os angulos e o

comprimento das bordas sao iguais, o sélido Platonico ¢ chamado regular (Figura 3. 5).
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Tetraedro Cubo Octaedro

Icosaedro Dodecaedro

Figura 3.5 — Sélidos Platonicos.

J4

O tetraedro ¢ o poliedro mais simples, que consiste de quatro triangulos eqiiilateros
formando a base de uma piramide triangular. Um cubo (também chamado de hexaedro)
tem seis faces quadradas; considerando que os comprimentos de suas bordas sejam
iguais, tem-se o chamado paralelepipedo retangular reto. O octaedro tem oito faces,
novamente tridngulos eqiiilateros. A superficie do icosaedro tem vinte tridngulos
eqiiilateros e, finalmente, a superficie do dodecaedro consiste de doze pentagonos.

Todos esses corpos sao convexos, porém os dois ultimos nao sao muito conhecidos.

Para qualquer poliedro sem buracos, os numeros de vértices (V), faces (F) e bordas (B)
sdo relacionados pela expressdo V + F — B =2, um resultado atribuido a Euler. A tabela

a seguir mostra o numero de vértices, faces e bordas para os cinco sélidos Platonicos.
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Tabela 3.1 — Numero de vértices, faces e bordas para os cinco solidos Platonicos.

Cubo 12
Octaedro 12
Icosaedro 12 120 (30
Dodecaedro (20 |12 [30

V |F
Tetraedro |4 |4 |6

8 |6

6 |8

Se todas as faces sdo triangulares, entdo B = % F (cada face tem trés bordas, mas cada

borda ¢ formada por duas faces) e resulta nas expressdes F=2V -4 e B=3V-6.

Embora seja possivel triangularizar as faces de um cubo ou de um dodecaedro com
bordas diagonais, isso raramente ¢ feito. Os trés solidos Platonicos com faces
triangulares (tetraedro, octaedro, icosaedro) ddo uma ampla flexibilidade, especialmente

quando as faces sdo subdivididas para aumentar o nimero de vértices.
3.2.3. Representacio Matematica e Calculo do Potencial Gravitacional

O potencial gravitacional exterior U de um corpo tridimensional pode ser calculado

através da expansdo em séries infinitas em harmdnicos esféricos, ou pelo calculo da

integral U = '[ r~'dm . A representagdo das séries infinitas ¢

(Bjn Zn: P, (sen)C,,, cos(mr)+S,  sen(mr)] (3.28)

I m=0

GM GM <
=4 —
r r

U

n=1
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em que

U ¢ o potencial gravitacional,

G ¢ a constante gravitacional;

M ¢ a massa total do corpo;

R ¢ a distancia de referéncia conveniente;

(r, 0, 1) sdo (raio, latitude, longitude) do ponto de prova no espago livre;
P ¢ o polindmio de Legendre;

sdo coeficientes adimensionais determinados pelo célculo da
integral ou, no caso dos planetas, pela técnica linear de estimagao

(Kaula, 1966).

O termo isolado Gl\% ¢ chamado de parte Kepleriana e corresponde a n=0. Os

termos n =1 desaparecem quando a origem encontra-se no centro de massa.

Os harmonicos esféricos sdo uma boa aproximagdo para o calculo do potencial de
corpos esféricos, tal como a Terra. Porém, a velocidade de convergéncia das séries
diminui quando o ponto de prova se aproxima do corpo. Além disso, as séries divergem
quando o ponto de prova estd dentro da esfera. Claramente, a aproximacdo dos
harmonicos esféricos sofre com a tentativa de se expressar a gravitagdo proxima a um

corpo nao-esférico.

Uma outra maneira de se expressar o potencial ¢ através do calculo da integral

U= Ir‘ldm = jcr_ldq. Para que essa aproximacdo seja tratavel, a densidade ¢ deve

ser uma simples fun¢do de coordenadas q. Em muitos casos assume-se que a densidade

¢ constante.

Para se calcular essa integral alguns caminhos sdo necessarios para expressar os limites
de integracdo. Corpos com descri¢des analiticas incluem o fio reto unidimensional e
arco circular (1D), o retangulo bidimensional e disco circular (2D), a esfera, elipséide

tridimensional e o paralelepipedo retangular reto (3D).
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O trabalho envolve o calculo do potencial gravitacional exterior de um poliedro
arbitrario — dado um poliedro, calculam-se as medidas gravitacionais no espaco ao seu

redor. A integral de volume aproxima-se para uma solu¢do de forma fechada.

3.2.4. Calculo do Potencial Gravitacional de um Poliedro

Os principais resultados sdo obtidos com expressdes intrinsecas, de forma fechada, para
o potencial gravitacional exterior de diversos poliedros, incluindo forca gravitacional,

matriz gradiente de gravidade e potencial Laplaciano.

Para se calcular o potencial de um poliedro 3D, primeiramente obtém-se sub-expressoes
equivalentes para o potencial de um poligono 2D e para um fio reto 1D, os quais contém

sub-expressoes envolvendo um logaritmo e um angulo sélido.

Para tanto, faz-se necessdria a definicdo do sistema de coordenadas, dando lugar a
origem para o ponto de prova em que o campo gravitacional esta sendo calculado,

conforme a Figura 3.6.

- ~pb

Ponto de prova

Figura 3.6 — Sistema de Coordenadas Cartesianas do ponto de prova.
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Na Figura 3.6 tem-se que o vetor r= xi + yj +zk situa o elemento diferencial com

relagdo ao ponto de prova e r € 0 seu comprimento.

3.2.4.1. Potencial do Volume como uma Integral de Superficie

. A T G ~ s
A divergéncia do campo vetorial Er = %r com relacao as coordenadas do elemento

diferencial ¢ % Essa identidade permite converter a definicdo de integral de volume

do potencial U para uma integral de superficie via Teorema da Divergéncia de Gauss,

com a condi¢do de que a densidade c seja constante:

U szthj%dm=chy%dv=%chljdivfdv

(3.29)

em que n denota o vetor normal a superficie. Esse resultado geral é valido para
qualquer corpo tridimensional com densidade constante, o qual satisfaz as condi¢des do
Teorema da Divergéncia, que diz: o volume V deve ser limitado, sua superficie S deve
ser continua por partes e orientdvel, e as componentes do campo vetorial e suas
derivadas primeiras devem existir ¢ ser continua em todo o volume e sobre sua

superficie (Greenberg, 1978).

Segundo a expressdo de Gauss a equacdo (3.29) pode ser escrita como uma derivada

normal %H%ds .
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3.2.4.2. Integral de Superficie Potencial de um Poliedro

Cada face f de um poliedro 3D, isto é, um poligono, dd seu proprio sistema de

coordenadas Cartesianas pela regra da mao direita com a origem no ponto de prova. O
versor k esté alinhado com n,, o vetor normal a superficie da face f. As componentes
de r, ou seja, (X, y, z) sdo expressas nesse sistema de coordenadas. A componente z nao
¢ somente uma constante, pois o plano da face deve estar acima ou abaixo do plano ij .

Isto €, z € uma coordenada e ndo uma distancia.

Primeiramente separa-se a integral de superficie (Eq. (3.29)) em uma soma de integrais,

uma por face:

fefaces

U:%Gc > Usjﬁ}fds]

~2Go 3 [fif[%os

fefaces §

1 . 1
=-Go > ngrfjj;ds (3.30)

fefaces S

Desde que todos os vetores r terminem no plano da face, entdo a quantidade z=r,r ¢
constante. Trazendo-se o vetor fora da integral, substitui-se r — r,, um vetor do ponto

de prova para algum campo fixo no plano da superficie. Isso é usado somente para o

calculo de z.

3.2.4.3. Potencial de uma Regiio Plana

A integral IJdS/r na Equacdo (3.30) expressa o potencial de uma regido planar

bidimensional S. Embora S seja a face de um poliedro (isto ¢, um poligono),
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inicialmente € possivel proceder como se fosse uma simples regido planar 2D. Um

termo conveniente ¢ adicionado e subtraido e o Teorema de Green ¢ utilizado. Uma

integral ” (z/r3 )dS aparece e ¢ definida como ®, . Tem-se entdo que:

1 1 Z2 z?
[[Las= Lj(;+r—3jd8— % as

S

2 2 2 2
:Lj[f S roy st_z.jsjréds

.[J.ldS=§l(xdy—ydx)—ﬁgrf TOR (3.31)
S I C I

em que C ¢ o limite da regido, no sentido anti-horario, de acordo com a regra da mao

direita e n, € o vetor normal a face. O potencial da regido planar pode ser calculado

como uma integral de linha em torno do limite e um outro termo envolve a regido

inteira.
3.2.4.4. Potencial de um Poligono
A equacao (3.31) apresenta o potencial de uma regido planar 2D simples, que sera

especificada como sendo um poligono, ou seja, a face de um poliedro. A integral da Eq.

(3.31) pode ser reescrita como a soma sobre todas as bordas b, ou seja:

I %dsz > fl(xdy—de)—ﬁ?rf-wf (3.32)

poligono bebordas r
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A Figura 3.7 apresenta a distancia S ao longo de uma borda tipica ‘b’, medida a partir
de um ponto arbitrario (x,,y,) sobre a borda. O vetor normal a borda, i} permite o
calculo intrinseco do seno e do co-seno do angulo o, entre a borda e o eixo i. Cada
borda tem um vetor normal fi;. Este vetor se encontra na face plana e é ortogonal a

ambos os vetores da borda e normal a face. Define-se o angulo o, em fun¢do do vetor

A~

R ~f \T % ~f \T 4%
normal a borda como: cosa, :—(nb) j € sena, :+(nb) i.

poligono

Figura 3.7 — Distancia s ao longo da borda ‘b’ medida a partir de um ponto arbitrario.

Com essas defini¢des ¢ possivel calcular a integral (Eq. (3.32)) para um tipico poligono
de borda b. Seja ‘s’ a distancia parametrizada ao longo da borda de algum ponto fixo

(x,,y, ) sobre a borda ou sua extensdo infinita. As coordenadas 2D (x,y) de um ponto

genérico ao longo da borda sao:

X=X, +SC0sQ,
(3.33)
y=Yy, +ssena,

ou seja, a proje¢ao da borda do poligono no sistema ii .
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Tem-se entao que:

—(y, +ssena, )(cosa,ds)

I%(xdy_ydx):jl{(xb +scosay )(senods) }

r
b

- (Xb sen o, — Yy cosab)j%ds
:[(ﬁ{)) iXb JYb][ ds

= (@} )'r; [~ds (3.34)

em que r, =ix, +jy, +kz, é um vetor do ponto de prova para o ponto fixo sobre a

borda b da face f. Desde que ( ) k=0, r, nio se encontra necessariamente no plano

da face.

3.2.4.5. Potencial de um Fio

Pode-se considerar a integral da Equacao (3.34) como o potencial de um fio reto 1D.

Adota-se o simbolo L = jlds para uma borda geral b da face f. Werner (1994) mostra
r

que a integral definida pode ser expressa intrinsecamente em funcdo das distancias P; e

P; do ponto de prova com relacdo aos dois extremos do comprimento da borda, o qual

resulta em:

I' +I' +I'
j— ds=ln—2 % (3.35)
T +I' —r
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em que 1; € 1j sdo as distdncias do ponto de prova aos vértices P; e P;, respectivamente e

rjj ¢ o comprimento da borda (Figura 3.8).

o
Ponto de prova

Figura 3.8 — L\ depende somente do tamanho e posigio aparentes da borda.
3.2.4.6. Potencial do Poliedro

Dada a definicdo de L), a Equagdo (3.34) pode ser reescrita simplesmente como

(ﬁf) )T r, L, . Por sua vez, o potencial de um poligono 2D (Eq. (3.32)) ¢ dado por:

1 AT f rf AT
[[ das= > ()'r Ly —ifr, o (3.36)
poligono r bebordas
do poligono

Substituindo-se a Equacao (3.36) na expressao do poliedro 3D (Eq. (3.30)), encontra-se:

U:%GG > ﬁ:rf“.%ds

fefaces S

1 - A \T ~
=5GG Doria, Z(nf)) r, L |—-flr o,

fefaces bebordas
da face
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1 A (A F rf 1 TaA AT
=—Go Z er nf(nb) r, -L, [--Go er nnr; - o, (3.37)
2 fefaces| bebordas 2 fefaces
da face

A Equagio (3.37) pode ser simplificada substituindo-se, primeiramente, r, —r, pois

r/h, =z=n,r, para todo r] das bordas da face. Usando como exemplo uma borda

tipica, P,P, em comum com as faces A e B (Figura 3.9). Exatamente dois termos do
duplo somatorio sdo envolvidos com essa borda, um da face A e outro da face B. Pode-

se escolher o mesmo vetor r, para ambas as faces, isto ¢, rj> =r,, =r,,. Da mesma

maneira, as integrais L}, =L% =L,, sio as mesmas para ambas as faces A e B, desde

que dependam somente do comprimento da borda e da distancia do ponto de prova até
os dois pontos finais. O duplo somatorio torna-se uma simples soma sobre as bordas do

poliedro:

S| ) ) r L

fefaces| bebordas
da face

T T
=...+r,E,r,-L,+...= Zrb E.r,-L,

bebordas

Em que r, ¢ um vetor do ponto de prova para um ponto qualquer sobre a borda b ou sua

extensdo infinita (neste caso foi dispensado o uso do sobrescrito f).
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. f (A L a (aB )T <
Define-se uma matriz 3x3 dada por E, =i A(nf}) +nB(n]231) em fungdo de duas

faces e os vetores normais a borda associados com a borda P,P,. Cada borda do

poliedro tem sua propria matriz do tipo E, .

Retornando para a Equagdo (3.37), ¢ conveniente definir uma outra matriz F, =n.n

uma para cada face.

borda em comum

Figura 3.9 — Borda comum as faces A ¢ B
Com os termos em comum para cada borda fatorados juntos e com as novas matrizes

definidas, tem-se o primeiro resultado significante a partir da Equagdo (3.37) — o

potencial de um poliedro com densidade constante:

U:%Gc S HE,r, L, —%Gc D Fr o, (3.38)

bebordas fefaces
3.2.5. Derivadas Primeira e Segunda

Antes de derivar a expressao (3.38) para calcular a forca gravitacional do poliedro 3D,

deriva-se a forca gravitacional de um poligono por dois caminhos diferentes. Termos
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extras aparecem no segundo caminho, mas devem desaparecer, pois sao ausentes no

primeiro. Fazendo desaparecer os termos 2D, a expressdo 3D ¢ simplificada.
3.2.5.1. Forc¢a Gravitacional do Poligono

Derivando a integral definida do potencial de uma simples regido planar, novamente ¢

utilizado o teorema de Green:
vjj dS——(l@i+]—+k Jﬂ ~ds
—1” dS jj dS k”——dS

AL ol (e

= —ii%der ji;%dx + ﬁmf

em que o operador nabla V significa —(ii+ji+f(ﬁj, usado para calcular
/4

ay

derivadas parciais com relagcdo as coordenadas do ponto de prova.

Restringindo a regido planar S como sendo um poligono, os limites da integral tornam-

se a soma das integrais de linha ao longo do comprimento das bordas:

v ] _ds_bémi ij%dyﬁ{%dx}ﬂ%cof

poligono b
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Derivando a Equagdo (3.32), utilizando a definicio de L) e de seno e cosseno do

angulo o, , tem-se que:

\% ” ldS = z [—isenabj.lderjcosabJ.lds}+ﬁmf
poligono T bebordas b I v T
= S limar)u -imal ) o,
bebordas
v ] %dS =— Y AL, +h0 (3.39)

poligono bebordas

Novamente, tem-se que lETﬁE =0. A equagdo (3.39) expressa a forca gravitacional de

um poligono 2D.

Para revelar os termos que desaparecem, deriva-se mais uma vez a forga gravitacional

do poligono 2D através do potencial de um poligono (Eq. (3.36)). Tem-se ainda que

Vr = V(xi + yj + zﬁ): —I, como uma matriz identidade 3 x 3 negativa. Entdo:

V{ Z(ﬁi)Trbf 'Lfb —fhi,r, 'wf:|

bebordas

= > [(ﬁﬁ)TVrbf L, +(ﬁfb)Trbf -VLfb]—ﬁ?Vrf ‘o, —Ar, - Vo,

bebordas

{— D ﬁf,-Lfb+ﬁf-mf}+{ 3 (af)r, -VLfb—ﬁ}rf-me}

bebordas bebordas

Os dois primeiros termos (em colchetes) sdo a Equagdo (3.39), ou seja, a propria forca

gravitacional do poligono. Assim, os dois Ultimos termos (em chaves) devem

desaparecer e, para isso, tem-se que:
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S (af)'r, -VL, =alr, - Vo, (3.40)

bebordas

Pode-se notar que tais termos desaparecem quando se calcula o potencial de qualquer
objeto 3D com densidade constante. Ou seja, as func¢des transcendentais sdo constantes

com respeito ao operador gradiente. Entretanto tal fato foi apresentado para o poligono

2D.

Para o poliedro 3D, multiplica-se a Equagdo (3.40) por r,n, sobre todas as faces do

poliedro, expandindo o duplo somatdrio e reunindo os termos das bordas em comum.

Tem-se como resultado:

Y r Er,-VL, = > r/Fr; Vo, (3.41)

bebordas fefaces

Multiplicando-se a Equagdo (3.40) somente pelo vetor normal a face, n, pode-se

encontrar:

D E,r,-VL, = Y Fr; Vo, (3.42)

bebordas fefaces
3.2.5.2. Forc¢a Gravitacional do Poliedro

Para calcular a forca gravitacional de um poliedro 3D, formalmente deriva-se o

potencial resultante dado pela Equagao (3.38):
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VU:%GGV Z:rbTEbrb ‘L, —%GGV Z:rfTFfrf JOR

bebordas fefaces

=Gc{— Y E.r, L, + > Fr, .wf} (3.43)

bebordas fefaces

+%GG{ > r Er,-VL, - > r/Fr, -Vcof}

eebordas fefaces

Os termos em chaves desaparecem devido a Equacdo (3.41) e a Equacdo (3.43) torna-

S¢:

VU=-Go Y Er, L, +Go Y Fr; -0, (3.44)

bebordas fefaces

Esse ¢ o segundo maior resultado: a forga gravitacional de um poliedro com densidade

constante.
3.2.5.3. Matriz Gradiente de Gravidade do Poliedro

Para calcular a matriz (Hessiana) gradiente de gravidade simétrica de derivadas parciais
de segunda ordem, formalmente deriva-se a expressdo da forca gravitacional (Equagao

(3.44)):

bebordas fefaces

V(VU)= —GG(V D E,r, ‘L, J + GG(V > Fr, - mfj

=—GG[ YE,-L,—- D F -mf}

bebordas fefaces

(3.45)

—Gc{ D E,r,-VL, - ZFfrf~me}

bebordas fefaces
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Os termos em chaves desaparecem devido a Equacgdo (3.42) e a Equacao (3.45) torna-

S€:

V(VU)=Go >'E,-L, -Go ) F; o, (3.46)

bebordas fefaces
Esse € o terceiro resultado.

3.2.5.4. Potencial Laplaciano do Poliedro

Embora o Laplaciano V>U possa ser calculado como o trago da matriz gradiente de

gravidade (Eq. (3.46)), uma derivagdo formal da equagdo que descreve a integral de

fefaces

superficie via Gauss, dada por %GG Z (”ﬁgf‘ de, conduz a um simples resultado
S

COmo:

VZU:%GG szjfjﬁ}fds

fefaces

1 ~ » X "y ~ 7
:EGG ZVZJ‘IkT|:1?+‘]?+k;:|dS

fefaces f

-300 3. [Jv fas=ao 3. I “as

fefaces f r fefaces

V’U=-Go Y [[do=-Go Y o (3.47)

fefaces f fefaces

Esse ¢ o ultimo grande resultado. A soma — Z(of desaparece onde o ponto de prova

estd fora do poliedro (equagdo de Laplace), e ¢ igual a —4n dentro (equagdo de

Poisson).
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O Laplaciano pode ser calculado sem a necessidade de que o potencial, a forca
gravitacional ou a matriz gradiente de gravidade sejam calculados, desde que todos os

valores de ®, sejam obtidos. Um programa de computador pode usar o Laplaciano para

determinar se um ponto de prova esta fora ou dentro.

Isso conclui o estudo do potencial gravitacional.
3.2.6. Area de uma Esfera Unitaria

Dois escalares adimensionais, L, e ®,, aparecem nas expressoes da gravitagao

do poliedro. A expressao logaritmica L, ¢ associada com cada borda e o angulo solido
0, = ” (Az/ r3) ¢ associado com cada face. A Equagdo (3.35) indica como calcular L,

e o angulo solido o, serd calculado através de interpretagdo geométrica (area de um

poligono esférico) a fim de evitar a integracao (Werner, 1996).

3.2.6.1. Area de um Poligono Esférico |(of|

Um elemento diferencial de area planar dS ¢ projetado em uma esfera unitaria
resultando em um elemento diferencial esférico do que tem o mesmo sinal de z.
Quando a regido planar S ¢ um poligono (isto é, a face de um poliedro), a imagem
projetada sobre uma esfera unitaria ¢ um poligono esférico cujas bordas sdo grandes

arcos circulares.

A area de um poligono esférico ¢é:
;[ =S, = (n—2)m, (3.48)
j=I1

em que n ¢ o nimero de vértices e S; sdo as medidas dos angulos de vértices esféricos.
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Essa expressdao evita o célculo da integral, ao invés disso, calcula-se os angulos dos

vértices de um poligono esférico, Sj .

3.2.6.2. Angulos de Vértices do Poligono Esférico S;

Sao calculados o seno e o cosseno de um angulo de vértice individual S1, S2, ... de um
poligono esférico correspondendo ao poligono planar. Qualquer um desses vértices
pode ser convexo (<18090) ou céncavo (>1800) — conforme a Figura 3.10; e o plano
pode encontrar-se acima da origem (z > 0) ou abaixo (z < 0). Nos quatro casos, o vetor
normal a face tem a mesma dire¢dao. Para calcular os angulos, S;, trés vértices planares

consecutivos sdo projetados em uma esfera unitaria centrada no ponto de prova.

Az>0

Esfera
unitaria

Az<0

Figura 3.10 — Elemento de area planar dS ¢ projetada em uma esfera unitaria centrada
no ponto de prova O. A area esférica resultante do tem o mesmo sinal de
Az. Sejam r,r;,1, vetores do centro da esfera O para trés vertices
consecutivos P, P;,P, do poligono planar. Para calcular senS; e cosS;
sdo criados novos vetores s; e s, tangentes a esfera, encontrando-se

nos planos O—P, —P;, ¢ O-P;, —P,. Esses vetores sdo representados

na Figura 3.11.
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ryen, =Az>0 ren; =Az<0

Figura 3.11 — Dados trés vértices consecutivos Pi, Pj, Pk, o seno € o cosseno de S;j

podem ser calculados construindo-se os vetores sjj € sjk.

Tem-se, entdo (Werner e Scheeres, 1997):

_ I\TI\ _ . _ A
cosSj— S8y = i C.=T -

(3.49)

>
>
>

I, f XTIy

1/l—cfk l—cﬁ

senS; = sinal(2)r; (§jk X §ji) = sinal(z)

Tendo calculado os seno e cosseno, pode-se calcular cada Sj com o arco-tangente ¢

soma-se para calcular |oaf

, Ou s¢ja:

o[ =[S, +S, +...+S, —(n—2)n]

(3.50)
= [tan_1 ()+tan' (L) +..— (n - 2)n]
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o, =sinal(z)‘|oaf| (3.51)

Essa aproximacdo requer n termos arco tangentes calculados por poligono. Entretanto,

J4

uma outra aproximagao ¢ considerar |cof| como uma seqiiéncia de rotagdes planas,

primeiro por S1, entdo por S; e assim por diante.
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3 — A sonda HAYABUSA (MUSES-C), lancada em maio de 2003, para exploragédo
do asterdide (25143) ITOKAWA. Esse asteroide ¢ um NEA (Near-Earth Asteroid)
e sua Orbita cruza as drbitas da Terra e de Marte. Seu movimento é cadtico e suas
dimensdes sdo 1x1x1 m. Essa sera a primeira missdo do Japdo que retorna a Terra.
(Yoshikawa, M., 2004; Demura, H. et al., 2004)

4 — Em janeiro de 2004 a sonda STARDUST encontrou o cometa Wild 2,
proporcionando medidas quantitativas do fluxo de particulas de poeira e da
distribuicdo de massa das particulas durante o encontro. Durante o encontro,
material da coma foi coletado e armazenado em um recipiente esférico dentro da

capsula de retorno da espaconave. (Economou, T.E. et al., 2004)

5 — A missdo DAWN DISCOVERY esta sendo desenvolvida pela NASA para
exploracdo de Vesta e Ceres. A chegada a Vesta esta prevista para outubro de 2011,
fica operando por sete meses e depois segue para Ceres, chegando em agosto de
2015 onde obtera cinco meses de dados. (Russell, C.T., 2004)

6 — O programa da NASA, NEW HORIZONS sera a primeira missdao de
reconhecimento cientifico do sistema Plutdo-Caronte. Os principais objetivos
cientificos da missdo serdo: a caracterizacdo da geologia global e morfoldgica de
Plutdo e Caronte e 0 mapeamento da composi¢do da superficie de Plutdo e Caronte,
entre outros. (Weaver, H.A. et al., 2004)

7 — A missdo DEEP SPACE 1 encontrou o cometa 19P/Borrelly em setembro de
2001. Seu encontro foi observado da Terra, retornando um conjunto de imagens e
dados que sdo utilizados para o estudo da coma. (Boice, D.C., 2004; Ho, T.M. et
al., 2004)

8 — A espagonave ROSETTA, originalmente programada para ser langada em
janeiro de 2003 para o cometa Wirtanen, foi lancada em fevereiro de 2004 com um
novo alvo, o cometa 67/P Churyumov-Gerasimenko, para a exploracdo de sua

superficie. A missdo serd nominalmente terminada em dezembro de 2015, quando o
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cometa tera alcancado aproximadamente 2 a.u. em sua trajetdria de saida. (Ulamec,
S. etal., 2004; Wirth, K.R., 2004)

Além desses trabalhos que representam a importancia das missGes espaciais para o
estudo de corpos irregulares, um dos trabalhos vistos no evento teve uma atencédo
especial por se tratar do estudo do potencial gravitacional de uma das luas de Jupiter,
Amalthea, e suas implicacdes sobre a trajetoria de uma espaconave. Nesse trabalho, a
modelagem do corpo € baseada na integracdo numérica de elementos de volume
infinitesimais, utilizando coordenadas elipticas. Os coeficientes do potencial
gravitacional sdo derivados com o segundo método de Neumann até grau e ordem 6
para 0s casos homogéneo e heterogéneo. Baseados nos dados de trajetdria da sonda
Galileo, fornecidos pelo Jet Propulsion Laboratory (JPL), os autores estudam o impacto
da trajetéria da Galileo devido ao campo gravitacional (Weinwurm, G. and Weber, R.).
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CAPITULO 4

RESULTADOS NUMERICOS PARA FORMAS
GEOMETRICAS BIDIMENSIONAIS

4.1. Introdugéo

Esse capitulo trata dos resultados numéricos obtidos para corpos bidimensionais (placa
triangular e retangular). Inicialmente, tem-se o estudo do potencial gravitacional e das
trajetorias ao redor das placas geométricas. Com o potencial determinado, faz-se um
estudo da topologia do espaco de fase do problema de dois corpos (placa—particula). S&o
estudadas as regides de estabilidade e instabilidade (6rbitas periddicas, quase-periddicas
e caoticas) e as regifes de colisdo. O método utilizado para esse estudo é o método de
superficie de seccdo de Poincaré. Neste capitulo encontra-se uma breve descricdo do

método e um estudo global do espaco de fase ao redor de tais placas. Os resultados sdo

apresentados em seccOes de Poincaré (X' X), de modo que se pode identificar a natureza

das trajetdrias, identificando-se as regides de colisdo e algumas ressonancias.

Antes de iniciar o estudo de orbitas ao redor de corpos tridimensionais, considerou-se de
grande importancia o estudo do comportamento de uma particula ao redor de uma placa
geométrica simples, principalmente nas proximidades de seus vértices. Com isso, 0
estudo da drbita ao redor de tais placas também levou em conta 0 comportamento da
particula teste quando esta se encontra muito proxima de um de seus vertices,
analisando-se o comportamento do semi-eixo da Orbita, da excentricidade, da anomalia
verdadeira e do argumento do pericentro ao longo do tempo. Nessa analise se faz uma
previsdo do comportamento da particula que orbita ao redor de sélidos tridimensionais
cujas formas sdo aproximadas por um conjunto de tetraedros contendo um numero finito

de vértices.

83



4.2. Estudo do Potencial Gravitacional de Placas Geométricas Planas

O desenvolvimento analitico de expressdes para o0 potencial e componentes da
aceleracdo de algumas formas geométricas é feito nesse trabalho com o objetivo
principal de obter conhecimento pratico e teGrico para que se possa aplicar
posteriormente em formas irregulares mais complexas, como o poliedro. Além disso, as
expressdes da aceleragdo permitem fazer um estudo dos possiveis tipos de Orbita em
torno desses sdlidos. As expressOes analiticas do potencial e da atracdo gravitacional

encontram-se no Capitulo 3 desse trabalho.

Este capitulo apresenta os primeiros testes do potencial gravitacional de corpos
bidimensionais antes de iniciar o estudo de trajetdrias. Descreve também o estudo do
espaco de fase de trajetérias ao redor de alguns corpos homogéneos com formas
geométricas bem definidas. Expressdes de forma fechada, derivadas do potencial
gravitacional das placas retangular e triangular, entre outras, foram obtidas por Kellogg
(1929) e Broucke (1995) e envolvem somente funcbes elementares (arco tangente e
logaritmo). Com essas expressdes estudou-se 0 espaco de fase de trajetdrias de uma
particula ao redor de dois corpos diferentes: a placa retangular e a placa triangular. Esse
estudo fez uso da técnica de superficie de seccdo de Poincaré que permite determinar a
localizacdo e o tamanho das regiGes estaveis e cadticas no espaco de fase (Winter,
2000).

A placa retangular utilizada tem dimensdes arbitrarias e seus lados sdo dados por £ =2.
Utilizou-se também um tridngulo retangulo, cujos vértices arbitrarios foram escolhidos
de forma que sua area e massa sejam unitarias (GM = 1). Tanto o tridngulo quanto o

retangulo estdo no plano XY, com os seus centros de massa na origem do sistema.

Alguns testes simples verificaram a coeréncia das equacOes analiticas, como por
exemplo, o fato do potencial gravitacional obtido para tais corpos decrescer com a
distancia.
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Uma importante generalizacdo das Equacgdes 3.11 e 3.26 pode ser feita, no caso em que
0 ponto P tem coordenadas arbitrarias (X, Y, Z), ao invés de ser somente no eixo Z.
Para o retangulo, essa tarefa é bastante simples porque seus Vvértices A, B, C e D tém

localizagBes completamente arbitrarias. Dessa forma, substitui-se (b, b, c,c)
respectivamente por (b - X, b'=X, c-Y, c'—Y) na equacao do potencial (3.11). Para o
triangulo, € suficiente substituir todas as coordenadas dos vertices (xi,yi) por
(x, =Xy, - Y) na Eq. (3.26). Essas generalizagOes dao expressdes para o potencial U
do retangulo e do triangulo como uma fungdo das variaveis (X,Y,Z). Ento, torna-se

possivel calcular as componentes da aceleracdo como o gradiente do potencial. E

importante notar que, tomando as derivadas parciais de U(X,Y,Zz), os argumentos dos

logaritmos e arco tangentes foram tratados como constantes por Broucke (1995). Essa

aproximacdo foi citada no livro de MacMillan (1958, paginas 79-81).

Neste trabalho é possivel verificar a validade de tal aproximacédo feita nas derivadas
parciais de U(X,Y,Z). Foram obtidas as expressdes para a aceleracdo atraves da
derivada do potencial, considerando os termos logaritmo e arco tangente como
constantes, e no segundo caso levando-se em conta os argumentos logaritmo e arco
tangente. Comparando-se as expressdes nos dois casos, verifica-se que, para 0
retangulo, o erro é da ordem de 10™*° e para o triangulo observa-se um erro da ordem de
10, 1sso mostra a validade de tal aproximacdo, o que simplifica o trabalho

consideravelmente.

Retangulo: As coordenadas que descrevem os vértices do retdngulo sdo definidas por:
b’=c’=1eb=c=-1, ouseja, ¢=2.As coordenadas da particula, ou ponto de prova,

séo definidas por: P (0, 0, Z), com Z variando de 1 a 200. As constantes usadas sdo a

constante gravitacional de Newton e a densidade do material e sdo dadas por G = _=1.

A Figura 4.1 representa o potencial da placa retangular em funcdo da distancia da

particula localizada no eixo z.
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Z (1 - 200)

Figura 4.1 — Potencial da placa retangular — P (0, 0, Z) com Z variando de 0 a 200.

Triangulo: As coordenadas do triangulo foram escolhidas de forma que o triangulo seja

equilatero, com area unitaria e que seja centrado na origem do sistema. As coordenadas
sdo dadas por:

X1 = -0.438691337650831; X, =-0.438691337650831; x3=0.877382675301662;
y1 =0.759835685651593; y, =-0.759835685651593; y3 = 0.000000000000000.

As coordenadas do ponto de prova sédo: P(X, Y, Z) =P (0,0, Z),com Z variando de 1 a

200. As constantes sdo: G =_=1.

A Figura 4.2 representa 0 potencial para a placa triangular em funcdo da distancia da
particula localizada no eixo z.
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Figura 4.2 — Potencial da placa triangular — P (0, 0, Z) com Z variando de 0 a 200.
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4.3. Superficie de Seccbes de Poincaré — Estudo do Espaco de Fase ao Redor do

Retangulo e do Triangulo

O mapeamento do espaco de fase de trajetorias ao redor de figuras geométricas planas
mostrou-se muito interessante, com a classificacdo da localizacdo e tamanho das regides
regulares e de colisdo ao redor de tais placas. O método de seccBes de Poincaré é uma
ferramenta muito atil para o estudo do espaco de fase, sendo assim, alguns trabalhos
tiveram grande importancia para o seu entendimento e implementacdo, tais como:
Winter e Murray (1994) e Murray e Dermott (1999). Destaca-se o trabalho de Winter
(2000) que apresenta uma familia de Orbitas periddicas ao redor da Lua em um sistema
girante Terra-Lua-particula. Tomando o problema planar e restrito de trés corpos, 0
autor mostra a evolucdo dessa familia de Orbitas periddicas, usando a técnica de
superficie de seccdo de Poincaré. A amplitude maxima de oscilagdo da oOrbita periddica
é determinada e pode ser usada como um parametro de medida do grau de estabilidade
no espaco de fase para tais orbitas. O trabalho de Winter e Vieira Neto (2002) explora
regides de Orbitas estaveis ao redor da Lua, descreve numericamente a localizagéo e o
tamanho aparente das regides estaveis, adotando a aproximacdo do tempo de captura
temporaria. Usando superficie de seccdo de Poincaré, os autores determinam as regifes
do espaco de condicdo inicial cujas trajetorias sdo estaveis, considerando o critério de
que as trajetorias ndo escapam da Lua durante um periodo de integracdo de 10* dias.

Para determinar os elementos orbitais de um veiculo espacial (ou particula teste) num
instante qualquer é necessario conhecer sua posicao (X, y) e sua velocidade (xy) Isso
corresponde a um ponto no espaco de fase de quatro dimensdes. Calculando-se a
energia total do sistema tem-se uma superficie tridimensional neste espaco de fase. Para
um valor fixo da energia total somente trés das quatro quantidades sdo necessarias, por

exemplo, X, y e X, sendo que y sera determinado pela energia total do sistema.

Definindo-se um plano, por exemplo, y = 0 no espago tridimensional resultante, os
valores de x e X podem ser marcados toda vez que a particula temy = 0 (Figura 4.3). A

ambiglidade no sinal de y € removida por considerar somente aqueles cruzamentos
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com um sinal fixo de y. Este é o método da superficie de sec¢do de Poincaré. A seccao

é obtida fixando-se o plano no espaco de fase e marcando os pontos quando a trajetdria

intercepta esse plano em uma direcéo particular (Winter e Murray, 1994).

X
-

»
>

(©) (d)

Figura 4.3 — (a) espaco de fase quadridimensional (x,X,y, y) — considerando um
sistema com dois graus de liberdade; (b) espaco de fase tridimensional
(x, X, y), utilizando a constante de energia E; (c) interse¢6es da trajetoria
com uma superficie de referéncia; (d) espaco de fase bidimensional

(x,%) — considerando, por exemplo, y = 0.
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A técnica de superficie de seccdo de Poincaré € adequada para determinar a natureza
regular ou caotica das trajetorias. Se existirem curvas fechadas (ilhas) bem definidas,
entdo a trajetdria é regular; caso contrério, se houver um espalhamento de pontos, a
trajetoria é cadtica. Na Figura 4.4, tem-se os exemplos de sec¢Bes de Poincaré de uma
trajetdria regular e outra caotica. Na trajetoria regular a particula intercepta o plano y =
0, descrevendo quatro regiGes bem definidas. Essas ilhas irdo delimitar o espaco de fase

em termos da amplitude de librag&o ao redor de uma érbita periddica.

( 0
—_—
T T X T 1 I l
X
(@) (b)
\}%ﬁ__
e,
B F.\.‘;F%%
| - hﬁ?l’:}' iy
si‘:%:x"p_“
‘1“\‘,
",
X
(c)

Figura 4.4 — Exemplo de superficie de sec¢do de Poincaré para um movimento:
(a) regular; (b) caotico e (c) ampliacdo da regido cadtica marcada na
figura 4.4b.
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A Figura 4.4a mostra uma superficie de seccdo de uma trajetdria obtida com os valores

de x e x sempre quey =0e y<0. A figura mostra quatro “ilhas” distintas. O fato de

apresentar ilhas é uma caracteristica do movimento de ressonancia quando representado
como uma superficie de seccdo. Se escolhermos um valor de X, no centro da ilha, com
x= 0, entdo a trajetoria sera uma sucessao de quatro pontos. Esses pontos sdo ditos
pontos periddicos do mapa de Poincaré, pois o sistema retorna para 0s mesmos pontos

todas as quatro vezes que a trajetoria cruza a secao.

A Figura 4.4b mostra que, ao invés de pontos que representam curvas bem definidas
(caso regular), tem-se um espalhamento de pontos registrados aleatoriamente dentro de
uma regido confinada. Esses pontos comegcam a preencher certa area do espaco de fase.
Orbitas cadticas tém a caracteristica de serem sensiveis as condigdes iniciais. A Figura
4.4c mostra uma ampliacao da regido marcada na Figura 4.4b, assim pode-se verificar o

espalhamento de pontos.

As Figuras 4.5a e 4.5b representam as trajetdrias correspondentes as se¢des de Poincaré

das Figuras 4.4a e 4.4b, respectivamente.

(a) (b)

Figura 4.5 — Trajetérias correspondentes as sec¢fes de Poincaré (Figura 4.4) para o
movimento (a) regular e (b) cadtico.
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4.3.1 Condigoes Iniciais do Problema

Para estudar as regides ao redor das placas triangular e retangular, tem-se as seguintes

condigdes iniciais:

Considera-se o sistema baricéntrico, ou seja, as placas estdo centradas na
origem do sistema.

Para o quadrado, tem-se o caso particular de que todos os lados séo iguais a 2,
ouseja, /=2.

Para o triangulo, os vértices sdo escolhidos de modo que seja um triangulo
equilatero com area A = 1 e um dos lados do tridngulo € paralelo ao eixo y.

As constantes utilizadas séo: constante gravitacional e densidade do material,

respectivamente, G = _=1.

A posicdo inicial da particula teste é escolhida arbitrariamente de modo que se
encontre ao lado direito da placa quadrada e no sentido anti-horério e para a

placa triangular encontra-se ao lado esquerdo e no sentido anti-horario.

y Y
I > X Py >
7 >
/
(a) (b)

Figura 4.6 — Representacdo das condicdes iniciais do problema: (a) placa quadrada com

a posicao inicial da particula ao lado direito; (b) placa triangular com a

posicao inicial da particula ao lado esquerdo.
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4.3.2 Implementacdo Computacional

As seccOes de Poincaré apresentadas nesse trabalho descrevem uma regido do espaco de
fase para o problema de dois corpos (placa-particula). O estudo numérico feito utiliza o

método de integragdo de Burlisch-Stoer com uma precisdo da ordem de  #/(10™*%). Para

determinar quando a trajetéria cruza o plano y = 0 foi utilizado o método de Newton-

Raphson com uma precisdo da ordem de #/(10™).

Para a placa triangular, as superficies de sec¢do sdao plotadas com um intervalo de 0,02
para a constante de energia (E), variando de -0,01 a -0,47. Para a placa quadrada, a

variacdo da energia é de -0,13 a -1,09 com um intervalo de 0,02.

4.3.3 Seccdes de Poincaré — Regides Estaveis e Regides de Colisédo

Neste item, as Figuras 4.7 a 4.30 representam um conjunto de superficies de seccdo de
Poincaré ao redor da placa triangular com valores de energia (E) variando de -0,01 a -
0,47, com intervalo de 0,02. Foram utilizadas cerca de 70 condigdes iniciais para cada
seccao, sendo que a maior parte dessas condi¢des gera apenas um ponto de sec¢do cada

um, significando que a particula logo colide com a placa.

As Figuras 4.7 a 4.30 mostram regides onde as condicdes iniciais geraram curvas bem
definidas. Essas seccOes representam trajetorias quasi-periédicas ao redor da placa
triangular. O centro das ilhas para cada sec¢do de superficie corresponde a uma érbita
periddica de primeiro tipo (Orbita circular). Na Figura 4.27, por exemplo, observa-se um
conjunto de quatro ilhas que corresponde a uma trajetoria simples com as condicdes
iniciais dadas por: E = -0,41 e xo = -0,8422. O centro de cada uma dessas ilhas
corresponde a uma Orbita periddica de segundo tipo (6rbita ressonante). Na mesma
Figura ha uma separatriz que representa a trajetoria com E = -0,41 e xo = -0,83176 onde
a particula tem um movimento cadtico confinado em uma pequena regido. A regido de
pontos simples fora das ilhas corresponde a regido onde as particulas colidem com a
placa. A Tabela 4.1 mostra o nimero de ilhas de ressonancia encontradas para cada

valor de energia e quais das figuras citadas representam essas ilhas.
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Uma estrutura similar do espaco de fase foi encontrada para a placa quadrada ao

analisar sua superficie de seccdo de Poincaré.

Tabela 4.1 — Conjunto de ilhas de ressonancia para diferentes valores de energia.

Figuras Valores de Energia (E) Numero de ilhas
4.11a4.15 -0,09a-0,17 10
4.23 -0,33 26
4.24 2 4.28 -0,35a-0,43 4
4.29 -0,45 5

As Figuras 4.31 e 4.33 apresentam uma visdo global da localizacdo e tamanho das
regibes estaveis e de colisdo no espaco de fase ao redor das placas triangular e
retangular, via mapa de Poincaré. Os valores de X, quando x =0, sdo medidos com as
maiores ilhas de estabilidade (6rbitas quasi-periddicas) para cada valor de energia
(Winter, 2000). Com os diagramas (Figuras 4.31 e 4.33) pode-se verificar a evolucdo da

estabilidade para a familia de orbitas periddicas para diferentes valores de E.

As superficies de secdo sdo plotadas em intervalos de 0,02 para a constante de energia
(E). Para a placa triangular, a energia varia de -0,01 até -0,49; e, para a placa quadrada,
de -0,13 a -1,09. Os valores de energia (E = -0,49) para o triangulo e (E =-1,09)
para o quadrado representam a regido que ndo ha ilhas de estabilidade dentro da

precisdo adotada. Estas séo regides de coliséo.

A Figura 4.31 representa as regides estaveis e de colisdo no espaco de fase ao redor da
placa triangular. A cor amarela representa a regido considerada estavel, negligenciando
a pequenas regides cadticas que aparecem somente nas separatrizes. A regido
representada pela cor azul indica que a particula colide com a placa devido a atragéo
gravitacional exercida. A cor cinza corresponde a uma regido “proibida”, onde nédo
existem condigdes iniciais para aqueles valores de energia. A placa triangular esta
localizada a direita do limite da borda de colisdo. A Figura 4.32 corresponde a uma

ampliacdo da figura anterior para melhor visualizagao das regides.
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A Figura 4. 33 sumariza o estudo do espaco de fase ao redor da placa quadrada e o
codigo de cores representa as mesmas regides, conforme mencionado no estudo da

placa triangular. A placa quadrada esta localizada no lado esquerdo do limite da borda
de colisao.
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Figura 4.7 — Seccdo de Poincaré — Energia = -0,01.
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Figura 4.8 — Seccdo de Poincaré — Energia = -0,03.
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Figura 4.9 — Seccdo de Poincaré — Energia = -0,05.
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Figura 4.10 — Seccéo de Poincaré — Energia = -0,07.
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Figura 4.11 — Secc¢éo de Poincaré — Energia = -0,09.
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Figura 4.12 — Seccéo de Poincaré — Energia = -0,11.
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Figura 4.13 — Secc¢éo de Poincaré — Energia = -0,13.

Figura 4.14 — Seccéo de Poincaré — Energia = -0,15.
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Figura 4.15 — Secc¢éo de Poincaré — Energia = -0,17.
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Figura 4.16 — Seccéo de Poincaré — Energia = -0,19.
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Figura 4.17 — Secc¢éo de Poincaré — Energia = -0,21.
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Figura 4.18 — Seccéo de Poincaré — Energia = -0,23.
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Figura 4.19 — Seccéo de Poincaré — Energia = -0,25.
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Figura 4.20 — Seccéo de Poincaré — Energia = -0,27.
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Figura 4.21 — Secc¢éo de Poincaré — Energia = -0,29.
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Figura 4.22 — Seccéo de Poincaré — Energia = -0,31.
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Figura 4.23 — Secc¢éo de Poincaré — Energia = -0,33.
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Figura 4.24 — Seccéo de Poincaré — Energia = -0,35.
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Figura 4.25 — Secc¢éo de Poincaré — Energia = -0,37.
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Figura 4.26 — Seccéo de Poincaré — Energia = -0,39.
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Figura 4.27 — Secc¢éo de Poincaré — Energia = -0,41.
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Figura 4.28 — Secc¢éo de Poincaré — Energia = -0,43.
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Figura 4.29 — Secc¢éo de Poincaré — Energia = -0,45.
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Figura 4.30 — Seccéo de Poincaré — Energia = -0,47.
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Figura 4.31 — Estudo do espaco de fase ao redor da placa triangular: regido estavel

X

(amarelo); regido de coliséo (azul) e regido “proibida” (cinza).

Figura 4.32 — Ampliacdo da Figura 31. Estudo do espaco de fase ao redor da placa

triangular: regido estdvel (amarelo); regido de colisdo (azul) e regido

“proibida” (cinza).
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Figura 4.33 — Estudo do espaco de fase ao redor da placa quadrada: regido estavel

(amarelo); regido de colisdo (azul) e regido “proibida” (cinza).

434 Seccdes de Poincaré — Conjunto de llhas Gerado a Partir de uma Unica

Condicao Inicial

Este item apresenta alguns conjuntos de superficies de seccdo de Poincaré ao redor da
placa triangular para as energias E = -0,1; -0,3; -0,37 e -0,4 com a ampliacdo de
algumas das ilhas de ressonancia que foram geradas a partir de uma Unica condicao
inicial. As Figuras 4.34 a 4.37 mostram um conjunto de trés figuras cada uma. A
primeira figura (a) mostra a reproducdo das se¢bes para as energias citadas acima; a
figura da esquerda (b) representa a ampliacdo da regido marcada a esquerda da seccao; e
a figura da direita (c) representa a ampliacdo da regido marcada a direita da seccdo. O
conjunto de ilhas (mostrado nas figuras menores) foi gerado com mais de uma condi¢éo
inicial. A Figura 4.37c mostra um espalhamento de pontos gerado a partir de uma Unica

condig&o inicial e representa o caos dentro de uma regido confinada — a separatriz.

108



As Figuras 4.38 a 4.43 acompanham um conjunto de quatro ilhas geradas com apenas
uma condicao inicial para as energias E = -0,41; -0,42; -0,43; -0,44; -0,45 e -0,46.
Note que as figuras apresentam a mesma escala, o que permite verificar a diminuicdo do
tamanho da regido estavel (essa diminuicdo também esta representada nas Figuras 4.31
e 4.32), bem como o deslocamento do conjunto de ilhas que esta sendo acompanhado. A
Figura 4.41 mostra que o grupo de quatro ilhas esta desaparecendo e um novo conjunto
de cinco ilhas é encontrado. Essas novas ilhas correspondem a uma trajetéria com as

condigdes iniciais dadas por: E =-0,44 e xo = 0,80281.
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Figura 4.34 — Ampliacéo das ilhas marcadas na seccéo de Poincaré com Energia = -0,1.
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Figura 4.35 — Ampliacdo das ilhas marcadas na seccdo de Poincaré com Energia = -0,3.
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Figura 4.36 — Ampliacéo das ilhas marcadas na seccdo de Poincaré com Energia = -0,37.
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Figura 4.37 — Ampliacdo das ilhas marcadas na seccéo de Poincaré com Energia = -0,4.
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Figura 4.38 — Seccdo de Poincaré com Energia = -0,41.
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Figura 4.39 — Seccdo de Poincaré com Energia = -0,42.
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Figura 4.40 — Seccdo de Poincaré com Energia = -0,43.
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Figura 4.41 — Seccdo de Poincaré com Energia = -0,44.
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Figura 4.42 — Seccdo de Poincaré com Energia = -0,45.
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Figura 4.43 — Seccdo de Poincaré com Energia = -0,46.
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4.3.5. Trajetdrias ao Redor das Placas Triangular e Quadrada

A secdo anterior apresentou uma visdo global do espaco de fase ao redor das placas
geométricas. Esta secdo apresenta algumas das trajetorias da particula teste ao redor
dessas placas (triangular e quadrada).

As Figuras 4.44 a 4.47 mostram a trajetéria de uma particula teste ao redor da placa

triangular, cujas condig0es iniciais (posicdo e velocidade) sao dadas por:
(x,y,2)= (%, 0,0) e (Vx,Vy,Vz)=(0,-2E+U), 0),

em que E é a energia total do sistema e U é a energia potencial gerada pela placa.

A Tabela 4.2 mostra os valores da posi¢do X, da particula e seu correspondente valor de
energia para cada trajetoria.

Tabela 4.2 — Valores de energia e posi¢do inicial da particula.

Figura Valor da Energia (E) Posicdo inicial Xo
4.44 -0,10 -1,14
4.45 -0,40 -0,83
4.46 -0,41 -0,83176
4.48 -0,60 14

As Figuras 4.44 e 4.45 mostram um comportamento quasi-periodico da orbita. A Figura
4.46 representa a Orbita da particula em um ponto dentro da regido cadtica (separatriz) e
a Figura 4.47 representa a particula numa regido qualquer para um valor de energia cuja
trajetdria resulta numa colisdo da particula com a placa triangular devido ao seu campo

gravitacional.

A Figura 4.48 mostra a trajetéria da particula ao redor da placa quadrada que

corresponde a uma Orbita quasi-periddica.
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As trajetorias apresentadas nessas figuras mostram que o efeito do potencial das placas

pode ser comparado ao efeito do achatamento da Terra (J;), pois geram trajetorias que

podem ser vistas como uma Orbita eliptica precessionando.

Figura 4.45 — Trajetoria ao redor da placa triangular: érbita quasi-periddica.
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Figura 4.46 — Trajetoria ao redor da placa triangular: orbita caotica.
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Figura 4.47 — Trajetdria ao redor da placa triangular: 6rbita de coliséo.
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Figura 4.48 — Trajetoria ao redor da placa quadrada: érbita quasi-periodica.

4.3.6. Estudo do Comportamento da Orbita nas Proximidades dos Vértices da

Placa Triangular

Ao estudar o comportamento de uma particula teste ao redor de placas geométricas
planas, observaram-se regides de Orbitas periodicas, quasi-periddicas e regides de
colisdo. Esse estudo pode ser verificado na secdo 4.3.3 através das Figuras 4.31 a 4.33,
que apresentam uma visdo global das regides estaveis e cadticas via Superficie de

Seccéo de Poincaré.

Neste item, o principal objetivo é explorar as regiGes muito proximas aos vértices das
placas geométricas e verificar o comportamento da particula diante de seus potenciais.
Para isso fez-se uma analise do semi-eixo maior, excentricidade da érbita, anomalia

verdadeira e argumento do pericentro ao longo do tempo.

Primeiro caso (placa triangular): De acordo com o estudo de superficie de sec¢des de
Poincaré, o valor da energia total (E = -0,1) e a posicdo da particula teste (X0 =-1,14 e
Yo = Zo = 0) gera uma Orbita quasi-periddica. Para essa 6rbita, a Figura 4.49 representa o
grafico de semi-eixo maior vs. tempo (a vs. T) e a Figura 4.50 mostra a trajetoria da
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particula ao redor da placa triangular, em que A, B e C sdo os Vvértices da placa. Os

pontos coloridos na Fig. 4.50 representam as regides enumeradas da Figura 4.49. Tem-

se, entdo, a seguinte analise:

Na Figura 4.49 os codigos la, 2a, 3a, 4a, e 6a representam 0s picos
méaximos de semi-eixo maior. Esses picos de semi-eixo ocorrem quando a
particula passa proximo ao Vvértice A da placa triangular durante seis voltas
completas e, na Figura 4.50, essas regiOes estdo representadas por pontos

coloridos (acompanhando 0 mesmo codigo de cores da Figura 4.49);

Na Figura 4.49 os cddigos 2c, 3c, 4c e 5c representam 0s menores picos de
semi-eixo maior (lado esquerdo). Esses picos de semi-eixo ocorrem quando a
particula passa proximo ao vertice C da placa triangular e essas regides onde
ocorrem 0s picos estdo indicadas na orbita (Figura 4.50). Novamente, 0s

pontos coloridos acompanham o cédigo de cores da Figura 4.49;

Na Figura 4.49 os codigos 5b e 6b representam os menores picos de semi-
eixo maior (lado direito). Na Figura 4.50 essas regides mostram as posi¢des
onde a particula esta mais proxima do vértice B da placa triangular. O cédigo

de cores é mantido na Figura 4.50 através de pontos.

No momento em que a particula esta mais proxima de um dos vertices da placa (vertice

A), 0 semi-eixo maior da Orbita atinge seu maximo, até 0 momento em que ela se afasta

novamente do vértice A e se aproxima cada vez mais dos demais (B e C). Assim, 0 pico

de semi-eixo, ‘a’ (Figura 4.49) aumenta até a quinta Orbita e depois comeca a diminuir

até que complete um ciclo. O mesmo ocorre nas proximidades dos vértices B e C. E

possivel verificar que os picos 5b e 5¢ tém aproximadamente o mesmo valor de semi-

eixo. 1sso significa que a particula estd numa posicdo intermediaria entre os vértices B e

C durante o quinto periodo orbital.
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A Figura 4.51 mostra um conjunto de graficos (a vs. T) que representa uma ampliacao
da Figura 4.49 para melhor visualizacdo do que acontece com 0s picos de semi-eixo

maior.

A Figura 4.52 mostra um grafico de excentricidade da oOrbita vs. tempo (e vs. T). A
analise da excentricidade assemelha-se ao do semi-eixo maior, ou seja, 0s picos de

excentricidade ocorrem gquando a particula esta proxima aos vértices da placa.
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Figura 4.49 — Semi-eixo maior da Orbita.

10

Figura 4.50 — Trajetéria da particula ao redor da placa triangular.
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Figura 4.51 — Ampliacdo da Figura 4.49. Picos de semi-eixo maior em seis periodos

orbitais.
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Figura 4.52 — Excentricidade da orbita.

Segundo caso (placa triangular): a energia total é E = -0,4 e a posicdo da particula
teste é xp = -0,8366 e yo = zop = 0. A Figura 4.53 representa o grafico (a vs. T) e sua
ampliacdo, a Figura 4.54 representa o grafico (e vs. T) e a Figura 4.55 representa a

Orbita ao redor da placa.
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Figura 4.53 — Semi-eixo maior da orbita.
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Figura 4.54 — Excentricidade da Orbita.
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Figura 4.55 — Trajetoria da particula ao redor da placa triangular.
A anélise do semi-eixo maior ou excentricidade da Orbita assemelham-se ao caso

anterior, ou seja, 0 semi-eixo maior e a excentricidade atingem um valor maximo

quando a particula passa préxima aos vértices da placa.
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Neste exemplo pode-se verificar que a superficie de secdo de Poincaré apresenta um
conjunto de ilhas de ressonancia (Figura 4.56). Assim, verifica-se a relacdo entre o
periodo de precessdo do pericentro e o periodo da Orbita. Essa analise pode ser feita
através da anomalia verdadeira (Figura 4.57) e do argumento do pericentro (Figura
4.58).

0,24 [ g 28

0,1

<&

0,14

0.2 =37

Figura 4.56 — Superficie de sec¢do de Poincare.
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Figura 4.57 — Evolucdo da anomalia verdadeira no tempo.
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Figura 4.58 — Evolucao do argumento do pericentro no tempo.
A relacdo entre os periodos pode ser dada por:

L:1:>3:1
T, 3

em que T¢ é o periodo da Orbita, obtido através da Figura 4.57 e T,, é 0 periodo de

precessao da Orbita, obtido através da Figura 4.58.

A equacdo anterior mostra que a cada trés periodos orbitais da particula ao redor da
placa, a sua o6rbita precessiona completando uma volta e o pericentro retorna para a

mesma posi¢édo da orbita inicial.
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CAPITULO 5

RESULTADOS NUMERICOS PARA FORMAS
GEOMETRICAS TRIDIMENSIONAIS

5.1. Introducao

Neste capitulo as equacdes para potenciais de poliedros sdo apresentadas e suas fungdes
sdo descritas de modo que sejam facilmente implementadas. Diferentes solidos
tridimensionais homogéneos tiveram seu potencial gravitacional calculado, constando
de uma esfera de raio unitario e alguns elipsoides oblatos e prolatos com diferentes
medidas de semi-eixo. Tais solidos sdo construidos através de um software chamado
FEMAP (Finite Element Pre and Post Processing Program) e, entdo, divididos em um
numero finito de tetraedros. Os primeiros resultados numéricos representam a analise e
escolha do melhor conjunto de tetraedros necessarios para formar uma esfera de raio
unitario. Para selecionar o melhor conjunto de tetraedros considerou-se aquele em que a
trajetoria de uma particula ao redor desse solido esteja de acordo com o esperado pelo
problema de dois corpos. O conjunto de tetraedros escolhido para formar o sélido serd
aquele que apresentar o menor erro possivel na trajetoria. Essa andlise é repetida para
todos os sélidos estudados. Apos essa analise, fez-se um estudo da dindmica das oOrbitas
ao redor desses corpos tridimensionais, comparando-se o comportamento das Orbitas de
acordo com a forma dos solidos. E apresentada a variagdo do semi-eixo e excentricidade
de cada orbita. O capitulo termina com o estudo de um método de manobras orbitais e

sua aplicagdo para um so6lido tridimensional.

5.2. Expressoes Analiticas do Potencial Gravitacional de Poliedros

Supondo que o corpo tridimensional tenha sua forma conhecida, este ¢ entdo dividido

em um numero finito de tetraedros, cujos vértices (ou nos) sejam definidos. O potencial
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total do solido serd calculado a partir da soma de um conjunto de potenciais de cada

tetraedro.

Conhecendo-se os valores dos nos de cada tetraedro, pode-se calcular o seu potencial
gravitacional, através do método de poliedros. Para o uso desse método, foram feitas as
hipéteses de que o solido desenvolvido estd representando um asterdide (corpo

primdrio) e a densidade desse asterdide ¢ considerada constante.

De acordo com Werner (1996), o potencial gravitacional de um poliedro com densidade

constante ¢ dado por:

1 1
U=§GG D rE.r, L, —EGG D r/For, o, (5.1)

bebordas fefaces

em que:

¢ uma matriz 3x3 definida pela normal a cada face;

< (aAY o~ (aB)T . : . ~
E, =E, nA(ni?) + nB(nﬁ) ¢ uma matriz 3x3 que ¢ fun¢do de duas faces e

dos vetores normais a borda, sendo A e B as faces comuns a cada borda
(Figura 3.9). Cada borda do poliedro tem sua propria matriz do tipo Ey;

r, e ¢ sdo as distancias do ponto de prova a borda e a face, respectivamente;

Ly ¢ o potencial de um fio ou de cada borda (logaritmo);

or ¢ definido como a area de uma esfera unitdria (arco tangente);

G e o sd0 a constante gravitacional e a densidade do material, respectivamente.

Cada uma das expressdes que compdem o potencial €, a seguir, descrita analiticamente

de forma bem simplificada para que seja facilmente implementada.

5.2.1. Calculo das Normais

Os vetores normais as faces e os vetores normais as bordas de cada tetraedro sio

descritos a seguir.
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® As normais a cada face sdo calculadas a partir dos vértices de cada tetraedro,

representados por Py, P,, P; ¢ P4. Sdo dadas por:

h :(PZ_PI)X(PS_PI).
l |(P2 PI)X(PS PIX
A = (Pz_Pl)x(P4_P1
3
|(P2 PI)X(P4 P,

® As normais a cada borda s3o calculadas pelas seguintes equagoes:

gh—ElkpmJJ=0

ng - (leY1vZ1):O

A

g, - (Xzs}'pZz):O

gh—ﬂ%ﬁpnxﬁ=0

%E—E%@pwﬁﬁ=0

n - (X3a}'3aZ3):0

{(Ps —P1)~(X4,y4,z4):0
n. - (X4aY4aZ4):0

{(Ps _Pl)'(xlza}’nazlz)zo

LY (X12=Y123212): 0

h. = (P3 _PI)X(P4 _Pl).
2 ’
|(P3 _PI)X(P4 _P1)|
(5.2)
A = (Pz _P3)X(P4 _Pa)
4
|(P2 P3)X(P4 PJ
i, = (tlsytzl)z
VXY 7
f,, = (X22>Y22a22)2
VXS +Ys +2Z5
A= (X3’Y3a23)
b3
X2 +y:+273
i, (X24aY42’Z4)2
Xy Ty, t+2z,
fi,, = (Xlz’y125212) (5.3)

2 2 2
VX T Y 27,

Para resolver esse sistema de equacdes, faz-se necessario definir uma das variaveis. Por

exemplo, assumem-se os valores iniciais de X;j como unitarios, ou seja:



X, =X, ==X, =1

Com isso, podem-se resolver os doze conjuntos de equacdes e determinar os valores das

normais as bordas, i, ,f,,...., 0, .
As normais as faces e as bordas de duas faces, A e B, estdo representadas na Figura 3.9

por fi, e fiy(face) e ny e n; (borda):

5.2.2. Calculo das Funcoes F’s e E’s Referentes as Normais

Para determinar o potencial gravitacional através do método de poliedros (Equacao 5.1),

tém-se as seguintes matrizes, dependentes diretamente das normais n¢’s € ny,’s:

N AT, N AT |
F =n; -ng; F, =n;, -ng;
(5.4)

A A

_ T . oA AT
F, =ng -ng,; F,=n; -n;.

Em que f,; sdo os vetores das normais as faces e fi;; s3o os vetores transpostos. As

fungdes F; sdo matrizes 3x3 em fungdo de cada face.

As fungdes E’s sao dadas por:
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(5.5)

As fungdes E. sdo matrizes 3x3 em funcdo de duas faces com bordas comuns e os

vértices normais a borda associada com cada segmento PP, .

5.2.3. Calculo das Funcdes Logaritmicas L’s

Na Equac¢ao 5.1, a fungdo L representa o potencial de um fio reto (1D). Adota-se o
1
simbolo L, = I — dspara uma borda geral b da face f. Werner (1994) mostra que a
r
b
integral definida pode ser expressa intrinsecamente em funcdo das distancias P; e P; do

ponto de prova com relagao aos dois extremos do comprimento da borda, o qual resulta

cm:

em que 1; € a distancia do vértice P; ao ponto de prova; r; € a distancia do vértice P; ao
ponto de prova; e 1jj € a distancia entre os vértices P; e P;, ou seja, o comprimento da

borda. Pode-se, entdo, calcular as fungoes L’s como:
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L =L,=1
I, +1, -1,
L4141
— _ 2 3 23
L,=L,,=In
| T, + Ty =Ty
r,+r, +1
_ _ 3 4 34
L =L, =1
|1, 1, T,

r, +1, +1
L2=Ll3=11’1 1 3 13 |.
rl +r3 —1'13
I‘l +I‘4 +I‘14
L,=L,=In 2 T ™ he ) (5.6)
_I'l +I'4 —r14_

r, +1r, +71
nl 2274 x|

|, +1, — Ty,

emque: I, = \/(Pxi —X)2 +(Pyi —Y)2 +(PZi —Z)2 , sendo (Pxi’Pyi’Pzi) e (X,Y, Z) as

coordenadas do vértice P; e as coordenadas do ponto de prova, respectivamente.

5.2.4. Calculo das Funcdes Arco tangentes ®’s

A integral o; = “%dS ¢ definida como a regido planar S quando projetada em uma
r
S

esfera de raio unitario, conforme a Figura 3.10. A esfera unitéria estd centrada no ponto

de prova e z ¢ a coordenada do plano relativo ao ponto de prova.

O angulo soélido of ¢ um escalar adimensional que estd associado com cada face do

tetraedro. Para evitar o calculo dessa integral, tem-se que wr ¢ dado por:
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. sinal(z).|r1 ‘T, X r3|

o, =tan T ( T T ;
LT+ (r2 -r3)+r2 r, -rl)+r3 (1’1 -rz)
» sinal(z).|r1 Ty X r4|
®, = tan - < - ;
RS (r3 -r4)—|-r3(r4 -rl)—i-r4 (r1 -r3)
(5.7)
B sinall(z).|r1 ‘T, X r4|
®, = tan T T T ;
ot en ) en(r e ()
» smal(z).|r2 Ty X r4|
o, = tan - - - .
LI T, (r3 -1'4)—|-r3(r4 -r2)+r4 (r2 -r3)

Em que sinal (z) € o sinal da variavel z que depende da posi¢ao do plano da face, acima

ou abaixo da esfera unitaria. As expressoes I; = (PXi -X,P,;-Y,P, - Z) representam

os vetores distancias do ponto de prova aos vértices P;.

Assim, tém-se todas as fung¢des necessarias para determinar o potencial de um unico
tetraedro, através da Equacdo 5.1. Para o célculo do potencial de todo o sélido ¢

suficiente somar o potencial de todos os tetraedros que formam o sélido.

Tem-se entdo que o potencial de um Unico tetraedro ¢ dado por:
U eiracdro :EGGZrb ‘E,-r, L, _EGGer ‘Fyrp o (5.8)
b=1 f=1

J& o potencial do corpo ¢ dado por:

n-—tetra

U = Z Utetraedro (5 9)

tetraedro=1

em que n-tetra ¢ o numero de tetraedros que forma o asteroide.
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Para calcular a forga gravitacional do asterdide hipotético, ou de qualquer poliedro 3D,
basta calcular o gradiente do potencial. Assim, t€ém-se as expressdes necessarias para o

estudo de orbitas ao redor de corpos tridimensionais com formas irregulares.

5.3. Estudo do Erro Numérico Utilizando Diferentes Numeros de Tetraedros

A precisdo da trajetoria pode estar diretamente ligada ao niimero de tetraedros que
formam o so6lido. Antes de iniciar a integragdo, alguns testes foram feitos ¢ o melhor
conjunto de tetraedros foi utilizado, levando sempre em conta o melhor resultado para a
precisdo da trajetoria e o tempo de processamento. Para que um sélido tenha sua forma
bem representada por um poliedro deve-se construir um maior conjunto de pequenos
tetraedros, porém, essa escolha fard o tempo de processamento aumentar
proporcionalmente. Um pequeno numero de tetraedros pode criar um sélido que nao
representa fielmente o corpo desejado. Seu volume, representado pela soma dos
volumes de cada tetraedro, podera ser maior ou menor que o volume total do solido real.
Quando o so6lido ¢ formado por um maior nimero de pequenos tetraedros, sua forma e
seu volume podem ser melhor representados. O software FEMAP, utilizado neste
trabalho para a criagdo e divisao dos solidos, faz uma escolha do nlimero de tetraedros,
dentro de um critério de precisdo utilizado. O usuario também pode solicitar um
determinado numero de tetraedros, porém, nem sempre a escolha sera mais precisa que
aquela selecionada pelo software. Os tetraedros utilizados pelo software nao sao
regulares e possuem diferentes tamanhos dependendo da lacuna a ser preenchida. Em
alguns casos, tais escolhas acabam gerando alguns tetraedros com pequenos angulos e,
entdo, uma de suas bases serd muito pequena, comprometendo os calculos relacionados
aos potenciais das bases. Isso pode gerar um erro numérico no céalculo do potencial de
cada tetraedro e, consequentemente, na trajetdria da particula teste. Neste trabalho,
procurou-se um conjunto de tetraedros que pudesse representar bem o sélido escolhido,
levando em conta a qualidade do modelo poliedral e o tempo de processamento. Vale
lembrar que o erro numérico aumenta com a proximidade da particula teste ao solido.
Portanto, a melhor escolha ¢ aquela que reduz o erro para cada conjunto de trajetérias

gerado.
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O teste inicial utilizou uma esfera de raio unitario como sendo o primeiro corpo
tridimensional. A esfera foi dividida em diferentes numeros de tetraedros e encontrou-se
a melhor situagcdo em que o comportamento da trajetoria fosse similar ao previsto para o

problema de dois corpos.

A trajetoria da particula iniciou-se na posi¢do X, =10, com Y; e Z; nulos. Essa
distancia corresponde a 10 raios da esfera e encontra-se suficientemente distante para
resultar numa orbita proxima a uma trajetoria circular e fechada, de acordo com as
condig¢des iniciais do problema. Espera-se que, apos meio periodo orbital, a particula
passe em X = -10 e, depois de um periodo completo, a sua posicao final seja exatamente

X, =10. O melhor resultado corresponde ao menor valor de AX, em que

AX =X, -X,.

A Tabela 5.1 apresenta os diferentes nimeros de tetraedros (n-tetra) que formam a
esfera e a variagdo da posi¢ao da particula (AX). A Figura 5.1a representa diferentes
trajetorias para cada conjunto de tetraedros. O codigo de cores mostra qual conjunto de
tetraedros foi utilizado para obter cada trajetéria. O melhor conjunto de tetraedros para a
esfera de raio unitario foi de n-tetra = 493. A Figura 5.1b representa uma ampliagdo do
lado esquerdo da Figura 5.1a. Pode-se verificar que a melhor orbita € aquela que, apos

meio periodo orbital, a particula encontra-se proxima de X = -10.
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n-tetra cores
256 vermelho
493  preto
750 amarelo
1516 verde

104

-5

-10 4

(4]
o —
i
—
(=]

T
-10

0.5

0.0+

-0.5 4

-10.4 -10.2 -10.0 -9.8
X

Figura 5.1 — (a) Trajetorias ao redor da esfera de raio unitario formada por diferentes
niameros de tetraedros. Cada orbita foi gerada ao redor de uma esfera
formada por um diferente conjunto de tetraedros e estd representada por
diferentes cores. (b) Com uma amplia¢dao do lado esquerdo da Figura 5.1a
pode-se verificar que o melhor resultado encontra-se proximo ao valor

X =-10.
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Tabela 5.1 — Conjunto de tetraedros que formam a esfera de raio unitario.

n-tetra AXx
256 0,2
493 0, 0004
750 0,04
1516 0,02

Para o conjunto de 256 tetraedros verificou-se que a orbita ndo fecha, pois o valor de
AX é muito grande, da ordem de 10™". Isso ocorre devido ao fato de que o niimero de
tetraedros nao foi suficiente para formar a esfera com precisdo, o que resultou numa
superficie pouco suave. Além disso, o volume total da esfera dividida corresponde a um
valor abaixo do seu volume real, devido as lacunas deixadas pelo conjunto de
tetraedros. Para o conjunto de 493 tetraedros obteve-se um resultado considerado
suficiente para o propésito desse trabalho, com um erro da ordem de 10™. A soma dos
volumes dos tetraedros ficou proxima ao volume total da esfera e a sua superficie
apresentou-se mais suave. Os demais valores, 750 e 1516, ndo apresentaram bons
resultados, embora eles representem melhor a esfera. Isso ocorre devido a imprecisdo na
escolha do niimero de tetraedros solicitada ao FEMAP, gerando tetraedros com

pequenos angulos.

Essa analise foi repetida a cada vez que um novo sdélido foi criado, buscando sempre as
melhores formas de representar os solidos. Apds a verificacdo do melhor conjunto de
tetraedros para cada solido tridimensional, estudou-se a dindmica da 6rbita para sélidos
com diferentes formas. Sdo eles: esfera de raio unitario, elipséides prolatos e elipsoides
oblatos. A Tabela 5.2 representa os diferentes solidos, seus semi-eixos € 0os nimeros de

tetraedros para cada um.
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Tabela 5.2 — Conjunto de tetraedros que formam os solidos tridimensionais.

Solido raio / semi-eixos n-tetra
Esfera 1 493
Elipsoide (1x3x1) 239
Prolato (1x12x1) 324
Elipsoide 2x1x2) 451
Oblato 4x1x4) 773

5.4. Conjunto de Trajetorias ao Redor de Solidos Tridimensionais

Ap6s a construgdo do corpo primdrio através de um modelo poliedral, formado por um
numero finito de tetraedros, as orbitas de uma particula teste foram propagadas usando
um integrador numérico chamado Runge-Kutta para integrar numericamente as
equagdes do movimento. Nas equagdes do movimento considerou-se apenas a atragao
gravitacional do corpo central, calculada através do método de poliedros. O corpo
primario encontra-se fixo no sistema de coordenadas e a origem do sistema coincide
com o centro de massa do corpo. Uma particula de massa negligenciavel é colocada em
diferentes posicdes iniciais e sua integragao ocorre durante um determinado periodo de
tempo calculado pelo problema de dois corpos. Tem-se que:

R — ¢ a posicdo inicial da particula em relacdo a origem do sistema. Sua posi¢ao inicial
pode ser dada pelas coordenadas X, Y ou Z, de acordo com o plano da orbita de
interesse.

T — ¢ o periodo orbital obtido pela terceira lei de Kepler, definido como o tempo

decorrente entre duas passagens de uma particula pelo pericentro da orbita.

O primeiro caso teste foi a propagacdo de uma orbita ao redor de uma esfera de raio
unitario. Em seguida, o corpo primdrio considerado foi um elipsoide prolato com semi-

eixos (1 x 3 x 1) e outro com semi-eixos (1 x 12 x 1). Os ultimos testes foram feitos
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com um elipsoide oblato (2 x 1 x 2) e outro (4 x 1 x 4). As condigdes iniciais do
problema (posi¢do e velocidade) sdo dadas pelo problema de dois corpos. Nos planos

XY e XZ, as condicdes iniciais sdo, respectivamente,

(X,Y,Z2)=(R,0,0); (Vx,Vy,Vz)=|0,

==

,OJ e

(X,Y,Z)=(R,0,0); (Vx,Vy,Vz)=|0,0, \/gj

3
sendo p a massa do solido. O periodo orbital Kepleriano ¢ dado por: T =2x R e as
|\ n
unidades sdo escolhidas de modo que Gp =1, em que p ¢ a densidade do soélido.

Por simplicidade na leitura dos resultados, classificam-se os s6lidos estudados de acordo

com a Tabela 5.3.

Tabela 5.3 — Classificagao dos solidos tridimensionais.

Solido Classificacao

esfera de raio unitario Esfera

elipsoide Prolato (1 x 3 x 1) Prolato 3

elipsoide Prolato (1 x 12x 1) | Prolato 12

elipsdide Oblato (2 x 1 x 2) Oblato 2

elipsoide Oblato (4 x 1 x 4) Oblato 4

A Figura 5.2 representa o conjunto de trajetorias ao redor da Esfera no plano XZ; as
Figuras 5.5 e 5.8 mostram um conjunto de drbitas ao redor do Prolato 3, nos planos

orbitais XZ e XY, respectivamente. A Figura 5.9 representa o conjunto de orbitas ao
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redor do Prolato 12 no plano XZ; e as Figuras 5.12 e 5.15 representam o conjunto de
trajetorias ao redor do Oblato 2 e Oblato 4, respectivamente. Uma particula teste orbita
ao redor desses solidos tridimensionais considerando-se diferentes posigdes iniciais (R)

e a integragdo ¢ feita em um determinado nimero de periodos (T).

Os primeiros resultados apresentados utilizam a Esfera como corpo central. Na Figura
5.2 pode-se observar que a orbita é circular e fechada quando a particula encontra-se
distante do primario. Nas proximidades da Esfera (R < 1,5), a particula sofre uma
pequena perturbacdo do potencial gravitacional devido a forma poliedral do sélido,
levando a uma pequena mudanca na trajetéria. Vale lembrar que a esfera foi gerada a
partir de um conjunto de tetraedros que nao representa fielmente o corpo, contendo certa
imprecisdo na sua modelagem. Isso gera pequenos erros numéricos que aumentam com
a proximidade da particula ao solido. Neste caso em particular, a esfera foi muito bem
representada por poliedros, mesmo quando a particula estd muito proxima da esfera.
Para resultados mais precisos ¢ suficiente representar o corpo por um niimero maior de

faces triangulares em seu modelo poliedral.

As Figuras 5.3 e 5.4 mostram a evolugao do semi-eixo maior (a) e da excentricidade (e)
da orbita ao longo do tempo. A posigao inicial escolhida foi R = 10 e o tempo de 10
periodos orbitais keplerianos. Para essas condi¢des iniciais, tanto o semi-eixo quanto a
excentricidade apresentam variagdes de curto periodo da ordem de 10 em ‘a’ e da
ordem de 10 em ‘e’. A partir desses resultados verificou-se que a orbita continua
praticamente circular, mantendo uma pequena excentricidade e o semi-eixo préximo ao

valor da posi¢do inicial R.

Esses resultados estdo de acordo com o trabalho de Rossi et al. (1999) que encontrou
uma variacdo de curto periodo da ordem de 10* tanto para ‘a’ quanto para ‘e’,
considerando-se a trajetéria de uma particula teste a uma distancia de dois raios da
esfera. Nesse trabalho, os autores calculam o potencial gravitacional da esfera através de
dois métodos: o método de poliedros com 1521 faces e 0 método mascons com 11753
pontos de massa. Em ambos os casos, o semi-eixo maior e a excentricidade da orbita

apresentaram uma mesma variacao.
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Figura 5.2 — Conjunto de trajetorias ao redor da Esfera. As figuras (a) e (b) representam

um periodo orbital da particula nas posi¢des R = 50 e 20 vezes o raio da
Esfera. As figuras (c), (d) e (e) representam dez periodos orbitais da
particula nas posi¢des R = 10; 5 e 2,5. As figuras (f), (g) e (h) representam
cinqiienta periodos orbitais da particula, iniciando-se em R = 2; 1,5 e 1,2.

O plano da 6rbita considerado € o plano XZ (continua).
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Figura 5.3 — Semi-eixo maior vs. tempo para o caso teste da particula em orbita circular

ao redor da Esfera, iniciando-se em R = 10, para T = 10.
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Figura 5.4 — Excentricidade vs. tempo para o caso teste da particula em orbita circular

ao redor da Esfera, iniciando-se em R = 10, para T = 10.
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O segundo teste consiste na propagacao da orbita de uma particula teste ao redor dos

elipsoides alongados: o Prolato 3 e o Prolato 12.

A Figura 5.5 mostra um conjunto de orbitas no plano orbital XZ ao redor do Prolato 3,
mantendo o plano de simetria axial do s6lido. Quando a particula se encontra distante
do primario, sua Orbita mostra-se similar a uma orbita kepleriana, porém, depois de um
periodo orbital (T) a particula ndo retorna a posig¢ao inicial. Seu periodo orbital torna-se
mais longo que o periodo kepleriano. Nas proximidades do primério esse efeito ¢ maior,
pois a particula sofre uma maior perturbagdo do potencial gravitacional devido a forma
elipsoidal do primario. As oOrbitas tornam-se excéntricas € precessionam. Vale lembrar
que, ao efeito do potencial, devem-se somar os pequenos erros numéricos devido a

forma poliedral do elipsdide, quando a particula se encontra muito proxima ao primario.

As Figuras 5.6 e 5.7 mostram a evolugao do semi-eixo maior (a) e da excentricidade (e)
da orbita ao longo do tempo. A posi¢ao inicial escolhida foi R = 10 e o tempo
corresponde a 3 periodos orbitais keplerianos. Para essas condigdes iniciais, tanto o
semi-eixo quanto a excentricidade apresentam variagdes de curto periodo da ordem de

107, tanto para ‘a’ quanto para ‘e’.
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Figura 5.5 — Conjunto de trajetérias ao redor do Prolato 3. As figuras (a) e (b)
representam um periodo orbital da particula nas posi¢cdes R = 50 e 20
vezes o semi-eixo de simetria do elipsoide. As figuras (c), (d) e (e)
representam dez periodos orbitais da particula nas posi¢cdes R = 20; 10 e
5. As figuras (f), (g), (h) e (i) representam cinqiienta periodos orbitais da
particula nas posi¢cdoes R = 5; 2,5; 1,5 e 1,2. A figura (j) representa cem
periodos orbitais da particula, iniciando-se em R = 1,2. O plano da orbita

considerado ¢ o plano XZ (continua).
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148



10-012i [\ /r\ /r\.

=)
8
L
_\_\_\_\_\_‘_‘—\—\_
—
-
__________‘“——__

Semi-eixo maior

] /r \ | \
10,004 .ff | / f H
Wl o ), \\ / :

Figura 5.6 — Semi-eixo maior vs. tempo para o caso teste da particula orbitando ao redor

do Prolato 3, iniciando-se em R = 10, para T = 3.
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Figura 5.7 — Excentricidade vs. tempo para o caso teste da particula orbitando ao redor

do Prolato 3, iniciando-se em R = 10, para T = 3.
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A Figura 5.8 mostra um conjunto de 6rbitas no plano orbital YZ ao redor do Prolato 3,
no plano orbital XY. Diferentes posi¢des iniciais da particula e diferentes periodos
foram observados at¢ o momento da colisdo da particula devido ao efeito da forca
gravitacional. Para longas distdncias a particula percorre uma trajetéria circular, mas

com sua aproximagao ao corpo central ocorre a colisao com o elipsoide.
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Figura 5.8 — Conjunto de trajetérias ao redor do Prolato 3. As figuras (a) e (b)
representam um periodo orbital da particula nas posi¢cdes R = 50 e 20
vezes o semi-eixo de simetria do elipsoide. As figuras (c), (d) e (e)
representam dez vezes o periodo orbital da particula nas posi¢cdes R = 20;
10 e 5. A figura (f) representa a orbita da particula, iniciando-se em R =4

até o momento da colisdo. O plano orbital estd em YZ (continua).
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Figura 5.8 — (conclusdo).

A Figura 5.9 mostra um conjunto de orbitas no plano orbital XZ ao redor do Prolato 12,
mantendo o plano de simetria axial do so6lido. Os resultados sdo similares aos do
primeiro caso (Prolato 3). A principal caracteristica observada nesse conjunto de orbitas
¢ que, mesmo distante do primario, a particula sofre o efeito gravitacional e a drbita nao
se fecha. O periodo kepleriano (T) utilizado nas condi¢des iniciais ndo ¢ suficiente para
que a particula complete uma volta. Nas proximidades do primario o periodo orbital
torna-se cada vez mais longo, comparado com o periodo kepleriano. Outra caracteristica
observada ¢ que as Orbitas tornam-se excéntricas e precessionam. Essa excentricidade
torna-se mais acentuada que no caso anterior, devido ao formato mais alongado do
elipsoide. Além disso, a Orbita precessiona mais rapidamente para uma mesma posi¢ao
da particula teste quando se comparam os resultados dos dois modelos de elipsoides: o

Prolato 3 e o Prolato 12.

As Figuras 5.10 e 5.11 mostram a evolucdo do semi-eixo maior (a) e da excentricidade
(e) da orbita ao longo do tempo. A posicao inicial escolhida foi R = 10 e o tempo
corresponde a trés periodos orbitais keplerianos. Para essas condi¢des iniciais tanto o
semi-eixo quanto a excentricidade apresentam variagdes de curto periodo em torno de

1,65 em ‘a’ e aproximadamente 0,76 em ‘e’. Com esses resultados pode-se verificar
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que, devido ao formato bastante alongado do elipsoide, a oOrbita torna-se bastante

excéntrica, sendo uma Orbita eliptica que precessiona.
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Figura 5.9 — Conjunto de trajetérias ao redor do Prolato 12. As figuras (a) e (b)
representam um periodo orbital da particula nas posicdes R = 50 e 20
vezes o semi-eixo de simetria do elipsdide. As figuras (c¢) e (d)
representam dez periodos orbitais da particula nas posi¢cdes R = 20 e 10.
As figuras (e), (f), e (h) representam cinqiienta periodos orbitais da
particula nas posi¢cdes R = 10; 5 e 2,5. As figuras (g) e (i) representam
cem periodos orbitais da particula iniciando-se em R = 5 ¢ 2,5. A figura
(j) representa quinhentos periodos orbitais da particula, iniciando-se em

R =2,5. O plano da 6rbita considerado ¢ o plano XZ (continua).
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Figura 5.9 — (conclusao).
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Figura 5.10 — Semi-eixo maior vs. tempo para o caso teste da particula orbitando ao

redor do Prolato12, iniciando-se em R = 10, para T = 3.
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Figura 5.11 — Excentricidade vs. tempo para o caso teste da particula orbitando ao redor

do Prolato 12, iniciando-se em R = 10, para T = 3.

154



O terceiro teste consiste na propagacdo da orbita de uma particula teste ao redor do
Oblato 2 e do Oblato 4. Esses elipsdides sdo achatados e a oOrbita da particula teste
encontra-se no plano equatorial de cada elipséide (plano orbital XZ), mantendo o plano

de simetria axial do solido.

A Figura 5.12 mostra um conjunto de drbitas ao redor do Oblato 2. Pode-se notar que,
apos um periodo orbital (T), a particula avanca o ponto inicial. Seu periodo se torna
mais curto que o periodo kepleriano. Quanto mais proxima a particula se encontra do
primario, maior ¢ o efeito da perturbacao do potencial gravitacional, devido a sua forma
elipsoidal. As oOrbitas tornam-se excéntricas e precessionam. As trajetorias apresentadas
mostram que o efeito do potencial do elipsdide oblato pode ser comparado ao efeito do

achatamento da Terra (J,).

As Figuras 5.13 e 5.14 mostram a evolu¢do do semi-eixo maior (a) e da excentricidade
(e) da orbita ao longo do tempo. A posicdo inicial escolhida foi R = 10 e o tempo
corresponde a 3 periodos orbitais keplerianos. Para essas condigdes iniciais, tanto o
semi-eixo quanto a excentricidade apresentam variagdes de curto periodo da ordem de

102 em ‘a’ e da ordem de 10?2 em ‘e’.
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Figura 5.12 — Conjunto de trajetérias ao redor do Oblato 2. As figuras (a) e (b)

representam um periodo orbital da particula nas posigdes R = 50 e 20
vezes o semi-eixo ‘b’ do elipsoide. As figuras (¢) (d) e (e) representam
dez periodos orbitais da particula nas posicdes R = 20; 10 e 5. As
figuras (f), (g), e (h) representam cinqiienta periodos orbitais da
particula nas posi¢cdes R = 5; 4 e 3. O plano da 6rbita considerado ¢ o

plano XZ, plano de simetria axial do elipsdide achatado (continua).
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Figura 5.13 — Semi-eixo maior vs. tempo para o caso teste da particula orbitando ao

redor do Oblato 2, iniciando-se em R = 10, para T = 3.
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Figura 5.14 — Excentricidade vs. tempo para o caso teste da particula orbitando ao redor

do Oblato 2, iniciando-se em R = 10, para T = 3.
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A Figura 5.15 apresenta um conjunto de orbitas ao redor do Oblato 4 e os resultados sdo
similares ao caso anterior (Oblato 2). Novamente o efeito do achatamento pode ser
verificado nas trajetorias; porém, com o maior achatamento desse primario, o efeito do
seu potencial torna-se mais acentuado, gerando Orbitas que precessionam mais
rapidamente. Um exemplo pode ser verificado na posi¢ao R = 10 para os dois casos
testes, o Oblato 2 e o Oblato 4. O efeito do achatamento pode ser verificado,
comparando-se as Figuras 5.12d e 5.15d. A primeira apresenta uma pequena precessao
em dez periodos orbitais keplerianos, enquanto que, no segundo caso, para um mesmo
periodo, a orbita tem uma maior precessdo. Dois efeitos podem ser adicionados a esse
segundo caso: o primeiro estd relacionado ao maior achatamento do corpo central e o

segundo efeito deve-se ao maior volume do corpo.

As Figuras 5.16 ¢ 5.17 mostram a evolu¢do do semi-eixo maior (a) e da excentricidade
(e) da orbita ao longo do tempo. A posicdo inicial escolhida foi R = 10 e o tempo
corresponde a 3 periodos orbitais keplerianos. Para essas condigdes iniciais, tanto o
semi-eixo quanto a excentricidade apresentam variacdes de curto periodo da ordem de

-1
10" em ‘a’ e da mesma ordem em ‘e’.
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Figura 5.15 — Conjunto de trajetérias ao redor do Oblato 4. As figuras (a) e (b)

representam um periodo orbital da particula nas posigdes R = 50 e 20
vezes o semi-eixo ‘b’ do elipsdide. As figuras (¢) e (d) representam dez
periodos orbitais da particula nas posi¢des R = 20 e 10. As figuras (e),
(), e (g) representam cinqiienta periodos orbitais da particula nas
posi¢cdes R = 10; 8 e 7. A figura (h) representa a 6rbita da particula
iniciando-se em R = 5 at¢ o momento da colisdo. O plano da orbita
considerado ¢ o plano XZ, plano de simetria axial do elipsoide achatado

(continua).
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Figura 5.16 — Semi-eixo maior vs. tempo para o caso teste da particula orbitando ao

redor do Oblato 4, iniciando-se em R = 10, para T = 3.
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Figura 5.17 — Excentricidade vs. tempo para o caso teste da particula orbitando ao redor

do Oblato 4, iniciando-se em R = 10, para T = 3.
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5.5. Comentarios Gerais

Observando-se o comportamento da particula teste ao redor de cada um dos objetos em

estudo, pode-se notar que:

1))

2)

3)

4)

S)

Na esfera de raio unitario a 6rbita permaneceu quase circular para qualquer posi¢ao
da particula, mesmo quando esta se encontra proxima ao primario. Tanto seu semi-
eixo maior quanto sua excentricidade mantém-se aproximadamente constantes. Isso
leva a concluir que a aproximacao poliedral desse corpo foi muito bem representada

e que esse método ¢ eficiente para o calculo de trajetorias.

Nos elipsoides prolatos de diferentes valores de semi-eixos, a Orbita torna-se
excéntrica e precessiona. Esse efeito, devido ao campo gravitacional do corpo, ¢
mais acentuado para o elips6ide mais alongado, o Prolato 12, do que para o

Prolato 3.

Nos elipsoides oblatos observaram-se efeitos similares ao caso anterior. O efeito
gravitacional do primario ¢ mais acentuado no Oblato 4 do que no Oblato 2. Esse

efeito compara-se ao efeito do achatamento da Terra (J;).

Uma importante observagdo para esse estudo ¢ com respeito ao periodo orbital da
particula ao redor desses primarios. No caso dos elipsédides prolatos, o periodo
orbital torna-se mais longo que o valor calculado através do problema de dois
corpos; enquanto que no caso dos elipsoides oblatos o periodo orbital torna-se mais
curto. Esse efeito pode ser acompanhado através das Figuras 5.18, 5.19, 5.20 e
5.21, que mostram a posi¢do R da particula teste, iniciando em R = 10, ao longo da

oOrbita, durante 10 periodos orbitais keplerianos.

Comparando-se as trajetorias da particula ao redor de cada sélido estudado, pode-se
observar que a velocidade orbital para cada caso difere da velocidade em relagdo ao
caso circular. Para os elipsoides prolatos a velocidade orbital ¢ menor que a
velocidade do movimento circular (dada pela condi¢do inicial do problema) e

quanto mais alongado ¢ o elipsdide, menor sera a sua velocidade. Com isso, a
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particula ndo retorna ao ponto inicial da 6rbita durante um periodo kepleriano. Com
os elipsdides oblatos o efeito € contrario, ou seja, a velocidade orbital ¢ maior que a
velocidade inicial do problema (kepleriano) e a particula avanga o ponto inicial

apos um periodo orbital.

6) De acordo com as condig¢des iniciais do problema, a particula deveria descrever
uma Orbita circular com um raio orbital constante. Devido ao efeito do potencial,
observou-se que o semi-eixo maior tem uma variacdo de curto periodo. Nos
exemplos representados pelas Figuras 5.18 a 5.21, a trajetdria da particula teste
inicia-se na posi¢ao R = 10. Para os elipsoides prolatos essa posicao inicial passa a
ser o pericentro da orbita e o raio orbital evolui para um valor maximo (apocentro).
No entanto, para os elipsoides oblatos, a posi¢do inicial da particula representa o

apocentro da orbita e o raio orbital evolui para um valor minimo (pericentro).

Na Figura 5.18 a particula orbita em torno do Prolato 3. Segundo o problema de dois
corpos, sdo considerados 10 periodos orbitais, porém a particula retorna 9 vezes ao
pericentro da oOrbita. Na Figura 5.19, para o Prolato 12, a particula retorna 7 vezes ao
pericentro. Nas Figuras 5.20 e 5.21 a particula orbita os elipsoéides Oblato 2 e Oblato 4,
respectivamente. Em ambos os casos a particula retorna 10 vezes ao apocentro da
orbita, mas no primeiro caso a particula ultrapassa um pouco do apocentro e no segundo
caso quase se aproxima do pericentro novamente, completando cerca de dez voltas e

meia.
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Figura 5.18 — Posi¢do da particula ao longo do tempo para o Prolato 3, iniciando-se em

R =10, para T = 10.
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Figura 5.19 — Posigdo da particula ao longo do tempo para o Prolato 12, iniciando-se em

R =10, para T = 10.
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Figura 5.20 — Posicao da particula ao longo do tempo para o Oblato 2, iniciando-se em

R =10, para T = 10.

10.0

98+

96+

9.4

Posigdo da particula (R)

9.2+

9.0+

. - r . r -
0 50 100 150 200 250
Tempo

Figura 5.21 — Posicdo da particula ao longo do tempo para o Oblato 4, iniciando-se em

R =10, para T = 10.
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Através da literatura, (Roy, 1988; Murray e Dermott, 1999; Greenberg, 1981 e Rossi et
al., 1999), os resultados obtidos nesse trabalho puderam ser verificados de acordo com

estudos analiticos de seus elementos orbitais.

De acordo com Morando (1974), um elipsoide qualquer de semi-eixos A, B ¢ C, com

simetria axial, ou seja, A = B, tem o coeficiente J, dado por:

(a*-¢)

J. =
' 5R?

(5.10)

em que R. ¢ o raio equatorial do elipsdide. Com essa expressdo pode-se calcular o

coeficiente J, de cada um dos diferentes elipsdides estudados nesse trabalho.

A Tabela 5.4 mostra os valores de J, calculados para cada soélido, incluindo-se os
valores de J, da Terra e de Saturno como referéncias (Murray e Dermott, 1999).
Analisando o coeficiente J, dos elipsoides oblatos, observa-se que seus valores sdo
cerca de cem vezes maiores que o J, da Terra. Ainda com relagdo ao planeta mais
achatado, Saturno, os coeficientes sdo cerca de dez vezes maiores. Outra caracteristica
importante ¢ que o J, dos elipsoides oblatos tém sinais positivos, enquanto que dos
elipsdides prolatos sdo negativos. O Prolato 12 possui um coeficiente muito grande, se

comparado com a Terra, devido ao seu formato altamente alongado.

Tabela 5.4 — Valores do coeficiente J,.

Planeta / Elipsdide Coeficiente J,
Terra 0,001083
Saturno 0,016298
Oblato 2 0,15
Oblato 4 0,1875
Prolato 3 -1,6
Prolato 12 -28.6
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Para comparar os resultados numéricos obtidos, foram calculados os valores de semi-
eixo e excentricidade de uma orbita osculadora por meio de expressdes analiticas
aproximadas que levam em conta apenas o termo J,. Esses resultados foram comparados
com os valores médios de semi-eixo e excentricidade da 6rbita osculadora obtida por

meio da integracdo numérica para cada solido tridimensional.

Conhecido o potencial perturbador, utilizam-se as equagdes de Lagrange para encontrar
a variagdo dos elementos orbitais. A partir de Roy (1988) podem-se obter os valores

médios dos elementos orbitais considerando a perturbacdo secular de primeira ordem:

a=a,
e=e, (5.11)
— 3 R% ? 3 o 2\
n-n{l—i—;]z( a) (I—Esen 1 (l—e y
Tem-se que n, ¢ o movimento médio ndo perturbado, dado por:
n,2’a,’ = 1. (5.12)

Substituindo-se a expressao do movimento médio da Equagdo 5.11 na Equagdo 5.12,
encontram-se as novas expressoes do semi-eixo maior e excentricidade da Orbita.

Considerandoi=e¢e=0 ¢ a = ao(l -, ) , tem-se:

a, =5(1+%J2(R%j2j

o (5.13)

3. (R /Y
eOZEJZ(%)

em que o subscrito ‘o’ representa os elementos orbitais osculadores, a e € representam

os elementos orbitais da orbita geométrica que pode ser obtido através da expressao:
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(5.14)

em que Rper € Rypo 530 0 pericentro e o apocentro da orbita geométrica, respectivamente.
No exemplo utilizado, os valores de Rper € Ry s@0 obtidos a partir da representagdo
grafica da posicao da particula teste em fun¢do do tempo, quando sua trajetoria inicia-se

a uma distancia R = 10 em relagdo ao corpo central (Figuras 5.18, 5.19, 5.20 ¢ 5.21).

Utilizando-se as Equacdes 5.13, calcula-se os elementos orbitais osculadores via
Greenberg (1981) em fun¢do dos elementos orbitais da orbita geométrica. Esses
resultados sdo comparados com os elementos orbitais osculadores médios obtidos
através da integragdo numérica e podem ser observados a partir das Figuras 5.6; 5.7,
5.10 e 5.11 para os elipsoéides prolatos e das Figuras 5.13, 5.14, 5.16 e 5.17 para os

elipsodides oblatos.

As Tabelas 5.5 e 5.6 mostram os valores de semi-eixo maior e excentricidade da orbita
osculadora via Greenberg (1981) — coluna 2, calculados através da Equagdo 5.13 e da
orbita osculadora média via integracdo numérica — coluna 3, para cada corpo primario

estudado.

Tabela 5.5 — Semi-eixo maior da orbita osculadora via Greenberg (ag) e da orbita

osculadora média via integracdo numérica (ay).

Elipsoide ag a,
Oblato 2 9.991 9.996
Oblato 4 9.970 10.080
Prolato 3 9.980 10.006
Prolato 12 9.706 10.800
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Tabela 5.6 — Excentricidade da orbita osculadora via Greenberg (eg) € da orbita

osculadora média via integracdo numérica (e,).

Elipsoide eG €n
Oblato 2 0.0092 0.0090
Oblato 4 0.0490 0.0550
Prolato 3 0.0229 0.0110
Prolato 12 0.2500 0.3800

Através das Tabelas 5.5 e 5.6 pode-se observar que os valores de semi-eixo e
excentricidade calculados a partir da Equagdo 5.13 se aproximam dos valores médios da
orbita osculadora via integragdo numérica. Comparando-se os elementos orbitais
obtidos via Greenberg ou via integracdo numérica, observa-se que a diferenca aumenta
conforme o corpo central se torna mais achatado ou mais alongado. Essa diferenca
ocorre primeiramente devido a aproximacao analitica feita para o calculo dos elementos
osculadores, diminuindo a precisdo para altos valores do coeficiente J,. O segundo
efeito ¢ devido a aproximacao do corpo central por tetraedros. Quanto mais alongado ou

mais achatado ¢ o corpo central, menor sera a precisdo da érbita obtida.

5.6. Manobras Orbitais

Determinar a evolugdo orbital e executar manobras em satélites que orbitam a Terra ou
outros corpos celestes sdo hoje objetivos importantes das atividades espaciais. Existem
muitos estudos disponiveis na literatura a este respeito e muitas alternativas para
resolver estas questdes, porém todos apresentam modelagens especificas para cada tipo
de problema. O problema de determinar a evolucdo orbital de um veiculo espacial
consiste em obter uma descri¢ao de seu estado (posi¢ao e velocidade) como uma fungao
do tempo. De uma forma abrangente, a transferéncia orbital pode ser definida como
sendo o problema de mudanca do estado inicial de um veiculo espacial (posicao,

velocidade e massa) de ro, Vo € Mg no instante ty para Iy, Vi € M¢ no instante t¢ (t; = to)
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com o menor consumo de combustivel (M, - My) possivel. Para obter esse resultado
deve-se escolher o modulo, a direcdo e o sentido do empuxo a ser aplicado ao veiculo
(controle disponivel). O problema de manobra orbital consiste em determinar o
comportamento orbital e transferir um veiculo espacial entre duas oOrbitas dadas. Em
uma transferéncia desse tipo existem diversos fatores importantes como, por exemplo,
controle do tempo gasto com a transferéncia, economia no consumo de combustivel,

limites nos atuadores e/ou estado do veiculo, etc.

Nas se¢des anteriores desse trabalho mostrou-se o comportamento da orbita de uma
particula teste ao redor de sélidos tridimensionais e nao esféricos sob a acdo de um
campo gravitacional. A partir da dindmica da orbita estudada, deseja-se simular uma
manobra orbital de uma drbita interna conhecida (dados os valores de Ry, Vj e Ty) para
uma orbita externa desejada (dados os valores de Rg, Vie Tr) com um minimo AV e no

menor tempo possivel, sendo:

Ry, Vo — os vetores posi¢do e velocidade da orbita inicial;
Ry, V¢ — os vetores posicao e velocidade da orbita final;
Ty e Tr — os periodos da orbita inicial e final, respectivamente e

AV — incremento de velocidade necessario para a manobra.

Sera assumido que as duas oOrbitas envolvidas sdo coplanares, pois existe um grande
nimero de missdes que requer uma manobra desse tipo. Em algumas missoes, o satélite
pode ser lancado em uma Orbita mais baixa e, com uma manobra orbital, ser conduzido

para uma oOrbita mais alta, porém no mesmo plano orbital.

Um método para resolver problemas de trajetorias 6timas e que foi aplicado neste
trabalho é o Two-Point Boundary Value Problem (TPBVP), em que as condig¢des
necessarias para a otimizagdo sdo encontradas usando técnicas de calculo variacional.

Esse método € resolvido numericamente.

O procedimento desse trabalho ¢ demonstrado a seguir. Conhecidos os parametros

necessarios das orbitas inicial e final, faz-se uma discretizacao dessas oOrbitas em um
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numero finito de pontos. Para cada combinagdo desses pontos (Py; € Pg, em que os
subscritos ‘0’ e ‘f * indicam as oOrbitas inicial e final e os subscritos ‘i’ e ‘j° sdo os
numeros de cada ponto discretizado) faz-se uma manobra orbital com um incremento de
velocidade no instante do impulso. Existem infinitas trajetorias ligando esses dois
pontos e a forma utilizada para encontrar a trajetoria de menor consumo de combustivel
¢ indexar cada uma delas pelo tempo de transferéncia e resolver o Two-Point Boundary
Value Problem com esse tempo dado. Assim procedendo, ao variar o tempo de
transferéncia, pode-se cobrir um amplo conjunto de opgdes e obter a transferéncia de
menor consumo entre dois pontos considerados. Efetuando esse procedimento para
todas as combinagdes de pontos das Orbitas inicial e final pode-se obter o instante que
gera a manobra de menor consumo de combustivel (que corresponde ao menor
incremento de velocidade). Quanto maior o nimero de pontos em que as duas Orbitas
sdo discretizadas, menor serd o AV necessario para a manobra, porém, o tempo de
processamento aumenta proporcionalmente. Vale lembrar ainda que o sdlido
tridimensional que representa o corpo central do problema ¢ formado por um nimero
elevado de tetraedros (cerca de 500) o que torna o tempo de processamento ainda maior

para efetuar a transferéncia orbital.

Ao final de cada teste o resultado serd uma transferéncia de uma orbita inicial Oy para
uma orbita final O com o menor AV. A melhor transferéncia ocorrerd de um ponto P;
(dados Ry e Vy) da orbita interna para um ponto P; (dados Ry e Vy) da orbita externa com

um incremento minimo AV, conforme o esquema da Figura 5.22.
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Figura 5.22 — Transferéncia orbital

Os métodos classicos de manobras orbitais sdo baseados no modelo de propulsao
impulsivo. Um dos métodos mais utilizados ¢ a transferéncia de Hohmann. Esta ¢ uma
solucdo bi-impulsiva 6tima para uma transferéncia 6tima entre duas Orbitas circulares e
coplanares com tempo livre. Na orbita inicial aplica-se um impulso na direcdo do

movimento ¢ de magnitude dada por:

o 20

Rf
Aojﬂ

(5.15)

Com isso o veiculo entra em uma Orbita de transferéncia eliptica com periapsis Ry e
apoapsis Ry. Entdo, espera-se que o veiculo complete meia revolugao e atinja o apoapsis,
quando ¢ aplicado o segundo impulso, na direcdo do movimento e com magnitude dada

por:
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|
AV, =V, |l - W\/(R%{O) (5.16)

Esse impulso faz com que o veiculo entre em uma orbita circular de raio Ry. Com isso,
tem-se que o tempo de transferéncia ¢ a metade do periodo orbital da oOrbita eliptica de

transferéncia:

%
1 ”R%{

Essa ¢ a chamada transferéncia de Hohmann (Kuga et al., 2001; Chiaradia, 2000).

Neste trabalho, a técnica utilizada para a realizagio da manobra é o Two-Point
Boundary Value Problem (TPBVP). Escolheu-se uma orbita inicial com vetores Ry e V

e uma Orbita final com vetores R e V¢ dados por:

R, =+(X2+Y2+22)=5 e R,=4(X2+YZ+2Z2)=10.

Devido ao grande esfor¢o computacional exigido pelo problema, o primeiro teste de
manobras orbitais considerou um corpo central criado por apenas dois tetraedros. Cada
orbita foi discretizada em um conjunto de 4 pontos igualmente espacados, gerando um

total de 16 conjuntos de solu¢des para as manobras, num tempo livre que varia desde T,
. T, . , P
até¢ T, sendo T, = i ou seja, um quarto do periodo da orbita inicial; e T, =T;,

que corresponde ao periodo da orbita final.

O conjunto de solugdes foi armazenado gerando graficos do incremento de velocidade

versus tempo (AV.vs.T) para cada conjunto de pontos Py € Pg. A melhor manobra
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corresponde ao ponto de minimo do grafico, ou seja, ao menor AV em um menor

tempo possivel.

A Figura 5.23 apresenta os valores do incremento de velocidade AV durante um
determinado periodo de tempo. Verifica-se que o ponto de minimo desse grafico

corresponde ao menor AV para um dado periodo.

1.2+

1.1 4

0.9 4

Delta V

0.8

0.7 4

— T T T " T T T
0 50 100 150 200 250 300
T

Figura 5.23 — Minimo valor de AV .

A Tabela 5.7 apresenta os menores valores de AV para cada manobra 6tima realizada de

um ponto Py; da orbita interna para um ponto Py da 6rbita externa.

Tabela 5.7 — Minimo de AV para cada conjunto de pontos das orbitas discretizadas.

O corpo primario considerado ¢ o conjunto de dois tetraedros.

Poi / Py AV T
1/3 0,717 54
2/4 0,711 50
3/1 0,699 47
4/2 0,690 46
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As Figuras 5.24 (a, b, ¢, d) apresentam esquematicamente a manobra orbital realizada

com o valor de AV para cada conjunto de pontos conforme ¢ apresentado na Tabela

5.7.

10

Figura 5.24 — Manobras orbitais de uma orbita interna de raio Ry = 5 para uma orbita

externa de raio R = 10 com diferentes conjuntos de pontos. Cada
conjunto de ponto apresenta um minimo AV necessario para a realizacao
da transferéncia orbital. O corpo central € representado por um conjunto
de dois tetraedros centrados na origem do sistema de referéncia. De
acordo com a Tabela 5.7, a transferéncia 4 / 2 (Figura 5.24d) apresenta o

menor AV e o menor periodo de tempo para a manobra.

176



De acordo com os resultados apresentados pela Tabela 5.7 e pelas Figuras 5.24,
verificou-se que a transferéncia Otima para cada conjunto de pontos ¢ similar a de
Hohmann, apresentada anteriormente. Essa analise pode ser verificada calculando-se os
valores do pericentro e apocentro da Orbita de transferéncia (Rper € Rapo). Esses valores

ficaram proximos dos valores do semi-eixo da oOrbita interna (R, =5) e da orbita
externa (R, =10). Os demais conjuntos de pontos mostraram um grande acréscimo de

velocidade e também um maior periodo de tempo para que ocorra a transferéncia. Uma
condi¢do para encontrar uma transferéncia 6tima ¢ aumentar o nimero de pontos na

discretizagao das orbitas inicial e final.

Com esse teste inicial, a obtencdo de uma manobra orbital com um minimo AV pode
ser simulada a partir de uma Orbita inicial (interna / externa) para uma Orbita final
(externa / interna). O corpo central do problema pode ser qualquer um dos soélidos
tridimensionais estudados: os elipsoides Prolato 3, Prolato 12, Oblato 2, Oblato 4 ¢ a
Esfera. Uma aplicacdo para a manobra orbital utilizando um desses solidos (ou até
mesmo um asteroide real) seria fazer com que a particula teste ou veiculo espacial passe
tdo proximo quanto possivel do corpo primario e, imediatamente antes da colisdo, fazer

uma transferéncia orbital para uma 6rbita mais externa, numa regiao livre de colisao.

Um segundo teste que exemplifica a transferéncia orbital considera a Esfera como corpo
central. Novamente as oOrbitas inicial e final s3o dadas pelas distancias Rop=5eRs=
10, respectivamente. A Tabela 5.8 apresenta os conjuntos de pontos de cada Orbita
discretizada que gerou a melhor transferéncia orbital, os valores de AV e o menor

tempo de transferéncia para cada caso.
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Tabela 5.8 — Minimo de AV para cada conjunto de pontos das orbitas discretizadas.

O corpo primario ¢ representado pela Esfera.

Poi / Py AV T
1/3 1,804 36
2/4 1,787 31
3/1 1,782 30
4/2 1,795 32

O ultimo exemplo sobre manobras orbitais considera o elipsdide Oblato 2 como corpo
central e novamente as orbitas inicial (Ry = 5) e final (R¢= 10) sdo discretizadas em um
determinado niimero de pontos. O menor AV para a manobra ¢ obtido, escolhendo-se o
melhor conjunto de pontos. A Tabela 5.9 apresenta os valores de AV e o menor tempo
de transferéncia para cada conjunto de pontos em que se encontrou uma transferéncia
otima. A Figura 5.25 apresenta uma dessas transferéncias orbitais, considerando o

Oblato 2 como corpo central.

Tabela 5.9 — Minimo de AV para cada conjunto de pontos das Orbitas discretizadas.

O corpo primario € representado pelo Oblato 2.

Poi / Py AV T
1/3 3,481 12
2/4 3,583 14
3/1 3,369 12
4/2 3,305 12
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~104

Figura 5.25 — Manobra orbital de uma o6rbita interna de raio Ry = 5 para uma orbita
externa de raio Ry = 10, com um minimo AV. O corpo central ¢
representado pelo Oblato 2 e a transferéncia ocorre no conjunto de pontos

2/4.
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CAPITULO 6

CONCLUSOES E SUGESTOES

6.1. Conclusoes

O foco deste trabalho foi o0 estudo analitico do potencial gravitacional de alguns corpos
homogéneos com formas geométricas simples, bem definidas e irregulares. Inicialmente
foram utilizadas algumas formas geométricas planas (2D), tais como a placa retangular
e a placa triangular, cujo potencial foi descrito através de expressdes analiticas simples.
Posteriormente, determinou-se o potencial de corpos tridimensionais como a esfera, o
elipsoide prolato e o elipsoide oblato de diferentes valores de semi-eixo. Seus potenciais
foram obtidos numericamente através do método de poliedros. Esse método modela o
solido tridimensional como um poliedro com um numero variavel e finito de faces
triangulares. Os resultados mostraram que o potencial de cada s6lido estudado estava de

acordo com o esperado, ou seja, decrescendo com a distancia.

O estudo do potencial de corpos bi e tridimensionais simples e de trajetorias ao redor de
tais corpos teve como foco principal o estudo do comportamento de uma particula teste
dentro do campo gravitacional gerado por formas geométricas simples, porém néo
esféricas. Esse estudo introdutério é base do entendimento necessario para explicar o
comportamento de uma particula ou veiculo espacial dentro de um campo gravitacional
mais complexo, gerados por corpos altamente irregulares, tais como os asterdides.
Aplicar o método de poliedros em formas geométricas, cujos potenciais ja sejam
conhecidos através da literatura, traz informac6es Uteis que podem ser aplicadas em
objetos com formas mais complexas. Neste trabalho, toda implementacédo
computacional feita para formas simples pode ser aplicada diretamente para quaisquer
outros corpos irregulares, desde que a forma e o modelo poliedral desse corpo sejam

conhecidos.
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Para objetos bidimensionais, estudou-se a dinamica da Orbita de uma particula que
orbita ao seu redor, obtendo-se uma descri¢ao da regido de estabilidade ou instabilidade
da orbita (Orbitas periddicas, quase-periddicas e caoticas) e as regides de colisdo. Um
estudo global do espaco de fase ao redor dessas placas foi obtido, através da técnica de
superficie de seccdo de Poincaré. Com as regides bem definidas, verificou-se o
comportamento da Orbita de uma particula teste nas vizinhancas das placas e 0 seu
comportamento quando se aproxima de seus Vértices, verificando-se a evolucdo
temporal do semi-eixo, excentricidade, argumento do pericentro e anomalia média da
Orbita. Esse estudo teve grande importancia para se fazer uma previsdo do
comportamento da particula que orbita ao redor de sélidos tridimensionais, cujas formas
sdo aproximadas por um conjunto de tetraedros contendo um ndmero finito de vértices.
Observou-se que 0 semi-eixo maior e a excentricidade da Orbita sofrem grandes
alteracdes durante a passagem da particula nas proximidades de um dos vértices das
placas. Esses elementos orbitais apresentaram um pico de maximo no instante da
passagem pelos vértices. As trajetdrias apresentadas no trabalho mostraram que o efeito
do potencial das placas pode ser comparado ao efeito do achatamento da Terra (J;), pois

geraram trajetorias que podem ser vistas como uma Orbita eliptica precessionando.

No caso tridimensional, estudou-se a dindmica da orbita de uma particula teste ao redor
de diferentes sélidos representados por um numero finito de tetraedros. Apresentou-se a
eficiéncia do método poliedral na determinagdo do potencial gravitacional e a evolucédo
da orbita ao longo do tempo. Uma esfera de raio unitaria é representada por um ndmero
finito de tetraedros e tem seu potencial determinado através do método de poliedros. De
um modo geral, quando a particula se encontra distante do corpo central, sua posic¢éo
retorna ao ponto inicial ap6s um periodo orbital kepleriano. Por outro lado, quando a
particula se aproxima da superficie da esfera, o efeito de sua forma poliedral faz com
que os elementos orbitais tenham varia¢fes de curto periodo para o semi-eixo maior e
excentricidade, da ordem de 10° em ‘a’ e da ordem de 10®° em ‘e’. Com esses
resultados pode-se verificar que a forma poliedral da esfera foi bem representada e que
esse método é eficiente para o calculo de trajetorias.
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Ainda no estudo de corpos tridimensionais, verificou-se 0 comportamento da particula
teste ao redor de corpos com diferentes formas, representados por elipsoides alongados
(prolatos) e elipsoides achatados (oblatos). Tanto nos elipsoides prolatos quanto nos
oblatos, a Orbita torna-se excéntrica e precessiona, devido ao efeito do campo
gravitacional. Os elipsoides prolatos tiveram diferentes valores de semi-eixo, sendo um
mais alongado que o outro. Logo, o efeito devido ao campo gravitacional do corpo
mostrou-se mais acentuado para o elipsdide mais alongado. A 6Orbita torna-se mais
excéntrica e precessiona rapidamente para o elipsoide mais alongado. Para o Prolato 3, a
excentricidade da orbita atinge um valor maximo de aproximadamente 0,022; enquanto
que no Prolato 12, o méximo da excentricidade € cerca de 0,8. A mesma observacdo
pode ser feita com os elipsdides oblatos. Os elipséides Oblato 2 e Oblato 4 apresentam
uma excentricidade maxima de aproximadamente 0,02 e 0,11, respectivamente. 1sso
mostra que, quanto mais achatado é o corpo central, maior sera a excentricidade da

Orbita.

Uma observacdo do periodo orbital pode ser feita para esses sélidos em estudo. O
periodo orbital utilizado no problema é o Kepleriano. Porém, no caso dos elipsdides
prolatos, o periodo orbital torna-se mais longo que o periodo Kepleriano; enquanto que

no caso dos elipsoides oblatos o periodo orbital torna-se mais curto.

O trabalho foi entéo finalizado com a apresentacdo de um tipo de manobra orbital ao
redor de um conjunto de tetraedros que representam um corpo tridimensional qualquer,
mostrando o menor incremento de velocidade necessario para efetuar a transferéncia de
uma Orbita interna para uma Orbita externa. Esse estudo fez uso da técnica chamada
Two-Point Boundary Value Problem. Os resultados mostraram que a transferéncia
orbital teve um menor consumo de combustivel (menor incremento de velocidade) para

uma manobra similar a de Hohmann.
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6. 2. Sugestdes Futuras

Algumas sugestbes para futuras extensdes dos topicos abordados neste trabalho sdo

apresentadas a seguir.

Incluir a rotacdo das placas geométricas planas e estudar a dindmica da Orbita de

uma particula teste considerando o efeito do potencial gravitacional.

= Construir um modelo numérico para a representagdo poliedral de corpos

tridimensionais utilizando tetraedros regulares.

= Utilizar dados reais de aster6ides ou outras formas geométricas tridimensionais
irregulares, estudando a dindmica da Orbita devido ao efeito do potencial

gravitacional.

= Simular manobras orbitais com 6rbitas mais discretizadas com a finalidade de

melhorar a precisdo e encontrar o0 menor consumo de combustivel.

= Utilizar outros métodos para o calculo do potencial gravitacional de corpos com
formas irregulares, com o propésito de comparacdo, buscando o método mais
eficiente com um menor tempo de processamento. Alguns desses métodos sdo:

Mascom (Concentracdo de Massa) e Aproximacao de lvory, entre outros.
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