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ucação que eles me deram, jamais teria chegado tão longe.

i



Resumo

Uma part́ıcula clássica relativ́ıstica é descrita utilizando-se o formalismo de Dirac

para sistemas vinculados devido à invariança sob transformações de reparametrizações

requerida por uma teoria expĺıcitamente covariante. Nós introduzimos os graus de

liberdade de spin via variáveis de Grassman, que levam diretamente ao conceito de

supersimetria presente na teoria. As equações de movimento e a quantização são

consideradas tanto para as teorias livres de spin 0 e 1/2, como para a teoria com

interação eletromagnética. A álgebra dos v́ınculos de primeira classe é extendida

para descrever part́ıculas de spin N/2, que incluem as representações de spin 1. A

teoria quântica obtida é comparada com a teoria clássica de campos.

Palavras Chaves: Part́ıculas relativ́ısticas com spin; sistemas vinculados; quan-

tização.

Áreas do conhecimento: F́ısica de part́ıculas e campos.
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Abstract

A classical relativistic particle is described by means of Dirac’s formalism for con-

strained systems, where the constraints come from the reparametrization invariance

required by an explicitly covariant theory. We introduce spin degrees of freedom

via Grassman variables, which leads directly to the concept of supersymmetry in

the theory. The equations of motion and quantization are considered both for the

spin 0 and 1/2 free theories, and for the eletromagnetic interaction. The first class

constraints algebra is extended to describe spin N/2 particles, which include spin 1

representations. The quantum theory obtained is compared to the classical theory

of fields.
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Caṕıtulo 1

Introdução

Os modelos clássicos e pseudo-clássicos de part́ıculas relativ́ısticas vêm sendo

estudados nos últimos 30 anos devido à sua relação com algumas teorias moder-

nas em f́ısica, como supersimetria, (super)cordas e (super)gravidade. Dentre elas,

podemos citar: a descrição de cordas relativ́ısticas [21], considerando a ampliação

do elemento de linha para uma folha de mundo bidimensional, sendo uma extensão

natural da lagrangiana de uma part́ıcula livre; a interação de supergravidade com

supermatéria descrita pela lagrangiana de uma part́ıcula massiva de spin 1/2 [22].

Assim, uma das razões para se estudar esses modelos reside na possibilidade de

se aprender novas formas de solucionar os problemas encontrados na f́ısica contem-

porânea, visto que neste contexto eles aparecem bem mais simplificados. Uma outra

justificativa, não menos importante, reside em analisar a possibilidade de, a partir

de um modelo clássico de part́ıculas relativ́ısticas, obter via quantização a dinâmica

de uma teoria clássica de campo, para qualquer spin considerado.

Neste trabalho estamos justamente interessados nessa relação entre os modelos

quantizados de part́ıculas relativ́ısticas [1],[2] e o formalismo de teoria de campos.

Formulamos a teoria clássica a partir de uma invariança sob transformações de

reparametrização, requerida para a descrição covariante da dinâmica clássica [6],

e utilizamos o formalismo de Dirac [5] de sistemas vinculados para obter a teoria

quantizada. O conceito de supersimetria surge naturalmente ao considerar as invar-

ianças de gauge dos modelos [8],[10]. Ele conecta as variáveis fermiônicas, usadas

para a descrição do spin ”clássico” [8]-[10] e para o acoplamento da massa ao gerador

de supersimetria [9], e as bosônicas, que descrevem a dinâmica da part́ıcula em um

espaço-tempo de Minkowski. A análise dos modelos sob interação eletromagnética

também é realizada [8]-[12], onde obtemos para o caso de spin 1/2 correções para a

força de Lorentz e o valor correto para o fator giromagnético.

Quando extendemos a álgebra dos v́ınculos de primeira classe, presentes no mod-

elo de spin 1/2 não massivo, para descrever N transformações de supersimetria [14],
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e adicionamos um gerador de transformações no grupo O(N) [15], vemos que as

teorias quantizadas fornecem a descrição de part́ıculas com spin N/2, conforme a

construção de Bargmann-Wigner [16]. Na inserção da massa [18],[19], vemos que

surge uma equação algébrica de dif́ıcil interpretação, mas que não impede a obtenção

de uma teoria quântica consistente para part́ıculas de spin 1 [17].

Uma vez analisados o regime clássico e o processo de quantização, nós compara-

mos os resultados obtidos com a dinâmica dos campos clássicos de spin 0, 1/2 e

1, e conclúımos que, pelo menos para esses três casos, a quantização reproduz a

dinâmica das teorias de campo.

A organização desse trabalho segue a metodologia: no caṕıtulo 2 consideramos a

descrição clássica de uma part́ıcula livre, analisando as propriedades que o formal-

ismo deve apresentar; no caṕıtulo 3 constrúımos a ação para descrever uma part́ıcula

livre, inserindo variáveis de Grassman para descrever os graus de liberdade de spin

1/2, e mostramos como a fixação de gauge é obtida para que as equações de movi-

mento sejam descritas no referencial do tempo próprio; no caṕıtulo 4 realizamos a

quantização dos modelos livres, construindo os parênteses de Dirac com os v́ınculos

de segunda classe e a obtendo a dinâmica quântica através da atuação dos v́ınculos

de primeira classe nos estados f́ısicos; no caṕıtulo 5 consideramos a interação eletro-

magnética com um campo de fundo, analisando a influência do acoplamento do spin

nas equações de movimento, e obtemos a descrição quântica da teoria; no caṕıtulo 6

extendemos a álgebra dos v́ınculos para obter a descrição de uma part́ıcula de spin

arbitrário, onde considerando o caso de spin 1, obtemos no processo de quantização

as equações de Maxwell e Proca satisfeitas pelos estados do sistema; no caṕıtulo

7 comparamos os resultados obtidos na quantização dos modelos com os campos

clássicos de spin 0, 1/2 e 1; e por fim, no caṕıtulo 8 nós fornecemos as conclusões

obtidas ao longo do trabalho e finalizamos com as perspectivas futuras.

A disposição das referências se encontra na ordem em que elas aparecem no texto,

e no caso de mais de uma referência para o mesmo tema, tentamos organizá-las de

forma que as primeiras apresentem um caráter mais introdutório, seguido das que

exigem um maior aprofundamento dos conceitos.

Em todo o trabalho utilizamos a notação de ”soma” quando aparecerem ı́ndices

repetidos, e unidades tais que c = h̄ = 1.
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Caṕıtulo 2

Dinâmica Clássica de Part́ıculas Relativ́ısticas

Neste caṕıtulo inicial mostraremos o formalismo necessario para se descrever uma

part́ıcula relativ́ıstica, que utilizaremos no decorrer do trabalho. Começamos mos-

trando como, a partir de objetos invariantes de Lorentz, aparece a necessidade de

se exigir que a ação seja invariante sob transformações de reparametrização [1,2].

Na sequência introduzimos os formalismos lagrangiano e hamiltoniano [3,4] e vemos

como a relação entre a arbitrariedade na parametrização e a covariança relativ́ıstica

[6,7] requer o tratamento de Dirac para sistemas vinculados [5-8].

2.1 Descrição Relativ́ıstica

A trajetória de uma part́ıcula livre em um espaço-tempo de Minkowski é descrito

pelo 4-vetor posição xµ(τ), que descreve as coordenadas dos pontos da trajetória

como função do parâmetro τ . Ele deve ser uma função uńıvoca e ao menos duas

vezes diferenciável com relação ao parâmetro τ , que por sua vez deve satisfazer a

condição de ser monótona ao longo da trajetória.

Em um espaço tempo, o quadrado da distância entre dois pontos próximos em

uma trajetória descrita por uma part́ıcula é definido como

ds2 = gµνdx
µdxν = dxµdx

µ, (2.1)

onde gµν é o tensor métrico que caracteriza o espaço-tempo onde a trajetória é

realizada. Para o caso em questão, temos o espaço-tempo de Minkowski definido

por gµν = ηµν . Assim, o comprimento da curva entre dois pontos com coordenadas

xµ(τ1) e xµ(τ2) é

s =
∫ τ2

τ1
dτ

√
ηµν

dxµ

dτ

dxν

dτ
. (2.2)

É posśıvel observar a partir da definição do comprimento que ele é independente

do sistema de coordenadas utilizado como referência e da parametrização utilizada,
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pois

s =
∫ τ2

τ1
dτ ′
√
ηµν

dx′µ

dτ ′
dx′ν

dτ ′
=
∫ τ2

τ1
dτ ′

√√√√( dτ
dτ ′

)2

ηµν
dxµ

dτ

dxν

dτ
=
∫ τ2

τ1
dτ

√
ηµν

dxµ

dτ

dxν

dτ
.

(2.3)

O significado f́ısico da distância entre dois pontos próximos (2.1) pode ser visualizado

na escolha de um sistema de coordenadas em que a part́ıcula encontra-se em repouso

(dx = 0), onde ds2 reduz-se a

ds2 = dx2
0 = dt2, (2.4)

ou seja, nesse referencial s é essencialmente o tempo próprio.

Como s é um parâmetro invariante, é posśıvel escolhê-lo como o parâmetro de

dependência funcional da posição [2], xµ (s), e definir os 4-vetores velocidade e ace-

leração na forma

ẋµ (s) =
d

ds
xµ (s) , ẍµ (s) =

d2

ds2
xµ (s) . (2.5)

Sob essa definição, as componentes da velocidade não são independentes, sendo um

vetor do tipo tempo,

ẋµ (s) ẋµ (s) = 1, (2.6)

ortogonal à aceleração

ẍµ (s) ẋµ (s) = 0. (2.7)

Com as definições (2.6) e (2.7) de velocidade e aceleração, é posśıvel construir um

formalismo para descrever a dinâmica de uma part́ıcula relativ́ıstica, generalizando

os métodos utilizados em mecânica clássica, baseados no prinćıpio de minimização da

ação, para obter as equações de movimento via formalismos de Lagrange e Hamilton.

Utilizando o parâmetro invariante s, o prinćıpio de mı́nima ação pode ser formu-

lado baseado na existência de um funcional de L [xµ (s) , ẋµ (s) , s], lagrangiana do

sistema, tal que a trajetória real (f́ısica) xµ (s) torna a ação integral

S =
∫ s2

s1
L [xµ (s) , ẋµ (s) , s] ds (2.8)

um extremo. Mais precisamente, para o movimento real entre s1 e s2, a variação da

ação deve ser nula:

δS = δ
∫ s2

s1
L [xµ (s) , ẋµ (s) , s] ds = 0. (2.9)

Essa variação é definida de forma que os pontos extremos xµ (s1) e xµ (s2) sejam

fixos, e que satisfaçam a condição de contorno

δxµ (s1) = δxµ (s2) = 0. (2.10)
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Porém, não é posśıvel realizar formalmente a variação devido a condição (2.6), que

restringe as variações. Uma forma posśıvel de se resolver esse problema seria a

implementação dessa condição na lagrangiana sob a forma de um v́ınculo do sistema,

usando-se um multiplicador de Lagrange. Mas também podemos optar por outra

forma, introduzindo um parâmetro invariante arbitrário τ , de forma a reescrever a

ação na forma

S =
∫ τ2

τ1
L [xµ (τ) , ẋµ (τ) , τ ] dτ. (2.11)

Tal parâmetro não se refere a uma escolha particular τ (s), mas sim a qualquer

parâmetro posśıvel. Sob essas condições, a arbitrariedade do parâmetro τ exige que

a teoria constrúıda independa da sua escolha, i.e., seja invariante sob um conjunto

de transformações que altere a parametrização utilizada. No contexto de teorias

relativ́ısticas, a invariança sob reparametrizações é de importância fundamental (ela

garante a covariança relativ́ıstica), e por isso será discutida mais a frente na seção

2.6, visto que é necessário um conhecimento prévio dos formalismos lagrangiano e

hamiltoniano.

2.2 Formalismos lagrangiano e hamiltoniano

Vamos começar a análise dos formalismos lagrangiano e hamiltoniano total-

mente baseada no contexto de mecânica clássica, onde as grandezas constrúıdas não

são explicitamente invariantes de Lorentz (e não necessariamente também), visto que

a passagem para a formulação relativ́ıstica pode ser feita diretamente, sem muitas

complicações.

Como dito anteriormente, a dinâmica da teoria está inteiramente contida na ação

[3],[4],

S =
∫ t2

t1
L
(
qk, q̇k, t

)
dt, (2.12)

onde L
(
qk, q̇k, t

)
é a função lagrangiana do sistema, qk e q̇k são as coordenadas

e velocidades generalizadas, e t é o parâmetro utilizado como argumento geral da

dinâmica, usualmente tomado como o tempo. O ı́ndice romano k = 1, ..., N refere-se

a cada um dos N graus de liberdade. A lagrangiana é dita regular se o determinante

da matriz hessiana, definida como

Wij =
∂2L

∂q̇i∂q̇j
, (2.13)

for diferente de zero. No caso em que o determinante for zero, a lagrangiana é dita

singular. Nessa análise inicial, o enfoque será somente em sistemas regulares, visto

3



que o tratamento para casos singulares requer uma generalização do procedimento

aqui apresentado, e que será tratado na próxima seção.

A ação é um funcional de coordenadas qk, sendo que as trajetórias clássicas do

sistema são obtidas como pontos estacionários do parâmetro t. A condição necessária

para que tais trajetórias existam é que a variação da ação seja igual à zero. Uma

vez satisfeita essa condição, as equações de movimento obtidas da variação da ação

são:

Lk =
∂L

∂qk
− d

dt

(
∂L

∂q̇k

)
= 0. (2.14)

Essas são as equações de Euler-Lagrange. A variação é feita mantendo os pontos

inicial e final fixos, i.e., requerindo que sejam satisfeitas as condições de contorno

δqk (t1) = δqk (t2) = 0. (2.15)

No caso regular, todas as equações são de segunda ordem e funcionalmente inde-

pendentes. Uma vez fixadas 2N constantes de integração, as soluções obtidas são

uńıvocas. Tendo em vista somente a obtenção de equações de movimento que des-

crevam o sistema, então este é o cerne do formalismo lagrangiano.

A passagem para o formalismo hamiltoniano é realizada partindo do formalismo

lagrangiano [3],[4], considerando a diferencial

dL =
∂L

∂t
dt+

∂L

∂qk
dqk+

∂L

∂q̇k
dq̇k =

∂L

∂t
dt+

∂L

∂qk
dqk+d

(
∂L

∂q̇k
q̇k
)
− q̇kd

(
∂L

∂q̇k

)
. (2.16)

e reescrevendo-a na forma

d

(
∂L

∂q̇k
q̇k − L

)
= −∂L

∂t
dt− ∂L

∂qk
dqk + q̇kd

(
∂L

∂q̇k

)
. (2.17)

Assim é posśıvel definir as quantidades

H = pkq̇
k − L, pk =

∂L

∂q̇k
, (2.18)

como a função hamiltoniana H, e os momentos conjugados às coordenadas, pk, e

reescrever (2.17) na forma

dH = −∂L
∂t
dt− ∂L

∂qk
dqk + q̇kdpk. (2.19)

Sob essa construção, a nova função obtida, a hamiltoniana, é uma função das

variáveis (q, p, t). É importante observar que somente no caso regular as equações

de definição dos momentos podem ser resolvidas univocamente, i.e., realizar a troca

4



(q, q̇, t)→ (q, p, t) entre os conjuntos de variáveis. Essa constatação vem da análise

do jacobiano da transformação:

∂pk
∂q̇i

=
∂

∂q̇i

(
∂L

∂q̇k

)
=

∂2L

∂q̇i∂q̇k
= Wik, (2.20)

ou seja, a singularidade da matriz hessiana implica na singularidade do jacobiano

da transformação.

Comparando a equação (2.19) com a diferencial da hamiltoniana H (q, p, t),

dH =
∂H

∂qk
dqk +

∂H

∂pk
dpk +

∂H

∂t
dt, (2.21)

obtemos a seguinte expressão:(
q̇k − ∂H

∂pk

)
dpk −

(
∂L

∂qk
+
∂H

∂qk

)
dqk −

(
∂L

∂t
+
∂H

∂t

)
dt = 0. (2.22)

Como as coordenadas e os momentos são independentes, essa igualdade só será

satisfeita se as seguintes relações forem verdadeiras:

q̇k =
∂H

∂pk
,

∂L

∂qk
= −∂H

∂qk
,

∂L

∂t
= −∂H

∂t
. (2.23)

Utilizando as equações de Euler-Lagrange (2.14) e (2.23), obtemos

∂L

∂qk
=

d

dt

(
∂L

∂q̇k

)
= ṗk = −∂H

∂qk
. (2.24)

De (2.23) e (2.24) nós obtemos um conjunto de equações para qk e pk que fornecem

as equações de movimento de Hamilton,

q̇k =
∂H

∂pk
, ṗk = −∂H

∂qk
. (2.25)

Essas equações também podem ser obtidas da ação funcional, utilizando a definição

da hamiltoniana presente em (2.18) no lugar da lagrangiana, na forma

A =
∫ t2

t1

{
pkq̇

k −H
}
dt, (2.26)

onde agora a variação e minimização da ação devem ser realizadas com respeito às

variáveis (q, p).

Assim, o cerne da formulação hamiltoniana consiste na passagem da função la-

grangiana para a hamiltoniana, onde o conjunto de variáveis (q, q̇, t) é trocado pelo

conjunto (q, p, t), e as equações de movimento são obtidas via minimização da ação

(2.26). As duas formulações são totalmente equivalentes, ie., levam às mesmas

equações de movimento.
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Resta ainda ressaltar uma importante ferramenta presente no formalismo hamil-

toniano, que são os parênteses de Poisson, definidos como

{A,B} =
∂A

∂qk
∂B

∂pk
− ∂A

∂pk

∂B

∂qk
. (2.27)

Eles são utilizados para descrever a evolução temporal de qualquer função arbitrária

é F (q, p, t),

d

dt
F (q, p, t) =

∂F

∂qk
q̇k +

∂F

∂pk
ṗk +

∂F

∂t
=
∂F

∂qk
∂H

∂pk
− ∂F

∂pk

∂H

∂qk
+
∂F

∂t

= {F,H}+
∂F

∂t
, (2.28)

além de permitirem, via prinćıpio de correspondência, um contato direto entre as

teorias clássicas e quânticas. A sua aplicação nesse texto será extensa, por isso eles

já estão sendo apresentados.

A extensão para uma formulação explicitamente relativ́ıstica é uma generalização

da ação (2.11) [2],

S =
∫ τ2

τ1
L [xµ (τ) , ẋµ (τ) , τ ] dτ, (2.29)

onde agora a lagrangiana é função de xµ, ẋµ e do parâmetro τ , este assumindo

um carater completamente arbitrário, como em (2.12). A aplicação do prinćıpio

variacional, sob a condição de contorno

δxµ (τ1) = δxµ (τ2) = 0, (2.30)

leva às equações de movimento

d

dτ

(
∂L

∂ẋµ

)
− ∂L

∂xµ
= 0. (2.31)

A passagem para o formalismo hamiltoniano é realizada a partir da definição do

momento conjugado à xµ,

pµ =
∂L

∂ẋµ
, (2.32)

e da construção da hamiltoniana semelhante à equação (2.18),

H = ẋµpµ − L. (2.33)

Porém, nesse ponto surge um problema com o formalismo: a hamiltoniana assim

definida é identicamente igual à zero, pois a lagrangiana deve ser homogênea de

primeira ordem, o que anula o lado direito da expressão (2.33). Essa ”indefinição” da

hamiltoniana está relacionada ao fato da descrição relativ́ıstica já conter v́ınculos na

própria estrutura, sendo que a dinâmica hamiltoniana só pode ser tratada utilizando-

se a estrutura de sistemas vinculados. Os detalhes desse problema serão discutidos

nas próximas seções.
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2.3 Formalismo hamiltoniano para sistemas singulares

Como dito anteriormente, um sistema é caracterizado como singular quando o

determinante da matriz hessiana é nulo [5]-[7], i.e.,

det |Wij| = det

∣∣∣∣∣ ∂2L

∂q̇i∂q̇j

∣∣∣∣∣ = 0. (2.34)

A nulidade do determinante reflete o fato de os momentos conjugados não poderem

ser invertidos de forma a expressar as velocidades univocamente em termos destes.

Consequentemente, existem relações funcionais conectando as coordenadas e os mo-

mentos do tipo

φm (q, p) = 0. (2.35)

A existência dessas relações indica que nem todas as variáveis dinâmicas da teoria

são independentes entre si, e se M é o posto da matriz W , existem N −M relações

dessa forma, portanto m = 1, ..., N −M . Tais relações são denominadas v́ınculos

primários do formalismo hamiltoniano.

Embora existam N −M velocidades que não podem ser escritas em termos de

(q, p), a hamiltoniana canônica Hc pode ser escrita em termos das variáveis que cujos

momentos são definidos, ou seja,

Hc = piq̇
i − L (2.36)

para todo q̇i (q, p). Mas ela não é univocamente determinada, pois pode-se adicionar

a ela qualquer combinação linear dos v́ınculos (iguais a zero), e obter a hamiltoniana

primária

Hp = Hc + umφ
m, (2.37)

onde um = um (q, p, t) são funções arbitrárias. Assim constrúıdas, Hc e Hp são

indistingúıveis perante a teoria.

As equações de movimento são obtidas através do método geral do cálculo de

variações, fornecendo

q̇i =
{
qi, Hc

}
+ um

{
qi, φm

}
, ṗi =

{
pi, Hc

}
+ um

{
pi, φm

}
. (2.38)

Mas é importante observar que os v́ınculos φm podem ter parênteses de Poisson não

nulo com alguma variável dinâmica. Dessa forma, todos os parênteses de Poisson

devem ser efetuados antes da utilização das equações de v́ınculos. Para assegurar

que isso sempre ocorra, é necessário introduzir a noção de igualdade fraca, denotada

pelo śımbolo ”≈”, na definição dos v́ınculos:

φm (q, p) ≈ 0. (2.39)
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Com essa notação, as equações de movimento passam a ser escritas na forma

Ḟ (q, p) = {F,Hp} ≈ {F,Hc}+ um {F, φm} . (2.40)

A existência de v́ınculos reflete o fato de existirem restrições à evolução tempo-

ral do sistema, visto que as variáveis dinâmicas devem evoluir mantendo fixas as

relações entre as que forem mutuamente dependentes, ou seja, os v́ınculos. Assim,

é necessário impor que os v́ınculos permaneçam constantes no decorrer do tempo:

φ̇m = {φm, Hc}+ un {φm, φn} ≈ 0 (2.41)

Essas são as chamadas condições de consistência dos v́ınculos. Elas podem se reduzir

a relações independentes de um ou impor restrições nos mesmos. No primeiro caso,

as relações entre as variáveis canônicas são independentes dos v́ınculos primários,

dando origem a v́ınculos adicionais, chamados de v́ınculos secundários. Neste caso

devemos repetir o processo (2.41) até que todas as condições de consistência sejam

satisfeitas. Ao final temos um conjunto total de J v́ınculos, entre eles primários e

secundários.

Quando as equações são satisfeitas mediante restrições nos multiplicadores de

Lagrange um, elas aparecem na forma

{φj, Hc}+ um {φj, φm} ≈ 0, j = 1, ..., J. (2.42)

Como um são variáveis arbitrárias, então existe um número de equações lineares não

homogêneas com coeficientes que são funções de (q, p) cuja solução geral é

um = Um (q, p) + vaV
a
m (q, p) , (2.43)

onde Um (q, p) é uma solução particular, V a
m (q, p) com a = 1, ..., A, é o conjunto de

soluções do problema homogêneo associado

V a
m (q, p) {φj, φm} = 0, (2.44)

e va são funções arbitrárias do tempo. Substituindo a equação para um na hamilto-

niana primária, obtemos

Hp = Hc + Umφ
m + vaV

a
mφ

m = Hc + Umφ
m + vaφ

a, (2.45)

onde φa = V a
mφ

m. Com essa análise, todos os requerimentos de consistência da teoria

são satisfeitos, mas ainda existem coeficientes arbitrários dependentes do tempo.

Como consequência, o comportamento das variáveis dinâmicas em tempos futuros

não é completamente determinado pelas condições iniciais.
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No caso mais geral, temos uma teoria com v́ınculos primários e secundários, mas

a distinção entre esses não é essencial. Mais importante, na terminologia de Dirac,

é a classificação em v́ınculos de primeira e de segunda classe. Um v́ınculo é dito de

primeira classe se ele apresentar parênteses de Poisson com qualquer outro v́ınculo

fracamente igual a zero, i.e., se φi é de primeira classe, então

{φi, φm} ≈ 0. (2.46)

No caso de pelo menos um dos parênteses de Poisson com outros v́ınculos for dife-

rente de zero, tal v́ınculo é dito de segunda classe.

Se nenhuma distinção é feita entre os v́ınculos primários e secundários, então é

posśıvel estender a hamiltoniana de forma a englobar todos os v́ınculos,

HE = Hp + v′bφ
b, (2.47)

com b = 1, ..., B, sendo B o número de v́ınculos secundários de primeira classe e HE

chamada de hamiltoniana estendida. Ambas as hamiltonianas (HE e Hp) geram a

mesma evolução para os observáveis da teoria. A existência de v́ınculos de primeira

classe no formalismo implica na existência de estados não univocamente determina-

dos, mas fisicamente indistingúıveis. Em outras palavras, existem transformações

conectando as variáveis dinâmicas da teoria que alteram o estado do sistema, mas

mantêm os observáveis invariantes. Tais tipos de transformações são conhecidas

como transformações de gauge, e serão detalhadas na seção seguinte, juntamente

com seu aspecto f́ısico.

Diferentemente dos v́ınculos de primeira classe, a existência de v́ınculos de se-

gunda classe na teoria significa que existem graus de liberdade excedentes. Esses

v́ınculos são eliminados da teoria com a introdução dos parênteses de Dirac,

{A,B}D ≡ {A,B} − {A, φr}C
−1
rs {φs, B} , (2.48)

onde φr são os v́ınculos de segunda classe (r = 1, ..., L) e Crs = {φr, φs}. Dirac

mostrou que a matriz Crs é necessariamente não singular [5]. No cálculo dos

parênteses de Dirac entre um v́ınculo de segunda classe e uma variável dinâmica

da teoria, temos

{φr′ , A}D ≡ {φr′ , A} − {φr′ , φr}C−1
rs {φs, A} = {φr′ , A} − Cr′rC−1

rs {φs, A}
= {φr′ , A} − δr′s {φs, A} = 0. (2.49)

Isso implica que os v́ınculos de segunda classe podem ser tomados fortemente iguais

a zero. Dessa forma são eliminadas L variáveis canônicas da teoria, restando 2N−L
que são conectadas pelos v́ınculos de primeira classe.
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2.4 Transformações de gauge

Vamos retomar agora a discussão com respeito à existência de v́ınculos de primeira

classe na teoria, e analisar as consequências f́ısicas disso. Eles aparecem na hamil-

toniana extendida HE acoplados com coeficientes va que são completamente ar-

bitrários. Na determinação da evolução temporal de qualquer função das variáveis

dinâmicas, a equação de movimento assume a forma [7]

Ḟ (q, p) = {F,HE} , (2.50)

carregando na sua determinação os coeficientes va. Isso significa que um estado,

definido a partir de uma função F (q, p), não pode ser univocamente determinado em

um tempo posterior a partir de condições iniciais impostas nas variáveis dinâmicas.

Então existe um conjunto de variáveis (q, p) que correspondem ao mesmo estado

f́ısico, i.e., são fisicamente equivalentes, e definem uma classe de equivalência.

É importante procurar uma transformação que conecte os pontos de uma mesma

classe de equivalência, o que se resume em encontrar os geradores para tais trans-

formações. Para tal, é necessário considerar a evolução temporal de uma função das

variáveis dinâmicas em um curto espaço de tempo:

F (∆t) ∼= F0 + Ḟ∆t = F0 + {F,Hp}∆t+ va {F, φa}∆t. (2.51)

Como os coeficientes são arbitrários, é posśıvel escrever

F ′ (∆t) = F0 + {F,Hp}∆t+ v′a {F, φa}∆t. (2.52)

Dessa forma

δF (∆t) = F (∆t)− F ′ (∆t) = (va − v′a) {F, φa}∆t = εa {F, φa} .

A partir desse resultado é posśıvel concluir que os v́ınculos de primeira classe

atuam como geradores de transformações canônicas conectando os pontos de uma

classe de equivalência, gerando transformações em (q, p) que não alteram o estado

f́ısico. Esse tipo de transformação é conhecido como transformação de gauge. Con-

sequentemente, os observáveis f́ısicos não devem depender do elemento escolhido

dentro de uma mesma classe de equivalência, i.e., devem ser invariantes sob trans-

formações de gauge.

2.5 Teorias invariantes por reparametrizações

Por definição, a ação é invariante por transformações de reparametrização se a

lagrangiana satisfizer a condição [8]

L [q (τ) , q̇ (τ)] =
dτ ′

dτ
L [q (τ ′) , q̇ (τ ′)] . (2.54)
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Tal condição só é satisfeita se a lagrangiana for uma função homogênea de primeira

ordem nas derivadas, i.e.,

q̇k
∂L

∂q̇k
= L. (2.55)

Essa é a razão pela qual a hamiltoniana ”relativ́ıstica” definida em (2.33) é nula.

Considerando a transformação infinitesimal do parâmetro τ na forma

δτ = εζ (τ) , (2.56)

temos as transformações para as variáveis

δqk = εζ (τ) q̇k, δq̇k =
d

dτ

(
δqk

)
= εζ̇ (τ) q̇k + εζ (τ) q̈k. (2.57)

Para que a teoria seja invariante por reparametrizações, é suficiente impor que a

lagrangiana se transforme como uma derivada total sob as transformações infinite-

simais:

δL =
∂L

∂qk
δqk +

∂L

∂q̇k
δq̇k = ε

d

dτ
(ζϕ) , (2.58)

onde ϕ é uma função de q e q̇. Substituindo (2.57) em (2.58), temos

ζ (τ)

(
∂L

∂qk
q̇k +

∂L

∂q̇k
q̈k
)

+ ζ̇ (τ)
∂L

∂q̇k
q̇k = ζ̇ (τ)ϕ+ ζ (τ) ϕ̇. (2.59)

Como ζ (τ) é uma função arbitrária, ζ (τ) e ζ̇ (τ) são independentes, e portanto

ϕ =
∂L

∂q̇k
q̇k, ϕ̇ =

∂L

∂qk
q̇k +

∂L

∂q̇k
q̈k. (2.60)

Derivando a primeira equação em (2.60) e substituindo na segunda, encontramos

∂2L

∂q̇k∂q̇m
q̇kq̈m + q̇m

∂

∂qm

(
∂L

∂q̇k
q̇k − L

)
= 0. (2.61)

Assim
∂2L

∂q̇k∂q̇m
q̇k = 0, (2.62)

de onde se conclui que a lagrangiana é singular e que o sistema necessariamente

contém v́ınculos, e

q̇m
∂

∂qm

(
∂L

∂q̇k
q̇k − L

)
= 0. (2.63)

Como o termo dentro dos parênteses não depende das velocidades nem das coorde-

nadas, resulta que
∂L

∂q̇k
q̇k = L, (2.64)
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ou seja, a lagrangiana é homogênea nas velocidades e a ação é invariante por

reparametrizações.

Até aqui só descrevemos a estrutura da teoria, mas não consideramos a im-

portância dela, que se mostra fundamental no formalismo hamiltoniano. Neste a

descrição não é manifestamente invariante relativ́ıstico (ou covariante) devido à es-

colha de um observador na fixação da variável temporal [6]. Para compreender me-

lhor o que queremos dizer, consideremos dois observadores, utilizando dois tempos

diferentes t1 e t2 para a evolução temporal de uma função F das variáveis dinâmicas.

A equação de movimento de Hamilton é escrita na forma

dF

dtn
= {F,H}+

∂F

∂tn
, n = 1, 2. (2.65)

Se considerarmos t2 = t2 (t1), então a equação de movimento para o observador 1

pode ser escrita como
dF

dt1
=
dt2
dt1
{F,H}+

∂F

∂t1
. (2.66)

Comparando as duas equações, é posśıvel observar que elas são compat́ıveis somente

no caso em que {F,H} = 0. A única maneira dessa condição ser aceitável é se

H = 0, o que para um sistema com vários (porém finito) graus de liberdade, implica

em
∂L

∂q̇n
q̇n − L = 0. (2.67)

A priori, o fato da hamiltoniana ser nula não permite que exista dinâmica na teoria,

mas essa condição pode ser mudada se exigirmos que a hamiltoniana seja fracamente

igual à zero, ou seja, se permitirmos que a teoria contenha v́ınculos.

Como sabemos que teorias relativ́ısticas necessariamente contêm v́ınculos, o

problema passa a ser como construir uma formulação hamiltoniana que seja co-

variante [8]. Para isso, consideremos a evolução temporal de um v́ınculo φ nas

variáveis canônicas (xµ, pµ):

φ̇ (x, p) =
∂φ

∂xµ
ẋµ +

∂φ

∂pµ
ṗµ =

(
∂φ

∂xµ
+
∂φ

∂pν

∂pν
∂xµ

)
ẋµ +

∂φ

∂pν

∂pν
∂ẋµ

ẍµ = 0. (2.68)

Dessa equação obtemos as condições

∂φ

∂xµ
+
∂φ

∂pν

∂pν
∂xµ

= 0,
∂φ

∂pν

∂pν
∂ẋµ

= 0. (2.69)

Se reescrevermos a última equação na forma

∂φ

∂pν

∂2L

∂ẋµ∂ẋν
=

∂φ

∂pν
Wµν = 0, (2.70)
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e reconhecermos que o único auto-vetor nulo de Wµν é ẋµ [6], é posśıvel concluir que

ẋµ = N (τ)
∂φ

∂pµ
, (2.71)

onde N (τ) é uma função arbitrária do parâmetro τ . Inserindo esse resultado em

(2.69), temos

N
∂φ

∂xµ
+ ẋν

∂pν
∂xµ

= N
∂φ

∂xµ
+ ẋν

∂2L

∂xµ∂ẋν
= 0. (2.72)

Do segundo termo de (2.72) obtemos

ẋν
∂2L

∂xµ∂ẋν
=

∂

∂xµ

(
∂L

∂ẋν
ẋν
)

=
∂L

∂xµ
=

d

dτ

(
∂L

∂ẋµ

)
= ṗµ, (2.73)

que substitúıdo novamente em (2.72) fornece

ṗµ = −N (τ)
∂φ

∂xµ
. (2.74)

Como resultado final temos o conjunto de equações

ẋµ = N (τ)
∂φ

∂pµ
, ṗµ = −N (τ)

∂φ

∂xµ
, (2.75)

que são reconhecidas como as equações de Hamilton para uma hamiltoniana com a

cara

H = N (τ)φ (x, p) . (2.76)

Se nós analisarmos essa expressão da hamiltoniana com o formalismo de sistema

singulares discutido na seção 2.3, podemos concluir que a dinâmica de um sistema

invariante por transformações de reparametrização é gerada pelos v́ınculos da teoria.

Essa conclusão será muito importante nos próximos caṕıtulos, pois será a partir dela

que construiremos grande parte da teoria para descrever part́ıculas com spin.
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Caṕıtulo 3

Part́ıculas Clássicas Relativ́ısticas

Com o formalismo discutido no caṕıtulo anterior, constrúımos a ação que descreve

uma part́ıcula livre de spin 0 [1,2], e mostramos como a inserção de um campo auxi-

liar permite a descrição de part́ıculas não massivas [8,9]. Na sequência introduzimos

variáveis de Grassmann [6-8] para descrever os graus de liberdade de spin, e a partir

da análise da equação de Dirac constrúımos a ação para descrever uma part́ıcula

relativ́ıstica de spin 1/2 [6-10].

3.1 Part́ıcula Livre

O comprimento de arco definido na expressão (2.2) é o candidato natural para

formar a ação integral associada à part́ıcula livre, visto que ele é o invariante de

Lorentz mais simples que pode ser contrúıdo. Sob essa hipótese, podemos escrever

o primeiro modelo da ação na forma [8]

S =
∫ τ2

τ1
dτL =

∫ τ2

τ1
dτ
√
ẋµẋµ =

∫ τ2

τ1
dτ
√
ẋ2. (3.1)

As equações de movimento obtidas dessa ação via prinćıpio variacional são (equações

de Euler-Lagrange)
d

dτ

(
ẋµ√
ẋ2

)
= 0. (3.2)

Só que essas equações não têm a forma que se espera para as equações de movimento

de uma part́ıcula livre, que deveriam expressar o fato da aceleração da part́ıcula ser

nula. Mas, tomando-se o parâmetro τ como o comprimento de arco, temos

ẋ2 =

(
dx

ds

)2

= 1, (3.3)

conforme equação (2.6). Assim a equação de movimento (3.2) assume a forma

desejada
d2xµ

ds2
= ẍµ = 0. (3.4)
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A escolha (3.3) corresponde a tomar o parâmetro τ como tempo próprio (válido

para m 6= 0).

Embora a ação (3.1) possa descrever uma part́ıcula livre, visto que ela leva às

equações de movimento esperadas sob a escolha do tempo próprio, ela não apresenta

nenhum parâmetro que possa ser relacionado com uma part́ıcula f́ısica, pasśıvel de

ser medida. Para contornar esse problema, vamos reescrever a ação na forma (no

tempo próprio) [1]

S =
∫ s2

s1
αds =

∫ x0(s2)

x0(s1)
α
√

1− v2dt, (3.5)

onde a constante multiplicativa α é o parâmetro que precisa ser determinado. Na

expressão acima, observa-se que o tempo próprio é sempre menor que o tempo

medido em um referencial fixo. O tempo indicado por um relógio é igual a integral do

intervalo ds, estendida sobre a linha de universo da part́ıcula. Quando em repouso,

a integral se estende sobre uma reta paralela ao eixo temporal; em movimento, a

trajetória é uma curva conectando os pontos inicial e final. Consequentemente,

a integral sobre o intervalo ds entre dois pontos s1 e s2 atinge seu valor máximo

quando estendida ao longo de uma reta ligando os pontos. Para tornar a integral

tão pequena quanto se queira, é necessário realizar a integração através de uma linha

de universo curva. Como a integral é positiva, ela apresenta um máximo; precedida

de um sinal negativo, surge um mı́nimo ao longo da reta. Portanto a lagrangiana é

reescrita na forma

L = −α
√

1− v2. (3.6)

A determinação da constante é realizada analisando-se o limite não relativ́ıstico da

teoria, em que a lagrangiana L deve recair na expressão clássica

L =
1

2
mv2. (3.7)

Expandindo a lagrangiana (3.6) em série de potências de v2, ela assume a forma

L = −α+
α

2
v2 + O

(
v4
)
. (3.8)

Desprezando os termos O (v4), e tendo em vista que toda constante é uma derivada

total de um termo linear no tempo (que pode ser desprezado na lagrangiana), é

posśıvel comparar as expressões (3.7) e (3.8) para identificar α = m, a massa da

part́ıcula. A presença do sinal negativo na ação é importante para que ela apresente

um mı́nimo, mas devido à forma (3.4) das equações de movimento, o sinal não exerce

influência. Assim a ação pode ser escrita como

S =
∫ s2

s1
mds =

∫ τ(s2)

τ(s1)
m
ds

dτ
dτ =

∫ τ2

τ1
m
√
ẋ2dτ, (3.9)
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que fornece as equações de movimento (3.2). No ”gauge” do tempo próprio, τ = t e

ẋ2 = 1, as equações de movimento recaem na forma que se espera para uma part́ıcula

livre,
d

dτ
(mẋµ) = mẍµ = 0. (3.10)

Por construção, a lagrangiana presente na ação (3.9) apresenta a invariancia sob

reparametrizações desejadas e leva às equações de movimento corretas para descrever

uma part́ıcula massiva livre. Mas existem duas dificuldades relacionadas com essa

lagrangiana: ela não é linear nas velocidades (a presença da raiz quadrada atesta

isso) e não apresenta um limite quando m→ 0 (limite não massivo). A prinćıpio, a

primeira dificuldade poderia ser facilmente contornada, visto que a mesma dinâmica

pode ser obtida da lagrangiana ”linearizada”

L′ =
1

2
mẋ2, (3.11)

mas a ação deixaria de ser invariante por reparametrizações, sendo somente sob

translações τ → τ ′ = τ + ε, e continua não definida no limite de massa nula. Uma

solução para esse problema é utilizar um campo auxiliar e (τ) para extender a ação

linearizada de forma que ela se torne invariante. Essa extensão é realizada na forma

[9]

L =
1

2

(
ẋ2

e
+ em2

)
, (3.12)

que apresenta um limite de massa nula e possui a invariancia por reparametrização,

assegurada pelas transformações

δτ = f (τ) , δxµ = fẋµ, δe =
d

dτ
(fe) , (3.13)

i.e., sob essas transformações a lagrangiana se transforma como uma derivada total

(divergência):

δL =
d

dτ

[
f

1

2

(
1

e
ẋ2 + em2

)]
=

d

dτ
(fL) . (3.14)

As equações de movimento obtidas da lagrangiana (3.12) são:

d

dτ

(
ẋµ

e

)
= 0, ẋ2 = e2m2. (3.15)

Esta ultima é uma equação algébrica que pode ser resolvida para e (τ) e substitúıda

na primeira, levando a equações de movimento iguais à (3.2), o que mostra a

equivalência entre as duas lagrangianas. Analisando essas equações de movimento, é

posśıvel concluir que elas não fornecem nenhuma expressão para a equação de movi-

mento do campo auxiliar e, o que significa que a dependência de e com o parâmetro
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τ permanece completamente arbitrária. A presença dessa arbitrariedade na teoria é

conhecida como liberdade de gauge, que torna a f́ısica por ela descrita equivalente

sob qualquer escolha espećıfica da variável arbitrária. Assim é posśıvel fazer uma

escolha conveniente para a variável, i.e., fazer uma fixação de gauge, de forma a

simplificar (ou não) as equações de movimento, ou pelo menos permitir que elas

assumam uma forma mais reconhećıvel. Nesse caso em espećıfico, estamos interes-

sados em que no tempo próprio a dinâmica seja de uma part́ıcula livre. Como no

tempo próprio a condição ẋ2 = 1 é satisfeita, de (3.15) é posśıvel observar que a

fixação de gauge do tempo próprio corresponde a escolher

e =
1

m
, (3.16)

que leva às equações
d

dτ
(mẋµ) = 0, ẋ2 = 1, (3.17)

como esperávamos.

A não singularidade da lagrangiana (3.12) no limite m → 0 implica que é im-

posśıvel eliminar o campo auxiliar para escrever uma ação de uma part́ıcula não

massiva somente em termos de xµ (τ) [9]. Assim, tendo em vista a discussão realiza-

da, a ação para uma part́ıcula massiva livre a ser utilizada no processo de quantização

via método de Dirac é

Sp =
∫ τ2

τ1
Lpdτ =

∫ τ2

τ1

{
1

2e
ẋ2 + em2

}
dτ, (3.18)

e para o caso não massivo, é so tomar o limite m→ 0 da ação acima para escrevê-la

na forma

S(nãomas.)
p = lim

m→0
Sp =

∫ τ2

τ1

{
1

2e
ẋ2
}
dτ. (3.19)

As equações de movimento obtidas de (3.19) são:

d

dτ

(
1

e
ẋµ
)

= 0, ẋ2 = 0. (3.20)

Como podemos observar, o referencial do tempo próprio já foi alcançado, pois no

caso de uma part́ıcula não massiva ele corresponde à ẋ2 = 0. A liberdade de gauge

ainda presente no campo auxiliar pode ser eliminada exigindo-se que as equações de

movimento descrevam uma part́ıcula livre, o que em (3.20) corresponde a escolher

e = 1.

3.2 Descrição clássica do spin

Dentre as posśıveis formas de se descrever os graus de liberdade de spin clássico,

a que tornou-se mais difundida é a que utiliza variáveis anti-comutantes, elementos
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da álgebra de Grassmann. A introdução de tais variáveis na teoria fornece uma boa

compreensão de vários aspectos da dinâmica do spin, além de conduzir diretamente

ao conceito de supersimetria. Mas antes da descrição do spin, é importante entender

o funcionamento da álgebra e como a dinâmica de um sistema é descrita através

dessas variáveis. Para isso, vamos começar com algumas definições formais [6], e só

depois de bem definida a parte operacional analisaremos a dinâmica subsequente.

Uma álgebra de Grassmann de dimensão finita GN tem N geradores ψα, que

satisfazem a relação

ψαψβ + ψβψα = 0. (3.21)

Todo elemento Ω dessa álgebra assume a forma

Ω (ψ) = ω0 + ωαψ
α + ωαβψ

αψβ + ...+ ω1...Nψ
1ψ2...ψN , (3.22)

que é uma soma de 2N termos com coeficientes ωα1...αN
. Cada termo da expansão é

um produto dos geradores, e devido à relação de anti-comutação, nenhum gerador

pode aparecer 2 vezes. Sob adição e multiplicação ordinárias por números reais, GN

consiste em um espaço vetorial linear de dimensão 2N . É então posśıvel definir uma

base na forma

1, ψ1, ..., ψN , ψ1ψ2, ..., ψ1ψ2...ψN . (3.23)

O espaço total separa-se naturalmente em dois sub-espaços,

GN = G
(0)
N ⊕G

(1)
N , (3.24)

onde G
(0)
N consiste em todos os elementos pares da álgebra (elementos cuja expansão

contem somente produtos de um número par de geradores) e G
(1)
N é corresponden-

temente o subespaço com um número ı́mpar de geradores em cada produto. Todo

elemento de GN tem uma projeção em ambos os subespaços e pode ser escrito na

forma

Ω (ψ) = Ω(0) (ψ) + Ω(1) (ψ) . (3.25)

Associa-se um número nΩ aos elementos pares e ı́mpares na forma: nΩ = 0 (1) se Ω

é par (́ımpar). Assim

Ω1Ω2 = (−1)n1n2 Ω2Ω1. (3.26)

Elementos de G
(0)
N são chamados de bósons, enquanto os elementos de G

(1)
N são

chamados de férmions.

É posśıvel definir dois tipos de derivada em uma álgebra de Grassmann, devido

à anticomutatividade dos geradores. No caso ordinário, a variação de uma função

f (x) é realizada na forma

δf (x) = δxi
∂f (x)

∂xi
=
∂f (x)

∂xi
δxi, (3.27)
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onde a posição de δxi (à direita ou à esquerda da derivada) não interfere na definição

da variação. Já a variação de um elemento Ω (ψ) da álgebra de Grassmann, sob a

transformação ψα → ψα + δψα, é escrito na forma

δΩ (ψ) = δψα
−→
∂

∂ψα
Ω = Ω

←−
∂

∂ψα
δψα, (3.28)

onde
−→
∂
∂ψα Ω e Ω

←−
∂
∂ψα são denominados derivada a esquerda e derivada a direita, res-

pectivamente, sendo operadores lineares sobre a álgebra. Por simplicidade, só uti-

lizaremos nesse texto a derivada a esquerda, denotando-a por ∂
∂ψα Ω (sem a seta).

Assim, dado o monômio ψα1ψα2 ...ψαi , a atuação da derivada fornece:

∂

∂ψβ
(ψα1ψα2 ...ψαi) = δβα1ψα2 ...ψαi − δβα2ψα1ψα3 ...ψαi + ...

+ (−1)i−1 δβαi
ψα1 ...ψαi−1 . (3.29)

Da mesma forma que os geradores, as derivadas anti-comutam,

∂

∂ψα

(
∂Ω

∂ψβ

)
= − ∂

∂ψβ

(
∂Ω

∂ψα

)
. (3.30)

A regra do produto é mantida, mas existe uma diferença que depende se um dos

elementos é de G
(0)
N ou G

(1)
N ,

∂

∂ψα
(Ω1Ω2) =

(
∂

∂ψα
Ω1

)
Ω2 + (−1)nΩ1 Ω1

(
∂

∂ψα
Ω2

)
, (3.31)

e a regra da cadeia segue diretamente da definição da derivada: seja Ω = Ω (ψ (η))

e ψα = ψα
(
ηβ
)
,

δψα = δηβ
∂ψα

∂ηβ
, δΩ = δψα

∂Ω

∂ψα
= δηβ

∂ψα

∂ηβ
∂Ω

∂ψα
, (3.32)

sendo assim
∂Ω

∂ψα
=
∂ψα

∂ηβ
∂Ω

∂ψα
. (3.33)

Vamos agora considerar a dinâmica de uma teoria com variáveis de Grassmann.

A primeira consideração a se fazer é que essas variáveis apresentem dependência

temporal (ou paramétrica). Sendo assim, ψα e ψ̇α são geradores de uma álgebra que

satisfazem as relações

ψαψβ + ψβψα = 0, ψαψ̇β + ψ̇βψα = 0, ψ̇αψ̇β + ψ̇βψ̇α = 0, (3.34)

Considerando um sistema descrito por variáveis pares {qi}, i = 1, ..., N , e ı́mpares

{ψα}, α = 1, ...,M . Não é obvio que para uma teoria com variáveis de Grassmann
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o prinćıpio de mı́nima ação seja válido, mas assumindo a validade do mesmo, a

lagrangiana deve ser um elemento par. A ação admite a forma geral

S =
∫ t2

t1
L
(
qi, q̇i, ψα, ψ̇α

)
dt, (3.35)

que fornece as equações de movimento

d

dt

(
∂L

∂q̇i

)
− ∂L

∂qi
= 0,

d

dt

(
∂L

∂ψ̇α

)
− ∂L

∂ψα
= 0. (3.36)

Na formulação hamiltoniana, os momentos conjugados são definidos como

pi =
∂L

∂q̇i
, πα =

∂L

∂ψ̇α
, (3.37)

e a hamiltoniana é obtida via

H = q̇ipi + ψ̇απα − L. (3.38)

Os parênteses de Poisson vão depender da natureza par/́ımpar dos elementos. De-

notando B(F) um elemento bosônico(fermiônico) da álgebra, eles assumem a forma

{B1, B2} =

(
∂B1

∂qi

∂B2

∂pi
− ∂B2

∂qi

∂B1

∂pi

)
+

(
∂B1

∂ψα

∂B2

∂πα
− ∂B2

∂ψα

∂B1

∂πα

)
,

{F1, F2} =

(
∂F1

∂qi

∂F2

∂pi
+
∂F2

∂qi

∂F1

∂pi

)
−
(
∂F1

∂ψα

∂F2

∂πα
− ∂F2

∂ψα

∂F1

∂πα

)
, (3.39)

{F,B} =

(
∂F

∂qi

∂B

∂pi
− ∂B

∂qi

∂F

∂pi

)
−
(
∂F

∂ψα

∂B

∂πα
+
∂B

∂ψα

∂F

∂πα

)
.

Assim, as equações de movimento de Hamilton são escritas na forma usual

dF

dt
= {F,H}+

∂F

∂t
. (3.40)

Algumas propriedades básicas dos parênteses de Poisson (que serão utilizadas cons-

tantemente nesse texto) são:

{A,B} = − (−1)nAnB {B,A} ,
{A,B + C} = {A,B}+ {A,C} ,
{A,BC} = (−1)nAnB B {A,C}+ {A,B}C, (3.41)

{AB,C} = A {B,C}+ (−1)nBnC {A,C}B,
(−1)nAnC {A, {B,C}}+ (−1)nBnA {B, {C,A}}+ (−1)nCnB {C, {A,B}} = 0.

Os parênteses de Dirac também são definidos da forma usual,

{A,B}D = {A,B} − {A, φr}C−1
rs {φs, B} , (3.42)

e satisfazem as mesmas propriedades algebricas dos parênteses de Poisson.
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3.2.1 Primeiro modelo: não-relativ́ıstico

Vamos considerar uma part́ıcula livre não-relativ́ıstica com coordenadas de

posição xn (t), n = 1, 3. A descrição dos graus de liberdade de spin é associada

a 3 variáveis de Grassmann ψn (t), que admitimos se comportarem como vetores sob

transformações do grupo de rotações espaciais [10].

O primeiro passo é construir a parte cinética das variáveis de Grassmann na

lagrangiana, e para isso é necessário ter em conta que ela deve ser uma função par e

real (sob conjugação complexa). Devido à anti-comutatividade, um termo na forma

ψ̇2 não pode ser utilizado, visto que ele é nulo. O termo mais simples que pode ser

constrúıdo, envolvendo uma derivada e que não seja uma derivada total, é ψ̇nψ
n.

Como sob conjugação complexa esse termo admite a transformação

(
ψ̇nψ

n
)∗

= (ψn)∗
(
ψ̇n
)∗

= ψnψ̇n = −ψ̇nψn, (3.43)

a realidade da lagrangiana é garantida uma vez que ele seja acompanhado pelo

número complexo i. Assim, a lagrangiana para uma part́ıcula livre não-relativ́ıstica

pode ser escrita na forma

L =
1

2
mẋnẋ

n +
i

2
ψ̇nψ

n. (3.44)

Constrúıda dessa forma, a lagrangiana é invariante sob transformações de Galileu

e sob rotações espaciais, o que permite que as equações de movimento também o

sejam.

A passagem para o formalismo hamiltoniano é realizada definindo-se os momen-

tos conjugados

pn =
∂L

∂ẋn
= mẋn, πn =

∂L

∂ψ̇n
=
i

2
ψn. (3.45)

Da definição de equação πn surgem os v́ınculos primários da teoria, visto que não é

posśıvel escrever os momentos πn em termos das derivadas ψ̇n. Os v́ınculos são:

φn = πn − i

2
ψn ≈ 0. (3.46)

Esse tipo de v́ınculo já era esperado a partir da própria construção da lagrangiana

(3.44), visto que ela é linear em ψ̇. Devido à essa propriedade, é de se esperar que em

uma teoria dinâmica com variáveis de Grassmann apareçam equações de v́ınculos

na forma de (3.46).

A hamiltoniana canônica é escrita na forma

Hc = ẋnpn + ψ̇nπn − L =
1

2m
pnp

n, (3.47)
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e a hamiltoniana primária

Hp = Hc + unφ
n. (3.48)

As condições de consistência fornecem

φ̇n = {φn, Hp} = 0, (3.49)

onde os parênteses de Poisson fundamentais não nulos são

{xn, pm} = δnm, {ψn, πm} = −δnm. (3.50)

As equações (3.49) conduzem a un = 0, e não geram v́ınculos secundários. O v́ınculo

(3.46) é de segunda classe, pois

Cnm = {φn, φm} = iδnm, (Cnm)−1 = −iδnm, (3.51)

e como det |{φn, φm}| 6= 0, não existem combinações lineares de φn que sejam de

primeira classe. Os parênteses de Dirac podem ser constrúıdos a partir de (Cnm)−1,

resultando em

{A,B}D = {A,B}−{A, φn} (Cnm)−1 {φm, B} = {A,B}+i {A, φn} {φn, B} . (3.52)

Sob (3.52), temos

{ψn, ψm}D = iδnm. (3.53)

Vamos analisar as equações de movimento dessa teoria. Ja sabemos que elas

são obtidas por extremização da ação integral por pequenas deformações da história

da part́ıcula, e que estas deformações devem obedecer às condições de contorno,

impostas em número igual ao de constantes de integração da solução das equações

de movimento. No caso de variáveis bosônicas, impõem-se que os xn sejam fixos nos

pontos extremos da ação, mas para as variáveis fermiônicas isso não é posśıvel, visto

que significaria impor duas condições para uma equação diferencial de primeira

ordem. Uma forma de se construir uma ação que leve a equações de movimento

coerentes para as variáveis fermiônicas é inserindo um termo de superf́ıcie (ou de

fronteira), que compense o fato de usarmos somente uma condição de contorno.

Tendo isso em vista, é posśıvel escrever a ação na forma

S =
∫ t2

t1
dt
{

1

2
mẋnẋ

n +
i

2
ψ̇nψ

n
}

+
i

2
ψn (t1)ψ

n (t2) , (3.54)

As equações de movimento são obtidas variando a ação, sujeita às condições de

contorno

δxn (t1) = δxn (t2) = 0, δψn (t1) + δψn (t2) = 0. (3.55)

22



O termo de superf́ıcie inserido anula os termos que sobram da variação da integral,

uma vez que as condições de contorno sejam satisfeitas:

δS =
∫ t2

t1

[
− d

dt
(mẋn) δx

n + ψ̇nδψ
n

]
dt− i

2
[δψn (t1)ψn (t1)− δψn (t2)ψn (t2)]

+
i

2
[δψn (t1)ψn (t2) + ψn (t1) δψn (t2)]

=
∫ t2

t1

[
− d

dt
(mẋn) δx

n + ψ̇nδψ
n

]
dt− i

2
[δψn (t1) + δψn (t2)] [ψn (t1)− ψn (t2)]

= 0. (3.56)

As equações de movimento obtidas da variação acima são:

d

dt
(mẋn) = 0, ψ̇n = 0. (3.57)

Assim, a extremização da ação conduz a equações de movimento sem restrições adi-

cionais, com soluções uńıvocas, consistente com os valores arbitrários das variáveis

xn e ψn nos pontos extremos da ação.

Tendo constrúıdo a ação integral, é posśıvel obter as leis de conservação as-

sociadas ao sistema. A ação (3.54) é invariante sob transformações de Galileu,

translações e rotações. Dessas três, somente as rotações afetam as variáveis de

Grassmann, e por isso vamos analisar somente esse caso. Sob uma rotação infinite-

simal, temos

δxn = ωnmx
m, δpn = ωmn pm, δψn = ωnmψ

m, (3.58)

com ωnm = −ωmn. Utilizando as equações de movimento, a variação da ação se

escreve

δS = ωnm [xnpm − xmpn]t2t1 +
i

2
ωnm [ψn (t2)ψ

m (t2)− ψn (t1)ψ
m (t1)] , (3.59)

de onde se obtemos as constantes de movimento

Jnm = Lnm + Snm, Lnm = xnpm − xmpn, Snm = iψnψm. (3.60)

A variável Jnm é o gerador de rotações e deve ser identificada com o momento angular

total do sistema. Ele é formado por uma parte orbital Lnm, que não é invariante

por translações ou transformações de Galileu, e uma parte intŕınseca Snm, invariante

sob estas transformações. Se definirmos o vetor de spin na forma

Sn = − i
2
εnmkSmk, (3.61)
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vemos que ele satisfaz a álgebra clássica

{Sn, Sm}D = εnmkSmk, (3.62)

na mesma forma dos operadores quânticos. No processo de quantização, as variáveis

clássicas são identificadas com operadores quânticos atuando no espaço de Hilbert,

e os parênteses de Dirac são substitúıdos pelas relações

{A,B}D → i
[
Â, B̂

]
±
, (3.63)

onde o sinal (+) identifica anticomutador, utilizado quando A e B são variáveis

fermiônicas, e (−) significa comutador, utilizado quando as variáveis são bosônicas.

Aplicando essa prescrição à (3.53), obtemos[
ψ̂n, ψ̂m

]
+

= δnm. (3.64)

Em termos de operadores atuando em um espaço vetorial, existe apenas uma repre-

sentação irredut́ıvel desta álgebra, na forma

ψ̂n =
1√
2
σn, (3.65)

onde σn são as matrizes de Pauli. Inserindo (3.65) em (3.61), nós obtemos a ex-

pressão para o vetor de spin quântico

Ŝk = − i
2
εknmσnσm = − i

4
εknm [σn, σm] =

1

2
σk, (3.66)

o que nos permite concluir que a teoria descreve uma part́ıcula não relativ́ıstica de

spin 1/2.

3.3 Part́ıcula relativ́ıstica de spin 1/2

Para obter a descrição clássica correta vamos partir das equações quânticas para

a part́ıcula com spin 1/2 [10]. Elas são escritas na forma

(iγµ∂µ −m) Ψ = 0,
(
∂2 +m2

)
Ψ = 0, (3.67)

que são respectivamente a equação de Dirac para o espinor Ψ, e a equação de Klein-

Gordon, satisfeita por cada componente do espinor. Esta última é obtida da primeira

atuando o operador (iγµ∂µ +m) sobre ela. Introduzindo os operadores

ψ̂µ =
1√
2
γ5γ

µ, ψ̂5 =
1√
2
γ5, (3.68)
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que satisfazem as relações de anti-comutação[
ψ̂µ, ψ̂ν

]
+

= ηµν ,
[
ψ̂5, ψ̂5

]
+

= −1,
[
ψ̂µ, ψ̂5

]
+

= 0, (3.69)

e lembrando que

[x̂µ, p̂ν ] = −iδµν , p̂µ = i∂µ, (3.70)

as equações (3.67) são escritas na forma(
ψ̂µp̂µ −mψ̂5

)
Ψ = 0,

(
p̂2 −m2

)
Ψ = 0. (3.71)

No limite clássico, as equações (3.71) devem ser interpretadas como dois v́ınculos de

primeira classe que atuam sobre os estados f́ısicos do sistema. Assim a teoria clássica

deve ser formulada em termos das variáveis reais bosônicas (xµ, pµ) e fermiônicas

(ψµ, ψ5), satisfazendo os parênteses de Dirac

{ψµ, ψν}D = iηµν , {ψ5, ψ5}D = −i, {xµ, pν}D = δµν . (3.72)

A dinâmica da teoria está contida nos v́ınculos de primeira classe

J = ψµpµ −mψ5 ≈ 0, H = p2 −m2 ≈ 0, (3.73)

que obedecem a álgebra

{H,H}D = {H,J }D = 0, {J ,J }D = iH. (3.74)

Conforme analisado na seção anterior, os parênteses de Dirac são constrúıdos a

partir dos v́ınculos entre as variáveis fermiônicas. Eles surgem do termo cinético da

lagrangiana, que é linear em ψ̇. Nós precisamos que os termos cinéticos de ψµ e ψ5

gerem os v́ınculos de segunda classe capazes de, sob a construção dos parênteses de

Dirac, fornecer as relações (3.72). Tendo em mente os v́ınculos e os parênteses de

Dirac obtidos no caso não relativ́ıstico, podemos inferir então que o termo cinético

para a lagrangiana relativ́ıstica deve ser

Lcin. =
i

2

(
ψ̇µψµ − ψ̇5ψ5

)
. (3.75)

A partir deles são obtidos os v́ınculos

φµ = πµ − i

2
ψµ ≈ 0, φ5 = π5 +

i

2
ψ5 ≈ 0, (3.76)

que satisfazem

Cµν = {φµ, φν} = iηµν , (Cµν)−1 = −iηµν , (3.77)

C5 = {φ5, φ5} = −i, (C5)
−1 = i, (3.78)
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e permitem contruir os parênteses de Dirac

{A,B}D = {A,B} − {A, φµ} (Cµν)−1 {φν , B} − {A, φ5} (C5)
−1 {φ5, B}

= {A,B}+ i {A, φµ} {φµ, B} − i {A, φ5} {φ5, B} , (3.79)

que reproduzem as relações (3.72) para as variáveis fermiônicas.

Agora estamos prontos para escrever a ação integral que descreve uma part́ıcula

”clássica” de spin 1/2. Como a dinâmica está contida nos v́ınculos de primeira classe

(3.73), eles são inseridos na ação com aux́ılio dos multiplicadores de Lagrange. A

ação também precisa de um termo de superf́ıcie para que as equações de movimento

sejam obtidas variando-se a ação, e sua forma também pode ser inferida analisando

o caso não relativ́ıstico e o termo cinético na equação (3.75). Assim, a ação é escrita

na forma

S =
∫ τ2

τ1
dτ
{
ẋµpµ + ψ̇µπµ + ψ̇5π5 −N (τ)

(
p2 −m2

)
− iM (τ) (ψµpµ −mψ5)

}
+
i

2
[ψµ (τ1)ψ

µ (τ2)− ψ5 (τ1)ψ5 (τ2)]

=
∫ τ2

τ1
dτ
{
ẋµpµ +

i

2

(
ψ̇µψµ − ψ̇5ψ5

)
−N (τ)

(
p2 −m2

)
− iM (τ) (ψµpµ −mψ5)

}
+
i

2
[ψµ (τ1)ψ

µ (τ2)− ψ5 (τ1)ψ5 (τ2)] , (3.80)

onde N (τ) e M (τ) são multiplicadores de Lagrange reais, par e ı́mpar, respectiva-

mente. As equações de movimento são obtidas variando a ação sob as condições de

contorno

δxµ (τ1) = δxµ (τ2) = 0,

δψµ (τ1) + δψµ (τ2) = 0, (3.81)

δψ5 (τ1) + δψ5 (τ2) = 0,

e se apresentam na forma:

ṗµ = 0, ẋµ − 2Npµ − iMψµ = 0,

iψ̇µ − iMpµ = 0, iψ̇5 − imM = 0, (3.82)

p2 −m2 = 0, iψµpµ − imψ5 = 0.

Observando a segunda equação, vemos que pµ pode invertido e expresso em termos

das outras variáveis,

pµ =
1

2N
( ẋµ − iMψµ) , (3.83)
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resultando nas equações

d

dτ

(
1

2N
ẋµ − iM

2N
ψµ
)

= 0, iψ̇µ − iM

2N
xµ = 0,

iψ̇5 − imM = 0,
i

2N
ẋµψµ − imψ5 = 0, (3.84)(

1

2N

)2

ẋ2 − iM

2N
ẋµψµ −m2 = 0.

Antes de analisar as equações de movimento, vamos primeiro analisar a ação (3.80)

e as invariancias de gauge nela presentes.

A hamiltoniana que segue da ação (3.80) é uma combinação linear dos v́ınculos

H e J :

H = NH + iMJ = uaφa, (3.85)

com u1 = N e u2 = iM . Como os dois v́ınculos são de primeira classe, eles são

geradores de transformações de gauge, e os multiplicadores de lagrange são funções

completamente arbitrárias do tempo. A transformação de gauge para qualquer

função F das variáveis canônicas presentes na teoria que relaciona duas evoluções

distintas devido à duas diferentes escolhas ua e ūa, partindo do mesmo ponto inicial

τ0, admite a forma

δF (τ) = {F, ε (τ)H + iα (τ)J }D = {F, εa (τ)φa}D , (3.86)

onde ε1 (τ) = ε (τ) e ε2 (τ) = iα (τ) são os parâmetros das transformações infinitesi-

mais, dependentes de τ , que satisfazem as condições:

εa (τ0) = 0, εa (τ + dτ) = ua (τ0)− ūa (τ0) . (3.87)

Considerando as variáveis presentes na ação (3.80), a forma geral (3.86) das trans-

formações de gauge fornece:

δxµ = 2εpµ + iαψµ, δpµ = 0, δψµ = αpµ, δψ5 = αm. (3.88)

Essas equações podem ser implementadas como transformações de simetria da ação

uma vez que os multiplicadores se transformem na forma [10]:

δuc = ε̇c + εaKc
abu

b, (3.89)

com o coeficiente Kc
ab definido a partir da relação{

εaφa, η
bφb
}
D

= εaKc
abη

bφc. (3.90)

O cálculo expĺıcito da equação (3.90) fornece

Kc
ab = −iδa2δb2δc1, (3.91)
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que inserido em (3.89) resulta nas transformações para os multiplicadores

δN = ε̇+ iαM, δM = α̇. (3.92)

Utilizando a equação (3.83), é posśıvel reescrever a ação como

S =
∫ τ2

τ1
dτ
{

1

4N
ẋ2 +

i

2

(
ψ̇µψµ − ψ̇5ψ5

)
+
iM

2N
ψµẋµ +Nm2 + imMψ5

}
+

i

2
[ψµ (τ1)ψ

µ (τ2)− ψ5 (τ1)ψ5 (τ2)] , (3.93)

que é invariante sob as transformações (3.88) e (3.92) quando reescritas na forma

δxµ = ε
(

1

N
ẋµ − iM

N
ψµ
)

+ iαψµ, δψµ = α
(

1

2N
ẋµ − iM

2N
ψµ
)
,

δψ5 = αm, δN = ε̇+ iαM, δM = α̇. (3.94)

Vamos analisar em separado as transformações geradas por cada um dos v́ınculos.

Tomando ε = 0, temos as transformações geradas pelo v́ınculo J :

δxµ = iαψµ, δψµ = α
(

1

2N
ẋµ − iM

2N
ψµ
)
, δψ5 = αm,

δN = iαM, δM = α̇. (3.95)

Como as transformações (3.95) combinam as variáveis bosônicas com as fermiônicas,

elas são chamadas de transformações de supersimetria, sendo J o gerador da trans-

formação.

Ja as transformações geradas por H não são simples de comparar com as trans-

formações esperadas, visto que quando tomamos α = 0 em (3.94) as transformações

para ψµ, ψ5 e M são nulas [10]. Mas vamos considerar as transformações (3.94) com

as redefinições dos parâmetros

ε = ε′N, α = α′ + ε′M. (3.96)

Assim podemos escrever

δxµ = ε′ẋµ + iα′ψµ, δψµ = ε′ψ̇µ + α′
(

1

2N
ẋµ − iM

2N
ψµ
)

+ δ̃ψµ,

δψ5 = ε′ψ̇5 + α′m+ δ̃ψ5, δN =
d

dτ
(ε′N) + iα′M, (3.97)

δM =
d

dτ
(ε′M) + α̇′,

onde

δ̃ψµ = ε′
(
M

2N
ẋµ − ψ̇µ

)
, δ̃ψ5 = ε′

(
mM − ψ̇5

)
. (3.98)
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Sob essas redefinições dos parâmetros, é posśıvel observar que as transformações

de supersimetria mantêm a mesma forma, i.e., a dependência de α′ em (3.97) é a

mesma de α em (3.94). Já quando α′ = 0, as transformações assumem a forma de

uma reparametrização δτ = ε′ (τ), sob a qual as variáveis xµ, ψµ e ψ5 transformam-

se como escalares, enquanto N e M transformam-se como ”densidades”. As trans-

formações δ̃ψµ e δ̃ψ5 que acompanham a transformação gerada por H são consider-

adas transformações de gauge espúrias [10], mas é posśıvel observar que elas são nulas

quando utilizadas as equações de movimento (3.84). Embora não seja muito ”acom-

selhável” chamar H de gerador de reparametrizações (tendo em vista a discussão

realizada), a ação (3.93) é invariante sob as transformações de reparametrização

δxµ = εẋµ, δψµ = εψ̇µ, δψ5 = εψ̇5,

δN =
d

dτ
(εN) , δM =

d

dτ
(εM) . (3.99)

Uma vez discutidas as transformações de gauge que provêm dos v́ınculos de

primeira classe, geradores das transformações, resta ainda analisar o comportamento

da teoria sob transformações do grupo de Poincaré, e a partir dele obter uma ex-

pressão para o spin da part́ıcula. Vamos definir o comportamento das variáveis

dinâmicas da teoria sob transformações de Poincaré na forma

δxµ = ωµνx
ν + εµ, δpµ = ωµν p

ν , δψµ = ωµνψ
ν , δψ5 = 0, (3.100)

com ωµν = −ωνµ. Sob essas transformações, a variação da ação (3.80) fornece

δS = εµ [pµ (τ2)− pµ (τ1)] +
1

2
ωµν [Jµν (τ2)− Jµν (τ1)] = 0, (3.101)

onde

Jµν = xµpν − xνpµ + iψµψν (3.102)

são os geradores de rotações de Lorentz, identificados com o momento angular total

da part́ıcula. Juntamente com pµ, estes geradores obedecem a álgebra do grupo de

Poincaré,

{pµ, pν}D = 0, {Jµν , pρ}D = ηµρpν − ηνρpµ,
{Jµν , Jρσ}D = ηµρJνσ − ηµσJνρ + ηνσJµρ − ηνρJµσ, (3.103)

sendo a ação uma representação do grupo de Poincaré. Como os geradores Jµν e pµ

são quantidades conservadas, eles possuem parênteses de Dirac nulos com J e H,

sendo portanto invariantes supersimétricos.

A definição do spin da part́ıcula é realizada a partir da separação do momento

angular total Jµν em uma parte orbital Lµν e outra intŕınseca associada ao spin Sµν .
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Definindo o spin como a projeção do momento angular total no subespaço ortogonal

a pµ [10],

Sµν ≈ uµρu
ν
σJ

ρσ, (3.104)

onde uµρ é o operador de projeção no subespaço ortogonal a pµ,

uµρ ≈ δµρ −
1

m2
pµpρ, (3.105)

é posśıvel observar que Sµν é conservado, pois ele é definido em termos de Jµν e pµ,

o que significa que ele também possui parênteses de Dirac nulos com os v́ınculos H
e J , sendo invariante supersimétrico (também). Da definição (3.105), vemos que

uµρpµ ≈ 0, (3.106)

i.e., o operador uµρ só é um operador de projeção na presença do v́ınculo H = 0, o

que torna as equações (3.104) e (3.105) definidas somente na superf́ıcie do v́ınculo

(por isso o sinal de igualdade fraca). Como pµ é o gerador de translações, é fácil

verificar que sob as equações (3.103) e (3.106) temos

{Sµν , pρ}D ≈ 0, (3.107)

o que implica na invariancia translacional de Sµν . E por último, o tensor Sµν satisfaz

a álgebra do grupo de Lorentz,

{Sµν , Sρσ}D ≈ ηµρSνσ − ηµσSνρ + ηνσSµρ − ηνρSµσ. (3.108)

Assim vemos que a definição (3.104) para o spin é satisfatória, pois ela é definida de

forma não amb́ıgua, sendo conservada (no caso de uma part́ıcula livre) e invariante

por transformações de supersimetria e translações (que é a propriedade intŕınseca),

e obedece a álgebra do grupo de Lorentz. Sob as equações (3.102) e (3.105), o tensor

de spin Sµν assume a forma

Sµν ≈ iψµψν +
i

m
ψ5 (ψµpν − ψνpµ) , (3.109)

satisfazendo as condições de ortogonalidade

Sµνpν ≈ 0, Sµνψν ≈ 0, Sµν ẋν ≈ 0, (3.110)

requeridas para o spin. A partir da equação (3.109) é posśıvel ver que a definição

de spin utilizada só é satisfatória no caso de uma part́ıcula massiva, apresentando

divergência no limite m→ 0. Esse problema já era esperado, visto que não existe um

referencial de repouso para uma part́ıcula não massiva, não sendo posśıvel construir
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uma projeção ortogonal a pµ, que agora é um vetor nulo (p2 ≈ 0). Mas vamos

primeiro terminar de analisar o caso massivo antes de entrar nos pormenores do

limite não massivo da teoria.

Como última etapa do processo de construção da teoria, é necessário analisar

as equações de movimento obtidas da ação e verificar se elas descrevem (no regime

clássico) uma part́ıcula relativ́ıstica livre dotada de spin. Para tal, partimos da ação

integral (3.93), fazendo a seguinte mudança de ”variáveis”:

e = 2N, χ = 2M, (3.111)

que reescrevem a ação na forma

S =
∫ τ2

τ1
dτ
{

1

2e
ẋ2 +

i

2

(
ψ̇µψµ − ψ̇5ψ5

)
− i

2e
χψµẋµ +

1

2
em2 + imχψ5

}
+
i

2
[ψµ (τ1)ψ

µ (τ2)− ψ5 (τ1)ψ5 (τ2)] . (3.112)

A ação (3.112) fornece a lagrangiana

L =
1

2e
ẋ2 +

i

2

(
ψ̇µψµ − ψ̇5ψ5

)
− i

2e
χψµẋµ +

1

2
em2 + imχψ5, (3.113)

visto que o termo de superf́ıcie é uma derivada total

i

2
[ψµ (τ1)ψ

µ (τ2)− ψ5 (τ1)ψ5 (τ2)] =
∫ τ2

τ1
dτ

d

dτ

[
i

2
ψµψ

µ (τ2)−
i

2
ψ5ψ5 (τ2)

]
, (3.114)

onde ψµ (τ2) e ψ5 (τ2) são constantes multiplicativas. Com a mudança de variáveis

(3.111), vemos que a lagrangiana que descreve o sistema é a mesma contida na re-

ferência [9], que foi obtida por um processo construtivo, partindo de uma teoria livre

não massiva e impondo invariança sob reparametrizações e transformações de super-

simetria. Do procedimento realizado anteriormente, vemos que as transformações

de reparametrização assumem a forma

δxµ = εẋµ, δψµ = εψ̇µ, δψ5 = εψ̇5, δe =
d

dτ
(εe) , δχ =

d

dτ
(εχ) , (3.115)

fornecendo

δL =
d

dτ
(εL) , (3.116)

e as transformações de supersimetria ficam

δxµ = iαψµ, δψµ = α
(

1

e
ẋµ − i

2e
χψµ

)
, δψ5 = αm,

δe = iαχ, δχ = 2α̇, (3.117)

fornecendo

δL =
d

dτ

[
i

2
α
(

1

e
ψµẋµ +mψ5

)]
. (3.118)
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A diferença entre as ações (3.80) e (3.112) é o tratamento dado nesta última dos

multiplicadores de Lagrange, que entram na teoria como campos auxiliares, que

devido à sua origem, são funções arbitrárias do parâmetro τ . Mas é importante

observar que a presença dos campos auxiliares altera o processo de hamiltonização,

fornecendo dois v́ınculos a mais do que gostaŕıamos de ter (como pode ser inferido da

lagrangiana, onde não conseguimos definir os momentos conjugados), que precisam

ser eliminados (via fixação de gauge) para que a teoria fique com o número correto

de graus de liberdade. No caṕıtulo 4 trataremos da hamiltonização e quantização

da teoria, onde ficará mais claro essa discussão.

Da equação (3.113), é posśıvel observar que tomando o ”limite” para o caso sem

spin (obtido fazendo as variáveis fermiônicas irem à zero), a lagrangiana recai na

expressão (3.12) para uma part́ıcula livre de spin 0 (sem spin), sendo uma extensão

natural do modelo para englobar os graus de liberdade inseridos pela descrição do

spin. Ela também apresenta um limite não massivo, obtido via

S(nãomas.) = lim
m,ψ5→0

S =
∫ τ2

τ1
dτ
{

1

2e
ẋ2 +

i

2
ψ̇µψµ −

i

2e
χψµẋµ

}
+
i

2
ψµ (τ1)ψ

µ (τ2) ,

(3.119)

onde o limite ψ5 → 0 é inserido para lembrar que a variável só é utilizada para

acoplar a massa no v́ınculo J [9], visto que no caso não massivo, os v́ınculos de

primeira classe satisfazem a mesma álgebra (3.74), com

J (nãomas.) = ψµpµ ≈ 0, H(nãomas.) = p2 ≈ 0. (3.120)

As equações de movimento obtidas de (3.112) via prinćıpio variacional são:

d

dτ

(
ẋµ

e
− i

2e
χψµ

)
= 0,

ψ̇µ − 1

2e
χẋµ = 0,

2ψ̇5 −mχ = 0, (3.121)
1

e
ψµẋµ −mψ5 = 0,

ẋ2 − iχψµẋµ − e2m2 = 0.

Da mesma forma que no caso de part́ıcula sem spin, nós temos dois campos auxi-

liares que apresentam uma liberdade de gauge por assumirem valores arbitrários,

permitindo que se possa fazer duas escolhas (uma para cada campo) para eliminar

os graus de liberdade a mais presentes na teoria. Assim, vemos que sob a fixação [9]

e =
1

m
, χ = 0, (3.122)
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as equações de movimento assumem a forma

d

dτ
(mẋµ) = 0, ψ̇µ = 0, ψ̇5 = 0, ẋ.ψ = ψ5, ẋ2 = 1, (3.123)

que expressam uma part́ıcula relativ́ıstica livre no referencial do tempo próprio, com

spin constante, visto que, aplicando a equação de movimento para ψµ na definição

(3.109) do spin, temos

Ṡµν = 0. (3.124)

Quando tomamos o limite não massivo da teoria, as equações de movimento

resultantes de (3.119) são:

d

dτ

(
ẋµ

e
− i

2e
χψµ

)
= 0, ψ̇µ − 1

2e
χẋµ = 0,

ψµẋµ = 0, ẋ2 = 0. (3.125)

De (3.125), vemos que o referencial já se encontra no tempo próprio, mas as equações

de movimento não possuem a forma de uma part́ıcula livre. Como a part́ıcula é não

massiva, podemos fixar o gauge utilizando

e = 1, χ = 0, (3.126)

para obter
d

dτ
(ẋµ) = 0, ψ̇µ = 0, ẋ.ψ = 0, ẋ2 = 0, (3.127)

que descrevem uma part́ıcula não massiva livre. Mas ao contrário do caso massivo,

nós ainda não sabemos se o spin é conservado, ou melhor, sequer temos uma definição

para o spin.

Para contornar este problema, vamos retomar a discussão feita anteriormente,

onde conclúımos que não era posśıvel construir uma projeção do momento angular

na direção ortogonal a pµ, pois ele é um vetor nulo. Ao invés de utilizarmos simples-

mente uma direção ortogonal, nós podemos construir uma base local com os vetores(
p, k, e(1), e(2)

)
, obedecendo as relações

p.k = 1, k2 = 0, p.e(i) = k.e(i) = 0, e(i).e(j) = δij, (3.128)

e definir um escalar Σ que seja a projeção de Jµν no plano
(
e(1), e(2)

)
:

Σ = Jµνe
µ
(1)e

ν
(2) = iεjkmψ

kψm
pj
|p|

. (3.129)

Esse escalar é invariante por translações e representa a projeção de Jµν na direção

de movimento em qualquer referencial de Lorentz, sendo portanto a helicidade da

part́ıcula [10]. A relação entre a helicidade e o 4-vetor de spin é dada pela relação

Sµ = −1

2
εµνρσJ

νρpσ ≈ Σpµ, (3.130)
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de onde obtemos, no referencial de repouso, o vetor de spin clássico

Sk = − i
2
εknmψnψm, (3.131)

análogo ao obtido em (3.66).
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Caṕıtulo 4

Quantização de Part́ıculas Livres

Como no caṕıtulo anterior nos preocupamos com a descrição clássica de part́ıculas

livres, neste caṕıtulo seremos um pouco mais pragmáticos e utilizaremos o método

de hamiltonização de Dirac [5-7] para obter as equações quânticas que descrevem

part́ıculas livres.

4.1 Part́ıcula de Spin 0

Conforme (3.19), a lagrangiana que descreve uma part́ıcula relativ́ıstica não

massiva é

L(nãomas.) =
1

2e
ẋ2. (4.1)

Seguindo o procedimento de hamiltonização, definimos os momentos conjugados na

forma

pµ =
∂L

∂ẋµ
=

1

e
ẋµ, pe =

∂L

∂ė
= 0, (4.2)

de onde surge o v́ınculo primário

φe = pe ≈ 0. (4.3)

A partir de (4.2) e (4.3), podemos definir a hamiltoniana canônica

Hc = ẋµpµ − L =
1

2
ep2, (4.4)

e a hamiltoniana primária

Hp = Hc + ueφe. (4.5)

Impondo condição de consistência no v́ınculo φe, obtemos

φ̇e = {φe, Hp} = −1

2
p2 ≈ 0, (4.6)

que fornece o v́ınculo secundário

ϕ = p2 ≈ 0. (4.7)
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O sistema não apresenta mais v́ınculos, pois

ϕ̇ = {ϕ,Hp} = 0. (4.8)

Como os dois v́ınculos possuem parênteses de Poisson entre si iguais a zero, a teoria

possui dois v́ınculos de primeira classe,

ϕ(1) = pe ≈ 0, ϕ(2) = p2 ≈ 0, (4.9)

permitindo que a hamiltoniana primária seja escrita somente em termos deles:

Hp =
e

2
ϕ(2) + ueϕ

(1). (4.10)

Com a hamiltoniana primária, podemos calcular a equação de movimento para o

campo auxiliar e,

ė = {e,Hp} = ue, (4.11)

de onde observamos a arbitrariedade da equação de movimento devido à presença

do multiplicador de Lagrange.

Para realizar o processo de quantização, os parênteses de Poisson clássicos devem

ser identificados com as relações de comutação quânticas entre os operadores na

forma

{xµ, pν} → i [x̂µ, p̂ν ] , (4.12)

fornecendo

[x̂µ, p̂ν ] = −iδµν . (4.13)

Os v́ınculos de primeira classe devem aniquilar os estados f́ısicos do sistema. Con-

forme (4.9), nós temos dois v́ınculos de primeira classe, mas como pe ≈ 0, é posśıvel

fixar o multiplicador ue inserindo o v́ınculo adicional

Ω = e− 1 ≈ 0, (4.14)

que fixa o multiplicador de Lagrange e permite que o v́ınculo ϕ(1) seja eliminado,

restando somente ϕ(2). Com essa fixação obtemos a equação de movimento

ẍµ = 0, (4.15)

que descreve uma part́ıcula livre.

Assim temos a equação que define os estados f́ısicos do espaço de Hilbert:

p̂2|Ψfisico〉 = 0. (4.16)
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Utilizando os operadores na representação das posições, com p̂µ = i∂µ, a equação

(4.16) assume a forma

∂2Ψ (x) = 0, (4.17)

que é o limite não massivo da equação de Klein-Gordon satisfeita pela função de

onda.

No caso massivo, partimos da lagrangiana (3.18)

L =
1

2e
ẋ2 +

1

2
em2, (4.18)

que fornece os momentos conjugados

pµ =
∂L

∂ẋµ
=

1

e
ẋµ pe =

∂L

∂ė
= 0, (4.19)

e o v́ınculo primário

φe = pe ≈ 0, (4.20)

semelhante ao caso não massivo. As hamiltonianas canônica e primária são escritas

na forma

Hc = ẋµpµ − L =
1

2
e
(
p2 −m2

)
, (4.21)

Hp = Hc + ueφe, (4.22)

e a condição de consistência sobre φe fornece

φ̇e = {φe, Hp} = −1

2

(
p2 −m2

)
≈ 0. (4.23)

Assim temos somente um v́ınculo secundário

ϕ = p2 −m2 ≈ 0, (4.24)

visto que

ϕ̇ = {ϕ,Hp} = 0. (4.25)

Os parênteses de Poisson entre os dois v́ınculos é nulo, inferindo que ambos são de

primeira classe:

ϕ(1) = pe ≈ 0, ϕ(2) = p2 −m2 ≈ 0. (4.26)

A hamiltoniana primária escrita em termos dos v́ınculos de primeira classe assume

a forma

Hp =
e

2
ϕ(2) + ueϕ

(1), (4.27)

e também fornece o mesmo tipo de arbitrariedade para o campo auxiliar,

ė = {e,Hp} = ue. (4.28)
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Tendo em vista a parte clássica discutida no caṕıtulo anterior, e a escolha de gauge

feita na quantização do caso não massivo, vemos que inserindo o v́ınculo adicional

Ω = e− 1

m
≈ 0, (4.29)

nós fixamos o multiplicador de Lagrange e eliminamos o v́ınculo ϕ(1). Com essa

fixação obtemos a equação de movimento para uma part́ıcula livre massiva:

mẍµ = 0. (4.30)

O processo de quantização leva então a equação(
p̂2 −m2

)
|Ψfisico〉 = 0, (4.31)

que na representação das posições assume a forma(
∂2 +m2

)
Ψ (x) = 0. (4.32)

Essa é a equação de Klein-Gordon satisfeita pela função de onda Ψ (x). Anal-

isando os dois processos de quantização, vemos que tanto no ńıvel clássico (ação e

equações de movimento), como no ńıvel quântico (equação de onda), a descrição de

uma part́ıcula massiva admite o limite de massa nula m→ 0.

4.2 Part́ıcula de Spin 1/2

Da mesma forma feita no caso da part́ıcula com spin 0, partimos da lagrangiana

não massiva (3.119)

L
(1/2)
(nãomas.) =

1

2e
ẋ2 +

i

2
ψ̇µψµ −

1

2e
χψµẋµ, (4.33)

que fornece os momentos conjugados

pµ =
∂L(1/2)

∂ẋµ
=

1

e
ẋµ −

i

2e
χψµ, πµ =

∂L(1/2)

∂ψ̇µ
=
i

2
ψµ

pe =
∂L(1/2)

∂ė
= 0, πχ =

∂L(1/2)

∂χ̇
= 0, (4.34)

e os v́ınculos primários

φµ = πµ − i

2
ψµ ≈ 0, φe = pe ≈ 0, φχ = πχ ≈ 0. (4.35)

As hamiltonianas canônica e primária são escritas na forma

Hc = ẋµpµ +
i

2
ψ̇µψµ − L(1/2) =

1

2

(
ep2 + iχψµpµ

)
, (4.36)

Hp = Hc + φµuµ + φχuχ + ueφe. (4.37)
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Impondo condições de consistência nos v́ınculos obtemos

φ̇µ = {φµ, Hp} =
i

2
χpµ − uµ ≈ 0,

φ̇e = {φe, Hp} = −1

2
p2 ≈ 0, (4.38)

φ̇χ = {φχ, Hp} = − i
2
ψµpµ ≈ 0.

Essas equações fixam o multiplicador de Lagrange

uµ =
i

2
χpµ, (4.39)

e fornecem os v́ınculos secundários

ϕ(1) = p2 ≈ 0, ϕ(2) = ψµpµ ≈ 0. (4.40)

O sistema não apresenta mais v́ınculos, pois

ϕ̇(1) =
{
ϕ(1), Hp

}
= 0, ϕ̇(2) =

{
ϕ(2), Hp

}
= −1

2
χp2 ≈ 0. (4.41)

Os únicos parênteses de Poisson não nulos entre os v́ınculos são:

{φµ, φν} = −iηµν ,
{
φµ, ϕ(2)

}
= −ipµ. (4.42)

Assim, é posśıvel tomar uma combinação linear entre os v́ınculos para escrever um

conjunto de v́ınculos de primeira classe

φ(1) = φe ≈ 0, φ(2) = φχ ≈ 0, φ(3) = ϕ(1) ≈ 0,

φ(4) = ϕ(2) − ipµφµ ≈ 0, (4.43)

e manter somente um v́ınculo de segunda classe

φµ = πµ − i

2
ψµ ≈ 0. (4.44)

A hamiltoniana primária é escrita em termos dos v́ınculos de primeira classe, sendo

fracamente igual à zero:

Hp =
1

2
eφ(3) +

i

2
χφ(4) + φ(2)uχ + ueφ

(1) ≈ 0. (4.45)

Como

{φµ, φν} = −iηµν = Cµν , (Cµν)−1 = iηµν , (4.46)

o v́ınculo de segunda classe pode ser eliminado introduzindo os parênteses de Dirac

{A,B}D = {A,B}+{A, φµ}
(
C−1

)µν
{φν , B} = {A,B}+i {A, φµ} {φµ, B} . (4.47)
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Sob esses novos parênteses, temos as relações básicas

{xµ, pν}D = δµν , {ψµ, ψν}D = iηµν , (4.48)

que, sob o processo de quantização, fornecem a álgebra dos operadores quânticos

[x̂µ, p̂ν ] = −iδµν ,
[
ψ̂µ, ψ̂ν

]
+

= ηµν , (4.49)

lembrando que as os parênteses de Dirac entre variáveis fermiônicas são identificados

com anti-comutadores.

Utilizando a hamiltoniana primária (4.45), vemos que as equações de movimento

para os campos e e χ são:

ė = {e,Hp}D = ue, χ̇ = {χ,Hp}D = uχ. (4.50)

Tendo em mente a escolha do gauge (tempo próprio) no contexto clássico, inserimos

os v́ınculos adicionais

Ω(1) = e− 1 ≈ 0, Ω(2) = χ ≈ 0, (4.51)

que fixam os multiplicadores de Lagrange e eliminam os v́ınculos φ(1) e φ(2), visto

que os quatro v́ınculos se tornam de segunda classe e não alteram os parênteses de

Dirac (4.47). As equações de movimento assumem a forma:

ẍµ = 0, ψ̇µ = 0 (4.52)

Restam somente dois v́ınculos de primeira classe:

ϕ(1) = p2 ≈ 0, ϕ(2) = ψµpµ ≈ 0. (4.53)

Usando a representação

ψ̂µ =
1√
2
γµ, (4.54)

que satisfaz a álgebra (4.49), onde γµ são as matrizes de Dirac, os estados f́ısicos do

espaço de Hilbert devem satisfazem as equações

γµp̂
µ|Ψfisico〉 = 0, p̂2|Ψfisico〉 = 0, (4.55)

Na representação das posições, essas equações assumem a forma

(iγµ∂µ)
b
a Ψb (x) = 0, ∂2Ψa (x) = 0, (4.56)

que são o limite não massivo das equação de Dirac e de Klein-Gordon satisfeitas

pelo espinor de 4 componentes Ψa (x) (a = 1, ..., 4 é o ı́ndice espinorial).
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No caso massivo, partimos da lagrangiana (3.113)

L(1/2) =
1

2e
ẋ2 +

1

2
em2 +

i

2

(
ψ̇µψµ − ψ̇5ψ5

)
− i

2e
χψµẋµ +

i

2
mχψ5, (4.57)

que fornece os momentos conjugados

pµ =
∂L(1/2)

∂ẋµ
=

1

e

(
ẋµ −

i

2
χψµ

)
, πµ =

∂L(1/2)

∂ψ̇µ
=
i

2
ψµ,

π5 =
∂L(1/2)

∂ψ̇5

= − i
2
ψ5, pe =

∂L(1/2)

∂ė
= 0, πχ =

∂L(1/2)

∂χ̇
= 0, (4.58)

e os v́ınculos primários

φµ = πµ − i

2
ψµ ≈ 0, φ5 = π5 +

i

2
ψ5 ≈ 0, φe = pe ≈ 0,

φχ = πχ ≈ 0. (4.59)

As hamiltonianas canônica e primária são escritas na forma

Hc =
1

2
e
(
p2 −m2

)
+
i

2
χ (ψµpµ −mψ5) , (4.60)

Hp = Hc + uµφ
µ + u5φ5 + ueφe + uχφχ. (4.61)

Impondo condição de consistência nos v́ınculos, obtemos

φ̇µ = {φµ, Hp} = i
(

1

2
χpµ + uµ

)
≈ 0,

φ̇5 = {φ5, Hp} = − i
2

(mχ+ u5) ≈ 0,

φ̇e = {φe, Hp} = −1

2

(
p2 −m2

)
≈ 0,

φ̇χ = {φχ, Hp} = − i
2

(ψµpµ −mψ5) ≈ 0. (4.62)

Essas condições fixam os multiplicadores

uµ = −1

2
χpµ, u5 = −mχ, (4.63)

e fornecem os v́ınculos secundários

ϕ(1) = p2 −m2 ≈ 0, ϕ(2) = ψµpµ −mψ5 ≈ 0. (4.64)

O sistema não apresenta mais v́ınculos, uma vez que

ϕ̇(1) =
{
ϕ(1), Hp

}
= 0, ϕ̇(2) =

{
ϕ(2), Hp

}
=

1

2
χ
(
p2 −m2

)
≈ 0. (4.65)
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Os únicos parênteses de Poisson não nulos entre os v́ınculos que são:

{φµ, φν} = −iηµν , {φ5, φ5} = −i,
{
φµ, ϕ(2)

}
= −ipµ,{

φ5, ϕ
(2)
}

= m. (4.66)

Assim é posśıvel tomar uma combinação linear entre os v́ınculos para escrever um

conjunto de v́ınculos de primeira classe

φ(1) = φe ≈ 0, φ(2) = φχ ≈ 0, φ(3) = ϕ(1) ≈ 0,

φ(4) = ϕ(2) − ipµφµ − imφ5 ≈ 0, (4.67)

e manter dois v́ınculos de segunda classe

φµ = πµ − i

2
ψµ ≈ 0, φ5 = π5 +

i

2
ψ5. (4.68)

Dessa forma a hamiltoniana primária é escrita em termos dos v́ınculos de primeira

classe, sendo fracamente igual à zero:

Hp =
1

2
eφ(3) +

i

2
χφ(4) + ueφ

(1) + uχφ
(2). (4.69)

Como

{φ5, φ5} = −i = C5, (C5)
−1 = i, (4.70)

e utilizando o resultado (4.46) já calculado no caso não massivo, é posśıvel construir

os parênteses de Dirac

{A,B}D = {A,B}+ i {A, φµ} {φµ, B} − i {A, φ5} {φ5, B} , (4.71)

e eliminar os v́ınculos de segunda classe da teoria. Sob os novos parênteses, temos

as relações básicas

{xµ, pν}D = δµν , {ψµ, ψν}D = iηµν , {ψ5, ψ5}D = −i, (4.72)

que na quantização fornece a álgebra dos operadores

[x̂µ, p̂ν ] = −iδµν ,
[
ψ̂µ, ψ̂ν

]
+

= ηµν ,
[
ψ̂5, ψ̂5

]
+

= −1. (4.73)

Semelhante ao caso não massivo, a hamiltoniana primária (339) fornece as equações

de movimento

ė = {e,Hp}D = ue, χ̇ = {χ,Hp}D = uχ, (4.74)

de onde conclúımos que a fixação do gauge via imposição dos v́ınculos adicionais

Ω(1) = e− 1

m
≈ 0, Ω(2) = χ ≈ 0, (4.75)
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eliminam os v́ınculos φ(1) e φ(2) da teoria, restando somente dois v́ınculos de primeira

classe:

ϕ(1) = p2 −m2 ≈ 0, ϕ(2) = ψµpµ −mψ5 ≈ 0. (4.76)

Sob a fixação de gauge, obtemos as equações de movimento

mẍµ = 0, ψ̇µ = 0, (4.77)

que descrevem uma part́ıcula livre.

Se utilizarmos a representação

ψ̂µ =
1√
2
γ5γ

µ, ψ̂5 =
1√
2
γ5, (4.78)

que satisfaz a álgebra (4.73), com

γ5 = γ0γ1γ2γ3, (4.79)

tal que

(γ5)
2 = −1, [γ5, γµ]+ = 0, (4.80)

os estados f́ısicos do sistema devem satisfazer as equações

γ5 (γµp̂µ −m) |Ψfisico〉 = 0,
(
p̂2 −m2

)
|Ψfisico〉 = 0. (4.81)

Na representação das posições essas equações assumem a forma

(iγµ∂µ −m)ba Ψb (x) = 0,
(
∂2 +m2

)
Ψa (x) = 0, (4.82)

que são as equações de Dirac e Klein-Gordon satisfeitas pelo espinor Ψa (x).
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Caṕıtulo 5

Interação Eletromagnética de Part́ıculas

Relativ́ısticas

Neste caṕıtulo consideramos a interação com um campo eletromagnético de fundo,

partindo de um modelo para part́ıculas de spin 0 [1,2], e obtendo a descrição para

spin 1/2 da mesma forma que no caso livre, a partir da equação de Dirac com

acoplamento mı́nimo [8,10]. Realizamos a quantização para o caso massivo [8,10-

13], e por último analisamos o limite não massivo da teoria.

5.1 Part́ıculas de Spin 0

A ação de uma part́ıcula que se move em um campo eletromagnético é composta

de duas partes: uma que descreve a part́ıcula livre (ação livre) e um termo que

descreve a interação, que deve conter grandezas caracteŕısticas da part́ıcula e do

campo [1]. As propriedades da part́ıcula são definidas (no caso da interação com o

campo) por um único parâmetro, a carga elétrica g, enquanto as propriedades do

campo são caracterizadas pelo 4-vetor (4-potencial) Aµ. As grandezas são expressas

na ação por meio do termo

Sint =
∫ x2

x1

gAµdx
µ =

∫ τ2

τ1
gAµẋ

µdτ, (5.1)

com as funções sendo tomadas ao longo da linha de universo da part́ıcula. So-

mando com a parte da part́ıcula livre (3.18), a ação que descreve a interação de uma

part́ıcula carregada com um campo eletromagnético de fundo é

S =
∫ τ2

τ1
dτ
{

1

2e
ẋ2 +

1

2
em2 + gẋµAµ

}
. (5.2)

As equações de movimento obtidas via prinćıpio variacional são:

d

dτ

(
1

e
ẋµ + gAµ

)
− gẋν∂µAν = 0, (5.3)

1

e2
ẋ2 −m2 = 0. (5.4)
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Utilizando a fixação de gauge do tempo próprio e = 1/m, e observando que

d

dτ
Aµ = ẋν∂νA

µ, F µν = ∂µAν − ∂νAµ, (5.5)

onde F µν é o tensor de campo eletromagnético, as equações (5.3) são reescritas na

forma
d

dt
(mẋµ) = gẋνF

µν . (5.6)

Identificando

Ea = F 0a, Ba = εabcFbc, (5.7)

onde Ek e Bk são as componentes dos campos elétrico e magnético, obtemos a

expressão para a força de Lorentz

mẍ = g (E + v ×B) . (5.8)

Então vemos que as equações de movimento na forma covariante (5.6) descrevem

uma part́ıcula com carga elétrica g interagindo com um campo eletromagnético

externo, quando o campo produzido pela part́ıcula é muito pequeno em comparação

ao campo externo.

Para que a teoria seja consistente, nós precisamos verificar três propriedades

que devem ser satisfeitas pela ação (5.1): ela deve descrever uma part́ıcula car-

regada para permitir a interação eletromagnética; a invariancia de gauge do campo

eletromagnético deve ser preservada; a interação não deve quebrar a invariancia

sob reparametrizações satisfeita pela teoria livre. Para mostrar a primeira, vamos

considerar um 4-vetor de corrente elétrica associado à part́ıcula, na forma [2]

jµ (x) =
∫ ∞

−∞
gżµδ4 [x− z (τ)] dτ, (5.9)

onde jµ = (ρ, j), com ρ sendo a densidade de carga e j o vetor de corrente elétrica.

A demonstração de que a corrente definida acima satisfaz a equação de continuidade

é direta:

∂µj
µ = g

∫ ∞

−∞
żµ

∂

∂xµ
δ4 [x− z (τ)] dτ = −g

∫ ∞

−∞
dτ

d

dτ
δ [x− z (τ)] = 0. (5.10)

Considerando que esse vetor é um termo de fonte interagindo com o campo eletro-

magnético, a ação que descreve a interação é na forma

Sint =
∫
d4xjµ (x)Aµ (x) = g

∫ ∞

−∞
dτ
∫
d4x′ẋ′µA

µ (x′) δ4 [x− x′ (τ)]

=
∫
gẋµA

µ (x) dτ, (5.11)

ou seja, igual ao termo de interação inferido na equação (5.1), o que nos mostra que

a ação descreve uma part́ıcula carregada sob interação.
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A invariancia de gauge pode ser observada diretamente da ação, visto o campo

Aµ admite a transformação

Aµ → Aµ + ∂µΛ. (5.12)

Sob (5.12) temos

S ′int = Sint +
∫ τ2

τ1
gjµ∂µΛdτ = Sint +

∫ τ2

τ1
g {∂µ (jµΛ)− ∂µjµΛ} dτ = Sint. (5.13)

Como o primeiro termo na integral a direita é uma divergência e o segundo é zero

devido a (5.10), a invariancia de gauge é assegurada.

Sob as transformações de reparametrizações (3.115) vemos que a lagrangiana de

interação presente em (5.1)

Lint = gAµẋ
µ (5.14)

se transforma como uma derivada total

δLint =
d

dτ
(εLint) , (5.15)

mantendo a invariancia já presente no caso livre.

5.2 Part́ıculas de Spin 1/2

Para descrecer a interação do spin, vamos seguir a mesma metodologia do caso

livre, analisando o comportamento da equação da Dirac sob a interação com o campo

eletromagnético e obter a estrutura dos v́ınculos na formulação clássica [10].

A interação entre os campos livres carregados com o campo eletromagnético é

feita sob o processo de acoplamento mińımo, que corresponde à substituição

∂µ → Dµ = ∂µ + igAµ (x) . (5.16)

Inserindo (5.16) na equação de Dirac, ela é escrita na forma

(iγµ∂µ − gγµAµ −m) Ψ (x) = 0. (5.17)

Introduzindo as variáveis de Grassmann ψµ e ψ5 definidas em (3.68), obtemos o

v́ınculo de primeira classe

J = ψµpµ − gψµAµ (x)−mψ5 ≈ 0, (5.18)

e da exigência que a álgebra da teoria interagente seja a mesma do caso livre, i.e.,

{H,H}D = {H,J }D = 0, {J ,J }D = iH, (5.19)
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obtemos o segundo v́ınculo de primeira classe

H = (pµ − gAµ)2 −m2 − igψµψνFµν (x) ≈ 0. (5.20)

Com os dois v́ınculos em mãos, a ação pode ser constrúıda com o aux́ılio dos mul-

tiplicadores de Lagrange:

S(1/2) =
∫ τ2

τ1
dτ
{
ẋµpµ +

i

2

(
ψ̇µψµ − ψ̇5ψ5

)
+ gAµẋ

µ −NH− iMJ
}

+
i

2
[ψµ (τ1)ψ

µ (τ2)− ψ5 (τ1)ψ5 (τ2)] . (5.21)

Inserindo os campos auxiliares via transformação

e = 2N, χ = 2M, (5.22)

e utilizando a expressão

pµ =
1

2N
(ẋµ − iMψµ) + gAµ, (5.23)

que é obtida de δS/δpµ = 0, a ação é escrita na forma

S(1/2) =
∫
dτ
{

1

2e
ẋ2 +

i

2

(
ψ̇µψµ − ψ̇5ψ5

)
− i

2e
χψµẋµ +

1

2
em2 + imχψ5

+ gẋµAµ +
ig

2
eψµψνFµν

}
+
i

2
[ψµ (τ1)ψ

µ (τ2)− ψ5 (τ1)ψ5 (τ2)] , (5.24)

que fornece a lagrangiana

L(1/2) =
1

2e
ẋ2 +

i

2

(
ψ̇µψµ − ψ̇5ψ5

)
− i

2e
χψµẋµ +

1

2
em2 + imχψ5

+ gẋµAµ +
ig

2
eψµψνFµν . (5.25)

Nessa equação é posśıvel observar que o efeito da interação eletromagnética está

inteiramente contido no termo

Lint = gẋµAµ +
ig

2
eψµψνFµν , (5.26)

que é somado com a lagrangiana (3.113) que descreve uma part́ıcula livre. Esse

termo é invariante sob reparametrizações (3.115),

δLint =
d

dτ
(εLint) , (5.27)

e sob as transformações de supersimetria (3.117),

δLint =
d

dτ
(iαgψµAµ) . (5.28)
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As equações de movimento obtidas variando a ação (5.24) são:

d

dτ

(
1

e
ẋµ −

i

2e
χψµ

)
= gẋνFµν +

ig

2
eψαψβ∂µFαβ, (5.29)

ψ̇µ =
i

2e
χẋµ + geF µνψν , (5.30)

ẋ2 = e2
(
m2 + igψµψνFµν

)
+ iχψµẋµ, (5.31)

ψµẋµ = emψ5, (5.32)

ψ̇5 = −imχ (5.33)

Para analisar as equações de movimento corretamente é necessário ”enfraquecer”

um pouco a definição do tensor de spin (3.109), escrevendo-o na forma

Sµν = iψµψν . (5.34)

O efeito dessa redefinição é que, sob a interação ele passa a não ser ortogonal ao

momento pµ, mas continua satisfazendo a álgebra do grupo de Lorentz e mantém

a propriedade de invariancia translacional (na referência [10] essa expressão para o

tensor de spin também é utilizada, mas ela é obtida sob a fixação de gauge ψ5 = 0).

Sob (5.34), a equação (5.31) é escrita na forma

ẋ2 = e2
(
m2 + gSµνFµν

)
+ iχψµẋµ. (5.35)

Observando essa equação, podeŕıamos, a priori, escolher a fixação de gauge

e =
(
m2 + gSµνFµν

)−1/2
, χ = 0, (5.36)

para obter as equações de movimento no tempo próprio, pois ela fornece ẋ2 =

1. O problema é que essa condição não pode ser obtida via fixação de gauge (no

formalismo hamiltoniano), visto que o v́ınculo adicional que precisa ser imposto não

satisfaz as condições de consistência (não é constante de movimento). Mas se nos

preocuparmos somente com a dinâmica clássica, podemos simplesmente escolher a

inversão do campo auxiliar e, eliminando esse grau de liberdade, e fazer a fixação

de gauge ψ5 = 0 para obter a descrição clássica de uma part́ıcula relativ́ıstica [10].

Como estamos interessados em uma teoria que descreva uma part́ıcula clássica

interagente e que forneça a quantização desejada, devemos procurar outra forma de

fixar o gauge. Já que não podemos fazer uma fixação de forma a levar as equações

para o tempo próprio, vamos analisar a fixação mais simples que podemos imaginar:

a do caso livre. Se escolhermos

e = 1/m, χ = 0, (5.37)
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as equações de movimento (5.29 - 5.33) sob (5.37) assumem a forma

mẍµ = gẋνFµν +
g

2m
Sαβ∂µFαβ, ψ̇µ =

g

m
ψνFµν ,

ẋ2 = 1 +
g

m2
SµνFµν , ψµẋµ = ψ5, ψ̇5 = 0. (5.38)

Apesar de as equações não se encontrarem no referencial do tempo próprio, podemos

ver que a expressão da força de Lorentz é obtida com uma correção devido à interação

do spin com o campo eletromagnético, e o tensor de spin Sµν satisfaz a equação

Ṡµν =
g

m

{
F µρS ν

ρ + F νρS ρ
µ

}
, (5.39)

que é a generalização relativ́ıstica mais simples que se pode construir para descrever

uma part́ıcula interagindo com o campo eletromagnético, dotada de spin e fator

giromagnético ηgir. = 2 [2]. Essa conclusão pode ser observada analisando o limite

não relativ́ıstico da teoria, onde escolhemos ψ0 ≈ 0. Utilizando a expressão do vetor

de spin

Sa = − i
2
εabcψbψc, (5.40)

obtemos as equações de movimento

Ṡ =
g

m
S×B, mẍ = g (E + v ×B) +

g

m
∇ (B.S) , (5.41)

que descrevem uma part́ıcula com spin movendo-se em um campo eletromagnético

de fundo, também com correções devido ao acoplamento do spin.

5.3 Quantização

Começando pelo modelo de spin 0, partimos da lagrangiana (5.2)

L =
1

2e
ẋ2 +

1

2
em2 + gẋµAµ. (5.42)

Ela fornece os momentos conjugados

pµ =
∂L

∂ẋµ
=

1

e
ẋµ + gAµ, pe =

∂L

∂ė
= 0, (5.43)

de onde surge o v́ınculo primário

φe = pe ≈ 0. (5.44)

As hamiltonianas canônica e primária são escritas na forma

Hc = ẋµpµ − L =
e

2

[
(pµ − gAµ)2 −m2

]
, (5.45)

Hp = Hc + ueφe, (5.46)
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e a condição de consistência sobre φe fornece

φ̇e = {φe, Hp} = −1

2

[
(pµ − gAµ)2 −m2

]
≈ 0. (5.47)

Assim temos somente um v́ınculo secundário

ϕ =
[
(pµ − gAµ)2 −m2

]
≈ 0, (5.48)

visto que ϕ̇ = 0. Os parênteses de Poisson entre os dois v́ınculos é nulo, inferindo

que ambos são de primeira classe. Para eliminar o v́ınculo φe, impomos o v́ınculo

adicional

Ω = e− 1

m
≈ 0. (5.49)

Sob essa escolha, a equação de movimento assume a forma da força de Lorentz

mẍµ = gF µν ẋν . (5.50)

Assim temos somente o v́ınculo ϕ, que sob o processo de quantização leva então a

equação ([
p̂µ − gÂµ (x)

]2
−m2

)
|Ψfisico〉 = 0. (5.51)

Na representação das posições, a equação (5.51) é escrita na forma(
∂2 + ig∂µA

µ + igAµ∂
µ − g2A2 −m2

)
Ψ (x) = 0. (5.52)

Para o caso de uma part́ıcula com spin 1/2, temos a lagrangiana (3.26)

L(1/2) =
1

2e
ẋ2 +

i

2

(
ψ̇µψµ − ψ̇5ψ5

)
− i

2e
χψµẋµ +

1

2
em2 + imχψ5

+gẋµAµ +
ig

2
eψµψνFµν , (5.53)

da qual obtemos os momentos conjugados

pµ =
∂L(1/2)

∂ẋµ
=

1

e
ẋµ −

i

2e
χψµ + gAµ,

πµ =
∂L(1/2)

∂ψ̇µ
=
i

2
ψµ, π5 =

∂L(1/2)

∂ψ̇5

= − i
2
ψ5, (5.54)

pe =
∂L(1/2)

∂ė
= 0, πχ =

∂L(1/2)

∂χ̇
= 0.

Essas equações levam aos v́ınculos primários

φµ = πµ − i

2
ψµ ≈ 0, φ5 = π5 +

i

2
ψ5 ≈ 0, φe = pe ≈ 0, φχ = πχ ≈ 0.

(5.55)
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Assim, as hamiltonianas canônica e primária são escritras na forma

Hc =
e

2

[
(pµ − gAµ)2 −m2 − igψµψνFµν

]
+
i

2
χ [(pµ − gAµ)ψµ −mψ5] ,(5.56)

Hp = Hc + φµuµ + φ5u5 + φχuχ + ueφe. (5.57)

Impondo condições de consistência nos v́ınculos, obtemos

φ̇µ = {φµ, Hp} = −igeF νµψν +
i

2
χ (pµ − gAµ) + iuµ ≈ 0, (5.58)

φ̇5 = {φ5, Hp} = − i
2
mχ− iu5 ≈ 0, (5.59)

φ̇e = {φe, Hp} = −1

2

[
(pµ − gAµ)2 −m2 − igψµψνFµν

]
≈ 0, (5.60)

φ̇χ = {φχ, Hp} = − i
2

[(pµ − gAµ)ψµ +mψ5] ≈ 0, (5.61)

que fixam os multiplicadores

uµ = −1

2
χ (pµ − gAµ)χ− geF µνψν , u5 = −1

2
mχ, (5.62)

e fornecem os v́ınculos secundários

ϕ(1) = (pµ − gAµ)2 −m2 − igψµψνFµν ≈ 0,

ϕ(2) = (pµ − gAµ)ψµ −mψ5 ≈ 0. (5.63)

O sistema não apresenta mais v́ınculos, visto que

ϕ̇(1) = {χ1, Hp} = 0,

ϕ̇(2) = {χ2, Hp} =
1

2
χ
[
(pµ − gAµ)2 −m2 − igψµψνFµν

]
≈ 0. (5.64)

Os únicos parênteses de Poisson não nulos entre os v́ınculos são:

{χ1, χ2} = 2g (pµ − gAµ)Fµνψν , {χ1, φ
µ} = 2igFαµψα,

{χ2, χ2} = gψµψνFµν , {χ2, φ
µ} = − (pµ − gAµ) , (5.65)

{χ2, φ5} = m, {φµ, φν} = iηµν , {φ5, φ5} = −i.

Assim é posśıvel tomar uma combinação linear dos v́ınculos para escrever um con-

junto de primeira classe

φ(1) = φe ≈ 0, φ(2) = φχ ≈ 0,

φ(3) = ϕ(1) − 2gFµνψ
µφν ≈ 0, (5.66)

φ(4) = ϕ(2) − i (pν − gAν)φν − imφ5 ≈ 0,
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e manter dois v́ınculos de segunda classe

φµ = πµ − i

2
ψµ ≈ 0, φ5 = π5 +

i

2
ψ5 ≈ 0. (5.67)

A hamiltoniana primária é então escrita completamente em termos dos v́ınculos de

primeira classe,

Hp =
e

2
φ(3) +

i

2
χφ(4) + φ(2)uχ + ueφ

(1), (5.68)

sendo fracamente igual a zero. Os v́ınculos de segunda classe são eliminados intro-

duzindo os parênteses de Dirac

{A,B}D = {A,B}+ i {A, φµ} {φµ, B} − i {A, φ5} {φ5, B} , (5.69)

que fornecem a álgebra para as variáveis de Grassmann

{ψµ, ψν}D = iηµν , {ψ5, ψ5}D = −i. (5.70)

Uma vez constrúıdos os patênteses de Dirac, restam ainda os quatro v́ınculos de

primeira classe resultantes de (5.66),

φe = pe ≈ 0, φχ = πχ ≈ 0,

ϕ(1) = (pµ − gAµ)2 −m2 − igψµψνFµν ≈ 0, (5.71)

ϕ(2) = (pµ − gAµ)ψµ −mψ5 ≈ 0.

Os v́ınculos φe e φχ podem ser eliminados introduzindo os v́ınculos adicionais, con-

forme discutido na seção anterior,

Ω1 = e− 1

m
≈ 0, Ω2 = χ ≈ 0, (5.72)

que fixam os multiplicadores de Lagrange ue e uχ presentes em (5.68), e fornecem

as equações de movimento

mẍµ = gF µν ẋν +
g

2m
Sαβ∂µFαβ, ψ̇µ =

g

m
F µνψν , ψ̇5 = 0. (5.73)

A identificação dos parênteses de Dirac com as relações de comutação fornece a

álgebra

[x̂µ, p̂ν ] = −iηµν ,
[
ψ̂µ, ψ̂ν

]
+

= ηµν ,
[
ψ̂5, ψ̂5

]
+

= −1, (5.74)

satisfeita pelos operadores quânticos que atuam no espaço de Hilbert. Utilizando a

representação

ψ̂µ =
1√
2
γ5γµ, ψ̂5 =

1√
2
γ5, (5.75)
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os v́ınculos de primeira classe ϕ(1) e ϕ(2) fornecem as equações quânticas satisfeitas

pelos estados f́ısicos do sistema:

[γµ (pµ − gAµ)−m] |Ψfisico〉 = 0 (5.76)[(
p̂µ − gÂµ

)2
−m2 − igγµγνFµν

]
|Ψfisico〉 = 0, (5.77)

Na representação das posições, essas equações assumem a forma

(iγµ∂µ − gγµAµ −m) Ψ (x) = 0, (5.78)(
∂2 + ig∂µA

µ + igAµ∂
µ − g2A2 −m2 − igγµγνFµν

)
Ψ (x) = 0. (5.79)

5.4 Limite Não Massivo

Como visto na seção anterior, o efeito da interação está inteiramente contido na

lagrangiana de interação (5.26), que é somada à lagrangiana que descreve uma

part́ıcula livre. Assim a interação não afeta (a prinćıpio) em nada o limite não

massivo da teoria, visto que a parte de interação não contém a massa da part́ıcula

(ela aparece somente na parte livre da lagrangiana).

Vamos primeiro analisar o caso de uma part́ıcula de spin 0. Tomando o limite

m→ 0 em (5.2), obtemos

Snãomas. =
∫ τ2

τ1
dτ
{

1

2e
ẋ2 + gẋµAµ

}
. (5.80)

Essa ação fornece as equações de movimento:

d

dτ

(
1

e
ẋµ
)

= gẋνF
µν , ẋ2 = 0. (5.81)

Como podemos observar, as equações já se encontram no referencial do tempo

próprio. Então, se escolhermos a fixação de gauge

e = 1, (5.82)

a equação que obtemos é

ẍµ = gẋνF
µν . (5.83)

que sob a expansão nas componentes resulta em

E =− v ×B, v.E = 0, (5.84)

onde |v| = 1. Da equação acima vemos que a direção de movimento da part́ıcula é

ortogonal à direção do campo elétrico E.
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Para realizar o processo de quantização da teoria, partimos da lagrangiana

L =
1

2e
ẋ2 + gẋµAµ, (5.85)

de onde obtemos os momentos conjugados

pµ =
∂L

∂ẋµ
=

1

e
ẋµ + gAµ, pe =

∂L

∂ė
= 0, (5.86)

e o v́ınculo primário

φe = pe ≈ 0. (5.87)

As hamiltonianas canônica e primária são escritas na forma

Hc =
e

2
(pµ − gAµ)2 , Hp = Hc + ueφe. (5.88)

Impondo condição de consistência no v́ınculo φe, obtemos

φ̇e = {φe, Hp} = −1

2
(pµ − gAµ)2 ≈ 0, (5.89)

que fornece o v́ınculo secundário

ϕ = (pµ − gAµ)2 ≈ 0. (5.90)

O sistema não apresenta mais v́ınculos, pois ϕ̇ = 0. Como os dois v́ınculos possuem

parênteses de Poisson entre si igual a zero, a teoria possui dois v́ınculos de primeira

classe:

ϕ(1) = φe ≈ 0, ϕ(2) = ϕ ≈ 0. (5.91)

O v́ınculo φe é eliminado impondo o v́ınculo adicional

Ω = e− 1 ≈ 0. (5.92)

A equação de movimento resultante dessa fixação é:

ẍµ = gF µν ẋν (5.93)

Assim temos somente um v́ınculo de primeira classe ϕ, que no processo de quan-

tização fornece [
p̂µ − gÂµ (x)

]2
|Ψfisico〉 = 0. (5.94)

Utilizando a representação das posições, a equação acima assume a forma(
∂2 + ig∂µA

µ + igAµ∂
µ − g2A2

)
Ψ (x) = 0. (5.95)

Comparando com as equações (5.51) e (5.52), vemos que o resultado obtido é o

limite não massivo da teoria quântica.
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Agora vamos analisar o caso de uma part́ıcula de spin 1/2. Tomando o limite

não massivo em (5.24), obtemos

S
(1/2)
nãomas. =

∫
dτ
{

1

2e
ẋ2 +

i

2
ψ̇µψµ −

i

2e
χψµẋµ + gẋµAµ +

ig

2
eψµψνFµν

}
+
i

2
ψµ (τ1)ψ

µ (τ2) , (5.96)

Essa ação fornece as equações de movimento

d

dτ

(
1

e
ẋµ −

i

2e
χψµ

)
= gẋνFµν +

ig

2
eψαψβ∂µFαβ, (5.97)

ψ̇µ =
i

2e
χẋµ + geF µνψν , (5.98)

ẋ2 = ige2ψµψνFµν + iχψµẋµ, (5.99)

ψµẋµ = 0. (5.100)

Aqui nós enfrentamos o problema de como fixar o gauge de forma a levar as equações

para o referencial do tempo próprio. Observando as equações (5.99) e (5.100), a

prinćıpio nós podeŕıamos escolher χ = 0 e e como qualquer combinação envolvendo

ψµψν , pois essa condição leva à ẋ2 = 0. Mas sob essa fixação as equações de

movimento não assumem uma forma que possa ser interpretada facilmente. Mas se

nos contentarmos em fixar o gauge da mesma forma que no caso livre, escolhendo

e = 1 e χ = 0, as equações de movimento são escritas como

ẍµ = gẋνFµν +
g

2
Sαβ∂µFαβ, ψ̇µ = gF µνψν , ẋ2 = gSµνFµν , ψµẋµ = 0.

(5.101)

Essas equações permitem afirmar que a força de Lorentz admite uma correção devido

à interação do spin com o campo eletromagnético, e que a equação de movimento

para o spin admite a forma

Ṡ = gS×B, (5.102)

que apresenta a mesma estrutura da equação (5.41), embora não seja o limite não

massivo da mesma.

Embora a análise das equações de movimento não seja satisfatória, visto que

não temos informações claras com respeito à dinâmica da part́ıcula, o processo de

quantização leva às equações para a função de onda na forma como esperamos que

ocorra para o limite de massa nula, como mostraremos a seguir.

Partindo da lagrangiana não massiva

L
(1/2)
(nãomas.) =

1

2e
ẋ2 +

i

2
ψ̇µψµ −

i

2e
χẋµψµ + gẋµAµ +

ig

2
eψµψνFµν , (5.103)
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os momentos conjugados são obtidos na forma

pµ =
∂L(1/2)

∂ẋµ
=

1

e
ẋµ −

i

2e
χψµ + gAµ, πµ =

∂L(1/2)

∂ψ̇µ
=
i

2
ψµ,

pe =
∂L(1/2)

∂ė
= 0, πχ =

∂L(1/2)

∂χ̇
= 0, (5.104)

levando aos v́ınculos primários

φµ = πµ − i

2
ψµ ≈ 0, φe = pe ≈ 0, φχ = πχ ≈ 0. (5.105)

As hamiltonianas canônica e primária assumem a forma

Hc =
e

2

[
(pµ − gAµ)2 − ig

2
ψµψνFµν

]
+
i

2
χ (pµ − gAµ)ψµ, (5.106)

Hp = Hc + φµuµ + φχuχ + ueφe. (5.107)

Impondo condições de consistência nos v́ınculos, obtemos

φ̇µ = {φµ, Hp} = − i
2

(pµ − gAµ)χ− igeF µ
ν ψ

ν + iuµ ≈ 0,

φ̇e = {φe, Hp} = −1

2

[
(pµ − gAµ)2 − igψµψνFµν

]
≈ 0, (5.108)

φ̇χ = {φχ, Hp} = − i
2

(pµ − gAµ)ψµ ≈ 0, (5.109)

que fixam o multiplicador

uµ = −1

2
χ (pµ − gAµ)χ− geF µνψν , (5.110)

e fornecem os v́ınculos secundários

ϕ(1) = (pµ − gAµ)2 − igψµψνFµν ≈ 0, (5.111)

ϕ(2) = (pµ − gAµ)ψµ ≈ 0. (5.112)

O sistema não apresenta mais v́ınculos, visto que

ϕ̇(1) = {χ1, Hp} = 0,

ϕ̇(2) = {χ2, Hp} =
1

2
χ
[
(pµ − gAµ)2 − igψµψνFµν

]
≈ 0. (5.113)

Tomando uma combinação linear dos v́ınculos é posśıvel escrever

φ(1) = φe ≈ 0, φ(2) = φχ ≈ 0,

φ(3) = ϕ(1) − 2gFµνψ
µφν ≈ 0, (5.114)

φ(4) = ϕ(2) − i (pν − gAν)φν ≈ 0,
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como v́ınculos de primeira classe e manter

φµ = πµ − i

2
ψµ ≈ 0 (5.115)

como v́ınculo de segunda classe. Assim a hamiltoniana primária é escrita completa-

mente em termos dos v́ınculos de primeira classe, sendo fracamente igual a zero:

Hp =
e

2
φ(3) +

i

2
χφ(4) + φ(2)uχ + ueφ

(1), (5.116)

O v́ınculo de segunda classe são eliminados introduzindo os parênteses de Dirac

{A,B}D = {A,B}+ i {A, φµ} {φµ, B} , (5.117)

enquanto φ(1) e φ(2) são eliminados inserindo os v́ınculos adicionais

Ω1 = e− 1 ≈ 0, Ω2 = χ ≈ 0. (5.118)

Sob essa fixação, as equações de movimento assumem a forma:

ẍµ = gẋνFµν +
g

2
Sαβ∂µFαβ, ψ̇µ = gF µνψν . (5.119)

Assim sobram somente os v́ınculos de primeira classe

ϕ(1) = (pµ − gAµ)2 − igψµψνFµν ≈ 0,

ϕ(2) = (pµ − gAµ)ψµ ≈ 0. (5.120)

No processo de quantização eles fornecem as equações

γµ (pµ − gAµ) |Ψfisico〉 = 0, (5.121)[(
p̂µ − gÂµ

)2
− igγµγνFµν

]
|Ψfisico〉 = 0, (5.122)

que na representação das posições assumem a forma

(iγµ∂µ − gγµAµ) Ψ (x) = 0, (5.123)(
∂2 + ig∂µA

µ + igAµ∂
µ − g2A2 − igγµγνFµν

)
Ψ (x) = 0, (5.124)

ou seja, esse resultado pode ser obtido tomando o limite m→ 0 em (5.78) e (5.79).
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Caṕıtulo 6

Extensão para part́ıculas com spin arbitrário

Neste caṕıtulo, mostraremos como a álgebra dos v́ınculos de primeira classe

pode ser extendida para descrever part́ıculas não massivas com spin arbitrário [14,15],

fornecendo na quantização a equações de Bargmann-Wigner [16]. Veremos como a

massa pode ser inserida [17-19] no modelo, e obtemos as equações quânticas que

descrevem uma part́ıcula de spin 1.

6.1 Generalização da Álgebra dos Vı́nculos

No caso de uma part́ıcula não massiva de spin 1/2, nós tinhamos dois v́ınculos de

primeira classe,

H = p2, J = ψµpµ, (6.1)

que satisfazem a àlgebra

{H,H}D = 0, {H,J }D = 0, {J ,J }D = iH. (6.2)

Conforme [14], a generalização desse modelo para descrever part́ıculas com spin

arbitrário consiste em extender a álgebra para N transformações de supersimetria,

e adicionar um gerador de transformações do grupo O(N) [15], na forma

{H,H}D = {H,Ja}D = {H, Qab}D = 0,

{Ja,Jb}D = iHδab, {Ja, Qbc}D = i (Jcδab − Jbδac) , (6.3)

{Qab, Qcd}D = i (−Qacδbd +Qadδbc −Qcbδad +Qdbδac) .

Nessa generalização, o spin da part́ıcula é determinado pelo número de trans-

formações de supersimetria presente na teoria. Da mesma forma que no caso de uma

part́ıcula de spin 1/2 t́ınhamos somente uma transformação, esse modelo fornece a

descrição de uma part́ıcula com spin N/2.

Uma representação da álgebra (6.3) é obtida com

H = p2, Ja = ψµapµ, Qab = ψµaψµb, (6.4)
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onde ψµn satisfaz

{ψµn, ψνm}D = iηµνδnm, (6.5)

e os ı́ndices romanos satisfazem a = 1, ..., N . Com os geradores (6.4) podemos

construir a ação do sistema:

S =
∫ τ2

τ1
dτ
{
ẋµpµ +

i

2
ψ̇µaψµa −Np2 − iMaψ

µ
apµ − iFabψµaψµb

}
+

i

2
ψµa (τ1)ψµa (τ2) . (6.6)

A hamiltoniana obtida da ação é uma combinação linear dos v́ınculos,

H = NH + iMaJa + iFabQab = uAabφ
A
ab, (6.7)

onde utilizamos a notação

u1
ab = Nδa0δb0, u2

ab = iMaδb0, u3
ab = iFab, (6.8)

φ1
ab = Hδa0δb0, φ2

ab = Jaδb0, φ3
ab = Qab, (6.9)

com A = 1, 2, 3. Devido à relação entre os v́ınculos de primeira classe e as trans-

formações de gauge, vamos analisar a estrutura das transformações geradas pelos

v́ınculos e como elas contribuem para as simetrias presentes na teoria. Para isso,

seguimos o mesmo procedimento realizado na seção 4.2 para a part́ıcula de spin 1/2.

Considerando a transformação de gauge de uma função F das variáveis canônicas

δF (τ) = {F, ε (τ)H + iαa (τ)Ja + iβab (τ)Qab}D =
{
F, εAabφ

A
ab

}
D
, (6.10)

onde

ε1ab = εδa0δb0, ε2ab = iαaδb0, ε3ab = βab, (6.11)

nós obtemos, sob transformações de supersimetria,

δxµ = {xµ, iαaJa}D = iαaψ
µ
a , δψµn = {ψµn, iαaJa}D = αnp

µ, (6.12)

e sob rotações em O (N)

δxµ = {xµ, iβabQab}D = 0, δψµn = {ψµn, iβabQab}D = 2βnaψ
µ
a . (6.13)

As transformações dos multiplicadores de Lagrange, conforme (3.89), são na forma

δuCnm = ε̇Cnm + εAabK
ABC
abcdnmu

B
cd, (6.14)

onde os coeficientes KABC
abcdnm são definidos a partir da relação{
εAabφ

A
ab, η

B
cdφ

B
cd

}
D

= εAabK
ABC
abcdefη

B
cdφ

C
ef . (6.15)
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O cálculo expĺıcito de (6.15) fornece

KABC
abcdef = −iδA2δB2δC1δb0δd0δacδe0δf0 + iδA2δB3δC2δb0 (δacδdeδf0 − δadδceδf0)

+iδA3δB2δC2δd0 (δcaδbeδf0 − δcbδaeδf0)

+iδA3δB3δC3 (−δbdδaeδcf + δbcδaeδdf − δadδceδbf + δacδdeδbf ) . (6.16)

que, inserido em (6.14) resulta nas transformações

δN = ε̇+ iαaMa, δMa = α̇a − 2 (αbFba − βabMb) ,

δFab = β̇ab + 2 (βacFbc − βbcFac) . (6.17)

O conjunto de transformações (6.12) e (6.13) junto com (6.17) (menos as trans-

formações relacionadas ao parâmetro ε, como discutido na seção 4.2) podem ser

implementadas para deixar a ação (6.6) invariante. Mas como ela ainda não se ap-

resenta na forma final que utilizaremos no processo de quantização, vamos primeiro

obter a expressão da lagrangiana do sistema, e depois analisar o comportamento

dela sob as transformações. Começemos introduzindo os campos auxiliares

e = 2N, Ma = 2χa, Fab = 2fab, (6.18)

que, junto com a expressão

pµ =
1

e
ẋµ − i

2e
χaψ

µ
a , (6.19)

obtida de δS/δpµ = 0, nos permite escrever a ação (6.6) na forma

S(N/2) =
∫ τ2

τ1
dτ
{

1

2e
ẋ2 +

i

2
ψ̇µaψµa −

i

2e
χaψ

µ
a ẋµ −

1

8e
χaψ

µ
aχbψµb −

i

2
fabψ

µ
aψµb

}
+
i

2
ψµa (τ1)ψµa (τ2) . (6.20)

Essa equação nos fornece a expressão para a lagrangiana

L(N/2) =
1

2e
ẋ2 +

i

2
ψ̇µaψµa −

i

2e
χaψ

µ
a ẋµ −

1

8e
χaψ

µ
aχbψµb −

i

2
fabψ

µ
aψµb, (6.21)

que usaremos no processo de quantização. Agora analisemos o comportamento dessa

lagrangiana sob as transformações de gauge. Sob a presença dos campos auxiliares,

as transformações de supersimetria assumem a forma

δxµ = iαaψ
µ
a , δψµa =

1

e
αa

(
ẋµ − i

2
χbψ

µ
b

)
, δe = iαaχa,

δχa = 2 (α̇a − αbfba) , δfab = 0, (6.22)
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onde utilizamos a equação (6.19). A ação é invariante sob essas transformações,

visto que

δL(N/2) =
d

dτ

(
1

2e
αaψ

µ
a ẋµ +

1

4e
αaψµaχbψ

µ
b

)
. (6.23)

Para as transformações do grupoO (N), temos

δxµ = 0, δe = 0, δψµa = 2βabψ
µ
b , δχa = 2βabχb,

δfab = 2
(
β̇ab + βacfbc − βbcfac

)
, (6.24)

que, quando aplicadas à lagrangiana, fornecem

δL(N/2) = 2iβ̇abψ
µ
b ψµa = 2iβ̇abQba ≈ 0. (6.25)

Diferente das transformações de supersimetria, a invariancia da teoria é obtida so-

mente na superf́ıcie de v́ınculos (ou, se preferir, quando utilizamos as equações de

movimento, que veremos adiante), mas essa condição é suficiente para garantir a

coerencia da teoria, visto que a dinâmica ocorre somente nesta superf́ıcie.

Para obter as transformações de reparametrização das variáveis, nós temos que

ter em mente que a teoria é uma generalização da part́ıcula de spin 1/2, que admite

as transformações (3.115). Assim, nós mantemos a transformação das variáveis xµ

e ψµn como escalares e exigimos que as variáveis e, χa e fab se transformem como

”densidades” (o argumento também é empregado à fab pois ela também é um campo

auxiliar). Sob essas condições, as transformações são

δxµ = εẋµ, δψµa = εψ̇µa , δe =
d

dτ
(εe) ,

δχa =
d

dτ
(εχa) , δfab =

d

dτ
(εfab) , (6.26)

que fornecem

δL(N/2) =
d

dτ

(
εL(N/2)

)
. (6.27)

Como último ponto, resta analisar a dinâmica clássica da teoria. Variando a

ação (6.20), obtemos as equações de movimento

δS(N/2)

δxµ
=

d

dτ

(
1

e
ẋµ − i

2e
χaψ

µ
a

)
= 0, (6.28)

δS(N/2)

δψµa
= ψ̇µa +

1

2e
χaẋ

µ +
i

4e
χaχbψ

µ
b + fabψ

µ
b = 0, (6.29)

δS(N/2)

δe
= ẋ2 − iχaψµa ẋµ −

1

4
χaψ

µ
aχbψµb = 0, (6.30)

δS(N/2)

δχa
= ψµa ẋµ −

i

2
ψµaχbψµb = 0, (6.31)

δS(N/2)

δfab
= ψµaψµb = 0. (6.32)
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Sob a fixação de gauge

e = 1, χa = 0, fab = 0, (6.33)

elas são escritas na forma

ẍµ = 0, ψ̇µa = 0, ẋ2 = 0, ψµa ẋµ = 0, ψµaψµb = 0, (6.34)

que descrevem uma part́ıcula livre, no referencial do tempo próprio, com spin con-

servado, como esperávamos.

6.1.1 Quantização

Partindo da lagrangiana (6.21)

L(N/2) =
1

2e
ẋ2 +

i

2
ψ̇µaψµa −

i

2e
χaψ

µ
a ẋµ −

1

8e
χaψ

µ
aχbψµb −

i

2
fabψ

µ
aψµb, (6.35)

os momentos conjugados são

pµ =
∂L

∂ẋµ
=

1

e
ẋµ −

i

2e
χaψµa, πµa =

∂L

∂ψ̇µa
=
i

2
ψµa,

p(e) =
∂L

∂ė
= 0, πa =

∂L

∂χ̇a
= 0, pab =

∂L

∂ḟab
= 0, (6.36)

Dessas equações obtemos os v́ınculos primários

φµa = πµa −
i

2
ψµa ≈ 0, φa = πa ≈ 0, φ(e) = p(e) ≈ 0,

φab = pab ≈ 0, (6.37)

As hamiltonianas canônica e primária são escritas na forma

Hc =
e

2
p2 +

i

2
χaψ

µ
apµ +

i

2
fabψ

µ
aψµb, (6.38)

Hp = Hc + φµauµa + φχuχ + u(e)φ(e) + uabφab. (6.39)

Impondo as condições de consistência sobre os v́ınculos, obtemos

φ̇(e) =
{
φ(e), Hp

}
= −1

2
p2 ≈ 0, (6.40)

φ̇a = {φa, Hp} = − i
2
ψµapµ ≈ 0, (6.41)

φ̇ab = {φab, Hp} = − i
2
ψµaψµb ≈ 0, (6.42)

φ̇µa = {φµa , Hp} =
i

2
χap

µ − ifabψµb + iuµa ≈ 0. (6.43)
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Essas equações fixam o multiplicador de Lagrange

uµa = −1

2
χap

µ + fabψ
µ
b , (6.44)

e fornecem os v́ınculos secundários

ϕ(1) = p2 ≈ 0, ϕ(2)
a = ψµapµ ≈ 0, ϕ

(3)
ab = ψµaψµb ≈ 0. (6.45)

O sistema não apresenta mais v́ınculos, pois

ϕ̇(1) =
{
ϕ(1), Hp

}
= 0,

ϕ̇(2)
a =

{
ϕ(2)
a , Hp

}
=
i

2
χaϕ

(1) + fabϕ
(2)
b ≈ 0, (6.46)

ϕ̇
(3)
ab =

{
ϕ

(3)
ab , Hp

}
=
i

2
χaϕ

(2)
b −

i

2
χbϕ

(2)
a ≈ 0.

Os únicos parênteses de Poisson não nulos entre os v́ınculos são

{φµa , φνb} = iηµνδab,
{
φµa , ϕ

(2)
b

}
= −pµδabm,{

φµa , ϕ
(3)
bc

}
= ψµb δac − ψµc δab. (6.47)

Assim é posśıvel tomar uma combinação linear entre os v́ınculos para escrever um

conjunto de v́ınculos de primeira classe na forma

φ(1) = φ(e) ≈ 0, φ(2)
a = φa ≈ 0, φ

(3)
ab = φab ≈ 0, φ(4) = ϕ(1) ≈ 0,

φ(5)
a = ϕ(2)

a − ipµφµa ≈ 0, φ
(6)
ab = ϕ

(3)
ab − iψµaφ

µ
b + iψµbφ

µ
a ≈ 0, (6.48)

e manter um único v́ınculo de segunda classe

φµa = πµa −
i

2
ψµa ≈ 0. (6.49)

A hamiltoniana primária é então escrita completamente em termos dos v́ınculos de

primeira classe,

Hp =
e

2
φ(4) +

i

2
χaφ

(5)
a +

i

2
fabφ

(6)
ab + φ(2)

a ua + u(e)φ
(1) + uabφ

(3)
ab , (6.50)

e fornece as equações de movimento para os campos auxiliares

ė = {e,Hp} = u(e), χ̇a = {χa, Hp} = −ua, ḟab = {fab, Hp} = uab. (6.51)

Como

Cµν
nm = {φµn, φνm} = iηµνδnm, (Cµν

nm)−1 = −iηµνδnm, (6.52)
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é posśıvel construir os parênteses de Dirac

{A,B}D = {A,B} − {A, φµa} (Cµν
ab )−1 {φνb, B}

= {A,B}+ i {A, φµa} {φµa , B} , (6.53)

e eliminar o v́ınculo de segunda classe da teoria. Mas ainda temos seis v́ınculos de

primeira classe:

φ(e) = p(e) ≈ 0, φa = πa ≈ 0, φab = pab ≈ 0, ϕ(1) = p2 ≈ 0,

ϕ(2)
a = ψµapµ ≈ 0, ϕ

(3)
ab = ψµaψµb ≈ 0. (6.54)

Os v́ınculos φ(e), φa e φab podem ser eliminados introduzindo os v́ınculos adicionais

Ω(1) = e− 1 ≈ 0, Ω(2)
a = χa ≈ 0, Ω

(3)
ab = fab ≈ 0. (6.55)

Assim temos as relações básicas da teoria clássica

{xµ, pν}D = δµν , {ψµa , ψνb }D = iηµνδab. (6.56)

No processo de quantização, os operadores que atuam no espaço de Hilbert sat-

isfazem a álgebra

[x̂µ, p̂ν ] = −iδµν ,
[
ψ̂µn, ψ̂

ν
m

]
+

= ηµνδnm. (6.57)

Uma representação para os ψ̂µn é

ψ̂µn =
1√
2
γ∗ ⊗ ...⊗ γ∗ ⊗ Γµ(n) ⊗ 1⊗ ...⊗ 1, (6.58)

onde γ∗ = iγ0γ1γ2γ3, 1 é o operador identidade e Γµ(n) pode ser tanto γ∗γ
µ como γµ,

situado na posição (n). Os três v́ınculos de primeira classe restantes

ϕ(1) = p2 ≈ 0, ϕ(2)
a = ψµapµ ≈ 0, ϕ

(3)
ab = ψµaψµb ≈ 0, (6.59)

devem ser impostos como v́ınculos nos estados f́ısicos do sistema pertencentes ao

espaço de Hilbert. Na representação das posições, os estados são funções de onda

com N ı́ndices espinoriais (multi-espinor). A aplicação dos v́ınculos na função de

onda fornece

∂2Ψα1...αN
(x) = 0, (6.60)

(γµ∂µ)
αn

βn
Ψα1...αn...αN

(x) = 0, (6.61)

(γµ)αn

βn
(γµ)

αm

βm
Ψα1...αn...αm...αN

(x) = 0, (6.62)

64



com n < m.

Se pegarmos uma matriz de Dirac qualquer Γ, contráıda com o operador con-

jugadação e carga C = iγ2γ0, utilizado para subir e baixar os ı́ndices espinoriais,

podemos reescrever (6.62) na forma

(CγµΓγµ)
αnαm Ψα1...αn...αm...αN

(x) = 0. (6.63)

Escolhendo Γ como sendo a matriz identidade 1, temos

(C)αnαm Ψα1...αn...αm...αN
(x) = 0, (6.64)

onde C é anti-simétrico nos ı́ndices espinoriais. Agora, se escolhermos Γ = γµ,

obtemos a expressão

(Cγµ)αnαm Ψα1...αn...αm...αN
(x) = 0, (6.65)

onde Cγµ é simétrico nos ı́ndices. A interpretação dessas equações pode se torna

mais clara se utilizamos a notação espinorial SL(2, C) [23], onde os espinores de

Dirac são representados por

ΨD =

 ψα

ψ̄α̇

 , (6.66)

e as as matrizes γµ na representação de Weyl assumem a forma

γµ =

 0 σµ

σ̄µ 0

 , (6.67)

com

σµ = (−1, σn) , σ̄µ = (−1,−σn) . (6.68)

De (6.67), obtemos a representação dos operadores C e Cγµ:

C =

 iσ2 0

0 −iσ2

 , Cγµ =

 0 iσ2σµ

−iσ2σ̄µ 0

 . (6.69)

A equação (6.64),em termos das componentes, fornece

εαnαmΨα1α2...αn...αm... = 0, εα̇nα̇mΨα̇1α̇2...α̇n...α̇m... = 0. (6.70)

Como εαnαm e εα̇nα̇m são anti-simétricos, o multi-espinor deve ser simétrico sob troca

de ı́ndices αnαm e α̇nα̇m. Analisando agora (6.65), temos

σαnα̇mΨα1...αn...α̇1...α̇m... = 0, σα̇nαmΨα1...αm...α̇1...α̇n... = 0. (6.71)

Essa expressão nos diz que sob troca de um ı́ndice αn por um α̇m o multi-espinor

deve ser anti-simétrico, visto que σαnα̇m é simétrico sob a trocas entre αn e α̇m.
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Assim é posśıvel concluir que o v́ınculo não permite que o multi-espinor seja escrito

com componentes misturadas de αn e α̇m, visto que ele se anula.

Analisando as equações (6.60) e (6.61) também em termos das componentes,

obtemos

∂2Ψα1α2...αN
= 0, (γµ∂µ)

βn

αn
Ψα1...βn...αN

= 0, (6.72)

∂2Ψα̇1α̇2...α̇N
= 0, (γµ∂µ)

β̇n

α̇n
Ψα̇1...β̇n...α̇N

= 0, (6.73)

que descrevem part́ıculas de spin N/2.

6.1.2 Part́ıcula de spin 1

A partir do modelo de spin N/2, vamos nos restringir à duas transformações de

supersimetria para descrever a teoria quântica de uma part́ıcula de spin 1. Como

o processo de quantização já foi realizado, não é necessário partir da lagrangiana e

realizar o processo de hamiltonização novamente, visto que da ação (6.6)

S =
∫ τ2

τ1
dτ
{
ẋµpµ +

i

2
ψ̇µaψµa −

e

2
p2 − i

2
χaψ

µ
apµ −

i

2
fabψ

µ
aψµb

}
+

i

2
ψµa (τ1)ψµa (τ2) , (6.74)

(nessa expressão os campos auxiliares já foram inseridos) podemos visualizar os

v́ınculos de primeira classe, e sabemos a álgebra fundamental dos operadores quânticos,

que foi obtida em (6.57).

Considerando a ação acima no caso espećıfico de 2 transformações de supersime-

tria, a = 1, 2, realizemos uma troca de variáveis (que se mostrará conveniente),

introduzindo

ψµ =
1√
2

(ψµ1 + iψµ2 ) , ψ
µ

=
1√
2

(ψµ1 − iψ
µ
2 ) , (6.75)

χ =
1√
2

(χ1 + iχ2) , χ̄ =
1√
2

(χ1 − iχ2) , (6.76)

junto com

fab = fεab, (6.77)

onde εab é um śımbolo anti-simétrico. Sob as novas variáveis, a ação é escrita na

forma

S =
∫ τ2

τ1
dτ
{
ẋµpµ +

i

2
ψ̇µψ̄µ −

e

2
p2 − i

2
χψ̄µpµ −

i

2
χ̄ψµpµ −

1

2
f
[
ψµ, ψ̄µ

]}
+
i

2

[
ψµ (τ1)ψµ (τ2) + ψ

µ
(τ1)ψµ (τ2)

]
, (6.78)
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que fornece os v́ınculos de primeira classe

ϕ(1) = p2 ≈ 0, ϕ(2) = ψ̄µpµ ≈ 0, ϕ(3) = ψµpµ ≈ 0,

ϕ(4) =
[
ψµ, ψ̄µ

]
≈ 0. (6.79)

De (6.57) vemos que os novos operadores fermiônicos satisfazem a álgebra

[ψµ, ψν ]+ =
[
ψ̄µ, ψ̄ν

]
+

= 0,
[
ψµ, ψ̄ν

]
+

= ηµν . (6.80)

Observando que ψ̄µ forma um conjunto de operadores mutuamente anticomutantes,

é posśıvel encontrar uma base de auto-estados |α〉 com auto valores αµ também

anticomutantes [17], i.e.,

ψ̄µ|α〉 = αµ|α〉. (6.81)

Então a função de onda que descreve o estado quântico deve possuir a estrutura

Ψ (x, α) = (〈x| ⊗ 〈α|) |Ψ〉, (6.82)

admitindo uma expansão em série de potências de αµ:

Ψ (x, α) = F (x) + αµFµ (x) +
1

2
αµανFµν (x) +

1

3!
αµαναρFµνρ (x)

+
1

4!
αµαναρασFµνρσ (x) . (6.83)

Com a estrutura da função de onda em mãos podemos analisar como os v́ınculos

(6.79) geram a dinâmica da teoria quântica. Aplicando ϕ(4) a um estado |Ψ〉, temos[
ψµ, ψ̄µ

]
|Ψ〉 =

(
ψµψ̄µ − 2

)
|Ψ〉 = 0. (6.84)

Se utilizarmos a representação

ψµ = αµ, ψ̄µ =
∂

∂αµ
, (6.85)

que satisfaz as relações de anticomutação (6.80), a equação (6.84) se apresenta como

uma equação diferencial nas variáveis de Grassmann,

αµ
∂

∂αµ
Ψ (x, α) = 2Ψ (x, α) , (6.86)

cuja solução é

Ψ (x, α) =
1

2
αµανFµν (x) . (6.87)

A aplicação de ϕ(3) e ϕ(2) fornece, respectivamente,

αραµαν (∂ρFµν) = 0, (6.88)

∂

∂αρ
∂ρ (αµανFµν) = αν2∂µF

µν (x) = 0, (6.89)
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de onde conclúımos que a parte espacial da função de onda satisfaz as equações

∂ρFµν + ∂µFνρ + ∂νFρµ = 0, (6.90)

∂µF
µν = 0. (6.91)

A equação (6.90) admite como solução

Fµν = ∂µAν − ∂νAµ, (6.92)

enquanto (6.91) fornece a equação diferencial satisfeita pelo campo vetorial Aµ:

∂2Aµ − ∂µ (∂νA
ν) = 0. (6.93)

Resta ainda o v́ınculo ϕ(1), que quando aplicado à Ψ (x, α) fornece a equação

∂2Fµν = 0, (6.94)

que já é automaticamente satisfeita devido à (6.92) e (6.93).

O conjunto de equações diferenciais (6.90) e (6.91) satisfeitas pelo tensor de

segunda ordem Fµν , definido a partir de (6.92), são as equações de Maxwell para o

campo eletromagnético livre, que sob o contexto quântico descrevem uma part́ıcula

de spin 1.

6.2 Teoria Massiva

Como na seção anterior nós generalizamos o modelo inicial para descrever part́ıculas

de spin arbitrário partindo do limite não massivo, vamos agora encarar o problema

de fornecer massa para a teoria.

O ponto de partida é basicamente o mesmo do ińıcio do caṕıtulo, só que agora

consideramos os v́ınculos de primeira classe do modelo de part́ıculas de spin 1/2

massivas,

H = p2 −m2, J = ψµpµ −mψ5, (6.95)

e extendemos o modelo paraN transformações de supersimetria mais transformações

locais do grupo O (N), só que agora aplicadas também à variável ψ5 [18]:

H = p2 −m2, Ja = ψµapµ −mψ5
a, Qab = ψµaψµb − ψ5

aψ
5
b , (6.96)

com as variáveis fermiônicas satisfazendo a álgebra dos parênteses de Dirac

{ψµa , ψνb }D = iηµνδab,
{
ψ5
a, ψ

5
b

}
D

= −iδab. (6.97)
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Os novos geradores (6.96) satisfazem a mesma álgebra da teoria não massiva (como

era de se esperar), e possibilitam que a ação seja escrita na forma

S(N/2) =
∫ τ2

τ1
dτ
{
ẋµpµ +

i

2

(
ψ̇µaψµa − ψ̇5

aψ
5
a

)
−N

(
p2 −m2

)
− iMa

(
ψµapµ −mψ5

a

)
− iFab

(
ψµaψµb − ψ5

aψ
5
b

) }
+
i

2

[
ψµa (τ1)ψµa (τ2)− ψ5

a (τ1)ψ
5
a (τ2)

]
. (6.98)

Inserindo os campos auxiliares (6.18), e observando que δS/δpµ = 0 fornece a mesma

expressão (6.19) para o momento conjugado pµ, nós podemos reescrever a ação como

S(N/2) =
∫ τ2

τ1
dτ
{ 1

2e
ẋ2 +

i

2

(
ψ̇µaψµa − ψ̇5

aψ
5
a

)
− i

2e
χaψ

µ
a ẋµ −

1

8e
χaψ

µ
aχbψµb +

1

2
em2

+
i

2
mχaψ

5
a −

i

2
fab

(
ψµaψµb − ψ5

aψ
5
b

) }
+
i

2
[ψµa (τ1)ψµa (τ2)]

− i
2

[
ψ5
a (τ1)ψ

5
a (τ2)

]
, (6.99)

que fornece a expressão para a lagrangiana

L(N/2) =
1

2e
ẋ2 +

i

2

(
ψ̇µaψµa − ψ̇5

aψ
5
a

)
− i

2e
χaψ

µ
a ẋµ −

1

8e
χaψ

µ
aχbψµb +

1

2
em2

+
i

2
mχaψ

5
a −

i

2
fab

(
ψµaψµb − ψ5

aψ
5
b

)
. (6.100)

As transformações de gauge geradas pelos v́ınculos (6.96) devem reproduzir as

transformações (6.22), (6.24) e (6.26) quando tomamos o limite não massivo da

teoria, o que nos diz que as variáveis (xµ, ψµa , e, χa, fab) devem manter as mesmas

transformações. Então para analisar as transformações de simetria na teoria massiva

é necessário somente obter as expressões para as transformações da variável ψ5
a, e

verificar a invariancia dos termos que aparecem na ação (6.99) para fornecer massa

à part́ıcula, que denotaremos por lagrangiana massiva

L(N/2)
m = − i

2
ψ̇5
aψ

5
a +

1

2
em2 +

i

2
mχaψ

5
a +

i

2
fabψ

5
aψ

5
b . (6.101)

Sob transformações de reparametrizações, exigimos que ψ5
a se transforme como

um escalar,

δψ5
n = εψ̇5

n, (6.102)

que assegura a invariancia da ação devido à

δL(N/2)
m =

d

dτ

(
εL(N/2)

m

)
. (6.103)

Para as outras duas transformações o comportamento de ψ5
a é obtido a partir dos

geradores das transformações,

δψ5
a =

{
ψ5
a, iαbJb + iβbcQbc

}
D

= αam+ 2βabψ
5
b . (6.104)
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A verificação da invariancia da teoria sob transformações de supersimetria é direta,

visto que

δL(N/2)
m =

d

dτ

(
i

2
mαaψ

5
a

)
. (6.105)

Já para rotações em O(N), nós temos

δL(N/2)
m = −2iβ̇abψ

5
bψ

5
a, (6.106)

que deve ser somada à transformação (6.25) do regime não massivo para recuperar

o v́ınculo Qab, i.e.,

δL(N/2) = 2iβ̇abQab ≈ 0, (6.107)

e assegurar a invariancia da teoria.

A ação (6.99) fornece, via prinćıpio variacional, as equações de movimento

δS(N/2)

δxµ
=

d

dτ

(
1

e
ẋµ − i

2e
χaψ

µ
a

)
= 0, (6.108)

δS(N/2)

δψµa
= ψ̇µa +

1

2e
χaẋ

µ +
i

4e
χaχbψ

µ
b + fabψ

µ
b = 0, (6.109)

δS(N/2)

δe
= ẋ2 − iχaψµa ẋµ −

1

4
χaψ

µ
aχbψµb − e2m2 = 0, (6.110)

δS(N/2)

δχa
= ψµa ẋµ −

i

2
ψµaχbψµb −meψ5

a = 0, (6.111)

δS(N/2)

δψ5
a

= ψ̇5
a −

1

2
mχa + fabψ

5
b = 0, (6.112)

δS(N/2)

δfab
= ψµaψµb − ψ5

aψ
5
b = 0. (6.113)

que, sob a fixação de gauge

e =
1

m
, χa = 0, fab = 0, (6.114)

assumem a forma

ẍµ = 0, ψ̇µa = 0, ẋ2 = 1, ψµa ẋµ = ψ5
a, ψ̇5

a = 0,

ψµaψµb − ψ5
aψ

5
b = 0, (6.115)

descrevendo uma part́ıcula relativ́ıstica livre, no referencial do tempo próprio, com

spin conservado.
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6.2.1 Quantização

Partindo da lagrangiana (6.100),

L(N/2) =
1

2e
ẋ2 +

i

2

(
ψ̇µaψµa − ψ̇5

aψ
5
a

)
− i

2e
χaψ

µ
a ẋµ −

1

8e
χaψ

µ
aχbψµb +

1

2
em2

+
i

2
mχaψ

5
a −

i

2
fab

(
ψµaψµb − ψ5

aψ
5
b

)
, (6.116)

definimos os momentos conjugados

pµ =
∂L

∂ẋµ
=

1

e
ẋµ −

i

2e
χaψµa, πµa =

∂L

∂ψ̇µa
=
i

2
ψµa, π5

a =
∂L

∂ψ̇5
a

= − i
2
ψ5
a,

p(e) =
∂L

∂ė
= 0, πa =

∂L

∂χ̇a
= 0, pab =

∂L

∂ḟab
= 0. (6.117)

Dessas equações surgem os v́ınculos primários

φ(e) = p(e) ≈ 0, φa = πa ≈ 0, φab = pab ≈ 0,

φµa = πµa −
i

2
ψµa ≈ 0, φ5

a = π5
a +

i

2
ψ5
a ≈ 0. (6.118)

As hamiltonianas canônica e primária são escritas na forma

Hc =
e

2

(
p2 −m2

)
+
i

2
χa
(
ψµapµ −mψ5

a

)
+
i

2
fab

(
ψµaψµb − ψ5

aψ
5
b

)
, (6.119)

Hp = Hc + φµauµa + φ5
au

5
a + φχuχ + ueφe + uabφab. (6.120)

Impondo as condições de consistência sobre os v́ınculos, obtém-se

φ̇(e) =
{
φ(e), Hp

}
= −1

2

(
p2 −m2

)
≈ 0, (6.121)

φ̇a = {φa, Hp} = − i
2

(
ψµapµ −mψ5

a

)
≈ 0, (6.122)

φ̇ab = {φab, Hp} = − i
2

(
ψµaψµb − ψ5

aψ
5
b

)
≈ 0, (6.123)

φ̇µa = {φµa , Hp} =
i

2
χap

µ − ifabψµb + iuµa ≈ 0, (6.124)

φ̇5
a =

{
φ5
a, Hp

}
= − i

2
mχa + ifabψ

5
b − iu5

n ≈ 0, (6.125)

que fixam os multiplicadores de Lagrange

uµa = −1

2
χap

µ + fabψ
µ
b , u5

a = −1

2
mχa + fabψ

5
b , (6.126)

e fornecem os v́ınculos secundários

ϕ(1) = p2 −m2 ≈ 0, ϕ(2)
a = ψµapµ −mψ5

a ≈ 0,

ϕ
(3)
ab = ψµaψµb − ψ5

aψ
5
b ≈ 0. (6.127)
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O sistema não apresenta mais v́ınculos, pois

ϕ̇(1) =
{
ϕ(1), Hp

}
= 0,

ϕ̇(2)
a =

{
ϕ(2)
a , Hp

}
= iχaϕ

(1) + fabϕ
(2)
b ≈ 0, (6.128)

ϕ̇
(3)
ab =

{
ϕ

(3)
ab , Hp

}
= χaϕ

(2)
b − χbϕ(2)

a + fbcϕ
(3)
ca − facϕ

(3)
cb ≈ 0.

Os únicos parênteses de Poisson não nulos entre os v́ınculos são

{φµa , φνb} = iηµνδab,
{
φ5
a, φ

5
b

}
= −iδab,

{
φµa , ϕ

(2)
b

}
= −pµδab,{

φµa , ϕ
(3)
bc

}
= ψµb δac − ψµc δab,

{
φ5
a, ϕ

(2)
b

}
= mδab,{

φ5
a, ϕ

(3)
bc

}
= ψ5

cδab − ψ5
bδac. (6.129)

Assim é posśıvel tomar uma combinação linear entre os v́ınculos para escrever um

conjunto de v́ınculos de primeira classe na forma

φ(1) = φ(e) ≈ 0, φ(2)
a = φa ≈ 0, φ

(3)
ab = φab ≈ 0,

φ(4) = ϕ(1) ≈ 0, φ(5)
a = ϕ(2)

a − ipµφµa − imφ5
a ≈ 0, (6.130)

φ
(6)
ab = ϕ

(3)
ab − iψµaφ

µ
b + iψµbφ

µ
a − iψ5

aφ
5
b + iψ5

bφ
5
a ≈ 0,

e manter dois v́ınculos de segunda classe

φµa = πµa −
i

2
ψµa ≈ 0, φ5

a = π5
a +

i

2
ψ5
a ≈ 0. (6.131)

Assim a hamiltoniana primária é escrita completamente em termos dos v́ınculos de

primeira classe,

Hp =
e

2
φ(4) + φ(2)

a ua + ueφ
(1) + uabφ

(3)
ab +

i

2
χaφ

(5)
a +

i

2
fabφ

(6)
ab . (6.132)

Como

C5
ab =

{
φ5
a, φ

5
b

}
= −iδab,

(
C5
ab

)−1
= iδab, (6.133)

e utilizando o resultado (6.52), é posśıvel construir os parênteses de Dirac

{A,B}D = {A,B} − {A, φµa} (Cµν
ab )−1 {φνb, B} −

{
A, φ5

a

} (
C5
ab

)−1 {
φ5
b , B

}
= {A,B}+ i {A, φµa} {φµa , B} − i

{
A, φ5

a

}{
φ5
a, B

}
, (6.134)

e tomar os v́ınculos de segunda classe como igualdades fortes. Restam ainda seis

v́ınculos de primeira classe:

φ(e) = p(e) ≈ 0, φa = πa ≈ 0, φab = pab ≈ 0, ϕ(1) = p2 −m2 ≈ 0,

ϕ(2)
a = ψµapµ −mψ5

a ≈ 0, ϕ
(3)
ab = ψµaψµb − ψ5

aψ
5
b ≈ 0. (6.135)
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Os v́ınculos φ(e), φa e φab podem ser eliminados introduzindo os v́ınculos adicionais

Ω(1) = e− 1

m
≈ 0, Ω(2)

a = χa ≈ 0, Ω
(3)
ab = fab ≈ 0. (6.136)

Assim temos as relações básicas da teoria clássica

{xµ, pν}D = δµν , {ψµa , ψνb }D = iηµνδab,
{
ψ5
a, ψ

5
b

}
D

= −iδab, (6.137)

que no processo de quantização são identificadas com a álgebra dos operadores

[x̂µ, p̂ν ] = −iδµν ,
[
ψ̂µn, ψ̂

ν
m

]
+

= ηµνδnm,
[
ψ̂5
n, ψ̂

5
m

]
+

= −δnm. (6.138)

Embora seja posśıvel encontrar uma representação para o operador ψµa (6.58), o

mesmo não é válido para ψ5
a, pois não é posśıvel encontrar uma representação que

satisfaça a álgebra (6.138) (esse assunto continua sendo pesquisado atualmente).

Mas no caso espećıfico de spin 1 é posśıvel encontrar uma representação, que faremos

a seguir utilizando o mesmo procedimento do caso não massivo.

6.2.2 Part́ıcula Massiva de Spin 1

Partindo da ação (6.99) con duas transformações de supersimetria,

S(N/2) =
∫ τ2

τ1
dτ
{ 1

2e
ẋ2 +

i

2

(
ψ̇µaψµa − ψ̇5

aψ
5
a

)
− i

2e
χaψ

µ
a ẋµ −

1

8e
χaψ

µ
aχbψµb +

1

2
em2

+
i

2
mχaψ

5
a −

i

2
fab

(
ψµaψµb − ψ5

aψ
5
b

) }
+
i

2

[
ψµa (τ1)ψµa (τ2)− ψ5

a (τ1)ψ
5
a (τ2)

]
, (6.139)

introduzimos as variáveis

ψµ =
1√
2

(ψµ1 + iψµ2 ) , ψ
µ

=
1√
2

(ψµ1 − iψ
µ
2 ) , (6.140)

χ =
1√
2

(χ1 + iχ2) , χ̄ =
1√
2

(χ1 − iχ2) , (6.141)

ψ5 =
1√
2

(
ψ5

1 + iψ5
2

)
, ψ̄5 =

1√
2

(
ψ5

1 − iψ5
2

)
, (6.142)

para escrevê-la na forma

S =
∫ τ2

τ1
dτ
{
ẋµpµ +

i

2

(
ψ̇µψ̄µ − ψ̇5ψ̄5

)
− e

2

(
p2 −m2

)
− i

2
χ
(
ψ̄µpµ −mψ̄5

)
− i

2
χ̄
(
ψµpµ −mψ5

)
+

1

2
f
([
ψµ, ψ̄µ

]
−
[
ψ5, ψ̄5

]) }
+

+
i

2

[
ψµ (τ1)ψµ (τ2) + ψ

µ
(τ1)ψµ (τ2)

]
− i

2

[
ψ5 (τ1) ψ̄5 (τ2)− ψ̄5 (τ1)ψ5 (τ2)

]
. (6.143)
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Da ação (6.143) reconhecemos os v́ınculos de primeira classe que atuam nos estados

quânticos,

ϕ(1) = p2 −m2 ≈ 0, ϕ(2) = ψ̄µpµ −mψ̄5 ≈ 0, ϕ(3) = ψµpµ −mψ5 ≈ 0,

ϕ(4) =
[
ψµ, ψ̄µ

]
−
[
ψ5, ψ̄5

]
≈ 0, (6.144)

e a partir da equação (6.138) obtemos a álgebra dos novos operadores fermiônicos

as relações para as novas variáveis são

[ψµ, ψν ]+ =
[
ψ̄µ, ψ̄ν

]
+

= 0, [ψ5, ψ5]+ =
[
ψ̄5, ψ̄5

]
+

= 0,[
ψµ, ψ̄ν

]
+

= ηµν ,
[
ψ5, ψ̄5

]
+

= −1. (6.145)

Como ψ̄µ e ψ̄5 formam um conjunto de operadores mutuamente anticomutantes,

vamos construir uma base de auto-estados |α, β〉 com auto valores αµ e iβ também

anticomutantes, definidos por

ψ̄µ|α, β〉 = αµ|α, β〉, ψ̄5|α, β〉 = iβ|α, β〉. (6.146)

Assim a função de onda que descreve a dinâmica quântica da part́ıcula possui a

estrutura

Ψ (x, α, β) = (〈x| ⊗ 〈α, β|) |Ψ〉, (6.147)

podendo ser expandida em uma série de potências de αµ e de β

Ψ (x, α, β) = (1 + iβ)
[
F (x) + αµFµ (x) +

1

2!
αµανFµν (x) +

1

3!
αµαναρFµνρ (x)

+
1

4!
αµαναρασFµνρσ (x)

]
. (6.148)

A atuação de ϕ(4) no estado |Ψ〉 fornece

([
ψµ, ψ̄µ

]
−
[
ψ5, ψ̄5

])
|Ψ〉 = 0, →

(
ψµψ̄µ − ψ5ψ̄5

)
|Ψ〉 =

5

2
|Ψ〉. (6.149)

que sob a representação

ψµ = αµ, ψ̄µ =
∂

∂αµ
, ψ5 = iβ, ψ̄5 = i

∂

∂β
, (6.150)

resulta na equação diferencial satisfeita pelo estado quântico

αµ
∂

∂αµ
Ψ (x, α, β) + β

∂

∂β
Ψ (x, α, β) =

5

2
Ψ (x, α, β) . (6.151)

Nesse ponto nós encontramos um problema, visto que a estrutura geral(6.148) dos

estados não admite valores semi-inteiros sob derivadas com relação às variáveis
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de Grassmann, i.e., não é posśıvel encontrar um estado Ψ (x, α, β) que satisfaça

a equação (6.151) por causa da constante de proporcionalidade 5/2.

Felizmente no caso de uma part́ıcula de spin 1 este problema pode ser contornado,

visto que para N = 2 nós podemos adicionar à ação (6.139) um termo de ”Chern-

Simons” [17] ∫
dτ (Y fabεab) , (6.152)

onde Y é uma constante de proporcionalidade que pode ser ajustada de forma con-

veniente. A presença de (6.152) altera somente o v́ınculo ϕ(4), fornecendo

ϕ∗(4) =
[
ψµ, ψ̄µ

]
−
[
ψ5, ψ̄5

]
+ 4Y. (6.153)

Se nós escolhermos Y = 1/4, vemos que a equação satisfeita por Ψ (x, α, β) passa a

ser

αµ
∂

∂αµ
Ψ (x, α, β) + β

∂

∂β
Ψ (x, α, β) = 2Ψ (x, α, β) , (6.154)

que admite a solução

Ψ (x, α, β) =
1

2
αµανFµν (x) +mβαµAµ (x) . (6.155)

Os v́ınculos ϕ(3) e ϕ(2) quando aplicados a função de onda

αρ∂ρ

(
1

2
αµανFµν +mβαµAµ

)
= mβ

(
1

2
αµανFµν +mβαµAµ

)
, (6.156)

∂

∂αρ
∂ρ

(
1

2
αµανFµν +mβαµAµ

)
= m

∂

∂β

(
1

2
αµανFµν +mβαµAµ

)
, (6.157)

fornecem

αραµαν∂ρFµν +mβαραµ∂ρAµ =
1

2
mβαµανFµν , (6.158)

αν∂µFµν −mβ∂µAµ = m2αµAµ. (6.159)

Dessas equações é posśıvel inferir que uma solução é obtida via

Fµν = ∂µAν − ∂νAµ, ∂µF
µν = m2Aν , (6.160)

que satisfaz as condições

∂[ρFµν] = 0, ∂µAµ = 0. (6.161)

Resta ainda o v́ınculo ϕ(1):

∂2
(

1

2
αµανFµν +mβαµAµ

)
= m2

(
1

2
αµανFµν +mβαµAµ

)
. (6.162)
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Mas, de (6.160) e (6.161) vemos que

∂2Fµν = m2Fµν , ∂2Aµ = m2Aν , (6.163)

o que permite que a equação (6.162) seja automaticamente saristeita.

Assim, temos o conjunto de equações diferenciais que a parte espacial de Ψ (x, α, β),

representada pelo tensor anti-simétrico Fµν , deve satisfazer. Essas são as equações

Proca que descrevem um campo vetorial massivo, representando uma part́ıcula de

spin 1.
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Caṕıtulo 7

Relação entre Part́ıculas Clássicas e Teoria de

Campos

Depois de analisado os modelos de part́ıculas relativ́ısticas e quantizado a teoria,

vamos agora comparar os resultados obtidos com a dinâmica dos campos clássicos

[20], e mostrar a equivalência das descrições.

7.1 Campo Escalar

O campo escalar é definido como uma representação (0,0) do grupo de Lorentz,

com spin 0, apresentando o mesmo valor quando medido em diferentes referenciais

inerciais relationados por uma transformação de Lorentz

φ′ (x′) = φ (x) . (7.1)

Ele admite a representação

Mµν = i (xµ∂ν − xν∂µ) (7.2)

para os geradores do grupo, mais uma representação

(Sµν)
ρσ = i

(
ηρµη

σ
ν − ηρνησµ

)
(7.3)

para o spin quando consideramos um objeto na forma ∂µφ, que se comporta como

um vetor. A partir de representações escalares e vetoriais é posśıvel construir objetos

invariantes sob o grupo de Poincaré para formar uma ação que descreva a dinâmica

do campo escalar. O campo escalar mais simples conhecido é o campo de Klein-

Gordon, definido a partir da ação

S =
∫
d4xL (x) =

∫
d4x

{
∂µφ∂

µφ−m2φ2
}
, (7.4)

que obedece a equação de movimento(
∂2 +m2

)
φ (x) = 0. (7.5)
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Se nós compararmos (7.5) com o resultado obtido na equação (4.32),(
∂2 +m2

)
Ψ (x) = 0, (7.6)

nós vemos que o modelo de part́ıcula de spin 0 livre leva, no regime quântico , à

mesma equação de movimento satisfeita pelo campo de Klein-Gordon. E a mesma

identificação também é válida para o limite não massivo das teorias, visto que (7.5)

e (4.32) fornecem, respectivamente,

∂2φ (x) = 0, ∂2Ψ (x) = 0. (7.7)

7.2 Campo Espinorial de Dirac

Os campos espinoriais são obtidas das representações (1/2,0) e (0,1/2) do grupo

de Lorentz, com spin 1/2, onde a primeira representação fornece um espinor de mão

esquerda e a segunda um de mão direita. A realização é obtida através de espinores

complexos de duas componentes, na forma

ψL (x)→ ψ′L (x) = ΛLψL (x) para (1/2,0) , (7.8)

ψR (x)→ ψ′R (x) = ΛRψR (x) para (0,1/2) , (7.9)

com

ΛL = e
i
2
~σ.(~ω−i~ν), ΛR = e

i
2
~σ.(~ω+i~ν), (7.10)

onde ωi são os parâmetros de rotação, σi são as matrizes de Pauli, e νi são os

parâmetros de boosts associados com a representação

~K = − i
2
~σ. (7.11)

Os espinores de Dirac são obtidos com combinações lineares (0,1/2)⊕ (1/2,0), que

permitem construir um espinor de 4 componentes

Ψ ≡

 ψL

ψR

 , (7.12)

com operação de paridade bem definida e que admite projeção em cada um dos

espinores ψL e ψR através dos operadores

1

2
(1± γ∗) . (7.13)

Introduzindo as matrizes de Dirac γµ, que satisfazem a álgebra

[γµ, γµ]+ = 2ηµν , (7.14)
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nós podemos construir invariantes de Poincaré para formar uma ação que descreva

a dinâmica de campos espinoriais.

O campo de Dirac é definido a partir da ação

S =
∫
d4xL (x) =

∫
d4x

{
ψ̄ (iγµ∂µ −m)ψ

}
, (7.15)

onde ψ̄ = ψ†γ0, e fornece as equações de movimento

(iγµ∂µ −m)ψ (x) = 0, ψ̄ (x)
(
iγµ
←−
∂ µ +m

)
= 0, (7.16)

(a segunda pode ser obtida da primeira tomando o complexo conjugado desta, e

depois multiplicando por γ0 pela direita). Neste caso em espećıfico, a comparação

com a teoria de uma part́ıcula clássica relativ́ıstica é trivial, visto que a própria

metodologia utilizada na construção foi baseada logo de ińıcio na existência do

campo de Dirac. A coerência da teoria clássica é quase inteiramente baseada na

condição de se obter, sob a quantização do modelo, as equações (4.82)

(iγµ∂µ −m)ba Ψb (x) = 0,
(
∂2 +m2

)
Ψa (x) = 0, (7.17)

idênticas às satisfeitas pelo campo de Dirac. Por isso é um tanto redundante afirmar

que a quantização da part́ıcula de spin 1/2 fornece as equações que descrevem a

dinâmica do campo espinorial de Dirac.

7.3 Campo Vetorial

O campo vetorial surge de uma representação (1/2,0) ⊗ (0,1/2) = (1/2,1/2) do

grupo de Lorentz, com spin 1, descrito na notação tensorial por um 4-vetor. Nós

estamos interessados em dois campos vetoriais especificamente: o campo eletro-

magnético e o campo de Proca. O primeiro é descrito pelos campos elétrico (E) e

magnético (B), que satisfazem as equações de Maxwell

∇.E = 0, ∇.B = 0, ∇× E = −∂B
∂t
, ∇×B =

∂E

∂t
. (7.18)

Introduzindo os potenciais φ e A na forma

E = −∇φ− ∂A

∂t
, B = ∇×A, (7.19)

nós podemos escrever as equações (7.18) na forma covariante utilizando o 4-vetor

Aµ = (φ,A), que fornece

∂ρFµν = 0, ∂µF
µν = 0, (7.20)
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onde

Fµν = ∂µAν − ∂νAµ. (7.21)

Já o campo de Proca é a generalização do campo eletromagnético para o caso de

um campo vetorial massivo, satisfazendo as equações de movimento

∂ρGµν = 0, ∂µG
µν = m2Aν , (7.22)

com Gµν definido da mesma forma que Fµν . Utilizando a mesma notação para os

dois campos, nós vemos que a dinâmica das teorias é obtida da ação

S =
∫
d4xL (x) =

∫
d4x

{
−1

4
FµνF

µν − 1

2
m2AµA

µ
}
, (7.23)

visto que o processo de minimização da ação fornece as equações de Proca (7.22) e,

no limite não massivo, as equações de Maxwell (7.20).

A comparação com o modelo de uma part́ıcula clássica com spin 1 é bastante

simples, visto que no processo de quantização, ela fornece a função de onda

Ψ (x, α, β) =
1

2
αµανFµν (x) +mβαµAµ (x) , (7.24)

cuja parte espacial satisfaz as equações (7.22), e no limite não massivo reproduz as

equações de Maxwell. Ou seja, a teoria quântica de uma part́ıcula relativ́ıstica de

spin 1 é exatamente a mesma descrição clássica dos campos vetoriais.

7.4 Interação Eletromagnética

A interação dos campos livres com o campo eletromagnético é realizada através do

acoplamento mı́nimo, que resulta da exigência de a teoria interagente mantenha

a invariança local de gauge. As teorias de campo mais simples que conhecemos

invariantes de gauge (e por consequência com cargas conservadas) são a do campo

escalar complexo e o próprio campo espinorial de Dirac. Vamos realizar a análise

nessa ordem e comparar com os resultados obtidos na quantização dos modelos de

part́ıculas interagentes.

A dinâmica do campo escalar carregado é obtida através da ação

S =
∫
d4xL (x) =

∫
d4x

{
∂µφ

∗∂µφ−m2φ∗φ
}
, (7.25)

que fornece as equações de movimento

(
∂2 +m2

)
φ (x) = 0,

(
∂2 +m2

)
φ∗ (x) = 0. (7.26)
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Como a ação é invariante sob as transformações de gauge,

φ′ (x) = e−igα(x)φ (x) , φ′∗ (x) = e−igα(x)φ∗ (x) , (7.27)

o processo de acoplamento mı́nimo é realizado com as substituições

∂µφ→ (∂µ + igAµ)φ, ∂µφ
∗ → (∂µ − igAµ)φ∗. (7.28)

Assim temos a lagrangiana de interação

Lint =
∫
d4x

{
ig∂µφ

∗φAµ − igφ∗∂µφAµ + g2φ∗φA2
}

(7.29)

que fornece as equações de movimento

(
∂2 +m2

)
φ− g2φA2 + ig∂µ (φAµ) + ig∂µφA

µ = 0, (7.30)(
∂2 +m2

)
φ∗ − g2φ∗A2 − ig∂µ (φ∗Aµ)− ig∂µφ∗Aµ = 0. (7.31)

Se nós pegarmos a equação (5.52) que descreve a teoria quântica de uma part́ıcula

de spin 0 interagindo com um campo eletromagnético de fundo,

(
∂2 + ig∂µA

µ + igAµ∂
µ − g2A2 −m2

)
Ψ (x) , (7.32)

e permitirmos que a função de onda Ψ (x) seja complexa, i.e., que também admita

a equação (
∂2 − ig∂µAµ − igAµ∂µ − g2A2 −m2

)
Ψ∗ (x) , (7.33)

é posśıvel observar que a dinâmica é a mesma do campo escalar carregado sob

interação.

Para o caso do campo de Dirac, como o acoplamento mı́nimo é realizado na

forma

∂µ → Dµ = ∂µ + igAµ (x) , (7.34)

a lagrangiana de interação obtida é

Lint =
∫
d4x

{
−gψ̄γµAµψ

}
, (7.35)

que fornece a equação de movimento

(iγµ∂µ − gγµAµ −m)ψ (x) = 0. (7.36)

Da mesma forma que no caso livre, a comparação é direta, visto que a teoria clássica

foi constrúıda de forma que a dinâmica quântica fosse a mesma do campo de Dirac.
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O único ponto que merece uma resalva é o fato que são duas as equações quânticas

para descrever uma part́ıcula de spin 1/2 sob interação:

(iγµ∂µ − gγµAµ −m) Ψ (x) = 0, (7.37)(
∂2 + ig∂µA

µ + igAµ∂
µ − g2A2 −m2 − igγµγνFµν

)
Ψ (x) = 0. (7.38)

Mas uma analise de (7.37) nos permite observar que, se atuarmos nela (pela es-

querda) com o operador

(iγµ∂µ − gγµAµ +m) , (7.39)

ela fornece a mesma equação (7.38) para o campo ψ, sob a condição ∂µA
µ = 0.
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Caṕıtulo 8

Conclusões e perspectivas

No decorrer deste trabalho, nós vimos que a descrição de uma part́ıcula clássica rel-

ativ́ıstica necessariamente precisa de uma formulação invariante sob transformações

de reparametrizações, visto que somente assim a covariança expĺıcita da teoria seria

obtida. Essa exigência automaticamente nos levou a utilizar o formalismo hamilto-

niano desenvolvido por Dirac para descrever sistemas singulares, pois a não definição

(nulidade) da função hamiltoniana só poderia ser aceitável se correspondesse a ex-

istências de v́ınculos na teoria. Com essa base, nós constrúımos primeiro um modelo

de uma part́ıcula com spin 0, exigindo que no referencial do tempo próprio ela ad-

mitisse equações de movimento que caracterizassem uma part́ıcula livre, e depois

introduzimos variáveis de Grassman para descrever os graus de liberdade de spin,

observando que eles descreviam uma part́ıcula de spin 1/2. Para que a descrição

clássica do spin fosse coerente, nós partimos da equação de Dirac e de Klein-Gordon

(satisfeita por cada componente do espinor), e fizemos a suposição que as equações

quânticas fossem obtidas da teoria clássica como v́ınculos de primeira classe atuando

nos estados f́ısicos do sistema. Como numa teoria invariante por transformações de

reparametrização a hamiltoniana é definida somente em termos dos v́ınculos de

primeira classe, nós constrúımos a ação do sistema clássico, e reconhecendo que os

mesmos v́ınculos são geradores de transformações gauge, nós obtivemos as trans-

formações de simetria que deixavam a ação invariante, o que nos levou diretamente

ao conceito de supersimetria, que conectava as variáveis bosônicas e fermiônicas. Foi

posśıvel observar que, através da introdução dos campos auxiliares, a descrição de

uma part́ıcula com spin 1/2 era uma generelização natural de uma com spin 0, sendo

que ambas admitiam o limite não massivo diretamente da lagrangiana e, sob o pro-

cesso de quantização, forneciam a dinâmica dos campos de Dirac e de Klein-Gordon,

respectivamente.

O passo seguinte foi analisar o comportamento das teorias sob a interação com

um campo eletromagnético de fundo. Nós vimos que a presença da interação não
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quebrava as simetrias presentes na teoria livre, e que as equações de movimento

forneciam a força de Lorentz para o caso de spin 0, e para a part́ıcula de spin

1/2, a mesma surgia com correções devido à interação do spin, além de fornecer a

descrição de uma part́ıcula com fator giromagnético igual à 2, como observado para

o elétron. Quando quantizamos os sistemas, nós vimos que a teoria quântica possuia

a mesma dinâmica dos campos de Klein-Gordon (carregado) e de Dirac acoplados

minimamente com um campo eletromagnético de fundo.

Por último, nós extendemos a álgebra dos v́ınculos de uma part́ıcula de spin

1/2 não massiva, inserindo N transformações de supersimetria e um gerador de

transformações de grupo O(N), o que nos permitiu obter a descrição quântica de

Bargmann-Wigner para part́ıculas com spin N/2. Quando restringimos para o caso

de 2 transformações de supersimetria, o v́ınculo de O(2) nos permitiu construir um

estado quântico cuja parte espacial era representada por um tensor de segunda or-

dem, satisfazêndo as equações de Maxwell para o eletromagnetismo, que no contexto

quântico descrevem uma part́ıcula de spin 1.

Do modelo sem massa, nós conseguimos ampliar a ação para descrever uma

part́ıcula massiva, inserindo um termo de massa no gerador de supersimetria e ex-

tendendo o gerador de transformações O(N), de forma que os termos massivos não

quebrassem as invarianças presentes na teoria não massiva. Foi posśıvel observar

que, apesar de obtermos as equações corretas para descrever uma part́ıcula mas-

siva de spin N/2, surgia um v́ınculo álgebrico que não conseguimos interpretar. A

própria existência desse v́ınculo não permitiu que obtivéssemos diretamente a de-

scrição correta de uma part́ıcula de spin 1, que só foi obtida adicionando ”à mão”

um termo de Chern-Simons na ação, fornecendo a descrição de um campo vetorial

massivo, o campo de Proca.

Esse trabalho possui várias continuações naturais, que podem ser encaradas como

perspectivas futuras. Somente no contexto de part́ıculas clássicas com spin, ainda

persistem os problemas advindos da interação de spin arbitrário com campos de

fundo (eletromagnético, gravitacional, etc.) e da descrição massiva, que apresenta

problemas de representação na descrição de spins maiores que 1.
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Apêndice A

Introdução aos Grupos de Lorentz e de Poincaré

O ponto de partida para a contrução de qualquer teoria relativ́ıstica é a im-

posição que ela satisfaça o postulado básico da Relatividade Restrita, que afirma

que a velocidade da luz é a mesma quando medida em qualquer referencial inercial.

Isso significa que, se xi for a posição de um sinal luminoso no tempo t, em um

dado referencial inercial, e x′i for a posição do mesmo sinal no tempo t′ em outro

referencial também inercial, existe uma quantidade s2 tal que

s2 ≡ t2 − xixi = t′2 − x′ix′i. (A.1)

Assim, o conjunto de transformações lineares relacionando (xi, t) a (x′i, t
′) que pre-

servem a relação (A.1) formam um grupo denominado grupo de Lorentz. Intro-

duzindo a notação

xµ =
(
x0, xi

)
= (t,x) , (A.2)

onde µ = 0, 3 é denominado ı́ndice de Lorentz (sempre representado por letras do

alfabeto grego) e i = 1, 3 corre somente sobre os ı́ncides espaciais, relacionados aos

3-vetores usuais (sempre representado por letras do alfabeto romano), a quantidade

s2 pode ser escrita na forma

s2 = x0x0 − xixi ≡ ηµνx
µxν . (A.3)

O objeto ηµν é denominado tensor métrico (ou simplesmente métrica), satisfazendo

a propriedade de simetria ηµν = ηνµ e definido a por

diag ηµν = (1,−1,−1,−1) . (A.4)

A métrica é o que caracteriza o espaço-tempo onde a teoria é constrúıda, e o espaço-

tempo cuja métrica é definida na forma (A.4) é denominado espaço de Minkowski.

Considerando a forma mais geral para transformações lineares

x′µ = Λµ
νx

ν , (A.5)

85



é posśıvel observar que elas preservam (A.1) se os coeficientes Λµ
ν satisfizerem a

condição

ηµνΛ
µ
ρΛ

ν
σ = ηρσ. (A.6)

Qualquer quantidade definida a partir de objetos que se transformem sob o conjunto

de transformações de Lorentz (A.5), e que seja preservada, será um invariante de

Lorentz, e qualquer teoria constrúıda a partir desses invariantes será uma teoria

relativ́ıstica por construção.

As transformações de Lorentz podem ser decompostas em um produto de trans-

formações de quatro tipos: rotações, boosts, inversões espaciais e temporais. Vamos

nos preocupar somente com os dois primeiros, que são descritos em termos de 6

parâmetros (um para cada direção espacial). Se Considerarmos um transformação

de Lorentz infinitesimal

Λµ
ν = δµν + εµν , (A.7)

e substituirmos em (A.6), mantendo termos até O (ε), obtemos o resultado

ηµρε
ρ
ν = −ηνρερµ. (A.8)

Utilizando a métrica para subir e descer os ı́ndices,

xµ ≡ ηµνx
ν =

(
x0,−x

)
, (A.9)

a equação (A.8) fornece

εµν = −ενµ, (A.10)

ou seja, εµν é um tensor anti-simétrico com 6 entradas. Introduzindo os geradores

hermitianos

Lµν = i (xµ∂ν − xν∂µ) , (A.11)

com

∂µ ≡
∂

∂xµ
=

(
∂

∂t
,∇
)
, (A.12)

é posśıvel escrever

δxµ = x′µ − xµ = εµνx
ν =

i

2
ερσLρσx

µ. (A.13)

Os geradores Lµν satisfazem a algebra de Lie

[Lµν , Lρσ] = iηνρLµσ − iηµρLνσ − iηνσLµρ + iηµσLνρ, (A.14)

que é identificada com a álgebra de Lie de SO(3,1). A representação mais geral dos

geradores de SO(3,1) que obece à relação de comutação (A.14) é dada por

Mµν = Lµν + Sµν , (A.15)
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onde Sµν satisfaz a mesma algebra de Lie de Lµν e comuta com o mesmo. Analisando

somente os geradores Mij, eles formam a álgebra

[Mij,Mkl] = −iδjkMil + iδikMjl + iδjlMik − iδilMjk. (A.16)

Inserindo os novos operadores

Ji =
1

2
εijkMjk, (A.17)

juntamente com os geradores de boosts

Ki = M0i, (A.18)

observamos que eles satisfazem a álgebra de Lie

[Ki, Kj] = −iεijkJk [Ji, Kj] = iεijkKk, [Ji, Jj] = iεijkJk (A.19)

Tomando as combinações lineares

Ni =
1

2
(Ji + iKi) , N †

i =
1

2
(Ji − iKi) , (A.20)

podemos observar que Ni e N †
i satisfazem em separado a álgebra de Lie de SU(2),

[Ni, Nj] = iεijkNk,
[
Ni, N

†
j

]
= 0,

[
N †
i , N

†
j

]
= iεijkN

†
k , (A.21)

com operadores de Casimir

NiNi → autovalores = n (n+ 1) , n = 0, 1/2, 1, ... (A.22)

N †
iN

†
i → autovalores = m (m+ 1) , m = 0, 1/2, 1, ... (A.23)

As representações são classificadas pelo par (n,m), enquanto os estados são distin-

guiveis pelos autovalores de N3 e N †
3 .

A extensão natural do grupo de Lorentz é a incorporação do prinćıpio de invar-

iança de um sistema f́ısico sob translações espaciais e temporais. Tal transformação

é dada por

x′µ = xµ + aµ, (A.24)

onde aµ é um 4-vetor arbitrário constante. Com essa extensão, tem-se um grupo

geral de invariança com 10 parâmetros, denominado grupo de Poincaré, com as

transformações sendo implementadas na forma

x′µ = Λµ
νx

ν + aµ. (A.25)
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Para obter a algebra dos geradores, é necessário considerar a variação de xµ sob uma

pequena translação:

δxµ = εµ = iενPνx
µ. (A.26)

Nessa expressão, εµ é o parâmetro da transformação, e

Pµ = −i∂µ (A.27)

é o gerador hermitiano da transformação. Com esse novo gerador, a algebra do

grupo de Poincaré assume a forma

[Pµ, Pν ] = 0, [Mµν , Pρ] = −iηµρPν + iηνρPµ,

[Mµν ,Mρσ] = iηνρMµσ − iηµρMνσ − iηνσMµρ + iηµσMνρ. (A.28)

Essa introdução deve ser satisfatória no que concerne o trabalho aqui realizado,

visto que explicamos algumas terminologias utilizadas ao longo do texto. Para mais

detalhes, consulte o livro do P. Ramond [20], de onde este resumo foi retirado.
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[8] Carlos A. P. Galvão, Strings Clássicos Relativ́ısticos www.biblioteca.cbpf.br

seção Publicações, Monografia

[9] L. Brink, P. Di Vechia, P. Howe , Nucl. Phys. B118, 76-94 (1977)

[10] Carlos A. P. Galvão, Claudio Teitelboim, J. Math. Phys. 21(7), 1863-1880

(1980)

[11] F. Ravndal, Phys. Rev. D 21()10, 2823-2832 (1980)

[12] S. P. Gavrilov, D. M. Gitman, Class. Quant. Grav. 18, 2989-2998 (2001)

[13] A. P. Balachandran, Per Salomonson, Bo-Sture Skagersstam, Jan-Olov

Winnberg, Phys. Rev. D15(8), 2308-2317 (1977)

[14] M. Henneaux, C. Teibelboim, First and Second Quantized Point Particle of

Any Spin, Proceedings of the second meeting on Quantum Mechanics of Fun-

damentals Systems 2, eds. C. Teibelboim and J. Zanelli (Plenum Press, New

York , 1989).

89



[15] P. Howe, S. Penati, P. Townsend, Phys. Lett. B 215(3), 555-558 (1988)

[16] W. Greiner, Relativistic Quantum Mechanics - Wave Equations (Springer-

Verlag,1994).

[17] P. Howe, S. Penati, M. Pernici, P. Townsend, Class. Quant. Grav. 6 1125

(1989)

[18] D.M. Gitman, A. E. Gonalves, V. Tyutin, Int. J. Mod. Phys. A10, 701-718

(1995)

[19] J. Gomis, M. Novell, K. Rafanelli, Phys. Rev. D 34(4), 1072-1075 (1986).

[20] P. Ramond, Field theory - A Modern Primer Addison-Wesley, 1989.

[21] B. Zwiebach, First Course in String Theory Cambridge - USA, 2004

[22] L. Brink, S. Deser, B. Zumino, P. Di Vechia, P. Howe , Phys. Letters 64B(4),

435-438 (1976)

[23] J. Wess, J. Bagger Supersymmetry and Supergravity Princeton University Press

, 1992.

90



Livros Grátis
( http://www.livrosgratis.com.br )

 
Milhares de Livros para Download:
 
Baixar livros de Administração
Baixar livros de Agronomia
Baixar livros de Arquitetura
Baixar livros de Artes
Baixar livros de Astronomia
Baixar livros de Biologia Geral
Baixar livros de Ciência da Computação
Baixar livros de Ciência da Informação
Baixar livros de Ciência Política
Baixar livros de Ciências da Saúde
Baixar livros de Comunicação
Baixar livros do Conselho Nacional de Educação - CNE
Baixar livros de Defesa civil
Baixar livros de Direito
Baixar livros de Direitos humanos
Baixar livros de Economia
Baixar livros de Economia Doméstica
Baixar livros de Educação
Baixar livros de Educação - Trânsito
Baixar livros de Educação Física
Baixar livros de Engenharia Aeroespacial
Baixar livros de Farmácia
Baixar livros de Filosofia
Baixar livros de Física
Baixar livros de Geociências
Baixar livros de Geografia
Baixar livros de História
Baixar livros de Línguas

http://www.livrosgratis.com.br
http://www.livrosgratis.com.br
http://www.livrosgratis.com.br
http://www.livrosgratis.com.br
http://www.livrosgratis.com.br
http://www.livrosgratis.com.br
http://www.livrosgratis.com.br
http://www.livrosgratis.com.br
http://www.livrosgratis.com.br
http://www.livrosgratis.com.br/cat_1/administracao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_1/administracao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_1/administracao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_1/administracao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_1/administracao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_1/administracao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_1/administracao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_2/agronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_2/agronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_2/agronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_2/agronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_2/agronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_2/agronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_2/agronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_3/arquitetura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_3/arquitetura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_3/arquitetura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_3/arquitetura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_3/arquitetura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_3/arquitetura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_3/arquitetura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_4/artes/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_4/artes/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_4/artes/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_4/artes/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_4/artes/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_4/artes/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_4/artes/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_5/astronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_5/astronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_5/astronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_5/astronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_5/astronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_5/astronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_5/astronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_6/biologia_geral/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_6/biologia_geral/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_6/biologia_geral/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_6/biologia_geral/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_6/biologia_geral/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_6/biologia_geral/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_6/biologia_geral/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_6/biologia_geral/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_6/biologia_geral/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_8/ciencia_da_computacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_8/ciencia_da_computacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_8/ciencia_da_computacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_8/ciencia_da_computacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_8/ciencia_da_computacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_8/ciencia_da_computacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_8/ciencia_da_computacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_8/ciencia_da_computacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_8/ciencia_da_computacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_8/ciencia_da_computacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_8/ciencia_da_computacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_9/ciencia_da_informacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_9/ciencia_da_informacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_9/ciencia_da_informacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_9/ciencia_da_informacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_9/ciencia_da_informacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_9/ciencia_da_informacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_9/ciencia_da_informacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_9/ciencia_da_informacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_9/ciencia_da_informacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_9/ciencia_da_informacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_9/ciencia_da_informacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_7/ciencia_politica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_7/ciencia_politica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_7/ciencia_politica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_7/ciencia_politica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_7/ciencia_politica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_7/ciencia_politica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_7/ciencia_politica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_7/ciencia_politica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_7/ciencia_politica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_10/ciencias_da_saude/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_10/ciencias_da_saude/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_10/ciencias_da_saude/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_10/ciencias_da_saude/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_10/ciencias_da_saude/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_10/ciencias_da_saude/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_10/ciencias_da_saude/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_10/ciencias_da_saude/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_10/ciencias_da_saude/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_10/ciencias_da_saude/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_10/ciencias_da_saude/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_11/comunicacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_11/comunicacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_11/comunicacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_11/comunicacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_11/comunicacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_11/comunicacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_11/comunicacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_13/defesa_civil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_13/defesa_civil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_13/defesa_civil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_13/defesa_civil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_13/defesa_civil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_13/defesa_civil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_13/defesa_civil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_13/defesa_civil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_13/defesa_civil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_14/direito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_14/direito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_14/direito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_14/direito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_14/direito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_14/direito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_14/direito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_15/direitos_humanos/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_15/direitos_humanos/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_15/direitos_humanos/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_15/direitos_humanos/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_15/direitos_humanos/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_15/direitos_humanos/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_15/direitos_humanos/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_15/direitos_humanos/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_15/direitos_humanos/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_16/economia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_16/economia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_16/economia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_16/economia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_16/economia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_16/economia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_16/economia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_17/economia_domestica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_17/economia_domestica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_17/economia_domestica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_17/economia_domestica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_17/economia_domestica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_17/economia_domestica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_17/economia_domestica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_17/economia_domestica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_17/economia_domestica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_18/educacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_18/educacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_18/educacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_18/educacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_18/educacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_18/educacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_18/educacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_19/educacao_-_transito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_19/educacao_-_transito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_19/educacao_-_transito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_19/educacao_-_transito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_19/educacao_-_transito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_19/educacao_-_transito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_19/educacao_-_transito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_19/educacao_-_transito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_19/educacao_-_transito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_20/educacao_fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_20/educacao_fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_20/educacao_fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_20/educacao_fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_20/educacao_fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_20/educacao_fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_20/educacao_fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_20/educacao_fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_20/educacao_fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_21/engenharia_aeroespacial/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_21/engenharia_aeroespacial/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_21/engenharia_aeroespacial/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_21/engenharia_aeroespacial/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_21/engenharia_aeroespacial/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_21/engenharia_aeroespacial/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_21/engenharia_aeroespacial/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_21/engenharia_aeroespacial/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_21/engenharia_aeroespacial/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_22/farmacia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_22/farmacia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_22/farmacia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_22/farmacia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_22/farmacia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_22/farmacia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_22/farmacia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_23/filosofia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_23/filosofia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_23/filosofia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_23/filosofia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_23/filosofia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_23/filosofia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_23/filosofia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_24/fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_24/fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_24/fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_24/fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_24/fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_24/fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_24/fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_25/geociencias/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_25/geociencias/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_25/geociencias/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_25/geociencias/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_25/geociencias/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_25/geociencias/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_25/geociencias/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_26/geografia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_26/geografia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_26/geografia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_26/geografia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_26/geografia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_26/geografia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_26/geografia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_27/historia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_27/historia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_27/historia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_27/historia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_27/historia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_27/historia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_27/historia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_31/linguas/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_31/linguas/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_31/linguas/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_31/linguas/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_31/linguas/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_31/linguas/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_31/linguas/1


Baixar livros de Literatura
Baixar livros de Literatura de Cordel
Baixar livros de Literatura Infantil
Baixar livros de Matemática
Baixar livros de Medicina
Baixar livros de Medicina Veterinária
Baixar livros de Meio Ambiente
Baixar livros de Meteorologia
Baixar Monografias e TCC
Baixar livros Multidisciplinar
Baixar livros de Música
Baixar livros de Psicologia
Baixar livros de Química
Baixar livros de Saúde Coletiva
Baixar livros de Serviço Social
Baixar livros de Sociologia
Baixar livros de Teologia
Baixar livros de Trabalho
Baixar livros de Turismo
 
 

http://www.livrosgratis.com.br/cat_28/literatura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_28/literatura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_28/literatura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_28/literatura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_28/literatura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_28/literatura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_28/literatura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_29/literatura_infantil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_29/literatura_infantil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_29/literatura_infantil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_29/literatura_infantil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_29/literatura_infantil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_29/literatura_infantil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_29/literatura_infantil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_29/literatura_infantil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_29/literatura_infantil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_32/matematica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_32/matematica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_32/matematica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_32/matematica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_32/matematica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_32/matematica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_32/matematica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_33/medicina/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_33/medicina/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_33/medicina/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_33/medicina/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_33/medicina/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_33/medicina/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_33/medicina/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_34/medicina_veterinaria/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_34/medicina_veterinaria/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_34/medicina_veterinaria/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_34/medicina_veterinaria/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_34/medicina_veterinaria/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_34/medicina_veterinaria/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_34/medicina_veterinaria/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_34/medicina_veterinaria/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_34/medicina_veterinaria/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_35/meio_ambiente/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_35/meio_ambiente/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_35/meio_ambiente/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_35/meio_ambiente/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_35/meio_ambiente/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_35/meio_ambiente/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_35/meio_ambiente/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_35/meio_ambiente/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_35/meio_ambiente/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_36/meteorologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_36/meteorologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_36/meteorologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_36/meteorologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_36/meteorologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_36/meteorologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_36/meteorologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_45/monografias_e_tcc/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_45/monografias_e_tcc/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_45/monografias_e_tcc/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_45/monografias_e_tcc/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_45/monografias_e_tcc/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_45/monografias_e_tcc/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_45/monografias_e_tcc/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_37/multidisciplinar/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_37/multidisciplinar/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_37/multidisciplinar/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_37/multidisciplinar/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_37/multidisciplinar/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_38/musica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_38/musica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_38/musica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_38/musica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_38/musica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_38/musica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_38/musica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_39/psicologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_39/psicologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_39/psicologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_39/psicologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_39/psicologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_39/psicologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_39/psicologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_40/quimica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_40/quimica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_40/quimica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_40/quimica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_40/quimica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_40/quimica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_40/quimica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_41/saude_coletiva/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_41/saude_coletiva/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_41/saude_coletiva/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_41/saude_coletiva/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_41/saude_coletiva/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_41/saude_coletiva/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_41/saude_coletiva/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_41/saude_coletiva/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_41/saude_coletiva/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_42/servico_social/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_42/servico_social/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_42/servico_social/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_42/servico_social/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_42/servico_social/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_42/servico_social/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_42/servico_social/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_42/servico_social/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_42/servico_social/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_43/sociologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_43/sociologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_43/sociologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_43/sociologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_43/sociologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_43/sociologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_43/sociologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_44/teologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_44/teologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_44/teologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_44/teologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_44/teologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_44/teologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_44/teologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_46/trabalho/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_46/trabalho/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_46/trabalho/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_46/trabalho/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_46/trabalho/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_46/trabalho/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_46/trabalho/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_47/turismo/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_47/turismo/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_47/turismo/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_47/turismo/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_47/turismo/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_47/turismo/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_47/turismo/1

