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Resumo

Uma particula classica relativistica é descrita utilizando-se o formalismo de Dirac
para sistemas vinculados devido a invarianca sob transformacoes de reparametrizacoes
requerida por uma teoria explicitamente covariante. Nos introduzimos os graus de
liberdade de spin via variaveis de Grassman, que levam diretamente ao conceito de
supersimetria presente na teoria. As equacoes de movimento e a quantizacao sao
consideradas tanto para as teorias livres de spin 0 e 1/2, como para a teoria com
interacao eletromagnética. A dalgebra dos vinculos de primeira classe é extendida
para descrever particulas de spin N/2, que incluem as representacoes de spin 1. A

teoria quantica obtida é comparada com a teoria classica de campos.
Palavras Chaves: Particulas relativisticas com spin; sistemas vinculados; quan-
tizagao.

Areas do conhecimento: Fisica de particulas e campos.
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Abstract

A classical relativistic particle is described by means of Dirac’s formalism for con-
strained systems, where the constraints come from the reparametrization invariance
required by an explicitly covariant theory. We introduce spin degrees of freedom
via Grassman variables, which leads directly to the concept of supersymmetry in
the theory. The equations of motion and quantization are considered both for the
spin 0 and 1/2 free theories, and for the eletromagnetic interaction. The first class
constraints algebra is extended to describe spin N/2 particles, which include spin 1

representations. The quantum theory obtained is compared to the classical theory
of fields.
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Capitulo 1

Introducao

Os modelos classicos e pseudo-classicos de particulas relativisticas vém sendo
estudados nos ultimos 30 anos devido a sua relagao com algumas teorias moder-
nas em fisica, como supersimetria, (super)cordas e (super)gravidade. Dentre elas,
podemos citar: a descricao de cordas relativisticas [21], considerando a ampliagao
do elemento de linha para uma folha de mundo bidimensional, sendo uma extensao
natural da lagrangiana de uma particula livre; a interagao de supergravidade com
supermatéria descrita pela lagrangiana de uma particula massiva de spin 1/2 [22].
Assim, uma das razoes para se estudar esses modelos reside na possibilidade de
se aprender novas formas de solucionar os problemas encontrados na fisica contem-
poranea, visto que neste contexto eles aparecem bem mais simplificados. Uma outra
justificativa, nao menos importante, reside em analisar a possibilidade de, a partir
de um modelo classico de particulas relativisticas, obter via quantizacao a dinamica

de uma teoria classica de campo, para qualquer spin considerado.

Neste trabalho estamos justamente interessados nessa relacao entre os modelos
quantizados de particulas relativisticas [1],[2] e o formalismo de teoria de campos.
Formulamos a teoria cldssica a partir de uma invarianca sob transformacoes de
reparametrizagao, requerida para a descrigdo covariante da dindmica cléssica [6],
e utilizamos o formalismo de Dirac [5] de sistemas vinculados para obter a teoria
quantizada. O conceito de supersimetria surge naturalmente ao considerar as invar-
iangas de gauge dos modelos [8],[10]. Ele conecta as varidveis fermionicas, usadas
para a descrigao do spin " cldssico” [8]-[10] e para o acoplamento da massa ao gerador
de supersimetria [9], e as bosonicas, que descrevem a dinamica da particula em um
espaco-tempo de Minkowski. A analise dos modelos sob interacao eletromagnética
também é realizada [8]-[12], onde obtemos para o caso de spin 1/2 corregdes para a

forga de Lorentz e o valor correto para o fator giromagnético.

Quando extendemos a dlgebra dos vinculos de primeira classe, presentes no mod-

elo de spin 1/2 nao massivo, para descrever N transformacgoes de supersimetria [14],
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e adicionamos um gerador de transformagdes no grupo O(N) [15], vemos que as
teorias quantizadas fornecem a descrigao de particulas com spin N /2, conforme a
construgdo de Bargmann-Wigner [16]. Na inser¢ao da massa [18],[19], vemos que
surge uma equacao algébrica de dificil interpretagao, mas que nao impede a obtencao
de uma teoria quantica consistente para particulas de spin 1 [17].

Uma vez analisados o regime cléssico e o processo de quantizacao, nés compara-
mos os resultados obtidos com a dinamica dos campos classicos de spin 0, 1/2 e
1, e concluimos que, pelo menos para esses trées casos, a quantizagao reproduz a
dinamica das teorias de campo.

A organizacao desse trabalho segue a metodologia: no capitulo 2 consideramos a
descrigao classica de uma particula livre, analisando as propriedades que o formal-
ismo deve apresentar; no capitulo 3 construimos a acao para descrever uma particula
livre, inserindo variaveis de Grassman para descrever os graus de liberdade de spin
1/2, e mostramos como a fixagao de gauge é obtida para que as equagoes de movi-
mento sejam descritas no referencial do tempo proprio; no capitulo 4 realizamos a
quantizacao dos modelos livres, construindo os parénteses de Dirac com os vinculos
de segunda classe e a obtendo a dinamica quantica através da atuacao dos vinculos
de primeira classe nos estados fisicos; no capitulo 5 consideramos a interagao eletro-
magnética com um campo de fundo, analisando a influéncia do acoplamento do spin
nas equacoes de movimento, e obtemos a descri¢cao quantica da teoria; no capitulo 6
extendemos a dlgebra dos vinculos para obter a descricao de uma particula de spin
arbitrario, onde considerando o caso de spin 1, obtemos no processo de quantizagao
as equagoes de Maxwell e Proca satisfeitas pelos estados do sistema; no capitulo
7 comparamos os resultados obtidos na quantizacao dos modelos com os campos
cléssicos de spin 0, 1/2 e 1; e por fim, no capitulo 8 nés fornecemos as conclusoes
obtidas ao longo do trabalho e finalizamos com as perspectivas futuras.

A disposicao das referéncias se encontra na ordem em que elas aparecem no texto,
e no caso de mais de uma referéncia para o mesmo tema, tentamos organiza-las de
forma que as primeiras apresentem um carater mais introdutorio, seguido das que
exigem um maior aprofundamento dos conceitos.

Em todo o trabalho utilizamos a notacao de "soma” quando aparecerem indices

repetidos, e unidades tais que ¢ = h = 1.
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Capitulo 2

Dinamica Classica de Particulas Relativisticas

Neste capitulo inicial mostraremos o formalismo necessario para se descrever uma
particula relativistica, que utilizaremos no decorrer do trabalho. Comecamos mos-
trando como, a partir de objetos invariantes de Lorentz, aparece a necessidade de
se exigir que a agao seja invariante sob transformagoes de reparametrizacao [1,2].
Na sequéncia introduzimos os formalismos lagrangiano e hamiltoniano [3,4] e vemos
como a relagao entre a arbitrariedade na parametrizacao e a covarianca relativistica

6,7] requer o tratamento de Dirac para sistemas vinculados [5-8].

2.1 Descricao Relativistica

A trajetoria de uma particula livre em um espago-tempo de Minkowski é descrito
pelo 4-vetor posigao x*(7), que descreve as coordenadas dos pontos da trajetdria
como funcao do parametro 7. Ele deve ser uma funcao univoca e ao menos duas
vezes diferenciavel com relacao ao parametro 7, que por sua vez deve satisfazer a
condi¢ao de ser monotona ao longo da trajetdria.

Em um espaco tempo, o quadrado da distancia entre dois pontos proximos em

uma trajetéria descrita por uma particula é definido como
ds* = g da'dz” = dzx,da", (2.1)

onde g, ¢ o tensor métrico que caracteriza o espaco-tempo onde a trajetoria é
realizada. Para o caso em questao, temos o espaco-tempo de Minkowski definido

POT Gy = My Assim, o comprimento da curva entre dois pontos com coordenadas

2 | dxtdzv
S = ‘/7-1 dr nﬂ”?ﬁ' (22)

E possivel observar a partir da definicao do comprimento que ele é independente

() e at(mp) é

do sistema de coordenadas utilizado como referéncia e da parametrizacao utilizada,



pois

o= [ g (4 2 Ly L
- Jn T g de - dr ) g dr T - T ar dr
(2.3)

O significado fisico da distancia entre dois pontos préximos (2.1) pode ser visualizado

na escolha de um sistema de coordenadas em que a particula encontra-se em repouso

(dx = 0), onde ds? reduz-se a
ds® = dxf = dt?, (2.4)

ou seja, nesse referencial s é essencialmente o tempo proprio.

Como s é um parametro invariante, é possivel escolhé-lo como o parametro de
dependéncia funcional da posigao [2], x* (s), e definir os 4-vetores velocidade e ace-
leracao na forma

it (s) = ix“ (s), a*(s)= d—2x“ (s). (2.5)
ds ’ ds?
Sob essa definicao, as componentes da velocidade nao sao independentes, sendo um

vetor do tipo tempo,
# ()3, (s) = 1, (2.6)

ortogonal a aceleracao
i (s)x, (s) =0. (2.7)

Com as definigoes (2.6) e (2.7) de velocidade e aceleragao, é possivel construir um
formalismo para descrever a dinamica de uma particula relativistica, generalizando
os métodos utilizados em mecanica classica, baseados no principio de minimizacao da
acao, para obter as equacoes de movimento via formalismos de Lagrange e Hamilton.

Utilizando o parametro invariante s, o principio de minima acao pode ser formu-
lado baseado na existéncia de um funcional de L [z* (s), 4" (s), s, lagrangiana do

sistema, tal que a trajetéria real (fisica) x* (s) torna a acao integral
52
S = / Lia"(s), 3" (s), 5] ds (2.8)
S1

um extremo. Mais precisamente, para o movimento real entre s; e s9, a variacao da

acao deve ser nula:
55 = 5/” Lo (s), " (s),s]ds = 0. (2.9)

Essa variac@o ¢ definida de forma que os pontos extremos z* (s1) e x* (s9) sejam

fixos, e que satisfacam a condicao de contorno

dzt (s1) = d0at (s9) = 0. (2.10)



Porém, nao é possivel realizar formalmente a variacao devido a condigao (2.6), que
restringe as variagoes. Uma forma possivel de se resolver esse problema seria a
implementagao dessa condi¢ao na lagrangiana sob a forma de um vinculo do sistema,
usando-se um multiplicador de Lagrange. Mas também podemos optar por outra
forma, introduzindo um parametro invariante arbitrario 7, de forma a reescrever a

acao na forma

S = /:L[x“ (r), 3" (1), 7] dr. (2.11)

Tal parametro nao se refere a uma escolha particular 7 (s), mas sim a qualquer
parametro possivel. Sob essas condigoes, a arbitrariedade do parametro 7 exige que
a teoria construida independa da sua escolha, i.e., seja invariante sob um conjunto
de transformagoes que altere a parametrizacao utilizada. No contexto de teorias
relativisticas, a invarianga sob reparametrizagoes é de importancia fundamental (ela
garante a covarianga relativistica), e por isso sera discutida mais a frente na segao
2.6, visto que é necessario um conhecimento prévio dos formalismos lagrangiano e

hamiltoniano.

2.2 Formalismos lagrangiano e hamiltoniano

Vamos comecar a analise dos formalismos lagrangiano e hamiltoniano total-
mente baseada no contexto de mecanica classica, onde as grandezas construidas nao
sao explicitamente invariantes de Lorentz (e nao necessariamente também), visto que
a passagem para a formulagao relativistica pode ser feita diretamente, sem muitas
complicagoes.

Como dito anteriormente, a dinamica da teoria estd inteiramente contida na acao
341,
r2 ko k
S= [ L(d d"1)dt, (2.12)
t1
onde L (qk,q'k,t) ¢ a funcao lagrangiana do sistema, ¢* e ¢* sao as coordenadas
e velocidades generalizadas, e t é o parametro utilizado como argumento geral da
dinamica, usualmente tomado como o tempo. O indice romano k = 1, ..., N refere-se
a cada um dos N graus de liberdade. A lagrangiana é dita regular se o determinante

da matriz hessiana, definida como

O0*L

i = AAa 2.13
J aqzaqj ( )

for diferente de zero. No caso em que o determinante for zero, a lagrangiana é dita

singular. Nessa analise inicial, o enfoque serd somente em sistemas regulares, visto



que o tratamento para casos singulares requer uma generalizacao do procedimento
aqui apresentado, e que sera tratado na proxima secao.

A acdo é um funcional de coordenadas ¢*, sendo que as trajetérias classicas do
sistema sao obtidas como pontos estacionarios do parametro . A condi¢ao necessaria
para que tais trajetérias existam é que a variacao da agao seja igual a zero. Uma

vez satisfeita essa condigao, as equacoes de movimento obtidas da variacao da agao

oL d (0L

Essas sao as equagoes de Euler-Lagrange. A variacao é feita mantendo os pontos

Sa0:

inicial e final fixos, i.e., requerindo que sejam satisfeitas as condigdes de contorno
5q" (t1) = 64" (t) = 0. (2.15)

No caso regular, todas as equacoes sao de segunda ordem e funcionalmente inde-
pendentes. Uma vez fixadas 2N constantes de integracao, as solugoes obtidas sao
univocas. Tendo em vista somente a obtencao de equacoes de movimento que des-
crevam o sistema, entao este é o cerne do formalismo lagrangiano.

A passagem para o formalismo hamiltoniano é realizada partindo do formalismo

lagrangiano [3],[4], considerando a diferencial

OL = OL oL oL = OL oL oL
dL = —dt+—dq"+ ——di* = —dt+ ——dq"+d | =——=¢" | —¢*d | == | . (2.16
ot o Tt T g M Tt (aq'fq ¢d| 5 |- (216)
€ reescrevendo—a na forma
oL oL oL oL
d|=—=¢" - L| =—=dt — —d¢" + §"d | — | . 2.17
(aq'kq ) 5 gt (aqk> (2.17)
Assim é possivel definir as quantidades
oL
H=pi" - L = — 2.18
Prq ) Pk o ( )

como a funcao hamiltoniana H, e os momentos conjugados as coordenadas, ps, e

reescrever (2.17) na forma

oL oL
dH = ——dt — ——dq" + ¢"dp. 2.19
5 gt 4 dp (2.19)
Sob essa construcao, a nova funcao obtida, a hamiltoniana, é uma funcao das
variaveis (q,p,t). E importante observar que somente no caso regular as equagoes

de definicao dos momentos podem ser resolvidas univocamente, i.e., realizar a troca



(q,4,t) — (g, p,t) entre os conjuntos de varidveis. Essa constatagdo vem da anédlise

do jacobiano da transformacao:

pe 0 (OL\ &L
o¢t  0¢i \og~ ] 0¢i0gk

= Wi, (2.20)

ou seja, a singularidade da matriz hessiana implica na singularidade do jacobiano
da transformacao.

Comparando a equagao (2.19) com a diferencial da hamiltoniana H (¢, p,t),

0H 0oH oOH
dH = —dq" + —dpy, + ——dt 2.21
o T gp e (2.21)
obtemos a seguinte expressao:
oOH oL O0H oL OH
P dp— | ==+ = |d¢* — | = + = | dt =0. 2.22
(q 3pk> P <8qk+8qk> T\ T (2.22)

Como as coordenadas e os momentos sao independentes, essa igualdade s6 sera

satisfeita se as seguintes relacoes forem verdadeiras:

. OH 9L  9H 9L  0H

— - 7 —_— = 2.23
T R VA NY a1 (2.23)
Utilizando as equagoes de Euler-Lagrange (2.14) e (2.23), obtemos
oL d (0L oH
oL _d(oLy . _ oH 2.24
ogk  dt (8@’“) Pr gk (224)

De (2.23) e (2.24) nés obtemos um conjunto de equacoes para ¢* e pp que fornecem

as equagoes de movimento de Hamilton,

0OH OH
== e = — . 2.2

Essas equacoes também podem ser obtidas da acao funcional, utilizando a definicao

da hamiltoniana presente em (2.18) no lugar da lagrangiana, na forma

A= (" {prd" — H} dt, (2.26)

t1

onde agora a variacao e minimizacao da acao devem ser realizadas com respeito as
varidveis (q, p).

Assim, o cerne da formulagao hamiltoniana consiste na passagem da funcao la-
grangiana para a hamiltoniana, onde o conjunto de variaveis (q, ¢,t) é trocado pelo
conjunto (¢, p,t), e as equagoes de movimento sdo obtidas via minimizacdo da acao
(2.26). As duas formulacoes sao totalmente equivalentes, ie., levam as mesmas

equacgoes de movimento.



Resta ainda ressaltar uma importante ferramenta presente no formalismo hamil-

toniano, que sao os parénteses de Poisson, definidos como
0A 0B 0A 0B
dq* Opr,  Opy g%
Eles sao utilizados para descrever a evolugao temporal de qualquer fungao arbitraria
¢ F(q,p,1),

{A,B} = (2.27)

gy = g 00, (O _OFOH OFOH  OF
oF
= {F,H}—Fa? (2.28)

além de permitirem, via principio de correspondéncia, um contato direto entre as
teorias classicas e quanticas. A sua aplicacao nesse texto sera extensa, por isso eles
ja estao sendo apresentados.

A extensao para uma formulagao explicitamente relativistica é uma generalizacao

da acado (2.11) [2], .
S = / Lz* (7), " (r), 7] dr, (2.29)

T1
onde agora a lagrangiana ¢é funcao de z#, z* e do parametro 7, este assumindo

um carater completamente arbitrario, como em (2.12). A aplicacdo do principio

variacional, sob a condicao de contorno

ozt (1) = ozt (1) = 0, (2.30)
leva as equagoes de movimento
d (0L oL
il - = =0. 2.31
dr (855”) Oxt 0 (2:31)

A passagem para o formalismo hamiltoniano é realizada a partir da definicao do

momento conjugado a x*,

oL

Pu= 5o (2.32)
e da construc¢ao da hamiltoniana semelhante a equagao (2.18),
H = itp, — L. (2.33)

Porém, nesse ponto surge um problema com o formalismo: a hamiltoniana assim
definida é identicamente igual a zero, pois a lagrangiana deve ser homogénea de
primeira ordem, o que anula o lado direito da expressao (2.33). Essa ”indefini¢cao” da
hamiltoniana esta relacionada ao fato da descricao relativistica ja conter vinculos na
prépria estrutura, sendo que a dinamica hamiltoniana sé pode ser tratada utilizando-
se a estrutura de sistemas vinculados. Os detalhes desse problema serao discutidos

nas proximas segoes.



2.3 Formalismo hamiltoniano para sistemas singulares
Como dito anteriormente, um sistema é caracterizado como singular quando o
determinante da matriz hessiana é nulo [5]-[7], i.e.,

0L
G o

A nulidade do determinante reflete o fato de os momentos conjugados nao poderem
ser invertidos de forma a expressar as velocidades univocamente em termos destes.
Consequentemente, existem relagoes funcionais conectando as coordenadas e os mo-

mentos do tipo
¢m (¢,p) = 0. (2.35)

A existéncia dessas relagoes indica que nem todas as variaveis dinamicas da teoria
sao independentes entre si, e se M ¢é o posto da matriz W, existem N — M relacoes
dessa forma, portanto m = 1,..., N — M. Tais relagoes sao denominadas vinculos
primarios do formalismo hamiltoniano.

Embora existam N — M velocidades que nao podem ser escritas em termos de
(q,p), a hamiltoniana canénica H. pode ser escrita em termos das varidveis que cujos

momentos sao definidos, ou seja,
H.=pd" — L (2.36)

para todo ¢* (¢, p). Mas ela nao é univocamente determinada, pois pode-se adicionar
a ela qualquer combinagao linear dos vinculos (iguais a zero), e obter a hamiltoniana
priméria
H,=H.+ uno", (2.37)
onde Uy, = Uy, (¢,p,t) sdo funces arbitrarias. Assim construidas, H. e H, sao
indistinguiveis perante a teoria.
As equacoes de movimento sao obtidas através do método geral do calculo de

variagoes, fornecendo
¢ ={d He}+um{g 0"}, ' ={p H}+un{p', 0"} (2.38)

Mas é importante observar que os vinculos ¢ podem ter parénteses de Poisson nao
nulo com alguma varidavel dinamica. Dessa forma, todos os parénteses de Poisson
devem ser efetuados antes da utilizacao das equacoes de vinculos. Para assegurar
que isso sempre ocorra, é necessario introduzir a nocao de igualdade fraca, denotada

pelo simbolo ”~”, na definicao dos vinculos:

¢m (¢:p) = 0. (2.39)



Com essa notacao, as equagoes de movimento passam a ser escritas na forma
F(q,p) = {F, H} ~{F H} + u, {F,¢™} . (2.40)

A existéncia de vinculos reflete o fato de existirem restri¢coes a evolucao tempo-
ral do sistema, visto que as varidaveis dinamicas devem evoluir mantendo fixas as
relagoes entre as que forem mutuamente dependentes, ou seja, os vinculos. Assim,

¢é necessario impor que os vinculos permanecam constantes no decorrer do tempo:

G = {Pms He} + U {6, ¢"} = 0 (2.41)

Essas sao as chamadas condigoes de consisténcia dos vinculos. Elas podem se reduzir
a relagoes independentes de u,, ou impor restricoes nos mesmos. No primeiro caso,
as relagoes entre as variaveis canonicas sao independentes dos vinculos primaérios,
dando origem a vinculos adicionais, chamados de vinculos secundérios. Neste caso
devemos repetir o processo (2.41) até que todas as condigoes de consisténcia sejam
satisfeitas. Ao final temos um conjunto total de J vinculos, entre eles primarios e
secundarios.

Quando as equacoes sao satisfeitas mediante restricoes nos multiplicadores de

Lagrange u,,, elas aparecem na forma

{p;, H.} + um {0j,0™} = 0, j=1,...,J (2.42)

Como u,, sao variaveis arbitrarias, entao existe um niimero de equacoes lineares nao

homogéneas com coeficientes que sao fungoes de (¢, p) cuja solugao geral é

U, = Uy, (¢, p) + v V,2 (q,p) (2.43)

onde U, (¢,p) é uma solugao particular, V.¢ (¢,p) com a = 1, ..., A, é o conjunto de

solugoes do problema homogéneo associado

Vin (@.p){0;,0™} =0, (2.44)

e v, sao funcoes arbitrarias do tempo. Substituindo a equacao para u,, na hamilto-

niana primaria, obtemos
H,=H.+U,¢" + v, Vo™ = H. + Up¢™ + v,0°, (2.45)

onde ¢* = V2¢™. Com essa analise, todos os requerimentos de consisténcia da teoria
sao satisfeitos, mas ainda existem coeficientes arbitrarios dependentes do tempo.
Como consequéncia, o comportamento das varidaveis dinamicas em tempos futuros

nao é completamente determinado pelas condigoes iniciais.



No caso mais geral, temos uma teoria com vinculos primarios e secundarios, mas
a distincao entre esses nao é essencial. Mais importante, na terminologia de Dirac,
é a classificacao em vinculos de primeira e de segunda classe. Um vinculo é dito de
primeira classe se ele apresentar parénteses de Poisson com qualquer outro vinculo

fracamente igual a zero, i.e., se ¢; é de primeira classe, entao

{¢i, o} =~ 0. (2.46)

No caso de pelo menos um dos parénteses de Poisson com outros vinculos for dife-
rente de zero, tal vinculo é dito de segunda classe.
Se nenhuma distincao é feita entre os vinculos primérios e secundarios, entao é

possivel estender a hamiltoniana de forma a englobar todos os vinculos,
Hp = H, +v,¢" (2.47)

com b=1,..., B, sendo B o nimero de vinculos secundarios de primeira classe e Hg
chamada de hamiltoniana estendida. Ambas as hamiltonianas (Hg e H,) geram a
mesma evolucao para os observaveis da teoria. A existéncia de vinculos de primeira
classe no formalismo implica na existéncia de estados nao univocamente determina-
dos, mas fisicamente indistinguiveis. Em outras palavras, existem transformacgoes
conectando as variaveis dinamicas da teoria que alteram o estado do sistema, mas
mantém os observaveis invariantes. Tais tipos de transformacoes sao conhecidas
como transformacoes de gauge, e serao detalhadas na secao seguinte, juntamente
com seu aspecto fisico.

Diferentemente dos vinculos de primeira classe, a existéncia de vinculos de se-
gunda classe na teoria significa que existem graus de liberdade excedentes. Esses

vinculos sao eliminados da teoria com a introducao dos parénteses de Dirac,
{A, B}D = {A7 B} - {A7¢T}C;91 {¢S7B}7 (248>

onde ¢, sao os vinculos de segunda classe (r = 1,...,L) e C.y = {¢,, ¢s}. Dirac
mostrou que a matriz C,s é necessariamente nao singular [5]. No cdlculo dos
parénteses de Dirac entre um vinculo de segunda classe e uma variavel dinamica

da teoria, temos

{¢T’7 A} - {(br’; (br} 07:91 {(bsa A} = {(bT’? A} - CT’TC;: {(bsv A}
= {¢T/7 A} - 57“/3 {¢s> A} = 0. (249)

{¢T’7 A}D

Isso implica que os vinculos de segunda classe podem ser tomados fortemente iguais
a zero. Dessa forma sao eliminadas L variaveis canonicas da teoria, restando 2N — L

que sao conectadas pelos vinculos de primeira classe.



2.4 Transformacoes de gauge

Vamos retomar agora a discussao com respeito a existéncia de vinculos de primeira
classe na teoria, e analisar as consequéncias fisicas disso. Eles aparecem na hamil-
toniana extendida Hp acoplados com coeficientes v, que sao completamente ar-
bitrarios. Na determinacao da evolugao temporal de qualquer fungao das variaveis

dinamicas, a equagao de movimento assume a forma [7]

carregando na sua determinacgao os coeficientes v,. Isso significa que um estado,
definido a partir de uma fungao F' (g, p), ndo pode ser univocamente determinado em
um tempo posterior a partir de condigoes iniciais impostas nas variaveis dinamicas.
Entao existe um conjunto de varidveis (¢,p) que correspondem ao mesmo estado
fisico, i.e., sao fisicamente equivalentes, e definem uma classe de equivaléncia.

E importante procurar uma transformacao que conecte os pontos de uma mesma
classe de equivaléncia, o que se resume em encontrar os geradores para tais trans-
formagoes. Para tal, é necessario considerar a evolucao temporal de uma funcao das

variaveis dinamicas em um curto espaco de tempo:
F(At) = Fy+ FAt = Fy + {F, H,} At +v* {F, ¢, } At. (2.51)
Como os coeficientes sao arbitrarios, é possivel escrever
F'(At) = Fo + {F, Hy} At + 0" {F, ¢, } At. (2.52)
Dessa forma
OF (At) = F (At) — F' (At) = (v* — V") {F, 9o} At = *{F, 0.} .

A partir desse resultado é possivel concluir que os vinculos de primeira classe
atuam como geradores de transformacgoes canonicas conectando os pontos de uma
classe de equivaléncia, gerando transformagcoes em (g, p) que nao alteram o estado
fisico. Esse tipo de transformacao é conhecido como transformacgao de gauge. Con-
sequentemente, os observaveis fisicos nao devem depender do elemento escolhido
dentro de uma mesma classe de equivaléncia, i.e., devem ser invariantes sob trans-

formacgoes de gauge.

2.5 Teorias invariantes por reparametrizacoes

Por definicao, a acao é invariante por transformagoes de reparametrizagao se a
lagrangiana satisfizer a condicao [§]
: dr’ N
Llg (7). (M) = Lla (™) (7). (2.54)
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Tal condicao sé ¢ satisfeita se a lagrangiana for uma funcao homogénea de primeira

ordem nas derivadas, i.e.,

8L
8q

Essa é a razao pela qual a hamiltoniana "relativistica” definida em (2.33) é nula.

(2.55)

Considerando a transformacao infinitesimal do parametro 7 na forma
0T =¢e( (1), (2.56)

temos as transformacgoes para as variaveis

d

6 =ec(nd, o= (6¢%) = ¢ (r) ¢ + ¢ (7) " (2.57)

Para que a teoria seja invariante por reparametrizacoes, € suficiente impor que a

lagrangiana se transforme como uma derivada total sob as transformacoes infinite-

simais: oL oL p
by Obeg 0
0L = 5 -0q" + aq,kéq e Cp), (2.58)
onde ¢ é uma funcdo de g e ¢. Substituindo (2.57) em (2.58), temos
oL oL oL ., .
() (Gt + Gt )+ PRt =+ (o (259)

Como ¢ (7) é uma funcao arbitraria, ¢ (1) e ¢ () sdo independentes, e portanto

oL oL, OL.

k
e + , 2.
= ¢! ~ 9q ot 3k (2.60)

Derivando a primeira equagao em (2.60) e substituindo na segunda, encontramos

L o (0L .,
g+ " — | =—q¢" — L | =0. 2.61
gt ¢ 1" 5 (aqkq (2.61)
Assim 52
L
——q" =0 2.62
de onde se conclui que a lagrangiana é singular e que o sistema necessariamente
contém vinculos, e
o (0L ,
m—|==¢"— L) =0. 2.63
" o ( 94 ) (2.63)

Como o termo dentro dos parénteses nao depende das velocidades nem das coorde-

nadas, resulta que
oL .
—q¢" =1L 2.64
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ou seja, a lagrangiana ¢ homogénea nas velocidades e a acao é invariante por
reparametrizacoes.

Até aqui sé descrevemos a estrutura da teoria, mas nao consideramos a im-
portancia dela, que se mostra fundamental no formalismo hamiltoniano. Neste a
descrigao nao é manifestamente invariante relativistico (ou covariante) devido a es-
colha de um observador na fixacao da varidvel temporal [6]. Para compreender me-
lhor o que queremos dizer, consideremos dois observadores, utilizando dois tempos
diferentes ¢ e t5 para a evolucao temporal de uma fungao F' das variaveis dinamicas.

A equacao de movimento de Hamilton é escrita na forma

dF oOF

— ={F H — =1,2. 2.65

dt, {FH}+ ot,’ e (2.65)
Se considerarmos ty = to (1), entdo a equagao de movimento para o observador 1

pode ser escrita como

dF  dt, OF

—=—{F H}+—. 2.66

dtq dtq } oty ( )
Comparando as duas equacoes, é possivel observar que elas sao compativeis somente
no caso em que {F,H} = 0. A tunica maneira dessa condi¢ao ser aceitdvel é se
H =0, o que para um sistema com vérios (porém finito) graus de liberdade, implica

e1m

OL o _
o

A priori, o fato da hamiltoniana ser nula nao permite que exista dindmica na teoria,

L=0. (2.67)

mas essa condicao pode ser mudada se exigirmos que a hamiltoniana seja fracamente
igual a zero, ou seja, se permitirmos que a teoria contenha vinculos.

Como sabemos que teorias relativisticas necessariamente contém vinculos, o
problema passa a ser como construir uma formulagao hamiltoniana que seja co-
variante [8]. Para isso, consideremos a evolugao temporal de um vinculo ¢ nas

varidveis canonicas (z*,p,):

: o9 ., 09 . op 00 dp,\ ., 06 Op, ..,
— i, = D2V =0, (2.
O(2.0) = 5o+ g, P (axu4‘5muaxu g et — 0 (268)
Dessa equacao obtemos as condigoes
9o 0¢ Op, 9¢ Ip,
=0 =0. 2.69
gar * Bp,dur " dp, Bin (2:69)
Se reescrevermos a ultima equagao na forma
2
L
¢ 0 = 0¢ W =0, (2.70)

Op, OttOtv  OJp,

12



e reconhecermos que o unico auto-vetor nulo de W, é & [6], é possivel concluir que

99

it = N(T) %7
i

(2.71)

onde N (7) ¢ uma fungao arbitraria do parametro 7. Inserindo esse resultado em

(2.69), temos

., Op, o9 ., O’L

vOPv _ N v —0. 2.72
ar T o = N gun T gy =0 (272)

Do segundo termo de (2.72) obtemos

w L 0 aLx.V _OL d (0L . (2.73)
drrdir  orr \oiv" ) dar  dr \dir) " |
que substituido novamente em (2.72) fornece
. 99
Pu=—N(7) B (2.74)
Como resultado final temos o conjunto de equagoes
. 0¢ . 0p
no__ s — T
i = N (1) o pu=—N(7) o (2.75)

que sao reconhecidas como as equagoes de Hamilton para uma hamiltoniana com a
cara

H=N(1)¢(x,p). (2.76)

Se nos analisarmos essa expressao da hamiltoniana com o formalismo de sistema
singulares discutido na secao 2.3, podemos concluir que a dinamica de um sistema
invariante por transformagoes de reparametrizacao é gerada pelos vinculos da teoria.
Essa conclusao sera muito importante nos proximos capitulos, pois serd a partir dela

que construiremos grande parte da teoria para descrever particulas com spin.
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Capitulo 3

Particulas Classicas Relativisticas

Com o formalismo discutido no capitulo anterior, construimos a acao que descreve
uma particula livre de spin 0 [1,2], e mostramos como a inser¢ao de um campo auxi-
liar permite a descri¢ao de particulas nao massivas [8,9]. Na sequéncia introduzimos
varidveis de Grassmann [6-8] para descrever os graus de liberdade de spin, e a partir
da andlise da equagao de Dirac construimos a agao para descrever uma particula
relativistica de spin 1/2 [6-10].

3.1 Particula Livre

O comprimento de arco definido na expressao (2.2) é o candidato natural para
formar a acao integral associada a particula livre, visto que ele é o invariante de
Lorentz mais simples que pode ser contruido. Sob essa hipdtese, podemos escrever

o primeiro modelo da ag¢ao na forma [§]

sz/f dTL:/f dTW:/TTQ drVi2. (3.1)

As equagbes de movimento obtidas dessa acao via principio variacional sdo (equagoes

e 52

Sé que essas equagoes nao tém a forma que se espera para as equagoes de movimento

de Euler-Lagrange)

de uma particula livre, que deveriam expressar o fato da aceleragao da particula ser

nula. Mas, tomando-se o parametro 7 como o comprimento de arco, temos

o [dx 2_
7= (ds) =1, (3.3)

conforme equagao (2.6). Assim a equagdo de movimento (3.2) assume a forma

desejada
d?at
ds?

— i = 0. (3.4)
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A escolha (3.3) corresponde a tomar o parametro 7 como tempo préprio (valido
para m # 0).

Embora a ac@o (3.1) possa descrever uma particula livre, visto que ela leva as
equagcoes de movimento esperadas sob a escolha do tempo préprio, ela nao apresenta
nenhum parametro que possa ser relacionado com uma particula fisica, passivel de
ser medida. Para contornar esse problema, vamos reescrever a agao na forma (no

tempo préprio) [1]
S2 z0(s2)
S:/ Ozds:/? | av1 — vidt, (3.5)
S1 ro(s1

onde a constante multiplicativa o é o parametro que precisa ser determinado. Na
expressao acima, observa-se que o tempo proprio é sempre menor que o tempo
medido em um referencial fixo. O tempo indicado por um relégio é igual a integral do
intervalo ds, estendida sobre a linha de universo da particula. Quando em repouso,
a integral se estende sobre uma reta paralela ao eixo temporal; em movimento, a
trajetoria é uma curva conectando os pontos inicial e final. Consequentemente,
a integral sobre o intervalo ds entre dois pontos s; e sy atinge seu valor maximo
quando estendida ao longo de uma reta ligando os pontos. Para tornar a integral
tao pequena quanto se queira, é necessario realizar a integracao através de uma linha
de universo curva. Como a integral é positiva, ela apresenta um méaximo; precedida
de um sinal negativo, surge um minimo ao longo da reta. Portanto a lagrangiana é

reescrita na forma

L=—-aVv1l-—v2 (3.6)

A determinacao da constante é realizada analisando-se o limite nao relativistico da

teoria, em que a lagrangiana L deve recair na expressao classica

1
L= 5mvz. (3.7)

Expandindo a lagrangiana (3.6) em série de poténcias de v2, ela assume a forma
o @ 2 4
L=—a+yv +0 (v, (3.8)

Desprezando os termos O (v?), e tendo em vista que toda constante é uma derivada
total de um termo linear no tempo (que pode ser desprezado na lagrangiana), é
possivel comparar as expressoes (3.7) e (3.8) para identificar &« = m, a massa da
particula. A presenca do sinal negativo na agao é importante para que ela apresente
um minimo, mas devido a forma (3.4) das equagbes de movimento, o sinal nao exerce

influéncia. Assim a acao pode ser escrita como

s 7(s2) d T
S = / " mds :/ TS = / 2m\/:'v?clT, (3.9)
S1 T T

(s1) dr L
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que fornece as equagoes de movimento (3.2). No ”gauge” do tempo préprio, 7 =t e
1% = 1, as equacoes de movimento recaem na forma que se espera para uma particula

livre,

4 (mit) = mit = 0. (3.10)

dr
Por construgao, a lagrangiana presente na agao (3.9) apresenta a invariancia sob
reparametrizagoes desejadas e leva as equacoes de movimento corretas para descrever
uma particula massiva livre. Mas existem duas dificuldades relacionadas com essa
lagrangiana: ela nao é linear nas velocidades (a presenca da raiz quadrada atesta
iss0) e nao apresenta um limite quando m — 0 (limite ndo massivo). A principio, a
primeira dificuldade poderia ser facilmente contornada, visto que a mesma dinamica

pode ser obtida da lagrangiana ”linearizada”
L' = —ma°, (3.11)

mas a acao deixaria de ser invariante por reparametrizacoes, sendo somente sob
translagoes 7 — 7' = 7 + ¢, e continua nao definida no limite de massa nula. Uma
solugao para esse problema é utilizar um campo auxiliar e (7) para extender a agao
linearizada de forma que ela se torne invariante. Essa extensao é realizada na forma

[9]

1 (2
L=3 (i + em2> , (3.12)

que apresenta um limite de massa nula e possui a invariancia por reparametrizagao,

assegurada pelas transformagcoes

d
or = f (1), oxt = fit, de = d—(fe), (3.13)
T
i.e., sob essas transformagoes a lagrangiana se transforma como uma derivada total
(divergéncia):
d 1,171 d
5L:[('2 2)}: L). 3.14
dr f2 e’ em dT(f ) ( )
As equagbes de movimento obtidas da lagrangiana (3.12) sao:
d [zt
= <2> =0, i*=emd (3.15)

Esta ultima é uma equagao algébrica que pode ser resolvida para e () e substituida
na primeira, levando a equagoes de movimento iguais a (3.2), o que mostra a
equivaléncia entre as duas lagrangianas. Analisando essas equagoes de movimento, é
possivel concluir que elas nao fornecem nenhuma expressao para a equacao de movi-

mento do campo auxiliar e, o que significa que a dependéncia de e com o parametro
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T permanece completamente arbitraria. A presenca dessa arbitrariedade na teoria é
conhecida como liberdade de gauge, que torna a fisica por ela descrita equivalente
sob qualquer escolha especifica da variavel arbitraria. Assim é possivel fazer uma
escolha conveniente para a variavel, i.e., fazer uma fixacao de gauge, de forma a
simplificar (ou nao) as equagoes de movimento, ou pelo menos permitir que elas
assumam uma forma mais reconhecivel. Nesse caso em especifico, estamos interes-
sados em que no tempo proprio a dinamica seja de uma particula livre. Como no
tempo préprio a condicao #? = 1 ¢ satisfeita, de (3.15) é possivel observar que a

fixacao de gauge do tempo proprio corresponde a escolher
e=—, (3.16)

que leva as equacoes
d
gwmﬂqza i’ =1, (3.17)
-

COMO esperavamos.

A nao singularidade da lagrangiana (3.12) no limite m — 0 implica que é im-
possivel eliminar o campo auxiliar para escrever uma acao de uma particula nao
massiva somente em termos de z* (1) [9]. Assim, tendo em vista a discussao realiza-
da, a acao para uma particula massiva livre a ser utilizada no processo de quantizagao

via método de Dirac é

= 1l o, 2
Sp= [ L= [ {i—Mm}W, (3.18)
T1 T1 26
e para o caso nao massivo, é so tomar o limite m — 0 da agao acima para escreve-la
na forma
S(n&omas.) — 1 S = 2 1 -2 d 3.19
o) = i 5y = [ (e} ar (319)
As equagdes de movimento obtidas de (3.19) sao:
d /1
~(Zi) =0 02 = 0. 3.20
dr (ex ) ’ v ( )

Como podemos observar, o referencial do tempo proprio ja foi alcancado, pois no
caso de uma particula nao massiva ele corresponde & 22 = 0. A liberdade de gauge
ainda presente no campo auxiliar pode ser eliminada exigindo-se que as equagoes de
movimento descrevam uma particula livre, o que em (3.20) corresponde a escolher
e=1.

3.2 Descrigao classica do spin

Dentre as possiveis formas de se descrever os graus de liberdade de spin classico,

a que tornou-se mais difundida é a que utiliza varidveis anti-comutantes, elementos

17



da dlgebra de Grassmann. A introducao de tais varidveis na teoria fornece uma boa
compreensao de varios aspectos da dinamica do spin, além de conduzir diretamente
ao conceito de supersimetria. Mas antes da descricao do spin, ¢ importante entender
o funcionamento da algebra e como a dinamica de um sistema ¢é descrita através
dessas varidveis. Para isso, vamos comegar com algumas defini¢oes formais [6], e s6
depois de bem definida a parte operacional analisaremos a dinamica subsequente.
Uma algebra de Grassmann de dimensao finita Gy tem N geradores ¥, que

satisfazem a relacao
Y’ 4 P = 0. (3.21)

Todo elemento €2 dessa dlgebra assume a forma

Q(¥) = wo + wWatd® + wapt®P’ + ..+ wi N 7YY, (3.22)

que é uma soma de 2V termos com coeficientes Was..ay- Cada termo da expansao é
um produto dos geradores, e devido a relacao de anti-comutagao, nenhum gerador
pode aparecer 2 vezes. Sob adi¢ao e multiplicacao ordinarias por niimeros reais, G
consiste em um espaco vetorial linear de dimensao 2. E entéo possivel definir uma

base na forma
10 e 0, 92, P Y (3.23)

O espaco total separa-se naturalmente em dois sub-espacos,
Gy =GV aa, (3.24)

onde Gg\?) consiste em todos os elementos pares da dlgebra (elementos cuja expansao
contem somente produtos de um nimero par de geradores) e Gg\l,) ¢é corresponden-
temente o subespago com um numero impar de geradores em cada produto. Todo
elemento de Gy tem uma projecao em ambos os subespacos e pode ser escrito na

forma
Q) = (v) + 0V (v). (3.25)
Associa-se um nimero ng aos elementos pares e impares na forma: ng =0 (1) se
¢ par (impar). Assim
D1 = (—1)"" Q0. (3.26)

Elementos de GS\?) sao chamados de bodsons, enquanto os elementos de Gg\l,) sao
chamados de férmions.

E possivel definir dois tipos de derivada em uma &dlgebra de Grassmann, devido
a anticomutatividade dos geradores. No caso ordinario, a variacao de uma fungao
f (z) é realizada na forma

of (x) _ 9f (x)

Of (x) = dx; dx;, (3.27)
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onde a posicao de dz; (a direita ou a esquerda da derivada) nao interfere na definigao
da variagdo. Ja a variacao de um elemento 2 (¢)) da dlgebra de Grassmann, sob a

transformacao ¥* — ¥ + 0y, é escrito na forma

J ]
o€ = oYp” Q=0 o 3.28
(V) = 0 50 = Qg ove, (3.25)
— —
onde 8‘;9 e Q) 8% sao denominados derivada a esquerda e derivada a direita, res-

pectivamente, sendo operadores lineares sobre a algebra. Por simplicidade, s6 uti-

lizaremos nesse texto a derivada a esquerda, denotando-a por =2-) (sem a seta).

R
Assim, dado o monomio Y*®2...1)% a atuacao da derivada fornece:
a 1 (6% « (a7 (0% o « (a7
a—w(wlwaa..w) = P ap™ — GO i

+ (=1)" Gpa, 0. Ap (3.29)

Da mesma forma que os geradores, as derivadas anti-comutam,

o (00 o [ 09
- (aw) --% ( W) | (330)

A regra do produto é mantida, mas existe uma diferenca que depende se um dos

elementos é de Gg\(,)) ou G%),

aza (9192) = <8Z()¢Ql> Q2 + (_1)7191 Ql (azaQQ> s (331)

e a regra da cadeia segue diretamente da definigao da derivada: seja Q@ = Q (¢ (n))
e v =97 (n°),

e o0 Lou" 90

a— spf QO ="—— = — .32
sendo assim 90 v 00
e = 7 Due (3.33)

Vamos agora considerar a dinamica de uma teoria com variaveis de Grassmann.
A primeira consideracao a se fazer é que essas varidveis apresentem dependéncia
temporal (ou paramétrica). Sendo assim, 1, e ¥, sdo geradores de uma élgebra que

satisfazem as relagoes
VTt =0, P Tt =0, 0P+ YRt =0, (3.34)

Considerando um sistema descrito por variaveis pares {¢'}, i = 1,..., N, e {mpares

{*}, a = 1,..., M. Nao é obvio que para uma teoria com varidaveis de Grassmann
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o principio de minima agao seja valido, mas assumindo a validade do mesmo, a

lagrangiana deve ser um elemento par. A acao admite a forma geral

t2 o .
5= /t L (', d v, 90) dt, (3.35)
que fornece as equacoes de movimento
d (0L oL d ( OL oL
— — | —— =0, — — | — =0. (3.36)
dt \ ¢ aq" dt \ Oy oY
Na formulagao hamiltoniana, os momentos conjugados sao definidos como
oL oL
P = =) Mo = ——, 3.37
Pi= g due (3.37)
e a hamiltoniana ¢ obtida via
H = {'p; + 1o — L. (3.38)

Os parénteses de Poisson vao depender da natureza par/impar dos elementos. De-

notando B(F) um elemento bosonico(fermionico) da dlgebra, eles assumem a forma

0B, 0By 0B, 0B 0B1 0By 0B, 0B
By, By} = - — : —
(e} ( O Oy Og; Op ) - (awa ore Ot aﬁa> ’
OF, 0F, 0F,0F; oF, 0F, 0F, 0F;

LY = : - | — — :
urr = (Gt o)~ (Gaw aiom) O
OF 0B 0BOF oF 0B 0B 0OF

F, B} = — - | —
By (ﬁqi o g apz> <8¢a ona v ew)
Assim, as equagoes de movimento de Hamilton sao escritas na forma usual

dF OF
=R H (3.40)

Algumas propriedades bésicas dos parénteses de Poisson (que serao utilizadas cons-

tantemente nesse texto) sao:
{A, B} = = (=1)"""{B, A},
{A,B+C} ={A,B} +{A,C},
{A,BC} = (-1)"""" B{A,C} +{A, B} C, (3.41)
{AB,C} = A{B,C} + (-1)"""? {A,C} B,
(=)™ HAAB, O} + (1) {BAC, A} + (=1)"" {C,{A, B}} = 0.

Os parénteses de Dirac também sao definidos da forma usual,

{A, B}y ={A, B} — {4, ¢,} C,.' {5, B}, (3.42)

e satisfazem as mesmas propriedades algebricas dos parénteses de Poisson.
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3.2.1 Primeiro modelo: nao-relativistico

Vamos considerar uma particula livre nao-relativistica com coordenadas de
posicao =™ (t), n = 1,3. A descricao dos graus de liberdade de spin é associada
a 3 variaveis de Grassmann 1™ (t), que admitimos se comportarem como vetores sob
transformagoes do grupo de rotagoes espaciais [10].

O primeiro passo é construir a parte cinética das variaveis de Grassmann na
lagrangiana, e para isso € necessario ter em conta que ela deve ser uma funcao par e
real (sob conjugacao complexa). Devido a anti-comutatividade, um termo na forma
2[12 nao pode ser utilizado, visto que ele é nulo. O termo mais simples que pode ser
construido, envolvendo uma derivada e que nio seja uma derivada total, é ¢,

Como sob conjugacao complexa esse termo admite a transformacao
(nt") = @) ()" = V"0 = =t (3.43)

a realidade da lagrangiana é garantida uma vez que ele seja acompanhado pelo
numero complexo i. Assim, a lagrangiana para uma particula livre nao-relativistica
pode ser escrita na forma
r i
L= gMdnd + 51%@/} . (3.44)
Construida dessa forma, a lagrangiana é invariante sob transformacoes de Galileu
e sob rotacoes espaciais, o que permite que as equagoes de movimento também o
sejam.
A passagem para o formalismo hamiltoniano é realizada definindo-se os momen-

tos conjugados

oL ) OL )
D = B My, Tp = 8@” = 5@/)" (3.45)

Da defini¢ao de equacao 7, surgem os vinculos primarios da teoria, visto que nao é

possivel escrever os momentos 7, em termos das derivadas v,,. Os vinculos sao:
Pt =7" — 51/1 ~ 0. (3.46)

Esse tipo de vinculo ja era esperado a partir da prépria construcao da lagrangiana
(3.44), visto que ela é linear em w Devido a essa propriedade, € de se esperar que em
uma teoria dinamica com varidveis de Grassmann aparecam equacoes de vinculos
na forma de (3.46).

A hamiltoniana canonica é escrita na forma

. 1
Hc = jjnpn + wnﬂn — L= 7pnpna (347)
2m
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e a hamiltoniana primaria
H, = H.+ u,¢". (3.48)

As condigoes de consisténcia fornecem

én = {gbn? Hp} =0, (349)

onde os parénteses de Poisson fundamentais nao nulos sao

{z", pm} =00, {" 7t} = =07 (3.50)

As equagoes (3.49) conduzem a u,, = 0, e nao geram vinculos secundérios. O vinculo

(3.46) é de segunda classe, pois
crm={¢", ¢y = is"m, (O = —id™, (3.51)

e como det [{¢™, ¢™}| # 0, ndo existem combinagoes lineares de ¢™ que sejam de
o . . , . —1
primeira classe. Os parénteses de Dirac podem ser construidos a partir de (C™) ™",

resultando em

{A, B}y = {A, B} —{A, 6.} (C"™) " {m, B} = {A, B} +i{A, ¢} {¢", B} . (3.52)

Sob (3.52), temos
9", 9™}, = i, (3.53)

Vamos analisar as equagoes de movimento dessa teoria. Ja sabemos que elas
sao obtidas por extremizacao da acao integral por pequenas deformacgoes da histéria
da particula, e que estas deformagoes devem obedecer as condigoes de contorno,
impostas em numero igual ao de constantes de integracao da solucao das equacoes
de movimento. No caso de varidveis bosonicas, impoem-se que os " sejam fixos nos
pontos extremos da a¢ao, mas para as variaveis fermionicas isso nao € possivel, visto
que significaria impor duas condicoes para uma equacao diferencial de primeira
ordem. Uma forma de se construir uma acao que leve a equagoes de movimento
coerentes para as variaveis fermionicas é inserindo um termo de superficie (ou de
fronteira), que compense o fato de usarmos somente uma condigdo de contorno.
Tendo isso em vista, é possivel escrever a acao na forma

s= [ {;mxnx + ;¢n¢”} + ;% (t) 6" (1), (3.54)

t1

As equacoes de movimento sao obtidas variando a acao, sujeita as condicoes de
contorno

2" () = 62" (t2) = 0, 00" (t)) + 6U™ (2) = 0. (3.55)
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O termo de superficie inserido anula os termos que sobram da variacao da integral,

uma vez que as condi¢oes de contorno sejam satisfeitas:

t2 [ : ] )
55 = / | (i) 62" + dbu” dt — = [0 (1) tn (1) = 60" (82) ¥ (82)]

G007 (1) (t2) + 0" (1) S (82)]
t2 [ . ) )
= [ | ) 8 B = [0 (0) 807 (82)] [ (1) = i ()]
-0 _ (3.56)
As equagoes de movimento obtidas da variacao acima sao:
d AN mo__
pr (mi™) =0, Y = 0. (3.57)

Assim, a extremizacao da acao conduz a equacoes de movimento sem restricoes adi-
cionais, com solugoes univocas, consistente com os valores arbitrarios das variaveis
™ e Y™ nos pontos extremos da agao.

Tendo construido a agao integral, é possivel obter as leis de conservagao as-
sociadas ao sistema. A acdo (3.54) é invariante sob transformagdes de Galileu,
translagoes e rotacoes. Dessas trés, somente as rotacoes afetam as variaveis de
Grassmann, e por isso vamos analisar somente esse caso. Sob uma rotacao infinite-

simal, temos

oz =wra™, Opn = W'D " =wr ™, (3.58)
coMm Wy = —Wmp. Utilizando as equagoes de movimento, a variacao da acao se
escreve

55 = i [3"9" — 2T S [07 (1) (1) 0" (0) 97 (8)], (359)
de onde se obtemos as constantes de movimento
Jnm = Lpm + Snm, Lym = TpDm — ToPns Spm = Wn . (3.60)

A variavel J,,, é o gerador de rotagoes e deve ser identificada com o momento angular
total do sistema. Ele é formado por uma parte orbital L,,,, que nao é invariante
por translacoes ou transformacoes de Galileu, e uma parte intrinseca S,,,,,, invariante
sob estas transformagoes. Se definirmos o vetor de spin na forma

i

Sn = _§€nmk8mk> (361)
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vemos que ele satisfaz a algebra cléssica

{Sm Sm}D = €nmkSmk7 (362)

na mesma forma dos operadores quanticos. No processo de quantizacao, as variaveis
classicas sao identificadas com operadores quanticos atuando no espaco de Hilbert,

e os parénteses de Dirac sao substituidos pelas relacoes
{A, B}, —ilA, BL , (3.63)

onde o sinal (+) identifica anticomutador, utilizado quando A e B sdo varidveis
fermionicas, e (—) significa comutador, utilizado quando as variaveis sao bosonicas.

Aplicando essa prescrigao a (3.53), obtemos
[, 4 L:é . (3.64)

Em termos de operadores atuando em um espaco vetorial, existe apenas uma repre-

sentacao irredutivel desta algebra, na forma
a", (3.65)

onde 0" sdo as matrizes de Pauli. Inserindo (3.65) em (3.61), nés obtemos a ex-

pressao para o vetor de spin quantico

50t (3.66)

A 1 1
Sk = 7 Z€knmOnOm = — 7 €knm [0n7 Um] =

2 4
0 que nos permite concluir que a teoria descreve uma particula nao relativistica de

spin 1/2.

3.3 Particula relativistica de spin 1/2

Para obter a descrigao classica correta vamos partir das equagoes quanticas para

a particula com spin 1/2 [10]. Elas sao escritas na forma
("0, —m) W =0, (8 +m?*) ¥ =0, (3.67)

que sao respectivamente a equacgao de Dirac para o espinor ¥, e a equacao de Klein-
Gordon, satisfeita por cada componente do espinor. Esta tltima é obtida da primeira

atuando o operador (iy*d, + m) sobre ela. Introduzindo os operadores

~

1 N 1
Y = E%’Y“, Y5 = E%’ (3-68)

24



que satisfazem as relagoes de anti-comutacao
i b 10 - _ T _
D I L B S L (3.69)

e lembrando que
@45 = =0, P = D, (3.70)

as equagoes (3.67) sdo escritas na forma
(0B —mibs) W =0, (5> —m*) ¥ =0. (3.71)

No limite classico, as equagoes (3.71) devem ser interpretadas como dois vinculos de
primeira classe que atuam sobre os estados fisicos do sistema. Assim a teoria classica
deve ser formulada em termos das varidveis reais bosonicas (z*,p,) e fermionicas

(* 1h5), satisfazendo os parénteses de Dirac
{0} p =™, {5, s} p = —1, {a", pu}p =0} (3.72)
A dinamica da teoria esta contida nos vinculos de primeira classe
J = tp, —mabs = 0, H=p*—m?~0, (3.73)
que obedecem a algebra
{H,H}, ={H,T}, =0, {7,T}, =1iH. (3.74)

Conforme analisado na secao anterior, os parénteses de Dirac sao construidos a
partir dos vinculos entre as varidveis fermionicas. Eles surgem do termo cinético da
lagrangiana, que é linear em 1. Nés precisamos que os termos cinéticos de " e s
gerem os vinculos de segunda classe capazes de, sob a construgao dos parénteses de
Dirac, fornecer as relagoes (3.72). Tendo em mente os vinculos e os parénteses de
Dirac obtidos no caso nao relativistico, podemos inferir entao que o termo cinético

para a lagrangiana relativistica deve ser

Lein. = 5 (?qu - ¢51/15> : (3.75)
A partir deles sao obtidos os vinculos
=t — %w ~0, ¢s=m5+ %ws ~ 0, (3.76)
que satisfazem
Cm = (", 6"} = in™, () = —ig, (3.77)
05 = {¢57 ¢5} = _Z.a (05)_1 - Z., (378)
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e permitem contruir os parénteses de Dirac

{A,BY, = {A.B} = {40} (C") {ov, B}y = {A 65} (C5) ' {¢5. B}
= {A Bt +i{A ¢u}{¢", B} —i{A, &5} {¢5, B}, (3.79)

que reproduzem as relagoes (3.72) para as varidveis fermionicas.

Agora estamos prontos para escrever a acao integral que descreve uma particula
7cléssica” de spin 1/2. Como a dinamica esta contida nos vinculos de primeira classe
(3.73), eles sao inseridos na agao com auxilio dos multiplicadores de Lagrange. A
acao também precisa de um termo de superficie para que as equacoes de movimento
sejam obtidas variando-se a agao, e sua forma também pode ser inferida analisando
o caso nao relativistico e o termo cinético na equagao (3.75). Assim, a acdo ¢ escrita

na forma
§ = / 7D+ 9+ s — N (1) (0 — ) — M (7) ("D, — miis)
W (1) V" (12) — 5 (11) U5 (72)]

D
" {5 (9 = ) = N () (3 = m) = M (7) (&, — )}

[
SRR

DN | .

W( 1) Y (2) — s (1) Y5 (T2)] (3.80)

onde N (1) e M (1) sao multiplicadores de Lagrange reais, par e impar, respectiva-
mente. As equacoes de movimento sao obtidas variando a agao sob as condigoes de

contorno

ozt (1) = dzt (1) = 0,
oY* (11) + oYt (12) = 0, (3.81)
015 (11) + 05 (12) = 0,

e se apresentam na forma:
pt = 0, at — 2Npt — iMy* =0,
Wt —iMp" = 0, ity —imM =0, (3.82)
pP—m? = 0, wWhp, —imibs = 0.

Observando a segunda equacao, vemos que p* pode invertido e expresso em termos

das outras variaveis,

Pr= o (@ iMYH), (3.83)
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resultando nas equagoes

d /1 iM M

d L M N o —

dr <2Nx 2Nw> ) W= onT =0

iths — imM = 0, ﬁ:jgwy — iy = 0, (3.84)
1\2 . M.

<2]V> x2—ﬁx“¢ﬂ—m2:o.

Antes de analisar as equagoes de movimento, vamos primeiro analisar a ac¢ao (3.80)
e as invariancias de gauge nela presentes.
A hamiltoniana que segue da agao (3.80) é uma combinagao linear dos vinculos
HeJ:
H=NH+iMJ = u’p,, (3.85)

com u! = N e u?> = iM. Como os dois vinculos sdo de primeira classe, eles sao
geradores de transformacgoes de gauge, e os multiplicadores de lagrange sao fungoes
completamente arbitrarias do tempo. A transformacao de gauge para qualquer
funcao F' das varidveis canonicas presentes na teoria que relaciona duas evolucoes
distintas devido a duas diferentes escolhas u® e %, partindo do mesmo ponto inicial

Ty, admite a forma
OF (1) ={Fe(r)H+ia(T) T}y, ={F,€" (T) ¢a}p (3.86)

onde €; (7) =€(7) e €3 (7) = i (7) sdo os parametros das transformagoes infinitesi-

mais, dependentes de 7, que satisfazem as condigoes:
e (19) =0, € (1 +dr) =u"(19) — u® (70) . (3.87)

Considerando as varidveis presentes na acao (3.80), a forma geral (3.86) das trans-

formacoes de gauge fornece:
ot = 2ept +iapt, Sp* =0, YF =ap’, s =am. (3.88)

Essas equagoes podem ser implementadas como transformacgoes de simetria da agao

uma vez que os multiplicadores se transformem na forma [10]:
ou’ = ¢+ "KSul, (3.89)
com o coeficiente K¢, definido a partir da relagao
{“Gat’dn} = e Kon'de. (3.90)
O célculo explicito da equagao (3.90) fornece

o = —10420p207, (3.91)
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que inserido em (3.89) resulta nas transformagoes para os multiplicadores
ON =€ +iaM, oM = a. (3.92)

Utilizando a equagao (3.83), é possivel reescrever a agdo como

To 1 . 1 - . M . .
S = /T1 dr {4N=’EQ T35 (@W% - ¢5@/J5) + W@W% + Nm? + zmM%}
l
+ 9 [t (11) ¥ (72) — s (1) 5 (72)] | (3.93)
que ¢ invariante sob as transformacoes (3.88) e (3.92) quando reescritas na forma
1 M 1 M

= ¢ (Nx'“ = ZNQZJ“) +iayt, P =« (QNiH - ZZNWL) :
s = am, ON = ¢ +iaM, OM = ¢ (3.94)

Vamos analisar em separado as transformagoes geradas por cada um dos vinculos.
Tomando € = 0, temos as transformacoes geradas pelo vinculo J:
1 M

Boo— o N N T N —
ox 1ot ) oz<2Nx 2N¢>’ 05 = am,

SN = iaM,  0M =a. (3.95)

Como as transformacoes (3.95) combinam as variaveis bosonicas com as fermionicas,
elas sao chamadas de transformacoes de supersimetria, sendo J o gerador da trans-
formacao.

Ja as transformacoes geradas por H nao sao simples de comparar com as trans-
formacoes esperadas, visto que quando tomamos o = 0 em (3.94) as transformagoes
para ", 15 e M sao nulas [10]. Mas vamos considerar as transformacoes (3.94) com

as redefini¢oes dos parametros

e=¢N, a=ao +&M. (3.96)
Assim podemos escrever
ozt = it 4 iyt Syt = 6'1&“ +a <153u _ mwu) + Swu
’ 2N 2N ’
. ~ d
s = &5+ a'm + 0, ON = d—(e’N)—l—z’o/M, (3.97)
T
d
(SM = % (glM) + (jél,
onde \
o (M -, o
i = e (QN:,;“ W) S = (mM — ). (3.98)
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Sob essas redefinicoes dos parametros, ¢ possivel observar que as transformacgoes
de supersimetria mantém a mesma forma, i.e., a dependéncia de o em (3.97) é a
mesma de « em (3.94). J& quando o/ = 0, as transformacgoes assumem a forma de
uma reparametrizagdo 07 = £’ (), sob a qual as varidveis x*, " e 15 transformam-
se como escalares, enquanto N e M transformam-se como ”densidades”. As trans-
formacoes 0" e 015 que acompanham a transformacio gerada por H sao consider-
adas transformagoes de gauge espurias [10], mas é possivel observar que elas sao nulas
quando utilizadas as equagoes de movimento (3.84). Embora nao seja muito ”acom-
selhdvel” chamar H de gerador de reparametrizacoes (tendo em vista a discussao

realizada), a acdo (3.93) é invariante sob as transformagoes de reparametrizacao

oxt = ezt oYt = 51/.}”, s = 51/’5;
d d
ON = — (eN), OM = — (eM). (3.99)

Uma vez discutidas as transformacoes de gauge que provéem dos vinculos de
primeira classe, geradores das transformagoes, resta ainda analisar o comportamento
da teoria sob transformacoes do grupo de Poincaré, e a partir dele obter uma ex-
pressao para o spin da particula. Vamos definir o comportamento das variaveis

dinamicas da teoria sob transformacoes de Poincaré na forma

dzt = wha” + e, it = whp”, Pt = wh? dps = 0, (3.100)
com Wy, = —w,,. Sob essas transformacoes, a variagao da acao (3.80) fornece
1
55 = £ [pu (72) = P ()] + G [T (72) = T (72)] = 0, (3.101)
onde
JH = ztp” — x¥pt + ity (3.102)

sao os geradores de rotagoes de Lorentz, identificados com o momento angular total
da particula. Juntamente com p*, estes geradores obedecem a algebra do grupo de

Poincaré,

{pmpzx}[) = 07 {J,uzx:pp}p = NupPv — NMvpPu,
{ s oo} p = Nupdve = MuoJvp + Mo dup — Mupdyo, (3.103)

sendo a agao uma representacao do grupo de Poincaré. Como os geradores J*” e p#
sao quantidades conservadas, eles possuem parénteses de Dirac nulos com J e ‘H,
sendo portanto invariantes supersimétricos.

A definicao do spin da particula é realizada a partir da separacao do momento

angular total J,, em uma parte orbital L, e outra intrinseca associada ao spin .S,
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Definindo o spin como a projecao do momento angular total no subespago ortogonal
a p [10],
S~ ubug J*, (3.104)

onde u/ ¢ o operador de projegao no subespago ortogonal a p*,

1

ujy, ~ 0 — ﬁp“pp, (3.105)

¢é possivel observar que S* ¢é conservado, pois ele ¢ definido em termos de J*” e p#,
o que significa que ele também possui parénteses de Dirac nulos com os vinculos H

e J, sendo invariante supersimétrico (também). Da defini¢ao (3.105), vemos que
uhp, = 0, (3.106)

L.e., o operador uf s6 ¢ um operador de projecao na presenga do vinculo H = 0, o
que torna as equagoes (3.104) e (3.105) definidas somente na superficie do vinculo
(por isso o sinal de igualdade fraca). Como p* é o gerador de translacoes, é fcil

verificar que sob as equagoes (3.103) e (3.106) temos
{5", pp}p = 0, (3.107)

o que implica na invariancia translacional de S**. E por tltimo, o tensor S* satisfaz

a algebra do grupo de Lorentz,
{S*,SP7} 5 = P SYT — ph? SVP 4 7 SHP — P SHY (3.108)

Assim vemos que a definigao (3.104) para o spin é satisfatéria, pois ela é definida de
forma nao ambigua, sendo conservada (no caso de uma particula livre) e invariante
por transformagoes de supersimetria e translagoes (que é a propriedade intrinseca),
e obedece a élgebra do grupo de Lorentz. Sob as equagoes (3.102) e (3.105), o tensor

de spin S* assume a forma
SH = it + ;ng, (Prp” —p"), (3.109)
satisfazendo as condigoes de ortogonalidade
SHp, =0, St =~ 0, Sz, ~ 0, (3.110)

requeridas para o spin. A partir da equacao (3.109) é possivel ver que a definigao
de spin utilizada s6 é satisfatéria no caso de uma particula massiva, apresentando
divergéncia no limite m — 0. Esse problema ja era esperado, visto que nao existe um

referencial de repouso para uma particula nao massiva, nao sendo possivel construir
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uma projecao ortogonal a p*, que agora ¢ um vetor nulo (p? ~ 0). Mas vamos
primeiro terminar de analisar o caso massivo antes de entrar nos pormenores do
limite nao massivo da teoria.

Como ultima etapa do processo de construcao da teoria, é necessario analisar
as equagoes de movimento obtidas da agdo e verificar se elas descrevem (no regime
classico) uma particula relativistica livre dotada de spin. Para tal, partimos da agao

integral (3.93), fazendo a seguinte mudanca de ”varidveis”:
e=2N, y=2M, (3.111)

que reescrevem a a(;éo na forma

S = /T dr {:B + - (WWM ¢5¢5) - ;eX?qu + ;emz + z‘mx%}

"‘5 [t (1) P (12) — s (11) 5 (72)] - (3.112)
A agao (3.112) fornece a lagrangiana
L= 21x + = (1#“2/1# 2/151#5) — 22)(2/}“92:# + ;em2 + imx s, (3.113)

visto que o termo de superficie é uma derivada total

; W)M (Tl) WL (7_2) 7705 (Tl ,4/}5 7_2 / dT [;dﬁﬂ/}u (7'2) - ;@/J5¢5 (Tg) s (3114)

onde ¢* (1) e 5 (72) sdo constantes multiplicativas. Com a mudanga de varidveis
(3.111), vemos que a lagrangiana que descreve o sistema é a mesma contida na re-
feréncia [9], que foi obtida por um processo construtivo, partindo de uma teoria livre
nao massiva e impondo invarianga sob reparametrizacoes e transformacoes de super-
simetria. Do procedimento realizado anteriormente, vemos que as transformacoes

de reparametrizacao assumem a forma

. . d d
ot =eit, Yt =eyYt, o5 =ehs, de=—(ce), Ix=—(gx), (3.115)
dr dr
fornecendo p
0L =—(eL), (3.116)
dr
e as transformacoes de supersimetria ficam
1 .
oxt = iapt, ' =« (i“ — 22)(1/)“> , 05 = am,
e e
de = iay, oy = 24, (3.117)
fornecendo .
5L = — F ( Y, + mwg,ﬂ (3.118)
T

31



A diferenca entre as agoes (3.80) e (3.112) é o tratamento dado nesta tltima dos
multiplicadores de Lagrange, que entram na teoria como campos auxiliares, que
devido a sua origem, sao funcgoes arbitrarias do parametro 7. Mas é importante
observar que a presenca dos campos auxiliares altera o processo de hamiltonizacao,
fornecendo dois vinculos a mais do que gostarfamos de ter (como pode ser inferido da
lagrangiana, onde nao conseguimos definir os momentos conjugados), que precisam
ser eliminados (via fixagdo de gauge) para que a teoria fique com o nimero correto
de graus de liberdade. No capitulo 4 trataremos da hamiltonizacao e quantizagao
da teoria, onde ficara mais claro essa discussao.

Da equagao (3.113), é possivel observar que tomando o ”limite” para o caso sem
spin (obtido fazendo as varidveis fermionicas irem a zero), a lagrangiana recai na
expressao (3.12) para uma particula livre de spin 0 (sem spin), sendo uma extensao
natural do modelo para englobar os graus de liberdade inseridos pela descricao do
spin. Ela também apresenta um limite nao massivo, obtido via

1

saemes) — fim 5= ["ar {
2e

m7¢5 —0 T1

B+ S = XU S ()9 (1),
(3.119)

onde o limite ¥5 — 0 é inserido para lembrar que a variavel s6 é utilizada para

acoplar a massa no vinculo J [9], visto que no caso nao massivo, os vinculos de

primeira classe satisfazem a mesma &lgebra (3.74), com
j(n&omas.) _ ¢Mpu ~ 0’ H(nfwmas.) — p2 ~ 0. (3120)

As equagoes de movimento obtidas de (3.112) via principio variacional so:

i (aju _ iX¢“> =0,

dr \ e 2e
1
B ikt —
i/ :
s —my =0, (3.121)
1
7¢.Ux'u - m@/}f) = 07
i? —ixhi, —e*m? =0

Da mesma forma que no caso de particula sem spin, nés temos dois campos auxi-
liares que apresentam uma liberdade de gauge por assumirem valores arbitrarios,
permitindo que se possa fazer duas escolhas (uma para cada campo) para eliminar

os graus de liberdade a mais presentes na teoria. Assim, vemos que sob a fixagao [9]

e=—, x =0, (3.122)
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as equagoes de movimento assumem a forma
d . . : . .
- (mi*) =0, Y =0, ps=0, d.ap=1b5 di*=1, (3.123)
-
que expressam uma particula relativistica livre no referencial do tempo préprio, com
spin constante, visto que, aplicando a equacao de movimento para ¥* na defini¢ao
(3.109) do spin, temos

SH = . (3.124)

Quando tomamos o limite nao massivo da teoria, as equacoes de movimento
resultantes de (3.119) sdo:

PRV _ .
_ (x _ wau) — 0? @W _ *Xf'u — 07

2e
Vi, =0, i = 0. (3.125)

De (3.125), vemos que o referencial j& se encontra no tempo préprio, mas as equagoes
de movimento nao possuem a forma de uma particula livre. Como a particula é nao

massiva, podemos fixar o gauge utilizando
e=1, x =0, (3.126)

para obter

d .
o (") =0, M =0, ) =0, 2 =0, (3.127)
~

que descrevem uma particula nao massiva livre. Mas ao contrario do caso massivo,
nos ainda nao sabemos se o spin é conservado, ou melhor, sequer temos uma definicao
para o spin.

Para contornar este problema, vamos retomar a discussao feita anteriormente,
onde concluimos que nao era possivel construir uma proje¢ao do momento angular
na direcao ortogonal a p*, pois ele é um vetor nulo. Ao invés de utilizarmos simples-
mente uma dire¢ao ortogonal, nés podemos construir uma base local com os vetores

(p, ke, 6(2)), obedecendo as relacoes
p./{? = 1, /{32 = 0, b-€uy = k:.e(i) = O, €1)-€(5) = 52‘3‘7 (3128)
e definir um escalar ¥ que seja a projecao de J*” no plano (e(l), 6(2)>2
v - m p
5 = Juefely) = iejrmih ) |?f|- (3.129)
Esse escalar ¢ invariante por translacoes e representa a projecao de J*” na direcao

de movimento em qualquer referencial de Lorentz, sendo portanto a helicidade da

particula [10]. A relac@o entre a helicidade e o 4-vetor de spin é dada pela relagao
1

S, = —iew,ng”pp" ~ Xpu, (3.130)
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de onde obtemos, no referencial de repouso, o vetor de spin classico

1
Sk = _§€knm¢n¢m7 (3131)

analogo ao obtido em (3.66).
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Capitulo 4

Quantizacao de Particulas Livres

Como no capitulo anterior nos preocupamos com a descri¢ao classica de particulas
livres, neste capitulo seremos um pouco mais pragmaticos e utilizaremos o método
de hamiltonizacao de Dirac [5-7] para obter as equagoes quanticas que descrevem

particulas livres.

4.1 Particula de Spin 0

Conforme (3.19), a lagrangiana que descreve uma particula relativistica nao

massiva é
L,

L(nfzomas.) = %Qf . (41)

Seguindo o procedimento de hamiltonizacao, definimos os momentos conjugados na

forma 5L . oL
= — = 7 e — T = 07 42
Pu=gzn = &t Pe = "5¢ (42)
de onde surge o vinculo primério
¢e = Pe = 0. (43)

A partir de (4.2) e (4.3), podemos definir a hamiltoniana canonica

1
H.= :t#p“ - L= 56]?2, (44)
e a hamiltoniana primaria
H,=H.+ ucope. (4.5)

Impondo condi¢ao de consisténcia no vinculo ¢, obtemos

. 1
¢e = {¢ey Hp} = _§p2 ~ 07 (46)
que fornece o vinculo secundério

0 =7p*=0. (4.7)



O sistema nao apresenta mais vinculos, pois

»={p Hp} = 0. (4.8)

Como os dois vinculos possuem parénteses de Poisson entre si iguais a zero, a teoria

possui dois vinculos de primeira classe,
o =p, ~ 0, ©® =p? ~0, (4.9)
permitindo que a hamiltoniana priméria seja escrita somente em termos deles:
H, = ggom + uopW. (4.10)

Com a hamiltoniana priméria, podemos calcular a equagao de movimento para o
campo auxiliar e,
é={e, H,} = u,, (4.11)

de onde observamos a arbitrariedade da equacao de movimento devido a presenca
do multiplicador de Lagrange.

Para realizar o processo de quantizacao, os parénteses de Poisson classicos devem
ser identificados com as relagoes de comutagao quanticas entre os operadores na

forma
{z",p,} — i[2",pu], (4.12)

fornecendo
[, ] = —id". (4.13)

Os vinculos de primeira classe devem aniquilar os estados fisicos do sistema. Con-
forme (4.9), nés temos dois vinculos de primeira classe, mas como p, ~ 0, é possivel

fixar o multiplicador u, inserindo o vinculo adicional
Q=e—-1x=0, (4.14)

que fixa o multiplicador de Lagrange e permite que o vinculo ¢ seja eliminado,

restando somente . Com essa fixacio obtemos a equacio de movimento
' =0, (4.15)

que descreve uma particula livre.

Assim temos a equacao que define os estados fisicos do espaco de Hilbert:

PV fisico) = 0. (4.16)
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Utilizando os operadores na representacao das posicoes, com p,, = id,, a equacao
(4.16) assume a forma

OV (z) =0, (4.17)
que ¢é o limite nao massivo da equacao de Klein-Gordon satisfeita pela funcao de

onda.

No caso massivo, partimos da lagrangiana (3.18)

1 1

L =—i?+ —em? 4.18
5o + M’ (4.18)
que fornece os momentos conjugados
oL 1. oL
pﬂ == % == gxu Pe = % == O, (419)
e o vinculo primario
Pe = pe = 0, (4.20)
semelhante ao caso nao massivo. As hamiltonianas canonica e primaria sao escritas
na forma
1
H. = i'p,— L= 3¢ <p2 — m2) , (4.21)
Hy, = Hc+ueoe, (4.22)

e a condicao de consisténcia sobre ¢, fornece

. 1
b = {0e Hy} = — (p* = m?) ~0. (4.23)
Assim temos somente um vinculo secunddrio
o =p*—m? =0, (4.24)

visto que
o ={¢,Hy} =0. (4.25)
Os parénteses de Poisson entre os dois vinculos é nulo, inferindo que ambos sao de

primeira classe:

(p(l) =P R 07 QO(Q) = p2 — m2 ~ 0. (426)

A hamiltoniana primaéria escrita em termos dos vinculos de primeira classe assume
a forma

H, = gw(z) + e, (4.27)

e também fornece o mesmo tipo de arbitrariedade para o campo auxiliar,

é={e, H,} = u.. (4.28)
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Tendo em vista a parte cldssica discutida no capitulo anterior, e a escolha de gauge

feita na quantizacao do caso nao massivo, vemos que inserindo o vinculo adicional

1
Q=e— — =0, (4.29)
m

nés fixamos o multiplicador de Lagrange e eliminamos o vinculo o). Com essa

fixacao obtemos a equacgao de movimento para uma particula livre massiva:
mzt = 0. (4.30)
O processo de quantizacao leva entao a equagao
(152 - mQ) |V pisico) = 0, (4.31)
que na representacao das posigoes assume a forma
(0" +m?) ¥ (z) = 0. (4.32)

Essa é a equacao de Klein-Gordon satisfeita pela fungao de onda W (z). Anal-
isando os dois processos de quantizac¢do, vemos que tanto no nivel classico (acao e
equagoes de movimento), como no nivel quantico (equacao de onda), a descri¢ao de

uma particula massiva admite o limite de massa nula m — 0.

4.2 Particula de Spin 1/2

Da mesma forma feita no caso da particula com spin 0, partimos da lagrangiana

nao massiva (3.119)

(1/2) ol 1 .
L(n&omas.) - %l’ + §¢#¢H - %X¢H$H7 (433)
que fornece os momentos conjugados
oL 1 i oL
O L P O L
oL1/2) oL(1/2)
. = =0, — — =0, 4.34
e os vinculos primarios
7
P R0, Ge=pm0, G =T N0, (4.35)
As hamiltonianas canonica e primaria sao escritas na forma
H, = #p, + L) —L(l/Q)—l( 2 ixtp,) (4.36)
c =T Py 5 m =9 ep XV Pu) .
H, = H.+ ¢"u, + ¢ty + Uee. (4.37)
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Impondo condigoes de consisténcia nos vinculos obtemos

: ;
bu = {ou, Hp} = §Xpu uy, = 0,

: 1

¢e - {¢ea Hp} = _§p2 ~ U, (438)

: 1
¢x = {¢x’ Hp} = _ilb“pu ~ 0.
Essas equagoes fixam o multiplicador de Lagrange

l

5 XPus (4.39)

Uy, =
e fornecem os vinculos secundarios
oM =p? 0, e = Yr'p, = 0. (4.40)
O sistema nao apresenta mais vinculos, pois
oW ={eM H,} =0, @ ={e® H,}= —;XpQ ~ 0. (4.41)
Os tnicos parénteses de Poisson nao nulos entre os vinculos sao:
{o", 0"} = —in, {Cbu, 90(2)} = —ip. (4.42)

Assim, é possivel tomar uma combinagao linear entre os vinculos para escrever um

conjunto de vinculos de primeira classe

o =6.~0, ¢ =g ~0, ¢V =0~
6 = 0@ _ip ¢ ~ 0, (4.43)

e manter somente um vinculo de segunda classe
G = — %W ~ 0. (4.44)

A hamiltoniana primaéria é escrita em termos dos vinculos de primeira classe, sendo

fracamente igual a zero:

X .
H, = 3¢ + Sxo® + 6Puy +uo!) ~ 0. (4.45)
Como
{¢9, ¢"} = —ip” =C",  (C"™)' =in, (4.46)

o vinculo de segunda classe pode ser eliminado introduzindo os parénteses de Dirac

{A. B}, = {A By +{A,6,} (C71)" {6, B} = {A, B} +i{A,¢,} {¢". B} . (4.47)
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Sob esses novos parénteses, temos as relacoes bésicas
{z".pv}p =10, {0 p =i, (4.48)
que, sob o processo de quantizagao, fornecem a algebra dos operadores quanticos
0] = ik, [0 0], =0, (4.49)

lembrando que as os parénteses de Dirac entre varidveis fermionicas sao identificados
com anti-comutadores.
Utilizando a hamiltoniana priméria (4.45), vemos que as equagoes de movimento

para 0s campos € e Y sao:

é={e, Hp}, = ue, X ={x, Hp} p = ty. (4.50)

Tendo em mente a escolha do gauge (tempo préprio) no contexto cldssico, inserimos

os vinculos adicionais
O =e—-1~0, 0O? =y ~0, (4.51)

que fixam os multiplicadores de Lagrange e eliminam os vinculos ¢ e ¢, visto
que os quatro vinculos se tornam de segunda classe e nao alteram os parénteses de

Dirac (4.47). As equagoes de movimento assumem a forma:

=0, Yr=0 (4.52)

90(1) — pQ ~ 07 90(2) = @ZJMPM ~ 0. (453)

Usando a representacao
1

__AM
\/577

que satisfaz a algebra (4.49), onde v sao as matrizes de Dirac, os estados fisicos do

Pt = (4.54)

espaco de Hilbert devem satisfazem as equacoes

Vb |¥ fisico) = 0, P*|¥ fisico) = O, (4.55)
Na representacao das posicoes, essas equacoes assumem a forma

(i’Y“@u)Z Uy, (z) =0, 0*V, (x) =0, (4.56)
que sao o limite nao massivo das equacao de Dirac e de Klein-Gordon satisfeitas

pelo espinor de 4 componentes ¥, (x) (a =1, ...,4 é o indice espinorial).
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No caso massivo, partimos da lagrangiana (3.113)

1. 1 v - ? ) 1
7,1/2) — %:ﬁ 4 §em2 + 5 (wuwﬂ _ ¢5¢5> _ %Xz/’#xu + §mx¢5, (4.57)

que fornece os momentos conjugados

OLW? 1/ oL/
e i U O N S e 10
oL1/2) i oL(1/2) oL1/2)
— . e e = - = O’ = ; - 0, 458
s Ps 5 Vs D G Tx Bx ( )
e os vinculos primarios
1 1
¢M:WM_§'¢M%0> ¢5=7T5+§¢5%07 ¢e:pe%07
Oy =Ty = 0. (4.59)
As hamiltonianas canonica e primaria sao escritas na forma
1 0
Hc = 56 (p2 — m2> —+ §X (w“pu — mwg,) , (460)
Hy = He + upd! + usds + UePe + ty @y (4.61)
Impondo condigao de consisténcia nos vinculos, obtemos
. /1
¢ ={¢" Hp} =i (QXP“ + U“> ~ 0,
. 1
¢s = {¢s, Hp} = 5 (mx +us) ~ 0,
i L/, 2
¢e:{¢e:Hp}: _5 (p —m ) N07
. 1
¢x = {gbxa Hp} = _5 (@Dupu - md}B) ~ 0. (462)
Essas condigoes fixam os multiplicadores
1
ut = _§XPH7 Us = —MmX, (463)
e fornecem os vinculos secundarios
90(1) — p2 — m2 ~ 07 gp(z) = w“pu — mwf) ~ O (464)
O sistema nao apresenta mais vinculos, uma vez que
1
K1) — M — 52) — [ 2 I 2 _ 2
MV ={oW, H} =0,  ¢®@={p ,Hp}—Zx(p m?) ~ 0. (4.65)
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Os tnicos parénteses de Poisson nao nulos entre os vinculos que sao:
{¢F, ¢"} = —ig™, {¢s, d5} = —i, {gb",gp@)} _——
{50} =m. (4.66)

Assim é possivel tomar uma combinacao linear entre os vinculos para escrever um

conjunto de vinculos de primeira classe

W =gm0, 9P =40, ¢ =pl a0,
oM = o — ipu @t — imes = 0, (4.67)

e manter dois vinculos de segunda classe

7 7
Pf =7t — 5@0“ ~ 0, ¢5 = 5 + 5@05- (4.68)

Dessa forma a hamiltoniana priméria é escrita em termos dos vinculos de primeira

classe, sendo fracamente igual a zero:
1 4
H, = 7069 + 2x6" + b + uo?. (4.69)

Como
{¢5,05) = —i = Cs, (Cs) ' =14, (4.70)

e utilizando o resultado (4.46) ja calculado no caso nao massivo, é possivel construir

os parénteses de Dirac

{A,B}, ={A, B} +i{A, ¢"} {¢,, B} —i{A, ¢5} {¢5, B}, (4.71)

e eliminar os vinculos de segunda classe da teoria. Sob os novos parénteses, temos

as relagoes basicas

{xu?pl/}l) = 557 {wu>wV}D = @'77’“/7 {wt’)a wS}D = _i? (472)
que na quantizacao fornece a algebra dos operadores

['@”aﬁll] = _1557 [¢”7¢V}+ = 77“1/7 {wf)a 77Z)5]+ = —1. (473)

Semelhante ao caso ndo massivo, a hamiltoniana primaria (339) fornece as equagoes

de movimento

é={e Hp}, = ue, X ={x, Hp}p = uy, (4.74)
de onde concluimos que a fixagdo do gauge via imposicao dos vinculos adicionais
1
Qb —e— — x0, 02 =y ~0, (4.75)
m
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eliminam os vinculos ¢V e ¢ da teoria, restando somente dois vinculos de primeira
classe:
oM =p?> —m? ~0, o = Y'p, — maps = 0. (4.76)

Sob a fixacao de gauge, obtemos as equagoes de movimento
mit =0, P =0, (4.77)

que descrevem uma particula livre.

Se utilizarmos a representacao

. 1 - 1
B = —vsyH, = —"s, 4.78
(0 \/5757 Vs \/575 ( )
que satisfaz a dlgebra (4.73), com
V5 = YoV17273 (4.79)
tal que
()" ==L [yl =0, (4.80)
os estados fisicos do sistema devem satisfazer as equagoes
V5 (’Y‘uﬁu - m) |\ijz'sz'co> - O, (]32 - m2) |\I}fisico> = 0. (481)
Na representacao das posicoes essas equagoes assumem a forma
(i7", —m)o Wy (x) =0, (9% +m?) W, (x) =0, (4.82)

que sao as equagoes de Dirac e Klein-Gordon satisfeitas pelo espinor ¥, (z).
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Capitulo 5

Interacao Eletromagnética de Particulas

Relativisticas

Neste capitulo consideramos a interacao com um campo eletromagnético de fundo,
partindo de um modelo para particulas de spin 0 [1,2], e obtendo a descri¢ao para
spin 1/2 da mesma forma que no caso livre, a partir da equacdo de Dirac com
acoplamento minimo [8,10]. Realizamos a quantiza¢do para o caso massivo [8,10-

13], e por dltimo analisamos o limite ndo massivo da teoria.

5.1 Particulas de Spin 0

A agao de uma particula que se move em um campo eletromagnético é composta
de duas partes: uma que descreve a particula livre (agao livre) e um termo que
descreve a interagao, que deve conter grandezas caracteristicas da particula e do
campo [1]. As propriedades da particula sdo definidas (no caso da interagdo com o
campo) por um tnico parametro, a carga elétrica g, enquanto as propriedades do
campo sao caracterizadas pelo 4-vetor (4-potencial) A,,. As grandezas sdo expressas

na agao por meio do termo
T2 T2
Sint = / A, dat = / gA, it dr, (5.1)
1 T1

com as funcoes sendo tomadas ao longo da linha de universo da particula. So-
mando com a parte da particula livre (3.18), a agdo que descreve a interagdo de uma

particula carregada com um campo eletromagnético de fundo é

S = / dr {x + ;em + git'A, } (5.2)

As equagbes de movimento obtidas via principio variacional sao:
dci' (137“ + gA“) — gz, 0"A” =0, (5.3)
612x2 —m? =0. (5.4)
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Utilizando a fixacao de gauge do tempo préprio e = 1/m, e observando que

d
d—A" = 10, A", FHr = 9t AV — o A*, (5.5)
-
onde F" é o tensor de campo eletromagnético, as equacoes (5.3) sdo reescritas na
forma p
pm (mit) = ga, F*. (5.6)
Identificando
E*=F" = B"=e"F,, (5.7)

onde E* e B¥ sao as componentes dos campos elétrico e magnético, obtemos a

expressao para a forca de Lorentz
mx=g(E+vxB). (5.8)

Entao vemos que as equagoes de movimento na forma covariante (5.6) descrevem
uma particula com carga elétrica g interagindo com um campo eletromagnético
externo, quando o campo produzido pela particula é muito pequeno em comparagao
ao campo externo.

Para que a teoria seja consistente, nds precisamos verificar trés propriedades
que devem ser satisfeitas pela acao (5.1): ela deve descrever uma particula car-
regada para permitir a interagao eletromagnética; a invariancia de gauge do campo
eletromagnético deve ser preservada; a interacao nao deve quebrar a invariancia
sob reparametrizacoes satisfeita pela teoria livre. Para mostrar a primeira, vamos

considerar um 4-vetor de corrente elétrica associado a particula, na forma [2]
@)= [ gt o -z ()] dr, (5.9)

onde j* = (p,j), com p sendo a densidade de carga e j o vetor de corrente elétrica.
A demonstracao de que a corrente definida acima satisfaz a equagao de continuidade

¢é direta:

MJ“—g/ [z — 2 ( :—g/ dT— [z —2(7)]=0.  (5.10)

8:6“

Considerando que esse vetor é um termo de fonte interagindo com o campo eletro-

magnético, a acao que descreve a interacao é na forma
Sint = /d%ju( ) A* () = g/ dT/d4l’/l‘/ AP (1) 6* [z — 2 (7)]
= /gx'MA“ (x)dr, (5.11)

ou seja, igual ao termo de interagao inferido na equagao (5.1), o que nos mostra que

a acao descreve uma particula carregada sob interacao.
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A invariancia de gauge pode ser observada diretamente da acao, visto o campo

A* admite a transformacao

A, — A, + A (5.12)

Sob (5.12) temos
Sz{nt = Sint + /T2 97" 0, AdT = Sipy + /T2 g {au (J*A) — aujuA} dr = Sipe. (5.13)

Como o primeiro termo na integral a direita é uma divergéncia e o segundo é zero
devido a (5.10), a invariancia de gauge é assegurada.
Sob as transformacoes de reparametrizagoes (3.115) vemos que a lagrangiana de
interagao presente em (5.1)
Line = gA, 2" (5.14)

se transforma como uma derivada total

d
OLip = % (5Lmt) ) (5-15>

mantendo a invariancia ja presente no caso livre.

5.2 Particulas de Spin 1/2

Para descrecer a interacao do spin, vamos seguir a mesma metodologia do caso
livre, analisando o comportamento da equacao da Dirac sob a interacao com o campo
eletromagnético e obter a estrutura dos vinculos na formulagao cldssica [10].

A interacao entre os campos livres carregados com o campo eletromagnético é

feita sob o processo de acoplamento minimo, que corresponde a substituicao
0, — D, =0,+igA, (). (5.16)
Inserindo (5.16) na equagao de Dirac, ela é escrita na forma
(iv"0, — gy" A, —m) ¥ (x) = 0. (5.17)

Introduzindo as varidveis de Grassmann ¢* e 15 definidas em (3.68), obtemos o

vinculo de primeira classe
J =Y, — gt A, (x) — maps = 0, (5.18)
e da exigéncia que a algebra da teoria interagente seja a mesma do caso livre, i.e.,

{H’H}D:{H7\7}D:O7 {j7\7}D:iH7 (5-19)
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obtemos o segundo vinculo de primeira classe
H = (p, — gA,)’ —m? —igp"y"F,, (x) ~ 0. (5.20)

Com os dois vinculos em maos, a acao pode ser construida com o auxilio dos mul-

tiplicadores de Lagrange:

S/ = / " {o‘c“pu + ; (V¥4 — stis) + gAui* — NH —iMJ }
o [ (1) 9 (72) = s () s ()] (5.21)

Inserindo os campos auxiliares via transformacgao
e=2N, X = 2M, (5.22)

e utilizando a expressao

1
P = g (@ — M) 4 g AV, (5.23)

que é obtida de 0.5/dp,, = 0, a acdo é escrita na forma

2

S2) — /dT{QleiiZ + ; (ﬁ}ud)u - @%57»05) - ;;X@Z}Hj:u + lemQ +imxs
+ gi'A, + %ewway} + % [V (1) 9 (r2) = b5 (1) 5 (72)], (5.24)

que fornece a lagrangiana

1., i, . i .
JASRE %ﬁ +5 ‘(WL%L - ¢5¢5) - %XWL% + 567”2 + imxvs
+ gitA, + %ezpw”m. (5.25)

Nessa equacao é possivel observar que o efeito da interagao eletromagnética esté

inteiramente contido no termo
) 19 Y
Lint = ngAu + 561?“1# F,uzn (526>

que é somado com a lagrangiana (3.113) que descreve uma particula livre. Esse

termo ¢é invariante sob reparametrizagoes (3.115),

d
5Lint = (SLint) ) (527)
dr

e sob as transformagoes de supersimetria (3.117),

d .
(5Lmt:d (tagytA,,). (5.28)

T
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As equagbes de movimento obtidas variando a agao (5.24) sao:

d (1, i . i

ar (exu - 26qu> = g"Fuy + §€¢ wﬁauFaﬁﬂ (5.29)

N Qixgc# + geFy,, (5.30)
e

i = & (m® + ig"p” By ) + ixi' iy, (5.31)

Y, = emaps, (5.32)

1/}5 = —imy (5.33)

Para analisar as equacoes de movimento corretamente é necessario ”enfraquecer”

um pouco a defini¢cdo do tensor de spin (3.109), escrevendo-o na forma
SHY = qptap”. (5.34)

O efeito dessa redefinicao é que, sob a interacao ele passa a nao ser ortogonal ao
momento p*, mas continua satisfazendo a algebra do grupo de Lorentz e mantém
a propriedade de invariancia translacional (na referéncia [10] essa expressao para o
tensor de spin também é utilizada, mas ela é obtida sob a fixagao de gauge 15 = 0).

Sob (5.34), a equacao (5.31) é escrita na forma
i? = e (m? + gS"™ Fu ) + ixt"iy. (5.35)
Observando essa equacgao, poderiamos, a priori, escolher a fixacao de gauge

=m +g l/7127 X =Y, .
e = (m?+gsE,) " 0 5.36

para obter as equacoes de movimento no tempo préprio, pois ela fornece @2 =

1. O problema é que essa condigdo nao pode ser obtida via fixagdo de gauge (no
formalismo hamiltoniano), visto que o vinculo adicional que precisa ser imposto nao
satisfaz as condigbes de consisténcia (ndo é constante de movimento). Mas se nos
preocuparmos somente com a dinamica classica, podemos simplesmente escolher a
inversao do campo auxiliar e, eliminando esse grau de liberdade, e fazer a fixagao
de gauge 15 = 0 para obter a descrigao classica de uma particula relativistica [10].

Como estamos interessados em uma teoria que descreva uma particula classica
interagente e que forneca a quantizacao desejada, devemos procurar outra forma de
fixar o gauge. Ja4 que nao podemos fazer uma fixacao de forma a levar as equacgoes
para o tempo préprio, vamos analisar a fixagdo mais simples que podemos imaginar:

a do caso livre. Se escolhermos

Il
o

e=1/m, X (5.37)
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as equagoes de movimento (5.29 - 5.33) sob (5.37) assumem a forma
mit = git By + 25990, Fog, 0, = Ly¥F,
@ om 1 ) . s

=1+ L9, Wi =vs, =0, (5.38)

Apesar de as equagoes nao se encontrarem no referencial do tempo préprio, podemos
ver que a expressao da forca de Lorentz é obtida com uma correcao devido a interagao
do spin com o campo eletromagnético, e o tensor de spin S*” satisfaz a equagao
g = T Lpreg v 1 Fres, el (5.39)
T m P 7 )

que ¢ a generalizacao relativistica mais simples que se pode construir para descrever
uma particula interagindo com o campo eletromagnético, dotada de spin e fator
giromagnético Ngir, = 2 [2]. Essa conclusao pode ser observada analisando o limite
nao relativistico da teoria, onde escolhemos /° ~ 0. Utilizando a expressao do vetor

de spin ‘
1
Sa - _ieabcwbwm (540)

obtemos as equacgoes de movimento
S=98xB, mik=gE+vxB)+IV(BS), (5.41)
m m

que descrevem uma particula com spin movendo-se em um campo eletromagnético

de fundo, também com correcoes devido ao acoplamento do spin.

5.3 Quantizacao

Comegando pelo modelo de spin 0, partimos da lagrangiana (5.2)
L= i9'62 + 1em2 + gi"'A (5.42)
2e 2 - '

Ela fornece os momentos conjugados

oL 1. oL
Pu = @ = ;SUH —+ gA#, Pe = % = 0, (543)

de onde surge o vinculo primério
Pe = pe = 0. (5.44)
As hamiltonianas canonica e primaria sao escritas na forma

H,=it'p, — L= [(p" — gA")* = m?|, (5.45)
H,= H.+ uco., (5.46)

o o
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e a condicao de consisténcia sobre ¢, fornece
. 1
b = {0e, Hy} = —3 (' = gA")? —m?| ~ 0. (5.47)
Assim temos somente um vinculo secundario
o =" —gA")’ —m?| =0, (5.48)

visto que ¢ = 0. Os parénteses de Poisson entre os dois vinculos é nulo, inferindo
que ambos sao de primeira classe. Para eliminar o vinculo ¢., impomos o vinculo
adicional )

ND=ec— —=0. 5.49
e— = (5.49)

Sob essa escolha, a equacao de movimento assume a forma da forca de Lorentz
mit = gF* i, (5.50)

Assim temos somente o vinculo ¢, que sob o processo de quantizacao leva entao a
equacao
. 2
([p“ — gA" (z)]" - m2) U fiico) = 0. (5.51)
Na representagao das posigoes, a equacao (5.51) é escrita na forma

(0% +igDu A" + igA,0" — g A = m?) W () = 0. (5.52)

Para o caso de uma particula com spin 1/2, temos a lagrangiana (3.26)

1 i, . i1 .
L2 = %ﬁ + 5‘ <¢”¢u - %@/)5) - %XWL% + §€m2 + imx s
gt A, + %mpw”@y, (5.53)

da qual obtemos os momentos conjugados

oL/ 1 i
D= g = o tn T Xt 9
oL/2) oL(1/2) i
= — = = — = —= 5.54
m aw“ 9 1y s 8% 2¢57 ( )
§1,0/2) . oL1/2) .
pe - aé - Y ﬂ-X - ax -

Essas equagoes levam aos vinculos primarios

1 1
¢HIW“_§¢M%07 ¢5:7T5+§¢5%07 ¢e:pe%07 ¢X:7TX%O
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Assim, as hamiltonianas canonica e primaria sao escritras na forma

H.= g {(pu - gA#)Z —m? — igl/’#wVF/W} + %X [(Pu — 9Au) " — ms5](5.56)
H, = H.+ ¢"u, + ¢sus + oty + Uehe. (5.57)

Impondo condigoes de consisténcia nos vinculos, obtemos

¢ = {¢ Hy} = —igeF"y, + ;x (p" — gA") +iu" ~ 0, (5.58)
b5 = {5, Hy} = —;mx — ius ~ 0, (5.59)
o = {de, Hy} = —; [(pu = 9AL)* = m? —ig¥"y" Fu| =0, (5.60)
by = {60y} =5 [0 — 94, ¢+ mis] =0, (5.61)

que fixam os multiplicadores

1 1
wt=—ox (0" = gA) X = ge Py, us = —gmy, (5.62)

e fornecem os vinculos secundarios
2 . v

oW = (pu — gA,)* —m® — g F, ~ 0,

@ = (pu — gAu) V" — miaps ~ 0. (5.63)

O sistema nao apresenta mais vinculos, visto que

Qb(l) — {Xl, Hp} =0,

. 1 : v
GO = {xa Hp} = 5x (0 — 9" = —igd" 0 F| = 0. (5.64)

Os tnicos parénteses de Poisson nao nulos entre os vinculos sao:

X xet =29 (p" — gA") Euy”,  {xa, o'} = 2igF ™",
{x2, x2} = 9"V Fly, {xe, ¢} = — (0" — gA"), (5.65)
{XZ: ¢5} =m, {¢M7 ¢V} = i77W> {¢57 ¢5} = —1.

Assim é possivel tomar uma combinacao linear dos vinculos para escrever um con-

junto de primeira classe

o) = ¢, ~ 0, ¢® = ¢, =0,
¢ = oV — 29F, ht¢” ~ 0, (5.66)
¢(4) = 90(2) - Z (pl/ - gAV) ¢V - Zm¢5 ~ 07
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e manter dois vinculos de segunda classe
G =t — Lt 0, s = s+ %% ~ 0. (5.67)

A hamiltoniana primaria é entao escrita completamente em termos dos vinculos de

primeira classe, .
e i
H,= §¢(3) + §X¢(4) + ¢Puy, + upV, (5.68)

sendo fracamente igual a zero. Os vinculos de segunda classe sao eliminados intro-

duzindo os parénteses de Dirac

{A,B}, ={A, B} +i{A, ¢"} {¢,, B} —i{A, ¢5} {¢5, B}, (5.69)

que fornecem a algebra para as variaveis de Grassmann

{¢M7¢V}D - in“ya {¢57 w5}D = —1i. (570)

Uma vez construidos os paténteses de Dirac, restam ainda os quatro vinculos de

primeira classe resultantes de (5.66),

gbe:pe%(], QSX:T('X%O,
W = (pu — gA,)* = m® — igp ¥ Fl, &0, (5.71)
0@ = (p, — gA,) " — maps = 0.

AS)

Os vinculos ¢, e ¢, podem ser eliminados introduzindo os vinculos adicionais, con-

forme discutido na se¢ao anterior,

1
lee——zo, QQZXQO, (572)
m

que fixam os multiplicadores de Lagrange u. e u, presentes em (5.68), e fornecem

as equacoes de movimento
mit = gF"i, + -SPFyy, = LFmy, ds=0.  (5.73)
2m m

A identificacao dos parénteses de Dirac com as relagoes de comutacao fornece a

algebra
[£u7ﬁu] = _inﬂy> {dual/;y}_i_ - 77””7 {&57&5}_% = _]-7 (574)

satisfeita pelos operadores quanticos que atuam no espaco de Hilbert. Utilizando a

representacao

~

1 1
7% = ﬁ%%’ s = ﬁ%’ (5-75)

~
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os vinculos de primeira classe oM e ) fornecem as equacdes quanticas satisfeitas

pelos estados fisicos do sistema:

hu (pu - gAu) - m] |\Ilfz'sico> =0 (576)
, 22 o
[(m —gA,) —m® —igyy Fuu] [V sisico) =0, (5.77)

Na representacao das posicoes, essas equacoes assumem a forma

(17"O0p — g7 Ay —m) ¥ (z) = 0, (5.78)
((92 + g0, A" +igA, 0" — g*A* —m?® — igv“’y”FW) U(zr) = 0. (5.79)

5.4 Limite Nao Massivo

Como visto na secao anterior, o efeito da interacao estd inteiramente contido na
lagrangiana de interacao (5.26), que é somada a lagrangiana que descreve uma
particula livre. Assim a interagdo nao afeta (a principio) em nada o limite nao
massivo da teoria, visto que a parte de interacao nao contém a massa da particula
(ela aparece somente na parte livre da lagrangiana).

Vamos primeiro analisar o caso de uma particula de spin 0. Tomando o limite

m — 0 em (5.2), obtemos

T2 1
Sn&omas. = / dr {2-772 + gquu} : (580)
T (&

1

Essa acao fornece as equagoes de movimento:

d /1
= (W) = gi, F", i?=0. (5.81)
T \€

Como podemos observar, as equagoes ja se encontram no referencial do tempo

préprio. Entao, se escolhermos a fixagao de gauge
e=1, (5.82)

a equagao que obtemos é
= gi, F". (5.83)

que sob a expansao nas componentes resulta em
E=-v xB, v.E=0, (5.84)

onde |v| = 1. Da equacao acima vemos que a dire¢do de movimento da particula é

ortogonal a direcao do campo elétrico E.
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Para realizar o processo de quantizacao da teoria, partimos da lagrangiana

1
L= %332 + gt A, (5.85)

de onde obtemos os momentos conjugados

oL 1. 0L
== liirga, =20 (550

e o vinculo primario

Pe = pe = 0. (5.87)
As hamiltonianas canonica e primaria sao escritas na forma
H, = g (0" — gA"?,  H,= H,.+ u.d.. (5.88)

Impondo condigao de consisténcia no vinculo ¢., obtemos

. 1
b = {¢e Hy} = —5 (" — gA*)? ~ 0, (5.89)
que fornece o vinculo secundério
o= (p'—gA")’ = 0. (5.90)

O sistema nao apresenta mais vinculos, pois ¢ = 0. Como os dois vinculos possuem
parénteses de Poisson entre si igual a zero, a teoria possui dois vinculos de primeira
classe:

oM =9¢.~0, P =p~xo0. (5.91)

O vinculo ¢, é eliminado impondo o vinculo adicional

Q=e—1=0. (5.92)
A equacao de movimento resultante dessa fixacao é:

it =gF" 1, (5.93)

Assim temos somente um vinculo de primeira classe @, que no processo de quan-

tizagao fornece
. 2
[p# - gAM (aj)} |quisico> =0. (594)
Utilizando a representacao das posigoes, a equagao acima assume a forma

(0% + g0, A" + igA, 0" — g A°) W (z) = 0. (5.95)

Comparando com as equagoes (5.51) e (5.52), vemos que o resultado obtido é o

limite nao massivo da teoria quantica.
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Agora vamos analisar o caso de uma particula de spin 1/2. Tomando o limite

nao massivo em (5.24), obtemos

o .
Sman = [ { s 4 S0 — Xt g A+ Dy F )
)
+§¢u (1) ¥ (12), (5.96)

Essa acao fornece as equagoes de movimento

jT (i% - ;ewu) = 9" Fu + %GWW NuFap, (5.97)
P = ;exj;u + geFrap,, (5.98)
i? = ige* Pt F, + ixyr,, (5.99)
Wi, = 0. (5.100)

Aqui nés enfrentamos o problema de como fixar o gauge de forma a levar as equacoes
para o referencial do tempo préprio. Observando as equagoes (5.99) e (5.100), a
principio nés poderiamos escolher y = 0 e e como qualquer combinacao envolvendo
Y| pois essa condicao leva a @2 = 0. Mas sob essa fixacdo as equacoes de
movimento nao assumem uma forma que possa ser interpretada facilmente. Mas se
nos contentarmos em fixar o gauge da mesma forma que no caso livre, escolhendo

e=1e x =0, as equacoes de movimento sao escritas como

B = gi'Fl, + gsaﬁaﬂFaﬂ, W= gFMep,, i = gSME,,, i, = 0.
(5.101)
Essas equagoes permitem afirmar que a forca de Lorentz admite uma correcao devido
a interacao do spin com o campo eletromagnético, e que a equagao de movimento

para o spin admite a forma

S =¢S x B, (5.102)
que apresenta a mesma estrutura da equacao (5.41), embora nao seja o limite nao
massivo da mesma.

Embora a anédlise das equagoes de movimento nao seja satisfatoéria, visto que
nao temos informacoes claras com respeito a dinamica da particula, o processo de
quantizagao leva as equacgoes para a fungao de onda na forma como esperamos que
ocorra para o limite de massa nula, como mostraremos a seguir.

Partindo da lagrangiana nao massiva

1

1 v
g Lot
(naomas.) 2€x + 2¢ ?% %

)
X+ g8 A+ S, (5.103)
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os momentos conjugados sao obtidos na forma

oLt/ 1. i

O T S
oL1/? o9L1/2) .

€: - = y T = " = y

b 0é X ox

levando aos vinculos priméarios

1
qbu:ﬂ-'u_iqﬂ#%oa (ﬁe:pezoa (bx

As hamiltonianas canonica e priméria assumem a forma

e

g 5 ?
He.= - |(py— gAu)° — SV F| + ox (0

2

2

Hy, = H. + ¢"uy + ¢y tty + Uee.

Impondo condigoes de consisténcia nos vinculos, obtemos

oL1/2) i
O T2

=, ~ 0.

w gAM) 'QZ)M,

ot = {¢" H,} = —% (p" — gA") x —igeFi" +iut = 0,

. 1
bc = {60, Hy} = =3 [(p — 9 A" —igu"d" Flu] = 0,

(bx = {bev Hp} = . (pu - gAu) Y =0,

2

que fixam o multiplicador

1
ut = ——x (p" — gA*) x — geF""p,,

2

e fornecem os vinculos secunddrios

o) =
O sistema nao apresenta mais vinculos, visto
80(1) — {Xb Hp} = 0,

) 1
90(2) = {x2. Hp} = §X [(pu

que

(pp — 9AL)? —igy"¥ F,, ~ 0,
(py — gA,) " = 0.

— gA#)2 — igw“wl’Fw} ~ 0.

Tomando uma combinacao linear dos vinculos é possivel escrever

o = .~ 0,

¢(2) = (bx ~

¢® = o —29F, ¢'¢” ~ 0,

¢(4) = 90(2) —1 (pl/
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(5.107)

(5.108)

(5.109)

(5.110)

(5.111)
(5.112)

(5.113)

(5.114)



como vinculos de primeira classe e manter
o =7t — -y =0 (5.115)

como vinculo de segunda classe. Assim a hamiltoniana primaria é escrita completa-

mente em termos dos vinculos de primeira classe, sendo fracamente igual a zero:

Co® 4 %xqﬁ“‘) + ¢6Puy + uepD), (5.116)

Hp:2

O vinculo de segunda classe sao eliminados introduzindo os parénteses de Dirac
[A, B}, = {A, B} +i{A,¢"} {6,. B} (5.117)
enquanto ¢V e ¢? sdo eliminados inserindo os vinculos adicionais
Q=e—1a~0, Qy=y=~0. (5.118)
Sob essa fixacao, as equagoes de movimento assumem a forma:
;W:gﬁ,w+gSwWEm, i = gFH, (5.119)

Assim sobram somente os vinculos de primeira classe

(1)

e = (p, — gA,)? — igP"" F, = 0,
P =

1
D = (p, — gA,) V" =~ 0. (5.120)

No processo de quantizacao eles fornecem as equacoes

V' (P — 9Au) VW pisico) = 0, (5.121)
A N 2 . v
{(Pu - QAM) — g7y F,uu] W fisico) = 0, (5.122)

que na representacao das posi¢oes assumem a forma

(iv"0, — gy"A) ¥ (x) = 0, (5.123)
(0% +ig0, A" +igA, 0" — g A* — igy"y" F ) W (z) = 0, (5.124)

ou seja, esse resultado pode ser obtido tomando o limite m — 0 em (5.78) e (5.79).
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Capitulo 6

Extensao para particulas com spin arbitrario

Neste capitulo, mostraremos como a algebra dos vinculos de primeira classe
pode ser extendida para descrever particulas ndo massivas com spin arbitrario [14,15],
fornecendo na quantizacao a equagoes de Bargmann-Wigner [16]. Veremos como a
massa pode ser inserida [17-19] no modelo, e obtemos as equagdes quanticas que

descrevem uma particula de spin 1.

6.1 Generalizacao da Algebra dos Vinculos

No caso de uma particula ndo massiva de spin 1/2, nds tinhamos dois vinculos de

primeira classe,

que satisfazem a algebra
{H7H}D = 07 {H> j}D = O’ {j> j}D =1H. (62)

Conforme [14], a generalizacdo desse modelo para descrever particulas com spin
arbitrario consiste em extender a algebra para N transformagoes de supersimetria,

e adicionar um gerador de transformagoes do grupo O(N) [15], na forma

{H.HYp ={H,Tatp ={H,Qu}p =0,

{Jo» oy p = iHoapy  {Ta» Que}p = 1 (Tebab — Tndac) (6.3)

{Qab, Qeatp = i (—Qacba + Qaadve — Qcvdad + Qandac) -
Nessa generalizagao, o spin da particula é determinado pelo ntimero de trans-
formagoes de supersimetria presente na teoria. Da mesma forma que no caso de uma
particula de spin 1/2 tinhamos somente uma transformacao, esse modelo fornece a

descrigao de uma particula com spin N/2.

Uma representagao da dlgebra (6.3) é obtida com

H = p?, To = VD, Qab = Vi, (6.4)
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onde ¥ satisfaz
{@DZv ¢7l;z}D = Z‘nuyénma (65)

e os indices romanos satisfazem a = 1,..., N. Com os geradores (6.4) podemos

construir a acao do sistema:

S = /TITQ dr {j"#pu + ;¢5¢na — Np* — iMtp, — Z'Fabl/ﬁ@bub}
bt () Y (7). (6.6

A hamiltoniana obtida da acao é uma combinacao linear dos vinculos,
H=NH+iM,T, +iFpQup = uiydiy, (6.7)

onde utilizamos a notagao

ul, = Ndaolro, u?, = iM,6y0, ul, = iFy, (6.8)

Gry = Hba00b0, 02 = Tulro, 3 = Qap, (6.9)

com A = 1,2,3. Devido a relagao entre os vinculos de primeira classe e as trans-
formacgoes de gauge, vamos analisar a estrutura das transformagoes geradas pelos
vinculos e como elas contribuem para as simetrias presentes na teoria. Para isso,
seguimos o mesmo procedimento realizado na segao 4.2 para a particula de spin 1/2.

Considerando a transformacgao de gauge de uma funcao F' das varidveis canonicas
OF (1) ={F,e (1) H + i (7) Ta + ifas (T) Qab}D = {F7 Efbﬁbfb}D ) (6.10)

onde

1 2 : 3
€ap = €0400b0, €2 = 1000, €op = Dabs (6.11)

nos obtemos, sob transformagoes de supersimetria,
dat = {a" i, To} p = tagy, Sl = {Yhia, To} p = anp”, (6.12)
e sob rotagoes em O (N)

ot = {x'uu iﬁaanb}D — 07 51/}/; - {¢¢LL7 iﬁaanb}D - Qﬁnawg‘ (613)

As transformagoes dos multiplicadores de Lagrange, conforme (3.89), sdo na forma

c _ .C A 7-ABC |, B
6unm = Cam + Eabl(abcdnmucw (614)
onde os coeficientes K45¢  sdao definidos a partir da relacio

{Efb¢fba 773@51}[) = €fbK£>§d€fn§l¢g“- (6.15)
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O calculo explicito de (6.15) fornece

KaBC. = —i0"26526 81001000c0e00 0 + 10425369840 (8c04e0 0 — Gaddeedso)
+i0436526925,, (0cabbed o — Ochdacdfo)
+i5A35B3503 (—(5bd(5a65@f + (Sbc(sae5df — 5ad5ce6bf + 5a65deébf) . (616)

que, inserido em (6.14) resulta nas transformacoes

ON =¢ -+ iOéaMa, (SMa = Oéa -2 (abea — ﬁabe) s
5Fab - Bab +2 (ﬁachc - Bchac) . (617)

O conjunto de transformacgoes (6.12) e (6.13) junto com (6.17) (menos as trans-
formagoes relacionadas ao parametro e, como discutido na segdo 4.2) podem ser
implementadas para deixar a acdo (6.6) invariante. Mas como ela ainda nao se ap-
resenta na forma final que utilizaremos no processo de quantizagao, vamos primeiro
obter a expressao da lagrangiana do sistema, e depois analisar o comportamento

dela sob as transformagoes. Comegemos introduzindo os campos auxiliares
e =2N, M, = 2xq, EFop=2fuw, (6.18)

que, junto com a expressao

1

H:,‘N_i H 6.19
p e 2€Xawaa ( * )

obtida de 6.5/dp, = 0, nos permite escrever a agao (6.6) na forma

72 1, i i , 1 i
SN2 — /n dr {2691:2 + ?Pﬁﬁha - %Xaibff% - @XawéLwaub - Qfab¢5¢ub}
1
+§¢5 (71) Ypua (72) - (6.20)

Essa equacao nos fornece a expressao para a lagrangiana

1 7 - 7 1 7
LIN/2) — — 32 4 Z ¢ oy — — Y, — — gt — b 6.21
5 + 2%% 50 X i, s X VXY b 2f bV, (6.21)

que usaremos no processo de quantizacao. Agora analisemos o comportamento dessa
lagrangiana sob as transformagcoes de gauge. Sob a presenca dos campos auxiliares,

as transformacoes de supersimetria assumem a forma

] .
St = ia *, M = —qy, (:i:“ — ;wa{f) , de = 10y Xa,

e
5Xa =2 (da - abfba) ) 5fab - 07 (622)
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onde utilizamos a equacao (6.19). A agao é invariante sob essas transformagoes,

visto que
d /1 1
w2 — =2 [~ t - 1
0L dr <2eaa%9§u + 4€aa'¢}ua><b¢b) . (623)

Para as transformagoes do grupo O (N), temos

szt =0, de=0, Y =2840f,  Oxa= 284X

§fab =2 (Bab + ﬁacfbc - ﬁbcfac) 5 (624)
que, quando aplicadas a lagrangiana, fornecem
SLN = 2080k a = 2B Qpa ~ 0. (6.25)

Diferente das transformacoes de supersimetria, a invariancia da teoria é obtida so-
mente na superficie de vinculos (ou, se preferir, quando utilizamos as equacoes de
movimento, que veremos adiante), mas essa condi¢ao é suficiente para garantir a
coerencia da teoria, visto que a dinamica ocorre somente nesta superficie.

Para obter as transformacoes de reparametrizacao das varidveis, nés temos que
ter em mente que a teoria é uma generalizagao da particula de spin 1/2, que admite
as transformagoes (3.115). Assim, nés mantemos a transformacao das varidveis z*
e YF como escalares e exigimos que as variaveis e, x, € fu se transformem como
”densidades” (o argumento também ¢é empregado a f,; pois ela também é um campo
auxiliar). Sob essas condigdes, as transformagoes sao

. d
oxt = ext, P = eyt de = p (ge),

OXa = jT (exa),  Ofw= jT (efab) (6.26)

que fornecem

d

SLWND = — (eL W) 6.27
! (er) 521
Como 1ultimo ponto, resta analisar a dinamica classica da teoria. Variando a

acao (6.20), obtemos as equagdes de movimento

§SIN/2) d /1 1
= — (=it — —yayt) =0, 6.28
oz, dr <€x 26X wa) ( )
§SWN/2) . 1 i
o o s 1 B
5¢ua % + 26Xax + 46Xaxbwb + fabwb 0, (6'29>
§S(N/2) ' , ' 1
5o = el — XXt = 0, (6.30)
5 (NV/2) . i
5Xa, = ngu - §ngbw,LLb == 07 (631)
59 (NV/2)
5 = Y, =0. (6.32)
fab
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Sob a fixacao de gauge

e=1, Xa = 0, far =10, (6.33)

h =), i* =0, Yri, =0, VE, = 0, (6.34)
que descrevem uma particula livre, no referencial do tempo préprio, com spin con-
servado, como esperavamos.

6.1.1 Quantizagao

Partindo da lagrangiana (6.21)

1 7 - 7 1 7
LN — 32 4 “pkapy — e i, — — gt — — fap " 6.35
2655 2¢a¢u 2€X vha, 8€X VX 2f XU TS ( )

os momentos conjugados sao

_ oL _ 1. 1 _ oL _ 1
Pu = @ = gxu - %Xaw,uaa Tya = 8%‘ = iwuaa
oL oL oL
e) = = = O’ 7Ta = " = O7 ab — 2 — O7 636
P = 52 . Pab = 5 (6.36)

Dessas equagoes obtemos os vinculos primarios

1
¢Z=Wg_§¢5%0, §ba:7Ta%0, gb(@):p(e)zo’
bup = Pay ~ 0, (6.37)

As hamiltonianas canonica e primaria sao escritas na forma

e 1 1
H.= 5]92 + §Xa¢5pu + Efabwgwubv (6'38>
Hp = Hc + ¢guua + ¢xux + u(e)¢(e) + uab¢ab- (639)

Impondo as condi¢oes de consisténcia sobre os vinculos, obtemos

b = {¢(e)7Hp}:_;p2an (6.40)
b = {60y} = —5tn, =0, (6.41)
b = (G Hy} = — Sl ~ 0, (6.42)
B = {00 HY = Dy — ifulf + it 0. (6.43)
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Essas equagoes fixam o multiplicador de Lagrange

1
Uy = =5 XaP" + fartly (6.44)

e fornecem os vinculos secundarios

e =p>x0, P =p,x0, @ =y, 0. (6.45)

O sistema nao apresenta mais vinculos, pois

o0 = {08} =0,

: i 2

Al = {2 ) = e + fuel” 20, (6.46)
.3 3 ioo@ !

bu = e Hop = 5xart” — Sueld 20,

Os unicos parénteses de Poisson nao nulos entre os vinculos sao

{04} =6, {20} = —p"dum,
{0, o0} = Ufidae — 20, (6.47)

Assim é possivel tomar uma combinacao linear entre os vinculos para escrever um

conjunto de vinculos de primeira classe na forma

0V =60 ~0, 9P =d.~0, O =dum0, oY =¢W 0,
0P =P —ipudl 20, Bl = ) — iuadh + il ~ 0, (6.48)

e manter um tnico vinculo de segunda classe
o =7l — -yt = 0. (6.49)

A hamiltoniana primaria é entao escrita completamente em termos dos vinculos de

primeira classe,

e 1 i
Hp - §¢(4) + §Xa¢((15) + ifabﬁbgg) + ¢1(12)ua + u(e)(b(l) + Uab¢g%)7 (6'50)

e fornece as equagoes de movimento para os campos auxiliares

€= {67 Hp} = Ue), Xa = {Xm Hp} = —Uq, fab = {faba Hp} = Ugp- (651)

Como
CH = P 0} = i Sy (CF2) = ™ S, (6.52)
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é possivel construir os parénteses de Dirac

{A) B}D = {A, B} - {A7 ¢;m} (Cgé/)_l {Cbub: B}
={A, B} +i{A ¢ua} {04, B}, (6.53)

e eliminar o vinculo de segunda classe da teoria. Mas ainda temos seis vinculos de

primeira classe:

Pe) = Pre) = 0, g = T =0, Gab = Pab = 0, e =p? =0,
PP =gty 20, o) = ¢, = 0. (6.54)

Os vinculos ¢(e), @q € ¢qp podem ser eliminados introduzindo os vinculos adicionais
OV =e—1~0, QP=y,~0, 9=f,~0. (6.55)
Assim temos as relagoes bésicas da teoria classica

{z"p}p =0y, {8} = i dap. (6.56)

No processo de quantizagao, os operadores que atuam no espaco de Hilbert sat-

isfazem a algebra
@, p) = =i, [ ] = 0" G (6.57)

Uma representagao para os 1! é

~

e ®. 0700 018..01, (6.58)

1
onde v, = iY717273, 1 € o operador identidade e F’(”n) pode ser tanto vy,y* como *,

situado na posicao (n). Os trés vinculos de primeira classe restantes

pD =p?m0, P =glp 0, Q) =, =0, (6.59)

devem ser impostos como vinculos nos estados fisicos do sistema pertencentes ao
espaco de Hilbert. Na representacao das posicoes, os estados sao funcoes de onda
com N indices espinoriais (multi-espinor). A aplicacdo dos vinculos na fungao de

onda fornece

PWq,.ay (x) = 0, (6.60)
(V05" Yar.an..ay () = 0, (6.61)
()5 (V)5 Yo an.am-ay () =0, (6.62)
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com n < m.
Se pegarmos uma matriz de Dirac qualquer I', contraida com o operador con-
jugadacao e carga C' = iv?y°, utilizado para subir e baixar os indices espinoriais,

podemos reescrever (6.62) na forma
(CYT )" " Wyt (2) = 0. (6.63)
Escolhendo I' como sendo a matriz identidade 1, temos
(C)™ " Way ap..am...ay () =0, (6.64)

onde C ¢ anti-simétrico nos indices espinoriais. Agora, se escolhermos I' = ~#,

obtemos a expressao
<07u>a"am \Ilay..an.‘.am...aN ('T) - 07 (665)

onde Cy* é simétrico nos indices. A interpretacao dessas equagoes pode se torna

mais clara se utilizamos a notagao espinorial SL(2,C) [23], onde os espinores de

_ ¢a
mD_(wd), (6.66)

e as as matrizes v* na representagao de Weyl assumem a forma

0 o
H = , 6.67
gl (W 0) (6.67)

ot =(-1,0"), ot =(-1,—0c"). (6.68)

Dirac sao representados por

com

De (6.67), obtemos a representacao dos operadores C' e Cy*:

io? 0 0 ioot
C = , CyH = . 6.69
( 0 —io? ) 7 ( —io?aH 0 ) ( )

A equagao (6.64),em termos das componentes, fornece
€anamqja1a2...an‘..am..‘ = 07 gdndm\pd1dg...dn.‘.dm... = 0 (670)

Como g e g¢*m g30 anti-simétricos, o multi-espinor deve ser simétrico sob troca

de indices o, € dy,d,,. Analisando agora (6.65), temos
Uandm\Ijal...an“.dl...dm... = 07 Udnam\I]al.,.ozm...dl...o'zn“. =0. (671>

Essa expressao nos diz que sob troca de um indice «, por um ¢,, o multi-espinor

deve ser anti-simétrico, visto que %™ é simétrico sob a trocas entre «,, e dyy,.
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Assim é possivel concluir que o vinculo ndo permite que o multi-espinor seja escrito
com componentes misturadas de «,, e d,,, visto que ele se anula.

Analisando as equagdes (6.60) e (6.61) também em termos das componentes,

obtemos
82\1104100,..041\; - 07 (’Y“au)gz \Ijoq.,.ﬁn...oc]\] - O, (672)
82\Ijééléé%-dN = 0, (’Y“au)gz \Ijo'q..ﬁn...dgv =0, (6.73)

que descrevem particulas de spin N/2.

6.1.2 Particula de spin 1

A partir do modelo de spin N/2, vamos nos restringir & duas transformagoes de
supersimetria para descrever a teoria quantica de uma particula de spin 1. Como
o processo de quantizacao ja foi realizado, nao é necessario partir da lagrangiana e

realizar o processo de hamiltoniza¢do novamente, visto que da acao (6.6)

T2 . Z . e Z ’L
S = / dr {33“]9“ —+ *wgwua - *P2 - 7Xawgpu - faWé‘!%b}
- 2 9 2 2

b () b (), (6.74)

(nessa expressao os campos auxiliares ja foram inseridos) podemos visualizar os
vinculos de primeira classe, e sabemos a algebra fundamental dos operadores quanticos,
que foi obtida em (6.57).

Considerando a agao acima no caso especifico de 2 transformagoes de supersime-

tria, a = 1,2, realizemos uma troca de varidveis (que se mostrard conveniente),
introduzindo
N = o (i) (6.75)
\/§ ) 2 )
1 , _ 1 .
X = NG (x1 +ix2), X = NG (x1 —ix2), (6.76)
junto com
fab = fE(lby (677)

onde €4, é um simbolo anti-simétrico. Sob as novas variaveis, a agao é escrita na

forma

e
2

b [0 (), () + T () e ()] (6.78)

S = [:2 dr {:jc“pu + ;q’b#&u s ;X%Eupu _ ;X@Wpu _ ;f [@Wﬂﬁu}}

1
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que fornece os vinculos de primeira classe
e =p’~0, P =yrp, 0, ¥ =ytp, ~0,
P = [, ] = 0. (6.79)
De (6.57) vemos que os novos operadores fermionicos satisfazem a dlgebra
“w v I YN TN 7 _ wo v N7
[w7w]+_{w7w}+_07 {’l/}?w}_i__n : (680)

Observando que * forma um conjunto de operadores mutuamente anticomutantes,
é possivel encontrar uma base de auto-estados |a) com auto valores o/ também
anticomutantes [17], i.e.,

UHa) = ot|a). (6.81)

Entao a fungao de onda que descreve o estado quantico deve possuir a estrutura
U (z, ) = ((z| @ (a]) [¥), (6.82)

admitindo uma expansao em série de poténcias de a:

1 1
U(z,) = F(x)+o"F,(z)+ ia“a”Fw (x) + 504“0/’&”17“% (x)

1
+ IO_/MOéuoépa/UFlwpa (IE) . (683)

Com a estrutura da fungao de onda em maos podemos analisar como os vinculos

(6.79) geram a dinamica da teoria quantica. Aplicando ¢™® a um estado |¥), temos

[0, 9,] 19) = (¢4, — 2) |w) = 0. (6.84)
Se utilizarmos a representacao
R o (6.85)
- ) I/ aau7 .

que satisfaz as relagoes de anticomutagao (6.80), a equagao (6.84) se apresenta como

uma equacao diferencial nas variaveis de Grassmann,

0
a“@\lf (x, ) =2V (2, ), (6.86)
cuja solucao é
1
U (z,a) = 504“04”}7’#,, (x). (6.87)

A aplicacdo de ¢® e @ fornece, respectivamente,

aata” (0,F,,) = 0, (6.88)
0

@0,0 (" F,,) = a"20,F" () = 0, (6.89)
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de onde concluimos que a parte espacial da funcao de onda satisfaz as equacoes

8,Fyy + 0,F,,+ 0,F,, = 0, (6.90)
G = 0. (6.91)

A equagao (6.90) admite como solugao

F,, =0,A, —0,A (6.92)

v4lp,

enquanto (6.91) fornece a equagao diferencial satisfeita pelo campo vetorial A*:
O*A" — 0 (0,A") = 0. (6.93)
Resta ainda o vinculo ), que quando aplicado & ¥ (z, ) fornece a equacao
O°F,, =0, (6.94)

que j& é automaticamente satisfeita devido a (6.92) e (6.93).

O conjunto de equagoes diferenciais (6.90) e (6.91) satisfeitas pelo tensor de
segunda ordem F),,, definido a partir de (6.92), sao as equagoes de Maxwell para o
campo eletromagnético livre, que sob o contexto quantico descrevem uma particula

de spin 1.

6.2 Teoria Massiva

Como na se¢ao anterior nds generalizamos o modelo inicial para descrever particulas
de spin arbitrario partindo do limite nao massivo, vamos agora encarar o problema
de fornecer massa para a teoria.

O ponto de partida é basicamente o mesmo do inicio do capitulo, s6 que agora
consideramos os vinculos de primeira classe do modelo de particulas de spin 1/2

massivas,

H = p* —m?, J = tp, — ms, (6.95)

e extendemos o modelo para /N transformacoes de supersimetria mais transformacoes

locais do grupo O (N), s6 que agora aplicadas também a variavel 5 [18]:

H = p2 - m27 ja = wgp,u - miﬂia Qab = w(l;wub - wiwzi (696)

com as variaveis fermionicas satisfazendo a algebra dos parénteses de Dirac

{0y = i 0w, {0305}, = ~ibus (6.97)
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Os novos geradores (6.96) satisfazem a mesma &lgebra da teoria ndo massiva (como

era de se esperar), e possibilitam que a acdo seja escrita na forma

SWD Lfm{wwu+;@Mww—dﬁﬁ)—N(ﬁ—w#)—um&wmm—WW$

— P (Wt — V30E) |+ 5 [ (1) Y () — 6 (M)W ()] . (6.98)

Inserindo os campos auxiliares (6.18), e observando que 65/p,, = 0 fornece a mesma

expressao (6.19) para o momento conjugado p*, nés podemos reescrever a agao como

T 1 i . . 7 ' 1 1
S(N/Q) = / dT{ffL’Q + 5 (Wf%m - ¢2¢2) - 2*@)(@?/)5% - @Xawf;)(b@bub + *emQ

1 2e 2
ot = yfu (v = 0207 } + 5 [0k (72) e ()
1
D) [wi (m1) v (7'2)} ’ (6.99)
que fornece a expressao para a lagrangiana
1 1 . 1 1 1
(N/2) T2 ° I SN R o - 2
L = 5o o (Pl — D200) = o Xl — oo XaWhiXothun + em
1 1
+§mXaw2 - ifab (Wf?%b - 7?2%‘?) . (6100)

As transformagoes de gauge geradas pelos vinculos (6.96) devem reproduzir as
transformagoes (6.22), (6.24) e (6.26) quando tomamos o limite ndo massivo da
teoria, o que nos diz que as variaveis (z#, 9", e, Xq, fap) devem manter as mesmas
transformacoes. Entao para analisar as transformacoes de simetria na teoria massiva
é necessdrio somente obter as expressoes para as transformacgoes da varidvel 12, e
verificar a invariancia dos termos que aparecem na acao (6.99) para fornecer massa
a particula, que denotaremos por lagrangiana massiva

7. 1 1 1
L = — L33+ Sem? o+ Smxad + - a3 (6.101)

Sob transformagoes de reparametrizagoes, exigimos que 1?2 se transforme como

um escalar,

oy, = e, (6.102)
que assegura a invariancia da acao devido a

d
SLAV/2)
m dr

(LY. (6.103)

Para as outras duas transformagoes o comportamento de 2 ¢ obtido a partir dos

geradores das transformacoes,

5w2 = { 2; iab% + iﬁchbC}D =Qa,m + 2ﬁabwl§)' (6104)

69



A verificacao da invariancia da teoria sob transformacoes de supersimetria é direta,

visto que
d /i
gLV = & <Zmaa¢2) . (6.105)
dr \2
Ja para rotagdes em O(N), nds temos
SLOTD = —2iBup, (6.106)

que deve ser somada a transformagao (6.25) do regime nao massivo para recuperar

o vinculo Qg, i.e.,

SLWN?) = 2i8,,Qum ~ 0, (6.107)

e assegurar a invariancia da teoria.

A agdo (6.99) fornece, via principio variacional, as equagoes de movimento

§SN/2) d /1 i
= — (=" — —xu¥i ) =0, 6.108
ox, dr (ex 2€X ¢a> ( )
5SN/2) ¢“ N L, . ) G bt =0 (6.100)
= —XaZl — Xa a =Y, .
51/}/“ a 2€X 46X XbWh bWy
5S(N/2) P N 1 . .
50 = I —ix ity — Zxawaxbwub —e‘m* =0, (6.110)
5S(N/2) ‘ i .
X = YL, — §ngbwub — mey, =0, (6.111)
S5SNI i
5¢2 = wa - imXa + fabwb = 0; (6112)
§S(N/2) -
= YiYu — Yy = 0. (6.113)
5fab
que, sob a fixacao de gauge
1
€= — Xa =0, Jab =0, (6114)
m
assumem a forma
=0, 1/.)5207 i2:17¢g:tu: 27 77&2:0,

by — Yoy = 0, (6.115)

descrevendo uma particula relativistica livre, no referencial do tempo préprio, com

spin conservado.
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6.2.1 Quantizacao

Partindo da lagrangiana (6.100),

1 (e . i 1 1
(N/2) — — a2 Z _ Byt — P Iz Zem?2
L = 5et" g (Vivha = U02) = goXabiit = Coxatiixoa + gem
1 i
Xl = g fa (V0 — 0207) (6.116)
definimos os momentos conjugados
oL 1, 1 oL 0 s OL i s
Pu = @ - gxu - 276Xa¢uaa 7Tua - awg - §¢uaa Ty = % - _§¢a7
oL oL oL
o =—=- =0, g = =0, w = —— =0. 6.117
Oy . Pav = 5 (6.117)
Dessas equagoes surgem os vinculos primérios
¢(e) = Ple) = 07 ¢a =Ty = 07 ¢ab = Pab =~ 07
G = b — %wg ~0, O =r+ %wg ~ 0. (6.118)

As hamiltonianas canonica e primaria sao escritas na forma

Ho= (0%~ %)+ Dxa (s — musd) + & fun (0hths — 0305 . (6119)

H,=H.+ ¢u,, + Poud + Oy Uy + Uehe + UahPap- (6.120)

Impondo as condigoes de consisténcia sobre os vinculos, obtém-se

b = {0, Hy} = —i (p? —m?) =0, (6.121)
ba = {u Hy} = —% (¢tipy —mul) ~ (6.122)
b = {bar Hy} = — (W%b—@/ﬁ@b?) ~ 0, (6.123)
o = {oh, Hy} = xap — i faptf + il & 0, (6.124)
G = {60 Hy) = — s + ] — inf, 0 (6.125)

que fixam os multiplicadores de Lagrange

1 1
UZ = _EXapu + fabw57 Uz = _§mXa + fabwg)? (6126)

e fornecem os vinculos secundarios

so“) =P =m0, o = Ulp, — mil =0,
Pl = Ui — YU} ~ 0. (6.127)
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O sistema nao apresenta mais vinculos, pois

¢(1) _ {90(1)7 Hp} =0,
o® = (o, Hyh = ixap® + fusp? ~0, (6.128)
sz(z?l))) = {9051);)7 Hp} - Xagol(;z) - Xb§01(12) + fbcgpgi) - fac(p((:g) ~ 0.

Os tnicos parénteses de Poisson nao nulos entre os vinculos sao
L VU g 5 5| : 1 21 _ Y
{¢a7 ¢b} =1 5ab> { a’ ¢b} - _Z(Saba { a Pb = —p 5ab7

{00 } = U4 0ac — V0w, {00017} = mbu,
{ (517 901()?} = ngdab - wgéac- (6129)

Assim é possivel tomar uma combinacao linear entre os vinculos para escrever um

conjunto de vinculos de primeira classe na forma

0V =60, oP=0.x0, 0% =du~0,
oM =M a0, ¢® =g —ip.dt —imgd ~ 0, (6.130)

a

6 3) . . . _
bu = Pu — W} + il — WG] + RG] 20,
e manter dois vinculos de segunda classe
G = 7t — %wg ~0, O =r+ %wg ~ 0. (6.131)

Assim a hamiltoniana priméria é escrita completamente em termos dos vinculos de

primeira classe,

e l Z
H, = 20W + 6P, + b + uadly) + Sxadl? + 3 fundly (6.132)

Como
Cop = { 2#/)2} = —i0ab, (Cib)fl = i0ap, (6.133)

e utilizando o resultado (6.52), é possivel construir os parénteses de Dirac

{A,BY, = {AB} —{A¢.} (C4) " {6 B}y — {A, 63} (C3) " {45, B)
= {A, B} +i{A, b} {0, By —i{4,6}} {}, B}, (6.134)

e tomar os vinculos de segunda classe como igualdades fortes. Restam ainda seis

vinculos de primeira classe:

e =P ~0,  Ga=Tam0, Su=ps~0, oV =p"—m*~0,
PP = hip —mYl =0, ol = Pl — ) ~ 0. (6.135)
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Os vinculos @), ¢a € ¢ap podem ser eliminados introduzindo os vinculos adicionais

1
WD:Q_EQO’ 02 =y, ~0, Q¥ =r,~0. (6.136)

Assim temos as relacoes basicas da teoria classica
(" pyp =00 W, = i0w,  {ULU5}, = —i0w,  (6.137)
que no processo de quantizagao sao identificadas com a algebra dos operadores
@5 = —idt, [ ] =00 [0000], = b (6.138)

Embora seja possivel encontrar uma representacao para o operador ¥* (6.58), o
mesmo nao é vélido para 12, pois niao é possivel encontrar uma representagiao que
satisfaga a dlgebra (6.138) (esse assunto continua sendo pesquisado atualmente).
Mas no caso especifico de spin 1 é possivel encontrar uma representagao, que faremos

a seguir utilizando o mesmo procedimento do caso nao massivo.

6.2.2 Particula Massiva de Spin 1

Partindo da acao (6.99) con duas transformacgoes de supersimetria,

. 1 . 1 1
SN2 = / dr{ i + = (w“wua G7) = Soxatlity — o xatlixut + gem?

2e 2
+§mxaw2 - §fab (eteb — 305 |
b [ (1) Y () = 92 () 92 ()] (6139)
introduzimos as variaveis
Ve i), U s i), (6.140)
= =5 (a+ina), X = 5= 00 — i), (6.141)
vim s (i), = s (vioivl). (01

para escreveé-la na forma
¢ - /: dT{x'“Pu + : (W@ﬂ _ ¢5¢5) _ g (p2 _ mz) _ ;X (1/_1“]9“ _ m1/75>
2% (w“pu —my®) + o f ([0, - [0 8]) ) +
LI (1) By (72) + B (1) W (1)
WS — s (1) V5 (Tz)} . (6.143)

+

N)\® DO |
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Da agao (6.143) reconhecemos os vinculos de primeira classe que atuam nos estados

quanticos,
PV =p"—m’~0, P =grp,—mis~0, O =rp, —mis =0,
oD = [y, ] - w&w4~w> (6.144)

e a partir da equacao (6.138) obtemos a dlgebra dos novos operadores fermionicos

as relagoes para as novas variaveis sao
[¢#7wy]+ - [1/_}#71511}_’_ - 07 [1/J57¢5]+ - [1/_)572/_}5]+ =0
{1/1#7 IEV}+ = Uwa {1/}57 1;5}+ = _1 (6145>

Como 9* e 15 formam um conjunto de operadores mutuamente anticomutantes,
vamos construir uma base de auto-estados |a, 3) com auto valores o e i3 também

anticomutantes, definidos por

Pa, B) = alla, B), sl B) = ifla, B). (6.146)

Assim a funcao de onda que descreve a dinamica quantica da particula possui a

estrutura
U (z,a,8) = ({z| ® (a, B]) |¥), (6.147)

podendo ser expandida em uma série de poténcias de o e de (3
: Lo L v
U(r,0,8) = (1+i8) [F (x) + a"F, () + 5@ Fu (2) + ot e ol By, (2)
1
a0l Fyy () J- (6.148)
A atuacio de o™ no estado |¥) fornece
- - - - 5
([ ] = [ ) [0y =0, — (¢4, = 0%0%) [0) = S|w).  (6.149)

que sob a representacao

- 0 . - .0
wu = Oé“a wu = @7 ¢5 = Zﬁ? w5 = Z%a (6150)
resulta na equacao diferencial satisfeita pelo estado quantico
i\Il (x,a,0) + B= \I/(x a, ) = 5 U (z,a, ). (6.151)
dat ’ ap 2 ’ '

Nesse ponto nds encontramos um problema, visto que a estrutura geral(6.148) dos

estados nao admite valores semi-inteiros sob derivadas com relacao as variaveis
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de Grassmann, i.e., ndo é possivel encontrar um estado ¥ (z,a, ) que satisfaca
a equagao (6.151) por causa da constante de proporcionalidade 5/2.

Felizmente no caso de uma particula de spin 1 este problema pode ser contornado,
visto que para N = 2 nds podemos adicionar a ac¢ao (6.139) um termo de ”Chern-
Simons” [17]

/ A7 (Y fureas) (6.152)

onde Y é uma constante de proporcionalidade que pode ser ajustada de forma con-

veniente. A presenca de (6.152) altera somente o vinculo ™), fornecendo

= [0, 0] =[5, 0] + 4V (6.153)
Se nds escolhermos Y = 1/4, vemos que a equagao satisfeita por ¥ (x, o, ) passa a
ser 5
a—\lf(:cozﬁ)jtﬁaﬁ‘ll(xaﬁ)—%lf(a:aﬁ) (6.154)
que admite a solucao
V(r,a,3) = *Oé“a”FW () + mBat A, (x). (6.155)

Os vinculos ¢ e () quando aplicados a funcao de onda

a’0, < oo’ Fy, —I—mﬂa“AM> = mﬂ( +mﬁa”A> (6.156)
0 L, i o (1, "
ﬂﬁp <2a a"F,, +mpfa Au) = m% <2a a’F, +mBa Au) , (6.157)
fornecem
1
a’ata”0,F,, + mpBafat0,A, = imﬁ&“a”Fw, (6.158)
Q" F,, —mBOrA, = m’arA,. (6.159)

Dessas equagoes é possivel inferir que uma solugao é obtida via

F.=0,A,-0,A,  9,F" =m*A", (6.160)
que satisfaz as condigoes
0pFu) =0, 0"A, = 0. (6.161)
Resta ainda o vinculo ¢0):
o < oo’ Fy,, +mpBat A ) m? (;a“a”FW + mﬁa“AM> . (6.162)
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Mas, de (6.160) e (6.161) vemos que
O*F,, = m*F,, OPAF = m2AY, (6.163)

0 que permite que a equagao (6.162) seja automaticamente saristeita.

Assim, temos o conjunto de equagoes diferenciais que a parte espacial de ¥ (z, «, 3),
representada pelo tensor anti-simétrico F),,, deve satisfazer. Essas sao as equagoes
Proca que descrevem um campo vetorial massivo, representando uma particula de

spin 1.
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Capitulo 7

Relacao entre Particulas Classicas e Teoria de

Campos

Depois de analisado os modelos de particulas relativisticas e quantizado a teoria,
vamos agora comparar os resultados obtidos com a dinamica dos campos cléssicos

[20], e mostrar a equivaléncia das descrigoes.

7.1 Campo Escalar

O campo escalar é definido como uma representagao (0,0) do grupo de Lorentz,
com spin 0, apresentando o mesmo valor quando medido em diferentes referenciais

inerciais relationados por uma transformacao de Lorentz
¢ (a) = ¢ (2). (7.1)
Ele admite a representacao

M,, =i(x,0, —x,0,) (7.2)

para os geradores do grupo, mais uma representacao

(Sw) =i (nimg — nimg) (7.3)

para o spin quando consideramos um objeto na forma 9,¢, que se comporta como
um vetor. A partir de representacoes escalares e vetoriais é possivel construir objetos
invariantes sob o grupo de Poincaré para formar uma acao que descreva a dinamica
do campo escalar. O campo escalar mais simples conhecido é o campo de Klein-

Gordon, definido a partir da acao

S = / d'zL (x) = / d'x{0,00"6 —m*¢*}, (7.4)
que obedece a equacao de movimento
(0> +m?) ¢ (z) = 0. (7.5)
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Se nés compararmos (7.5) com o resultado obtido na equagao (4.32),
(0* +m?) W (x) =0, (7.6)

noés vemos que o modelo de particula de spin 0 livre leva, no regime quantico , a
mesma equacao de movimento satisfeita pelo campo de Klein-Gordon. E a mesma
identificagdo também é vélida para o limite ndo massivo das teorias, visto que (7.5)

e (4.32) fornecem, respectivamente,

¢ (x) =0, O™V (z) = 0. (7.7)

7.2 Campo Espinorial de Dirac

Os campos espinoriais sdo obtidas das representagoes (1/2,0) e (0,1/2) do grupo
de Lorentz, com spin 1/2, onde a primeira representagao fornece um espinor de mao
esquerda e a segunda um de mao direita. A realizacao é obtida através de espinores

complexos de duas componentes, na forma

Yr (z)
Vg (z)

Uy (x) = Apapr () para (1/2,0), (7.8)
Vi () = Aptpr (2) para (0,1/2), (7.9)

—
—

com

- e

AL _ 6%&'.((;1721/)7 AR _ e%&.(ﬁ+iﬁ)’ (71())

onde w' sao os parametros de rotacao, ¢’ sao as matrizes de Pauli, e v’ sao os

parametros de boosts associados com a representacao
1

K = —50 (7.11)

Os espinores de Dirac sa@o obtidos com combinagoes lineares (0,1/2) & (1/2,0), que

permitem construir um espinor de 4 componentes

(e
U= ( o ) , (7.12)

com operacao de paridade bem definida e que admite projecao em cada um dos

espinores vy, e g através dos operadores

1

5 (1+7.). (7.13)
Introduzindo as matrizes de Dirac v*, que satisfazem a algebra

V" = 20", (7.14)
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noés podemos construir invariantes de Poincaré para formar uma acao que descreva
a dinamica de campos espinoriais.

O campo de Dirac é definido a partir da acao
S = /d4xﬁ (x) = /d4x {1/_1 (iv*0, —m) @/}}, (7.15)
onde ¥ = ¢'9%, e fornece as equacoes de movimento
(i7" 0u —m) ¥ (x) =0, ¥ (x) (i7", +m) =0, (7.16)

(a segunda pode ser obtida da primeira tomando o complexo conjugado desta, e
depois multiplicando por 7 pela direita). Neste caso em especifico, a comparagao
com a teoria de uma particula classica relativistica é trivial, visto que a prépria
metodologia utilizada na construgao foi baseada logo de inicio na existéncia do
campo de Dirac. A coeréncia da teoria classica é quase inteiramente baseada na

condicao de se obter, sob a quantizacdo do modelo, as equagoes (4.82)
("0 —m)o Wy () =0, (9% +m?) W, (x) =0, (7.17)

idénticas as satisfeitas pelo campo de Dirac. Por isso é um tanto redundante afirmar
que a quantiza¢do da particula de spin 1/2 fornece as equagoes que descrevem a

dinamica do campo espinorial de Dirac.

7.3 Campo Vetorial

O campo vetorial surge de uma representacao (1/2,0) ® (0,1/2) = (1/2,1/2) do
grupo de Lorentz, com spin 1, descrito na notacao tensorial por um 4-vetor. Nos
estamos interessados em dois campos vetoriais especificamente: o campo eletro-
magnético e o campo de Proca. O primeiro é descrito pelos campos elétrico (E) e

magnético (B), que satisfazem as equagoes de Maxwell

0B OE
V.E =0, V.B=0, VXE=—— VxB=—. (7.18)
ot ot
Introduzindo os potenciais ¢ e A na forma
0A

nés podemos escrever as equagoes (7.18) na forma covariante utilizando o 4-vetor
A* = (¢, A), que fornece

9,F, =0,  9,F" =0, (7.20)
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onde
F.=0,A,—0,A,. (7.21)

J& o campo de Proca é a generalizagao do campo eletromagnético para o caso de

um campo vetorial massivo, satisfazendo as equagoes de movimento
0,G =0, 9,G" =m*A", (7.22)

com G, definido da mesma forma que F), . Utilizando a mesma notacao para os

dois campos, nés vemos que a dinamica das teorias é obtida da acao
s= [deL (@)= [at {—F . 2MA,AH} , (7.23)

visto que o processo de minimizacao da agao fornece as equagoes de Proca (7.22) e
no limite ndo massivo, as equagdes de Maxwell (7.20).
A comparacao com o modelo de uma particula cldssica com spin 1 é bastante

simples, visto que no processo de quantizacao, ela fornece a fungao de onda
U(z,a,03) = fa”a”FW( ) +mparA, (x), (7.24)

cuja parte espacial satisfaz as equagoes (7.22), e no limite ndo massivo reproduz as
equacoes de Maxwell. Ou seja, a teoria quantica de uma particula relativistica de

spin 1 é exatamente a mesma descricao classica dos campos vetoriais.

7.4 Interacao Eletromagnética

A interacao dos campos livres com o campo eletromagnético é realizada através do
acoplamento minimo, que resulta da exigéncia de a teoria interagente mantenha
a invarianca local de gauge. As teorias de campo mais simples que conhecemos
invariantes de gauge (e por consequéncia com cargas conservadas) sdo a do campo
escalar complexo e o préoprio campo espinorial de Dirac. Vamos realizar a andlise
nessa ordem e comparar com os resultados obtidos na quantizacao dos modelos de
particulas interagentes.

A dinamica do campo escalar carregado é obtida através da acao
S = / AUzl (x / d'z{0,0°0"6 — m*¢70}, (7.25)
que fornece as equacgoes de movimento

(*+m?) é(z) =0, (0 +m?)¢" (z) =0. (7.26)
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Como a acao é invariante sob as transformacoes de gauge,

¢ (2) =W (z), ¢ () =G (), (7.27)

o processo de acoplamento minimo é realizado com as substituicoes
O — (O +19A4) ¢, Oud” — (O —igAy) 9™ (7.28)
Assim temos a lagrangiana de interacgao
Lin = [ d' {ig0,0 04" — ig"0,04" + g0} (7.29)
que fornece as equacoes de movimento
(02 +m?) & — g?0A* + igd,, (pA") + igdud A" =0, (7.30)
(0 +m?) ¢ — g*6" A2 — igd, (¢" A") — igD,¢" A" = 0. (7.31)

Se nds pegarmos a equagao (5.52) que descreve a teoria quantica de uma particula

de spin 0 interagindo com um campo eletromagnético de fundo,
(0% +igd, A" +igA, 0" — g A* — m?) W (x) (7.32)

e permitirmos que a fungao de onda V¥ (x) seja complexa, i.e., que também admita
a equagcao
(82 — g0, A" —igA, 0" — g*A® — mQ) U* (x), (7.33)

¢é possivel observar que a dinamica é a mesma do campo escalar carregado sob
interagao.
Para o caso do campo de Dirac, como o acoplamento minimo é realizado na

forma

0, — D, =0, +1igA, (), (7.34)

a lagrangiana de interacao obtida é
Lint = /d4x {—giﬁy”fluw} : (7.35)
que fornece a equacao de movimento
(iv"0u — g7 Ay —m) ¢ (x) = 0. (7.36)

Da mesma forma que no caso livre, a comparagcao ¢é direta, visto que a teoria classica

foi construida de forma que a dinamica quantica fosse a mesma do campo de Dirac.
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O tnico ponto que merece uma resalva é o fato que sao duas as equagoes quanticas

para descrever uma particula de spin 1/2 sob interacao:

(iv"0, — gy Ay —m) ¥ (x) = 0, (7.37)
(32 + g0, A" +igA, 0" — g*A* —m?* — igy“fy”FW> U(x) = 0. (7.38)

Mas uma analise de (7.37) nos permite observar que, se atuarmos nela (pela es-

querda) com o operador
(iv"0, — gy" A +m), (7.39)

ela fornece a mesma equacao (7.38) para o campo v, sob a condi¢ao 9, A" = 0.
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Capitulo 8

Conclusoes e perspectivas

No decorrer deste trabalho, nés vimos que a descricao de uma particula cléssica rel-
ativistica necessariamente precisa de uma formulagao invariante sob transformacoes
de reparametrizacoes, visto que somente assim a covarianca explicita da teoria seria
obtida. Essa exigéncia automaticamente nos levou a utilizar o formalismo hamilto-
niano desenvolvido por Dirac para descrever sistemas singulares, pois a nao defini¢ao
(nulidade) da func¢ao hamiltoniana s6 poderia ser aceitével se correspondesse a ex-
isténcias de vinculos na teoria. Com essa base, nés construimos primeiro um modelo
de uma particula com spin 0, exigindo que no referencial do tempo préprio ela ad-
mitisse equacoes de movimento que caracterizassem uma particula livre, e depois
introduzimos varidveis de Grassman para descrever os graus de liberdade de spin,
observando que eles descreviam uma particula de spin 1/2. Para que a descrigao
classica do spin fosse coerente, nés partimos da equacao de Dirac e de Klein-Gordon
(satisfeita por cada componente do espinor), e fizemos a suposigao que as equagoes
quanticas fossem obtidas da teoria classica como vinculos de primeira classe atuando
nos estados fisicos do sistema. Como numa teoria invariante por transformacoes de
reparametrizacao a hamiltoniana ¢ definida somente em termos dos vinculos de
primeira classe, nés construimos a acao do sistema classico, e reconhecendo que os
mesmos vinculos sao geradores de transformacoes gauge, nds obtivemos as trans-
formagoes de simetria que deixavam a agao invariante, o que nos levou diretamente
ao conceito de supersimetria, que conectava as variaveis bosonicas e fermionicas. Foi
possivel observar que, através da introducao dos campos auxiliares, a descricao de
uma particula com spin 1/2 era uma genereliza¢ao natural de uma com spin 0, sendo
que ambas admitiam o limite nao massivo diretamente da lagrangiana e, sob o pro-
cesso de quantizagao, forneciam a dinamica dos campos de Dirac e de Klein-Gordon,

respectivamente.

O passo seguinte foi analisar o comportamento das teorias sob a interagao com

um campo eletromagnético de fundo. Nés vimos que a presenca da interagao nao
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quebrava as simetrias presentes na teoria livre, e que as equagoes de movimento
forneciam a forca de Lorentz para o caso de spin 0, e para a particula de spin
1/2, a mesma surgia com corregoes devido a interagao do spin, além de fornecer a
descrigao de uma particula com fator giromagnético igual a 2, como observado para
o elétron. Quando quantizamos os sistemas, nds vimos que a teoria quantica possuia
a mesma dinamica dos campos de Klein-Gordon (carregado) e de Dirac acoplados
minimamente com um campo eletromagnético de fundo.

Por ultimo, nés extendemos a &dlgebra dos vinculos de uma particula de spin
1/2 ndo massiva, inserindo N transformagoes de supersimetria e um gerador de
transformagoes de grupo O(N), o que nos permitiu obter a descrigdo quantica de
Bargmann-Wigner para particulas com spin N/2. Quando restringimos para o caso
de 2 transformacoes de supersimetria, o vinculo de O(2) nos permitiu construir um
estado quantico cuja parte espacial era representada por um tensor de segunda or-
dem, satisfazéndo as equacoes de Maxwell para o eletromagnetismo, que no contexto
quantico descrevem uma particula de spin 1.

Do modelo sem massa, nés conseguimos ampliar a acao para descrever uma
particula massiva, inserindo um termo de massa no gerador de supersimetria e ex-
tendendo o gerador de transformagoes O(N), de forma que os termos massivos nao
quebrassem as invariancas presentes na teoria nao massiva. Foi possivel observar
que, apesar de obtermos as equacgoes corretas para descrever uma particula mas-
siva de spin N/2, surgia um vinculo dlgebrico que ndo conseguimos interpretar. A
prépria existéncia desse vinculo nao permitiu que obtivéssemos diretamente a de-
scricao correta de uma particula de spin 1, que s6 foi obtida adicionando ”a mao”
um termo de Chern-Simons na agao, fornecendo a descricao de um campo vetorial
massivo, o campo de Proca.

Esse trabalho possui varias continuagoes naturais, que podem ser encaradas como
perspectivas futuras. Somente no contexto de particulas classicas com spin, ainda
persistem os problemas advindos da interacao de spin arbitrario com campos de
fundo (eletromagnético, gravitacional, etc.) e da descrigdo massiva, que apresenta

problemas de representacao na descricao de spins maiores que 1.

84



Apéndice A

Introducao aos Grupos de Lorentz e de Poincaré

O ponto de partida para a contrucao de qualquer teoria relativistica é a im-
posicao que ela satisfaca o postulado basico da Relatividade Restrita, que afirma
que a velocidade da luz é a mesma quando medida em qualquer referencial inercial.
Isso significa que, se x; for a posicdo de um sinal luminoso no tempo ¢, em um

Y )
referencial inerci x; for ica mesmo sinal n m m outr
dado referencial inercial, e x} for a posicdo do mesmo sinal no tempo ' em outro

referencial também inercial, existe uma quantidade s? tal que
2=~y =17 — 2l (A.1)

Assim, o conjunto de transformagoes lineares relacionando (z;,t) a (z},t') que pre-
servem a relacao (A.1) formam um grupo denominado grupo de Lorentz. Intro-

duzindo a notacao
o = (2°2") = (t,x), (A.2)

onde = 0,3 é denominado {ndice de Lorentz (sempre representado por letras do
alfabeto grego) e i = 1,3 corre somente sobre os incides espaciais, relacionados aos
3-vetores usuais (sempre representado por letras do alfabeto romano), a quantidade

52 pode ser escrita na forma

s* = 2%% — 2’2’ = 2t (A.3)

O objeto 7, é denominado tensor métrico (ou simplesmente métrica), satisfazendo

a propriedade de simetria 17, = 1,, e definido a por
diagn,, = (1,—-1,-1,-1). (A.4)

A métrica é o que caracteriza o espago-tempo onde a teoria é construida, e o espago-
tempo cuja métrica é definida na forma (A.4) é denominado espago de Minkowski.

Considerando a forma mais geral para transformacoes lineares

't = A, (A.5)
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é possivel observar que elas preservam (A.1) se os coeficientes A¥ satisfizerem a
condicao

nuuAZAZ = Npo- (AG)

Qualquer quantidade definida a partir de objetos que se transformem sob o conjunto
de transformagoes de Lorentz (A.5), e que seja preservada, serd um invariante de
Lorentz, e qualquer teoria construida a partir desses invariantes sera uma teoria
relativistica por construcao.

As transformacoes de Lorentz podem ser decompostas em um produto de trans-
formagoes de quatro tipos: rotagoes, boosts, inversoes espaciais e temporais. Vamos
nos preocupar somente com os dois primeiros, que sao descritos em termos de 6
parametros (um para cada direcao espacial). Se Considerarmos um transformagao

de Lorentz infinitesimal

AL =080+ €, (A.7)
e substituirmos em (A.6), mantendo termos até O (€), obtemos o resultado
Nup€hy = — T p€l- (A.8)

Utilizando a métrica para subir e descer os indices,

T, = Nur’ = (xo, —x) : (A.9)
a equacao (A.8) fornece
€py = —€ups (A.10)
ou seja, €, ¢ um tensor anti-simétrico com 6 entradas. Introduzindo os geradores
hermitianos
L, =i(x,0,—x,0,), (A.11)
com 5 5
o=—=|=,V|, A12
T Qam <8t > ( )
é possivel escrever _
dat =o't — ot = ela¥ = %ep"me’”. (A.13)

Os geradores L, satisfazem a algebra de Lie
[Lyws Lpol = Mup Lo — MupLuve — Mo Lyp + 0o Lup, (A.14)

que ¢é identificada com a algebra de Lie de SO(3,1). A representagao mais geral dos

geradores de SO(3,1) que obece a relagao de comutacao (A.14) é dada por

M, =Ly, + Sw, (A.15)
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onde S, satisfaz a mesma algebra de Lie de L, e comuta com o mesmo. Analisando

somente os geradores M;;, eles formam a dlgebra
[M;j, My = —i6;s My + 103 M, + 30, My, — 16, M. (A.16)
Inserindo os novos operadores
Ji = —€iix Mg, (A.17)
juntamente com os geradores de boosts
K; = My, (A.18)
observamos que eles satisfazem a algebra de Lie
(K, K] = —i€ji [Ji, K] = i€, Ky, (i, J;] = i€k (A.19)
Tomando as combinagoes lineares

N; =

1

1 1

podemos observar que N; e Ng satisfazem em separado a élgebra de Lie de SU(2),
[Ni, Nj] = ieiuNe, [Ny NI =0, [N, NI| = i€y ], (A.21)
com operadores de Casimir

N;N; — autovalores =n (n+ 1), n=0,1/2,1,... (A.22)
NJN! — autovalores = m (m + 1), m=0,1/2,1, ... (A.23)

As representagoes sao classificadas pelo par (n, m), enquanto os estados sao distin-
guiveis pelos autovalores de N3 e Ng.

A extensao natural do grupo de Lorentz é a incorporacao do principio de invar-
ianca de um sistema fisico sob translacoes espaciais e temporais. Tal transformacao
¢é dada por

' =gt + o, (A.24)

onde a* é um 4-vetor arbitrario constante. Com essa extensao, tem-se um grupo
geral de invarianca com 10 parametros, denominado grupo de Poincaré, com as

transformacoes sendo implementadas na forma

't = Ata¥ + ot (A.25)
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Para obter a algebra dos geradores, é necessario considerar a variacao de x* sob uma

pequena translagao:
dat = €' = ie" P,at. (A.26)

Nessa expressao, € é o parametro da transformacao, e

P, = —id, (A.27)

w=

é o gerador hermitiano da transformacao. Com esse novo gerador, a algebra do

grupo de Poincaré assume a forma

[P“, P] = 0, [M,w, Pp] = =, P, +in,, Py,
(M, Myl = inyMue — i0,yMyo — iye M, + i0,6 M, (A.28)

Essa introducao deve ser satisfatéria no que concerne o trabalho aqui realizado,
visto que explicamos algumas terminologias utilizadas ao longo do texto. Para mais

detalhes, consulte o livro do P. Ramond [20], de onde este resumo foi retirado.
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