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Resumo

Neste trabalho desenvolvemos o tratamento geral de sistemas singulares pelo formalismo
de Hamilton-Jacobi, desenvolvido primeiro por Caratheddory para sistemas regulares. Dare-
mos énfase a sistemas cuja agao é de primeira ordem, ou seja, cuja Lagrangiana é uma fungao
linear nas velocidades. O objetivo principal é, além de apresentar o formalismo de forma
apropriada, mostrar a existéncia da estrutura simplética no espaco de fase desses sistemas ao
encontrar parénteses generalizados apropriados, com 0s quais a quantizacao canonica se dara

de forma natural.

Palavras Chave: Sistemas singulares, formalismo de Hamilton-Jacobi.
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Abstract

In this work we develop the general treatment of singular systems via Hamilton-Jacobi
formalism, first developed by Caratheddory for regular systems. We will give emphasis on
first order action systems, whose Lagrangian is a linear function of the velocities. The main
objective is, besides presenting the formalism in an appropriate form, to show the existence of
a simplectic structure in the phase space of these systems by finding appropriate generalized

brackets, with which the canonic quantization will be given in a natural way.
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Introducao

Em quatro artigos monumentais publicados em 1926', Schrédinger inaugura a Mecanica
Ondulatéria, que trata o problema da quantizacao como um problema de autovalores. Em
conjunto com a mecanica de Heisenberg e os trabalhos de Dirac, esses artigos edificam as
bases tedricas da mecéanica quantica. Assim como fez Hamilton quase um século antes ao
desenvolver seu formalismo para a mecanica cléssica, Schrodinger baseou-se na analogia
dptico-mecdnica, que relaciona a dtica geométrica a mecanica analitica, e assim foi capaz de
criar uma nova disciplina que mudaria a histéria das ciéncias naturais. Escreve Schrodinger,

sobre o trabalho de Hamilton, ao introduzir seu segundo artigo:

” Unfortunately this powerful and momentous conception of Hamilton is deprived,
in most modern reproductions, of its beautiful raiment as a superfluous accessory,

in favour of a more colourness representation of the analitical correspondence.”

Schridinger refere-se justamente a analogia 6ptico-mecanica e podemos arriscar dizer o
mesmo sobre os trabalhos de Schrodinger: essa relagao, importante tanto para a mecanica
cldssica quanto para a quantica, é oculta nos livros modernos de mecanica quantica.

Este trabalho dedica-se em ltima palavra & investigacao de uma parte da analogia éptico-
mecéanica na mecanica cldssica, o Formalismo de Hamilton-Jacobi, (HJ). Hamilton fez
abundante uso dessa analogia ao desenvolver a mecanica Hamiltoniana e o fez de forma
deliberada. A conexd@o entre a teoria de propagacdo da luz e a mecanica é antiga e esta
pautada nos problemas variacionais. O primeiro principio variacional foi introduzido por
Fermat, entre 1657 e 1662, o principio de tempo minimo. A trajetdria do raio de luz é
tal que o tempo medido entre dois pontos do caminho é minimo. Hamilton percebeu que
seu principio é equivalente ao de Fermat quando as trajetérias dos raios de luz em R® sdo
entendidas como as trajetérias dinamicas no espago de configuracao Q.

Schriodinger fez uso da mesma associacao, mas percebeu que ela nao era imediata para
a teoria quantica. A mecénica classica é, no sentido dessa correspondéncia, andloga a 6tica
geométrica, mas nao a teoria ondulatéria da luz. O limite estd na capacidade da definicao
de trajetorias, que sé é possivel na Otica geométrica, onde consideramos que a trajetéria tem
dimensoes muito maiores que o comprimento de onda. O conceito de trajetoria nao faz sentido

na teoria de Huygens, onde o comprimento de onda é grande em relagao ao ”caminho da

LE. Schrodinger - Collected Papers on Wave Mechanics - Quantisation as a Problem of Proper Values I,
II, IIT e IV. - Chelsea Pub. Co. New York (1978).



luz”. Schrodinger considerou natural que nos sistemas micro-mecanicos a mecanica cléssica
funcionasse tao bem quanto a ética geométrica funcionava para os problemas de difragao.
Haveria, entao, uma nova mecanica cuja correspondéncia éptico-mecanica se dava com a
6tica ondulatéria. Nasce assim a mecanica ondulatéria.

Os principios variacionais sao o elo mais profundo entre a ética, a mecénica classica e a
mecanica quantica. E o formalismo que liga as trés disciplinas na mecanica é o Formalismo de
Hamilton-Jacobi. E este o ponto de partida de Schrédinger, nao o formalismo Hamiltoniano,
como faz pensar a maioria dos textos atuais em mecanica quantica.

O formalismo de HJ é baseado na analogia entre trés disciplinas matemaéticas que por
algum tempo foram tidas como independentes: a teoria das equagoes diferenciais or-
dindrias (EDO), a teoria das equagoes diferenciais parciais (EDP) e o cdlculo varia-
cional, e essa analogia, como veremos, tem como pano de fundo a geometria diferencial em
variedades. Esse quadro de relagoes que envolve as trés disciplinas em um contexto onde reina
a geometria faz do formalismo de HJ nao s6 um formalismo para a mecéanica, mas também
um formalismo matemético, como mostra Carathéodory?, ao deduzir os principais teoremas
pertinentes as teorias de EDO e EDP. Carathéodory chamou este sistema de relagoes pelo
sugestivo nome de quadro completo (complete figure).

Na mecénica analitica o formalismo de HJ é baseado na conhecida equagao de mesmo
nome. FEsta equacao é resultado dos trabalhos de Hamilton e Jacobi na teoria das trans-
formagoes canodnicas. E natural neste ponto de vista que a literatura corrente sobre este
formalismo vincule a equacao de HJ ao formalismo Hamiltoniano através das transformagoes
canonicas. Nessa Otica a equagao de HJ surge ao se considerar o problema de se encontrar
uma transformagao no espago de fase T*Q capaz de levar a resolucao das equagoes dinamicas
de Hamilton & forma mais elementar possivel. O formalismo entdao é tratado meramente
como um meio de encontrar solugoes para as equacgoes de Hamilton. No quadro completo, as-
sim mostraremos, a analise de HJ é independente da abordagem Hamiltoniana da mecanica,
mesmo da defini¢do de qualquer tipo de transformacao, consistindo em uma teoria completa,
autosuficiente e com resultados muito gerais.

O quadro completo nos permite, e esse é o principal ponto de todo o trabalho, tratar sis-
temas singulares, que consistem em sistemas cuja Lagrangiana possui uma matriz Hessiana
singular. Esse tipo de sistema viola a condigdo necessaria para que a formulacao Hamil-
toniana apareca de forma natural a partir da Lagrangiana, pois torna-se necessaria uma
andlise de vinculos. Como ja é bem conhecido, a mecanica quéantica é baseada em uma es-

3 ge o sistema

trutura simplética e essa estrutura nao pode ser obtida pelos métodos usuais
for singular. Assim, por muito tempo desde a fundagdao da mecanica quéntica nao houve um

formalismo unificado que tratasse de sistemas singulares. Dirac* foi o primeiro a dar uma

2C. Caratheodory - Calculus of Variations and Partial Differential Equations of the First Order - Holden
Day, Inc (1967).

3Por exemplo usando os Parénteses de Poisson habituais.
4P, A. M. Dirac - Canad. J. Math. 2, 129 (1950),

P. A. M. Dirac - Canad. J. Math. 3, 1 (1951),
P. A. M. Dirac - Proc. Roy. Soc. A246, 326 (1958).



solucdo satisfatéria para este problema, usando um formalismo Hamiltoniano®.

A busca por uma estrutura simplética geral para sistemas singulares é naturalmente emer-
gente pelo Formalismo de HJ. Portanto, a importancia dessa estrutura teérica nao é evidente
apenas na discussao heuristica sobre as origens da mecanica quantica, mas também na reso-
lucao de problemas que afligem a quantizagao das teorias de campo relativisticas, que sao
naturalmente singulares. Podemos arriscar dizer que a estrada que leva sistemas classicos a
sistemas quanticos passa inevitavelmente pelo quadro completo que abordaremos aqui.

Escolhemos por apresentar o formalismo sem excessivo rigor matematico, mas ainda as-
sim consideramos a importancia da utilizacao da matematica moderna, que inclui elementos
da geometria diferencial em variedades, como ferramenta importante para a sintese e a com-
preensao mais profunda da teoria tal como serd apresentada. Portanto, o trabalho terd
énfase no aspecto geométrico e, para tanto, muitos objetos da geometria devem ser intro-
duzidos. O primeiro capitulo serve a este proposito, além de realizar uma breve sintese das
formulagoes que compoem a disciplina da mecancia classica. Introduziremos a Variedade
de Configuracgao, o Espaco de Fase, vetores, covetores e formas diferenciais, bem
como outros objetos que consideramos importantes para a compreensao do conteiudo e que
também serao uteis no formalismo.

No segundo capitulo apresentaremos a forma mais geral do formalismo de HJ. Em primeiro
lugar apresentaremos a dedugao do sistema de equagoes de HJ, a partir do principio varia-
cional de Hamilton. Trabalharemos com sistemas singulares e mostraremos como é possivel
fazer a andlise de vinculos sob esta ética, encontrando inclusive as estruturas simpléticas
apropriadas para escrever as equagoes de movimento.

No terceiro e 1ltimo capitulo aplicaremos o formalismo desenvolvido no capitulo anterior
para tratar sistemas cuja acdo é de primeira ordem nas velocidades generalizadas. Embora
parecam uma particularizagao, sistemas de agoes de primeira ordem sao na verdade bastante
gerais em Teoria de Campos, pois todos os campos conhecidos podem ser levados a estes por
transformagoOes apropriadas. Esses sistemas mostram-se também muito mais simples para
a utilizacdo do formalismo de HJ, como veremos. Usaremos o método para encontrar as
equacoes de movimento de dois campos conhecidos: o eletromagnético e o de Proca. Para os
dois usaremos Lagrangianas na forma de Palatini.

As referéncias bibliograficas serao indicadas por capitulo, ndo apenas no fim do trabalho,
e em notas de rodapé, com a finalidade de tornar a leitura mais dinamica.

Finalmente, teceremos consideracoes finais sobre este trabalho. Devem conter, portanto,
uma sintese dos principais resultados e direcoes para possiveis linhas de pesquisa futura. Apre-
sentaremos também dois apéndices. O primeiro contém o formalismo de Dirac para sistemas
singulares, no qual procuramos utilizar o modelo operacional que motivou a introdugao no
formalismo de HJ da matriz M. O segundo apéndice consiste em um um exemplo, o campo
eletromagnético livre de primeira ordem, da aplicabilidade do método de Dirac. Embora
nao seja objetivo desse trabalho a comparacao entre os métodos, esperamos que algumas
semelhangas possam ser notadas de imediato, e assim um futuro estudo mais detalhado de

correspondéncia possa ser iniciado.

5Ver apéndice A



Capitulo 1

Mecanica e Geometria

1.1 Introducao

Neste capitulo temos o objetivo de introduzir os elementos e a linguagem que serao uti-
lizados durante todo o texto. Uma passagem pelos formalismos que compoem o cendrio da
mecanica classica vem a ser uma maneira de cumprir essa meta. A linguagem é essencial-
mente geométrica e os elementos sao objetos basicos da geometria diferencial como variedades
diferencidveis, funcoes escalares, vetores e formas diferenciais, que consistem na parte basica
de algebra tensorial em variedades. Passaremos pelos formalismos clédssicos, o Lagrangiano
e o Hamiltoniano, evidenciando seus aspectos geométricos, principalmente na procura de
expressoes intrinsecas, independentes de sistemas de coordenadas. A passagem entre os for-
malismos também sera feita em vista de introduzir as variedades e os espacos vetoriais que
constituem a estrutura formal dessas teorias.

No objetivo principal dessa dissertacao esta a idéia de buscar estruturas simpléticas em
determinados sistemas dinamicos, e, por esta razdao, um formalismo basico envolvendo a
geometria do espaco de fase, inclusive a definicao daquilo que vem a ser uma estrutura
simplética, deve ser desenvolvido. Ainda evitaremos a abordagem do célculo variacional, que

introduziremos como parte do formalismo de Hamilton-Jacobi no capitulo 2.

1.2 Formalismo Lagrangiano

Encontrar equagoes de movimento é o objetivo primeiro da Mecanica Classica, cuja base
tedrica foi langada por Newton (1686), no cenario que descrevemos como o Espago Euclidi-
ano R3. As equacdes de movimento de Newton, considerando-se um sistema de N particulas

descritas em coordenadas cartesianas, tomam a forma!

m[}"(]:F[, {I}:{l,...,N}. (1.1)

Wer [1], pp. 48-64.



Sao 3N equagdes de segunda ordem nas coordenadas. As equagdes (1.1) sdo definidas apenas

2 0 que vem a ser uma caracteristica de todo formalismo classico

para referenciais inerciais
nao relativistico, mas também tém a indesejavel caracteristica de nao serem covariantes ao
sistema de coordenadas escolhido, o que vem a ser uma caracteristica deste formalismo em
particular. Todas as coordenadas das particulas sao independentes desde que nao existam
vinculos no sistema. Caso estes vinculos existam e possam ser escritos por forgas impressas,
as equacgoes de movimento resultarao em relagoes entre algumas das coordenadas, de modo
que estas nao serao dinamicas, ou posto de outra forma, nao serdao de segunda ordem nessas

coordenadas.

1.2.1 Vinculos na Dinamica de Newton

Na mecéanica Newtoniana um sistema é completamente descrito com um conjunto de 3N
informacoes, trés coordenadas cartesianas de N particulas. Este mesmo sistema pode ser
redesenhado em um espago euclidiano de n = 3N dimensoes R", com o uso de coordenadas
generalizadas. O cendrio no qual as coordenadas generalizadas estao inseridas é a chamada
Variedade de Configuracao Q. Novamente os vinculos do sistema representam papel
importante na definigdo dessa variedade. Se existirem vinculos, eles podem ser escritos como
K relacoes entre as coordenadas generalizadas de modo que os graus de liberdade do sistema
sao diminuidos para P =n — K. A dimensao da variedade de configuragao corresponde aos
graus de liberdade do sistema. Assim, com K vinculos, a variedade de configuracao sera QF,
munida de uma métrica Riemanniana. Na auséncia de vinculos esta variedade coincide com
o espaco euclidiano R".

Na presenca de vinculos, o sistema descrito por (1.1) perde a liberdade de se mover por
todo o espago R™. Sua variedade de configuracao QQ é reduzida a uma regiao de R™. Um
exemplo de vinculo é aquele no qual o sistema de N particulas mencionado é restrito a se

mover em uma superficie de R"™. Podemos escrever essa superficie por equacoes do tipo

fo(x7,t) =0 {z} ={1,...,K <n}. (1.2)

A principio, podemos pensar que estes vinculos podem ser mantidos por forgas impressas.

Neste caso, as equagoes (1.1) tornam-se

mix; =F;+ Cy, (1.3)

onde Cj sao as forgas que mantém cada particula my restrita a superficie descrita por (1.2).
Para conhecer o movimento do sistema é necessario conhecer o conjunto das 3N componentes
das forcas externas e, ainda, as 3N componentes das forcas que mantém os vinculos, mas
uma observacao atenta mostra que dipomos apenas de 3N equagoes (1.3) e de K equagoes
(1.2) tal que K < 3N. Esta é uma dificuldade que pode ser contornada observando-se um

caso de particula inica com um tnico vinculo. Nesse caso, podemos ignorar o indice I,

ZNeste contexto, os referenciais inerciais sdo aqueles que sao relacionados por transformacées de Galilei.



f(x,t)=0. (1.4)

O espaco mais geral desse exemplo é o R3. As equacdes de movimento tornam-se

mx =F + C, (1.5)

que, com a condicao (1.4), somam quatro equagoes para seis incognitas, as compontentes
de F e C. Embora nesse tipo de problema o conhecimento de F seja presumido, nao o é o

conhecimento das componentes de C.

Figura 1.1: Particula restrita a uma superficie f(z,t).

Observe que nesse caso nao existe apenas uma forga capaz de manter a relagao (1.4). De
fato, apenas forcas normais ponto a ponto a superficie contribuem para manter a particula
presa a ela. Assim, duas das componentes tangenciais de C sao irrelevantes. Podemos escolher
C de modo que tenha apenas componentes normais a superficie definida por f. O argumento
pode ser estendido a N particulas. Devemos, entao, escolher as forcas C; de modo que sejam

normais & superficie (1.2). Uma escolha bastante natural seria3

K
Cr=> A\Vifs, (1.6)
z=1

onde Vj significa o gradiente com respeito a posicdo x; da [-ésima particula e A é uma

constante nas coordenadas, mas possivelmente dependente do tempo. Assim,

K
mikr =Fr+) AVif.. (1.7)
z=1
Se as forcas impressas forem nao dissipativas, existe um potencial tal que Fj= —V;V,

onde V = V(xy,t). As equagoes de movimento tomam uma forma final em

3Dada uma funcao de N varidveis f(zx), o gradiente V f calculado em algum ponto de f é um vetor normal

a superficie neste ponto.



K K
mikr=-VV+> A\Vif.=-V; (v -y )\Zfz> : (1.8)
z=1 z=1

Aqui, vemos a motivagao elementar do método dos Parametros de Lagrange (PL) para
o tratamento de vinculos. Esses vinculos, descritos por (1.2) sdo chamados integraveis.
Nessa dedugao, usamos o fato de que os vinculos integraveis podem ser escritos por uma
relacdo entre as coordenadas e implicitamente mostramos que as forcas responsaveis por
manter um sistema de particulas preso a esses vinculos sdo nao-dissipativas. Vinculos nao
integraveis, que nao podem ser escritos por uma relacao entre as coordenadas, sao mantidos
por forgas dissipativas. Nesses casos nao podemos escrever (1.6) ou (1.7), mas pode-se mostrar
que o método dos PL ainda pode ser utilizado?.

No caso especifico do nosso problema, somos levados a interpretar os termos » . A, f.
como o0s potenciais responsaveis pelas forcas que mantém o sistema sobre a superficie.

Note que, ao procedermos o produto escalar de (1.8) por X7 e somando em I,

N N N
S omukp ki ==Y ViVki+ > Y AVif.-kp (1.9)
I=1 =1 I=1 =z

Usaremos agora as identidades

i\[: .. d al mix; 110
MIXL X1 = o Z 5 ; (1.10)
=1

d¢ _ 9¢ 5%

o= 8t+2vz¢ X;. (1.11)

Tanto V quanto ), A, f, podem ser colocados em lugar de ¢ em (1.11), de modo que

d mrxs oV of.
=2 L E 1.12
dt (; 2 + V) ot g A ot ( )

onde usamos o fato de que A é uma fungao explicita apenas de t e de que df/dt = 0 na

superficie. Esta equagao dé lugar a conservacao da energia do sistema particula-superficie:

%:%—‘;—ZAZ%? (1.13)

Ora, a equagao (1.13) nos mostra que mesmo um unico vinculo explicitamente dependente
do tempo executa trabalho sobre a particula mesmo quando o potencial V' é independente do
tempo. Por conseqiiéncia a energia E da particula nao é mais conservada. Isto significa que
a proépria superficie executa trabalho na particula, o que pode ser bem compreendido quando
se observa que, se a superficie se move, as velocidades nao s@o mais tangentes as préprias

superficies e, neste caso, nao sao ortogonais as forcas Cj.

“Ver [2], pp. 25-7 e 43-9.



1.2.2 Principio de D “Alembert

Temos, entao, as equacoes

K

mikr=Fr+ > \Vifs, (1.14)
z=1

f2(x1,t) =0, (1.15)

que devemos resolver pela eliminacao dos parametros . de (1.14). Sabemos que ), A\.Vrf,
é um conjunto de N vetores normais a superficie definida por (1.15). Entao, podemos definir
um conjunto de N vetores 77 tangentes a superficie em cada ponto. Estes vetores obedecem

a

N
> - AVif.=0. (1.16)
I=1

Sao K equagdes para 3N componentes de 77. Assim, somente 3N — K das componentes sao

independentes. A relacao (1.16) pode ser reescrita com o auxilio de (1.14):

> (mk;—Fp) -7 =0. (1.17)

I
Esta equacdo é chamada por Principio de D “Alembert®. Assim, ficamos com 3N — K
relagoes independentes em (1.17), de modo que transferimos nosso problema de um sistema em
R3N condicionado a uma superficie (1.15) para um sistema livre em Q3N =X com as equacdes
de movimento (1.17). Para encontrarmos as 3N componentes de x; dispomos dessas equagoes

e das condigbes auxiliares (1.15).

1.2.3 Equacgoes de Fuler-Lagrange

Os vetores tangentes 7 sao fungoes vetoriais das coordenadas de Q e possivelmente do
tempo. Suas 7 componentes definem um vetor em R"™, assim como as n coordenadas x;
definem igualmente um sistema de coordenadas nesse mesmo espago. Vamos agora introduzir
coordenadas generalizadas ¢ onde {i} = {1,...,n}, relacionadas &s coordenadas x; pelas

relacbes mutuamente inversiveis®

¢ = q¢'(x1,1) {i} ={1,...,n} (1.18)

SHistoricamente a deducéo deste principio é, obviamente, diferente. Mas uma inspecdo mais detalhada

mostra que a formulacdo Y ,(ms&; — Fr) - 6Rr = 0 é equivalente a (1.17), pois j& que os vetores T néo
apresentam "realidade fisica”, no sentido de que sdo elementos de uma variedade de configuracdo que nao é o
espaco R3, estes podem ser compreendidos como variagdes virtuais das posicdes, conceito com o qual o célculo
variacional chega ao mesmo principio. Esta abordagem estd em [2], Cap. IV.

5A inversibilidade é atestada pela exigéncia de que a matriz formada pelos elementos dq'/0z’ seja nao
singular, onde z7 sdo as 3N componentes dos vetores X;.



x7 = x7(¢', 1) {I} ={1,...,N}. (1.19)

Além disso, assumimos que ¢* sejam fungoes continuas e pelo menos duplamente dife-

rencidveis. Ainda, as derivadas parciais de x; com relagao as coordenadas generalizadas sao

tangentes & superficie, de modo que podemos escrever 7; como combinacdes lineares”
L OXg
=€e—. 1.20
=G (120
Usando (1.20), podemos escrever (1.17) por
. 0xg
> (myk; —Fy) - = 0. (1.21)

1

Temos:

YR, axl -y v axf _ g};7 (1.22)
I I

onde usamos a condicdo de que as forcas impressas sdo conservativas®. Também podemos
calcular
. 0xg d (. 0xg . d 0xj
miXy - — = mr— | X7 - - | — . 1.23
Sk G gfdt@aql Sk g (1.23)
onde
d aX[ 82X] a2X[ 85(]

— = 2 gy S 1.24
dt o¢  ogog T T atag ~ ag (1.24)

Para o segundo termo a direita de (1.23), usaremos (1.24):

d BX] . 8X] 8 1 .9 aT
= . — = — 1.2
Zm[ 1 at ogt g’ ;2 ML= Bgi (125)

onde definimos a funcao

1 .
Xy) = E 5 mrxs (1.26)
1

que vem a ser a energia cinética do sistema. Para o primeiro termo da direita de (1.23),

d (. 0xg
zf:mfdt <x1- 8qi>’ (1.27)

lembremos que

TA partir deste ponto passaremos a empregar a convencao de soma, na qual a ocorréncia de fndices duplos
pressupdem a soma nos valores do indice, salvo em situagbes como a equagao (1.17), em que serd explicita a
nao utilizagao da convengao.

8Encontramos o Principio de D “Alembert a partir de uma anélise sobre forcas conservativas, mas na
verdade ele tem um carater universal. Vale também para forcas ndo conservativas. No entanto, os principios
variacionais mais modernos exigem que as forgas tenham cardter monogénico. Assim, a condi¢do de que as

forgas impressas sejam conservativas consiste, aqui, em um passo fundamental.



8X[ . (95([
dgt Ot

(1.28)

e, portanto, esse termo equivale a

d (. 0x d . 0x d (0T
ZI:mIdt <x1. 8(_’[") == <ZI:mIX1. 8(?) = <aqi> : (1.29)

Com os resultados acima, (1.21) toma a forma

dor aT v

—— - — - =0, 1.30
dt 0¢*  Oq* + dqt ( )
onde introduziremos a Fungao de Lagrange ou Lagrangiana
com a qual as equagoes (1.30) ficam
d OL 0L
Bl (1.32)
dt 0¢*  0¢*

As equagoes (1.32) sdo escritas como as equagoes de Fuler-Lagrange. A familiaridade
entre esta equacao e a segunda lei de Newton pode ser mais bem explicitada com a forma
oL 9L o*’L .. 9’L

R — - — — ¢ — i =0. 1.
o7~ otod  ogog ¢ " apag ¢ =0 (1.33)

Aqui, definimos

9L
e
9’L oL .
b; = bi(q,q,t) = - — = — —— 1.35
(¢,4,1) of  otoq 0o ¢ (1.35)
para escrever (1.33) como
i’ = b, (1.36)

que vem a ser uma forma das Equagoes de Newton em coordenadas generalizadas.
A equagao (1.36) tem uma representacao matricial. Neste caso podemos escrevé-la
A- Q = B7

em que A, Q e B s@o matrizes. A matriz mais importante desse conjunto é A, chamada
Matriz Hessiana. Seus elementos sao a;; de (1.36). Note que a solucao para esta equagao
é direta se A tiver inversa. Neste caso o sistema é dito Regular. Para ser regular, a

Lagrangiana do sistema deve satisfazer a condigao

det A # 0. (1.37)
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Sistemas regulares s@o integrados diretamente com (1.36):

¢ = (a1, (1.38)

Contudo, na inexisténcia da inversa da matriz Hessiana, caso em que det A = 0, algumas
coordenadas nao serao dinamicas, pois as equagoes de Euler-Lagrange dessas coordenadas nao
serao de segunda ordem. Nessas coordenadas as equagoes de movimento resultarao, como no
caso do formalismo Newtoniano, em relagoes entre coordenadas. Se a matriz Hessiana tem
posto P?, o nimero de equacoes relacionando as coordenadas, vinculos, serd K = n — P.
Estes sao chamados Sistemas Singulares'’.

Vamos precisar de alguns objetos geométricos a partir deste ponto. Até agora tudo que
foi usado em geometria foi a definicdo da Variedade de Configuracao Q a partir do espago
Euclidiano R™. De fato, variedades diferencidveis podem ser sempre tomadas como sub-
variedades de algum R™, embora nem sempre seja evidente o valor de m para cada caso. No
entanto, hd um meio consistente de construir variedades a partir de Q sem levar em conta
o fato de que esta é imersa em alguma variedade de dimensao superior. Isto serd necessério
principalmente porque usaremos objetos geométricos definidos em espagos diferentes de Q,
embora a fisica se dé completamente nesta variedade.

Outro fato é que tanto a fungdo de Lagrange quanto as Equacgoes de Euler-Lagrange nao
dependem da escolha de um particular sistema de coordenadas. Esta é a razao da utilizacao
de coordenadas generalizadas. No entanto, as equagoes (1.32) nao sao escritas explicitamente
independente das coordenadas. Desejamos por argumentos geométricos chegar a uma forma

das Equagoes de Euler-Lagrange independente do sistema de coordenadas.

1.2.4 Vetores

Em Q podemos definir sistemas de coordenadas. Por ser uma variedade diferencidvel nao
é possivel, no geral, construir um unico sistema de coordenadas que cubra todo o espaco.
O melhor que se pode fazer é definir regioes em Q e atribuir sistemas de coordenadas para
cada regiao. Para cobrir toda a variedade os diferentes sistemas de coordenadas podem
ser relacionados por transformacoes de coordenadas. O conjunto de coordenadas que se
pode atribuir a Q sdo as coordenadas generalizadas, representadas por ¢*. Genericamente,
quando usarmos as coordenadas generalizadas para representar um sistema de coordenadas
jé escolhido para a variedade, essas serdo representadas pelo conjunto {q'}'!.

Para cada ponto de Q podemos definir um Espago Vetorial que chamaremos T ;Q, cujos

12

elementos sao vetores No sistema de coordenadas {¢'}, um vetor em T,Q se escreve

90 posto da matriz Hessiana corresponde ao nimero de graus de liberdade livres do sistema, ou seja, ao
ndmero de seus autovalores nao nulos.
10Trataremos os sistemas singulares a apartir do préximo capitulo pelo método de Hamilton-Jacobi. Existem

outros formalismos bem conhecidos para os casos singulares. O pioneiro foi Dirac, [3], que utiliza o formalismo

Hamiltoniano. Ver apendice A.
1 Og argumentos que seguem podem ser automaticamente generalizados para uma variedade M geral. Ver

[5] Cap. 1.
120u vetores contravariantes, na literatura cléssica.
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COIIIO13

; 0

u=u— =
aq*
4

onde v’ sdo as componentes de u nesse sistema de coordenadas!®.

u'o; (1.39)

Os vetores sao explici-
tamente descritos por suas componentes quando definimos o sistema de coordenadas e sua
base. A base escrita dessa forma é chamada base coordenada e, no caso de (1.39), é definida
pelo conjunto de vetores {0;}.

Definidos dessa forma, os vetores sao operadores do espacgo tangente que atuam em fungoes
da variedade em determinado ponto ¢ e resultam em ntmeros reais. Os vetores obedecem a

regra de Leibniz,

u(fg) = flgulg) + glgu(f) (1.40)

e sao lineares.

Dada uma curva suave C(t) em Q, podemos definir o vetor

d dqt
=—=—9, 1.41
YSw T A @ (1.41)
onde reconhecemos as componentes da velocidade generalizada
-~ dqt
= —. 1.42
"= (1.42)

Assim, as velocidades sao vetores em T,Q e s@o tangentes a Q a cada ponto da curva C(t).
As Equacgoes de Fuler-Lagrange sdo equagoes diferenciais ordindrias de segunda ordem
nas coordenadas, como se mostra explicitamente em (1.33), onde as varidveis dinamicas, ou
as posigoes generalizadas, sao elementos de Q. E possivel escrever essas equagoes na forma
de equagoes de primeira ordem se considerarmos equivaléncia entre as coordenadas e as
velocidades generalizadas. No entanto, as velocidades nao sao elementos de Q, mas do espaco
T,Q. Podemos construir uma variedade diferenciavel cujas coordenadas sao as componentes
das velocidades. A esta variedade daremos o mesmo simbolo de seu correspondente espago
vetorial, T;Q. Suas coordenadas serdo genericamente representadas pelo conjunto {¢‘}.

A funcao Lagrangiana, por exemplo, que é funcao das coordenadas e das velocidades, é
uma funcao na variedade definida por (T,Q ® Q), a Variedade Tangente TQ e nela estao
contidas as coordenadas e as velocidades'®. Assim, as coordenadas de TQ serdo o conjunto
{¢',4'}.

As Equagoes de Euler-Lagrange escritas em TQ sao

13Usaremos a partir deste ponto a notagao abreviada 9; = 8/9¢".
1 Uma transformacio de coordenadas modifica as componentes de um vetor de forma bem definida. Dada

a transformacdo {q} — {¢'} que vem a ser um mapa do tipo ¢’ = ¢'(¢), temos 9, = (8¢’ /dq'")0; e, por
conseqiiéncia, u? = (9q"7 /9q*)u’.

150 tempo continua no papel de parametro das curvas em TQ, mas é direta a generalizacio do formalismo
para o tempo como varidavel dinamica. Por enquanto vamos ignorar qualquer dependéncia explicita no tempo

da Lagrangiana.
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i = 1.43
o (1.43)

q

% = (a )", (1.44)
onde (1.43) é simplesmente a definigdo das componentes das velocidades e (1.44) é apenas a
equacao (1.38), em que pode-se perceber as componentes da matriz Hessiana definidas em
(1.34) e as componentes vetoriais de B definidas por (1.35)1°.

Na dinamica em TQ nao hé diferenca entre as coordenadas e as velocidades como ha na
descricao em Q. Assim, é mais conveniente escrever as coordenadas de forma unificada. Para
tanto usaremos as varidveis 7, onde introduziremos indices gregos que correm de 1 a 2n. A
varidvel n% com « € {1,...,n} correspondem aos ¢' e a« € {n+1,...,2n} correspondem aos

X3

q:

"y =1{d",d"} ac{l,...,2n}. (1.45)

Ou seja, 1 sao as coordenadas de T(Q. Com essas varidveis é possivel escrever as equacoes
(1.43) e (1.44) na forma

o
W o). (1.46)

A equagao (1.46) define um Campo Vetorial em TQ, que chamaremos A. Este campo
faz parte de um espaco vetorial definido a partir de TQ ponto a ponto, assim como T,Q ¢
definido a partir de Q. Este espago também é tangente a variedade de origem (tangente da

tangente), de modo que o chamaremos T%Q. O campo A ¢é definido por

A= f@({ia = [%Oa. (1.47)

Vamos analisar a evolugdo de uma varidvel dinamica F'(n). Ela pode ser escrita em TQ
por
F(n) = "0 F . (1.48)

Com o auxilio de (1.46):

F(n) = f*0uF . (1.49)

Podemos escrever finalmente, em vista da definigao (1.47),

F=A(F), (1.50)
onde A(F) significa o vetor A aplicado em F'. Assim, a equagao (1.46) pode ser escrita como

% = A(n%). (1.51)

%Ver [1], Sec. 2.4.
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1.2.5 Covetores

Um covetor!” u* é linear e age em campos vetoriais em T%Q levando-os a funcoes em
TQ. Assim como para cada ponto 1 de TQ definimos um espaco vetorial, também podemos
definir um espaco do qual sdo elementos os covetores de TQ, o Espago Dual T%*Q.

T%Q e T%*Q sdo ambos espacos vetoriais relacionados a TQ. Assim, dado um sistema
de coordenadas {n®} em TQ, induz-se uma base coordenada {0,} em T%Q. O espaco dual

também tem uma base, {dn®}, definida por

dn®0 = 63, (1.52)

onde a direita de (1.52) temos a delta de Kronecker. Assim, podemos escrever um covetor u*

porl8

u* = uqdn®. (1.53)

A diferencial de uma fungao F'(n) em TQ é um covetor:

dF = O, Fdn®. (1.54)

A acdo de um covetor em um campo vetorial vem a ser uma generalizacdo de um produto

escalar. Por exemplo, podemos escrever

AF(A) = 0o F [ - dy®0s = [0, F = dditaaF, (1.55)

F = A(F) =dF(A). (1.56)

1.2.6 Formas Diferenciais

As formas diferenciais sao generalizagbes dos covetores. Consistem em objetos tenso-

riais de formal?

T ="Tij..m dg'dg’ ... dg™. (1.57)

Por exemplo, uma forma de segunda ordem, ou 2-forma, é escrita por

A= a;dg'dg’. (1.58)

17Na, literatura cldssica, vetores covariantes.

8 As componentes dos covetores, a exemplo dos vetores, também se transformam de forma bem definida
sob uma transformacio de coordenadas. Dada a transformacio ¢’ = ¢'(g), temos dq’* = (9¢"*/9¢°)dq’ e, por
conseqiiéncia, u} = (9¢'/9q"7 )u;.

19 As leis de transformacéo para esses objetos podem ser facilmente obtidas a partir das leis de transformacées

dos covetores.
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Ser de segunda ordem indica que essa forma € escrita, definido um sistema de coordenadas,
por um polinémio de segundo grau em dg. A forma (1.57) tem ordem n se as componentes de
T tiverem n indices. Formam um polinémio de grau n em dq. Assim como os covetores, as
formas atuam sobre vetores. n-formas sao operadores n-lineares. Vamos tomar um exemplo

de uma forma de 3% ordem:

Q = Qiji. dg'dq’dq". (1.59)
Essa 3-forma pode atuar em 3 vetores de componentes ', 3, 2°:

Q(X,Y,Z) = Qiji x'y’ 2", (1.60)

operacao que resulta em um escalar. Entao, uma 3-forma mapeia trios de vetores em fungoes

em Q. No entanto, podemos fazé-la agir em duplas de vetores:

que vem a ser um covetor. Se agir sobre um 1nico vetor:

Q(X, e, ) = Qi 2'dg’dg", (1.62)

temos uma 2-forma.
Assim, n-formas atuam sobre m vetores, tal que m < n, e resultam em formas de ordem

n —m. Covetores sao formas diferenciais de primeira ordem e funcoes escalares sao O-formas.

1.2.7 A Derivada de Lie

A derivada temporal de um objeto ao longo de um campo vetorial recebe o nome de
Derivada de Lie?’. Vimos pela equacdo (1.56) que sendo este objeto uma funcio em TQ,
esta derivada é simplesmente a aplicacao de um campo vetorial na funcao. O resultado neste

caso é uma funcdo em TQ. Definiremos a derivada de Lie por

Lx(f) = X(f), (1.63)

onde f é uma funcao e X um campo vetorial. Sejam S e T fungbes, vetores ou covetores
ligados a uma variedade diferencidvel M e F' uma fungdao em M, as propriedades da derivada

de Lie sao:
1. Lx é um operador linear: Lx(AS + A2T) = MiLx(S) + AoLx(T') onde A € R.
2. Lx obedece a regra de Leibniz: Lx (T x S) = Lx(T) x S+ T x Lx(95).

3. Ly(dF) = d(LxF).

20A definicdo mais formal pode ser encontrada na referéncia [5], Cap. 4. Entretanto, nos contentaremos

com uma definigdo mais intuitiva, apresentada aqui e em [1], Sec. 3.4.
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4. Lx(0/0x)F = —(0/0z)(Lx F)?'.

Seja um covetor u* = u,dn®. A derivada de Lie deste covetor com relagdo a um campo

vetorial A = vf 0 é dada por
La(u”) = La(uadn®) = La(ua)dn® + uaLia(dn®) =

= A(uq)dn® + uad[A(n%)]. (1.64)

Ou seja,

La(u*) = v%(9puq)dn® + ua(90™)dnP, (1.65)

que constitui um covetor.

Agora consideremos um campo vetorial definido por

A = w®0,. (1.66)

A derivada de Lie deste campo com relagao a A é dada por

LA(A)F = LA(waaa)F: LA(wO‘)aaF+w°‘LA(6a)F =

= A(w*) 0o F — w*0s(AF) . (1.67)
Dessa forma,
LA(A)F = v%(95w*) 0o F — w*(9av”) s F. (1.68)
Esta equacao pode ainda ser escrita por
LA(A)F = LALAF — LALAF = [AA]F. (1.69)

A estrutura que aparece a direita de (1.69) é o comutador de Lie. E definido por

Lx(Y)=[X,Y]=XY -YX, (1.70)

com X e Y campos vetoriais.

1.2.8 Forma das Equagoes de Fuler-Lagrange Independente das Coorde-
nadas

Vamos partir da equagao (1.33):

0L  O%*L 0L j 0L

o . . o
o¢ _owg  ogoq ¢ agag T "

21Esta propriedade pode ser deduzida pela aplicacio da derivada de Lie em um produto escalar, usando as
propriedades 2 e 3. Note a diferenga entre Lx (0/0x)F e Lx (0F/0zx).
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Podemos escrevé-la na forma

oL ., OL 0o (oL oL ., OL ;
dg'+ & = i=o. 1.71
g 4 T 5 di - a{8t+8q]q+8JQ}dq 0 (1.71)

Vamos escrever o campo vetorial definido por (1.47) na forma

oL 0L 0L
A(L) = 7®9,L = — 2 La(L) . 1.72
(L) = i°0aL = 5 + i g+ 5 = La(l) (1.72)

Assim, (1.71) fica

oL oL

{La(L)}dg' = 0. 1.
o da' + G dt = 5 {La(L)}dg' =0 (1.73)
No entanto,
, oL . oL oL . .,
L)}d¢' =L - | d¢' =L d — ——dq'. 1.74
(Dyde' =La (G )ar' = (G0 aa') - 5 (1.74)
Desta forma temos a equacao

oL oL 8L i oL

g 5 g —La (8 = dq) (1.75)

O objeto alvo da agao da derivada de Lie na equagao (1.75) é um covetor, o momento

conjugado. Ele é definido por p = p;dq’ cujas componentes sio

i OL
pi = aij¢’ = o0

(1.76)

Por uma simples diferenciacao da equacgao (1.76) com relacdo a ¢ notamos que a;j sao as
componentes da matriz Hessiana. E hora de elucidar um pouco melhor o papel da matriz
Hessiana. Na representacao matricial poderiamos escrever P = A - Q no lugar de (1.76). No
entanto, em nosso ponto de vista geométrico, os elementos da matriz Hessiana podem ser

vistos como componentes de uma 2-forma. A forma Hessiana é definida por

A = a;;dg'dg’. (1.77)
A transformagao (1.76) é escrita em sua versao geométrica como

p=Als,A). (1.78)

Também podemos identificar nos trés primeiros termos de (1.75) a diferencial de L. Assim,

as Equagoes de Fuler-Lagrange tornam-se

dL — La(p) = 0. (1.79)

Fomos, portanto, capazes de escrever as equagoes de movimento de forma independente

do sistema de coordenadas em TQ.
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1.2.9 Transformacao de Coordenadas em

O motivo pelo qual a derivada de Lie é importante vem a ser o fato de que ela traz
informacGes sobre as simetrias que existem em uma variedade diferencidvel, e as simetrias
estao sempre ligadas, no caso de sistemas dinamicos, a constantes do movimento. Por exem-
plo, dado o campo vetorial A cujas componentes sao definidas pelas equacoes de movimento
(1.46) e uma fungao escalar F' em TQ, se LA (F) = 0, F' é uma constante do movimento. Ser
uma constante de movimento significa geometricamente que a fungdo F' nao sofre alteracao
sobre a trajetéria em TQ definida pelo campo A.

O campo dindmico A néo é o unico que pode gerar uma dindmica em TQ. Um campo
genérico X = %0, gera sua propria dinamica, representada pela curvas que sao solugoes da
equagao

(6%
LU (1.80)
de

Se Lx(F') =0, a funcao F' nao varia sobre a curva que é solucao de (1.80). X nao define
o movimento do sistema, mas representa um grupo de transformagoes na variedade. Por

exemplo, o grupo de transformacoes representado por A é definido por

Pin(0) = n(t), (1.81)

e é o grupo que determina a evolucdo temporal das varidveis®? 1. Assim, ser constante do
movimento é na verdade ser invariante ao grupo de transformagoes definido por (1.81).
Se Lx(F) = 0 para algum campo vetorial X, entdao F' é invariante ao grupo de trans-

formagoes definido por

¥En = n(e). (1.82)

Portanto, X é o grupo de transformacdes que gera em TQ a curva solucio de (1.80)
parametrizada por e.

Se a Lagrangiana L(7) for invariante sob um grupo de transformagdes X, ou seja, se

Ly (L) =0, (1.83)

é possivel mostrar que

Lap(X)] =0, (1.84)

em que p é o covetor definido por (1.78). Entao, a fungao p(X) é uma constante do movimento.
Esta é a forma geométrica do Teorema de Noether. Encontrar o vetor X solugao de
(1.84) significa encontrar as curvas pelas quais a Lagrangiana nao se altera. No caso da

dinamica Lagrangiana esse campo é aquele para o qual 1/)5 ¢é o grupo de Transformacgoes

220s fndices A e t indicam respectivamente o campo vetorial gerador da transformacio e o pardmetro da

transformacao.
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de Ponto, que sao transformagoes de coordenadas em Q. Essas transformacgoes geram na

Lagrangiana uma modificacao funcional sempre da forma

L=L—A(F), (1.85)

em que F' é uma funcao escalar que depende da forma explicita da transformacao.

1.3 Formalismo Hamiltoniano

Tratar a dindmica em TQ ¢ interessante do ponto de vista geométrico, mas traz poucas
vantagens praticas. Uma delas é que as equacoes de movimento sao de primeira ordem, além
do fato de as trajetérias em T(Q serem saparadas, o que significa que apenas uma trajetoria
passa por cada ponto da variedade. As solugbes formam campos de curvas. No entanto, a
forma das equactes de movimento depende da Lagrangiana de forma complicada e nao ha,
no geral, uma forma de f*(n) explicita em 7.

Outra grande desvantagem do ponto de vista geométrico é que as Equacoes de Fuler-
Lagrange escritas na forma (1.71) dependem do covetor p definido em (1.78) e este depende
apenas de parte das coordenadas de TQ.

As equacoes de movimento tomam, contudo, uma forma adequada no Formalismo
Hamiltoniano. Este formalismo descreve a dinamica a partir das varidveis (¢’, p;). Nao h4
meios de chegar ao formalismo Hamiltoniano sem passar pelo Lagrangiano. A passagem con-
siste em mapear as coordenadas de T;Q em uma outra variedade, denominada Variedade
Cotangente T;Q. Esta consiste em uma Transformacao de Legendre. Essa trans-

formacao relaciona as velocidades aos momentos pela acao da 2-forma Hessiana no campo

A

p=A(e,A) — pi = ai;d . (1.86)

A partir de (1.86) podemos escrever as velocidades em fungao dos momentos, mas para tal
a Hessiana precisa possuir uma inversa. A condicao é dada por (1.37) e é chamada condigao

Hessiana. Se esta condigao for satisfeita pela Lagrangiana podemos escrever

i' = (a™")p; = ¢'(q,p). (1.87)

Neste capitulo vamos supor que a condicao Hessiana é satisfeita. Revisitando as equagoes

(1.43) e (1.44), estas podem ser escritas por

dqi YN
dpl- 0 .
— = —L(¢ . 1.
i = gl ) (1:89)

Devemos substituir as velocidades pelos momentos usando a equagao (1.84). Para tanto

precisamos calcular
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a a a¢j

o : o o
() = LT & ¢, ¢, ¢ ) 1.
Assim
0 6 O 0 ~
J i L i . 1.91
pral L ¢7) = 5 L(dpy) — Pigg = 61[ (@’ pj) = pj¢’] (1.91)
Aqui introduz-se a Fungao de Hamilton ou Fungao Hamiltoniana H (g, p):
H(q',pi) = pi¢’ — L(¢", pi) - (1.92)
A equagao (1.91) torna-se
dpi 6
— H 1.

Esta é a equacao que resulta diretamente das Equacoes de Euler-Lagrange . H&, no entanto,

uma segunda equagao, e para esta precisamos calcular

0 ; o¢r 0 o O
J )= J A — n. 1.94
ou,
5 [ 03,0) = pie] = =6 (1.95)
Usando (1.88) e (1.92):
' _ 0 i
dt 8piH(q ,Pj)- (1.96)

A equagao (1.96) é uma identidade, assim como era a equagao (1.43). Temos assim o

sistema de equagoes

. OH
= 1.
= (1.97)
OH
.7,' = - ) L.
p 9 (1.98)

que sao as Equagoes Candnicas de Hamilton. Elas possuem a forma desejavel para um
sistema de equacgoes diferenciais ordindrias de primeira ordem. Assim, hd mais uma vez a

introdugao de 2n varidveis, desta vez ¢* e p;, em vez das originais n variaveis ¢* de Q.

1.3.1 Formalismo Simplético Hamiltoniano

A funcao de Hamilton desempenha o mesmo papel da Lagrangiana na dinamica. Mas
diferentemente de L, H é uma funcao em uma variedade que agrega as coordenadas gene-

ralizadas e os momentos generalizados. Esta variedade é o produto direto (T;Q ® Q),
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Figura 1.2: A variedade de configuracdo Q e suas variedades tangente TQ e contangente
T*Q para um ponto ¢ . A funcéo f que leva pontos de TQ em T*Q é representacio da
transformacdo de Legendre. A inversa f~! nem sempre é definida para todos os pontos de

T*Q, situacao que ocorre quando o sistema possui vinculos.

chamado Espaco de Fase T*Q. Esta variedade tem como pontos as coordenadas e os
momentos generalizados.

Assim como na dinamica Lagrangiana, se os momentos e as coordenadas sao simplesmente
coordenadas em T*Q, ndo ha motivos para trata-los de modo distinto. Introduzimos entao

as variaveis &,

{€*} ={d',pi} ae{l,... 2n}. (1.99)
Ou seja, & sao as coordenadas do espago de fase e abrigam ¢ e p. Com essas varidveis é

possivel escrever as equacoes de Hamilton na forma

Wapt” = 0o H. (1.100)

O objeto cujas componentes sao os elementos w,g constituem uma forma de segunda

ordem em T*Q. E a forma simplética definida por

Q = wep dE¥deP. (1.101)
As propriedades da forma simplética sao:
1. Antissimetria: Q(X,Y) = —Q(Y, X), ou, wag = —wga-
2. Nao degenerescéncia: Q(X,Y) = 0 para qualquer X se e somente se Y = 0.
3. QO = O? = —1, ou nas componentes, waz w?’ = 3.

4. Q é dita fechada: d) = 023.

23 A operacio d é, neste caso, uma derivagio exterior, que nio definimos no texto pela razéo de que ela

s6 aparecera aqui. A diferencial de um escalar é um caso particular da derivada exterior.
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As propriedades acima qualificam uma estrutura como simplética. A propriedade 2 per-

mite definir o dual da 2-forma simplética por

Q* = w9, x 93, (1.102)
que vem a ser um tensor do tipo (2,0). Com Q* a equacao (1.100) pode ser reescrita:

£ = wPosH . (1.103)

Ora, as equagoes dindmicas escritas com a forma (1.103) definem um campo vetorial no
espaco de fase T*Q. Chamaremos este campo de A e ele é descrito nas coordenadas {{“}

por

A = w*PYsH Dy = £y . (1.104)

Note que podemos escrever as equagoes (1.100) com o auxilio de €2

Q(e,A)—dH =0, (1.105)

onde dH = 0, HdE®. A equagao (1.105) representa as equagoes canonicas escritas indepen-

dentes das coordenadas.

1.3.2 Os Parénteses de Poisson

Mesmo sem resolver as equagoes de movimento é possivel escrever a evolucdo de uma

variavel dinamica f(£%) em T*Q:

La(f) = €20af = A(f)-
Usando (1.103),

La(f) = (Qaf)w™ (9H). (1.106)

A estrutura que aparece no lado direito de (1.106) é chamada Parénteses de Poisson, (PP),

definido por

{f,H} = (af)w*?(9H). (1.107)

Desta feita,

La(f)={fH}. (1.108)

A equagao (1.108) descreve a variacao da varidvel dinamica f(£) na curva integral solucao

da equagao

£ = w9, H. (1.109)
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Mas de modo anéalogo & dindmica Lagrangiana, o campo A nédo é o unico gerador de curvas

em T*Q. Dado um campo vetorial X = 2%0,, ele também gera trajetérias descritas por

dage
S gl 1.110
ks (1.110)

Para que X seja Hamiltoniano, deve existir uma funcao g(£) no espaco de fase tal que

suas componentes sejam dadas por

2% = w*Pd5g(€). (1.111)

A variacdo de uma funcado dindmica f sobre a curva é dada por

Lx(f) = X(f) = 2%0af = (0af)w**(939). (1.112)

Reconhecemos a direta os PP

{f.9} = (0aS)w™* (9p9)- (1.113)

Assim,

Lx(f) ={/,9}. (1.114)

1.3.3 Transformacgoes em T*Q

Toda funcado escalar em T*Q é ligada a um campo vetorial através de uma equacao

dinamica com a forma
deg”

o= w959 = {£, g} (1.115)

Como ja mostrado no caso Lagrangiano, as trajetérias & = C(e) definidas por (1.115)
podem ser construidas com transformacoes infinitesimais de coordenadas no espaco de fase.
O campo vetorial X, que é tangente a C' em cada ponto estd relacionado a um dado grupo
de transformagoes que mapeia pontos de T*Q em si mesmo. Algebricamente este trabalho é
feito pela operacao

w;’(gf:er% de = € + {f, g}de, (1.116)

onde f é uma funcao escalar.
Dizemos, em funcao de (1.116), que g é geradora do grupo de transformagoes infinitesimais
¥Xs. Portanto, toda funcao escalar é geradora de um grupo de transformacoes em T*Q. A

Hamiltoniana em particular é geradora da evolugao temporal:

YR f = f+{f H}dt. (1.117)

A versao finita desses operadores vem a ser
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&7 =exp{ e, gle. (1.118)

Assim, as equagdes (1.116) e (1.117) sdo aproximagoes de primeira ordem em € da exponencial
(1.118).

A acdo de uma transformacao altera, no geral, a forma de campos vetoriais, covetores e

2-formas?*. Dado o grupo definido por (1.118), a transformacio de um vetor se d4 por

X =Xy (1.119)
Para um covetor:
o(e) =1 v (W e1). (1.120)
Uma 2-forma se transforma como
[(e,0) =¢T'(y " eyp, " 0 gp) = ¢I. (1.121)

Vamos supor que a Hamiltoniana seja invariante a um grupo de transformacoes cujo

gerador é uma funcao escalar g. Assim,

VO*H=H  ou  {H,g}=0. (1.122)

Isto também significa que

Uity =g, (1.123)

ou seja, g é uma constante do movimento. Esta é a forma Hamiltoniana do teorema de
Noether.

H& um grupo especial de transformacgoes para o qual

o0 =Q, (1.124)

ou seja, nao altera a estrutura simplética. Eo grupo de Transformagées Canénicas, (TC).
A condigao (1.124) reflete-se nos PP e atesta que transformagoes canonicas mantém invari-
antes os PP de quaisquer duas varidaveis dinamicas. Note que essa classe de transformacoes
é mais ampla que as transformagoes de ponto na dindmica Lagrangiana, visto que estas per-
mitem apenas transformagoes nas variaveis ¢. Ja as transformacoes que deixam a dinamica
Hamiltoniana invariante permitem transformacoes de coordenadas em T*(Q, por exemplo a
troca de coordenadas por momentos e vice-versa.

Uma TC implica em uma nova fungao de Hamilton, que difere da original pela adicao de

uma derivada parcial temporal de uma funcado de T*Q. Assim,

K = H + 8,S(t,q). (1.125)

*Ver [1], Sec. 5.3.2.
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A funcao S é a geradora das transformagées canonicas. Esta funcdo tem papel funda-
mental no formalismo de Hamilton-Jacobi, de modo que estudaremos suas propriedades no

préximo capitulo.

1.3.4 Propriedades dos Parénteses de Poisson

Relacionando fungoes escalares a campos vetoriais podemos reconhecer a relacdo entre a

matriz 2-forma simplética e os PP

QYy, Xg) ={/, g} (1.126)

Esta relacao é de importancia fundamental. E nela que reconhecemos a estrutura simplética
no espaco de fase. A partir das propriedades da 2-forma deduzimos as propriedades dos PP.

As mais importantes sao:

1. Antissimetria: {f,g} = —{g, f}.
2. Nao degenerescéncia: {f, g} = 0 se e somente se f =0 ou g = 0.

3. Identidade de Jacobi®®: {{f,g},h} + {{h, f},g} +{{g,h}, f} =0.

Se uma dada variedade possuir uma estrutura que obedeca as trés propriedades acima dizemos
que ela é imbuida de uma estrutura simplética.

Um resumo apropriado para este capitulo deve enfatizar dois aspectos. O primeiro é que
uma trajetéria de um sistema Hamiltoniano tem uma forma especifica nas equagoes para o
campo tangente (1.103), e que esta forma nos faz reconhecer uma estrutura simplética no
espago de fase. Para sistemas regulares a trajetdéria no espago de configuragao é diretamente
reconhecivel a partir da trajetéria no espaco de fase, ou seja, as formulagoes Lagrangiana e
Hamiltoniana sao completamente equivalentes para esses sistemas.

O segundo aspecto é o papel das transformagoes canonicas. No préximo capitulo estu-
daremos o formalismo de Hamilton-Jacobi e, embora nao tenhamos de utilizar a teoria de TC
para este proposito, a descrigao histérica desse formalismo, e a encontrada em quase todos
os livros em mecanica clédssica, passa pelo estudo dessas transformacoes.

Agora estamos preparados para estudar sistemas cuja matriz Hessiana é singular, ou seja,
sistemas cujas relagoes (1.87) nao podem ser escritas para todas as velocidades. Veremos que

esses sistemas sao vinculados, obrigados a se mover apenas em determinados sub-espacos de

Q.

ZEsta propriedade vem diretamente do fato de que d§) = 0.
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Capitulo 2

O Formalismo de Hamilton-Jacobi

2.1 Introducao

Nesta parte apresentaremos o formalismo de Hamilton-Jacobi tal como é desenvolvido por
Carathéodory', mas de forma generalizada para sistemas singulares. A forma mais comum
de se encontrar a teoria de HJ na literatura é a partir da teoria das transformacoes canonicas
desenvolvida por Jacobi. Nesta versao?, o formalismo Hamiltoniano é um ponto de partida,
mas o método é freqiientemente confundido como uma técnica para integrar as equacoes de
Hamilton. Este procedimento pode ser ilusivo quanto ao poder de sintese que de fato tem
o formalismo de HJ na mecanica classica. O procedimento de Carathéodory é baseado em
consideragoes muito mais profundas, notadamente nos problemas variacionais, e sua natureza
mostra claramente a conexao entre as teorias das EDP, das EDO e do célculo variacional.
O método de Carathéodory é freqiientemente tratado como o quadro completo do cédlculo
variacional, justamente porque clarifica todo este sistema de teorias.

A partir do quadro completo pretendemos, neste e no préximo capitulo, estabelecer o
tratamento para sistemas singulares. Como ja vimos, tais sistemas possuem Lagrangianas
cuja matriz Hessiana é singular. Esse tipo de sistema viola a condic¢ao (1.37), anulando todo
o desenvolvimento do primeiro capitulo entre a mecancia de Lagrange e a de Hamilton. Os
métodos até entdo conhecidos para a andlise de vinculos sdo os de Dirac?, na década de 1950,
e Faddeev e Jackiw*, na década de 1980. Pretendemos mostrar também que a andlise de
vinculos, pelo menos para agoes de primeira ordem, tende a ser mais simples e menos obscura

com o método de HJ.

"Em [1] e [2]

*Ver, por exemplo, [3], [4] e [5].
#Ver [6].

Ver [7].
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2.2 O Problema Variacional

As trajetodrias de sistemas dinamicos no espago de configuragao sao dadas por curvas em
Q" que sao determinadas por campos vetoriais tangentes. Como vimos no capitulo 1, esses
campos sao denominados campos Lagrangianos se as componentes dos campos forem dadas
por equagoes de Fuler-Lagrange, expressos na forma (1.46). Neste capitulo usaremos outra
abordagem para definir um campo Lagrangiano. Ea abordagem dos principios variacionais.

O principio variacional no qual nos apoiaremos é o Principio de Hamilton. Conside-

remos uma curva C' € Q", cuja forma paramétrica é dada por

¢ =q't). (2.1)

Consideraremos t como o parametro da curva e este é relacionado com o tempo na mecéanica

classica. Vimos que essa curva é determinada por um campo vetorial dado por

A=q'o; (2.2)

cujas componentes ¢ sao as velocidades, definidas por equagoes do tipo

i = ¢'(t,q). (2.3)

Consideremos também uma fungao Lagrangiana L(t, ¢, ¢). Entre dois pontos de C, dados

pelos parametros t; e to, podemos calcular a integral

to

1
Os colchetes indicam que o valor da integral depende da curva na qual é calculada, ou seja,
I é um funcional: relaciona curvas de Q" a nimeros reais. A integral (2.4) é chamada de
integral fundamental ou acao. Dizemos que A constitui um campo Lagrangiano se a curva
C for um extremo da integral fundamental, ou seja, 6 = 0 deve ser satisfeita®.

Antes de partir para uma solucdo do problema variacional é conveniente, para a nossa
abordagem, expressia-lo de forma independente do parametro. Vamos incluir o tempo como
uma varidvel dindmica definindo um espaco de configuracio estendido Q"' de dimensdo
n+ 1, coberto pelo sistema de coordenadas {¢®} com {a} = {0,...,n}. Nesse sistema t = ¢°
e as demais coordenadas sdo expressas por ¢¢ = ¢®#Y.

Vamos definir um novo parametro, desta vez arbitrario, 7, de modo que a curva C em

Q"*! tenha equacbes paramétricas

q* = q%(7), (2.5)
e o campo vetorial que d4 origem a C' seja escrito por
dq®
dr

5Ver [2], pp. 198-9, para uma definicao rigorosa de extremos de um funcional.

A

O (2.6)
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em que

L~ (o) 2.7

Ao introduzir uma nova varidvel ¢° = t, assumimos que o tempo pode ser escrito em

funcao do parametro 7 através da equacao inversivel

t=t(r). (2.8)

Assim, a partir de (2.4) escrevemos

I= /L(qo‘,q'a%)dt, (2.9)

em que a linha indica derivagdo com relagao a 7. Vamos exigir que a Lagrangiana seja uma

funcdo homogénea de primeiro grau em ¢’®, ou seja,

L(q,\d") = A\L(q,q). (2.10)

Somente assim podemos escrever

d
Iz/uﬁwmﬁ:/éL@mmﬁ:/uijh (2.11)

e assim temos a nova integral fundamental

T2
e, :/ L(q,q')dr. (2.12)

1
O fato de a Lagrangiana ser homogénea de primeiro grau em Q"*! leva a uma conseqiiéncia
muito importante. Ha o teorema de Fuler para fungdes homogéneas, para o qual uma funcao

homogénea de primeira ordem deve obedecer a condicao

oL
g

Note que as derivadas L /9q" sao fungdes homogéneas de grau zero, que séo caracterizadas

¢ =L. (2.13)

por obedecer a relacao:

F(q, M) = F(q,q).
A reaplicacao do teorema de Fuler, desta vez considerando func¢ées homogéneas de grau zero,
mostra que
oL
aq/aaq/ﬁ q

Aqui podemos definir a forma Hessiana para Q"t!:

B = 0. (2.14)

A= aagdqadqﬁ, (2.15)

5Sem essa exigéncia nio seremos capazes de definir uma integral fundamental no parametro 7.

29



com componentes

oL
Gag = 9q"*0q'8"

A identidade (2.14) requer a singularidade da matriz formada com os elementos da forma

(2.16)

Hessiana para este sistema em Q"*!. Assim, para Lagrangianas homogeéneas de primeiro

grau temos

det A = 0. (2.17)

Essa condicao implica na existéncia de graus de liberdade vinculados na Lagrangiana. Vere-
mos as consequéncias desse fato mais adiante.

A partir da nova agao (2.12) podemos escrever

I:/L(qo‘,q’o‘) dT:/.../L(qa,qu‘) :/ds, (2.18)

Note que definimos um elemento de linha ds que corresponde ao elemento de linha do
espaco de configuracao estendido Q"*!. Assim, o principio de acdo estacionaria procura por
geodésias (curvas de distancia minima) entre dois pontos de Q"*!. Esse elemento de linha

denuncia a presenca de uma métrica,

ds’ =g = gagdqadqﬂ. (2.19)

Nessa formulagao a acao é independente da escolha do parametro, mas ainda pode depen-
der explicitamente do tempo, caso (2.4) possua essa dependéncia. Ainda estamos lidando com
o caso geral em que t seja um parametro privilegiado. Nas teorias de campo relativisticas essa
distingao nao pode mais ser assumida, pois a integral fundamental nao depende do tempo
nessas teorias. A formulacao independente do parametro é natural para as teorias de campo.
Ja na mecanica cldssica, em que o tempo adquire status absoluto, acabamos por mostrar que
uma, formulacao independente do parametro, que preserve o principio de Hamilton, é possivel
desde que a Lagrangiana seja uma func¢ao homogénea de primeiro grau nas velocidades. Tais

sistemas sao, como demonstrado, condenados a serem singulares.

2.3 Condicoes para Extremos da Acao

Para investigar as condi¢Oes para que seja obedecido o principio de Hamilton 61 = 0,
vamos considerar no espago de configuracao a existéncia de uma familia de superficies definida
pela equacao

S(q) = o. (2.20)

em que o0 € R é o parametro que define cada superficie da familia e S é uma funcao das

coordenadas pelo menos duplamente diferencidvel e com derivadas continuas. A curva C
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intercepta a familia S e por cada ponto de Q"*! passa apenas um de seus membros. Em
primeiro lugar, vamos impor que
A(S) = ¢"“0,S # 0, (2.21)

ou seja, em nenhum ponto a familia é tangente a C.

Vamos supor agora uma segunda curva genérica C' dada pelas equacoes

¢ =q*(7), (2.22)
pertencente a uma vizinhanca fechada’” de C. Essa curva é freqiientemente chamada curva de
comparaciao. Com relacdo a C, a integral fundamental calculada sobre C sofre um acréscimo
diferencial dado por

dI = Ldr. (2.23)

Ocorre também um incremento do, de modo que

do = A(S)dr. (2.24)

Uma condicao necesséria para que C' seja um extremo é a de que dI/do seja um extremo

em ¢'“. Essa condicao se expressa por

65’6“ (Zﬁ) - aja (A(LS>> -0 (2.25)

Usamos na segunda parte da equacao as relagoes (2.23) e (2.24). A razao L/A(S) é indepen-

dente das velocidades. De fato essa razao é uma funcao escalar que depende do parametro

da familia 0. Por esta razao escrevemos L/A(S) = f(o). Note que

o (L \ 1 0L L O0A(S) 1 oL L
AS)) T A

507 \A(5)) " A= AP age A og A 00
em que usamos (2.21) no ultimo passo. Assim,

OL L
505 = a5 05 (2.26)

"Dada a curva C definida por (2.1), uma segunda curva C, cujas equacdes paramétricas sdo ¢' = ' (t)
pertence a uma vizinhanca fechada (g,7) de C' se, primeiro, para todos os valores de ¢ no intervalo t; < ¢ < to,

forem satisfeitas as condigoes

HORTEOIEE

e, para todo valor de t no mesmo intervalo para os quais existam as derivadas dg’ /dt, forem também satisfeitas

‘dq i’ <.

dt
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Esta condigdo é suficiente apenas para garantir que C' é um extremo da integral I =

| f(o)do. Para um extremo da integral (2.12) precisamos de uma condigao mais forte. Obser-

ve que uma reparametrizacao da familia o pode ser efetuada por uma funcao monotdnica W.

Por ser monotoénica podemos escrever

U(S) =¥(o)
e definir
dav  d¥
AW) = ¢*0,¥ = ¢*0,5— = — A(S) .
(@) =g 4055 = S A(S)
Podemos escolher ¥ com a forma
i A
v= [ — = 1)
o0 do

e assim temos no problema correspondente a familia equivalente (2.28),

L __ L _
A(T)  flo)A(S)

Com isso demonstramos que existe uma representacao da familia ¢ na qual

L = A(S).
Note que esta escolha em particular reduz a condigao (2.26) a

oL

sy = 0aS

(2.27)

(2.28)

(2.29)

(2.30)

(2.31)

No espago estendido também podemos definir o campo de covetores dos momentos, cujas

componentes sao

5 _ oL .
8q/a

Pa = aaﬂq/

As equagdes (2.26) ficam entao

Do = 0aS.

A partir de (2.30) podemos escrever

L—q¢*0,S =0.

Usando as equagoes (2.33) chegamos & equagao

Paq® — L =0.

(2.32)

(2.33)

(2.34)

Acabamos de mostrar uma relagao muito geral, que vale para Lagrangianas homogéneas

de 1° grau. A funcao de Hamilton desse sistema, definida por H = p,q¢'“ — L, é sempre nula.
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2.3.1 Sistemas Regulares em Q"

Como caso particular, vamos analisar o cenario da mecanica classica em que a Lagrangiana

é regular e dependente da parametrizagao. O posto da Hessiana é n e, assim, podemos escrever

poq” +pid* — L =0. (2.35)

Nossa escolha de parametros é livre. Portanto, vamos fazer a escolha 7 = ¢° = t. A

equagao (2.35) fica, entao,

po + pid' — L(t,q,4) = 0. (2.36)
Temos também as condicoes
po = 0kS (2.37)
e
pi = BiS. (2.39)

Com este procedimento voltamos a analisar a dindmica a partir de Q™. Nesta variedade

voltamos a usar os momentos conjugados

cujo Jacobiano é a matriz Hessiana com elementos

0L
O posto dessa matriz é n e, portanto, podemos escrever
' =1'(t,q,p) , (2.41)

pois todas as relacoes (2.39) sao inversiveis. Usando (2.39) e (2.41) a equagao (2.36) é entao

reescrita por

oS +n'(t,q,0:5)0;S — L(t,q,8;S) = 0. (2.42)

A expressao

é fungao de t, ¢, e 9;S e podemos definir a funcao de Hamilton

Com essa nova fungao temos a condicao
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0,8 + H(t,q,0:8) = 0. (2.44)

Esta é a equagao diferencial parcial de Hamilton-Jacobi para sistemas regulares.
E importante ressaltar o fato de que a classificacao regular refere-se ao espago Q™. No espago
de configuracao estendido o sistema nao é regular. Neste caso o unico grau de liberdade
vinculado estd ligado & coordenada ¢”. Podemos interpretar a equacdo (2.44) como um

vinculo, escrevendo

po = 005, (2.45)

em que pg = —H. O fato de as demais coordenadas serem livres implica na possibilidade
da definigao da fungao de Hamilton (2.43) e, portanto, para encontrar a fungao S que define
a familia (2.20), precisamos resolver uma tnica EDP. Note também que a existéncia de um
vinculo em Q! reduz a andlise a Q", que tem uma dimensio a menos. Veremos que esta
é uma caracteristica geral dos sistemas singulares, o de permitir a andlise em um espago de

configuracao reduzido.

2.3.2 Sistemas Singulares Gerais

Vamos generalizar o resultado acima para sistemas singulares. Suponha que L(¢%,¢"®) é
uma Lagrangiana homogénea de primeiro grau em ¢. Estamos considerando o sistema no
espaco de configuracao estendido, em que o tempo é incluso como coordenada. Estamos a
procura de uma funcido S(q) que define uma familia de superficies em Q"*!, construida a
partir da trajetdria do sistema supondo-a conhecida. Chegamos por um principio variacional

as seguintes condigoes que devem ser obedecidas pela funcao S:

Pa = 045, (2.46)

Do =paq® — L(gq,q') =0 (2.47)

Se a Lagrangiana é homogénea de primeiro grau, a matriz Hessiana cujos elementos sao
dados por (2.16) é singular, ou seja, det A = 0, como mostrado na segao 2.2. Como vimos,
basta que um dos momentos nao possa ser escrito em funcao das velocidades para que a
condicao Hessiana seja violada. No caso de sistemas regulares, por exemplo, mostramos que

esses sistemas sdo singulares em Q! porque ndo podemos escrever

7" = f(qp), (2.48)

e portanto py nao depende da velocidade ¢”°.

A solucéo foi definir uma equacao de vinculo e reduzir o espaco de tal forma a encontrar-
mos uma Hessiana inversivel. Este espaco reduzido resultou ser de dimensao n, 1 dimensao
menor que Q"*!. A Hessiana definida em Q" é uma submatriz da Hessiana mais geral definida
em QnJrl‘
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Com base nesse fato, vamos supor no espaco Q"+ uma matriz Hessiana singular. Vamos
definir o posto dessa matriz como o numero da dimensao do espago no qual precisamos
chegar para tornar o sistema regular. Essa dimensao é dada pelo ntimero de autovalores nao
nulos da Hessiana. Como submatriz da Hessiana original temos uma matriz regular de ordem
m que diz respeito aos graus de liberdade fisicos da Lagrangiana. Dizemos que seu posto é
m. Assim, m velocidades podem ser escritas como fungoes de ¢ e p:

Pa=aw " = " =1"(q"q"p"). (2.49)

Os coeficientes agy, sao elementos da submatriz inversivel contida na Hessiana. Os indices
minusculos do inicio do alfabeto latino serao usados de agora em diante para representar
graus de liberdade dessa submatriz. Assim, {a,b} = {1,... m}.

As demais relagdes nao podem ser invertidas. Isto significa que n + 1 — m momentos nao

guardam dependéncia com as velocidades vinculadas. Temos:

Pz = a:qu/y = _H$(qa777a) = _H$(qaapa)- (2'50)

Indices mintsculos do fim do alfabeto latino serdo usados para representar graus de liberdade
que nao pertencem a submatriz inversivel: {z,y} = {0,m +1,... n}.

As equagoes (2.50) sao EDP de primeira ordem se usarmos as relagoes (2.46):

O, = 0,5 + Hy(q%, 8u5) = 0. (2.51)

Aparentemente a definicdo das fungdes H, nao sofre problemas. Podemos simplesmente

encontra-las a partir da Lagrangiana pelas relacoes

oL
H, = _Bq’f . (2.52)
Contudo, note a equacio para a coordenada ¢°
oL
HO — —W .

Se quisermos definir ¢ como parametro e voltar ao espago Q", esta equacao torna-se

OL OL oL
-HO = QA 0 - A.n—
0q’0 oqY ot
que nao tem sentido. Nao podemos encontrar Hy por este caminho.
Vamos voltar a analisar a condigao (2.47). Para encontrar Hy precisamos voltar a Q™

onde o tempo é o parametro. Assim podemos escrever®

Po + Pad® + p24° — L(t,q', 4", ¢%) = 0. (2.53)

Observando essa ultima relagao e o conjunto de relagoes (2.51), p, + H, = 0, a escolha natural

seria

8 Apenas nessa dedugao usaremos o fndice z tal que {z} = {m +1,...,n}, sem o indice temporal.
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HO = pana(t7 qivpb) + quz - L(t) qi7pa7 qz) = HO(t) qi7pa7 qZ) (254)
A dependéncia de ¢ em H definida em (2.54) nos faria desistir dessa escolha, mas o fato
é que Hy nao depende de ¢*:
OHy oL

_ = 0. 2.
EYE Dz EYE 0 ( 55)

Assim, podemos escolher Hy como

Ho(q%,pa) = pid’ — L (2.56)
e esta deve ser a Hamiltoniana canénica. Temos entdo os vinculos descritos em Q"t! de
forma unificada por
¢, =p, +H, =0, (2.57)
em que {z} ={0,m+1,...,n}.

Os vinculos sao n — m + 1 equagoes. Combinadas com as condigoes

pa = 80457 (258)

temos

028 + Hy(q*, 0,8) = 0. (2.59)

A este sistema de n + 1 — m equacoes damos o nome de EDP de Hamilton-Jacobi.

2.3.3 Analise das Condicoes de Extremos

Existem, portanto, duas condigoes para que a integral fundamental seja estacionaria sobre
a trajetéria C. A primeira consiste no sistema de n + 1 equagoes (2.58), que relaciona as

componentes do momento conjugado

p=A(e,A) = podg® (2.60)

com as componentes do covetor

dS = 0,Sdq”. (2.61)

A diferencial dS aplicada em um ponto P sobre uma superficie define uma dire¢ao a partir

P.Ea diregdo do gradiente geodésico de S. O sistema (2.58) reflete nas componentes a
condicao

p=dS. (2.62)

Com o termo gradiente geodésico estamos indicando que curvas que passam pela familia o

na direcado de seu gradiente, representando extremos da integral fundamental, sdo curvas
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geodésicas em Q"T!. Essa terminologia estd de acordo com o fato de que o principio de
agao estaciondria requer a nulidade da primeira variacdo da integral (2.18), que representa
uma ”distancia”em Q"*!. Ou seja, curvas de extremos representam geodésias no espaco de

configuracao estendido.

Figura 2.1: Representacio da trajetéria e das superficies transversais em Q"t1.

Em razao da presenga de vinculos, somos obrigados a separar as equagoes (2.58) de acordo

com o posto da matriz Hessiana. Temos portanto m relagoes

Pa = 8aS (263)

e n+ 1 —m relacoes

pe = 0.S. (2.64)

Podemos inverter (2.63) pois a Hessiana reduzida de elementos ag, ¢ inversivel. Escreve-

mos entao,

¢ = (@ H)®%S = n*(¢, 0S). (2.65)

As demais relacoes nao podem ser invertidas. Em vez disso elas se transformam no sistema
de EDP de HJ:

(bx(qyuqauaxsa 8aS) = 07 (266)

em que &, = 0,5 + H,.
A partir de (2.65) podemos definir uma familia de curvas em Q"*! que chamaremos de
congruéncia K. Essa congruéncia varre os pontos do espaco de maneira que somente uma

curva passa por cada ponto. Todas as curvas sao extremos do problema variacional, pois seus
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campos tangentes satisfazem (2.62). Dito em outras palavras, essas curvas sao solugoes de
(2.65). A congruéncia é relacionada a existéncia da familia o, de modo que dizemos se tratar
de uma congruéncia pertencente a uma familia de superficies.

A segunda condicao ¢é a igualdade

L=A(S). (2.67)

Enquanto a primeira condigao define unicamente a direcao da trajetoria do sistema em
Q"*!, consistindo por isso em uma condicio puramente geométrica, a tltima condicdo car-
rega a informagao sobre a dinamica do sistema. Somente com ela podemos definir a funcao
Hamiltoniana candnica, (2.56), referente ao espago reduzido Q™. Esta fungdo, como mostra

a equacao de HJ correspondente a coordenada temporal,

0pS + Hy =0, (2.68)

é a que se liga a equacgao de evolugao temporal do sistema. Lembremo-nos que o problema
variacional original era dependente do tempo, de modo que mesmo em uma formulagao
independente do parametro a equagao (2.68) é diferente em esséncia dos demais vinculos.
Essa é a manifestacdo do carater especial do tempo com relacao as demais coordenadas na
mecanica classica. A equagao temporal pode ser vista como um vinculo, mas um vinculo com
realidade e importancia fisicas.

Dada a curva C, solugao do problema variacional e das equagoes (2.65), a integral funda-
mental calculada sobre dois pontos de C' que interceptam duas superficies S =01 e S = 09 é

dada por

Py o2 o2
I= / Ldr = / A(S)dr = / do =0y — 07, (2.69)
o1 o

Py 1
e este valor é o mesmo para todos os membros da congruéncia entre as mesmas superficies.
Chamamos as superficies que se caracterizam por esta condicdo de geodesicamente equi-
distantes.

Assim se d4 a reducao do espago de configuragao para um espacgo de m graus de liberdade
Q™. As equagoes (2.65) representam as componentes de um campo vetorial tangente em Q™
e a solugao das EDO (2.65) sao as representagoes paramétricas de C' neste espago. Contudo
essas equagoes estao vinculadas as EDP (2.66). Entao temos o seguinte cendrio: para que
uma trajetéria C' em Q"' satisfaca o principio de acdio estaciondria, é necessario que ela
pertenca a uma congruéncia K de curvas que interceptem de forma transversal (p = dS) uma

familia de superficies o geodesicamente equidistantes, L = A(S).

2.4 Equacoes Caracteristicas

Somente para uma familia de superficies que obedece ao sistema de equagoes (2.66) pode-
mos definir um campo de trajetorias que lhe seja ortogonal. Assim, precisamos nos preocupar

com a resolugao desse sistema em busca da forma do campo de velocidades (2.65). As equagoes
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de HJ sdo EDP de primeira ordem e assim nos é permitido utilizar o procedimento de Cauchy®
para encontrar sua solucao geral. Devemos também nos perguntar se este realmente consiste
em um sistema completamente integravel.

Apenas para tornar o formalismo mais abrangente, vamos tratar de um sistema de EDP
de primeira ordem um pouco mais geral, supondo que as funcoes H, sejam também funcoes

explicitamente dependente de S. Temos entao as equacoes

(I)Z(qy7qa7pyapavz) = 07 (270)

em que

z=5(¢",q")
(2.71)
Pa = 9aS(¢%, ")
Procedendo dessa forma, as funcoes @, passam a depender de kK = n — m + 1 parametros ¢¥.
Novamente expandimos o espago de configuracao para comportar mais uma varidvel, z = .5,
mas esse artificio é apenas uma forma de generalizagao.

Vamos construir as diferenciais

dz = 0,5dq" + 9,5dq", (2.72)

dpa = 0q0ySdq” + 0,0,Sdq", (2.73)

a partir de (2.71). De (2.70) podemos tomar a derivada parcial com relacdo a ¢*. Como

resultado,

0d, 0%, 0P,
D+ — - ——0, —0,5 =0. 2.74
) +6pyayas+apaaabs+ 5005 =0 (2.74)

No entanto, sabemos que ®, s6 depende linearmente de p,: 9®,/dp, = d%. Surge entao

0, 0®,
0025 = —0, Py — a - ar- 2.
0s0S = —0 G000, = 20, (2.75)
Usando (2.75) em (2.73),
P P
dp, = — <6aq)y + (Zpyaaabs + 88;’8QS> dqg¥ + 0,0,Sdq". (2.76)

Agora, sabemos a partir das equacoes de HJ que as fungdes H, podem ser escritas por

Hy= 55 L(¢',p",q") . (2.77)

Temos com essa expresséo

oH, ., L o L

q = qy =
Opa Opa0q'y 0q'Y Op,

9Ver [1], Cap. 3.
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Podemos, por conseqiiéncia, escrever como uma identidade o sistema de EDO

OH, oP
dg® = =2 d¢¥ = —Y¥ dg¥. 2.78
¢ =, di' =5 " dg (2.78)

Assim, com a nulidade de dois termos, as equagoes (2.76) ficam

o
dpg = — (&l@m + % 0a8> dg¥. (2.79)

Uma terceira equagao pode ser obtida por (2.72). Tomando (2.78),

0P 0P
dz = (0,8 —2 + 9,5 | d¢¥ = —4 — H, | dg". 2.80
: <a apa+ Y ) ! <pa Opa y> ¢ ( )
Definimos entao como as equagoes caracteristicas do sistema de HJ as 2m+ 1 equacgoes
dg* = %fj dg?
dpa = - (8aq)a: + 83? 8aS) dqy 5 (281)

dz = (pa % — Hy) dgY.
Utilizando-se de um formalismo simplético e usando o fato de que os vinculos que nos

interessam na verdade nao dependem de z, escrevemos as duas primeiras equacoes como

de" = WP, dg¥ = {¢, ®,}dq", (2.82)

em que a estrutura simplética é a mesma daquela que encontramos no capitulo 119, Assim
notamos a existéncia de um espaco de fase T*Q™ e a mesma estrutura dos parénteses de

Poisson:

QX7 Yy) = {f, 9} = (0af)w ™ (Dpg). (2.83)

O sistema (2.82) consiste em um sistema de Equacoes Diferenciais Totais (EDT).
Pode-se facilmente mostrar que para sistemas regulares as equagoes caracteristicas coincidem
com as equagoes candnicas de Hamilton. Assim, no quadro completo de Carathéodory, en-
contramos a ligacao que existe entre a teoria das EDP e a teoria das equacoes diferenciais

ordindrias.

2.4.1 Integrabilidade

As equacoes de HJ e as caracteristicas, bem como suas solugoes, desenham o quadro
completo. A solu¢ao do conjunto de EDP (2.51) é, se tnica, uma fungao dependente de
parametros arbitrdrios que representa uma familia de superficies. J& as solucées das EDT

(2.82) definem toda uma familia de curvas dependentes das condigoes iniciais, que chamamos

Quando usarmos o formalismo simplético, os indices das varidveis dobram de valor, ou seja, {a,b,c} =
{1,...,2m} em (2.82).
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por uma congruéncia de curvas. As solucoes estao ligadas pelo fato de toda curva da con-
gruéncia ser normal a todo vetor tangente a qualquer superficie da familia em qualquer ponto.
Queremos que a solucao S exista para um dado campo vetorial definido pelas EDT e procu-
raremos agora pela condigdes que nos garantem esse quadro. A questao fundamental é, dada
uma congruéncia gerada por um campo vetorial conhecido, é possivel encontrar pelo menos
uma familia de superficies que lhe seja ortogonal?

Um exemplo em R? pode ser ilustrativo. Dada uma curva C, assumiremos que existe uma
familia de superficies S(x) = o cortada pela curva e que esta seja transversa a familia. Dado
um ponto x(79) = X sobre a trajetéria, podemos definir um plano, I'g, gerado a partir de dois
vetores linearmente independentes X, = x¢ ;. Sobre este mesmo ponto passa uma superficie
oo de modo que o plano Ty é tangente a esta superficie em xg. Neste caso {i} = {1,2,3} e

{z} = {1,2}. Esses vetores devem ser ortogonais a um vetor ny tangente a C' em X, ou seja,

ng-X.=0. (2.84)

Contudo, queremos nao apenas que um plano seja ortogonal a C', mas toda uma familia
de planos I'. Neste caso ng é um membro de um campo vetorial n e devemos ter que em
qualquer ponto sobre a curva a construgao acima seja valida. Chamaremos esta familia de

planos por uma distribuicdo!! I'. Neste caso, o campo n deve obedecer & condicio

n-Vxn=0, (2.85)

que é a condicao de integrabilidade de Euler'?. Esta condicdo é necessaria para garantir
a existéncia de uma familia de superficies S(x) = o que seja ortogonal a C.

Por exemplo, consideremos o campo vetorial dado por

n = 220; — x'0y + 03 . (2.86)

Para este vetor, V. xn = —203 en-V xn = —2, o que indica que nao hd uma familia
de superficies que obedeca (2.85). Por outro lado, se o vetor tiver componentes constantes,
o rotacional sempre se anula e, portanto, a condi¢ao (2.85) é sempre satisfeita. Podemos
mostrar que se a trajetéria for uma reta ha sempre uma familia de superficies em R? que lhe
seja normal.

Temos também o covetor dual a n, que chamaremos de p. No exemplo acima ele é dado

por

p = xodxt — zda® + daz® .

Caso (2.85) nao seja satisfeita, nao serd possivel encontrar a partir da trajetéria a distribuigao
I' ortogonal a C em todo ponto. Nao hé, por conseguinte, um conjunto completo de campos

vetoriais que satisfacam as equagoes

p(X.) = pixL = 0. (2.87)

"Ver [8] p. 166.
12¥er [8], Cap. 6.
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Figura 2.2: A trajetéria C, uma superficie og e o respectivo plano tangente I'y. O vetor
tangente a C' é ortogonal aos vetores de base que geram a distribuicdo. A condigao de
integrabilidade é satisfeita se a figura for estendida a toda familia o e a toda congruéncia de

curvas K, do qual C' é membro.

H&a também a familia o, que sendo transversal a C' obedece a condigao p = dS. Assim,
temos de (2.87) o conjunto de EDP

P, =x'0;8 =0, (2.88)

que sao as condigOes para que os vetores X, sejam tangentes a familia o. A condigao de
integrabilidade de FEuler é necessaria e suficiente para que a base X, possa ser completa.

Visto que a partir do plano I'g podemos encontrar qualquer outro membro da distribuicao
a partir das equagoes (2.87), podemos tratar os vetores X, como bases da distribui¢ao I'. De-
sejamos agora que essas condicoes de integrabilidade sejam estendidas para toda a congruéncia
K, do qual C' é membro. Para tanto, os vetores base tangentes a o tornam-se também campos
vetoriais e estes adquirem a qualidade de geradores de curvas no espaco. As curvas geradas
pela base da distribui¢do sao definidas também por parametros, tantos quantos forem as
equagoes (2.88), no nosso caso consistindo em duas equagoes. As caracteristicas do sistema
(2.88) sao dadas por

da' = x'du?, (2.89)

em que u] € ug sao os parametros mencionados. Se as caracteristicas consistirem em um

conjunto completo de EDT, e este é o caso por construgao, as curvas geradas pelos vetores de
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base da distribuicao permanecem sempre sobre uma superficie de o. Isto também significa
que a derivada de Lie Lx, (X.) é um vetor que permanece em og. Assim, este sistema obedece

a condicao

X, X.] CT. (2.90)

Portanto o comutador de Lie entre dois vetores da distribuicao é também um vetor perten-
cente a I". Dizemos que este sistema estd em involugao. Assim, a condigdo necessaria e
suficiente para que as caracteristicas consistam em um sistema completo é a involugao da

distribuicao, e esta é também a condicao para que a congruéncia K e a familia o sejam

transversais. Esta condicdo é conhecida como o Teorema de Frobenius'3.

A estensao para sistemas dindmicos em espacos de ordem geral é imediata. No formalismo
de HJ, as equagoes (2.88):

X.0;8 =0 (2.91)

sao os vinculos da teoria no espago de fase, e estas estao ligadas ao conjunto de caracteristicas

&t = xdq®. (2.92)

O indice z adquire entao o conjunto de valores do niimero de vinculos existentes. A integra-
bilidade exige que o comutador de Lie dos campos vetoriais presentes em (2.92) obedecam a

equacao

Xz, Xy S = Cpy “X:(5) - (2.93)
Ou seja, esses campos devem obedecer a uma algebra de Lie.
Estamos interessados no caso em que x% = {£%,®,}, e entdo podemos escrever
X.(S) ={£%,®,}0,5 ={S, .}, (2.94)

em que usamos (2.83). Assim,

[Xe, Xy S = XXy (5) — Xy X (S5)
= X {5, ®,} — X {5, ®,}
= U9 Py}, @0} — {{S, P}, By}
{5, @y}, o} + {{Py, S}, ®u} + {{ P, By}, 5}

ou seja,

[Xfﬂv Xy] S = {{(I)wa (I)y}a S}. (2.95)

As condictes de integrabilidade vém a ser

{{q)337q)y}7 S} = ny ZXZ(S) = nyz{sv (I)Z} = {ny Z(I)Zv 5}7 (296)

13Ver [8], Sec. 6.1d.

43



ou,

{0, 0,} = — C,, *®. = 0. (2.97)

Tomando a diferencial dos vinculos e usando as equagoes (2.82),

d®, = {®,, ®,}dg". (2.98)

Para que o sistema de equagoes (2.82) seja completamente integravel devemos exigir, por fim,

que

dd, = 0. (2.99)

Portanto, encontramos as condigoes suficientes para que o sistema de EDP de HJ seja
integravel completamente e, por conseqiiéncia, essas sao as mesmas condicoes que garantem
a existéncia de uma familia de superficies transversa a trajetéria do sistema. Vimos da
comparacao com o caso em R? que se justifica o fato de as coordenadas ligadas & parte nao
inversivel da Hessiana serem utilizadas como parametros. O préximo passo é exigir a validade

de (2.99) para todos os vinculos e verificar as conseqiiéncias dessa imposi¢ao na dindmica em
Q™

2.5 Equacoes de Movimento

Nao ha razao para esperar que todo sistema satisfaca (2.99) identicamente, ou seja, que os
PP dos vinculos sejam nulos. Entao as condigoes de integrabilidade estabelecem na verdade
uma relacdo de dependéncia entre os parametros ligados a parte nao inversivel da Hessiana.
Isto pode ser visto explicitamente se fizermos uma escolha de parametro: vamos separar
o tempo dos demais parametros e definir os indices {z/,y/,2'} = {m + 1,...,n}. Assim a

condicao de integrabilidade nos leva ao sistema de equagoes

AP, = { Dy, @, }dg¥ = {®p, Boldt + { D, D, }dg?¥ =0,

) (2.100)
dq)[) = {‘I)(], (by}dqy == {‘130, (I)y/}dqy = 0.
A partir da primeira condigao de (2.100) temos
(D0, B, }dg¥ = — (D, Bo}dt. (2.101)

Note que esta escolha ressalta uma vez mais o carater diferenciado do tempo com relacao aos
demais parametros, assim como do vinculo ®y3 com relagao aos ®,,. Em uma representacao

matricial das equacoes (2.96), podemos definir a matriz M cujos elementos sdo dados por

My = {®y, 0, }. (2.102)
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2.5.1 Caso Regular

Se M for regular, ou seja, det(M) # 0, existe uma matriz M ~! inversa de M e assim a

condigao (2.101) pode ser reescrita:

!

dg¥' = —(M~Y)Y= (D, ®oldt. (2.103)

Note que a segunda condicao de integrabilidade, d®g = 0, é identicamente satisfeita se

M for regular, com a ajuda de (2.103):

Ay = {®g, B,y }dg¥ = —{Bg, D,y J (MY {D,, g }dt, (2.104)

em que M~! é antissimétrica e estd contraida com a quantidade simétrica em 2’ e v/,
{®@g, @y H{P,r, Do}
As condigbes de integrabilidade reduzem-se, portanto, a condi¢ao (2.103) para det(M) #

0. Voltemos nossa atencao para as equacoes de movimento

de® = {€", ®, }dg¥ = {£°, Do}t + {£°, @y }dg" . (2.105)

Usando a condigao (2.103),

de® = ({€°, Do} — {€%, @y }(M )" (@1, Do} ) . (2.106)

Vamos analisar a diferencial de uma fungao dinamica F'(£%):

dF = {F,®,}dq" = {F,®0}dt + {F,®, }dq" . (2.107)

Com (2.103),

dF = ({F, @0} = {F, @, }(M )" {1, @0} ) d. (2.108)

E evidente em (2.108) a existéncia de uma estrutura. Vamos chamad-la de Parénteses

Generalizados (PG) e defini-la por

(F,G} = {F,G} = {F,®,} (M~ )V* {®,/,G}. (2.109)

A evolugao dinamica pode entédo ser escrita pelo PG:

dF = {F, ®y}*dt. (2.110)

Especificamente as equacoes de movimento podem ser escritas por

dee = {£°, Do} dt. (2.111)
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2.5.2 Caso Singular

No caso mais geral em que M é singular, as condigoes de integrabilidade nao sao satisfeitas
pelo conjunto de vinculos estabelecido pela Lagrangiana. Ou seja, os colchetes de Lie dos
campos vetoriais nao serao combinagbes dos campos. Se esta situacdo ocorrer, devemos
procurar por um espaco no qual as equacoes de movimento sejam completamente integraveis.
Se nao for possivel encontrar este espago, estaremos lidando com um sistema nao integravel.

Neste trabalho desejamos que os sistemas sejam integraveis. Assim admitiremos a exis-
téncia de uma submatriz de M que seja inversivel, ou seja, trabalharemos com a hipétese de
que M tenha um posto diferente de zero. Vamos em primeiro lugar relembrar o conjunto de
indices que usamos até agora e definir um novo conjunto, referente as partes inversivel e nao

inversivel de M:

{a, 8,7,...} ={0,...,n}

{i,7,k} ={1,...,n}

{a,b,c} ={1,...,m}

{z,y,z} ={0,m+1,...,n}
{2/} ={m+1,...,n}

{0, d}={m+1,...,m+p}
{" 4", 2"y ={m+p+1,...,n}
\{05/7/8/77/} - {O,m—i—p—l—l,,n},

em que p é o posto de M. Assim podemos escrever (2.101) por

Myrydg? = —{®,s, B }dt (2.112)

ou,

Myrrdq® + Myryndg?” = —{®,, o }dt. (2.113)

Dois conjuntos de equagbes podem ser obtidos de (2.113). O primeiro,

Mb/a/dqa/ —|— Mb’y”dqy” = —{CI’b/7 q)o}dt (2114)
Mb/a/dq“/ = —Mb/y//dqy” — {(I)b/, ‘I’o}dt
= —{Dy, D, }dg"" — { Dy, Bo}dt
—{ Py, arbdg™.

Com a inversibilidade de (M), temos

dg® = —(M~H)YY{Dy, Do tdg™ . (2.115)

A partir das equacoes caracteristicas obtemos
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dg* {€* @y }dg¥

= {&9, ®o}dt +{¢, By hdg?

{€%, @o}dt + {€°, @y }dg?” + {€°, @0 }dg”

= {€%, Do }dg™ +{€2, Dy }dg” «——  usando (2.110),

= ({8 @ar} — (€ @0} (M) {0y, @0} ) dg,

ou,

g™ = {€°, @0} dg” (2.116)

com novos PG definidos por

{F,G}* = {F,G} — {F, &, (M"Y {®,,G}. (2.117)

Portanto, a evolugao temporal de F' pode ser escrita por

dF = {F, ®,}*dq” . (2.118)

O segundo conjunto de (2.113) consiste nas equagoes

Mz//a/dqa/ + Mx”y”dqy” = —{‘Px//7 <I>0}dt (2119)

com algumas operagoes:

Mr”a’ dqal

—Mnyrdg?" — { @, B}t
= —{ @, Oy }dg?" — { @y, Doldt
= —{ Dy, Dy }dg®.
No lado direito introduziremos (2.115) e o fato de que Mg = { Py, Py }:

(D, @ }(M V[ By, Do Ydg® = { Dy, Do }g® . (2.120)

A equagao (2.120), dada a independéncia dos parametros qo‘/, dé a condigao para que o espago

reduzido exista de fato. As condicoes de integrabilidade tornam-se assim,

{(I)at”7 (I)a’} = {(I)Os”a (pa/}(Mil)alb/{(Pb’a q)a’}v (2121)

ou, separando o tempo dos demais parametros:

{@ur, @0} = { @, D }(M )P { Dy, Do},

iy (2.122)
{®,r, (I)y//} ={ Py, Oy }(M~)* " { Dy, (I)y//}.

A segunda equagao de (2.122) mostra simplesmente a relagao linear entre linhas e colu-
nas da parte nao inversivel de M, ou seja, mostra que M ¢é singular, o que a torna uma
identidade. No entanto a primeira equagao tem conteido dinamico. Ela fixa condicGes sobre
os parametros e seleciona quais sao os graus de liberdade do sistema que nao tém contetdo

fisico.
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2.6 O Espaco de Fase Generalizado

As equagoOes caracteristicas nos dizem a principio quais sdo as variaveis dinamicas do
sistema. Elas estabelecem uma separacao no espaco de configuragao através da separacao das
varidveis com conteido dinamico daquelas que seriam apenas parametros da teoria, ou seja,
existe um espago Q™ no qual as varidveis dinamicas dependem de k = n 4+ 1 —m parametros
qY. O espago dos parametros é estabelecido pelo sistema de HJ. A relacao entre as equagoes
caracteristicas e os vinculos mostra que Q™ e o espago dos parametros sdo complementares.
Vamos nos referir ao espago dos parametros como o espaco complementar de Q™, ou seja,
CQ*.

A estrutura das caracteristicas mostra que existe um espago de fase que pode ser cons-
truido a partir de Q™ e sua estrutura simplética é aquela dos parénteses de Poisson. No
entanto esta estrutura nao é aquela que da a dinamica do sistema. Existe, como vimos, um
outro espaco de fase relacionado a um outro setor de Q", ao qual pertence Q™, e a estrutura
simplética deste espaco deve ser a dos parénteses generalizados que encontramos em (2.109)
e (2.117).

Mostra-se que a estrutura dos PG é antissimétrica, nao degenerada e que obedece a

identidade de Jacobi, obedecendo portanto as condigoes para que a forma

W (Xr, Xg) = {F,G}*

defina uma estrutura simplética, existindo por conseqiiéncia um espago de fase generalizado.
Neste espaco as equacoes de movimento sao condigoes sobre as componentes do campo tan-
gente A, exatamente como vimos no capitulo 1. Suas solugoes serao curvas em T*Q genera-
lizado.

Qual é a dimensao do espaco de fase generalizado? As equagoes caracteristicas nao sao as
Unicas equagoes de movimento, pois vimos que as condicoes de integrabilidade sobre o espago
complementar, CQ¥, resultam na descoberta de outras varidveis dindmicas além daquelas
que repousam em Q™. O papel central das condigoes de integrabilidade é o de reduzir o
espaco complementar e revelar todas as varidveis dinamicas livres do problema. Depois de
descobrir as demais coordenadas livres, dadas pelas equagoes (2.103) e (2.115), e no segundo
caso depois de descobrir as condicoes de reducdo de CQ¥, (2.122), a dimensao do espago
generalizado fica evidente.

Para que a idéia torne-se mais clara, temos entdao as equacoes caracteristicas que valem

para o caso geral em que o posto de M é p < k:

g = {€", @} dg” (2.123)

em conjunto com as equacgoes

de? = {€¥ DoV dg”, (2.124)

que foram generalizadas para o formalismo simplético a partir das equagoes (2.115). Estas

devem ser resolvidas sob a condicao
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{ @, g} = { Dy, Do (MY (D, Dy }. (2.125)

O primeiro conjunto, (2.123), consiste em 2m equacoes e sua solu¢do nos fornece 2m
varidveis dinamicas. O segundo conjunto, (2.124), nos fornece 2p equagoes adicionais. Assim,
as variaveis dindmicas do problema sdo em nidmero de 2(m + p) e o espago de configuracao

das varidveis dindmicas é Q™*P. Usaremos T*Q™"P como simbolo para o espaco de fase

generalizado.
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Capitulo 3

Acoes de Primeira Ordem

3.1 Introducao

Acoes de primeira ordem aparecem em muitas teorias na fisica, especialmente nas teorias

relativisticas. Esses sistemas sao descritos por Lagrangianas lineares nas velocidades

L(g,q") = aa(9)q®, (3.1)

em que {a} ={0,...,n} e ¢ =dq¢ /dr com T um parametro qualquer. Os coeficientes a,, sdo
funcdes apenas das coordenadas de Q"*! e reforcamos o fato de que o tempo nessa formulaciao

é incluido como varidvel dinamica. A integral fundamental desse sistema é simplesmente

1= [agvir= [ [ .. [ oads® (3.2)

E evidente que esta Lagrangiana ¢ homogénea de primeira ordem em ¢. Assim ela constitui
um sistema singular por natureza.

Os exemplos encontrados na natureza mostram que todos os campos conhecidos podem ser
transformados em acdes de primeira ordem. Schwinger' mostra que essa caracteristica vem
da propria estrutura homogénea dessas Lagrangianas, ou seja, Lagrangianas homogéneas em
primeiro grau na varidvel ¢’ sao redutiveis por transformacoes de equivaléncia a Lagrangianas
lineares nessas variaveis.

Como exemplos desses campos, podemos citar os campos fermidnicos?, que sdo natu-
ralmente descritos por Lagrangianas lineares. Lagrangianas de campos bosonicos também
podem ser descritos por (3.1), como mostra a teoria DKP3. Existe também uma Lagrangiana
linear para a gravitacdo, que foi proposta pela primeira vez por Palatini (1919)%.

Neste capitulo apresentaremos uma formulagao geral para o problema de andlise de

vinculos a partir do formalismo de HJ apresentado no capitulo 2, para sistemas de agoes

Em [1], [2] e [3].

2Por exemplo, o campo de Dirac [4].

3 Duffin- Kemmer-Petiau, em [5], [6] e [7].
‘Em [8].
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de primeira ordem. Veremos que Lagrangianas lineares nas velocidades sao totalmente vin-
culadas, ou seja, todos os graus de liberdade do sistema sao ligados por equacoes de vinculo.
Este fato simplifica de forma consideravel o método que apresentamos anteriormente. Nao
havendo equagoes caracteristicas, o espago é completamente reduzido e os graus de liberdade
dinamicos do sistema devem aparecer a partir da imposicao da integrabilidade do sistema de

EDP de HJ.

3.2 Formalismo de HJ para Lagrangianas Lineares

Nossa andlise comeca com o espaco de configuracio Q"*!, a partir do qual escrevemos a

Lagrangiana

L=and*. (3.3)

Consideremos uma segunda funcdo L escrita a partir de L por uma transformacio de la-

grangianas equivalentes

L=L-q%0,F (3.4)

em que F' é apenas uma fungao escalar das coordenadas. Com esta transformacao L continua

linear nas velocidades:

L = o™= q°0uF

= (aa — 0aF)q'™ . (3:3)

Assim, a transformagao por Lagrangianas equivalentes é analoga a troca de coeficientes

Qo = Qo — O F' . (3.6)

Note que a transformagao (3.6) tem a estrutura de uma transformacao canonica. Existe

portanto uma simetria em (3.3) sob transformagoes do tipo (3.6). Esperamos, em razao da

existéncia dessa simetria, que as equagoes de movimento dependam de quantidades invariantes

a essas transformagoes.

A matriz Hessiana desse sistema é nao apenas singular, mas tem posto nulo. Os momentos
canonicamente conjugados sao encontrados por
oL

Pa = aqila = Qq- (37)

Assim, todos os momentos sao independentes das velocidades, o que faz com que todos os

graus de liberdade do sistema sejam vinculados. Os vinculos sao construidos a partir de (3.7),

D, =py — aq = 0. (3.8)

Os vinculos, aliados com a condicao de transversalidade
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Pa = 005, (39)

formam n + 1 equacgoes diferenciais parciais de primeira ordem. A equagdo para o indice 0,
g = pg — agp = 0, nos mostra qual a Hamoltoniana candnica desse sistema, a qual podemos

também calcular por

Hy = pi§' — L = (p; — a;)¢" — ap = —a, (3.10)

em que usamos (3.8). Entao temos Hy = —ap.

Este desenvolvimento é coerente com a teoria desenvolvida no capitulo 2, sob a qual a
nulidade do posto da matriz Hessiana em Q"*! deve fornecer n + 1 vinculos. Esses vinculos
sao o sistema de EDP de Hamilton-Jacobi para Lagrangianas lineares nas velocidades. Como
a matriz Hessiana tem posto nulo, esperamos nao encontrar equagoes caracteristicas e assim
todos os graus de liberdade do sistema sdo vinculados. A principio temos um espago com-
plementar CQ"*'de n + 1 dimensdes. No entanto, vimos que devemos impor as condicoes de

integrabilidade sobre o sistema (3.8), o que implica em calcular a matriz cujos elementos sao

Mij = {2, ®;} = dia; — 9;a;. (3.11)

Note que este objeto ¢é invariante sob as transformagoes (3.6):

Mij = &c_zj — aj(_%'

0i(a; — O;F) — 0;(a; — O F)
&'aj - 8ja,‘ - aiajF + 8]‘81‘}7
&iaj — Bjai = Mz" .

(3.12)

3.2.1 Caso Regular

Neste ponto a andlise recai sobre a matriz M. Se ela for regular, sabemos pelo desen-
volvimento do capitulo 2 que os parénteses generalizados sdo dados pela relagao (2.104), ou

seja,

{F,G}y = {F,G} - {F,®;}(M~1)"{d;,G}. (3.13)

Por sua vez, as equagoes de movimento podem ser escritas por

det = {&, do}dt. (3.14)

E fécil verificar que, pelo fato de os coeficientes a; nao dependerem de momentos, as
Unicas equacoes relevantes sao para as coordenadas ¢*, enquanto os momentos p; podem ser

obtidos pelos vinculos com a substituigao de ¢*(t) nos a;. Assim temos que calcular apenas

i ={q", ®o}* = {¢', P} —{q", 2} (M~ )7"{d}, By}
= —{¢", D (M~ 1)H{Dy, Do} (3.15)
= —(M~1)*{Dy, D},
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em que {¢’, Py} = 0 pois ¢ depende apenas das coordenadas e do momento py e {¢*, ®;} =

{¢%,pj} = 5}, ja que ®; depende linearmente de p;. Note também que

{®r, ®o} = {pr — ar,po — a0} = {ao, pr} = Okao ,

ou seja, as equacoes de movimento para este sistema sao

dg' = —(M ™1 9;a0dt . (3.16)

Apenas para estabelecer a consisténcia do formalismo, vamos fazer o teste de integra-
bilidade e verificar se as equagoes de movimento sao as mesmas. Temos entao de testar a

condi¢ao

d%; = 0. (3.17)

Podemos escrever

dP; = {®;, Do }dg* = {P;, Po}dt + {®;, ®;}dg’

{®;, ®o}dt + M;;dg’ — usando (3.16)

{®@;, ®o}dt — M;j(M )% Opapdt (3.18)
{®;, &g }dt — 6F Opaodt

O;apdt — O;apdt = 0.

Ou seja, esta condigao é satisfeita com as equagoes de movimento (3.16). A segunda condigao,
d®y = 0 como vimos no capitulo 2, é automaticamente satisfeita em razao de M ser antis-
simétrica.

Os momentos podem ser calculados a partir das relagoes de vinculo

pi = ai(q) , (3.19)

em que se inserem as equagoes (3.16), ou pelos PG

dp; = {pi, Po}"dt. (3.20)

Como exemplo para este caso, vamos considerar a Lagrangiana de quatro dimensoes

L=(+¢) ¢ +¢'¢* -V (3.21)
em que
1
Hy =V = [(¢) +2¢°¢" - (¢")’] (3.22)

¢ a Hamiltoniana canonica. Assim, define-se os coeficientes
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a0 = 5 [(¢")* - 2¢°¢° — (¢*)’]
a1 =¢*+¢*

ag =

az = ¢*

ay =

Os vinculos sao dados por

Do =po — 5 [(¢*)* — 2¢°¢® — (¢*)?]

1 =p1—¢* ¢

@aE @2:])2
®3=p° —¢*
(I)4:p4a

em que &, = 0.

A matriz M, calculada de (3.11), vem a ser

0 -1 -1 0
= 1 0 0 O 7

1 0 0 -1

0 0 1 0

01 0 0
- |10 0 -
0 0 0 1
0 1 -1 0

Como M é regular, a trajetéria é dada pela equagdo de movimento

¢ = (M7 0;V.

Em forma matricial:

gt 0 1 0 0O 0
#| |-10 0 -1 ¢
@l o o o 1 P+
q* 0 1 -1 0 q*

As quatro equacoes para as velocidades sao
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(3.25)

(3.26)

(3.27)

(3.28)



ql — q3
2 _ 4
T (3.29)
¢ =—q
q4 _q2 9
cuja solugao vem a ser
(
q' = Asint + Bcost + Ct + D
2= _Acost + Bsint
I (3.30)
¢® = Acost — Bsint + C

¢* = Asint + Bcost .

As equagoes para a varidveis p podem ser obtidas por substituicao de (3.30) nos vinculos
ou pelos PG (3.20). O resultado é

;

p1=0C

=0
b2 (3.31)
p3 = Asint + Bcost

pg=0.

No caso regular, como pudemos verificar neste exemplo, o niimero de graus de liberdade
é n, o que concorda com o desenvolvimento da teoria proposta no capitulo 2. Temos um
conjunto de m de equagoes caracteristicas e outro conjunto de n —m equagoes de movimento
dependentes de um tnico parametro. No caso de Lagrangianas lineares m = 0 e, portanto,
devemos obter n equacdes a partir das condi¢oes de integrabilidade, o que foi satisfeito. Assim

o espaco dos parénteses generalizados, T*Q" para este caso ¢ de dimensao 2n.

3.2.2 Caso Singular

Se M é singular, devemos procurar por uma submatriz inversivel de M. A dimenséo dessa
submatriz é p, o posto de M. Encontrada essa submatriz, basta utilizarmos os parénteses

generalizados escritos em (2.112):

{F,GY = {F,G} — {F,®,}(M~1%{®,, G}, (3.32)
em que agora usamos {a,b} = {1,...,p}. As equagbes de movimento sdo as mesmas de
(2.111),

dg® = {€%, o Y dg® {o'}={0,p+1,...,n}. (3.33)

Mais uma vez precisamos resolver apenas as equacoes
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dg® = {q%, ®o }*dg® {q% @y }dg® — {q% Oy} (M1)P{ D, By }dg™
= —{q% O} (M (D, Dy }dg™ (3.34)

= —(M1)*{®y, Do }dg”,

com {¢% Py} =0e {¢* P} = 0;. Nesta equagao,

{(I)by (I)a’} = {pb — ap, Po’ — aa’} = {aa’vpb} - {ab,Pa'} = abaa’ - 6cy’ab )

o que nos deixa com as equagoes de movimento

dg® = —(M 1% (Oyanr — Ourap) dg® . (3.35)

As condigoes de integrabilidade nao podem ser satisfeitas apenas com essas equagoes.

Como vimos, para estabelecer a integrabilidade as equagoes (3.35) devem ser resolvidas com

as condigoes (2.17). Se a segunda é identicamente satisfeita, temos ainda que encontrar a
condi¢ao

{®,, By} = {D,, P} (M 1)®{D,, Dy}, (3.36)

em que {z} = {p+1,...,n}. Esta condigdo torna-se

0za0 = (0,aq — Ogaz) (M_l)abé?bao . (3.37)

Note que a condic¢ao (3.37) é uma relagao entre as coordenadas apenas.

Vamos resolver um segundo exemplo, o da Lagrangiana de trés dimensoes

L=(+¢)d" +ki*-V. (3.38)

Sua Hamiltoniana é

1
Hy=V =3 [(¢*)? +2¢%¢* — K*] . (3.39)

Os coeficientes e os vinculos dessa Lagrangiana sao

a0 = 3 [ = 2¢°° — (¢*)?] ®o =po — 3 [F* — 2¢°¢° — (¢*)’]
2 3 2 3
a1 =q° + Q1 =p —q¢° —
1 q o, = 1=P1—(¢ q (3.40)
as =0 Oy = p2
as = \(193 = p3 — k.
A matriz M vem a ser
0o -1 -1
M=11 0 01, (3.41)
1 0 0
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que € singular, de posto 2. Existe portanto uma matriz de ordem 2 que pode-se escolher por

M’:(O _1> — M/_1:<O 1). (3.42)
1 0 -1 0

Esta escolha em particular faz com que as varidveis livres sejam ¢' e ¢3, e estes sdo escritos

em termos de ¢% e t. Aparece a equacdo matricial a partir de (3.35):

dql 0 1 alao - 8ta1 810,2 — 82&1 dt
- _ , (3.43)
dq3 -1 0 83@0 - 8ta3 83@2 - 82(13 dq2

dgt\ (0 1 0 1\ [at
o) ()Gt o)) e

As EDT para este sistema sao

ou,

dg' = (¢* + ¢*)dt

(3.45)
dq3 = —dqz.
A segunda equagao ¢é integrada para resultar em
¢ =-F+C, (3.46)
e assim pode-se resolver a primeira,

¢' =Ct+D. (3.47)

No entanto, o sistema ainda obedece & condigao (3.36):
{®g, ®p} = {D2, @, } (M) { Dy, Bp} (3.48)

ou,

@=(10) (_01 J) <q2 £q3> (3.49)

cujo resultado é apenas ¢> = 0. Assim, o subespaco de integracdo do sistema é aquele em

que g% = 0 para esta escolha da matriz M’. Assim, a solucio vem a ser

¢ =Ct+D e F=0C. (3.50)

Ja os momentos sao escritos por
p=C
(3.51)
p3 = k.
No caso singular podemos notar que o espaco de fase tem dimenséo p. As varidveis que a

principio eram parametros do sistema, pela falta das equacOes caracteristicas, separaram-se
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em dois conjuntos, ¢* e ¢*. As primeiras sdo as verdadeiras varigveis dindmicas e as demais
os parametros da teoria. A busca pela submatriz regular de M é na verdade a busca por
um espago no qual o sistema de HJ seja completamente integravel. Notamos também que
as condicoes de integrabilidade fixam os parametros q® e assim fixam de forma univoca o

espaco de fase T*QP desse sistema.

3.3 Campos Relativisticos

Na mecanica classica nao relativistica, o espaco de configuracao é construido a partir das
coordenadas do espaco R3. Num sistema constituido de N particulas, as n = 3N coorde-
nadas generalizadas sao mapeadas as coordenadas espaciais de cada particula do sistema.
O Principio de Hamilton, que usa uma agao fundamental do tipo [ Ldt, foi usado para
descrever sistemas Lagrangianos e, a principio, a agao é sempre dependente da escolha de
uma parametrizacao, especificamente do tempo. Ainda assim vimos ser possivel formular o
problema de modo a considerarmos um principio variacional independente da parametrizacao
quando a Lagrangiana é homogénea de primeira ordem nas velocidades e, nesse procedimento,
incluimos o tempo como varigvel dindmica em Qm*1.

Contudo, esses sistemas sao apenas uma parte da mecanica classica. Nas teorias rela-
tivisticas temos dois outros quadros distintos. Podemos falar em primeiro lugar na dinamica
de particulas relativisticas. Por principio a acao é independente da parametrizacao, pois o
tempo é incluso como coordenada no espaco R* com a métrica de Minkowski, E3*t!. Ainda
assim o principio variacional é essencialmente o mesmo do caso nao relativistico, se conside-
rarmos a formulacao independente do parametro. Nesses sistemas as funcoes Lagrangianas
sao, em funcao da exigéncia de sua homogeneidade, essencialmente diferentes das nao re-
lativisticas. Mesmo assim o espaco de configuracao para esse tipo de dindmica mantém as
mesmas caracteristicas, ou seja, sao dadas pelas 3N coordenadas de N particulas.

O outro quadro das teorias relativisticas sao as teorias de campos. Os campos sao no geral
funcoes de pontos no espaco-tempo E?+1, de modo que as coordenadas desse espaco tornam-
se parametros do seu respectivo espago de configuracao. Este espaco é constituido tendo os
proprios campos como coordenadas. Por exemplo, o eletromagnetismo pode ser formulado
a partir do potencial A", que consistem a principio de quatro campos, e estes formam um
espaco de configuracao de quatro dimensées. Ainda nesse capitulo veremos outra possivel
contrucao de Q para o caso eletromagnético.

A formulagdo Lagrangiana para campos é a mesma do caso nao relativistico quando
sabemos como construir as Lagrangianas dessas teorias. O principio de Hamilton continua o

mesmo para estes sistemas. Consideremos a forma da agao

I= /L(q, q) dt (3.52)

em que o parametro escolhido é o tempo medido por um observador na origem do sistema de
coordenadas. Vamos introduzir a fungdo densidade Lagrangiana, £, definida a partir da

Lagrangiana pela equacao integral
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La.d) = [ £(a.0,0) % . (3.53)

A integral fundamental se escreve por

I- / £(¢,0q) d*z | (3.54)

Assim, a Lagrangiana de um campo deve ser construida como um funcional, mas pode-
mos usar a funcao densidade Lagrangiana em lugar de L, observados alguns cuidados. Por

exemplo, as equagoes de Euler-Lagrange obtidas pela primeira variagao de (3.54) sao

oL oL

— =0y, =——~=0. 3.55
o0 % 90,4) (3:5)
Consideremos por exemplo o momento conjugado
oL
e — 3.56
Pi= e (3.56)
Podemos escrever
0 / oL
i =— | L(q,0 d%:/ _ B, 3.57
o que nos faz introduzir também uma densidade de momento
oL
= — . 3.58
5o (359
Podemos também definir a densidade Hamiltoniana candnica
H=mq — L. (3.59)

Assim, usando as densidades em lugar da Lagrangiana e da Hamiltoniana tradicionais, pode-
mos usar o mesmo formalismo desenvolvido para os sistemas nao relativisticos em campos. No
restante desse capitulo exemplificaremos em campos os resultados que obtivemos na andlise
de vinculos via Hamilton-Jacobi, e para tanto usaremos as densidades no lugar das fungoes

de Hamilton e de Lagrange.

3.4 O Campo de Proca

Como primeira aplicacdo do formalismo desenvolvido até aqui, vamos analisar a La-

grangiana do campo vetorial real massivo, conhecido como o campo de Proca:

1 1
L=—7 FWE, + 5 m2AY A, (3.60)

em que

Fu = 0,4, — 0,A, (3.61)
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com {u,v} ={0,1,2,3,4}. A métrica é a de Minkowski com assinatura (— + ++),.

As varidveis dinamicas deste sistema sao os campos A*. Escrita explicitamente em termos
desses campos, a Lagrangiana (3.60) é uma fungao de segunda ordem nas velocidades dyA*.
Desejamos aplicar o formalismo para agoes de primeira ordem, e neste caso devemos fazer
algumas alteragoes na Lagrangiana.

Vamos considerar primeiro os campos A* e F* independentes, ignorando portanto a
dependéncia entre eles definida pela equagao (3.61). Assim a Lagrangiana é escrita por vinte
varidveis. Note também que podemos construir uma segunda Lagrangiana equivalente pela

adicao de termos dependentes de divergéncias totais:

1 1 1
L=—g FYEy + 5 m*A"Ay + 2 0, [Ay (F — F™)]. (3.62)

Com a abertura do divergente no tltimo termo podemos escrever
1 1

1 1 1
L= AP — 2 AOuF™ + 2 (F" = F™) 9, Ay — 7 FM Fpy + 5 m2AYA, . (3.63)

Para adequar esta Lagrangiana ao formalismo de ac¢oes de primeira ordem vamos consi-

derar os campos A?, FU% FO A0 F00 ¢ [ e abrir os termos como segue:

L= i A;0gF — i A;0gF™ + i (FY — F) 9pA; — H (3.64)
com
H = — % (FZO —FOi) 82140 - % Ao@ (Flo —FOi) —% (F” —Fji) &A] -
1 ij ji 1 ij i i 1 i
- 7 A0 (F'9 — Fi%) + 1 [ FO®Fyo + FUFy; + FOFy; + FOF,) — 5 m? [A%Ay + A'A;] .

(3.65)
Usaremos entao a Lagrangiana (3.64). Os coeficientes podem ser encontrados através das
varidveis {¢'} = {A%, FY% F0 A% 00 Fi} na Lagrangiana:

a; = —H(x)
a; = 1 [FO(z) — FO(z)]
ag; = 5 Al(z)
aip = —1 Al(z) (3.66)
apg — 0
agp =0
\aij =0.

Temos assim o conjunto de vinculos
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;= po + H(x)

®; =1IL;(z) — 1 [FY(z) — FO(x)]

Dg; = Hoi(z) — Ai(z)

Py = Iio(x) + 3 Ai() (3.67)
$o = Io(z)

Poo = Hoo(z)

O, =11, (z).

Vamos construir a matriz M. Podemos utilizar a equagao (3.11) com o parénteses de

Poisson ou com a forma dos coeficientes:

_ Oag(y) Oag(x)

M,,p, = — . 3.68
Y= 0g@)  0g(y) 3059
Caso os PP sejam utilizados, as relagoes fundamentais sao

{d'(2),d’(y)} {pi(z),p;i(y)} (3.69)

{d'(z),pi(y)} = di(x —y).
Os tnicos parénteses nao nulos sao {®;, o;}, {Pi, Pjo}, {Pos, P} e {Pio, P;}. Temos

entao:

O3x3  —13x3 1sx3 Osx1 Osx1 Osxg
13x3  03x3  0O3x3 Ozx1 O3x1 Osxg
1 —13x3  03x3  0O3x3 O3x1 O3x1 Osxg (3.70)
2 O1x3  Oi1x3  O1x3 O1x1 O1x1 O1xg

01x3  01x3  01x3 O1x1 O1x1 Oixg

Ogx3  0Ogx3  Ogx3z Ogx1 Ogx1 Ogxg

Esta matriz é singular. Em uma primeira inspecdo vemos que as varidveis A%, F0 e [

sao parte dos parametros da teoria. Assim, podemos nos preocupar apenas com a submatriz

. 0 -1 1
M:§5(a:—y) 1 0 0], (3.71)
-1 0 0

na qual omitimos os subescritos que indicam que cada elemento é uma matriz 3 x 3. Esta
matriz continua singular, e pelo calculo de seus autovalores ¢é facil verificar que ela possui
dois autovalores nao nulos, ou seja, seu posto é 2. Escolhendo como varidveis independentes

A e FY e como parametros A?, FO0 F0 ¢ Fi 3 submatriz inversivel de M é

, 1 0 —1
M —ié(x—y) (1 O> . (3.72)

Sua inversa é dada por
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Mt =26(z — ) (_01 é) : (3.73)

Antes de encontrar as equacoes de movimento vamos obter as condigoes de integrabilidade

do sistema, a partir da equagao (3.37):

O.H = (8.aq — Dgaz) (M~ HPOH . (3.74)
Na equacio (3.74), {¢*} = {A, FY} e {¢7} = {F, A°, F'0 FJ} e as derivadas sdo derivacdes

funcionais. Vamos comecar com ¢* = F°. A parte esquerda da equacdo fica

8%0%1):) =— (i 8 Ag — ;Fo) Sy — ). (3.75)

Precisamos calcular também

Das(w) _ Din(e)\ 1 1 ot ) _ ok OH)
(Gt ~ By ) ™ G = O (4001 T =

_ OH(y) _ (1 1
Igualando os lados,
1 1 1 1
— iA—*Fi:* ZA *Fi .
430 510 45 0+ 5 Fio (3.77)
ou seja,
FY = _F% (3.78)

Se usarmos ¢° = A° encontramos na esquerda de (3.74)

m =- % 0; (F™ = F") +m?Ag| 6(y — ). (3.79)

Pode-se mostrar facilmente que a parte direita é nula (ag = 0 e os coeficientes a; e ag; nao
dependem de A%). Assim,

9; [F*(z) — FY(x)] 4 2m® A4, = 0. (3.80)

Com ¢* = F% ¢ facil verificar que a terceira condicao é

F%z) =0. (3.81)

Por 1ltimo, temos que calcular a condicdo de integrabilidade para ¢ = F%. Comecando

pelo lado esquerdo de (3.74),

IH(y)
OF(x)

O lado direito é nulo, o que resulta na condicao

1
= _Z ((‘)ZAJ - 8JAZ - E]) 6(y - .T) (382)
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Fi]’ = 81./4] — 8]A7, (383)

Resta apenas encontrar as equagoes de movimento. Para tanto vamos utilizar a equagao

(3.35)

dq* = —(M ) [{ @y, ®:}dg” + {Dp, &1 }dq”] - (3.84)
Temos
dA" = —(M~ Y [{@g;, @, }dg™ + {Do;, D¢ }dg"] (3.85)
e
dF% = — (M1 [{@;, @, dg” + {®;, @, }dd"] . (3.86)
A partir de (3.85) mostra-se que os PP {®q;,®.} sdo todos nulos. Precisamos entao
calcular
. L o OH(®Y)
Al = (M 14[2,05] B P — (M 1\[¢,07] \ )
QA" = —(M ) {0y, @) = (Ao T (3.87)
ou,
80AZ~ - Foi + alA[) (3.88)
De (3.86),
dF% = — (M~ [{@;, @, dg” + {®;, B, }dd"] , (3.89)
que podemos reescrever por
dF” = dF" + [0;F7 — 9;F7" —2m>A'"] dq°. (3.90)
Usando o fato de Fj; ser antissimétrico, dada (3.83), podemos escrever
QD F" = — 0;FI" —m?A" (3.91)
Assim, as equagoes de movimento sao
F()Z' = 80141 — 81140 (392)
e
QFY + 9;F" + m?A" = 0. (3.93)
Podemos unificar as condigoes (3.78), (3.81), (3.83) e a equacao (3.92) em
F =0,A,—0,A, . (3.94)

J& a equagao (3.93) e a condigao (3.80), que podemos escrever por
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O;FI% + m?A° =0, (3.95)

podem ser unificadas em

OuF" +m?AY =0 . (3.96)

Encontramos entao a ja conhecida equacao de Proca, (3.96), em conjunto com as condigoes
(3.94).

3.5 O Campo Eletromagnético

Para tratar o caso do campo vetorial real sem massa, vamos partir da Lagrangiana

1 ;1 o 1
L= AdoF™" = 2 AidoF™ + 4

1 (F% — F) 9o A; — H (3.97)

H: (FiO—FOi) &AO—%A(@- (FiO—FOi) —% (F” —Fji) 81Aj -

1
4
1 g g 1 g ) )

— 7 A0 (F7 = F") + 7 | F®Fy + FIF;j 4+ F"Fyi + F*Fy) . (3.98)

que difere do campo de Proca apenas pela auséncia do termo de massa (1/2)m?A2%. Novamente
separamos as varidveis {¢'} = {A}, F F0 A? FO0 Fi/} da Lagrangiana e reconhecemos os

coeficientes e os vinculos

ar = —H(z) O, = po + H(x)
a; = % [FOZ(SU) on(x)] o, =1I1;(x) — % [FOZ(SU) — on(x)]
apg; = % AZ(ZE) (I)Oz' = HOz( ) - iAl($)
aip = —3 Al(z) D0 = Iio(z) + 3 Ai() (3.99)
ap=0 Oy = Ilp(z)
agp = 0 oo = Igo()
Qi5 = 0. (I)ij = Hij(x)-
Exatamente como no modelo de Proca.
A matriz M deve ser, por conseqiiéncia, a mesma:
03x3  —13x3 13x3 0O3x1 O3x1 O3xg
1343 0O3x3  0O3x3 0O3x1 O3x1 O3xo
1 -1 0 0 0 0 0
M= 5($ . y) 3x3 3x3 3x3 3x1 3x1 3x9 <3.100)
2 01x3 O1x3  0O1x3 O1x1 O1x1 Oixg
01x3 O1x3  0O1x3 O1x1 O1x1 Oixg

Ogx3  Ogxz  Ogx3 Ogx1 Ogx1 Ogxg
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Escolheremos novamente as varidgveis A’ e F% e os parametros A°, FOO Fi0 ¢ Fi de

forma que estamos interessados na submatriz

M = % 5(x —y) ((1) _01> M =25(z — x) (_01 é) : (3.101)

As condictes de integrabilidade s@o novamente dadas por

0:H = (0200 — Daaz) (M) OH (3.102)

com {q*} = {A", F} e {¢°} = {F", A°, F*°, F'/}.
A condicdo para ¢ = F¥ é dada por

OH(y) 11y [juw0k.]_OH(Y)
IR _ apyarybeok) 9H0) 1
HF0 (.’L‘) ( )[zom]w]( ) 8F0k(z) ) (3 03)
a qual ja vimos resultar em
FY = _F% (3.104)
Para ¢* = A0:
IH(y)
—= =0. 3.105
0AO(z) ( )
ou,
0; [F" — F] = 0. (3.106)
Com ¢% = F% temos novamente
F% =9 (3.107)
e para ¢° = FY hé a equacdo
OH(y)
— = .1
OF () 0, (3.108)
o que resulta na mesma condigao
Fi; = 0;A; — 0 A;. (3.109)
Das equagoes de movimento
dg" = —(M~1)* [{@y, ®.}dg” + {, Pr}dg”] (3.110)
temos, para ¢% = A,
OH(y)

A’ = (M 1)) (3.111)

OF% ()’

ou,
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Foi = 0 A; — 8;Ay. (3.112)

Se fizermos ¢% = F%,

dF" = —(M Y09 [{D;, 8. }dg” + {D;, B1}dg"] . (8:113)

Esta equacao fica

Com (3.109) e (3.112),

Qo F% = — 0, FI". (3.115)

Podemos unificar as equagoes por

Fuy = 0,4, — 0,4, . (3.116)

9 FM =0, (3.117)

que sao as equagoes para o campo eletromagnético.
Note que o resultado encontrado para o campo EM é obtido a partir do campo de Proca
no limite m — 0. Contudo nem todos os resultados podem ser obtidos por este limite. Por

exemplo, ao se tomar o gradiente da equacao (3.96), obtemos

Oy (0. F™ +m?A") =0  — 9,4 =0, (3.118)

que vem a ser a condicao de Lorenz. Sabemos que esta condi¢ao é apenas uma possivel escolha
de Gauge para o eletromagnetismo, ou seja, nao é obrigatoriamente satisfeita. Assim, embora
as equacgoes de campo do EM possam ser deduzidas com o limite de massa nula, pelo menos
para este formalismo, ambos os campos consistem em teorias muito diferentes.

A aplicacdo deste formalismo em acoes de primeira ordem mostra também outra carac-
teristica, talvez a mais importante. A andlise de vinculos neste caso é independente da escolha
de gauge para teorias que sejam invariantes de gauge. No caso do campo eletromagnético, por
exemplo, fomos capazes de encontrar os verdadeiros graus de liberdade do sistema sem que
uma escolha particular de gauge precisasse ser feita. Os resultados mostrados neste capitulo

estao sintetizados em [9].
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Consideracoes Finais

Neste trabalho tivemos a oportunidade de formular um novo método de tratamento de
sistemas singulares, via formalismo de Hamilton-Jacobi. Nosso principal interesse foi explorar
os aspectos geométricos dessa andlise, especialmente para interpretar a presenca de vinculos
em uma teoria como uma reducao de graus de liberdade do espaco de configuragao. Para
sistemas de acoes de primeira ordem, nosso foco de estudo, este formalismo resultou em um
método consideravelmente simples e direto, com os resultados corretos ja esperados. Estudos
futuros devem mostrar se a extensao para sistemas de ordem superior, esbogada no capitulo 2,
é realmente uma alternativa construtiva ao método de Dirac. Se isto for possivel, esperamos
no minimo que muitos aspectos obscuros do método Hamiltoniano sejam esclarecidos.

A preferéncia por uma visao geométrica dos sistemas vinculados exigiu a utilizagdo do
quadro completo de Carathéodory, principalmente para explicar a relacao entre o sistema de
EDP de HJ e as equagoes caracteristicas e, também, como toda essa relagdo se dé para um
sistema singular. Tratamos os sistemas singulares como generalizacoes dos sistemas regu-
lares e verificamos que, numa formulacao independente do parametro, todos os sistemas sao
vinculados. Esse importante teorema mostra que as teorias vinculadas sao gerais e entao a
importancia do estudo desses sistemas torna-se evidente.

Acles de primeira ordem possuem todos os seus graus de liberdade vinculados. Essa
caracteristica torna o método muito interessante para esse tipo de Lagrangiana. Vimos que
neste caso é a andlise das condicoes de integrabilidade que revela quais os verdadeiros graus
de liberdade do sistema. Existe uma certa liberdade na escolha desses graus de liberdade,
dada pela liberdade da escolha da matriz M se esta for singular. No entanto, nao estéd claro
ainda o que significa essa liberdade. Nos casos que foram analisados, nosso foco foi encontrar o
espaco de fase adequado que descreve as equacoes de movimento, pois sua estrutura simplética
¢é aquela que deve ser usada para a quantizacao.

O método se mostrou invariante a escolhas de gauge quando a teoria foi aplicada a La-
grangianas de primeira ordem que manifestaram este tipo de simetria. Mostraremos nos
Apéndices como Teorias de Gauge sao tratados pelo formalismo de Dirac e como as trans-
formacoes de simetria sao relacionadas a vinculos de primeira classe. No método Hamilto-
niano uma escolha de gauge deve ser feita para revelar os verdadeiros graus de liberdade
de uma teoria. Contudo, no formalismo de Hamilton-Jacobi nenhuma dificuldade desse tipo
emerge. As varidveis dinamicas e os parametros sao completamente determinados sem que

seja necessario escolher um gauge. O caso do campo eletromagnético de primeira ordem é um
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bom exemplo. Nao foi objetivo deste trabalho comparar resultados entre os dois formalismos,
mas essa diferenca no caso de existéncia de simetrias de gauge serd tema de pesquisa futura.

Outro tema de pesquisa futura deve ser a investigacdo de Lagrangianas com derivadas de
ordem superior. Estas também podem, por meio de redefini¢cGes de varidveis, ser escritas em
termos de Lagrangianas de primeira ordem e, assim, este vem a ser um campo promissor de

pesquisa.
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Apéndice A

O Formalismo Hamiltoniano

No primeiro capitulo vimos que o formalismo Hamiltoniano consiste em uma maneira de
descrever um sistema dinamico Lagrangiano em termos de equagoes diferenciais de primeira
ordem no espaco da fase T*Q, em vez das Equacoes de Euler-Lagrange, que sdo geralmente
de segunda ordem, no espaco de configuracao Q. Para descrever um sistema Lagrangiano
em termos de uma Hamiltoniana ha um passo fundamental, que vem a ser a imposicao da

condicao Hessiana. Dadas as equacoes que definem as componentes do momento conjugado
%L
¢t oql

em que A;; sao as componentes da matriz Hessiana A, desde que o determinante de A seja

pi = Az‘j qj Az’j (Al)

nao nulo, podemos escrever

' = (A" pj = ¢'(q,p) (A.2)
e, assim, chegar as Equacoes Canonicas de Hamilton da maneira usual.

No entanto, se a condicao Hessiana nao for obedecida por uma determinada classe de
Lagrangianas, é possivel formular uma versao Hamiltoniana para este sistema?

O primeiro a responder com sucesso a esta pergunta foi Dirac [1], em 1950. Ele desen-
volveu um formalismo Hamiltoniano para sistemas singulares, cujas Lagrangianas pos-
suem matrizes Hessianas de determinante nulo. Este método é conhecido também como
Formalismo de Dirac. Com este método Dirac construiu um programa que leva a quan-
tizacdo de sistemas que apresentam vinculos na Lagrangiana. Outros trabalhos relevantes
no inicio do desenvolvimento da anélise de sistemas singulares podem ser lidos em Anderson
& Begmann [2], Dirac [3], Bergmann & Goldberg [4], Dirac [5] e DeWitt!, trabalhos que
ajudaram a esclarecer e a refinar diversos aspectos do método original. Na década seguinte
um tratamento expandido de sistemas Hamiltonianos singulares foi estabelecido por Dirac,
[7]. Outros aspectos foram tratados por diversos autores desde entdo, como Kundt [8] e

Shanmugadhasan [9] e [10]. Este Apéndice foi baseado principalmente nas referéncias [6], [7]
e [11].

!Nio publicado. Ver [6], p. 7.
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Se o determinante a matriz A é nulo, isto significa que as equagoes (A.1) podem resultar
em trés tipos de equagtes. Algumas delas podem resultar em relagoes contendo as coorde-
nadas e as velocidades no lado direito, de maneira que é possivel inverter essas equacoes e
expressar, como desejamos, as velocidades em fungao dos momentos e das coordenadas de
forma univoca. Para esses graus de liberdade, os momentos sao relacionados univocamente
com as velocidades, ou seja, neste setor hd um isomorfismo candnico entre o espaco de fase
T*Q e o fibrado tangente TQ.

O segundo tipo de equacao é aquele no qual nao existird velocidades no lado direito de
(A.1). Para esses momentos nao existem velocidades associadas, de forma que nao hd um
isomorfismo entre T*Q e TQ para esses graus de liberdade.

Um terceiro tipo de relacao é aquele em que uma expressao muito complicada aparece a
direita de (A.1), de modo que, ou a relagao nao é inversivel para as velocidades, ou ela possui
mais de uma raiz. Nesses casos a Lagrangiana deve ter uma forma muito incomum, como
por exemplo, depender de poténcias superiores ao quadrado das velocidades. Na maioria
dos casos de interesse esse tipo de Lagrangiana nao ocorre, de modo que podemos ignorar a
existéncia de relagoes desse tipo neste formalismo. Vamos supor que as Lagrangianas sejam
bem comportadas e que somente os dois primeiros casos ocorram.

Vamos supor que estamos lidando com um espaco de configuragao de n dimensoes Q" e
que as trajetérias dinamicas sejam parametrizadas pelo tempo t. Como vimos no Capitulo 2,
esta nao é exatamente uma restrigdo. Vamos supor também que m < n relagdes (A.1) sejam

do primeiro tipo, ou seja, para estas podemos escrever

-a 1—1\ab [ 82L
q* = (A7) "py Agy = W . (A.3)
Em (A.3) {a,b} = {1,...,m}. Assim, h4 uma submatriz A’ contida em A cujo determinante
¢ nao nulo.
As demais relacoes sao do segundo tipo. Para estas podemos apenas escrever
Pz = ¥2(q’, Pa) {z} ={m+1,...,n}, (A.4)

sendo o lado direito independente das velocidades nao inversiveis. Essas relagoes sao chamadas
de Vinculos Primarios. Assim, a existéncia dessas relacbes, vamos supor que existam um
numero k delas, implica na existéncia de um conjunto de estados no espago de fase para
o qual (A.1) ndo tem solugdo e, portanto, nao é possivel definir uma fun¢ao Hamiltoniana
para estes estados. Esses estados definem um subespaco de fase de dimensao 2k, T*QF, no
qual nenhuma trajetéria dindmica é um extremo do problema variacional da Lagrangiana em
questdo. Neste caso, é impossivel definir uma Hamiltoniana em T*Q¥, mas nao precisaremos
ser capazes de defini-la afinal.

Por outro lado, (A.3) tem solugao e é possivel definir uma Hamiltoniana na regiao do
espaco de fase na qual esta solucdo existe. Assim, definimos o subespago T*Q™, cujas co-
ordenadas s@o as posigoes e os momentos (¢%,p,). A evolugdo temporal deste sistema estd,
entdo, restrita a uma trajetéria em T*Q™. Por isso as relagoes (A.4) sdo tratadas como

vinculos e T*Q™ é freqiientemente chamada de superficie primaria.
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Quanto a funcdo Hamiltoniana, vamos defini-la a principio por

HO = pqu —L. <A5)

J& que ela s6 pode ser definida na superficie primdria, ndo hé problemas em (A.5), pois
podemos mostrar que na superficie, onde sao obedecidas as equagoes (A.4), Hy ndao depende
das velocidades ¢:

OHy d¢"  OL

o "o

Se as relagoes (A.4) sao vinculos e, portanto, restringem a dinamica do sistema a T*Q™,

Pz — 1/}36 =0. (AG)

vamos escrevé-las como

S, =p, — Y, =0 (A.7)

e as expressoes @, = 0 representam os vinculos primarios. No formalismo simplético, as
equagoes de movimento desse sistema em T*Q" sao dadas por ({a} ={1,...,2n})

P, =0 e €Y = {€“ Hy} . (A.8)

Essas equagoes nao podem, entretanto, ser resolvidas nessa forma. Mas podemos incluir
os vinculos na Hamiltoniana com multiplicadores de Lagrange. Assim, definimos uma segunda

Hamiltoniana, denominada Hamiltoniana primaria,

Hp = Hy + ®,u". (A.9)

Os parametros u, sao, a principio, funcoes indeterminadas e a Hamiltoniana priméria é uma
fungdo em T*Q"™. Mas ndo apenas uma funcao e sim todo um conjunto de Hamiltonianas
parametrizadas por u,. Na superficie priméaria, Hp coincide com Hy pois as fungoes @,
sao nulas nessa regiao. Dizemos entao que Hp é fracamente igual a Hy, ou, Hp ~ H.
Assim, duas fungos sao fracamente iguais se elas coincidirem na superficie priméaria. Com

esta definicao, devemos reescrever os vinculos como igualdades fracas:

D, ~0. (A.10)

Voltando nossa atencao a Hamiltoniana Hp, notamos que ela nao estd completamente
determinada em razao dos parametros u,. Nosso desejo é obter uma Hamiltoniana tnica,
entao, devemos fazer um esforco para obter os parametros de Lagrange. Além disso, temos
determinada a superficie primdria mas nao temos certeza de que os vinculos primarios sejam
suficientes para manter o sistema sobre a superficie. Consideraremos, entao, que os vinculos
devem se manter sobre a trajetéria do sistema em T*Q™, ou seja, que a variagdo dos vinculos
no tempo seja nula na superficie. Assim, vamos exigir que @, ~ 0. A evolucio temporal de

uma funcao é gerada agora por Hp, de modo que

d, ={P, Hp}~0. (A.11)
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Essas sao chamadas condigoes de consisténcia. Usando a definigao (A.9),

(., Hp} = {®,, Hy + Ppup} ~ {®, Ho} + ug{®,, B} ~ 0 . (A.12)

Na expressao anterior omitimos um termo linearmente proporcional aos vinculos, que aparece
porque os parametros u” sao fungoes no espaco de fase. No entanto este termo é fracamente
nulo e por esta razao podemos ignora-lo. Para manter a notacao matricial que usamos durante

o texto, vamos introduzir a matriz M, cujos elementos sao

M., = {3, ®,). (A.13)

Temos, assim, uma equagao fraca para os parametros:

M.u® ~ — {®,, Ho). (A.14)

As fungoes u; serdo completamente determinadas no caso em que o determinante de M

seja nao nulo. Neste caso podemos escrever

u® ~ — (MY {®,, Hy}. (A.15)
Podemos tomar as equagoes de movimento e verificar o que ocorre:
€ ={e" Hyy = {€¥ Ho} +{¢”, ®a}u” ~

~ €, Ho} — (€, @, 1 (M~ 1)"{®y, Ho} ,

em que {o'} ={1,...,2m}.

(A.16)

Esta estrutura de equagoes é a motivagao para a introdugao dos parénteses de Dirac (PD),

{F.G}Y = {F.G} = {F, & }(M~")™{®,,G}. (A.17)

Os PD sao a estrutura simplética do espago T*Q™, como pode ser facilmente verificado
através das propriedades estudadas na secdo 1.3.4. Agora o sistema ja estd restrito a T*Q™,
o que significa que os vinculos podem ser levados fortemente a zero pois as relagdes (A.7)
sao fortemente satisfeitas pela Hamiltoniana Hp. Assim, ao substituirmos nas equagoes de
movimento os PP pelos PD, H, = H fortemente e as equacoes de movimento sao escritas

por

€ = {& Hy}* . (A.18)

Portanto, no caso em que M é regular, a estrutura Hamiltoniana é definida pela Hamil-
toniana Canonica Hp em conjunto com os Parénteses de Dirac (A.17).

Contudo, existirao casos em que M ¢é singular. Isto implica em trés tipos de equagoes
que podem surgir de (A.14). Algumas dessas equagoes podem ser resolvidas para os seus
parametros e outra possibilidade é que algumas relagoes sejam identicamente satisfeitas, ou
seja, resultem em 0 ~ 0. Deixaremos ambos os casos para uma anélise futura. Nessa fase do
formalismo o que nos interessa é a terceira possibilidade: que outras equacgoes resultem em

relacOes simples entre as coordenadas e os momentos. Essas relagbes devem ser fracamente
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satisfeitas e sdo chamadas de vinculos secundarios. Quando encontrados, os vinculos

secundarios devem ser colocados na forma

Yo =0, (A.19)

em que ' assume os valores do niimero desses vinculos. Os vinculos secunddrios também
devem se conservar na trajetoria dinamica, de modo que devemos mais uma vez construir as

equagoes

Xot = {Xar, Hp} = 0 . (A.20)

Podemos encontrar novos vinculos, que devem ser terstados em suas condicoes de con-
sisténcia até que este processo resulte em nenhum vinculo novo. Também pode ocorrer uma
contradigao com vinculos anteriores e, neste caso, possivelmente a Lagrangiana nao é consis-
tente e deve ser decartada. Caso isto nao ocorra, por fim, temos em mao um conjunto de

vinculos primarios, secundarios, etc que, agora, podem ser combinados em um tinico conjunto

D, ~0, (A.21)

em que agora o indice x assume os valores de todos os vinculos, tanto os primérios quanto os
encontrados nas condigcoes de consisténcia, e os parametros u, englobam todos os parametros
de Lagrange.

Construiremos, agora, uma Hamiltoniana total com todo o conjunto de todos os vinculos

encontrados:

Hpy = Hy + &, u” . (A22)

Com o conjunto de vinculos estendido (A.21), podemos definir uma nova matriz

Coy = {0, By} . (A.23)

Vamos analisar as condicoes de consisténcia agora que o conjunto de vinculos estd completo.
Essas relacées podem ser apenas de dois tipos: aquelas que fixam os parametros de Lagrange

e aquelas que sao apenas identicamente nulas. Elas resultam no sistema de equagoes

Cyzu” =~ —{®,, Ho} . (A.24)

Novamente, os parametros serao completamente determinados se C' for regular:

u’ ~ —(C "D, Hy} . (A.25)

Portanto, as equacoes de movimento podem novamente ser escritas por

£ = (€ Hr} = {€", Ho} — {£*, 9. }(C™1)™{®y, Ho} , (A.26)

que nos faz introduzir os PD
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{F.G}Y ={F.G} = {F. 9, }(C™")"{®,,G}. (A.27)

Sempre que as equagoes envolverem os PD, as igualdades fracas podem ser levadas a igual-
dades fortes. Assim, no caso em que C é regular, o procedimento Hamiltoniano estd comple-

tado e as equacoes de movimento serao

£ = {€% Hy}* . (A.28)

Se C for singular, algumas das equagoes (A.24) podem ser resolvidas para os parametros,
mas outras resultarao em 0 ~ 0. Vamos supor que o posto da matriz C', que corresponde ao
nimero de seus autovalores nao nulos, seja (). Assim, teremos um sistema de () equagoes para
@ parametros, sistema que pode ser acoplado em alguns casos. Entretento, outros parametros
nao podem ser determinados.

Ja que o conjunto de vinculos estd completo, a singularidade de C' implica no fato de que
alguns vinculos possuem Parénteses de Poisson fracamente nulos com todos os demais. Uma
funcao que possui PP nulos com todos os vinculos é chamada fungao de primeira classe.
Tais vinculos sao denominados vinculos de primeira classe e devem ser classificados de
modo diferente dos demais vinculos. Esses ultimos serao chamados vinculos de segunda
classe. Se o posto de C é Q, podemos escolher uma submatriz C’ de dimensao @, regular.

Escolhida essa matriz temos que @) relagoes (A.24) fornecem ) parémetros:

u® & —(C'"1){ Dy, Ho {a} ={1,...,Q). (A.29)

Esses parametros sao aqueles que acompanham os vinculos de segunda classe na Hamilto-
niana total. Vamos reescrever esta Hamiltoniana separando os vinculos de primeira e segunda

classes:

Hrp = Hy + ®qu’ 4 dpu” (A.30)

em que @, sao vinculos de segunda classe, com parametros dados por (A.29), e &}, sdo vinculos

de primeira classe. Vamos ver o que ocorre com as equagoes de movimento. Temos

£ = {&* Hr} =~ {€*, Ho} + {€*, @ }u + {€*, Dy }u” .

Os parametros u® sio determinados por (A.29), mas os parametros u"

nao podem ser

fixados pelo formalismo. Assim, temos

£ ~ {6, Ho} — {€%, @ 1(C"1)™{ @y, Ho} + {£°, Bru” . (A.31)

Vamos definir os PD por

{€%, Ho}" = {¢%, Ho} — {¢%, @a}(C" 1) {®y, Ho} . (A.32)

Com esta estrutura em vez dos PP, a Hamiltoniana total pode ser escrita levando os vinculos

secunddrios fortemente a zero e, assim,
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Hp = Hy + ®pu” . (A.33)

As equacgoes de movimento tornam-se, entao,

£ = {€% Ho + OpufY* ~ {€9 Ho}* + {€, @1}l . (A.34)

Tanto a Hamiltoniana quanto as equacoes de movimento ainda apresentam parametros
indeterminados, tantos quanto for o nimero de vinculos de primeira classe da teoria, que
nao podem ser fixados por outras condigoes de consisténcia. Assim, terminamos com uma
Hamiltoniana que nao é univocamente definida. Devemos agora analisar o que significa esta
dependéncia de fungoes arbitrarias.

Note que a equagao (A.34) representa uma tranformagao candnica. Podemos escrevé-la

de modo mais geral como

ox = {€% Ho}* e + {£%, @1} uPde | (A.35)

e esta expressao indica a variacao de um ponto x sobre uma trajetéria parametrizada por
€. Esta variagdo tem duas componentes. A primeira é a evolugdo gerada pela Hamiltoniana

canonica. Ela é a parte fisica da transformacao. O segundo termo, especificamente

{€®, @V uFde (A.36)

é completamente arbitrario em razdo da presenca dos parametros uF. Assim, ela é uma

transformacao canonica mas nao pode ter qualquer influéncia sobre a trajetéria do sistema
no espaco de fase, caso contrario seriamos obrigados a abandonar o formalismo, pois qualquer
escolha possivel desses parametros corresponderia a uma Hamiltoniana diferente, e no inicio
do processo comecamos com apenas uma Lagrangiana. Esta transformacao nao representa
um deslocamento real no espaco de fase, mas uma tranformacdo em graus de liberdade
”internos” ao sistema. Chamamos essas transformagoes por Transformacgoes de Gauge.

As transformacoes de gauge que conhecemos da teoria de campos sao sempre devidos
a presenga de vinculos de primeira classe nesses sistemas. Como podemos ver de (A.36),
sao os vinculos de primeira classe que geram essas transformacgoes. Se desejamos obter uma
Hamiltoniana tinica no final do processo, devemos fixar os parametros livres. Este processo
é o de fixacao de gauge.

Para fixar o gauge no formalismo Hamiltoniano podemos impor novos vinculos ao sistema.
Devemos escolher um vinculo ¥ para cada vinculo de primeira classe @ e, o conjunto completo,
deve ser de segunda classe. Ao conjunto ®; vamos adicionar entao o conjunto ¥i. O conjunto

completo ®pr d4d origem a outra Hamiltoniana:

Hp = Hy 4 ®pu® . (A.37)

Os vinculos, agora de segunda classe, devem obedecer também as condigoes de consisténcia:

(@, Hp}* ~ {®p, Ho}* + {®p, Oy} ul =~ 0, (A.38)
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que resultam em

{q)k/, @l/}*ul/ ~ —{(I)k/,Ho}* . (A39)

Se o conjunto for realmente de segunda classe, a matriz de elementos Gy = { Py, Oy }*

deve ser regular. Assim, determinamos completamente todos os coeficientes

Uk/ ~ —(Gil)k/l/{@l/,ﬂb}* . (A40)

Os parénteses de Dirac neste caso devem ser redefinidos:

{F,GY* = {F,G}" — {F,®,}* (G {®,, G} . (A.41)

Se G nao for regular significa que o Gauge nao é completamente fixado com os vinculos
V. Na pratica alguns vinculos que seriam aparentemente de segunda classe podem ser combi-
nados para resultar em vinculos de primeira classe. Pode-se tentar adicionar novos vinculos,
o que pode ser um processo por demais arbitrario, ou definir os PD (A.41) com a submatriz
inversivel de GG. Alguns vinculos de primeira classe ainda existirao e o procedimento deve ser
repetido para estes vinculos até que se chegue a um sistema cuja matriz dos vinculos seja
inversivel.

Este procedimento completa a parte cldssica do programa de Dirac para quantizagao de
sistemas singulares. No Apéndice B apresentaremos o exemplo do campo eletromagnético pelo
formalismo de Dirac com uma Lagrangiana de primeira ordem. Neste exemplo o procedimento

deve ser melhor esclarecido.
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Apéndice B

Campo Eletromagnético de 1¢

Ordem a la Dirac

Como densidade Lagrangiana para o campo eletromagnético vamos usar a funcao de

primeira ordem
Lo w0 1 i 1 i0
L= (F¥ = F*) oA, +  AdoF” — - AidoF™ —Hy (B-1)
1. | Vi 1 v vi
H(]:_ZF F,u,z/"i'Z (F - F )alAV_ZAVal(F - F )

A partir desta Lagrangiana identificamos os vinculos primaérios

®; =1IL;(z) + 1 [FY(z) — FO(x)]
Dg; = Hoi(z) — Ai(z)
1
Qi = () + 7 Ai(2) (B.2)
@y = Ilp()
®oo = Hoo(z)
®;; = ()
Que sao fracamente nulos: @, ~ 0 com {a} = {1,...,20} obedecida a ordem das varidveis
dinamicas A*, FY% F0 A% FO0 ¢ Fij. Podemos definir a Hamiltoniana
Hp = Ho + Pu”. (B.3)
Por esta Hamiltoniana vamos testar as condicées de consisténcia sobre os vinculos:
{®o, Hp} = {Pa, Ho} + {Pa, Pp}u® = 0 (B.4)
que resulta na equacao
Mabub = _{@mHﬂ}a (B5)
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com My, = { P4, Pp}:

N =

é(z —y)

03x3

—13x3

13x3
O1x3
01x3
Ogx3

1343 —13x3

033
03x3
O1x3
O1><3
O9x3

03x3
03x3
01x3
01X3
O9x3

03x1
03x1
03x1
O1x1
O1x1
09x1

03x1
03x1
03x1
O1x1
O1x1
09><1

O3x9
O3x9
O3x9
O1x9
01x9

Ogx9

A singularidade de M implica na existénica de vinculos secundarios

{®@o, Ho}t =

N | —

9; (F° - F") ~ 0

1
{®00, Ho} = §F00 ~0

1

{®ij, Ho} = B (Fyj — 0;A; + 0;A;) = 0.

O novo conjunto de vinculos vem a ser

E a matriz estendida:

O3x3
—13x3
1343
01x3
6(z—y) | O1x3
O9x3

C =

N

01x3
01x3

O9x3

1343
O3x3
O3x3
01x3
O1x3
Ogx3
01x3
01x3
Ogx3

—13x3 Osx1
O3x3  Osx1
O3x3  Osx1
O1x3  O1x1
01><3 lel
Ogx3  Ogx1
O1x3  O1x1
O1x3  O1x1
Ogx3  Ogx1

Encontramos entao uma nova Hamiltoniana
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O; = II; + § [FO — F]
Dg; = o — A
Djo = Iip + 1 A;

Qo =1l

Qg = Ilpo

Oy = 115

Xo =1 & (F10 — F0
Xoo = 5F%

O3><1
OSXI
03x1
O1x1
O1x1
09x1
01x1
1151
O9><1

Xij = 5 (Fyj = 0iAj + 9; Ay)

O3x9
O3x9
O3x9
01x9
O1x9
Ogx9
01x9
01x9
1gx9

O3><1
03x1
03x1
01x1
O1x1
O9><1
01x1
01x1
O9><1

031
03x1
03x1
O1x1
—11x1
09><1
O1x1
O1x1
Ogx1

O3x9
O3x9
O3x9
01><9
O1x9
—1gx9
01x9
O1><9
Ogx9

(B.8)

(B.9)

(B.10)

(B.11)



Hr = Ho + Pou’® + xa X, (B.12)

em que {a} = {21,...,31}. Uma nova andlise de consisténcia nos vinculos secundarios nao
levam a novos vinculos. Assim, a singularidade de C nos diz que existem dois vinculos de

primeira classe. Estes sao dados por ®¢ e xo e a submatriz inversivel de C' é, portanto,

O3x3  13xz —13x3 0O3x1 Osxg9 Osx1  O3xo
—13x3 03x3  0O3x3  Osx1 Osxg O3x1  Osxg
1353 O3x3  O3x3  O3x1 O3x9  Osx1  Osxo
6(z—=y) | Oix3 O1x3 O1x3 O1x1 Oixg —Lix1  Oixo | - (B.13)
Ogx3  0Ogx3  Ogxz  Ogx1 Ogxg Ogx1  —loxo
O1x3  0O1x3  Oix3  Lixi1 Oixo  Oix1 Oixo

Ogx3  Ogx3  Ogx3  Ogx1 lgxg  Ogxi Ogx9

E esta matriz regular que utilizaremos para definir os PD

{F.G}Y = {F,G} = {F,®.}(C")™{®y, G}, (B.14)

em que {a,b} = {1,...,29}, e &, s@o os vinculos de segunda classe. Com a definigdo dos
parénteses (B.14) os vinculos de segunda classe podem ser levados a zero fortemente e a

Hamiltoniana torna-se entao

Hr = Ho + P,u”, (B.15)

com @, = {Pg, xo}. Esses sdo os vinculos de primeira classe e sua existéncia implica na
dependéncia da Hamiltoniana de parametros arbitrarios. Esses vinculos sdo geradores de
transformagoes de Gauge locais. Fixar os parametros de (B.15) implica na fixagdo do gauge
da teoria.

Agora que dispomos dos parénteses de Dirac, os vinculos de primeira classe podem ser

escritos por

®g = Iy,

. (B.16)
X0 = aiFZ == 281'111'.

Vamos utilizar o Gauge de Radiagdo para encontrar os graus de liberdade fisicos do sistema.
A escolha de Gauge é normalmente feita com a imposicao de um vinculo para cada vinculo
de primeira classe, escolhidos de modo que o conjunto seja de segunda classe. Para o gauge

de radiagdo temos as condigoes Ag =~ 0 e 9;A; ~ 0. Entdo o novo conjunto de vinculos serd

(I)l = H07
By=A

2o (B.17)
@3 = 2611_1@
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Note que inserimos um fator (1/2) em ®4. A inser¢ao de uma constante multiplicativa nao
altera o vinculo, pois tal constante pode, na Hamiltoniana, ser absorvida pelo parametro de
Lagrange correspondente. Condicoes de consisténica nao levam a novos vinculos e, portanto,
a matriz formada com os parénteses (B.14) desses vinculos, que sao claramente de segunda

classe, vem a ser

0 -1 0 0
1 0 0 0
G=d(x— B.18
=y o o v (B.13)
0 0 VZ 0
Sua inversa é dada por
0 1 0 0
Gl=5 o0 0 (B.19)
B (Z - x) 0 0 0 _47r|:c1—z| ' '
1
0 0 4dr|z—2z| 0
Assim, no gauge de radiacao definimos novos parénteses generalizados
{F.G}" ={F.GY — {F,®,}*(G™1)™{®,,G}", (B.20)

com (®,,P,) correspondentes ao conjunto (1.17).
As verdadeiras varidveis dindmicas sdo claramente A’ e F neste gauge, e pode-se ver
facilmente que os parénteses de Poisson e os generalizados coincidem para estas varidveis. As

equacoes de movimento para estas varidveis vém a ser

-a a Hok oA = Foi
¢ ={q", Ho}™ = . . (B.21)
aoFOZ‘ = 638iAj — aJBin.
Outros gauges podem ser escolhidos, por exemplo, o gauge de Lorenz 0, A" ~ 0'. Este é
um exemplo no qual a matriz G é singular, o que significa que esta escolha nao fixa comple-
tamente o gauge. Vinculos de primeira classe ainda restardao e o procedimento de escolha de

novos vinculos que fixam o gauge deve ser refeito.

Wer [11], sec. V.3.
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