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SUMÁRIO

RESUMO . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . vi

ABSTRACT . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . vii

1 INTRODUÇÃO . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1
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RESUMO

No presente trabalho, obtemos e analisamos diversas propriedades das

soluções u(·, t) da equação de difusão linear (equação do calor em meios unidimen-

sionais homogêneos)

ut = µuxx x ∈ R, t > 0

correspondentes a estados iniciais u(x, 0) = u0(x), com u0 ∈ Lp(R), para algum

1 ≤ p <∞; bem como da equação de Burgers

ut + cuux = µuxx x ∈ R, t > 0

onde c, µ são constantes dadas, sendo c 6= 0 e µ > 0 e ainda assumindo u(x, 0) =

u0(x) com u0 ∈ Lp(R) para 1 ≤ p <∞, e limitado.

Estudamos também a equação mais geral da forma

ut + f(u)x = µuxx x ∈ R, t > 0

discutindo várias propriedades importantes das soluções, associadas a estados iniciais

u0 ∈ Lp(R) ∩ L∞(R) para algum 1 ≤ p < ∞. Em particular, examinamos o

comportamento de ‖u(·, t)‖Lr(R), p ≤ r ≤ ∞, para t >> 1, e diversas propriedades

relacionadas.
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ABSTRACT

In this work, we discuss a number of fundamental properties of the

solutions u(·, t) of the linear diffusion equation (the so-called heat equation for uni-

dimensional, homogeneous media)

ut = µuxx x ∈ R, t > 0

with initial date u(x, 0) = u0(x), when u0 ∈ Lp(R) for some 1 ≤ p < ∞. We also

investigate the correspoading properties for the Burgers’ equation

ut + cuux = µuxx x ∈ R, t > 0

with c, µ ∈ R constant, µ > 0, under the assumption that u(x, 0) = u0(x) with

u0 ∈ Lp(R), 1 ≤ p < ∞, with u0 bounded. This analysis is further extended to

slightly more general equations of the form

ut + f(u)x = µuxx x ∈ R, t > 0

with bounded initial date in Lp(R), 1 ≤ p <∞. Particular attention is given to the

study of the large time behavior of solution norms ‖u(·, t)‖Lr(R), p ≤ r ≤ ∞, and

some closely related properties.
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1 INTRODUÇÃO

Neste trabalho iremos analisar várias propriedades das soluções u(·, t)

de problemas de valor inicial de certas equações (escalares) parabólicas em 1-D. Esta

investigação é iniciada no Caṕıtulo 2 com o problema linear

ut = µuxx, x ∈ R, t > 0 (1.1)

u(·, 0) = u0, u0 ∈ Lp(R) (1.2)

onde 1 ≤ p < ∞ e µ denota uma constante positiva, dita “coeficiente de difusivi-

dade”. A condição inicial (1.2) é entendida no sentido de se ter u(·, t) → u0 em

Lp(R) ao t→ 0+, ou seja,

‖u(·, t)− u0‖Lp(R) → 0 ao t→ 0+. (1.3)

onde ‖ · ‖Lp(R) denota a norma dada por

‖w‖Lp(R) =

(∫
R
|w(x)|pdx

) 1
p

. (1.4)

Dado (1.3), é natural impor que se busquem soluções u(·, t) para (1.1),

(1.2) variando continuamente em t ∈ [0,∞[ no espaço Lp(R), de modo a se ter

‖u(·, t)− u(·, t∗)‖Lp(R) → 0 ao t→ t∗ (1.5)

para cada t∗ ≥ 0 dado; em śımbolos, u(·, t) ∈ C0([0,+∞[, Lp(R)). Com essa

condição, a solução de (1.1), (1.2) é única, infinitamente diferenciável em R×]0,∞[,

e dado pela conhecida expressão

u(x, t) =
1√

4πµt

∫
R
e−

(x−y)2

4µt u0(y) dy (1.6)

para cada x ∈ R, t > 0. Esta representação expĺıcita permite a obtenção direta de

diversas propriedades importantes de u(·, t) que formam o tema do Caṕıtulo 2. Em

particular, verificamos que u(·, t) ∈ Lr(R) para cada p ≤ r ≤ ∞ e todo t > 0, com

‖u(·, t)‖Lr(R) ≤ C(p) ‖u0‖Lp(R) (µt)−
1
2
( 1

p
− 1

r
) (1.7)
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para todo t > 0, p ≤ r ≤ ∞ e certa constante C(p) > 0 que depende apenas do

parâmetro p. (Em geral, neste trabalho, constantes serão denotadas pela letra C,

indicando-se entre parênteses os parâmetros que influem em seu valor numérico; um

mesmo śımbolo em instâncias diferentes denotam em geral valores distintos.)

Resulta de (1.7) que t
1
2
( 1

p
− 1

r
) ‖u(·, t)‖Lr(R) é limitado por C(p) ‖u0‖Lp(R)

µ−
1
2
( 1

p
− 1

r
) para todo t > 0, e cada p ≤ r ≤ ∞; o objetivo maior do Caṕıtulo 2 é

mostrar que estes produtos tendem a limites bem definidos ao t→ +∞, dados por

lim
t→∞

t
1
2
( 1

p
− 1

r
)‖u(·, t)‖Lr(R) = 0, se p > 1 (1.8)

para cada p ≤ r ≤ ∞, uniformemente em r, e por valores em geral não nulos no

caso p = 1, dados por

lim
t→∞

‖u(·, t)‖L1(R) = |m|, p = 1 (1.9)

lim
t→∞

t
1
2
(1− 1

r
)‖u(·, t)‖Lr(R) =

|m|
(4πµ)1/2

(
4πµ

r

) 1
2r

, p = 1 (1.10)

lim
t→∞

t
1
2‖u(·, t)‖L∞(R) =

|m|
(4πµ)1/2

, p = 1 (1.11)

onde m denota a massa da solução, invariante em t,

m =

∫
R
u(x, t)dx =

∫
R
u0(x)dx. (1.12)

No Caṕıtulo 3, essas propriedades são investigadas no caso do problema

ut + cuux = µuxx, x ∈ R, t > 0 (1.13)

u(·, 0) = u0 ∈ Lp(R) ∩ L∞(R) (1.14)

onde c, µ denotam constantes dadas, com µ > 0. Como a equação (1.1), a equação

(1.13) representa um modelo fundamental em F́ısica Matemática, tendo sido intro-

duzido por J. Burgers no final dos anos 30 como um modelo simplificado no estudo de

turbulência em fluidos [1]. E como no problema (1.1), (1.2) para a equação do calor, a

solução u(·, t) de (1.13), (1.14), única no espaço C0([0,+∞[, Lp(R))∩L∞(R×[0,∞[),
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decai em várias normas ao t→ +∞; utilizando técnicas baseadas em estimativas de

energia apropriadas, mostraremos que

‖u(·, t)‖Lr(R) ≤ C(p) ‖u0‖Lp(R) (µt)−
1
2
( 1

p
− 1

r
) ∀ t > 0 (1.15)

para cada p ≤ r ≤ ∞, e certa constante C(p) > 0 que, mais uma vez, pode ser

escolhida de modo a depender só de p. (Para evitar repetição de argumentos, o caso

p > 2 é examinado, na verdade, no Caṕıtulo 4.) Novamente, os limites

lim
t→∞

t
1
2
( 1

p
− 1

r
)‖u(·, t)‖Lr(R) =: γr(p) (1.16)

existem, tendo-se γr(p) = 0 para todo p ≤ r ≤ ∞ quando p > 1, enquanto para

p = 1 temos

lim
t→∞

‖u(·, t)‖L1(R) = |m|, (p = 1) (1.17)

onde m é a massa da solução, ver (1.12) acima, como no caso anterior da equação

do calor; por outro lado, os demais limites γr(1) (para r > 1) são mais complicados,

e é mostrado no Caṕıtulo 3 que

lim
t→∞

t
1
2
(1− 1

r
)‖u(·, t)‖Lr(R) =

|m|√
4πµ

(4µ)
1
2r

∣∣∣∣ 2µcm(1− e−
cm
2µ )

∣∣∣∣ ‖F‖Lr(R) (1.18)

para p < r <∞, e

lim
t→∞

t
1
2‖u(·, t)‖L∞(R) =

|m|√
4πµ

∣∣∣∣ 2µcm(1− e−
cm
2µ )

∣∣∣∣ ‖F‖L∞(R), (1.19)

para r = ∞, sendo F ∈ L1(R) ∩ L∞(R) dada por

F(ξ) =
e−ξ2

σ − h erf(ξ)
,

onde

erf(ξ) =
1√
π

∫ ξ

0

es2

ds,

σ =
1 + e−

cm
2µ

2

e

h =
∣∣∣1− e−

cm
2µ

∣∣∣
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e

m =

∫ +∞

−∞
u0(x)dx.

Finalmente no Caṕıtulo 4 examinamos uma generalização do problema

(1.13), (1.14), da forma

ut + f(u)x = µuxx, x ∈ R, t > 0 (1.20)

u(·, 0) = u0 ∈ Lp(R) ∩ L∞(R), (1.21)

onde, novamente, p é um dado real maior ou igual a 1. Após examinarmos as

propriedades básicas das soluções u(·, t) ∈ C0([0,+∞[, Lp(R))∩L∞(R×]0,∞[) deste

problema, obtemos por desigualdades de energia a estimativa

‖u(·, t)‖Lr(R) ≤ C(p) ‖u0‖Lp(R) (µt)−
1
2
( 1

p
− 1

r
) ∀ t > 0 (1.22)

para todo p ≤ r ≤ ∞ e cada p ≥ 1, e certa constante C(p) > 0 adequada. O

objetivo seguinte deste caṕıtulo é, novamente, computar os limites γr(p) dados em

(1.16) acima. No caso p > 1, reobtém-se o resultado anterior

lim
t→∞

t
1
2
( 1

p
− 1

r
)‖u(·, t)‖Lr(R) = 0, (p > 1) (1.23)

para cada p ≤ r ≤ ∞, uniformemente em r, enquanto, uma vez mais, o caso p = 1

requer uma análise mais trabalhosa. Neste último caso, é mostrado no Caṕıtulo 4

que, tendo-se f suave, resulta

lim
t→∞

t
1
2
(1− 1

r
)‖u(·, t)− v(·, t)‖Lr(R) = 0 (1.24)

para cada 1 ≤ r ≤ ∞, uniformemente em r, onde v(·, t) é solução da equação de

Burgers

vt + f
′
(0)vx + f

′′
(0)vvx = µvxx (1.25)

correspondente a qualquer estado inicial v(·, 0) ∈ L1(R) de mesma massa que u(·, 0),

isto é,

v(·, 0) = v0 ∈ L1(R),

∫
R
v0(x)dx =

∫
R
u0(x)dx. (1.26)

Em particular, obtém-se para γr(1) os mesmos valores dados em (1.9), (1.11) acima,

onde c = f
′′
(0).
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Para finalizar esta introdução, observamos que os resultados aqui obti-

dos não são originais, nem os argumentos utilizados; tratamos, ao invés, de reunir

numa discussão uniforme resultados e métodos encontrados nas referências citadas,

especialmente [11], [12], [13] e [14].
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2 EQUAÇÃO DO CALOR EM 1-D

2.1 Introdução

O objeto de investigação deste caṕıtulo será a solução u(., t) da equação

de difusão linear

ut = µ uxx, x ∈ R, t > 0, (2.1)

sendo µ > 0 constante (coeficiente de difusividade ou viscosidade), correspondente

a estados iniciais u(·, 0) ∈ Lp(R) para algum 1 ≤ p <∞,

u(x, 0) = u0(x), u0 ∈ Lp(R), (2.2)

no sentido de se ter u(·, t) → u0 em Lp(R) ao t→ 0, isto é,

‖u(·, t)− u0‖Lp(R) → 0 ao t→ 0,

onde ‖ · ‖Lp(R) denota a norma Lp em R, isto é,

‖ u ‖Lp(R) = (

∫
R
| u(x) |p dx)1/p.

Nessas condições (ver Teorema 2.5), existe uma única solução para o

problema (2.1) em C0([0,+∞[, Lp(R)), (2.2), dada por

u(x, t) =
1√

4πµt

∫
R
e−

(x−y)2

4µt u0(y) dy (2.3)

para todo x ∈ R, t > 0.

De (2.3), temos que u(·, t) ∈ C∞(R× ]0,+∞[), satisfaz a equação (2.1)

no sentido clássico e u(·, t) → u0 em Lp(R) ao t→ 0 (ver Teorema 2.3).

Definindo K : R×]0,+∞[→ R, (“heat Kernel”) via

K(ξ, t) :=
1√

4πµt
e−

ξ2

4µt (2.4)
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para ξ ∈ R, t > 0 quaisquer, tem-se K(·, t) ∈ L1(R) para todo t > 0 e (2.3) pode

ser escrita como

u(·, t) = K(·, t) ∗ u0 ∀ t > 0 (2.5)

onde ∗ denota o produto convolutivo em L1(R) × Lp(R), ou seja,

(f ∗ g)(x) =

∫
R
f(x− y) g(y) dy (2.6)

para f ∈ L1(R), g ∈ Lp(R), ver [9], [10].

Na seção 2.2, várias propriedades básicas das soluções u(., t) de (2.1),

(2.2) são revistas, por exemplo

‖u(·, t)‖Lp(R) ≤ ‖u(·, 0)‖Lp(R) ∀ t > 0, (2.7)

que decorre da desigualdade de Young (A.7), e também a propriedade de monotoni-

cidade

u(·, 0) ≤ û(·, 0) =⇒ u(·, t) ≤ û(·, t) ∀ t > 0, (2.8)

onde u(·, t) = K(·, t) ∗ u(·, 0) e û(·, t) = K(·, t) ∗ û(·, 0) denotam as soluções

de (2.1) correspondentes aos estados iniciais u(·, 0), û(·, 0) ∈ Lp(R) dados. Outras

propriedades são também discutidas.

Na seção 2.3, mostramos que as soluções u(·, t) acima decaem em Lr(R),

r > p, bem como suas derivadas, tendo-se

‖u(·, t)‖Lr(R) ≤ C(r, p, µ) ‖u(·, 0)‖Lp(R) t
− 1

2
( 1

p
− 1

r
) ∀ t > 0,

para cada p < r ≤ ∞ e certa constante C(r, p, µ) > 0 que depende de r, p, µ; e

‖D`u(·, t)‖Lr(R) ≤ C`(r, p, µ) ‖u(·, 0)‖Lp(R) t
− 1

2
( 1

p
− 1

r
)− `

2 ∀ t > 0,

para cada ` = 1, 2, 3..., onde C`(r, p, µ) depende novamente dos parâmetros r, p e µ.

Na seção 2.4, consideramos o caso p = 1, (isto é, u0 ∈ L1(R)) e com-

putamos os limites

lim
t→∞

t
1
2
(1− 1

r
) ‖u(·, t)‖Lr(R) = γr,
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para cada 1 ≤ r ≤ ∞. Em particular, tem-se γ1 = |m|, onde m é a massa (invariante

no tempo) de u(·, t), isto é,

‖u(·, t)‖L1(R) → |m| ao t→∞,

onde

m =

∫
R
u0(x)dx =

∫
R
u(x, t)dx ∀ t > 0.

Para r = ∞, temos

t
1
2 ‖u(·, t)‖L∞(R) →

|m|
(4πµ)1/2

ao t→∞,

enquanto, para 1 < r <∞,

t
1
2
(1− 1

r
) ‖u(·, t)‖Lr(R) →

|m|
(4πµ)1/2

(
4πµ

r

) 1
2r

ao t→∞.

Se u0, û0 ∈ L1(R) são dois estados iniciais com a mesma massa, isto é,∫
R
u0(x)dx =

∫
R
û0(x)dx,

então as soluções correspondentes u(·, t) = K(·, t) ∗ u0, û(·, t) = K(·, t) ∗ û0

satisfazem

lim
t→∞

t
1
2
(1− 1

r
) ‖u(·, t)− û(·, t)‖Lr(R) = 0,

para cada 1 ≤ r ≤ ∞, uniformemente em r.

Finalmente, na seção 2.5, mostramos que os resultados correspondentes

no caso p > 1 são triviais: sendo u0 ∈ Lp(R), p > 1, tem-se

lim
t→∞

t
1
2
( 1

p
− 1

r
) ‖u(·, t)‖Lr(R) = 0,

para todo p ≤ r ≤ ∞, uniformemente em r.

2.2 Propriedades básicas

Nesta seção, derivamos certas propriedades básicas das soluções de

(2.1), (2.2), que serão úteis mais adiante. Estes resultados são obtidos de modo
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simples a partir da representação (2.5) para u(·, t),

u(x, t) =

∫
R
K(x− y, t)u0(y)dy, x ∈ R, t > 0 (2.9)

onde K(·, t) é dada por (2.4).

Lema 2.1. Sendo K(·, t) satisfazendo (2.4), tem-se∫
R
K(x, t) dx = 1, ∀ t > 0. (2.10)

Demonstração. Tomando I =
∫

R e−γx2
dx, γ > 0 tem-se pelo Teorema de Fubini

[9], [10] que

I2 =

∫
R
e−γx2

dx

∫
R
e−γy2

dy

=

∫
R2

e−γ(x2+y2) dx dy

=

∫ ∞

0

∫ 2π

0

e−γr2

r dr dθ

=

∫ ∞

0

e−γr2

r

(∫ 2π

0

dθ

)
dr

=
π

γ

∫ ∞

0

e−γr2

γ 2r dr =
π

γ
,

logo,

I =

√
π

√
γ

isto é, ∫
R
e−γx2

dx =

√
π

√
γ
, γ > 0. (2.11)

Agora, tomando γ = 1
4µt

, obtém-se∫
R
e−

x2

4µt dx =
√

4πµt

e, por (2.4) ∫
R
K(x, t) dx =

1√
4πµt

∫
R
e−

x2

4µt dx = 1 ∀ t > 0,

como afirmado.
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Teorema 2.1 (Monotonicidade de ‖ · ‖Lp(R)). Sendo u(·, t) solução de (2.1),

(2.2) então u(·, t) ∈ Lp(R) e

‖u(·, t)‖Lp(R) ≤ ‖u(·, 0)‖Lp(R) ∀ t > 0. (2.12)

Demonstração. Temos por (2.5) que u(·, t) = K(·, t) ∗ u(·, 0), para todo t > 0.

Como K(·, t) ∈ L1(R) e u(·, 0) ∈ Lp(R), pela desigualdade de Young (A.7) temos

u(·, t) ∈ Lp(R) e,

‖u(·, t)‖Lp(R) ≤ ‖K(·, t)‖L1(R) ‖u(·, 0)‖Lp(R) = ‖u(·, 0)‖Lp(R),

visto que, por termos K(·, t) > 0,

‖K(·, t)‖L1(R) = 1, (2.13)

por (2.10) acima.

Teorema 2.2 (Prinćıpio do Máximo). Sendo u(·, 0) ∈ L∞(R), tem-se u(·, t) em

L∞(R) para todo t > 0 e

‖u(·, t)‖L∞(R) ≤ ‖u(·, 0)‖L∞(R) ∀ t > 0. (2.14)

Demonstração. Temos que u(·, t) = K(·, t) ∗ u(·, 0) para todo t > 0, onde K(·, t) é

dada por (2.4). Aplicando a desigualdade de Young (A.7) e valendo (2.13), obtém-se

‖u(·, t)‖L∞(R) ≤ ‖K(·, t)‖L1(R) ‖u(·, 0)‖L∞(R) = ‖u(·, 0)‖L∞(R)

para cada x ∈ R.

Teorema 2.3. Sendo u0 ∈ Lp(R), 1 ≤ p <∞, e u(·, t) dada por (2.9), tem-se

‖u(·, t)− u0‖Lp(R) → 0 ao t→ 0. (2.15)
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Demonstração. Considerando primeiramente o caso p = 1, podemos proceder como

segue: pelo Lema 2.1,

‖u(·, t)− u0‖L1(R) =

∫
R
|u(x, t)− u0(x)|dx

=

∫
R

1√
4πµt

∣∣∣∣∫
R
e−

(x−y)2

4µt (u0(y)− u0(x))dy

∣∣∣∣ dx
≤

∫
R

(
1√

4πµt

∫
R
e−

(x−y)2

4µt |u0(y)− u0(x)|dy
)
dx

=
1√
π

∫
R

(∫
R
e−s2|u0(x+ s

√
4µt)− u0(x)|ds

)
dx,

onde s = (y−x)√
4µt

. Pelo Teorema de Fubini, resulta

‖u(·, t)− u0‖L1(R) ≤
1√
π

∫
R
e−s2

(∫
R
|u0(x+ s

√
4µt)− u0(x)|dx

)
ds. (2.16)

Dado ε > 0, sejaR > 0 suficientemente grande tal que 1√
π

∫
|s|≥R

e−s2
ds ≤

ε, de modo que

‖u(·, t)−u0‖L1(R) ≤ 2‖u0‖L1(R)ε+
1√
π

∫
|s|<R

e−s2

(∫
R
|u0(x+ s

√
4µt)− u0(x)|dx

)
ds,

(2.17)

para todo t > 0. Tomando δ > 0 tal que∫
R
|u0(x+ a)− u0(x)|dx ≤ ε,

para todo |a| ≤ δ, ver [9], [10], temos, por Fubini,

‖u(·, t)− u0‖p
Lp(R) ≤ 1√

π

∫
R

(∫
R
e−s2|u0(x+ s

√
4µt)− u0(x)|pds

)
dx

=
1√
π

∫
R
e−s2

(∫
R
|u0(x+ s

√
4µt)− u0(x)|pdx

)
ds.

Procedendo como antes, dado ε > 0 tomamos R > 0 suficientemente

grande tal que
1√
π

∫
|s|≥R

e−s2

ds ≤ ε,

de modo que

‖u(·, t)−u0‖p
Lp(R) ≤ 2p+1‖u0‖p

Lp(R)ε+
1√
π

∫
|s|<R

e−s2

(∫
R
|u0(x+ s

√
4µt)− u0(x)|pdx

)
ds.
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Assim, sendo δ > 0 tal que
∫

R |u0(x+ a)− u0(x)|pdx ≤ ε, para |a| ≤ δ,

teremos, para 0 < t ≤ δ2

R24µ
,

‖u(·, t)− u0‖L1(R) ≤ 2‖u0‖L1(R)ε + ε
1√
π

∫
|s|<R

e−s2

ds

≤ (1 + 2‖u0‖L1(R))ε,

o que mostra o resultado quando p = 1.

Finalmente, quando 1 < p <∞, temos, usando novamente o Lema 2.1,

‖u(·, t)− u0‖p
Lp(R) =

∫
R
|u(x, t)− u0(x)|pdx

=

∫
R

∣∣∣∣ 1√
4πµt

∫
R
e−

(x−y)2

4µt (u0(y)− u0(x))dy

∣∣∣∣p dx
≤

∫
R

1√
4πµt

(∫
R
e−

(x−y)2

4µt |u0(y)− u0(x)|pdy
)
dx,

pela desigualdade de Hölder (A.4). Assim, fazendo s = (y−x)√
4µt

,

‖u(·, t)− u0‖p
Lp(R) ≤ (2p+1‖u0‖p

Lp(R) + 1) ε,

o que conclui o argumento.

Teorema 2.4. Dado u0 ∈ Lp(R), 0 ≤ p < ∞ e u(·, t) definida em (2.9), temos,

para cada t0 > 0,

‖u(·, t)− u(·, t0)‖Lp(R) → 0 ao t→ t0. (2.18)

Demonstração. No caso p = 1, temos, por Fubini,

‖u(·, t)− u(·, t0)‖L1(R) =

∫
R

∣∣∣∣ 1√
4πµt

∫
R
e−

(x−y)2

4µt u0(y)dy −
1√

4πµt0

∫
R
e
− (x−y)2

4µt0 u0(y)dy

∣∣∣∣ dx
≤

∫
R

(∫
R

∣∣∣∣ 1√
4πµt

e−
(x−y)2

4µt − 1√
4πµt0

e
− (x−y)2

4µt0

∣∣∣∣ |u0(y)|dy
)
dx

=

∫
R2

∣∣∣∣ 1√
4πµt

e−
(x−y)2

4µt − 1√
4πµt0

e
− (x−y)2

4µt0

∣∣∣∣ |u0(y)|dx dy.

Para cada (x, y) ∈ R2, temos∣∣∣∣ 1√
4πµt

e−
(x−y)2

4µt − 1√
4πµt0

e
− (x−y)2

4µt0

∣∣∣∣ |u0(y)| → 0,
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ao t→ t0, e, para t ∈ [t0/2, 2t0], temos∣∣∣∣ 1√
4πµt

e−
(x−y)2

4µt − 1√
4πµt0

e
− (x−y)2

4µt0

∣∣∣∣ |u0(y)| ≤
2√

2πµt0
e
− (x−y)2

8µt0 |u0(y)| = F (x, y),

para todo (x, y) ∈ R2, com F ∈ L1(R2); logo, pelo Teorema da Convergência Dom-

inada (ver [9], [10]), segue

‖u(·, t)− u(·, t0)‖L1(R) ≤
∫

R2

∣∣∣∣ 1√
4πµt

e−
(x−y)2

4µt − 1√
4πµt0

e
− (x−y)2

4µt0

∣∣∣∣ |u0(y)|dx dy → 0,

ao t→ t0 como afirmado.

O caso 1 < p < ∞ é análogo: tomando 1 < q < ∞ tal que 1
p

+ 1
q

= 1,

tem-se, pela desigualdade de Hölder (A.4) e Lema 2.1,

‖u(·, t)− u(·, t0)‖p
Lp(R) =

∫
R

∣∣∣∣ 1√
4πµt

∫
R
e−

(x−y)2

4µt u0(y)dy −
1√

4πµt0

∫
R
e
− (x−y)2

4µt0 u0(y)dy

∣∣∣∣p dx
≤

∫
R

(∫
R

∣∣∣∣ 1√
4πµt

e−
(x−y)2

4µt − 1√
4πµt0

e
− (x−y)2

4µt0

∣∣∣∣ |u0(y)|dy
)p

dx

≤ 2p/q

∫
R

(∫
R

∣∣∣∣ 1√
4πµt

e−
(x−y)2

4µt − 1√
4πµt0

e
− (x−y)2

4µt0

∣∣∣∣ |u0(y)|pdy
)
dx

→ 0

ao t→ t0 pelo Teorema da Convergência Dominada, como no caso anterior.

Teorema 2.5 (Unicidade da solução). Para o problema (2.1), (2.2), existe so-

mente uma solução u(·, t) ∈ C0([0,+∞[, Lp(R)), dada por (2.9).

Demonstração. O argumento a seguir é adaptado de [5], Caṕıtulo 5 (Teorema 4.3).

Sendo x̄ ∈ R, t̄ > 0 dados, fixos no que segue, e u(x, t) em C0([0,+∞[, Lp(R))

solução de (2.1), (2.2), vamos mostrar que

u(x̄, t̄) =
1√
4πµt̄

∫
R
e−

(x̄−y)2

4µt̄ u(y, 0) dy. (2.19)

Para isso tomemos, para ε ∈ ]0, t̄[, R > | x̄ | dados, v ∈ C∞(R×]−∞, t̄ [)

dada por

v(x, t) = K(x̄− x, t̄− t) (2.20)
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onde K(ξ, τ) satisfazendo

ζR =

 1, |x| ≤ R

0, |x| ≥ R + 1
(2.21)

com ‖ζ ′R‖L∞(R) ≤M , ‖ζ ′′R‖L∞(R) ≤M para M > 0 fixo, independente de R.

Como vt = −µvxx e ut = µuxx para todos x ∈ R, 0 < t < t̄, obtemos

(uζRv)t + µ(u(ζRv)x − ζRvux)x = µu(2ζ
′

Rvx + ζ
′′

Rv). (2.22)

Integrando em [−R − 1, R + 1] × [ε, t̄ − ε], obtém-se, integrando por

partes,∫ R+1

−R−1

u(x, t̄− ε)ζR(x)v(x, t̄− ε)dx −
∫ R+1

−R−1

u(x, ε)ζR(x)v(x, ε)dx =

= µ

∫ t̄−ε

ε

∫ R+1

−R−1

u(2ζ
′

Rvx + ζ
′′

Rv) dx dt

visto que ζR(x) = ζ
′
R(x) = 0 se |x| ≥ R+1; como tem-se também ζ

′
R(x) = ζ

′′
R(x) = 0

se |x| ≤ R,∫ R+1

−R−1

u(x, t̄− ε)ζR(x)v(x, t̄− ε)dx −
∫ R+1

−R−1

u(x, ε)ζR(x)v(x, ε)dx = (2.23)

= µ

∫ t̄−ε

ε

∫
R≤|x|≤R+1

u(2ζ
′

Rvx + ζ
′′

Rv) dx dt.

Como u ∈ C0([0,+∞[, Lp(R)), segue pela desigualdade de Hölder (A.4)

que

uvx, uv ∈ L1(R× [0, t̄− ε]),

portanto

lim
R→+∞

∫ t̄−ε

ε

∫
R≤|x|≤R+1

u(2ζ
′

Rvx + ζ
′′

Rv) dx dt = 0. (2.24)

Por outro lado, ao R→ +∞, obtém-se∫ R+1

−R−1

u(x, t̄− ε)ζR(x)v(x, t̄− ε)dx→
∫

R
u(x, t̄− ε)v(x, t̄− ε)dx

∫ R+1

−R−1

u(x, ε)ζR(x)v(x, ε)dx→
∫

R
u(x, ε)v(x, ε)dx
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de modo que, por (2.20), (2.23) e (2.24), temos∫
R
u(x, t̄− ε)K(x̄− x, ε)dx =

∫
R
u(x, ε)K(x̄− x, t̄− ε)dx.

Fazendo ε→ 0+, tem-se então

u(x̄, t̄) =

∫
R
K(x̄− x, t̄)u(x, 0)dx

visto que u é cont́ınua em (x̄, t̄). O que mostra (2.19).

Teorema 2.6. Sendo u(·, t) solução de (2.1) e (2.2), tem-se

u(x, 0) ≥ γ para quase todo x ∈ R ⇒ u(x, t) ≥ γ ∀ x ∈ R, t > 0 (2.25)

u(x, 0) ≤ Γ para quase todo x ∈ R ⇒ u(x, t) ≤ Γ ∀ x ∈ R, t > 0. (2.26)

Demonstração. Supondo u(·, 0) ≥ γ, tem-se por (2.3) e (2.10),

u(x, t) =
1√

4πµt

∫
R
e−

(x−y)2

4µt u(y, 0) dy ≥ γ
1√

4πµt

∫
R
e−

(x−y)2

4µt dy = γ,

ou seja,

u(x, t) ≥ γ ∀ t > 0, x ∈ R.

A demonstração da (2.26) é análoga.

Generalizando o Teorema 2.6, obtemos o seguinte resultado.

Teorema 2.7 (Monotonicidade do Operador Solução). Sendo u(·, t), v(·, t)

soluções de (2.1) com u(·, 0), v(·, 0) ∈ Lp(R) para algum 1 ≤ p ≤ ∞. Então

u(·, 0) ≤ v(·, 0) ⇒ u(·, t) ≤ v(·, t) ∀ t > 0. (2.27)

Demonstração. Dado t > 0, tem-se, por (2.3),

u(x, t) =
1√

4πµt

∫
R
e−

(x−y)2

4µt u(y, 0) dy

≤ 1√
4πµt

∫
R
e−

(x−y)2

4µt v(y, 0) dy

= v(x, t)
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para cada x ∈ R, ou seja,

u(x, t) ≤ v(x, t) ∀ t > 0.

Quando u(·, t) ∈ L1(R), a quantidade m definida por

m =

∫
R
u(x, 0) dx, (2.28)

chamada de massa, é fundamental para a descrição do comportamento assintótico

(t → +∞) de ‖u(·, t)‖L1(R). Além disso, é válido observar que a massa de u(·, t)

não varia no tempo, como mostrado a seguir.

Teorema 2.8 (Conservação da massa). Sendo u(·, t) solução de (2.1), com

u(·, t) ∈ L1(R), tem-se∫
R
u(x, t) dx =

∫
R
u(x, 0) dx ∀ t > 0. (2.29)

Demonstração. Dado t > 0, temos por (2.3) e pelo Teorema de Fubini [9], [10] que∫
R
u(x, t) dx =

∫
R

(
1√

4πµt

∫
R
e−

(x−y)2

4µt u(y, 0) dy

)
dx

=

∫
R

(
1√

4πµt

∫
R
e−

(x−y)2

4µt dx

)
u(y, 0) dy

=

∫
R
u(y, 0) dy

devido a (2.10).

Para finalizar, vamos observar que as soluções u(·, t) de (2.1), (2.2),

possuem a propriedade TVD (“Total Variation Diminishing”), sendo TVRu(·, t) a

variação total de u(·, t) no instante t, isto é,

TVRu(·, t) = sup

N∑
j=1

|u(xj, t)− u(xj−1, t)|, (2.30)

onde o supremo é tomado sobre todas as coleções finitas de pontos x0 < x1 < ... <

xN , e sendo TVRu0 a variação total do estado inicial u0 ∈ L1(R), vale o seguinte

resultado.
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Teorema 2.9 (Propriedade TVD). Sendo u(·, t) solução de (2.1), (2.2), tem-se

TVRu(·, t) ≤ TVRu0 ∀ t > 0. (2.31)

Em particular, TVRu(·, t) decresce com t.

Demonstração. De [14], tem-se u0(· + h) − u0(·) ∈ L1(R) para todo 0 < h < h0,

h0 << 1, de modo que, pelo Teorema 2.1, temos u(· + h, t) − u(·, t) ∈ L1(R) para

cada t > 0 e 0 < h < h0, e

‖u(·+ h, t)− u(·, t)‖L1(R) ≤ ‖u0(·+ h)− u0‖L1(R) (2.32)

para todo t > 0. Como (ver [14])

TVRu(·, t) = lim
h→0+

1

h

∫
R
|u(x+ h, t)− u(x, t)|dx,

resulta então, por (2.32) acima,

TVRu(·, t) ≤ lim
h→0+

1

h

∫
R
|u0(x+ h)− u0(x)|dx

= TVRu0,

como afirmado.

2.3 Decaimento em Lr(R)

Nesta seção, obteremos taxas para o decaimento de u(·, t) e suas derivadas

em várias normas.

Teorema 2.10. Sendo u(·, t) solução de (2.1), (2.2), tem-se u(·, t) ∈ L∞(R) para

cada t > 0, com

‖u(·, t)‖L∞(R) ≤ C(µ, p)‖u(·, 0)‖Lp(R)t
− 1

2p ∀ t > 0, (2.33)

onde C(µ, p) = (4πµ)−
1
2p (1− 1

p
)

1
2
(1− 1

p
) quando p > 1 e C(µ, 1) = (4πµ)−

1
2 se p = 1.
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Demonstração. Primeiro analisemos para p = 1:

Dado t > 0, tem-se, por (2.3),

|u(x, t)| ≤ (4πµt)−
1
2

∫
R
e−

(x−y)2

4µt |u(y, 0)|dy

≤ (4πµt)−
1
2

∫
R
|u(y, 0)|dy

= C(µ, 1)‖u(·, 0)‖L1(R)t
− 1

2

para todo x ∈ R, de modo que

‖u(·, t)‖L∞(R) ≤ C(µ, 1)‖u(·, 0)‖L1(R)t
− 1

2 ∀ t > 0,

onde C(µ, 1) = (4µπ)−
1
2 .

Para 1 < p <∞:

Tomando q > 1 tal que 1
p

+ 1
q

= 1, tem-se pela desigualdade de Hölder

(A.4),

|u(x, t)| ≤ 1√
4πµt

∫
R
e−

(x−y)2

4µt |u(y, 0)|dy

≤ 1√
4πµt

(∫
R
e−q

(x−y)2

4µt dy

) 1
q
(∫

R
|u(y, 0)|pdy

) 1
p

.

Como
∫

R e
−γξ2

dξ =
√

π√
γ
, γ > 0, tomando γ = q

4µt
, temos

|u(x, t)| ≤ 1√
4πµt

(
4πµt

q

) 1
2q

‖u(·, 0)‖Lp(R)

= (4πµt)−
1
2
(1− 1

q
)

(
1

q

) 1
2q

‖u(·, 0)‖Lp(R)

= (4πµt)−
1
2p

(
1− 1

p

) 1
2
(1− 1

p
)

‖u(·, 0)‖Lp(R)

para todo x ∈ R.

Logo, para cada t > 0,

‖u(·, t)‖L∞(R) ≤ C(µ, p)‖u(·, 0)‖Lp(R)t
− 1

2p ,
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onde C(µ, p) = (4µπ)−
1
2p (1− 1

p
)

1
2
(1− 1

p
), como afirmado.

O próximo resultado é consequência imediata do teorema anterior e a

propriedade de monotonicidade (2.12), em vista da desigualdade (A.8).

Teorema 2.11. Sendo u(·, t) solução de (2.1), (2.2), tem-se, para cada t > 0,

u(·, t) ∈ Lr(R) para todo r ≥ p, com

‖u(·, t)‖Lr(R) ≤ C(µ, p)1− p
r ‖u(·, 0)‖Lp(R)t

− 1
2
( 1

p
− 1

r
) ∀ t > 0, p ≤ r ≤ ∞

onde C(µ, p) é a constante dada no Teorema (2.10).

Demonstração. Dado t > 0, temos u(·, t) ∈ Lp(R) ∩ L∞(R) pelo Teorema 2.1 e

Teorema 2.10, de modo que u(·, t) ∈ Lr(R) para cada p ≤ r ≤ ∞ e

‖u(·, t)‖Lr(R) ≤ ‖u(·, t)‖
p
r

Lp(R)‖u(·, t)‖
1− p

r

L∞(R)

≤ ‖u(·, 0)‖
p
r

Lp(R)C(µ, p)1− p
r ‖u(·, 0)‖1− p

r

Lp(R)t
− 1

2p
(1− p

r
)

= C(µ, p)1− p
r ‖u(·, 0)‖Lp(R)t

− 1
2
( 1

p
− 1

r
)

para todo t > 0, pelos Teoremas 2.1 e 2.10 e a desigualdade de Interpolação (A.8).

A seguir obtemos estimatias para as derivadas de u(·, t).

Teorema 2.12. Sendo u(·, t) solução de (2.1), (2.2), com 1 ≤ p <∞, tem-se, para

cada ` ∈ N, ∥∥∥∥∂`u

∂x`
(·, t)

∥∥∥∥
Lr(R)

≤ C`(µ, p, r)‖u(·, 0)‖Lp(R)t
− 1

2
( 1

p
− 1

r
)− `

2 , (2.34)

para todo t > 0, onde C`(µ, p, r) é uma constante que depende de `, µ, p e r.

Demonstração. Lembrando que u(·, t) é dado por (2.3), isto é,

u(x, t) =
1√

4πµt

∫
R
e−

(x−y)2

4µt u(y, 0) dy,
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obtém-se, derivando com respeito a x,

∂u

∂x
(x, t) =

1√
4πµt

∫
R
−(x− y)

2µt
e−

(x−y)2

4µt u(y, 0) dy

=
1√

4πµt

1√
µt

∫
R
−(x− y)√

4µt
e−

(x−y)2

4µt u(y, 0) dy, (2.35)

∂2u

∂x2
(x, t) =

1√
4πµt

∫
R

(
− 1

2µt
+

(
x− y

2µt

)2
)

e−
(x−y)2

4µt u(y, 0) dy

=
1√

4πµt

1

µt

∫
R

(
−1

2
+

(
x− y√

4µt

)2
)

e−
(x−y)2

4µt u(y, 0) dy, (2.36)

e, em geral, para cada ` ≥ 1,

∂`u

∂x`
(x, t) =

1√
4πµt

1

(µt)`/2

∫
R
P`

(
x− y√

4µt

)
e−

(x−y)2

4µt u(y, 0) dy, (2.37)

onde P`(·) é um polinômio real de grau `. Em particular, de (2.37) obtém-se,∣∣∣∣∂`u

∂x`
(x, t)

∣∣∣∣ ≤ 1√
4πµt

1

(µt)`/2
Ĉ`

∫
R
e−

(x−y)2

8µt |u(y, 0)| dy (2.38)

onde Ĉ` := sup
s>0

|P`(s)|e−s2

. Assim, repetindo o argumento dos Teoremas 2.10 e 2.11,

obtemos o resultado.

2.4 Comportamento em Lr(R), r ≥ p, p = 1

Consideramos agora, as soluções u(·, t) de (2.1), (2.2) para p = 1 (isto

é, u0 ∈ L1(R)), e vamos mostrar que os limites

γr = lim
t→+∞

t
1
2
(1− 1

r
)‖u(·, t)‖Lr(R), (2.39)

estão bem definidos para todo 1 ≤ r ≤ ∞, sendo todos não nulos quando a massa

de u(·, t) for diferente de zero. A discussão a seguir é baseada em [13].

Lema 2.2. Sendo u(·, t) solução de (2.1) e (2.2) com p = 1, e sendo
∫

R u(x, 0) dx =

0, tem-se

‖u(·, t)‖L1(R) → 0 t → ∞. (2.40)
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Demonstração. Por (2.3), temos que u(·, t) é dada por

u(x, t) =
1√

4πµt

∫
R
e−

(x−y)2

4µt u(y, 0) dy ∀ x ∈ R, t > 0.

Dado ε > 0, tome R = R(ε) > 0 tal que
∫
|y| ≥ R

|u(y, 0)| dy ≤ ε.

Então,

‖u(·, t)‖L1(R) =

∫
R

1√
4πµt

∣∣∣∣∫
R
e−

(x−y)2

4µt u(y, 0)dy

∣∣∣∣ dx
=

∫
R

1√
4πµt

[∣∣∣∣∫
|y|≥R

e−
(x−y)2

4µt u(y, 0)dy +

∫
|y|<R

e−
(x−y)2

4µt u(y, 0)dy

∣∣∣∣] dx

≤ 1√
4πµt

∫
R

[∣∣∣∣∫
|y|≥R

e−
(x−y)2

4µt u(y, 0)dy

∣∣∣∣+ ∣∣∣∣∫
|y|<R

e−
(x−y)2

4µt u(y, 0) dy

∣∣∣∣] dx

≤ 1√
4πµt

∫
R

(∫
|y|≥R

e−
(x−y)2

4µt |u(y, 0)|dy
)
dx+

1√
4πµt

∫
R

∣∣∣∣∫
|y|<R

e−
(x−y)2

4µt u(y, 0)dy

∣∣∣∣ dx

Utilizando, no primeiro termo, o Teorema de Fubini e (2.13), tem-se

‖u(·, t)‖L1(R) ≤
∫
|y|≥R

|u(y, 0)|dy +
1√

4πµt

∫
R

∣∣∣∣∫
|y|<R

e−
(x−y)2

4µt u(y, 0)dy

∣∣∣∣ dx
ou seja,

‖u(·, t)‖L1(R) ≤ ε+
1√

4πµt

∫
R

∣∣∣∣∫
|y|<R

e−
(x−y)2

4µt u(y, 0)dy

∣∣∣∣ dx, ∀ t > 0.

Note que

1√
4πµt

∫
R

∣∣∣∣∫
|y|<R

e−
(x−y)2

4µt u(y, 0)dy

∣∣∣∣ dx ≤

≤ 1√
4πµt

∫
R

(∣∣∣∣∫
|y|<R

e−
(x−y)2

4µt u(y, 0)dy −
∫
|y|<R

e−
x2

4µtu(y, 0)dy

∣∣∣∣+ ∣∣∣∣∫
|y|<R

e−
x2

4µtu(y, 0)dy

∣∣∣∣) dx
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Como
∫

R u(y, 0) dy = 0, obtemos∫
|y|<R

u(y, 0) dy = −
∫
|y|≥R

u(y, 0) dy

dessa forma ∫
|y|<R

e−
x2

4µtu(y, 0)dy = − e−
x2

4µt

∫
|y|≥R

u(y, 0)dy,

de modo que

1√
4πµt

∫
R

∣∣∣∣∫
|y|<R

e−
(x−y)2

4µt u(y, 0)dy

∣∣∣∣ dx

≤ 1√
4πµt

∫
R

∣∣∣∣∫
|y|<R

(
e−

(x−y)2

4µt − e−
x2

4µt

)
u(y, 0)dy

∣∣∣∣ dx
+

1√
4πµt

∫
R
e−

x2

4µt

∣∣∣∣∫
|y|≥R

u(y, 0)dy

∣∣∣∣ dx
≤ ε +

1√
4πµt

∫
R

∣∣∣∣∫
|y|<R

(
e−

(x−y)2

4µt − e−
x2

4µt

)
u(y, 0)dy

∣∣∣∣ dx

para todo t > 0.

Então, podemos escrever

‖u(·, t)‖L1(R) ≤ 2ε +
1√

4πµt

∫
R

∣∣∣∣∫
|y|<R

(
e−

(x−y)2

4µt − e−
x2

4µt

)
u(y, 0)dy

∣∣∣∣ dx
≤ 2ε +

1√
4πµt

∫
R

∫
|y|<R

∣∣∣∣e− (x−y)2

4µt − e−
x2

4µt

∣∣∣∣ |u(y, 0)|dydx.

Introduzindo ξ = x√
4µt

, tem-se

‖u(·, t)‖L1(R) ≤ 2ε +
1√
π

∫
R

∫
|y|<R

∣∣∣∣e−(
ξ − y√

4µt

)2

− e−ξ2

∣∣∣∣ |u(y, 0)|dydξ

Seja g(ξ, y) =

∣∣∣∣e−(
ξ − y√

4µt

)2

− e−ξ2

∣∣∣∣ |u(y, 0)|, ∀ξ ∈ R, y ∈ [−R,R].
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Note que para cada ξ ∈ R, e para quase todo y ∈ [−R,R] dados, temos

g(ξ, y) → 0 ao t → ∞; por outro lado,

|g(ξ, y)| =

∣∣∣∣∣e−
(

ξ2 − 2yξ√
4µt

+ y2

4µt

)
− e−ξ2

∣∣∣∣∣ |u(y, 0)|

≤
(
e−ξ2

+ e−ξ2

e
2yξ√
4µt e−

y2

4µt

)
|u(y, 0)|

≤
(
e−ξ2

+ e−ξ2

e
2y2

4µt e
ξ2

2 e−
y2

4µt

)
|u(y, 0)|

=

(
e−ξ2

+ e−
ξ2

2 e
y2

4µt

)
|u(y, 0)|

≤
(
e−ξ2

+ e−
ξ2

2 e
R2

4µt

)
|u(y, 0)|

que obtemos utilizando a desigualdade de Young (A.2).

Para todo t ≥ R2

4µ
, temos

e
R2

4µt ≤ e

e, dessa forma,

|g(ξ, y)| ≤
(
e−ξ2

+ e−
ξ2

2
+ 1

)
|u(y, 0)| := G(ξ, y),

com G ∈ L1(R × [−R,R]).

Pelo Teorema da Convergência Dominada, segue que∫
R

∫
|y|<R

|g(ξ, y)| dξ dy → 0 ao t → ∞,

de modo que

‖u(·, t)‖L1(R) ≤ 3ε

para t suficientemente grande.

Como ε > 0 é arbitrário, segue o resultado.

Teorema 2.13. Se u(·, t), v(·, t) são soluções de (2.1), (2.2) com p = 1, tendo a

mesma massa, ou seja, ∫
R
u(x, 0) dx =

∫
R
v(x, 0) dx,



2 Equação do Calor em 1-D 24

então

‖u(·, t) − v(·, t)‖L1(R) → 0 ao t→∞. (2.41)

Demonstração. Sendo θ(x, t) := u(x, t) − v(x, t), temos que θ satisfaz

θt = µθxx

θ(·, 0) = u(·, 0) − v(·, 0) ∈ L1(R)

com massa nula,∫
R
θ(x, 0) dx =

∫
R
u(x, 0) dx −

∫
R
v(x, 0) dx = 0;

pelo Lema 2.2, segue então

‖θ(·, t)‖L1(R) → 0 ao t→∞

isto é,

‖u(·, t) − v(·, t)‖L1(R) → 0 ao t→∞,

como afirmado.

Em particular, obtemos o seguinte resultado fundamental.

Teorema 2.14. Sendo u(·, t) solução de (2.1), (2.2) com p = 1. Então,

‖u(·, t)‖L1(R) → |m| ao t→∞ (2.42)

onde m é a massa da solução

m =

∫
R
u(x, 0) dx. (2.43)

Demonstração. Tome v(·, t) dada por

vt = µvxx (2.44)

v(·, 0) = v0(x) ∈ L1(R)

com v0 dada por

v0(x) =

 m se 0 ≤ x ≤ 1

0 caso contrário,
(2.45)
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de modo que ∫
R
v(x, 0) dx =

∫ 1

0

m dx = m,

isto é, v(·, t) e u(·, t) tem a mesma massa.

Observando que, pelo Teorema 2.6,

Se m ≥ 0 : v(x, t) ≥ 0, ∀ x ∈ R, t > 0,

se m < 0 : v(x, t) < 0, ∀ x ∈ R, t > 0,

obtemos em qualquer caso

|v(x, t)| = (sgn m) v(x, t) ∀t > 0,

onde sgn m denota o sinal de m, ou seja,

sgn m =


1 se m > 0

0 se m = 0

−1 se m < 0

Logo, pelo Teorema 2.8, obtemos

‖v(·, t)‖L1(R) =

∫
R
|v(x, t)| dx

= ( sgn m)

∫
R
v(x, t) dx

= ( sgn m)

∫
R
v(x, 0) dx

= ( sgn m) m = |m|

isto é,

‖v(·, t)‖L1(R) = |m|

para todo t > 0, e em particular:

‖v(·, t)‖L1(R) → |m| ao t→∞.

Pelo Teorema 2.13 tem-se

‖u(·, t) − v(·, t)‖L1(R) → 0 ao t→∞,
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e assim,

‖u(·, t)‖L1(R) → |m| ao t→∞,

como afirmado.

No que segue, vamos examinar ‖u(·, t)‖Lr(R), para r > 0. Começamos

pelo caso r = ∞.

Lema 2.3. Se u(., 0) ∈ L1(R) tem massa nula, então, para cada 1 ≤ r ≤ ∞ tem-se

lim
t→∞

t
1
2
(1− 1

r
)‖u(·, t)‖Lr(R) = 0, (2.46)

uniformemente em r.

Demonstração. O caso r = 1 já visto no Teorema 2.14. Consideremos então o caso

r = 2. Pela desigualdade de Interpolação (A.8),

t
1
4‖u(·, t)‖L2(R) ≤ t

1
4 (‖u(·, t)‖

1
2

L1(R)‖u(·, t)‖
1
2

L∞(R))

≤ ‖u(·, t)‖
1
2

L1(R)(t
1
2‖u(·, t)‖L∞(R))

1
2

e dáı por (2.40) e (2.33) tem-se

t
1
4‖u(·, t)‖L2(R) → 0 t→ +∞.

Para o caso r = ∞, usando a desigualdade de Sobolev (A.10), temos

‖u(·, t)‖L∞(R) ≤
√

2‖u(·, t)‖
1
2

L2(R)‖Du(·, t)‖
1
2

L2(R)

t
1
2‖u(·, t)‖L∞(R) ≤

√
2(t

1
4‖u(·, t)‖L2(R))

1
2 (t

3
4‖Du(·, t)‖L2(R))

1
2

e então

t
1
2‖u(·, t)‖L∞(R) → 0 t→ +∞,

pelo resultado anterior r = 2.

Finalmente, para o caso 1 < r <∞, tem-se pela desigualdade (A.8)

t
1
2
(1− 1

r
)‖u(·, t)‖Lr(R) ≤ ‖u(·, t)‖

1
r

L1(R)(t
1
2‖u(·, t)‖L∞(R))

1− 1
r

≤ ‖u(·, 0)‖
1
r

L1(R)(t
1
2‖u(·, t)‖L∞(R))

1− 1
r
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de modo que

t
1
2
(1− 1

r
)‖u(·, t)‖Lr(R) → 0 ao t→∞,

pelo resultado anterior p = ∞.

Utilizando o Lema 2.3, resulta fácil computar os limites γr, definidos

em (2.39) para r > 1.

Teorema 2.15. Ao t→∞ tem-se

t
1
2‖u(·, t)‖L∞(R) → |m|

(4πµ)1/2
, (2.47)

onde m é a massa de u(·, t).

Demonstração. Pelo Lema 2.3, é suficiente mostrar esse resultado para a solução

v(x, t) dada por (2.44) com v0(x) dada por (2.45).

De fato, w0(x) = u0(x)− v0(x) ∈ L1(R) tem massa nula, e assim, pelo

Lema 2.3 temos:

lim
t→∞

t
1
2‖w(·, t)‖L∞(R) → 0

sendo w(·, t) solução de

wt = µwxx (2.48)

w(x, 0) = w0(x)

ou seja,

w(x, t) = u(x, t)− v(x, t)

de modo que

lim
t→∞

t
1
2‖u(·, t)− v(·, t)‖L∞(R) = 0.

Dessa forma

|v(x, t)| =
|m|

(4πµt)
1
2

∫ 1

0

e
−|x−y|2

4µt dy

t
1
2 |v(x, t)| =

|m|
(4πµ)

1
2

∫ 1

0

e
−(x−y)2

4µt dy
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Em particular,

t
1
2‖v(·, t)‖L∞(R) ≥ t

1
2 |v(0, t)| = |m|

(4πµ)
1
2

∫ 1

0

e
−y2

4µt dy

fazendo t→∞,

t
1
2‖v(·, t)‖L∞(R) ≥

|m|
(4πµ)

1
2

∀ t > 0,

assim,

lim inf
t→∞

t
1
2‖v(·, t)‖L∞(R) ≥

|m|
(4πµ)

1
2

.

Analogamente,

|v(x, t)| = 1

(4πµt)
1
2

∣∣∣∣∫
R
e
−(x−y)2

4µt v(y, 0)dy

∣∣∣∣ ≤ |m|
(4πµt)

1
2

∫ 1

0

e
−(x−y)2

4µt dy ≤ |m|
(4πµt)

1
2

,

logo,

|v(x, t)| ≤ |m|
(4πµt)

1
2

∀ x ∈ R, t > 0,

e assim,

‖v(x, t)‖L∞(R) ≤
|m|

(4πµt)
1
2

=⇒ t
1
2‖v(x, t)‖L∞(R) ≤

|m|
(4πµ)

1
2

fazendo t→∞ obtemos

lim sup
t→∞

t
1
2‖v(·, t)‖L∞(R) ≤

|m|
(4πµ)

1
2

o que completa a demostração.

Teorema 2.16. Sendo u(x, t) solução de (2.1) com u(·, 0) ∈ L1(R) e 1 ≤ r < ∞

tem-se

t
1
2
(1− 1

r
)‖u(·, t)‖Lr(R) → |m|

(4πµ)1/2

(
4πµ

r

) 1
2r

ao t→ +∞, (2.49)

onde m é a massa de u(·, t).

Demonstração. Seja v(x, t) dada por (2.44) com v0(x) dada por (2.45), e além disso,

w0(x) = u0(x)− v0(x) ∈ L1(R) tem massa nula. Assim, pelo Lema 2.3 obtemos,

lim
t→∞

t
1
2
(1− 1

r
)‖w(·, t)‖Lr(R) → 0
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sendo w(·, t) solução de (2.48) ou seja,

w(x, t) = u(x, t)− v(x, t)

de modo que

lim
t→∞

t
1
2
(1− 1

r
)‖u(·, t)− v(·, t)‖Lr(R) = 0.

Portanto, basta mostrar

lim
t→∞

t
1
2
(1− 1

r
)‖v(·, t)‖Lr(R) =

|m|
(4πµ)1/2

(
(4πµ)

r

) 1
2r

, 1 < r <∞.

Dessa forma temos,

t
1
2
(r−1)‖v(·, t)‖r

Lr(R) = t
1
2
(r−1)

∫
R
|v(·, t)|rdx

= t
1
2
(r−1)

∫
R

∣∣∣∣∣ 1

(4πµt)
1
2

∫
R
e−

(x−y)2

4πµ v(·, 0)dy

∣∣∣∣∣
r

dx

= t
1
2
(r−1)

∫
R

|m|r

(4πµt)
r
2

(∫ 1

0

e−
(x−y)2

4πµ dy

)r

dx

= t
1
2
(r−1) |m|r

(4πµt)
r
2

∫
R

(∫ 1

0

e−
(x−y)2

4πµ dy

)r

dx,

tomando ξ = x√
4µt

e dξ =
√

4µt dx então,

t
1
2
(r−1)‖v(·, t)‖r

Lr(R) = t−
1
2
|m|r

(4πµ)
r
2

(4µt)
1
2

∫
R

(∫ 1

0

e
−

(
ξ− y√

4µt

)2

dy

)r

dξ

=
2µ

1
2

(4πµ)
r
2

|m|r
∫

R

(∫ 1

0

e
−

(
ξ− y√

4µt

)2

dy

)r

dξ

logo, para cada ξ ∈ R dado e t→∞ temos∫ 1

0

e
−

(
ξ− y√

4µt

)2

dy −→
∫ 1

0

e−ξ2

dy = e−ξ2

∫ 1

0

dy = e−ξ2

e ∫ 1

0

e
−

(
ξ− y√

4µt

)2

dy ≤ Ce−ξ2

.

Pelo teorema de Convergência Dominada da Lebesgue obtemos:

lim
t→∞

t
1
2
(r−1)‖v(·, t)‖Lr(R) = lim

t→∞

2µ
1
2

(4πµ)
r
2

|m|r
∫

R

(∫ 1

0

e
−

(
ξ− y√

4µt

)2

dy

)r

dξ.
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Seja g(ξ, y) =
∫ 1

0
e
−

(
ξ− y√

4µt

)2

dy então g(ξ, y) → e−rξ2
e g(ξ, y) ≤ C e−rξ2 ∈

L1(R). Assim, pelo Lema 2.1

lim
t→∞

2µ
1
2

(4πµ)
r
2

|m|r
∫

R

(∫ 1

0

e
−

(
ξ− y√

4µt

)2

dy

)r

dξ =
2µ

1
2

(4πµ)
r
2

|m|r
∫

R
e−rξ2

dξ

=
2µ

1
2

(4πµ)
r
2

|m|r
√
π√
r

=
(4πµ)

1
2

(4πµ)
r
2

|m|r

r
1
2

=
|m|

(4πµ)
1
2

(
4πµ

r

) 1
2r

,

como afirmado.

2.5 Comportamento em Lr(R), r ≥ p, p > 1

Nesta seção vamos mostrar que, no caso p > 1, os limites correspon-

dentes para a solução de (2.1), (2.2), são todos nulos, isto é,

lim
t→∞

t
1
2
( 1

p
− 1

r
)‖u(·, t)‖Lr(R) = 0, (2.50)

para todo p ≤ r ≤ ∞, uniformemente em r.

Teorema 2.17. Sendo u(·, t) solução de (2.1), (2.2), onde 1 < p, tem-se

‖u(·, t)‖Lp(R) → 0 ao t→∞. (2.51)

Demonstração. Dado ε > 0, seja R > 0 suficientemente grande tal que∫
|x|≥R

|u(x, 0)|pdx ≤ εp (2.52)

e considere v(·, t) dada por

vt = µvxx x ∈ R, t > 0

v(x, 0) = v0(x) x ∈ R

onde v0 ∈ L1(R) é dada por

v0(x) =

 u(x, 0), |x| ≤ R

0, |x| > R
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Pelo Teorema 2.11 (com p = 1, r = p), temos

‖v(·, t)‖Lp(R) ≤ C(µ, 1)1− 1
p‖v(·, 0)‖L1(R)t

− 1
2
(1− 1

p
),

de modo que

‖v(·, t)‖Lp(R) → 0 ao t→∞

visto que p > 1.

Logo, pela desigualdade triangular, usando o Teorema 2.1 e (2.52)

‖u(·, t)‖Lp(R) ≤ ‖u(·, t)− v(·, t)‖Lp(R) + ‖v(·, t)‖Lp(R)

≤ ‖u(·, 0)− v(·, 0)‖Lp(R) + ‖v(·, t)‖Lp(R)

≤ ε+ ‖v(·, t)‖Lp(R)

≤ 2ε

para todo t suficientemente grande.

Os seguintes resultados são consequências imediatas.

Teorema 2.18. Sendo u(·, t) solução de (2.1), (2.2) com u(·, t) ∈ Lp(R) e p > 1

tem-se,

t
1
2p‖u(·, t)‖L∞(R) → 0. (2.53)

Demonstração. Analisando a desigualdade de Sobolev (A.12), verificamos

‖u(·, t)‖L∞(R) ≤ C‖ux(·, t)‖
2

2+p

L2(R)‖u(·, t)‖
p

p+2

Lp(R).

Dessa forma,

t
1
2p‖u(·, t)‖L∞(R) ≤ t

1
2pC‖ux(·, t)‖

2
2+p

L2(R)‖u(·, t)‖
p

p+2

Lp(R),

e, pelo Teorema 2.12,

t
1
2p‖u(·, t)‖L∞(R) ≤ C̃‖u(·, 0)‖Lp(R)‖u(·, t)‖

p
p+2

Lp(R).

O resultado segue, pelo Teorema 2.17.
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Teorema 2.19. Sendo u(·, t) solução de (2.1), (2.2) com u(·, t) ∈ Lp(R) então,

lim
t→∞

t
1
2
( 1

p
− 1

r
)‖u(·, t)‖Lr(R) = 0, (2.54)

para cada p ≤ r ≤ ∞.

Demonstração. Os casos r = p e r = ∞ já foram feitos. Analisemos para p < r <∞.

Utilizando a desigualdade de Interpolação (A.8) tem-se,

t
1
2
( 1

p
− 1

r
)‖u(·, t)‖Lr(R) ≤ t

1
2
( 1

p
− 1

r
)‖u(·, t)‖1− p

r

L∞(R)‖u(·, t)‖
p
r

Lp(R).

Assim, por (2.33),

t
1
2
( 1

p
− 1

r
)‖u(·, t)‖Lr(R) ≤ (C(µ)‖u(·, 0)‖Lp(R)t

− 1
2p )1− p

r t
1
2
( 1

p
− 1

r
)‖u(·, t)‖

p
r

Lp(R)

≤ C(µ)1− p
r ‖u(·, 0)‖1− p

r

Lp(R)‖u(·, t)‖
p
r

Lp(R),

e o resultado segue pelo Teorema 2.17.
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3 EQUAÇÃO DE BURGERS

3.1 Introdução

A equação analisada neste caṕıtulo é a equação clássica de Burgers,

ut + cuux = µuxx, x ∈ R, t > 0 (3.1)

onde c, µ são constantes dadas, com c 6= 0 e µ > 0. Esta equação foi introduzida

originalmente por J. M. Burgers [1] em seus estudos sobre turbulência em fluidos,

aparecendo como um modelo básico em diversos outros fenômenos onde efeitos de

adveccção não lineares e difusão linear desempenham papel importante, conforme

[4]. Com efeito, mostraremos no Caṕıtulo 4 que soluções u(·, t) de equações de

advecção-difusão mais gerais da forma

ut + f(u)x = µuxx, x ∈ R, t > 0, (3.2)

onde f é dada (suave), podem ser bem aproximadas para t >> 1 por soluções da

equação (3.1), com c = f
′′
(0), na variável espacial ξ = x − f

′
(0)t. A equação

de Burgers pode ser considerada como uma das equações fundamentais da F́ısica

Matemática.

Em (3.1), assumimos que u(·, t) é conhecida no instante t = 0, com

u(x, 0) = u0(x), x ∈ R, (3.3)

onde se supõe u0 ∈ Lp(R) para algum 1 ≤ p < ∞ e limitada (isto é, u0 ∈ Lp(R) ∩

L∞(R)); a condição (3.3) é entendida no sentido de se ter u(·, t) → u0 em Lp(R),

isto é,

‖u(·, t)− u0‖Lp(R) → 0 ao t→ 0. (3.4)

Para p = 1, E. Hopf [7] e J. Cole [2] mostraram a existência de uma

única solução u(·, t) ∈ C0([0,+∞[, L1(R)), infinitamente diferenciável em R×]0,+∞[,
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e obtiveram a representação expĺıcita

u(x, t) =

∫ +∞
−∞ e−

(x−y)2

4µt ϕ0(y)u0(y)dy∫ +∞
−∞ e−

(x−y)2

4µt ϕ0(y)dy
(3.5)

onde ϕ0(y) = e−
c
2µ

∫ y
−∞ u0(ξ)dξ, introduzindo a mudança de variável

ϕ(x, t) = e−
c
2µ

∫ x
−∞ u(ξ,t)dξ. (3.6)

Mais geralmente, no caso p > 1, existe uma única solução u(·, t) em

C0([0,∞[, Lp(R)) limitada satisfazendo u(·, 0) = u0 conforme (3.4) acima, que é

infinitamente diferenciável em R×]0,∞[ e satisfaz, assim, a equação (3.1) no sentido

clássico para todo t > 0.

Na seção 3.2, derivamos algumas propriedades básicas destas soluções,

análogas às propriedades obtidas no caṕıtulo anterior para a equação do calor; estas

propriedades serão úteis na análise desenvolvida no restante do caṕıtulo. A análise

apresentada detalha os resultados discutidos em [12], [13] e [11].

Na seção 3.3, obtemos diversas estimativas para u(·, t) e, no caso p = 1,

suas derivadas; em particular, mostraremos que

‖u(·, t)‖Lr(R) ≤ C(µ, p, r)‖u(·, 0)‖Lp(R) t
− 1

2
( 1

p
− 1

r
) ∀ t > 0 (3.7)

para todo p ≤ r ≤ ∞, onde C(µ, p, r) é uma constante positiva que depende dos

parâmetros µ, p e r.

A seguir, nas seções 3.4 e 3.5, é mostrado que os limites

lim
t→∞

t
1
2
( 1

p
− 1

r
)‖u(·, t)‖Lr(R) = γ(r, p), p ≤ r ≤ ∞ (3.8)

estão todos bem definidos; como no caso da equação do calor, tem-se γ(r, p) = 0 para

todo r ≥ p quando p > 1, e no caso p = 1 estes limites dependem fundamentalmente

da massa de u(·, t), isto é, a quantidade m ∈ R (invariante no tempo) dada por

m =

∫
R
u(x, t)dx =

∫
R
u0(x)dx. (3.9)



3 Equação de Burgers 35

3.2 Propriedades básicas

Será conveniente iniciarmos considerando o caso p = 1 (isto é, u0 ∈

L1(R)) e examinarmos o comportamento das soluções u(·, t) de (3.1), (3.3) em L1(R).

Para isso, utilizemos as chamadas “funções sinal regularizadas”,ver [8], [12] tomando

S ∈ C1(R) uma função crescente tal que,

S(x) = 1 se x ≥ 1 (3.10)

S(0) = 0 se x = 0 (3.11)

S(x) = −1 se x ≤ −1 (3.12)

e, para cada δ > 0, definindo Lδ ∈ C2(R) como

Lδ(x) =

∫ x

0

S

(
ξ

δ

)
dξ, (3.13)

temos Lδ ≥ 0, L
′′

δ ≥ 0 e

Lδ(x) → |x| ao δ → 0 (3.14)

uniformemente em x ∈ R, com

L
′

δ(x) → sgn x ao δ → 0 (3.15)

para cada x ∈ R, onde sgn denota a função sinal, ou seja,

sgn (x) =


1 se x > 0

0 se x = 0

−1 se x < 0

Aproximando | · | por meio de funções Lδ obtemos o seguinte resultado.

Teorema 3.1 (Monotonicidade de ‖u(·, t)‖L1(R)). Sendo u(·, t) solução de (3.1)

com u(·, 0) ∈ L1(R), então

‖u(·, t)‖L1(R) ≤ ‖u(·, 0)‖L1(R) ∀ t > 0. (3.16)
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Demonstração. Seja T > 0 dado e 0 < t0 < T qualquer. Tomando as funções Lδ,

δ > 0 conforme (3.13), multiplicando (3.1) por L
′

δ(u(x, t)) e ainda integrando em

[t0, T ]× R, obtemos∫ T

t0

∫
R
L
′

δ(u(x, t))ut(x, t)dxdt +

∫ T

t0

∫
R
L
′

δ(u(x, t))f(u(x, t))xdxdt =

=

∫ T

t0

∫
R
L
′

δ(u(x, t))µuxx(x, t)dxdt,

onde f(u) = cu2/2. Com respeito ao primeiro termo, temos∫ T

t0

∫
R
L
′

δ(u(x, t))ut(x, t)dxdt =

∫
R

[∫ T

t0

L
′

δ(u(x, t))ut(x, t)dt

]
dx

=

∫
R
Lδ(u(x, T ))dx−

∫
R
Lδ(u(x, t0))dx.

Por outro lado, para o segundo termo, temos

L
′

δ(u(x, t))f(u(x, t))x = L
′

δ(u(x, t))f
′
(u(x, t))ux(x, t)

=
∂

∂x
F (u(x, t)),

e então∫
R
L
′

δ(u(x, t))f(u(x, t))xdx =

∫
R
L
′

δ(u(x, t))
∂

∂x
f(u(x, t))dx =

∫
R

∂

∂x
F (u(x, t))dx = 0,

onde F (u) :=
∫ u

0
L
′

δ(v)f
′
(v)dv, de modo que∫ T

t0

∫
R
L
′

δ(u(x, t))f(u(x, t))xdx = 0 ∀ t0 ≤ t ≤ T.

Finalmente, para o terceiro termo, temos, integrando por partes,∫ T

t0

∫
R
L
′

δ(u(x, t))µuxx(x, t)dxdt = −
∫ T

t0

∫
R
L
′′

δ (u(x, t))µu
2
x(x, t)dxdt,

de modo que, como L
′′

δ ≥ 0, resulta∫ T

t0

∫
R
L
′

δ(u(x, t))µuxx(x, t)dxdt = −
∫ T

t0

∫
R
L
′′

δ (u(x, t))µu
2
x(x, t)dxdt ≤ 0, ∀ t, δ > 0.

Dessa forma, fazendo δ → 0+, obtemos, por (3.14),∫
R
|u(x, T )|dx−

∫
R
|u(x, t0)|dx ≤ 0;
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para t0 > 0 arbitrário; fazendo t0 → 0+, resulta então∫
R
|u(x, T )|dx ≤

∫
R
|u(x, 0)|dx ∀ T > 0,

como afirmado.

O resultado acima mostra, em particular, que

‖u(·, t)‖L1(R) ≤ ‖u(·, t0)‖L1(R) ≤ ‖u(·, 0)‖L1(R) ∀ 0 ≤ t0 ≤ t, (3.17)

de modo que ‖u(·, t)‖L1(R) decresce monotonicamente com t, quando u(·, 0) ∈ L1(R).

Outra propriedade bastante importante é o Prinćıpio do Máximo,

‖u(·, t)‖L∞(R) ≤ ‖u(·, 0)‖L∞(R) ∀ t > 0, (3.18)

o qual pode ser derivado do seguinte resultado.

Teorema 3.2 (Monotonicidade de ‖u(·, t)‖Lr(R)). Sendo u(·, t) solução de (3.1),

(3.3), onde 1 ≤ p <∞, tem-se

‖u(·, t)‖Lr(R) ≤ ‖u(·, t0)‖Lr(R) ∀ t ≥ t0 ≥ 0, (3.19)

para cada p ≤ r ≤ ∞.

Demonstração. O caso p = r = 1 já foi visto no teorema anterior. Analisemos então

quando r > 1, r ≥ p. Para T > 0 dado, tomando t0 ∈]0, T ], as funções Lδ dadas

e ainda multiplicando (3.1) por rLr−1
δ (u(x, t))L

′

δ(u(x, t)) e integrando R × [t0, T ]

temos,∫ T

t0

∫
R
rLr−1

δ (u)L
′

δ(u)utdxdt +

∫ T

t0

∫
R
rLr−1

δ (u)L
′

δ(u)f
′
(u)uxdxdt =

=

∫ T

t0

∫
R
rLr−1

δ (u(x, t))L
′

δ(u(x, t))µuxxdxdt,

onde, como acima, f(u) = cu2/2.

Por Fubini obtemos,∫ T

t0

∫
R
rLr−1

δ (u(x, t))L
′

δ(u(x, t))utdxdt =

∫
R
Lr

δ(u(x, T ))dx−
∫

R
Lr

δ(u(x, t0))dx.
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Por outro lado,∫
R
Lr−1

δ (u(x, t))L
′

δ(u(x, t))f
′
(u)uxdx =

∫
R

∂

∂x
A(u(x, t))dx = 0

onde A(u) =
∫ u

0
Lr−1

δ (v)L
′

δ(v)f
′
(v)dv.

Lembrando que Lδ ≥ 0 e L
′′

δ ≥ 0 obtemos que,

rµ

∫ T

t0

∫
R
Lr−1

δ (u)L
′

δ(u)uxxdxdt = −rµ
∫ T

t0

∫
R
Lr−1

δ (u)L
′′

δ (u)u
2
xdxdt

≤ 0,

para todo t > 0, de modo que∫
R
Lr

δ(u(x, T ))dx ≤
∫

R
Lr

δ(u(x, t0))dx,

para todo t ≥ t0 ≥ 0. Fazendo δ → 0+ obtém-se

‖u(·, t)‖Lr(R) ≤ ‖u(·, t0)‖Lr(R), (3.20)

em virtude de (3.14).

Finalmente, fazendo r →∞ em (3.20), obtém-se (3.18) como afirmado.

Outra propriedade fundamental das soluções u(·, t) de (3.1), no caso

p = 1 (isto é, u(·, 0) ∈ L1(R)), é o fato de a massa de u(·, t) ser invariante no tempo,

conforme mostramos a seguir.

Teorema 3.3 (Conservação da Massa). Sendo u(·, t) solução de (3.1) com

u(·, 0) ∈ L1(R), tem-se∫
R
u(x, t)dx =

∫
R
u(x, 0)dx ∀ t ≥ 0. (3.21)

Demonstração. Seja T > 0 e tomemos 0 < t0 < T . Integrando (3.1) em [t0, T ]× R

obtemos∫ T

t0

∫
R
ut(x, t)dxdt+

∫ T

t0

∫
R
f(u(x, t))xdxdt =

∫ T

t0

∫
R
µuxx(x, t)dxdt,
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onde f(u) = cu2/2.

Pelo Teorema de Fubini,∫ T

t0

∫
R
ut(x, t)dxdt =

∫
R

[∫ T

t0

ut(x, t)dt

]
dx

=

∫
R
u(x, T )dx−

∫
R
u(x, t0)dx.

Por outro lado,∫ T

t0

∫
R
f(u(x, t))xdxdt =

∫ T

t0

[∫
R

∂

∂x
f(u(x, t))dx

]
dt = 0,

e ∫ T

t0

∫
R
µuxx(x, t)dxdt = µ

∫ T

t0

[∫
R
uxxdx

]
dt = 0.

Dessa forma, ∫
R
u(x, T )dx =

∫
R
u(x, t0)dx;

fazendo t0 → 0+ obtém-se ∫
R
u(x, T )dx =

∫
R
u(x, 0)dx,

como afirmado.

Teorema 3.4 (Contratividade em L1(R)). Sendo u(·, t), ũ(·, t)soluções de (3.1)

correspondentes a estados iniciais u(·, 0), ũ(·, 0) ∈ L1(R), tem-se

‖u(·, t)− ũ(·, t)‖L1(R) ≤ ‖u(·, 0)− ũ(·, 0)‖L1(R) ∀ t > 0. (3.22)

Demonstração. O argumento a seguir é tomado de [6] e [8]. Seja T > 0 dado, e

0 < t0 < T qualquer. Tomando as funções Lδ, δ > 0 dadas em (3.13) e, sendo

w(·, t) = u(·, t)− ũ(·, t), f(u) = cu2/2, temos de

ut + f(u(x, t))x = µuxx(x, t)

ũt + f(ũ(x, t))x = µũxx(x, t)
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que w(·, t) satisfaz

wt + [f ]x = µwxx, (3.23)

onde [f ] := f(ũ+ w)− f(ũ).

Multiplicando (3.23) por L
′

δ(w) e integrando em [t0, T ]× R, obtemos∫ T

t0

∫
R
L
′

δ(w(x, t))wt(x, t)dxdt +

∫ T

t0

∫
R
L
′

δ(w(x, t))[f ]xdxdt = (3.24)

=

∫ T

t0

∫
R
L
′

δ(w(x, t))µwxx(x, t)dxdt.

Examinando o primeiro termo em (3.24) acima, obtemos∫ T

t0

∫
R
L
′

δ(w(x, t))wt(x, t)dxdt =

∫
R

[∫ T

t0

L
′

δ(w(x, t))wt(x, t)dt

]
dx

=

∫
R
Lδ(w(x, T ))dx−

∫
R
Lδ(w(x, t0))dx.

Para o segundo termo, obtemos, integrando por partes∫ T

t0

∫
R
L
′

δ(w(x, t))[f ]xdxdt = −
∫ T

t0

∫
R
L
′′

δ (w(x, t))[f ]wx(x, t)dxdt.

Como, para cada (x, t) fixado, temos

L
′′

δ (w(x, t))[f ]wx(x, t) → 0 ao δ → 0+,

e vale a estimativa

|L′′

δ (w(x, t))[f ]wx(x, t)| = L
′′

δ (w(x, t))|wx(x, t)||f(ũ+ w)− f(ũ)|

≤ EC0|wx(x, t)|

para E > 0, C0 > 0 constantes (C0 dependendo de t0), pelo Teorema da Con-

vergência Dominada de Lebesgue obtemos∫ T

t0

∫
R
L
′′

δ (w(x, t))[f ]wx(x, t)dxdt→ 0 ao δ → 0+.

Finalmente, considerando o terceiro termo em (3.24), obtemos, inte-

grando por partes,∫ T

t0

∫
R
L
′

δ(w(x, t))µwxx(x, t)dxdt = −
∫ T

t0

∫
R
L
′′

δ (w(x, t))µw2
x(x, t)dxdt ≤ 0,
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visto que L
′′

δ ≥ 0. Portanto, resulta de (3.24) acima, a desigualdade∫
R
Lδ(w(x, T ))dx−

∫ T

t0

∫
R
L
′′

δ (w(x, t))[f ]wx(x, t)dxdt ≤
∫

R
Lδ(w(x, t0))dx

para cada δ > 0, 0 < t0 < T . Fazendo δ → 0+ e t0 → 0+, obtemos então∫
R
|w(x, T )|dx ≤

∫
R
|w(x, 0)|dx,

isto é, ∫
R
|u(x, T )− ũ(x, T )|dx ≤

∫
R
|u(x, 0)− ũ(x, 0)|dx,

como afirmado em (3.22).

Usando argumento da literatura [3] e as propriedades (3.21) e (3.22),

podemos estabelecer a seguinte propriedade de monotonicidade.

Teorema 3.5 (Monotonicidade do Operador Solução). Sendo u(·, t), ũ(·, t)

soluções de (3.1) correspondentes a estados iniciais u(·, 0), ũ(·, 0) ∈ L1(R), respec-

tivamente, temos que

u(·, 0) ≤ ũ(·, 0) ⇒ u(·, t) ≤ ũ(·, t), ∀ t > 0

Demonstração. Dado t > 0 tem-se, pelos Teoremas (3.3) e (3.4) acima,∫
R

(|u(x, t)− ũ(x, t)|+ u(x, t)− ũ(x, t)) dx =

=

∫
R
|u(x, t)− ũ(x, t)|dx+

∫
R
u(x, t)dx−

∫
R
ũ(x, t)dx

≤
∫

R
|u(x, 0)− ũ(x, 0)|dx+

∫
R
u(x, 0)dx−

∫
R
ũ(x, 0)dx

=

∫
R
ũ(x, 0)dx−

∫
R
u(x, 0)dx+

∫
R
u(x, 0)dx−

∫
R
ũ(x, 0)dx

= 0.

Portanto, como |u(x, t)− ũ(x, t)|+u(x, t)− ũ(x, t) ≥ 0 para todo x ∈ R,

segue que

|u(x, t)− ũ(x, t)|+ u(x, t)− ũ(x, t) = 0 ∀ x ∈ R,

o que prova o resultado.
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O Teorema 3.4 garante, em particular, a unicidade da solução u(·, t) ∈

C0([0,∞[, L1(R)) do problema (3.1), (3.3) no caso p = 1. Para p > 1, a unicidade da

solução u(·, t) ∈ C0([0,∞[, Lp(R))∩L∞(R×]0,∞[) decorre da seguinte generalização

do Teorema 3.4 a este caso.

Teorema 3.6. Sendo u0, û0 ∈ Lp(R) ∩ L∞(R), 0 < p < ∞ e u(·, t), û(·, t) ∈

C0([0,∞[, Lp(R)) soluções de (3.1) correspondentes aos estados iniciais u0, û0, re-

spectivamente, tem-se

‖u(·, t)− û(·, t)‖Lp(R) ≤ ‖u0 − û0‖Lp(R)e
C(µ,p,K∞)t

para cada t > 0, onde C(µ, p,K∞) denota uma constante cujo valor depende apenas

de µ, p e K∞ > 0 tal que ‖u0‖L∞(R) ≤ K∞, ‖û0‖L∞(R) ≤ K∞.

A prova deste resultado será vista para equações mais gerais no Caṕıtulo

4.

3.3 Decaimento em Lr(R)

Nesta seção, obteremos certas estimativas para u(·, t) e algumas derivadas,

que serão importantes na análise a seguir. Iniciaremos considerando o caso p = 1

(isto é, u(·, 0) ∈ L1(R)).

Teorema 3.7 (Desigualdade de Energia 1). Sendo u(·, t) solução de (3.1) com

u(·, 0) ∈ L1(R), tem-se

T‖u(·, T )‖2
L2(R) + 2µ

∫ T

0

t‖ux(·, t)‖2
L2(R)dt ≤ 2

√
2‖u(·, 0)‖2

L1(R)T
1/2µ−1/2 (3.25)

para todo T > 0.

Demonstração. Os argumentos aqui usados são obtidos analisando a literatura, [12].

Seja T > 0 dado, multiplicando (3.1) por tu(x, t) e integrando em R× [0, T ] temos∫ T

0

t

∫
R
u(x, t)ut(x, t)dxdt +

∫ T

0

t

∫
R
u(x, t)f

′
(u(x, t))ux(x, t)dxdt =

=

∫ T

0

t

∫
R
µu(x, t)uxx(x, t)dxdt,



3 Equação de Burgers 43

onde f(u) = cu2/2.

Usando o Teorema de Fubini e integração por partes,∫ T

0

t

∫
R
u(x, t)ut(x, t)dxdt =

T

2
‖u(·, T )‖2

L2(R) −
1

2

∫ T

0

‖u(·, t)‖2
L2(R)dt. (3.26)

Por outro lado,∫
R
u(x, t)f

′
(u(x, t))ux(x, t)dx =

∫
R

∂

∂x
g(u(x, t))dx = 0, (3.27)

onde g(u) =
∫ u

0
vf

′
(v)dv, e∫ T

0

t

∫
R
µu(x, t)uxx(x, t)dxdt = −µ

∫ T

0

t

∫
R
u2

x(x, t)dxdt

= −µ
∫ T

0

t‖ux(·, t)‖2
L2(R)dt. (3.28)

Portanto, devido a (3.26), (3.27) e (3.28) obtemos,

T

2
‖u(·, T )‖2

L2(R) −
1

2

∫ T

0

‖u(·, t)‖2
L2(R)dt = −µ

∫ T

0

t‖ux(·, t)‖2
L2(R)dt,

isto é,

T‖u(·, T )‖2
L2(R) + 2µ

∫ T

0

t‖ux(·, t)‖2
L2(R)dt =

∫ T

0

‖u(·, t)‖2
L2(R)dt.

Usando a desigualdade de Sobolev (A.11) e posteriormente a desigual-

dade de Hölder (A.4), tem-se∫ T

0

‖u(·, t)‖2
L2(R)dt ≤ 3

√
4

∫ T

0

‖u(·, t)‖4/3

L1(R)‖ux(·, t)‖2/3

L2(R)dt

≤ 3
√

4‖u(·, 0)‖4/3

L1(R)

∫ T

0

‖ux(·, t)‖2/3

L2(R)dt

≤ 22/3‖u(·, 0)‖4/3

L1(R)(2
√
T )2/3(2µ)−1/3

(
2µ

∫ T

0

t‖ux(·, t)‖2
L2(R)dt

)1/3

.

Assim, sendo

E(T ) := T‖u(·, T )‖2
L2(R) + 2µ

∫ T

0

t‖ux(·, t)‖2
L2(R)dt
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temos

E(T ) ≤ 2‖u(·, 0)‖4/3

L1(R)µ
−1/3T 1/3E(T )1/3

o que implica

E(T )2/3 ≤ 2‖u(·, 0)‖4/3

L1(R)µ
−1/3T 1/3

ou seja

E(T ) ≤ 23/2‖u(·, 0)‖2
L1(R)µ

−1/2T 1/2

de onde segue o resultado.

Em particular,

‖u(·, T )‖L2(R) ≤
√

2
√

2‖u(·, 0)‖L1(R)(µT )−1/4 ∀ T > 0, (3.29)

e ainda, ∫ T

0

t‖ux(·, t)‖2
L2(R)dt ≤

√
2‖u(·, 0)‖2

L1(R)µ
−3/2T 1/2. (3.30)

Uma consequência do resultado acima é dada a seguir.

Teorema 3.8. Sendo u(·, t) solução de (3.1) com u(·, 0) ∈ L1(R), tem-se

‖u(·, T )‖L∞(R) ≤ 2

√
2

4
√

2‖u(·, 0)‖L1(R)µ
−1/2T−1/2 ∀ T > 0. (3.31)

Demonstração. Dado T > 0 temos, por (3.30),∫ T

0

t‖ux(·, t)‖2
L2(R)dt ≤

√
2‖u(·, 0)‖2

L1(R)µ
−3/2T 1/2

e então, por (A.9), existe t̂ ∈
[

T
2
, T
]

tal que

t̂‖ux(·, t̂)‖2
L2(R) ≤

√
2µ−3/2‖u(·, 0)‖2

L1(R)T
1/2

T − T
2

isto é,

‖ux(·, t̂)‖L2(R) ≤
√

2
√

2µ−3/4‖u(·, 0)‖L1(R)T
−1/4t̂−1/2. (3.32)

Pela desigualdade de Sobolev (A.10), (3.31) e (3.32) tem-se,

‖u(·, t̂)‖L∞(R) ≤ 2
4
√

2µ−1/2‖u(·, 0)‖L1(R)T
−1/8t̂−3/8

≤ 213/8µ−1/2‖u(·, 0)‖L1(R)T
−1/2,
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uma vez que T ≥ t̂ ≥ T
2
.

Assim,

‖u(·, t̂)‖L∞(R) ≤ 2

√
2

4
√

2µ−1/2‖u(·, 0)‖L1(R)T
−1/2

e o resultado segue, visto que ‖u(·, T )‖L∞(R) ≤ ‖u(·, t̂)‖L∞(R) pelo Prinćıpio do

Máximo.

Teorema 3.9. Sendo u(·, t) solução de (3.1) com u(·, 0) ∈ L1(R), tem-se

‖u(·, t)‖Lr(R) ≤ Cr‖u(·, 0)‖L1(R)(µt)
− 1

2
(1− 1

r
) (3.33)

para cada 1 ≤ r ≤ ∞, onde Cr = 2
13
8

(1− 1
r
).

Demonstração. Os casos r = 1 e r = ∞ já foram estabelecidos (ver Teorema 3.1 e

3.8). Considerando 1 < r <∞, tem-se, para t > 0, usando (A.8),

‖u(·, t)‖Lr(R) ≤ ‖u(·, t)‖
1
r

L1(R)‖u(·, t)‖
1− 1

r

L∞(R)

≤ ‖u(·, 0)‖
1
r

L1(R)

(
2

√
2

4
√

2‖u(·, 0)‖L1(R)(µt)
− 1

2

)1− 1
r

= 2
13
8

(1− 1
r
)(µt)−

1
2
(1− 1

r
)‖u(·, 0)‖L1(R),

como afirmado em (3.33).

Os resultados a seguir tem o objetivo de estabelecer estimativas para

‖ux(·, t)‖L2(R) e ‖uxx(·, t)‖L2(R). Para isso será conveniente introduzirmos K1 > 0 tal

que

‖u(·, 0)‖L1(R) ≤ K1. (3.34)

Note que, pelo Teorema 3.8, temos u(·, t) ∈ L∞(R) para cada t > 0,

com

‖u(·, t)‖L∞(R) ≤ K∞(t0, µ,K1) ∀ t ≥ t0

para cada t0 > 0 dado, onde

K∞(t0, µ,K1) = 2

√
2

4
√

2 K1(µt0)
− 1

2 . (3.35)
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Do Teorema 3.7, segue que, dado t̂0 > 0 qualquer, temos∫ t̂0

0

t‖ux(·, t)‖2
L2(R)dt ≤ C(µ,K1)t̂

1
2
0

para C(µ,K1) constante apropriada dependendo apenas de µ, K1 dados. Pelo Teo-

rema A.9, Anexo A, existe t0 ∈]0, t̂0[ tal que

t0‖ux(·, t0)‖2
L2(R) ≤ C(µ,K1)t̂

− 1
2

0 ,

de modo que, multiplicando por t0, obtemos

t20‖ux(·, t0)‖2
L2(R)dt ≤ C(µ,K1)t̂

1
2
0 ;

assim, como t̂0 > 0 é arbitrário, resulta de (3.25) que podemos tomar uma sequência

(t
(`)
0 )` com

t
(`)2

0 ‖ux(·, t(`)0 )‖2
L2(R) → 0, t

(`)
0 → 0 (3.36)

ao `→∞. Esta observação permite obter o seguinte resultado.

Teorema 3.10 (Desigualdade de Energia 2). Sendo u(·, t) solução de (3.1) com

u(·, 0) ∈ L1(R), tem-se,

T 2‖ux(·, T )‖2
L2(R) + µ

∫ T

0

t2‖uxx(·, t)‖2
L2(R)dt ≤ C(µ,K1)‖u(·, 0)‖2

L1(R)T
1
2 (3.37)

para todo T > 0, onde C(µ,K1) > 0 é uma constante que depende dos parâmetros

µ, K1 > 0 dados em (3.1) e (3.34) acima.

Demonstração. Dado T > 0, tomemos t0 ∈]0, T [ verificando (3.36). Derivando (3.1)

em relação a x, multiplicando por t2ux e integrando em R× [t0, T ], tem-se∫ T

t0

∫
R
t2ux(x, t)utx(x, t)dxdt +

∫ T

t0

t2
∫

R
ux(x, t)(f

′
(u)ux(x, t))xdxdt =

= µ

∫ T

t0

t2
∫

R
ux(x, t)uxxx(x, t)dxdt.

onde f(u) = cu2/2.
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Usando Fubini, conclúımos que:∫ T

t0

∫
R
t2ux(x, t)utx(x, t)dxdt =

∫
R

∫ T

t0

t2
∂

∂t

(
1

2
ux(x, t)

2

)
dtdx

=
T 2

2
‖ux(x, T )‖2

L2(R) −
t20
2
‖ux(x, t0)‖2

L2(R)

−
∫ T

t0

t‖ux(x, t)‖2
L2(R)dt.

Por outro lado,∫
R
ux(x, t)(f

′
(u)ux(x, t))xdx = −

∫
R
f
′
(u)ux(x, t)uxx(x, t)dx

= −
∫

R
(f

′
(u)− f

′
(0))ux(x, t)uxx(x, t)dx,

e também

µ

∫ T

t0

t2
∫

R
ux(x, t)uxxx(x, t)dxdt = −µ

∫ T

t0

t2‖uxx(x, t)‖2
L2(R)dt.

Portanto, obtém-se

T 2‖ux(·, T )‖2
L2(R) + 2µ

∫ T

t0

t2‖uxx(·, t)‖2
L2(R)dt = t20‖ux(·, t0)‖2

L2(R) +

+ 2

∫ T

t0

t‖ux(·, t)‖2
L2(R)dt+ (3.38)

+ 2

∫ T

t0

t2
[∫

R
(f

′
(u)− f

′
(0))ux(x, t)uxx(x, t)dx

]
dt.

Por (3.36), temos

t20‖ux(·, t0)‖2
L2(R) → 0 ao t0 → 0,

e, por (3.25),

2

∫ T

t0

t‖ux(·, t)‖2
L2(R)dt ≤ 2

√
2µ−

3
2‖u(·, 0)‖2

L1(R)T
1
2 .

Analisemos agora o último termo em (3.38). Pela desigualdade de

Cauchy (A.1), com ε = µ, temos

|f ′(u)− f
′
(0)||ux(x, t)||uxx(x, t)| ≤ µ|uxx(x, t)|2 +

1

4µ
|f ′(u)− f

′
(0)|2|ux(x, t)|2

≤ µ|uxx(x, t)|2 +
c2

4µ
|u(x, t)|2|ux(x, t)|2.
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Portanto, para cada t ∈ [t0, T ], resulta∫
R
|f ′(u)−f ′(0)||ux(x, t)||uxx(x, t)|dx ≤ µ‖uxx(·, t)‖2

L2(R)+
c2

4µ

∫
R
|u(x, t)|2u2

x(x, t)dx.

Por (3.31), resulta∫
R
|f ′(u)−f ′(0)||ux(x, t)||uxx(x, t)|dx ≤ µ‖uxx(·, t)‖2

L2(R)+C(µ,K1)t
−1‖ux(·, t)‖2

L2(R).

Portanto, segue de (3.38) que

T 2‖ux(·, T )‖2
L2(R) + µ

∫ T

t0

t2‖uxx(·, t)‖2
L2(R)dt ≤ t20‖ux(·, t0)‖2

L2(R) +

+ C(µ)‖u(·, 0)‖2
L1(R)T

1
2 +

+ C(µ,K1)

∫ T

t0

t‖ux(·, t)‖2
L2(R)dt,

ou seja, por (3.25),

T 2‖ux(·, T )‖2
L2(R) + µ

∫ T

t0

t2‖uxx(·, t)‖2
L2(R)dt ≤ t20‖ux(·, t0)‖2

L2(R) +

+ C(µ)‖u(·, 0)‖2
L1(R)T

2 +

+ C(µ,K1)

∫ T

t0

t‖ux(·, t)‖2
L2(R)dt.

Fazendo t0 → 0, resulta

T 2‖ux(·, T )‖2
L2(R) + µ

∫ T

t0

t2‖uxx(·, t)‖2
L2(R)dt ≤ C(µ)‖u(·, 0)‖2

L1(R)T
1
2 +

+ C(µ,K1)

∫ T

0

t‖ux(·, t)‖2
L2(R)dt,

≤ C(µ,K1)‖u(·, 0)‖2
L1(R)T

1
2

pelo Teorema 3.7, o que conclui o argumento.

O argumento usado na prova do teorema anterior pode ser repetido

para estimar ‖uxx(·, t)‖L2(R) e obter o seguinte resultado.

Teorema 3.11 (Desigualdade de Energia 3). Sendo u(·, t) solução de (3.1) com

u(·, 0) ∈ L1(R), tem-se,

T 3‖uxx(·, T )‖2
L2(R) + 2µ

∫ T

0

t3‖uxxx(·, t)‖2
L2(R)dt ≤ C(µ,K1)‖u(·, 0)‖2

L1(R)T
1
2 (3.39)
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para todo T > 0, para alguma constante C(µ,K1) > 0 que depende dos parâmetros

µ, K1 > 0 introduzidos em (3.1) e (3.34) acima.

Demonstração. Como na derivação de (3.36) acima, obtém-se de (3.37) que existe

sequência (t
(`)
0 )` com

t
(`)3

0 ‖uxx(·, t(`)0 )‖2
L2(R) → 0, t

(`)
0 → 0 (3.40)

ao ` → ∞. Assim, dado T > 0 qualquer, e tomando t0 ∈]0, T [ satisfazendo (3.40),

temos, derivando (3.1) em relação a x duas vezes, multiplicando o resultado por

2t3uxx e integrando em R× [t0, T ],

T 3‖uxx(·, T )‖2
L2(R) + 2µ

∫ T

t0

t3‖uxxx(·, t)‖2
L2(R)dt = t30‖uxx(x, t0)‖2

L2(R) +

+ 3

∫ T

t0

t2‖uxx(x, t)‖2
L2(R)dt+

+ 2

∫ T

t0

t3
∫

R
cu(x, t)uxx(x, t)uxxx(x, t)dxdt+

+ 2c

∫ T

t0

t3
∫

R
u2

x(x, t)uxxx(x, t)dxdt. (3.41)

Por outro lado,∣∣∣∣2c ∫ T

t0

t3
∫

R
u(x, t)uxxuxxxdxdt

∣∣∣∣ ≤ 2|c|
∫ T

t0

t3
∫

R
|u(x, t)||uxx||uxxx|dxdt,

e ∣∣∣∣2c ∫ T

t0

t3
∫

R
u2

xuxxxdxdt

∣∣∣∣ ≤ 2|c|
∫ T

t0

t3
∫

R
|ux|2|uxxx|dxdt;

utilizando a desigualdade de Cauchy (A.1) com ε = µ/4,

2|c|
∫ T

t0

t3
∫

R
|u(x, t)||uxx||uxxx|dxdt ≤ µ

2

∫ T

t0

t3
∫

R
|uxxx|2dxdt+ (3.42)

+
2c2

µ

∫ T

t0

t3
∫

R
|u(x, t))|2|uxx|2dxdt,

e também,

2|c|
∫ T

t0

t3
∫

R
|ux|2|uxxx|dxdt ≤ µ

2

∫ T

t0

t3
∫

R
|uxxx|2dxdt+ (3.43)

+
2c2

µ

∫ T

t0

t3
∫

R
|ux|4dxdt.
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Pelo Teorema 3.8 e por (3.37),∫ T

t0

t3
∫

R
|u(x, t)|2|uxx|2dxdt ≤

∫ T

t0

t3‖u(·, t)‖2
L∞(R)‖uxx(·, t)‖2

L2(R)dt

≤ C(µ,K1)

∫ T

t0

t2‖uxx(·, t)‖2
L2(R)dt

≤ C(µ,K1)‖u(·, 0)‖2
L1(R)T

1/2. (3.44)

Por outro lado, também pelo Teorema 3.8 e pela desigualdade (A.12),

Anexo A, temos,∫ T

t0

t3
∫

R
|ux|4dxdt ≤

∫ T

t0

t3‖ux(·, t)‖4
L4(R)dt

≤ C

∫ T

t0

2t3‖ux(·, t)‖3
L2(R)‖uxx(·, t)‖L2(R)dt

≤ C(µ,K1)

∫ T

t0

t3/2‖ux(·, t)‖L2(R)‖uxx(·, t)‖L2(R)dt

≤ C(µ,K1)

∫ T

t0

t‖ux(·, t)‖2
L2(R)dt+

∫ T

t0

t2‖uxx(·, t)‖2
L2(R)dt

≤ C(µ,K1)‖u(·, 0)‖2
L1(R)T

1/2, (3.45)

pela Desigualdade de Energia (3.25) e (3.37), para C(µ,K1) apropriada. Fazendo

t0 → 0, obtemos o resultado por (3.44), (3.45) e (3.40).

No que segue, vamos examinar o caso em que u(·, 0) ∈ Lp(R) para

p > 1. O caso mais simples é quando 1 < p ≤ 2, que será examinado no resultado

abaixo. O caso p > 2 resulta de uma análise mais geral apresentada no Caṕıtulo 4

(ver Teorema 4.5).

Teorema 3.12. Sendo u(·, t) solução de (3.1) com u(·, 0) ∈ Lp(R), 1 < p ≤ 2,

tem-se

T
1
p‖u(·, T )‖2

L2(R) + 2µ

∫ T

0

t
1
p‖ux(·, t)‖2

L2(R)dt ≤
(

4

p

) 2+p
2p

µ
1
2
− 1

p‖u(·, 0)‖2
Lp(R)T

1
2

(3.46)

para todo T > 0.
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Demonstração. No caso p = 2, temos, multiplicando (3.1) por u(x, t) e integrando

em [0, T ],

‖u(·, T )‖2
L2(R) + 2µ

∫ T

0

‖ux(·, t)‖2
L2(R)dt = ‖u(·, 0)‖2

L2(R),

o que mostra (3.46) neste caso.

Considerando agora 1 < p < 2, multiplicando (3.1) por 2 t
1
p u(x, t) e

integrando em [0, T ], obtemos, integrando por partes,

T
1
p‖u(·, T )‖2

L2(R) + 2µ

∫ T

0

t
1
p‖ux(·, t)‖2

L2(R)dt =
2

p

∫ T

0

t
1
p
−1‖u(·, t)‖2

L2(R),

de modo que, por (A.11), Anexo A, obtemos

T
1
p‖u(·, T )‖2

L2(R) + 2µ

∫ T

0

t
1
p‖ux(·, t)‖2

L2(R)dt ≤

≤ 2

p
4

2−p
2+p

∫ T

0

t
1
p
−1‖u(·, t)‖

4p
2+p

Lp(R)‖ux(·, t)‖
4−2p
2+p

L2(R)dt

≤ 2

p
4

2−p
2+p‖u(·, 0)‖

4p
2+p

Lp(R)

∫ T

0

t
1
p
−1‖ux(·, t)‖

4−2p
2+p

L2(R)dt

≤ 4

p
µ−

2−p
2+p‖u(·, 0)‖

4p
2+p

Lp(R)T
p

p+2

(
2µ

∫ T

0

t
1
p‖ux(·, t)‖2

L2(R)dt

) 2−p
2+p

pela desigualdade de Hölder. Isso implica que

T
1
p‖u(·, T )‖2

L2(R) + 2µ

∫ T

0

t
1
p‖ux(·, t)‖2

L2(R)dt ≤

≤
(

4

p

) 2+p
2p

µ−
2−p
2p ‖u(·, 0)‖2

Lp(R)T
1
2

para todo T > 0, o que conclui o argumento.

Uma consequência importante deste resultado é dada a seguir.

Teorema 3.13. Sendo u(·, t) solução de (3.1) com u0 ∈ Lp(R), 1 < p ≤ 2, temos

‖u(·, t)‖L∞(R) ≤ Cp µ
− 1

2p‖u(·, 0)‖Lp(R)t
− 1

2p (3.47)

para todo t > 0, onde Cp =
4
√

2
√

2 2
p+3
2p

p
2+p
4p

.
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Demonstração. Do Teorema 3.12, temos, para T > 0 qualquer,

‖u(·, T )‖L2(R) ≤
(

4

p

) 2+p
4p

µ
1
2
( 1
2
− 1

p
)‖u(·, 0)‖Lp(R)T

1
2
( 1
2
− 1

p
) (3.48)

e ∫ T

T
2

t
1
p‖ux(·, t)‖2

L2(R)dt ≤
1

2

(
4

p

) 2+p
2p

µ−
1
2
− 1

p‖u(·, 0)‖2
Lp(R)T

1
2 , (3.49)

de modo que, por (A.9), Anexo A, existe t∗ ∈ [T
2
, T ] tal que

t
1
p
∗ ‖ux(·, t∗)‖2

L2(R) ≤
(

4

p

) 2+p
2p

µ−
1
2
− 1

p‖u(·, 0)‖2
Lp(R)T

− 1
2 ,

isto é

‖ux(·, t∗)‖L2(R) ≤
(

4

p

) 2+p
4p

µ−
1
2
( 1
2
+ 1

p
)‖u(·, 0)‖Lp(R)T

− 1
4 t
− 1

2p
∗ . (3.50)

Portanto, por (A.10), resulta

‖u(·, t∗)‖L∞(R) ≤
√

2 ‖u(·, t∗)‖
1
2

L2(R)‖ux(·, t∗)‖
1
2

L2(R)

≤
√

2

(
4

p

) 2+p
4p

µ−
1
2p‖u(·, 0)‖Lp(R)T

− 1
8 t
− 1

2p
+ 1

8
∗ ,

e então, pelo prinćıpio do máximo,

‖u(·, T )‖L∞(R) ≤ ‖u(·, t∗)‖L∞(R)

≤ 4

√
2
√

2 2
p+3
2p

(
1

p

) 2+p
4p

µ−
1
2p‖u(·, 0)‖Lp(R)T

− 1
2p .

Em particular, por interpolação, obtemos a seguinte estimativa.

Teorema 3.14. Sendo u(·, t) solução de (3.1) com u(·, 0) ∈ Lp(R), 1 < p ≤ 2,

tem-se, para cada p ≤ r ≤ ∞,

‖u(·, t)‖Lr(R) ≤ C(r, p)‖u(·, 0)‖Lp(R)(µt)
− 1

2
( 1

p
− 1

r
) (3.51)

para todo t > 0, onde C(r, p) = C
1− r

p
p , Cp > 0 dada no Teorema 3.13.
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Demonstração. De (A.8), Anexo A,

‖u(·, t)‖Lr(R) ≤ ‖u(·, t)‖
r
p

Lp(R)‖u(·, t)‖
1− r

p

L∞(R)

≤ ‖u(·, 0)‖
r
p

Lp(R)(Cp ‖u(·, 0)‖Lp(R)µ
− 1

2p t−
1
2p )1− r

p ,

usando Teorema 3.2 e 3.13.

Finalmente, como será mostrado em maior generalidade no Caṕıtulo 4

a seguir (ver Teorema 4.5), temos a seguinte estimativa para as soluções u(·, t) ∈

C0([0,∞[, Lp(R)) limitadas no caso 1 ≤ p <∞ qualquer.

Teorema 3.15. Sendo f continuamente diferenciável, e supondo u0 ∈ Lp(R) ∩

L∞(R), 1 ≤ p <∞, a solução u(·, t) de (3.1), (3.3) satisfaz

‖u(·, t)‖Lr(R) ≤ C(p, µ)‖u0‖Lp(R)t
− 1

2
( 1

p
− 1

r
) ∀ t > 0 (3.52)

para cada p ≤ r ≤ ∞.

3.4 Comportamento em Lr(R), r ≥ p, p = 1

Nesta seção, obteremos vários resultados assintóticos (ao t→ +∞) para

as soluções u(·, t) da equação de Burgers (3.1) correspondentes a estados iniciais

u0 ∈ L1(R). Seria útil no que segue, introduzirmos a transformação de Hopf-Cole

[7], [2],

ϕ(x, t) = e−
c
2µ

∫ x
−∞ u(ξ,t)dξ (3.53)

cuja inversa é dada por

u(x, t) = −2µ

c

ϕx(x, t)

ϕ(x, t)
. (3.54)

Em termos de ϕ(·, t) a equação (3.1) produz

ϕt = µϕxx, x ∈ R, t > 0 (3.55)

ϕ(x, 0) = ϕ0(x), (3.56)

onde

ϕ0(x) = e−
c
2µ

∫ x
−∞ u0(ξ)dξ. (3.57)
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Como u0 ∈ L1(R), obtemos ϕ0 ∈ L∞(R), com

e−
c
2µ
‖u0‖L1(R) ≤ ϕ0(x) ≤ e

c
2µ
‖u0‖L1(R) (3.58)

para todo x ∈ R, de modo que 1/ϕ0 ∈ L∞(R). Mais geralmente, por (A.1), temos

e−
c
2µ
‖u0‖L1(R) ≤ ϕ(x, t) ≤ e

c
2µ
‖u0‖L1(R) (3.59)

para todo x ∈ R, t ≥ 0. De (3.55) e (3.56), obtemos

ϕ(x, t) =
1√

4πµt

∫ +∞

−∞
e−

(x−y)2

4µt ϕ0(y) dy, (3.60)

de modo que, por (3.54), obtemos a seguinte representação expĺıcita para a solução

u(·, t),

u(x, t) =
1√

4πµt

1

ϕ(x, t)

∫ +∞

−∞
e−

(x−y)2

4µt ϕ0(y) u0(y) dy, (3.61)

onde ϕ, ϕ0 são dadas em (3.53) e (3.57) acima.

Lema 3.1. Sendo u0 ∈ L1(R) tal que
∫ +∞
−∞ u0(x)dx = 0. Então, para todo p ≤ r ≤

∞ tem-se,

lim
t→∞

t−
1
2
(1− 1

r
)‖u(·, t)‖Lr(R) = 0.

Demonstração. De fato, por (3.55) e (3.56) vemos que ϕx satisfaz o Lema 2.3, então,

para todo p ≤ r ≤ ∞,

lim
t→∞

t−
1
2
(1− 1

r
)‖ϕx(·, t)‖Lr(R) = 0.

Visto que 1/ϕ é uniformemente limitado, o mesmo é verdade para u(·, t)

dado em (3.61).

Lema 3.2. Sendo u0, v0 ∈ L1(R) tal que∫ +∞

−∞
u0(x)dx =

∫ +∞

−∞
v0(x)dx

onde u(·, t) e v(·, t) são soluções de (3.1) correspondendo a estados iniciais u0 e v0

respectivamante. Então, para todo 1 ≤ r ≤ ∞, tem-se

lim
t→∞

t
1
2
(1− 1

r
)‖u(·, t)− v(·, t)‖Lr(R) = 0.
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Demonstração. Sendo ϕ, ψ transformações de Hopf-Cole de u, v respectivamente,

isto é,

ϕ(x, t) = e−
c
2µ

∫ x
−∞ u(ξ,t)dξ , ψ(x, t) = e−

c
2µ

∫ x
−∞ v(ξ,t)dξ

e, tomando ω = ϕx − ψx, temos que ω tem massa nula e satisfaz ωt = µωxx, assim,

pelo Lema 2.3,

lim
t→∞

t
1
2
(1− 1

r
)‖ϕx(·, t)− ψx(·, t)‖Lr(R) = 0

para todo p ≤ r ≤ ∞, ou seja,

lim
t→∞

t
1
2
(1− 1

r
)‖ϕ(·, t)u(·, t)− ψ(·, t)v(·, t)‖Lr(R) = 0.

Sendo 1/ϕ(·, t), 1/ψ(·, t) uniformemente limitados e

lim
t→∞

‖ϕ(·, t)− ψ(·, t)‖L∞(R) = 0,

segue o resultado.

Teorema 3.16. Dado u0 ∈ L1(R), a solução u(·, t) de (3.1) satisfaz

lim
t→∞

‖u(·, t)‖L1(R) = |m| (3.62)

lim
t→∞

t
1
2
(1− 1

r
)‖u(·, t)‖Lr(R) =

|m|√
4πµ

(4µ)
1
2r

∣∣∣∣ 2µcm(1− e−
cm
2µ )

∣∣∣∣ ‖F‖Lr(R) (3.63)

lim
t→∞

t
1
2‖u(·, t)‖L∞(R) =

|m|√
4πµ

∣∣∣∣ 2µcm(1− e−
cm
2µ )

∣∣∣∣ ‖F‖L∞(R), (3.64)

onde F ∈ L1(R) ∩ L∞(R) e é dada por

F(ξ) =
e−ξ2

σ − h erf(ξ)
,

onde

erf(ξ) =
1√
π

∫ ξ

0

es2

ds,

σ =
1 + e−

cm
2µ

2

e

h =
∣∣∣1− e−

cm
2µ

∣∣∣
e

m =

∫ +∞

−∞
u0(x)dx.
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Demonstração. Devido ao Lema 3.2, é suficiente mostrar o resultado para o estado

particular inicial u0 = mX[0,1], no caso u(x, t) é dado por

u(x, t) =
m√
4πµt

1

ϕ(x, t)

∫ 1

0

e−
(x−y−at)2

4µt ϕ0(y)dy

onde

ϕ(x, t) =
1√

4πµt

∫ +∞

−∞
e−

(x−y−at)2

4µt ϕ0(y)dy

com

ϕ0(x) = e−
c
2µ

∫ x
−∞ u0(ξ)dξ.

Em particular, para todo t > 0,

‖u(·, t)‖L1(R) =

∣∣∣∣∫ +∞

−∞
u(x, t)dx

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∫ +∞

−∞
u0(x)dx

∣∣∣∣ = |m|

o qual mostra (3.62). Para mostrar (3.63) e (3.64), introduziremos,

H0(x) =

 1, x < α

e−
cm
2µ , x > α

(3.65)

onde α > 0 satisfaz ∫ +∞

−∞
(H0(x)− ϕ0(x))dx = 0 (3.66)

isto é,

α+ (1− α)e−
cm
2µ =

2µ

cm
(1− e−

cm
2µ ).

Sendo

H(x, t) =
1√

4πµt

∫ +∞

−∞
e−

(x−y)2

4µt H0(y)dy (3.67)

temos, por (3.66) e Lema 2.3,

lim
t→∞

t
1
2
(1− 1

r
)‖H(·, t)− ϕ(·, t)‖Lr(R) = 0

para todo p ≤ r ≤ ∞, tal que

lim
t→∞

t
1
2
(1− 1

r
)‖u(·, t)− ω(·, t)‖Lr(R) = 0

onde ω é definido por

ω(x, t) =
m√
4πµt

1

H(x, t)

∫ 1

0

e−
(x−y−at)2

4µt H0(y)dy
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e H(x, t) é dado em (3.67), isto é,

H(x, t) = σ − γ h erf(
x− α√

4µt
),

onde γ é o sinal do produto cm (isto é, γ = 1 se cm > 0, γ = −1 se cm < 0).

Queremos agora derivar (3.63), para p ≤ r ≤ ∞. Dado ξ ∈ R, temos

ω(α+ ξ
√

4µt, t) =
m√
4πµt

1

σ − γ h erf(ξ)

∫ 1

0

e
−(ξ+ α−y√

4µt
)2H0(y)dy, (3.68)

tal que

t
r
2
− 1

2‖ω(·, t)‖r
Lr(R) = (

|m|√
4πµt

)r
√

4µ

∫ +∞

−∞

1

|σ − γ h erf(ξ)|r

∣∣∣∣∫ 1

0

e
−(ξ+ α−y√

4µt
)2H0(y)dy

∣∣∣∣r dξ.
Dessa forma, para todo ξ ∈ R e t ≥ 1/4µ, temos,∣∣∣∣∫ 1

0

e
−(ξ+ α−y√

4µt
)2H0(y)dy

∣∣∣∣r ≤ e−
r
2
ξ2+1‖H0‖r

Lr(0,1),

e, pelo Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue, obtemos,

lim
t→∞

t
1
2
(1− 1

r
)‖ω(·, t)‖Lr(R) =

|m|√
4πµt

(4µ)
1
2r

(∫ 1

0

H0(y)dy

)(∫ +∞

−∞

∣∣∣∣∣ e−ξ2

σ − γ h erf(ξ)

∣∣∣∣∣
r

dξ

)1/r

=
|m|√
4πµt

(4µ)
1
2r

∣∣∣∣ 2µcm(1− e−
cm
2µ )

∣∣∣∣ ‖F‖Lr(R)

por (3.65) e (3.66). Isto nos mostra (3.63). Finalmente, para p = ∞, nos observamos

que, fazendo t→∞ em (3.68), obtemos,

lim inf
t→∞

t
1
2‖ω(·, t)‖L∞(R) ≥

|m|√
4πµt

∣∣∣∣ 2µcm(1− e−
cm
2µ )

∣∣∣∣ e−ξ2

σ − γ h erf(ξ)

para todo ξ ∈ R tal que

lim inf
t→∞

t
1
2‖ω(·, t)‖L∞(R) ≥

|m|√
4πµt

∣∣∣∣ 2µcm(1− e−
cm
2µ )

∣∣∣∣ ‖F‖L∞(R). (3.69)

Por outro lado, para t > 0 seja ξt ∈ R tal que

‖ω(·, t)‖L∞(R) = |ω(α+ ξt
√

4µt, t)|. (3.70)

Assim, lim inf
t→∞

t
1
2‖ω(·, t)‖L∞(R) > 0 por (3.69). Agora, tomando qualquer sequência

tn →∞ tal que ξn → ξ∗, então temos, por (3.68), (3.70),

√
tn‖ω(·, tn)‖L∞(R) =

|m|√
4πµt

1

σ − γ h erf(ξ)

∫ 1

0

e
−(ξn+ α−y√

4µtn
)2H0(y)dy
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assim, fazendo n→∞,

lim
t→∞

√
tn‖ω(·, tn)‖L∞(R) =

|m|√
4πµt

∣∣∣∣ 2µcm(1− e−
cm
2µ )

∣∣∣∣ e−ξ2
∗

σ − γ h erf(ξ∗)
.

Isto resulta,

lim sup
t→∞

t
1
2‖ω(·, t)‖L∞(R) ≤

|m|√
4πµt

∣∣∣∣ 2µcm(1− e−
cm
2µ )

∣∣∣∣ ‖F‖L∞(R),

a qual, juntamente com (3.70), mostra (3.64).

3.5 Comportamento em Lr(R), r ≥ p, p > 1

Vejamos como a solução u(·, t) de (3.1), (3.3) se comporta, com respeito

a suas normas ‖ · ‖Lr , quando r ≥ p e 1 < p <∞.

Teorema 3.17. Sendo u(·, t) solução de (3.1), (3.3) com u(·, 0) ∈ Lp(R) ∩ L∞(R),

1 < p <∞, então

‖u(·, t)‖Lp(R) → 0 ao t→∞. (3.71)

Demonstração. Dado ε > 0, tome R > 0 suficientemente grande tal que∫
|x|≥R

|u0(x)|pdx ≤
( ε

2

)p

(3.72)

e seja v0 ∈ Lp(R) dada por

v0(x) =

 0, |x| ≤ R

u0(x), |x| > R
(3.73)

Em particular, |v0(x)| ≤ |u0(x)| para todo x ∈ R, de modo que∫
R
|v0(x)|pdx ≤

∫
R
|u0(x)|pdx ≤ Kp

p <∞.

Sendo v(·, t) solução de vt + cvvx = µvxx com v(·, 0) = v0, temos, pelo

Teorema 3.2,

‖v(·, t)‖Lp(R) ≤ ‖v0‖Lp(R) =

(∫
R
|v0(x)|pdx

)1/p

=

(∫
|x|≥R

|u0(x)|pdx
)1/p

≤ ε

2
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para todo t > 0, ou seja,

‖v(·, t)‖Lp(R) ≤
ε

2
, ∀ t > 0.

Por outro lado, pela desigualdade de Interpolação (A.8),

‖u(·, t)− v(·, t)‖Lp(R) ≤ ‖u(·, t)− v(·, t)‖1/p

L1(R)‖u(·, t)− v(·, t)‖1−1/p
L∞(R)

≤ ‖u0(·)− v0(·)‖1/p

L1(R)(‖u(·, t)‖L∞(R) + ‖v(·, t)‖L∞(R))
1−1/p

≤ C t−1/2p → 0

por (3.22) e Teorema 3.13. Assim, podemos tomar t0 = t0(ε) > 0 suficientemente

grande tal que

‖u(·, t)− v(·, t)‖Lp(R) ≤
ε

2
∀ t ≥ t0. (3.74)

Dáı temos,

‖u(·, t)‖Lp(R) ≤ ‖u(·, t)− v(·, t)‖Lp(R) + ‖v(·, t)‖Lp(R) ≤
ε

2
+
ε

2
= ε,

para todo t ≥ t0.

Teorema 3.18. Sendo u(·, t) solução de (3.1), (3.3) com u0 ∈ Lp(R) ∩ L∞(R) e

1 < p <∞, tem-se

lim
t→+∞

t
1
2
( 1

p
− 1

r
)‖u(·, t)‖Lr(R) = 0 (3.75)

para cada p ≤ r ≤ ∞, uniformemente em r.

Demonstração. O caso r = p foi examinado no Teorema 3.17 acima, e r = ∞

resulta do Teorema 4.10 (mais geral) a ser visto no Caṕıtulo 4. Uma vez obtido

(3.75) para r = p e r = ∞, obtém-se a mesma propriedade para todo p < r < ∞,

por interpolação: pela desigualdade (A.8), tem-se

t
1
2
( 1

p
− 1

r
)‖u(·, t)‖Lr(R) ≤ ‖u(·, t)‖

p
r

Lp(R) t
1
2
( 1

p
− 1

r
)‖u(·, t)‖1− p

r

L∞(R)

≤ ‖u(·, t)‖
p
r

Lp(R)

(
t

1
2p‖u(·, t)‖L∞(R)

)1− p
r

→ 0 ao t→ +∞,

o que conclui o argumento.
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4 EQUAÇÃO DE BURGERS

GENERALIZADA

4.1 Introdução

Neste caṕıtulo vamos estender os resultados anteriores às soluções u(·, t)

de equações da forma

ut + f(u)x = µuxx, x ∈ R, t > 0 (4.1)

associadas a estados iniciais u0 ∈ Lp(R) limitados,

u(·, 0) = u0 ∈ Lp(R) ∩ L∞(R), (4.2)

onde 1 ≤ p < ∞. Em (4.1), µ denota uma constante positiva, dita “constante (ou

coeficiente) de viscosidade”, e f : R → R é função (suave) dada. Nestas condições,

existe uma única u(·, t) ∈ C0([0,∞[, Lp(R)) limitada satisfazendo (4.1) no sentido

clássico em R×]0,+∞[ e tal que u(·, 0) = u0 em Lp(R), isto é,

‖u(·, t)− u0‖Lp(R) → 0 ao t→ 0+. (4.3)

Na seção 4.2, vamos revisar algumas propriedades básicas de u(·, t), que

serão úteis na análise do restante do caṕıtulo. Na seção 4.3, taxas de decaimento

(ao t→ +∞) serão obtidas, e em particular será mostrado que

‖u(·, t)‖Lr(R) ≤ C(p, µ,Kp, K∞).t−
1
2
( 1

p
− 1

r
) (4.4)

para todo t > 0 e cada p ≤ r ≤ ∞, onde C(p, µ,Kp, K∞) é uma constante depen-

dendo de p, µ, e Kp, K∞ escolhidas de modo a se ter

‖u0‖Lp(R) ≤ Kp, ‖u0‖L∞(R) ≤ K∞. (4.5)

No caso p = 1, isto é, u0 ∈ L1(R)∩L∞(R), é mostrado na seção 4.4 que

‖u(·, t)− v(·, t)‖L1(R) → 0 ao t→ +∞ (4.6)
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onde v(·, t) é solução da equação de Burgers

vt + f
′
(0)vx + f

′′
(0)vvx = µvxx (4.7)

com v(·, 0) tendo a mesma massa de u0, isto é,∫
R
v(x, 0)dx =

∫
R
u0(x)dx ≡ m. (4.8)

Este resultado permite estender as propriedades assintóticas vistas para

a equação de Burgers (Caṕıtulo 3) para as soluções u(·, t) de (4.1) acima; em par-

ticular, no caso p = 1, para quaisquer soluções u(·, t), û(·, t) de (4.1) transportando

a mesma massa, tem-se

lim
t→+∞

‖u(·, t)− û(·, t)‖L1(R) = 0, (4.9)

tendo-se os limites

lim
t→+∞

t
1
2
(1− 1

r
)‖u(·, t)‖Lr(R) = γr (4.10)

bem definidos para cada 1 ≤ r ≤ ∞ e não nulos para m 6= 0, com

lim
t→+∞

‖u(·, t)‖L1(R) = |m|. (4.11)

Finalmente, na seção 4.5, examinamos o caso p > 1, obtendo (como no

Caṕıtulo 3)

lim
t→+∞

‖u(·, t)‖Lp(R) = 0 (4.12)

e, em conseqüência,

lim
t→+∞

t
1
2
( 1

p
− 1

r
)‖u(·, t)‖Lr(R) = 0 (4.13)

para todo p ≤ r ≤ ∞, uniformemente em r.

4.2 Propriedades básicas

Sendo u(·, t) ∈ C0([0,∞[, Lp(R)) solução de (4.1), (4.2), podemos obter,

repetindo os argumentos utilizados no Caṕıtulo 3 para a equação de Burgers, os

resultados dados nos Teoremas 4.1 e 4.2 a seguir.
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Teorema 4.1 (Monotonicidade de ‖u(·, t)‖Lr(R)). Sendo u0 ∈ Lp(R) ∩ L∞(R),

1 ≤ p <∞, e u(·, t) a solução de (4.1), (4.2) correspondente, tem-se

‖u(·, t)‖Lr(R) ≤ ‖u0‖Lr(R) ∀ t > 0 (4.14)

para cada p ≤ r ≤ ∞.

O caso r = ∞ correspondente ao prinćıpio do máximo

sup
x∈R

|u(x, t)| ≤ ess sup
x∈R

|u0(x)| ∀ t > 0, (4.15)

onde ess sup denota o supremo essencial de |u0(·)|.

Teorema 4.2 (Contratividade em L1(R)). Sendo u0, û0 ∈ L1(R), as soluções

correspondentes u(·, t), û(·, t) ∈ C0([0,∞[, L1(R)) satisfazem

‖u(·, t)− û(·, t)‖L1(R) ≤ ‖u0 − û0‖L1(R) ∀ t > 0. (4.16)

No caso p > 1, obtém-se a seguinte versão para a desigualdade (4.16)

acima.

Teorema 4.3. Sendo u0, û0 ∈ Lp(R) ∩ L∞(R), 1 < p < ∞ e u(·, t), û(·, t) ∈

C0([0,∞[, Lp(R)) soluções limitadas de (4.1) correspondentes aos estados iniciais,

u0, û0, respectivamente, tem-se

‖u(·, t)− û(·, t)‖Lp(R) ≤ ‖u0 − û0‖Lp(R) e
B(µ,p,K∞)t ∀ t > 0, (4.17)

onde B(µ, p,K∞) denota uma constante que depende apenas dos valores de µ, p e

K∞ > 0 tal que ‖u0‖L∞(R) ≤ K∞, ‖û0‖L∞(R) ≤ K∞.

Demonstração. Sendo θ(·, t) := u(·, t)− û(·, t), tem-se θ(·, t) satisfazendo

θt + [f ]x = µθxx (4.18)
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onde [f ] := f(û + θ) − f(û). Tomando uma famı́lia de funções sinal regularizadas

L
′

δ(·), obtém-se, multiplicando (4.18) por pLδ(θ)
p−1L

′

δ(θ) e integrando em R× [0, T ],∫
R
Lδ(θ(x, T ))pdx + µp(p− 1)

∫ T

0

∫
R
Lδ(θ)

p−2L
′

δ(θ)
2θ2

xdxdt+

+ µp

∫ T

0

∫
R
Lδ(θ)

p−1L
′′

δ (θ)θ
2
xdxdt

=

∫
R
Lδ(θ(x, 0))pdx+ p(p− 1)

∫ T

0

∫
R
Lδ(θ)

p−2L
′

δ(θ)
2θx[f ]dxdt+

+ p

∫ T

0

∫
R
Lδ(θ)

p−1L
′′

δ (θ)θx[f ]dxdt.

Como |θx[f ]| ≤ C(K∞, µ)θ2 + µθ2
x/2 para C(K∞, µ) > 0 constante

apropriada, resulta∫
R
Lδ(θ(x, T ))pdx +

µ

2
p(p− 1)

∫ T

0

∫
R
Lδ(θ)

p−2L
′

δ(θ)
2θ2

xdxdt+

+ µp

∫ T

0

∫
R
Lδ(θ)

p−1L
′′

δ (θ)θ
2
xdxdt

≤
∫

R
Lδ(θ(x, 0))pdx+ C(K∞, µ)p(p− 1)

∫ T

0

∫
R
Lδ(θ)

p−2L
′

δ(θ)
2θ2dxdt+

+ p

∫ T

0

∫
R
Lδ(θ)

p−1L
′′

δ (θ)θx[f ]dxdt,

para cada δ > 0; fazendo δ → 0, obtém-se:

‖θ(·, T )‖p
Lp(R) ≤ ‖θ(·, 0)‖p

Lp(R) + C(µ, p,K∞)

∫ T

0

‖θ(·, t)‖p
Lp(R)dt

para C(µ, p,K∞) constante dependendo apenas de µ, p e K∞. Pela desigualdade de

Gronwall [8], tem-se então

‖θ(·, T )‖p
Lp(R) ≤ ‖θ(·, 0)‖p

Lp(R)e
C(µ,p,K∞)T ,

o que mostra o resultado.

4.3 Decaimento

Considerando inicialmente o caso p = 1, isto é, u0 ∈ L1(R) ∩ L∞(R),

obtém-se os seguintes resultados.
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Teorema 4.4. Sendo f continuamente diferenciável, e supondo u0 ∈ L1(R)∩L∞(R),

tem-se

‖u(·, t)‖L2(R) ≤
√

2
√

2‖u0‖L1(R)µ
− 1

4 t−
1
4 ∀ t > 0. (4.19)

Com efeito, procedendo como no Caṕıtulo 3, resulta que u(·, t) satisfaz

a desigualdade

T‖u(·, T )‖2
L2(R) + 2µ

∫ T

0

t‖ux(·, t)‖2
L2(R)dt ≤

2
√

2
√
µ
‖u0‖2

L1(R)T
1
2 , (4.20)

para cada T > 0 dado. Diferenciando (4.1) com relação a x e multiplicando por

2t2ux(x, t), a integração em R× [0, T ] produz, então,

T 2‖ux(·, T )‖2
L2(R) + 2µ

∫ T

0

t2‖uxx(·, t)‖2
L2(R)dt =

= 2

∫ T

0

t2
∫

R
f
′
(u)uxuxx dx dt

= 2

∫ T

0

t2
∫

R
(f

′
(u)− f

′
(0))uxuxx dx dt; (4.21)

como, por (4.20), resulta, repetindo o argumento do Caṕıtulo 3,

‖u(·, t)‖L∞(R) ≤
2
√

2
√
µ
‖u0‖L1(R)t

− 1
2 ∀ t > 0, (4.22)

segue imediatamente de (4.20) e (4.21) que

T 2‖ux(·, T )‖2
L2(R) + µ

∫ T

0

t2‖uxx(·, t)‖2
L2(R)dt ≤ C(µ,K∞)‖u0‖2

L1(R)T
1
2 (4.23)

para todo T > 0, onde C(µ,K∞) denota uma constante dependendo apenas dos

valores de µ, K∞. Diferenciando (4.1) duas vezes e repetindo o argumento, como

no Caṕıtulo 3, resulta

T 3‖uxx(·, T )‖2
L2(R) + µ

∫ T

0

t3‖uxxx(·, t)‖2
L2(R)dt ≤ C(µ,K1, K∞)‖u0‖2

L1(R)T
1
2 (4.24)

para todo T > 0, e assim sucessivamente, assumindo f suave.

Por outro lado, no caso 1 < p ≤ 2, obtemos (repetindo o argumento

visto no Caṕıtulo 3),

T
1
p‖u(·, T )‖2

L2(R) + 2µ

∫ T

0

t
1
p‖ux(·, t)‖2

L2(R)dt ≤ Cp‖u0‖2
Lp(R)µ

1
2
− 1

pT
1
2 (4.25)
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para todo T > 0, onde Cp > 0 é constante dependendo apenas de p. Em particular,

resulta

‖u(·, t)‖L2(R) ≤ C(p, µ)‖u0‖Lp(R)t
− 1

2
( 1

p
− 1

2
), (4.26)

‖u(·, t)‖L∞(R) ≤ C(p, µ)‖u0‖Lp(R)t
− 1

2p , (4.27)

para todo t > 0, e certa constante C(p, µ) > 0 dependendo apenas dos parâmetros

p, µ. Por interpolação, resulta

‖u(·, t)‖Lr(R) ≤ C(p, µ)‖u0‖Lp(R)t
− 1

2
( 1

p
− 1

r
) ∀ t > 0 (4.28)

para cada p ≤ r ≤ ∞, e certa constante C(p, µ) > 0 apropriada.

Finalmente, no caso p > 2, podemos obter (4.28) como segue. Tomando

q ≥ p da forma q = 4`, ` ∈ N, multiplicamos (4.1) por qtγu(x, t)q−1, onde γ = q
p
, e

integramos em R×[0,T] para obter

T γ‖u(·, T )‖q
Lq(R) + q(q − 1)µ

∫ T

0

tγ
∫

R
u(x, t)q−2u2

xdxdt = γ

∫ T

0

tγ−1‖u(·, t)‖q
Lq(R)dt,

ou seja, em termos de w(·, t) := u(·, t) q
2 ,

T γ‖w(·, T )‖2
L2(R) + 4µ

(
1− 1

q

)∫ T

0

tγ‖wx(·, t)‖2
L2(R)dt = γ

∫ T

0

tγ−1‖w(·, t)‖2
L2(R)dt.

(4.29)

Como,

‖w(·, t)‖2
L2(R) =

∫
R
|w(x, t)|2

p
q |w(x, t)|2

q−p
q dx

≤
∫

R
|w(x, t)|2

p
q ‖w(·, t)‖

2 q−p
q

L∞(R) dt

= ‖u(·, t)‖p
Lp(R) ‖w(·, t)‖

2 q−p
q

L∞(R)

≤ 21− p
q ‖u(·, t)‖p

Lp(R) ‖w(·, t)‖
1− p

q

L2(R) ‖wx(·, t)‖
1− p

q

L2(R),

resulta

‖w(·, t)‖L2(R) ≤ 2
1−p/q
1+p/q ‖u(·, t)‖

p
1+p/q

Lp(R) ‖wx(·, t)‖
1−p/q
1+p/q

L2(R) , (4.30)

de modo que (4.29) fornece, lembrando (4.14), obtemos

T γ‖w(·, T )‖2
L2(R) + 4µ

(
1− 1

q

)∫ T

0

tγ‖wx(·, t)‖2
L2(R)dt ≤

≤ γ 4
1−p/q
1+p/q ‖u0‖

2p
1+p/q

Lp(R)

∫ T

0

tγ−1‖wx(·, t)‖
2

1−p/q
1+p/q

L2(R) dt.
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Como no Caṕıtulo 3, resulta, pela desigualdade de Hölder,

T γ‖w(·, T )‖2
L2(R) + 4µ

(
1− 1

q

)∫ T

0

tγ‖wx(·, t)‖2
L2(R)dt ≤

≤ C(p, q, µ) ‖u0‖q
Lp(R) T

γ− 1−p/q
2p/q , (4.31)

ou seja,

T
q
p‖u(·, T )‖q

Lq(R) + q(q − 1)µ

∫ T

0

t
q
p

∫
R
u(x, t)q−2u2

xdxdt ≤

≤ C(p, q, µ) ‖u0‖q
Lp(R) T

1
2
(1+ q

p
), (4.32)

para todo T > 0, e onde C(p, q, µ) > 0 depende apenas dos parâmetros p, q, µ

indicados. Em particular, obtemos

‖u(·, t)‖Lq(R) ≤ C(p, q, µ)t−
1
2
( 1

p
− 1

q
) (4.33)

para todo t > 0 e cada q ≥ p múltiplo de 4, com C(p, q, µ) > 0 constante. Além

disso, de (4.32) obtemos, como no Caṕıtulo 3,

‖w(·, t)‖L∞(R) ≤ C(p, q, µ) ‖u0‖
q
2

Lp(R) t
− 1

4p/q (4.34)

para cada t > 0, ou seja,

‖u(·, t)‖L∞(R) ≤ C(p, µ) ‖u0‖Lp(R) t
− 1

2p ∀ t > 0 (4.35)

para certa constante C(p, µ) > 0 adequada. Como ‖u(·, t)‖Lp(R) ≤ ‖u0‖Lp(R) pelo

Teorema 4.1, obtemos novamente (4.28) por um argumento simples de interpolação.

Fica, assim, mostrado o resultado abaixo.

Teorema 4.5. Sendo f continuamente diferenciável, e supondo u0 ∈ Lp(R)∩L∞(R),

1 ≤ p <∞, a solução u(·, t) de (4.1) e (4.2) satisfaz

‖u(·, t)‖Lr(R) ≤ C(p, µ)‖u0‖Lp(R)t
− 1

2
( 1

p
− 1

r
) ∀ t > 0 (4.36)

para cada p ≤ r ≤ ∞, onde C(p, µ) denota uma constante que depende dos parâmetros

p, µ.
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4.4 Comportamento em Lr(R), r ≥ p, p = 1

Nesta seção, vamos mostrar que, sendo u0 ∈ L1(R), a solução u(·, t)

do problema (4.1), (4.2) satisfaz propriedades análogas às examindas no Caṕıtulo

3 para a equação de Burgers. O ponto de partida é dado pelo seguinte resultado

fundamental: sendo v0 ∈ L1(R) um estado inicial com mesma massa que u0, e sendo

v(·, t) definida por

vt + f
′
(0)vx + f

′′
(0)vvx = µvxx (4.37)

v(·, 0) = v0 ∈ L1(R),

∫
R
v0(x)dx =

∫
R
u0(x)dx, (4.38)

então

‖u(·, t)− v(·, t)‖L1(R) → 0

ao t→ +∞. Para estabelecer este fato, será preciso que f seja de classe C2 com f
′′

Hölder-cont́ınua no ponto u = 0, de modo que existem Ω > 0 e constantes Γ, α > 0

tais que

|f ′′(u)− f
′′
(0)| ≤ Γ|u|α se |u| ≤ Ω. (4.39)

Lema 4.1. Assumindo (4.39), tem-se que, para cada ε > 0, existe t0 = t0(µ,K1, α,Γ,Ω; ε)

suficientemente grande, dependendo apenas dos parâmetros indicados, tal que a

solução w(·, t), t ≥ t0, de wt + f
′
(0)wx + f

′′
(0)wwx = µwxx, t > t0

w(·, t0) = u(·, t0)

satisfaz ‖u(·, t)− w(·, t)‖L1(R) ≤ ε, para todo t ≥ t0.

Demonstração. Tomando t̂0 = t̂0(µ,K1,Ω) suficientemente grande de modo a se ter

‖u(·, t)‖L∞(R) ≤ Ω ∀ t ≥ t̂0,

vamos escolher t ≥ t̂0 em (4.40) a seguir. Seja w : R × [t0,∞[ a solução de (4.37),

(4.38); então a diferença θ(·, t) = u(·, t)− w(·, t) satisfaz

θt + f
′
(0)θx + f

′′
(0)

(
θ2

2
+ θw

)
x

= µθxx −F(u)ux
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onde

F(u) = f
′
(u)− f

′
(0)− f

′′
(0)u;

como |F(u)| ≤ Γ|u|1+α por (4.39), resulta, repetindo o argumento do Teorema 3.4

(Caṕıtulo 3), para cada T ≥ t0,

‖θ(·, T )‖L1(R) ≤ Γ

∫ T

t0

∫
R
|u|1+α|ux|dxdt

≤ Γ

∫ T

t0

∫
R
‖u(·, t)‖α

L∞(R)‖u(·, t)‖L2(R)‖ux(·, t)‖L2(R)dt

≤ C(µ,K1)Γ

∫ T

t0

t−
α
2
−1dt ≤ ε

se t0 ≥ t̂0 for tomado de tal forma que

t0 =

(
2ΓC(µ,K1)

ε α

) 2
α

. (4.40)

Teorema 4.6. Assumindo (4.39), e sendo u(·, t) solução de (4.1), (4.2), v(·, t)

solução de (4.37), (4.38), tem-se

‖u(·, t)− v(·, t)‖L1(R) → 0 ao t→ +∞. (4.41)

Demonstração. Dado ε > 0, sejam t0, w(·, t) dados no Lema 4.1 tais que ‖u(·, t) −

w(·, t)‖L1(R) ≤ ε para todo t ≥ t0; como u(·, t0) e v(·, t0) têm a mesma massa, resulta

do Lema 3.2 (Caṕıtulo 3), que ‖v(·, t)− w(·, t)‖L1(R) → 0 ao t→ +∞, e (4.41) fica

provado.

Teorema 4.7. Sendo u0, û0 ∈ L1(R) com mesma massa, e u(·, t), û(·, t) as soluções

de (4.1), correspondentes a u0, û0; então

lim
t→+∞

t
1
2
(1− 1

r
)‖u(·, t)− û(·, t)‖Lr(R) = 0 (4.42)

para cada 1 ≤ r ≤ ∞, uniformemente em r.

Demonstração. Para r = 1, isso é consequência direta do Teorema 4.6; para r = 2,

resulta de se ter

t
1
4 ‖u(·, t)−û(·, t)‖L2(R) ≤ ‖u(·, t)−û(·, t)‖

1
2

L1(R)

(
t

1
2‖u(·, t)‖L∞(R) + t

1
2‖û(·, t)‖L∞(R)

) 1
2
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e, para r = ∞, da desigualdade

t
1
2 ‖u(·, t)−û(·, t)‖L∞(R) ≤

√
2
(
t

1
4 ‖u(·, t)− û(·, t)‖L2(R)

) 1
2
(
t

3
4‖ux(·, t)‖L2(R) + t

3
4‖ûx(·, t)‖L2(R)

) 1
2
.

Finalmente, dado 1 < r <∞, temos

t
1
2
(1− 1

r
) ‖u(·, t)− û(·, t)‖Lr(R) ≤ ‖u(·, t)− û(·, t)‖

1
r

L1(R)

(
t

1
2‖u(·, t)− û(·, t)‖L∞(R)

)1− 1
r
,

e o resultado está mostrado.

Teorema 4.8. Sendo u0 ∈ L1(R), então a solução u(·, t) de (4.1), (4.2) satisfaz

lim
t→+∞

‖u(·, t)‖L1(R) = |m| (4.43)

onde m é a massa transportada, m =
∫

R u0(x)dx.

Demonstração. Imediata de (3.62), Teorema 3.16 (Caṕıtulo 3), e do fato de se ter,

pelo Teorema 4.6,

‖v(·, t)‖L1(R)−‖u(·, t)−v(·, t)‖L1(R) ≤ ‖u(·, t)‖L1(R) ≤ ‖v(·, t)‖L1(R)+‖u(·, t)−v(·, t)‖L1(R).

Analogamente, os demais limites

lim
t→+∞

t
1
2
(1− 1

r
)‖u(·, t)‖Lr(R) = γr (4.44)

obtidos na seção 3.4, Caṕıtulo 3, continuam válidas, em vista do Teorema 4.7.

4.5 Comportamento em Lr(R), r ≥ p, p > 1

Nesta seção, vamos examinar as questões consideradas na seção 4.3, no

caso p > 1, isto é, u0 ∈ Lp(R)∩L∞(R). Neste caso, como mostram os dois resultados

abaixo, as respostas são triviais.

Teorema 4.9. Sendo u0 ∈ Lp(R) ∩ L∞(R) com p > 1, então a solução u(·, t) de

(4.1), (4.2) satisfaz

lim
t→+∞

‖u(·, t)‖Lp(R) = 0. (4.45)
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Demonstração. Dado ε > 0, seja R > 0 tal que
∫
|x|≥R

|u0(x)|pdx ≤ εp; então, sendo

u1(·, t) a solução de (4.1) correspondente ao estado inicial u1(·, 0) = u0 : (1−X[−R,R]),

temos por (4.14),

‖u1(·, t)‖Lp(R) ≤ ‖u1(·, 0)‖Lp(R) ≤ ε (4.46)

para todo t > 0, enquanto

‖u(·, t)− u1(·, t)‖Lp(R) ≤ ‖u(·, t)− u1(·, t)‖
1
p

L1(R)‖u(·, t)− u1(·, t)‖
1− 1

p

L∞(R)

≤ ‖u0 X[−R,R]‖
1
p

L1(R)

(
‖u(·, t)‖

1− 1
p

L∞(R) + ‖u1(·, t)‖
1− 1

p

L∞(R)

)
produz ‖u(·, t)− u1(·, t)‖Lp(R) ≤ ε para todo t suficientemente grande, pelos resulta-

dos da seção 4.3.

Teorema 4.10. Sendo u0 ∈ Lp(R) ∩ L∞(R) com p > 1, então a solução u(·, t) de

(4.1), (4.2) satisfaz

lim
t→+∞

t
1
2p‖u(·, t)‖L∞(R) = 0. (4.47)

Demonstração. Sendo w(·, t) := t
1
2pu(·, t), temos w(·, t) satisfazendo

wt + f
′
(u)wx = µwxx +

1

2p

1

t
w

para cada t > 0. Sendo Γ(t, s;x, y) a solução fundamental da equação wt+f
′
(u)wx =

µwxx, e tomando t0 > 0 suficientemente grande tal que ‖u(·, t)‖Lp(R) ≤ ε para t ≥ t0,

obtemos, para t > 0,

w(x, t0 + t) =

∫ t

0

∫
R

Γ(t, s;x, y)
1

2p

1

t0 + s
w(y, t0 + s)dy ds

+

∫
R

Γ(t, 0;x, y) w(y, t0)dy =: w1(x, t) + w2(x, t),

com |Γ(t, s;x, y)| ≤ Λ√
t−s

e−
λ(x−y)2

t−s para constantes Λ, λ > 0 apropriadas, segue, pela

desigualdade de Hölder (A.4),

|w1(x, t)| ≤ Λ

2p

∫ t

0

1√
t− s

∫
R
e−

λ(x−y)2

t−s
1

t0 + s
|w(y, t0 + s)|dy ds

≤ C(λ,Λ, p)

∫ t

0

(t0 + s)
1
2p
−1(t− s)−

1
2p ds ‖u(·, t0)‖Lp(R)

≤ ε C(λ,Λ, p)

∫ t

0

(t0 + s)
1
2p
−1(t− s)−

1
2p ds
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para C(λ,Λ, p) > 0 constante independente de ε. Como∫ t/2

0

(t0 + s)
1
2p
−1(t− s)−

1
2pds ≤

(
t

2

)− 1
2p
∫ t/2

0

(t0 + s)
1
2p
−1ds

≤ 2
1
2p 2p

(
t0 + t

t

) 1
2p

e ∫ t

t/2

(t0 + s)
1
2p
−1(t− s)−

1
2pds ≤

(
t0 +

t

2

) 1
2p
−1 ∫ t

t/2

(t− s)−
1
2pds

≤ 2p

2p− 1

(
t/2

t0 + t/2

)1− 1
2p

≤ 2p

2p− 1

para todo t > 0, obtemos∫ t

0

(t0 + s)
1
2p
−1(t− s)−

1
2pds ≤ 2p

(
2

1
p +

1

2p− 1

)
para todo t ≥ t0, de modo que ‖w1(·, t)‖L∞(R) ≤ C(λ,Λ, p)ε para todo t ≥ t0 e certa

constante C(λ,Λ, p) independente de ε.

Analogamente,

|w2(x, t)| ≤ C(λ,Λ, p)‖u(·, t0)‖Lp(R)

(
t0
t

) 1
2p

para todo t > 0, e certa constante C(λ,Λ, p) que depende apenas dos parâmetros λ,

Λ e p de modo que ‖w2(·, t)‖L∞(R) ≤ Cε para todo t ≥ t0 e certa constante C > 0

independente de ε. Resulta, assim, ‖w(·, t)‖L∞(R) ≤ Cε para todo t ≥ 2t0 e uma

dada constante independente de ε, o que mostra o resultado.

Por um argumento simples de interpolação, obtém-se então a seguinte

propriedade.

Teorema 4.11. Sendo u0 ∈ Lp(R)∩L∞(R) com p > 1, tem-se que a solução u(·, t)

de(4.1), (4.2) satisfaz

lim
t→+∞

t
1
2
( 1

p
− 1

r
)‖u(·, t)‖Lr(R) = 0 (4.48)

para cada p ≤ r ≤ ∞, uniformemente em r.



72

ANEXO A

Teorema A.1 (Desigualdade de Cauchy). Sendo a, b ≥ 0, tem-se

ab ≤ εa2 +
1

4ε
b2 ∀ ε > 0. (A.1)

Demonstração. Tem-se, para todo ε > 0 dado,

ab = (
√

2εa)
b√
2ε
≤ 2εa2

2
+

1

2

b2

2ε

= εa2 +
b2

4ε

visto que 2ab ≤ a2 + b2.

Teorema A.2 (Desigualdade de Young: Primeira Versão). Sendo p, q > 1

tais que 1
p

+ 1
q

= 1, tem-se

ab ≤ 1

p
ap +

1

q
bq ∀ a, b ≥ 0. (A.2)

Demonstração. Se a = 0 ou b = 0, (A.2) é trivial. Basta então considerar a, b > 0.

Como ex é convexa, tem-se

ab = exp

(
1

p
ln (ap) +

1

q
ln (bq)

)
≤ 1

p
exp (ln (ap)) +

1

q
exp (ln (bq))

=
1

p
ap +

1

q
bq,

como afirmado.

Teorema A.3 (Desigualdade de Young: Segunda Versão). Sendo p, q > 1 tal

que 1
p

+ 1
q

= 1, tem-se

ab ≤ ε ap + C(ε) bq ∀ a, b ≥ 0, ε > 0 (A.3)

onde C(ε) = 1

q(pε)
p
q
.
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Demonstração. Tem-se, para ε > 0 dado,

ab = (pε)
1
p a

b

(pε)
1
p

≤ 1

p
((pε)

1
p a)p +

1

q

(
b

(pε)
1
p

)q

= ε ap +
bq

q(pε)
q
p

devido à (A.2).

Teorema A.4 (Desigualdade de Hölder). Sendo Ω mensurável ⊆ Rn, e sendo

1 ≤ p, q ≤ ∞ tal que 1
p

+ 1
q

= 1, tem-se

‖fg‖L1(Ω) ≤ ‖f‖Lp(Ω) ‖g‖Lq(Ω) (A.4)

para toda f ∈ Lp(Ω), g ∈ Lq(Ω).

Demonstração. Se p = 1 e q = ∞ ou ainda p = ∞ e q = 1 a desigualdade é óbvia.

Se p, q > 1 finitos tais que 1
p
+ 1

q
= 1, o procedimento é o seguinte: caso ‖f‖Lp(Ω) = 0

ou ‖g‖Lq(Ω) = 0, (A.4) é óbvia; dessa forma, vamos supor ‖f‖Lp(Ω) > 0 e ‖g‖Lq(Ω) >

0.

Definindo f̃ ∈ Lp(Ω), g̃ ∈ Lq(Ω), via

f̃(x) :=
f(x)

‖f‖Lp(Ω)

g̃(x) :=
g(x)

‖g‖Lq(Ω)

para todo x ∈ Ω, obtém-se

‖f̃‖Lp(Ω) = 1, ‖g̃‖Lq(Ω) = 1

e, pela Desigualdade de Young (A.2) tem-se,∫
Ω

|f̃(x)| |g̃(x)|dx ≤
∫

Ω

(
1

p
|f̃(x)|p +

1

q
|g̃(x)|q

)
dx

=
1

p

∫
|f̃(x)|pdx +

1

q

∫
|g̃(x)|qdx

=
1

p
‖f̃‖p

Lp(Ω) +
1

q
‖g̃‖q

Lq(Ω)

=
1

p
+

1

q
= 1
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isto é,
1

‖f‖Lp(Ω)‖g‖Lq(Ω)

∫
Ω

|f(x)| |g(x)| dx ≤ 1

ou seja, ∫
Ω

|f(x)| |g(x)| dx = ‖f‖Lp(Ω)‖g‖Lq(Ω)

como afirmado.

Teorema A.5 (Desigualdade de Cauchy-Schwarz). Sendo Ω ⊆ Rn mensurável,

então

‖fg‖L1(Ω) ≤ ‖f‖L2(Ω) ‖g‖L2(Ω) (A.5)

para toda f, g ∈ L2(Ω).

Demonstração. Resultado de (A.4) tomando p = q = 2.

Teorema A.6 (Desigualdade de Minkowski). Sendo Ω ⊆ Rn mensurável e f, g

em Lp(Ω) para 1 ≤ p ≤ ∞, tem-se

‖f + g‖Lp(Ω) ≤ ‖f‖Lp(Ω) + ‖g‖Lp(Ω) (A.6)

Demonstração. Se p = 1 ou p = ∞, a desigualdade é óbvia. Se 1 ≤ p ≤ ∞,

procedemos do seguinte modo: se ‖f+g‖Lp(Ω) = 0, (A.6) é óbvia; se ‖f+g‖Lp(Ω) > 0

tomando 1 < q <∞ tal que 1
p

+ 1
q

= 1, tem-se por (A.4)

‖f + g‖p
Lp(Ω) =

∫
Ω

|f(x) + g(x)|p dx

≤
∫

Ω

|f(x) + g(x)|p−1 (|f(x)| + |g(x)|) dx

≤
∫

Ω

|f(x) + g(x)|p−1 |f(x)| dx +

∫
Ω

|f(x) + g(x)|p−1 |g(x)| dx

≤
(∫

Ω

|f(x) + g(x)|(p−1)q dx

) 1
q
(∫

Ω

|f(x)|p dx
) 1

p

+

(∫
Ω

|f(x) + g(x)|(p−1)q dx

) 1
q
(∫

Ω

|g(x)|p dx
) 1

p

≤
(∫

Ω

|f(x) + g(x)|(p−1)q dx

) 1
q

[(∫
Ω

|f(x)|p
) 1

p

+

(∫
Ω

|g(x)|p
) 1

p

]
= ‖f + g‖p/q

Lp(Ω)

(
‖f‖Lp(Ω) ‖g‖Lp(Ω)

)
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isto é,

‖f + g‖p−p/q
Lp(R) ≤ ‖f‖Lp(R) + ‖g‖Lp(R),

que é a Desigualdade de Minkowski, visto que p − p
q

= 1.

Teorema A.7 (Desigualdade de Young para Convolução). Sendo f ∈ L1(Rn)

e g ∈ Lp(Rn) para algum 1 ≤ p ≤ ∞, tem-se f ∗ g ∈ Lp(Rn) e

‖f ∗ g‖Lp(Rn) ≤ ‖f‖L1(Rn) ‖g‖Lp(Rn). (A.7)

Demonstração. Se p = 1 ou p = ∞, a desigualdade é óbvia. Se 1 < p < ∞,

procedemos do seguinte modo: tomando 1 ≤ p ≤ ∞, tem-se

‖f ∗ g‖p
Lp(Rn) =

∫
Rn

|(f ∗ g)(x)|p dx

=

∫
Rn

∣∣∣∣∫
Rn

f(y) g(x− y) dy

∣∣∣∣p dx

≤
∫

Rn

[∫
Rn

|f(y)| |g(x− y)| dy
]p

dx

=

∫
Rn

[∫
Rn

|f(y)|
1
q |f(y)|

1
p |g(x− y)| dy

]p

dx

≤ ‖f‖p/q

L1(Rn)

∫
Rn

[∫
Rn

|f(y)| |g(x− y)|p dy
]
dx

= ‖f‖p/q

L1(Rn)

∫
Rn

|f(y)|
[∫

Rn

|g(x− y)|p dx
]
dy

= ‖f‖1+p/q

L1(Rn) ‖g‖
p
Lp(Rn)

onde foi usada a desigualdade de Hölder (A.4) e o Teorema de Fubini(ver e.g. 11).

Logo, elevando na 1/p, obtém-se

‖f ∗ g‖Lp(Rn) ≤ ‖f‖
1
p
+ 1

q

L1(Rn) ‖g‖Lp(Rn),

que é a Desigualdade (A.7) visto que 1
p

+ 1
q

= 1

Teorema A.8 (Desigualdade de Interpolação). Sendo f ∈ Lp(R)∩L∞(R) para

1 ≤ p <∞, tem-se f ∈ Lr(R) para cada p ≤ r ≤ ∞, com

‖f‖Lr(R) ≤ ‖f‖
p
r

Lp(R) ‖f‖
1− p

r

L∞(R) (A.8)



A 76

Demonstração. Basta considerar o caso p < r <∞: claramente,

‖f‖Lr(R) =

(∫
R
|f |rdx

) 1
r

=

(∫
R
|f |p|f |r−pdx

) 1
r

≤
(∫

R
|f |p‖f‖r−p

L∞(R)dx

) 1
r

= (‖f‖r−p
L∞(R))

1
r

(∫
R
|f |pdx

) 1
r

= ‖f‖1− p
r

L∞(R)‖f‖
p
r

Lp(R)

Teorema A.9. Se f ∈ C0([a, b]) e
∫ b

a
f(t) dt ≤ M , para a, b,M ∈ R, a < b,

então existe t∗ ∈ [a, b] tal que

f(t∗) ≤ M

b− a
. (A.9)

Demonstração. Se não houvesse tal t∗, teŕıamos

f(t) >
M

b− a
para todo t ∈ [a, b]

e então teŕıamos de ter ∫ b

a

f(t) dt >

∫ b

a

M

b− a
dt = M ,

contradizendo a hipótese sobre f .

Teorema A.10 (Desigualdade de Sobolev: exemplo 1). Sendo u ∈ H1(R),

tem-se u ∈ L∞(R) e

‖u‖L∞(R) ≤
√

2 ‖u‖1/2

L2(R) ‖ux‖1/2

L2(R) (A.10)

Demonstração. Tem-se pela desigualdade de Cauchy-Schwarz (A.5),

u(x̄)2 = 2

∫ x̄

−∞
u(x) ux(x) dx

≤ 2

(∫ x̄

−∞
(u(x))2 dx

) 1
2
(∫ x̄

−∞
(ux(x))

2 dx

) 1
2

≤
(∫ +∞

−∞
(u(x))2 dx

) 1
2
(∫ +∞

−∞
(ux(x))

2 dx

) 1
2

= 2 ‖u‖L2(R) ‖ux‖L2(R)
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para todo x̄ ∈ R. Logo,

|u(x̄)| ≤
√

2 ‖u‖1/2

L2(R) ‖ux‖1/2

L2(R) ∀ x̄ ∈ R,

de onde segue (A.10)

Teorema A.11 (Desigualdade de Sobolev: exemplo 2). Sendo u ∈ H1(R) ∩

Lp(R), 1 ≤ p ≤ 2, tem-se

‖u‖L2(R) ≤ C ‖u‖
2p

p+2

Lp(R) ‖ux‖
2−p
p+2

L2(R) (A.11)

onde C = 2
2−p
2+p .

Demonstração. Usando (A.8), temos

‖u‖L2(R) ≤ ‖u‖
p
2

Lp(R)‖u‖
1− p

2

L∞(R)

≤ ‖u‖
p
2

Lp(R) (
√

2‖u‖
1
2

L2(R)‖ux‖
1
2

L2(R))
1− p

2

= 2
1
2
− p

4‖u‖
p
2

Lp(R) ‖u‖
1
2
− p

4

L2(R)‖ux‖
1
2
− p

4

L2(R),

de onde segue o resultado.

Teorema A.12 (Desigualdade de Sobolev: exemplo 3). Sendo u ∈ H1(R) ∩

Lp(R), 1 ≤ p ≤ 2, tem-se

‖u‖L∞(R) ≤ C ‖u‖
p

p+2

Lp(R) ‖ux‖
2

p+2

L2(R) (A.12)

onde C = 2
2

2+p .

Demonstração. Usando (A.10) e (A.11),obtemos

‖u‖L∞(R) ≤
√

2‖u‖
1
2

L2(R)‖ux‖
1
2

L2(R)

≤ 2
2

p+2‖u‖
p

p+2

Lp(R) ‖ux‖
2

p+2

L2(R).

Teorema A.13 (Desigualdade de Sobolev: exemplo 4). Sendo u ∈ H1(R),

tem-se

‖u‖L4(R) ≤ 4
√

2 ‖u‖3/4

L2(R) ‖ux‖1/4

L2(R) (A.13)
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Demonstração. Tem-se

‖u‖4
L4(R) =

∫
R
|u(x)|4 dx

≤ ‖u‖2
L∞(R) ‖u‖2

L2(R)

e, devido a (A.10),

‖u‖4
L4(R) ≤ 2 ‖u‖3

L2(R) ‖ux‖L2(R),

de onde segue (A.13).

Teorema A.14 (Desigualdade de Sobolev: exemplo 5). Sendo u ∈ H1(R),

tem-se

‖u‖L6(R) ≤ 3
√

2 ‖u‖2/3

L2(R) ‖ux‖1/3

L2(R) (A.14)

Demonstração. Por (A.10) tem-se,

‖u‖L6(R) ≤ ‖u‖2/3
L∞(R) ‖u‖

1/3

L2(R)

≤
(√

2 ‖u‖1/2

L2(R) ‖ux‖1/2

L2(R)

)2/3

‖u‖1/3

L2(R),

que corresponde a desigualdade (A.14).

Teorema A.15 (Desigualdade de Sobolev: exemplo 6). Sendo u ∈ H2(R),

tem-se

‖ux‖L2(R) ≤ ‖u‖1/2

L2(R) ‖uxx‖1/2

L2(R) (A.15)

Demonstração. Integrando por partes tem-se,

‖ux‖2
L2(R) =

∫
R

ux ux dx = −
∫

R
u uxx dx

≤
∫

R
|u| |uxx| dx ≤ ‖u‖L2(R) ‖uxx‖L2(R),

pela desigualdade (A.5).
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