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Resumo

Modelos e teorias cientificas surgem da necessidade do homem entender melhor
o funcionamento do mundo em que vive. Constantemente, novos modelos e técnicas sao
criados com esse objetivo. Uma dessas teorias recentemente desenvolvida é a da Critica-
lidade Auto-Organizada. No Capitulo 2 desta tese, apresentamos uma breve introdugao
a Criticalidade Auto-Organizada. Tendo a criticalidade auto-organizada como pano de
fundo, no Capitulo 3, estudamos a dinadmica Bak-Sneppen (e diversas variantes) e a com-
paramos com alguns algoritmos de otimizag¢ao. Apresentamos no Capitulo 4, uma revisao
histérica e conceitual das redes complexas. Revisamos alguns importantes modelos tais
como: Erdos-Rényi, Watts-Strogatz, de configuracao e Barabasi-Albert. No Capitulo 5,
estudamos o modelo Barabési-Albert nao-linear. Para este modelo, obtivemos uma ex-
pressao analitica para a distribuigao de conectividades P(k), véalida para amplo espectro
do espaco de parametros. Propusemos também uma forma analitica para o coeficiente de
agrupamento, que foi corroborada por nossas simula¢oes numeéricas. Verificamos que a
rede Barabési-Albert nao-linear pode ser assortativa ou desassortativa e que, somente no
caso da rede Barabasi-Albert linear, ela é nao assortativa.

No Capitulo 6, utilizando dados coletados do CD-ROM da revista Placar, cons-
truimos uma rede bastante peculiar — a rede do futebol brasileiro. Primeiramente anali-
samos a rede bipartida formada por jogadores e clubes. Verificamos que a probabilidade
de que um jogador tenha participado de M partidas decai exponencialmente com M, ao
passo que a probabilidade de que um jogador tenha marcado G gols segue uma lei de
poténcia.

A partir da rede bipartida, construimos a rede unipartida de jogadores, que ba-
tizamos de rede de jogadores do futebol brasileiro. Nessa rede, determinamos vérias
grandezas: o comprimento médio do menor caminho e os coeficientes de agrupamento
e de assortatividade. A rede de jogadores de futebol brasileiro nos permitiu analisar a

evolucao temporal dessas grandezas, uma oportunidade rara em se tratando de redes reais.



Abstract

Models and scientific theories arise from the necessity of the human being to better
understand how the world works. Driven by this purpose new models and techniques have
been created. For instance, one of these theories recently developed is the Self-Organized
Criticality, which is shortly introduced in the Chapter 2 of this thesis. In the framework of
the Self-Organized Criticality theory, we investigate the standard Bak-Sneppen dynamics
as well some variants of it and compare them with optimization algorithms (Chapter
3). We present a historical and conceptual review of complex networks in the Chapter
4. Some important models like: Erdos-Rényi, Watts-Strogatz, configuration model and
Barabési-Albert are revised. In the Chapter 5, we analyze the nonlinear Barabasi-Albert
model. For this model, we got an analytical expression for the connectivity distribution
P(k), which is valid for a wide range of the space parameters. We also proposed an
exact analytical expression for the clustering coefficient which corroborates very well with
our numerical simulations. The nonlinear Barabasi-Albert network can be assortative or
disassortative and only in the particular case of the linear Barabasi-Albert model, the
network is no assortative.

In the Chapter 6, we used collected data from a CD-ROM released by the ma-
gazine Placar and constructed a very peculiar network — the Brazilian soccer network.
First, we analyzed the bipartite network formed by players and clubs. We find out that the
probability of a footballer has played M matches decays exponentially with M, whereas
the probability of a footballer to score G gols follows a power-law.

From the bipartite network, we built the unipartite Brazilian soccer players
network. For this network, we determined several important quantities: the average
shortest path length, the clustering coefficient and the assortative coefficient. We were
also able to analise the time evolution of these quantities — which represents a very rare

opportunity in the study of real networks.
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CarituLo 1

Introducao

Informatio simplex procul scisco res rei difficilis

Idéias simples para resolver coisas complicadas

0 homem sempre desejou entender o mundo a sua volta, primeiramente
em razdo da sua propria sobrevivéncia. Rodeado por forcas materiais, o primeiro objetivo
do homem foi dominar o seu meio ambiente. A seguranca contra predadores e fendmenos
naturais, a busca da alimentacao, a organizacao social dos ntcleos humanos etc., desper-
taram os primeiros questionamentos do homem sobre as leis que governam a natureza.
Na medida em que as necessidades do espirito humano foram se tornando mais com-
plexas, cresceu também a necessidade de uma melhor compreensdao do mundo. Devido
a enorme complexidade do mundo o homem passou a formular modelos simples que
representassem, da melhor maneira possivel, as forcas interativas que caracterizam um
fendbmeno.

Um modelo é um veiculo para uma visdao bem estruturada da realidade. Um
modelo também pode ser visto, com os devidos cuidados, como uma representacéo subs-

titutiva da realidade. Lidando com o concreto ou abordando o imagindrio, a mente do



homem trabalha com estruturas de “substituicao” que visam facilitar o raciocinio. A essas
estruturas denominamos genericamente de modelos.

E importante que seja dito que, para que sejam implementdveis, os mode-
los devem ser, preferencialmente, livres de pequenos detalhes onerosos. Sendo assim, o
equilibrio entre a simplicidade e a validade, é fundamental.

Seguindo essa linha de raciocinio em 1987, Per Bak, Chao Tang e Kurt Wie-
senfeld [1] propuseram o modelo da pilha de areia, que é uma simplificacao do fenomeno
de avalanches. A dinamica deste modelo consiste em adicionar graos de areia numa mesa
até a formacao de uma pilha que, com o passar do tempo passa a ter avalanches. Com
o auxilio desse experimento, foi possivel constatar que a pilha de areia exibe o comporta-
mento de equilibrio entrecortado (punctuated equilibrium), onde periodos de quiescéncia
sdo interrompidos por intermitentes deslizamentos dos grao de areia. Os deslizamentos
dos graos, ou avalanches, sdao causados por reacoes em cadeia, nas quais um simples grao
de areia pode levar consigo um ou mais graos.

Segundo Per Bak, os sistemas criticos auto-organizados evoluem para um
estado complexo critico sem a interferéncia de qualquer agente externo. O processo de
auto-organizacao acontece depois de um periodo muito longo de transiente. Comporta-
mentos complexos, seja na geofisica ou na biologia, emergem sempre depois de um longo
processo de evolucdo. Em outras palavras, ndao podemos querer entender um determi-
nado sistema, olhando apenas para um pequeno intervalo temporal. Dessa forma, a frase
“ndo podemos entender o presente sem antes entender o passado” ganha um significado
mais preciso e profundo.

A natureza é composta de seres vivos e matéria inerte que evoluem fora do
equilibrio. Isto pode ser evidenciado medindo-se escalas de tempo apropriadas. Em par-
ticular, a dinamica dos seres vivos € basicamente governada pela teoria da sele¢do natural,

que foi proposta por Charles Darwin [2, 3]. Com certeza, esta teoria foi uma das grandes



realizacoes do século XIX. A teoria da selecdao natural diz que a evolucao nao se da ex-
pressamente pela procriacdo das espécies melhores adaptadas ao seu meio, mas sim pela
extin¢do das espécies menos adaptadas. Este mecanismo leva a emergéncia de estruturas
altamente especializadas.

Baseado nas idéias Darwinianas, Per Bak e Kim Sneppen propuseram um
modelo de evolucao biolégica, simples e robusto, para simular a dindmica da co-evolugao
das espécies.

No Capitulo 3, apresentamos um estudo comparativo entre o modelo Bak-
Sneppen (BS) [4-9] e algoritmos de otimizacdo [10-13], com vérios modelos que propuse-
mos e que modificam a dindmica BS padrao.

Depois de termos estudado algoritmos de otimizacao, durante todo o mes-
trado e inicio do doutorado, nos voltamos para o estudo das redes complexas. Assim como
a criticalidade auto-organizada, o conceito de rede complexa tem-se mostrado quase que
onipresente na natureza.

Nosso interesse em redes complexas come¢ou quando buscdvamos um al-
goritmo de constru¢do de uma rede que pudesse gerar redes de diferentes topologias. Foi
entdo que nos deparamos com o artigo intitulado “The Bak-Sneppen Model on Scale-Free
Networks”, dos autores Yamir Moreno e Alexei Vazquez [14], onde estudam a criticalidade
auto-organizada numa rede complexa [15-18].

O estudo das redes complexas, que come¢ou com 0 nascimento da teoria
de grafos, hoje permeia e até une vdrias areas, tornando a interdisciplinaridade uma rea-
lidade na pesquisa cientifica de vanguarda.

Nos ultimos anos, varias redes reais tém sido estudadas pela comunidade
cientifica, sendo que algumas delas se tornaram famosas. Em seu artigo de revisao das
redes complexas, Mark Newman [19], propoe a classificacdao das redes complexas da se-
guinte forma: tecnoldégicas, biolégicas, sociais e de informag¢do. O exemplo mais conhe-

cido das redes tecnolégicas, sem divida alguma, é arede da Internet [20-22]. No grupo das



redes biolégicas, temos o exemplo cldssico da rede de interacdo proteina-proteina [23].
Dentre as redes de informacgao, também chamadas de redes de conhecimento, um dos
exemplos mais conhecidos é o da rede de citacoes de artigos cientificos [24]. Bons exem-
plos de redes sociais sdo: os de co-autoria em artigos cientificos [25-29], de contatos se-
xuais [30], a rede bipartida atores-filmes de Hollywood [31, 32] e, finalmente, o da rede de
jogadores do futebol brasileiro [33], que foi um dos objetos de estudo desta tese.

Diferentes grandezas ou parametros sao utilizados na descricdo e/ou carac-
terizacdo das redes complexas. Estéd disponivel na rede Internet uma lista bastante com-
pleta dessas grandezas [34]. Esta lista vém sendo sistematica e periodicamente atualizada.
Talvez a grandeza mais importante seja a distribuicao de conectividade, que é definida
como sendo a fracdo de vértices da rede que tem conectividade k, ou ainda, em outras pa-
lavras como a probabilidade de que um vértice escolhido ao acaso tenha conectividade k.
Temos também a grandeza conhecida como comprimento médio do menor caminho, que
é obtido calculando-se o valor médio dos caminhos mais curtos (geodésicas) entre todos
pares de vértices da rede. Outra grandeza muito utilizada na caracterizacao das redes é o
coeficiente de agrupamento, que é obtido calculando-se o valor médio das probabilida-
des de que os primeiros vizinhos de um determinado vértice também estejam conectados
entre si. Uma outra grandeza, que também recebeu nossa atencdo nessa tese, foi o co-
eficiente de assortatividade. Essa grandeza mede a tendéncia dos vértices de uma rede
de se conectarem, preferencialmente, com outros vértices de mesma conectividade ou de
conectividade distinta.

Redes complexas — o que sdo e para que elas servem — € o assunto princi-
pal do Capitulo 4, onde apresentamos uma breve revisao histérica e conceitual. No Capi-
tulo 5 estudamos detalhadamente a rede Barabdsi-Albert ndo-linear. No Capitulo 6 ana-
lisamos a rede complexa do futebol brasileiro. E, por fim no Capitulo 7 apresentamos

nossas conclusoes e perspectivas.



CapPiTULO 2

Breve Introducao a Criticalidade Auto-Organizada

2.1 O Todo é Maior do que a Soma das Partes

@urante as ultimas duas décadas os sistemas complexos tém despontado
como um tema interdisciplinar que conecta dreas tradicionais como fisica, quimica, bi-
ologia, ecologia e até mesmo ciéncias sociais tais como economia e sociologia. Sistemas
podem ser considerados complexos quando mostram emergéncia de formas coerentes
longe da aleatoriedade. Uma definicao mais compreensivel é a de que sistemas comple-
x0s sdo compostos de um grande nimero de componentes ou “agentes’, interagindo de
tal modo que o comportamento coletivo ndo é uma simples combinacdo dos comporta-
mentos individuais.

A principal propriedade dos sistemas complexos reside na possibilidade de
ocorrer uma ac¢ao coletiva e coerente em grande escala, produzindo estruturas (padroes)
interessantes. Um exemplo muito curioso sdo as manchas do leopardo, resultado de repe-
tidas interacdes entre componentes que constituem seu pélo, levando o estudo do sistema
como um todo a ser mais interessante do que o estudo de uma ou outra parte em sepa-

rado.
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Eventos como furacoes, incéndios florestais, terremotos e avalanches sao
exemplos de sistemas complexos que se organizam por meio de uma dindmica de intera-

¢do ndo-linear.

2.2 (riticalidade Auto-Organizada

ﬁ termo “self-organized criticality” (SOC) ou criticalidade auto-organizada,
como foi traduzido para o portugués, refere-se a tendéncia de um sistema dinamico a
organizar-se num estado estaciondrio, sem qualquer parametro externo de ajuste [9]. Ou-
tras propriedades importantes do estado critico auto-organizado sdo: a existéncia de um
longo periodo transiente, as correlacoes espacial e temporal exibem escala tipo lei de po-
téncia e ha grandes instabilidades denominadas avalanches. Neste caso, longos periodos
de quiescéncia sao seguidos de frenética atividade — a isso chamamos de equilibrio en-
trecortado ou pontuado (do inglés, punctuated equilibrium).

O estudo de dinamicas fora do equilibrio em sistemas heterogéneos, como
o modelo de pilha de areia (que veremos com mais detalhes na secao 2.3) e o modelo
co-evolutivo de Bak-Sneppen, demonstram a importancia de uma abordagem metdédica,
onde sistemas com um grande numero de partes interagindo mutuamente, trocando ener-
gia, matéria ou informag¢do com o meio, auto-organizam suas estruturas internas e dina-

micas com novas e, algumas vezes, surpreendentes propriedades macroscoépicas.
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2.3 Modelo da Pilha de Areia

ﬁ conceito de criticalidade auto-organizada foi introduzido por Per Bak,
Chao Tang e Kurt Wiesenfeld [4] em 1 987 tendo como inspiracao uma pilha de areia (veja

a Figura 2.1).

Figura 2.1: Pilha de areia. A inspiracdo para o conceito da criticalidade auto-organizada.

A dindmica Bak-Tang-Wiesenfeld (BTW) [7], reproduz o crescimento de uma
pilha de areia. No caso de uma rede quadrada consiste dos seguintes passos: Cada sitio re-
ceberd uma quantidade finita de graos, z(x, y) (altura da coluna de areia na posicao (x,y)),
variando de 0 (zero) até z.(x, y), onde z.(x, y) é um valor critico a partir do qual ocorre um
deslizamento. Para o exemplo que apresentaremos a seguir adotamos z.(x, y) = 4. Logo,
cada sitio poderd conter 0 < z(x,y) < 3 graos de areia sem que ocorra um deslizamento.
A cada passo temporal adicionamos um novo grdao de areia num sitio, que é escolhido
aleatoriamente. O valor de z(x,y) desse sitio é acrescido de 1. Esse procedimento se re-
pete vdrias vezes até que algum z(x,y) atinja o valor 4. Haver4, entao, um deslizamento.

Quando este deslizamento ocorre, o seguinte procedimento é implementado:
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z(x,y) — 0
zZ(xtl,y) — z(xxl,y)+1 2.1)

z(x,y£1l) — z(x,yx1)+1

Isto significa que os quatro graos que estavam no sitio (x, y) sdo distribuidos
entre os quatro primeiros vizinhos. A distribuicao é feita em partes iguais, ou seja, cada
vizinho recebe um grao de areia do sitio central. Caso algum sitio receba um grao de um
vizinho e complete quatro graos, o processo se repetird. Conseqiientemente, havera um
novo deslizamento e uma redistribuicdo de graos, podendo resultar em uma reacdo em
cadeia de longo alcance, isto é, uma avalanche. Uma avalanche serd caracterizada pelo
seu tamanho, que é contabilizado pelo nimero de sucessivos deslizamentos que aconte-
cem desde o momento em que foi acrescentado o ultimo grao. Por exemplo, se ao adici-

onarmos um grao, na rede, este gerar um Unico deslizamento, dizemos que ocorreu uma

1(1(2|0|2]|1 1(1(2|0|2|1 1(1(2|0|2|1
0|j1({0(1|1]|3 oO|1(1(1|1|3 oO|j1(1(1|1]|3
2121411121 213(0(2|12]|1 21312121
211(3(3|1]|2 2|11(4(13|11]|2 2|12(0(4|11]|2
111(2|3|3|1 111(2|3|3]|1 111(3|3|3]|1
0|2(1(0|2]|2 0|2(1(0|2]|2 0|2(1(0|2]|2
(@) (b) (€)
111(2|0|2]|1 1(1(2|0|2|1 1(11(2|0|2|1
O|j1(1(1|1|3 oO|j1(1(1|1]|3 oO|j1(1(1|1|3
213|11|13(2]|1 213111321 213|11|13|2]|1
212(1(0|12]|2 2121111122 2121210132
111(3|4|3|1 1(1(4|0(4|1 112(0]2|0|2
0|2(1(0|2]|2 0|2(1(1|2]|2 0|2(2(1|3]|2
(d) (e) (f)

Figura 2.2: Avalanche de tamanho 6 numa pilha de areia.
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avalanche de tamanho um, se o ntimero de deslizamentos gerados for dois, entdo con-
cluimos que ocorreu uma avalanche de tamanho dois, e assim por diante.

Na Figura 2.3 [35]!, temos uma certa distribuicdo inicial de graos de areia.
Deixamos entdo cair um grao de areia na célula z(3, 3) que completa a condicao estabe-
lecida para a ocorréncia de um deslizamento. Haverd entdo uma redistribuicdo dos graos
deste sitio para os seus primeiros vizinhos. Estes podem eventualmente também atin-
gir o valor critico e realizar o mesmo processo anterior. Na Figura 2.2 é mostrada uma
avalanche de tamanho 6. Conforme a dinamica evolui, avalanches de tamanhos do mais
variados tamanhos podem ocorrer.

Vale lembrar que o modelo BTW é uma simplificacdo da pilha de areia real,
visto que os graos apresentam formas e propriedades diversas entre eles, e o ambiente
também pode contribuir com a gravidade, resisténcia do ar, etc.

Experimentos reais com pilha de areia feitos em laboratério [36, 37] ndo
apresentaram evidéncias de criticalidade devido ao efeito de inércia, uma vez que o grao
da areia encontra dificuldade para superar o angulo de repouso. Contudo, isso foi facil-
mente contornado, utilizando-se graos de arroz, ao invés de areia, uma vez que graos de
arroz tém uma forma alongada e com isso o efeito de inércia é minimizado.

Outro modelo muito estudado, que também apresenta criticalidade auto-
organizada, é o modelo Olami-Feder-Christensen (OFC) [38-40], que pode ou ndo ser con-
servativo. O modelo OFC é uma versao simplificada do modelo de terremotos de Burridge-
Knopoff [41]. Numa rede unidimensional com L sitios, o modelo OFC pode ser definido
da seguinte forma:

i) paracadasitio i, é atribuida uma variavel z; que pode assumir valores entre 0 < z; <
z. representando uma energia (ou tensao) local. z. é o valor critico dessa energia;
ii) se em algum sitio z; > z, entdo a energia z; é distribuida entre seus vizinhos, de

acordo com a regra

Isoftware livre de processamento de redes Pajek que pode ser baixado do site http://vlado.fmf.uni-
lj.si/pub/networks/pajek/
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Z,‘—>0

Zun —Zpun+0Z;

onde z,, sdo todos os primeiros vizinhos do vértice i e o parametro «, que tem seu
valor entre 0 e 0,5, controla o nivel de conservacdao do modelo. No caso da rede uni-
dimensional, quando « é igual a 0,5 o sistema é dito conservativo, uma vez que a
energia perdida pelo vértice i é redistribuida de forma conservativa entre seus pri-

meiros vizinhos;

Nesse instante um terremoto estd acontecendo.
iii) repita o passo ii) até o terremoto terminar;
iv) faca z; — z; + Az; para cada vértice da rede (perturbacdo global), onde Az; é um
valor de incremento, e retorne ao passo ii).
Concluida a dinamica OFC, podemos medir a distribuicdo de probabilidade

dos tamanhos de terremotos, que é proporcional a energia liberada durante um terremoto.

Vale lembrar que os modelo BTW e OFC representam uma classe de siste-
mas que sdo conduzidos para um estado estaciondrio caracterizado por fun¢oes de corre-
lacao espacial e temporal decaindo como uma lei de poténcia. Ou seja, eventos de todos
os tamanhos (ou intensidade) tém probabilidade de ocorréncia, nao havendo um tama-
nho caracteristico no qual o sistema estaria mais propenso a operar.

Em 1956, Beno Gutenberg e Charles Francis Richter [42] verificaram que o
numero de terremotos de magnitude M se relaciona com a energia E liberada através da

lei de poténcia
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P(E,— E)~EB, (2.2)

essa € a notoria lei de Gutenberg-Richter (veja Figura 2.3), onde E, é um valor de energia

de referéncia e o expoente B assume valores positivos.

No Capitulo 3, apresentaremos o modelo co-evolutivo de Bak-Sneppen BS e
os modelos evolutivos Otimizacao Extrema EO e Otimizacao Extrema Generalizada GEO,
que foram propostas com a inten¢do de capturar a dindmica co-evolutiva e evolutiva de
espécies, respectivamente. Apresentaremos ainda dois outros modelos, que foram pro-
postos por noés [43], o Bak-Sneppen Discreto (BSD) e o Bak-Sneppen com Ruido (BSR),
para estudar a influéncia e importancia do papel da biodiversidade na co-evolucao de es-
pécies. Ainda no capitulo 3, faremos um estudo comparativo entre as dinamicas BS, BSD,

BSR e GEO.

100: T LRI | T LRI | T LRI |

10-3-0 . ......l1 . ......l2 . ......|3 .
10 10 10 10
Energia Liberada num Terremoto

Figura 2.3: Lei de Gutenberg-Richter para terremotos obtida no sistema estudado por
Olami et al. [38].



CapriTtuLO 3

Criticalidade Auto-Organizada, Otimizacao e

Biodiversidade

3.1 Sistemas Complexos

OZ/ma das areas da fisica que lida com comportamento coletivo de ele-
mentos é a mecanica estatistica. Um dos objetivos dessa disciplina, dentre tantos outros,
é estudar transicoes de fases — quando o comportamento coletivo € alterado devido a
mudanca do parametro de ordem, por exemplo mudanca de condi¢des do meio ambiente
como temperatura, pressao, etc.. Efeitos similares em sistemas complexos na biologia [44]
e ciéncias sociais [45] tém sido estudados, auxiliando na identificacao das caracteristicas
minimas para que ocorra a emergéncia de comportamento coletivo.

Um dos maiores entusiastas do estudo de sistemas complexos foi Per Bak.
Além disso é creditado a ele a proposta de um processo, que ajuda a melhor compreender
os sistemas complexos, chamado criticalidade auto-organizada — auto-organizada por-
que nao ha nenhum parametro externo operando sobre o sistema, e € critico porque ele se
equilibra no ponto critico entre a ordem e a desordem. Isto é, onde as coisas interessantes

acontecem. Como é o caso da vida.

12
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Uma das caracteristicas fundamentais de um sistema no estado critico auto-
organizado é a de que, no estado estaciondrio, as correlacdes espacial e temporal decaem
seguindo leis de poténcia. Com grande freqiiéncia encontramos fendmenos e sistemas na
natureza regidos por uma lei de poténcia. Um exemplo de sistema natural regido por lei de
poténcia sdo os eventos de extincao. Na década de 1 980, os paleobidlogos Jack John Sep-
koski Jr. e David M. Raup [46], com objetivo de estudar os eventos de extincao, fizeram um
rigoroso levantamento e andlise estatistica de dados de fosseis marinhos, levantamento
esse que Sepkoski demorou 10 anos para concluir.

Sepkoski dividiu a histéria geologica em periodos consecutivos de alguns
milhoes de anos. Para cada periodo, ele estimou a fracdo de espécies que havia se extin-
guido (veja a Figura 3.1(a)). Aconteceram extin¢des pequenas, que exterminaram menos
de 5 por cento das espécies, e outras maiores que envolveram até 50 por cento das espé-
cies do planeta. O famoso periodo Cretdceo no qual foram extintos os dinossauros nao
estd entre os mais proeminentes. Numa outra analise, Raup contou o nimero de perio-
dos nos quais o nimero de extingdes era menor do que 10 por cento, quantos periodos
apresentavam um numero de extin¢do entre 10 e 20 por cento e assim por diante (veja a
Figura 3.1(b)).

Assim como os sistemas naturais, alguns sistemas construidos pelo homem
também sao regidos por lei de poténcia, um bom exemplo é a rede Internet. Faloutsos et
al. [20] estudaram a rede Internet! e concluiram que ambas as distribui¢ao de conectivi-
dade, de roteadores e de dominios, decaiam como uma lei de poténcia, como podemos

ver na Figura 3.2.

Ino caso da rede de roteadores, os vértices sdao os roteadores e as ligacoes sdo as conexoes entre os rote-
adores, e no caso da rede de dominios, os vértices sao os dominios, e dois dominios estdo ligados se existir
pelo menos um caminho entre eles.
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(a) Eventos de extincdes biolégicas ocorridas nos tltimos  (b) Histograma dos eventos de extin¢do da Figura 3.1(a).
600 milhdes de anos.

Figura 3.1: Informacoes coletadas pelo paleont6logo John Sepkoski Jr, ao longo de 10
anos [1].
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Figura 3.2: A distribui¢do de conectividade de roteadores. Rede de roteadores contendo
162 386 vértices, que possui uma conectividade média de 3, 38.

3.2 Dinamicas de Otimizacao

%r Bak e Kim Sneppen [6] propuseram um modelo de co-evolugdo bio-

l6gica, simples e robusto, para simular a dinamica de espécies, que ficou conhecido como
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modelo de Bak-Sneppen (BS). A simplicidade da dindmica comeca pelo fato de toda uma
espécie ser representada por um simples valor de adaptabilidade (fitness). A adaptabili-
dade de cada espécie é afetada pela presenca de espécies vizinhas. Apesar da simplici-
dade, o modelo apresenta o fendmeno do equilibrio entrecortado.

Inspirado na dinamica BS, Stefan Boettcher e Allon G. Percus [10, 11], pro-
puseram a dinamica EO e sua forma modificada a dinamica GEO.

Nas Secoes 3.2.1 e 3.2.2 deste Capitulo apresentamos os algoritmos de oti-
mizac¢do BS, EO e GEO, onde o primeiro algoritmo possui caracteristica co-evoluciondria
enquanto os outros dois possuem caracteristica evoluciondria. A partir da Secao 3.3.1 es-
tudamos a eficiéncia dos algoritmos, por meio de uma anélise comparativa dos valores de
adaptabilidade no regime estaciondrio, das dindmicas BS (e algumas de suas variantes)
e GEO. Apresentamos ainda, um estudo das correlacoes espacial e temporal de todas as

dindmicas envolvidas.

3.2.1 Modelo Co-Evolutivo de Bak-Sneppen

OZ/m dos paradigmas da criticalidade auto-organizada é o modelo co--
evolutivo de Bak-Sneppen (BS) [6]. Nesse modelo, diferentes espécies num mesmo ecos-
sistema se relacionam, por exemplo, através da cadeia alimentar e da co-evolucao guiada
pelos principios Darwinianos, onde a mutacao e a extin¢cao de uma espécie afeta a evolu-

cdo de espécies vizinhas. O algoritmo proposto € o seguinte:

i) Colocar N espécies, uma em cada sitio, de uma rede unidimensional com condicoes

periodicas de contorno (veja a Figura 3.3(a));
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ii) Atribuir um valor de adaptabilidade, A; (sorteado de uma distribuicao uniforme-

mente distribuida entre 0 e 1), para cada uma das espécies i;

iii)

iv)

Localizar a espécie com menor valor de A;;

Atribuir a espécie com menor valor de adaptabilidade e a seus primeiros vizinhos

novos valores de A;, também sorteados de uma distribuicao uniformemente distri-

buida (veja a Figura 3.3(b));

v) Repetir os passos (iii), (iv) e (v) 0 quanto se julgar necessdrio.

No exemplo da Figura 3.3(a), vemos os passos i) e ii) implementados, em

que hé a atribuicdo dos seguintes valores de adaptabilidade a cada uma das 6 espécies:

A =0,67, A, =0,83, A3 =0,58, A, = 0,08, A5 = 0,32 e A; = 0,21. Na Figura 3.3(b) vemos

o0 passo iii) da dinamica de co-evolucao BS, onde o vértice 4, por possuir o menor valor

de adaptabilidade A, =0, 08 é selecionado, para ter seu valor de adaptabilidade atualizado

junto com os vértices 3 e 5.

Per Bak e Kim Sneppen, estudando a dindmica co-evolutiva de espécies sob

a luz do modelo BS, encontraram os seguintes resultados (veja Figura 3.4).

0,67

0,21 0,83

0,32 0,58

0,08

(a) Rede unidimensional com 6 si-
tios. Para cada um dos 6 sitios é
atribuido um valor de adaptabili-
dade A;.

0,67

0,21 0,83

0,32 0,58

0,08

(b) O sitio 4 tem o menor valor de
adaptabilidade e receberd um novo
valor de adaptabilidade junto com
os sitios 3 e 5.

0,67

0,21 0,83

0,59

0,47

(c) Arede com valor de adaptabili-
dade dos vértices 3, 4 e 5 atualiza-
dos.

Figura 3.3: Figura mostrando os passos da dindmica co-evolutiva de Bak-Sneppen.
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cessivas mutacoes.

Figura 3.4: As Figuras 3.4(a) e 3.4(b), retiradas do artigo [6], mostram as correlagdes espa-
cial e temporal, respectivamente.

Chamamos de X a distancia geométrica entre dois subseqiientes sitios ati-
vos. Sao ativos, os sitios selecionados de menor valor de adaptabilidade. Na Figura 3.4(a)
vemos a medida da probabilidade de distribuicao de distancias C(X), onde C(X) é o na-
mero de vezes (freqiiéncia) em que o algoritmo BS encontra a distancia X como sendo a
separacao entre dois subseqiientes sitios ativos.

A distribuicao de distancias obedece a lei de poténcia, C(X) = X~315+005 [g],
mostrando que o sistema é critico. Isso ndo depende de nenhuma condicao inicial, entdao
o estado critico é um atrator global para a dindmica, e conseqiientemente podemos dizer
que o sistema é auto-organizado.

Denominamos S como sendo o tamanho de uma avalanche, que é definido
pelo nimero de mutagoes (atividades) sucessivas abaixo de um valor de adaptabilidade
previamente estabelecido A. Para os resultados apresentados nas Figuras 3.4(a) e 3.4(b)

foi usado A =0, 65.
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Na Figura 3.4(b), vemos que a distribuicao de avalanches P(S), é dada pela
lei de poténcia, P(S) = S~%9*01 indicando a existéncia de avalanches de todos os tama-
nhos.

Desde a sua proposicao, a dinamica BS tem sido amplamente estudada. Po-
demos ressaltar abordagem via campo médio [47-50] no qual os vizinhos sdo escolhidos
aleatoriamente para a mutacdo ou evolu¢do. Um outro trabalho que merece destaque € o
artigo de Stefan Boettcher e Maya Paczuski [51], onde eles estimam os valores de adapta-
bilidade critica para redes regulares de dimensdo entre 1 <d < 6. Na Tabela 3.1 vemos os
valores das adaptabilidade criticas, A., para rede regulares de até 6 dimensoes.

Ac
0,67
0,83
0,58
0,08

0,32
0,21

SO W~

Tabela 3.1: Lista dos valores de adaptabilidade critica, A, para redes regulares de dimen-
soesd=1,2,3,4,5¢6.

3.2.2 Otimizacao Extrema: simples e generalizada

ﬁ método extremal optimization (EQ), que traduzimos como otimizacado
extrema, foi criado por Stefan Boettcher e Allon G. Percus [10, 11], tem sua dinamica ins-
pirada na criticalidade auto-organizada, um conceito introduzido para descrever com-
plexidade emergente em sistemas fisicos, onde uma estrutura com adaptacdo otimizada
emerge naturalmente, pela simples selecao contra o extremamente ruim. O método EO,

assim como o simulated annealing [52] e o algoritmo genético [53] (que foram abordados
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na minha dissertacao de mestrado [54]), sdo inspirados em observacdo de sistemas reais
da natureza.

A dinamica EO simples consiste em, estando o sistema numa determinada
configuracao, encontrar a cada passo temporal a espécie que possui o pior valor de adap-
tabilidade. Em seguida, essa espécie tem seu valor de adaptabilidade atualizado (o que
podemos interpretar como mutacdo ou selecdo natural atuando sobres as espécies). Vale
lembrar que os novos valores das varidveis, atualizadas, ndo sdo necessariamente melho-
res que os anteriores.

Diferente do que acontece com a dinamica co-evolutiva BS onde as espé-
cies com os piores valores de adaptabilidade e seus primeiros vizinhos tem seus valores de
adaptabilidade atualizados, na dinamica EO apenas a espécie com o pior valor de adapta-
bilidade € selecionado para mutacao (extin¢gdo). Ou seja, na dindmica EO ndo hd interacao
entre a espécie selecionada para mutagdo e a as espécies vizinhas.

Para poder exemplificar o método EO simples, tomemos o sistema vidro de
spin (spin glass). Trataremos aqui, do caso unidimensional, onde o spin no sitio i é co-
nectado a cada um de seus vizinhos mais préximos j por meio de uma variavel de ligacao
Jij € {—1,1} determinada aleatoriamente. O espaco de configuracoes (2 consiste de todas
as configuragoes S =(x,...,x,) €Q onde || = 2".

O objetivo aqui é minimizar a func¢ao custo, ou hamiltoniana

1
C(S):H(X):—EZ]UX,'X]'. (3.1)

<ij>

Devido ao efeito de frustracdo, que faz com que o sistema fique armadi-
lhado em configuracdes de minimos locais, € dificil alcang¢ar a configuracao do estado
fundamental. Um exemplo de armadilha é mostrado na Figura 3.5. Essa dificuldade au-

menta ainda mais com a dimensao do sistema.
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(a) Fazendo uso da Equacao 3.2, calculamos os valores (b) Depois de modificado o estado do terceiro spin do sis-
de adaptabilidade A; do sistema e encontramos A; = —1, tema, os valores de adaptabilidade A; do sistema sao os
Ar=—-1eA3=0. seguintes: A; =0, A, =0e A3 =1.

Figura 3.5: Exemplo de uma configuracao do sistema vidro de spin que estd armadilhada.
Segundo o algoritmo EO o terceiro spin da rede sempre vai ser escolhido para alterar seu
estado, fazendo com que o sistema fique preso uma configuracao de minimo local.

Para encontrar a configuragdo de menor energia, o método EO simples atri-

bui um valor A; (adaptabilidade ou qualidade) para cada variavel de spin x;
1
di=x; E;]ijxj : 3.2)
fazendo uso da equacao (3.2) e reescrevendo a equacao (3.1), temos que

C(S)= —in . (3.3)
i=1

Assim como na dinamica co-evolutiva de BS, apresentada na secao 3.2.1,
o método EO simples evolui no espaco de configuracoes mudando o estado da varidvel
que possui o pior valor de adaptabilidade em cada atualizagdo (passo). A vizinhanca N(S)
para uma atualizacdo consiste de todas as configuracdes S’ € N(S) que podem ser obtidas
de S através da inversao de um tinico spin. Depois de cada atualizacao, a contribuicao da

variavel que foi mudada e dos seus vizinhos serdo recalculados pela equacao (3.2).
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O algoritmo do método EO simples tem os seguintes passos:

1. Iniciar uma configuragdo S = {x,...,x,} € Q, onde x, é a varidvel dinamica do sis-
tema, e fazer Ssyima := S, onde Ss1ima € @ melhor configuracao a cada passo temporal;
2. Para a configuracao atual;

a) Calcular A; para cada sitio i, onde A; é o valor de adaptabilidade do sitio i;

b) Encontrar j que satisfaga A; < A; para todo i, isto €, encontrar o sitio j de pior
valor de adaptabilidade A;;

c) Escolher aleatoriamente uma configuragdo S’ € N(S), onde N(S) é o espaco de
configuragdo do sistema, requerendo que a pior varidvel x; tenha seu estado
alterado;

d) Aceitar S:= 8’ (incondicionalmente);

e) Se C(S) < C(Sstima), onde C(S) € a funcdo a ser otimizada, entao fazer Sgyipa :=
S, caso contrdrio manter a configuragao atual e procurar pelo novo pior valor
de A; na configuracao S;

3. Repetir o passo 2 o quanto for necessdrio (teste de convergéncia).

O método EO se mostra bastante eficiente na busca de solucoes de proble-
mas de otimizacdo [10, 11], e essa eficiéncia acontece quando a varidvel dinamica assume
varios estados. Esse ndo é o caso do sistema vidro de spin, que possui uma variavel di-
namica capaz de assumir apenas dois estados (spin up ou spin down). A conseqiiéncia
disso é que as chances do sistema ficar “preso” numa configuracdo que nao minimize a
energia do sistema é muito grande, e nesse caso a dindmica do método EO precisa sofrer
uma modificacao.

Para evitar que a dinamica do método EO fique armadilhada (presa numa
configuracdao de minimo local), Boettcher e Percus introduziram um parametro 7 (onde 7
é um numero real positivo), criando o algoritmo chamado de Otimizacao Extrema Gene-

ralizada GEO (do inglés, Generalized Extremal Optimization), também conhecido como
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EO-7 [10,11]. Antes de usar o parametro 7, é necessario fazer a ordenacao (rank) de todas
as varidveis x; em uma lista de acordo com o valor de adaptabilidade A;, ou seja, é preciso

encontrar uma permutacao I das varidveis de rétulo i com

Ay < Ane) < ... Ay, (3.4)

de tal modo que, no final do ordenamento teremos a pior varidvel x; na posi¢ado 1 da lista,
j =T1I(1), e a melhor varidvel na posicdo n da lista, onde n é ntimero de vértices total da

rede. Pressupondo que a distribuicao de probabilidade obedeca a uma lei de poténcia

P.ox k™", 1<k<n, (3.5)

teremos uma dinamica para um dado valor do parametro 7. A cada atualizacgdo, € selecio-
nada uma posicdo k na lista de acordo com o P. Entdo, escolhemos uma nova configura-
cao (S'), de modo que a variavel x; com i =TII(k) mude seu estado.

Com o algoritmo podendo escolher uma configuracao diferente daquela
que levaria obrigatoriamente a uma diminui¢do do valor da Equacdo 3.3 (funcdo custo), a

dindmica GEO consegue se livrar de configuracdes de minimos locais (atratores).

O algoritmo do método GEO tem os seguintes passos:

1. Iniciar uma configuracdo S = {x,,...,x,} €Q onde |Q2| = 27, atribuir um valor para 7,
e fazer Sgima == S;
2. Para a configuracao atual;

a) Calcular A; para cada sitio i;
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b) Classificar as varidveis x; de acordo com o valor (ordem de grandeza) de 4;, isto
é, encontrar uma permutacao I1 das varidveis de rétulo i com
Ay < Ane) < ... < A

¢) De posse das varidveis dindmicas ordenadas, calcular a distribuicao de proba-
bilidade para cada variavel de rétulo k.

e) Modificar a variavel x; indicada pela distribuicdao de probabilidade P.

f) Aceitar S:=§’ (incondicionalmente);

g) Testar se C(S) < C(Sstima), S€ a condicao for verdadeira, entdo fazer Sgyina := S,
caso contrario, manter a atual configuracao e procurar o novo pior valor de x;
na configuracao S;

3. Repetir o passo 3 o quanto for necessario (teste de convergéncia);

Dentre os problemas onde o método GEO foi aplicado, podemos citar dois

dos mais conhecidos: o problema do grafo bipartido [11] e o do caixeiro viajante [53].

3.3 Dinamicas Bak-Sneppen e Otimizacao Extrema Gene-

ralizada

(gomo vimos na Secao 3.2.1, no modelo BS o valor de adaptabilidade re-
presenta a habilidade de sobrevivéncia de uma populacao inteira de uma espécie. Essa
é uma quantidade vital e a tnica utilizada nessa dinamica co-evolutiva. Na Secdo 3.2.2,
vimos o método de GEO, que foi criado por Stefan Boettcher e Allon G. Percus [10,11], e
que foi inspirado na criticalidade auto-organizada. Por levar o sistema estudado para (ou
muito préximo do) o estado fundamental rapidamente, o método GEQ, tem se mostrado

muito eficiente [11].
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Nas proximas secoes deste capitulo, faremos uso da dinamica GEO biol6-
gica (GEO-b), que é ligeiramente diferente da GEO. A diferenca entre as duas dinamicas é

a seguinte:

GEO Como podemos ver da Equacao 3.2, o valor de adaptabilidade A; é calculado a
partir hamiltoniana do sistema;
GEO-b Para essa dinamica, o valor de adaptabilidade A; é gerado de uma distribuicao

uniforme.

Compreendida a diferenca entre os algoritmos, construimos o algoritmo da

dinamica GEO-b, da seguinte forma:

1) Para cada sitio i de uma rede com N sitios, é associado um valor de adaptabilidade
A; com valores entre 0 e 1, escolhido aleatoriamente de uma distribuicao uniforme;

2) Todos os vértices da rede sao classificados em ordem crescente de acordo com os
valores de suas adaptabilidades. Desta forma, o sitio com o menor valor de adapta-
bilidade é o primeiro da lista;

3) Um sitio de posicao k na lista, (1 < k < N), € selecionado segundo uma probabi-
lidade P(k) ~ k=7, onde T é um ntiimero real positivo definido, e o valor de adap-
tabilidade A; do sitio da posicao k é alterado para A}, gerado de uma distribuicao
uniforme;

4) Os passos 2) e 3) sdo repetidos tantas vezes quantas forem necessdrias.

Na Secao 3.3.1 faremos um estudo comparativo da eficiéncia das dinamicas
BS e GEO-b. Utilizaremos como parametro de eficiéncia o valor de adaptabilidade média
das espécies na rede (sistema). Uma dindmica é considerada mais eficiéncia do que outra
se conseguir elevar mais rdpido o valor de adaptabilidade média do sistema. Esse valor
€ medido da seguinte forma: estando no estado estaciondrio, somamos todos os valores

de adaptabilidade e dividimos pelo nimero de sitios da rede, fazemos isso a cada passo
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temporal e armazenamos o resultado. No final da simulacdo somamos o resultado da
adaptabilidade média de cada passo e dividimos pelo tempo de simulacao efetivo, que
é obtido subtraindo o tempo necessdrio para o sistema entrar no estado estaciondrio do
tempo de total da simulacao.

Ainda Secdo 3.3.1, apresentaremos uma andlise de uma forma discreta do
modelo BS, proposto por nés e que chamamos de Bak-Sneppen Discreto BSD, afim de ve-
rificar se a biodiversidade de espécies é um requisito essencial para alcancar (ou manter) a
criticalidade auto-organizada. A diferenca entre as dinamicas BSD e BS estd na atribuicao
dos valores de adaptabilidades das espécies. Na dinamica BS o valor de adaptabilidade,
Ai, de cada espécie é sorteado de uma distribuicao uniformemente distribuida entre 0 e
1. No caso da dinamica BSD o valor de adaptabilidade, A;, é atribuida fazendo A; = q/Q,
onde Q (um numero inteiro) representa o nimero de adaptabilidades possiveis e g € um
numero aleatério que pode assumir os valores 1, 2, ..., ou Q. De modo prético, podemos
interpretar a discretizacdo dos valores de adaptabilidade como sendo uma diminuicao da
biodiversidade do sistema. Devido a essa discretizagdo, um niimero grande de espécies
que possuem o mesmo valor de adaptabilidade podem coexistir. Com isso, surge a se-
guinte duvida, uma vez que poder4d existir varias espécies portadoras do menor valor de
adaptabilidade, qual espécie deve ser escolhida para mutagdo? Uma solugdo para esse
problema é colocar todas as espécies numa lista e sortear aleatoriamente uma delas.

Como veremos nas Secoes 3.3.1 e 3.3.2, a dinamica BSD pode nao possuir a
caracteristica de criticalidade auto-organizada, dependendo do nivel de discretizacdo da
sua varidvel de adaptabilidade. Assim como na natureza, a biodiversidade se mostra fun-
damental para os modelos evolutivos teéricos, sem a qual a criticalidade auto-organizada
nao emerge. Contudo, mesmo trabalhando com um conjunto finito de valores de adapta-
bilidade, a auséncia de biodiversidade pode ser contornada incorporando um ruido n ao

valor de adaptabilidade da dinamica BSD, produzindo uma nova dinamica, também pro-
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posta por nés e que chamamos de Bak-Sneppen com Ruido BSR, que serd apresentada
em detalhes na Sec¢do 3.3.2.

Seguindo o estudo da biodiversidade de espécies, analisamos o modelo BSR
para descobrir a partir de que valor de ruido faz com que a biodiversidade seja suficiente

para o surgimento das caracteristicas de criticalidade auto-organizada.

3.3.1 Comparacdo entre as Dinamicas BS, BSD e GEO-b

%ra comparar as dinamicas BS e GEO-b, fizemos simula¢ées com 1,1 X
10° passos temporais em um anel unidimensional com N = 4 001 sitios. Para garantir
que o regime do estado estacionério ja tenha sido alcangado, descartamos as primeiras
1,0 x 108 rodadas, assim a média temporal € feita sobre o nlimero de rodadas restantes.
Na Figura 3.6 vemos que a freqiiéncia de adaptabilidade, da dinamica BSD com Q = 10,
parece ndo possuir um limiar critico A, bem definido. O valor de adaptabilidade média da
dinamica BSD de 0, 86 (veja Figura 3.7) é um pouco maior do que o BS tradicional.

Ainda na Figura 3.6, vemos claramente que para 7 = 0,05 o algoritmo GEO-
b se comporta como uma caminhada aleatéria e tem uma distribuicdao de adaptabilidade
quase uniforme. Para 7 = 0,5 a distribuicdo é uma funcdo linear crescente de A, enquanto
para T = 1,0 a distribuicao cresce exponencialmente com A. Para a dindmica BS, a dis-
tribuicdo tem a forma de uma funcdo escada com uma descontinuidade no ponto critico
Ac ~ 0,67. Esse ponto critico existe em todas as redes regulares ou em redes exponenci-
ais (redes com distribui¢ao de conectividades escalando com uma Poisson, como a rede
Strogatz-Watts [31]), mas ndo existe em redes livres de escala. A existéncia desse ponto
critico no algoritmo BS é o primeiro sinal de que hd um estado critico auto-organizado.
A dinamica GEO-b nao possui esse ponto critico, e tampouco possui criticalidade auto-

organizada.
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Para medir a eficiéncia dos algoritmos BS, BSD e GEO-b, mostramos na Fi-
gura 3.7 a adaptabilidade média obtida no regime de estado estaciondrio. Para a dinamica
BS a adaptabilidade média é 0,83. Essa adaptabilidade média corresponde a dindmica
GEO-b com 7 = 0,86. Para 7 = 1,5 a adaptabilidade média da dinamica GEO-b € apro-
ximadamente 0,99. Isso significa que para valores altos de 7, o algoritmo GEO-b cria um
meio ambiente ideal, onde apenas as espécies mais aptas sobrevivem. Para 7 no intervalo
[0, 0,86] a dinamica BS supera o GEO-b.

Ainda, comparando as dinamicas co-evoluciondria BS, BSD e evolucionéaria

GEO-b, analisamos a correlacao espacial C(x). C(x) é a distribuicao de probabilidade de

0,09 N ! | ! | ! | ! | ! -
0,08 |- i
0,07 |- a

0,06 — T =1’00 i’l -

0,05 [ N

0,04 |-
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Figura 3.6: Freqiiéncia de adaptabilidade A medida depois de alcangado o regime estaci-
ondrio. Os circulos azuis correspondem ao algoritmo BS e exibe uma descontinuidade no
ponto critico A, ~ 0,67. As cruzes verdes representam o algoritmo BSD com apenas 10
valores de adaptabilidade possiveis. As linhas tracejada, continua e tracejada com pontos
correspondem ao algoritmo GEO-b para os valores de T = 0,05, 0,50 e 1,00, respectiva-
mente.
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Figura 3.7: Adaptabilidade média versus 7. O algoritmo BS tem um valor de adaptabili-
dade média de 0,83 que corresponde ao valor de T = 0,86 da dinamica GEO-b, enquanto
o valor de adaptabilidade média para o algoritmo Bak-Sneppen Discreto BSD é 0,86 e cor-
responde a T = 0,95 da curva da dindmica GEO-b.

distancia x entre duas espécies extintas (ou que sofreram mutac¢des) subseqiientes. Apre-
sentamos na Figura 3.8 os resultados dessa comparacdo. Vemos que a dinamica GEO-b
ndo apresenta um comportamento critico auto-organizado na distribuicao de probabili-
dade de distancia, pois ao invés de uma lei de poténcia para C(x), a dindamica GEO-b pos-
sui uma correlacao espacial com um alcance infinito — a distribuicdo de probabilidade
C(x) é constante ndo importando qual seja distancia entre duas espécies subseqiiente-
mente extintas ou modificadas. No caso da dindmica BS, vemos que a distribuicdao de
probabilidade C(x) obedece a lei de poténcia, C(x) ~ x~323£002 _ um indicio de criticali-

dade auto-organizada.
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Outra importante diferenca entre as duas dinamicas € a distribuicdo de pro-
babilidade de avalanches P(A), onde A é o tamanho de uma avalanche e é definido pelo
numero de passos temporais subseqiientes com pelo menos uma espécie com valor de
adaptabilidade abaixo do limiar critico A.. Como podemos ver na Figura 3.6, esse limiar
critico ndo existe na dindmica GEO-b. Para o algoritmo BS a distribuicao de avalanches
decai como P(A) ~ A=099£001 hara um valor de adaptabilidade A, = 0,67, veja Figura 3.9(a).
Enquanto no algoritmo GEO-b, a distribuicao de avalanches decai segundo uma lei de po-
téncia truncada com A.(A., 7) (veja Figura 3.9(b)), e depende dos valores escolhidos de A,

erT.
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Figura 3.8: A dindmica GEO-b tem uma distribuicdo de probabilidade C(x) constante que
independe do valor de 7. O algoritmo BSD tem um comportamento misto enquanto o
algoritmo BS segue uma lei de poténcia.
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(a) Distribuicao de probabilidade de avalanches P(A), da dina- (b) Distribuicdo de probabilidade de avalanches P(A), da dina-
mica BS, escalando com P(A) ~ A~0:99+0,01 mica GEO-b, com valores de A, = 0,85 e T = 1, que apresenta
um comportamento misto dado por P(A) ~ A=085¢-0,024,

Figura 3.9: Distribuicao de probabilidade de avalanches das dinamicas BS e GEO-b.

3.3.2 Dinamicas BSD e BSR

J% Secao 3.3.1 vimos que, a dinamica BSD ndo apresenta a caracteristica
de criticalidade auto-organizada. Assim como na natureza, a biodiversidade parecer ter
um papel fundamental em modelos evolutivos, uma vez que sem ela a criticalidade auto-
organizada nao emerge. Para descobrir o momento em que acontece a transicao da dina-
mica BSD para a BS, incorporamos um ruido n ao valor de adaptabilidade da dinamica

BSD,

A=q/Q+(1-2r)n, (3.6)

onde Q (um nimero inteiro) representa o nimero de adaptabilidades possiveis, g é um
numero aleatério que pode assumir os valores 1, 2, ..., ou Q, r é um niimero aleatério
gerado por uma distribui¢do uniforme no intervalo [0, 1] e  é um ruido (um nimero real,

muito pequeno) que vai de 103 e 1078,
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Figura 3.10: Distribuicdes de probabilidades C(x) para a dinamica BSD com Q = 10, para
valoresde n =103, 107 e 1078,

Como podemos ver na Figura 3.10, para valores de ) maiores do que 10~ a
dinamica BSR possui a caracteristica de criticalidade auto-organizada. Esse ruido pode
ser interpretado como o surgimento de sub-espécies, contribuindo para o restabeleci-
mento da biodiversidade do sistema.

Nessa mesma linha, vemos na Figura 3.11, uma comparacao entre as dina-
micas GEO-b, BSD e BSR. A curva da distribuicdo de probabilidade espacial C(x) da dina-
mica BSR, com um valor de ruido (1)) de 1073, recupera completamente a caracteristica de

criticalidade auto-organizada.
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Figura 3.11: Como ja vimos na Figura 3.9 o algoritmo GEO-b tem uma distribuicao de pro-
babilidade C(x) constante que independe do valor de 7. O algoritmo BSD tem um com-
portamento misto enquanto o algoritmo BSR, com um ruido (1) de apenas 103, recupera
o decaimento tipo lei de poténcia.

3.4 Resultados

%lo fato de levar as espécies menos adaptadas a exting¢do, a teoria co-
evoluciondria de Darwin € intrinsecamente uma teoria de otimizacao. Nesse capitulo es-
tudamos a eficiéncia de alguns algoritmos. Comparando os valores médios de adaptabili-
dade dos algoritmos BS e GEO-b, concluimos que a dinamica BS é mais eficiente do que
a otimizacdo extrema no intervalo [0, 0,86] de 7. A determinac¢do da correlacdo espacial
e a distribuicdo de probabilidade de avalanches mostrou que a dindmica de otimizacao

extrema nao conduz o sistema para um estado critico auto-organizado. Por meio de uma
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forma discreta do modelo Bak-Sneppen, que chamamos de modelo Bak-Sneppen Dis-
creto BSD, chegamos a conclusdo de que a biodiversidade é um requisito essencial para o
surgimento da criticalidade auto-organizada.

Como vimos no Capitulo 2, enquanto BS é uma dinamica co-evoluciondria
a dinamica GEO-b é apenas evoluciondria, ou seja, as espécies sujeitas a essa dinamica
ndo interagem. Comparag¢des do desempenho de dinamicas co-evolucionadrias e evoluci-
onarias foram feitas no contexto de autdmato celular [55].

Observamos ainda que, a dindmica do algoritmo BS é uma descricao, sim-
plificada, da evolucao biolégica adotada pela natureza enquanto a dinamica do algoritmo
GEO-b representa uma otimizacao criada pelo homem. Ao contrario do que acontece com
a dinamica BS, a dinamica GEO-b ndo tem a caracteristica co-evoluciondria, ou seja, a ex-
tincao de uma espécie nao influencia no destino de espécies vizinhas. A dinamica GEO-b
também ndo tem a caracteristica de eliminacdo Darwiniana, uma vez que a espécie elimi-
nada ndo é necessariamente a menos adaptada.

Apesar da eficiéncia do algoritmo GEO-b poder exceder, em certos casos (se
T > 0,86) o algoritmo BS. Essa eficiéncia é acompanhada das seguintes caracteristicas in-
desejéveis: a correlacdo espacial entre as espécies € constante, ou seja, ela independente
da distancia entre espécies subseqiientemente extintas; existe um parametro externo livre
7 para ser ajustado manualmente; inexisténcia de um mecanismo de equilibrio entrecor-
tado. Tal mecanismo parece ser uma boa maneira encontrada pela natureza de renovar,
por mutagdo, espécies sem a intervencao de mudancas climdticas bruscas ou destrui¢dao
em massa (por meteoro, por exemplo). Aprendemos que a dinamica GEO-b ndao conduz o
sistema a um estado critico auto-organizado.

No capitulo 4, apresentaremos uma breve revisao historica e de conceitos

fundamentais para a teoria de grafos ou redes complexas.



CAapPiTULO 4

Redes, O Que Sao E Como Surgiram

Lqr.adicionalmente os cientistas buscam modelos minimos. Como vere-
mos na breve revisao histoérica feita neste capitulo, modelos minimos sdo a “pedra filo-
sofal” tanto dos fisicos como dos matemaéticos, uma vez que esses profissionais das ci-
éncias exatas estdo sempre a procura de modelos minimos para descrever seus sistemas.
Em nossa breve revisao apresentaremos um pouco da histéria do nascimento da teoria
de grafos, com Euler e as sete pontes de Konigsberg [56,57], e seguiremos apresentando os
modelos de Erdos-Rényi [58-60], de Watts-Strogatz[31,61,62] e de Barabdsi-Albert [63-66],

chegando aos dias de hoje com as vérias aplicacdes das redes no estudo de sistemas reais.

4.1 Um pouco davida de Euler e as Pontes de Konigsberg

Teorema 1. Seja M, = g(logn + w), onde w = w(n) é uma funcao
de n. Se w — —oo entdo um G, y,, caracteristico é desconectado, en-

quanto se w — oo um G, ), caracteristico é conectado.

J%o, a teoria de grafos e conseqiientemente a ciéncia das redes nao co-
mecaram com teoremas quase que incompreensiveis. Mas também nao comeg¢aram com

definicoes de facil compreensdo, assim como: consideremos uma rede, como sendo um

34
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conjunto de itens que podemos chamar de vértices ou nos, que estdo conectados segundo

alguma regra de ligacao (veja a Figura 4.1).

- vertice

. conexao

Figura 4.1: Pequena rede com oito vértices e dez conexdes.

Tudo comegou com Leonhard Euler!, um matematico e fisico de origem
suica. Seu pai, o pastor calvinista Paul Euler, desprezando o prodigioso talento matema-
tico do filho determinou que ele estudasse teologia e seguisse a carreira religiosa. Daniel
e Nikolaus Bernoulli, junto com Johann Bernoulli (um de seus futuros professores), con-
venceram Paul a permitir que o filho trocasse o habito pelos nimeros. Com certeza dreas
como a matemadtica, a fisica e a engenharia tém muito a agradecer a esse homem. Euler
redigia trabalhos com tanta facilidade que costumava dizer ironicamente que seu lapis era
muito mais inteligente que ele. Suas obras completas estendem-se por dezenas de volu-

mes, alguns dos quais infelizmente nunca foram finalizados?. A gratidao nao é somente

1Euler nasceu na Basiléia em 15 de Abril de 1 707 e faleceu em 18 de Setembro de 1 783, de ataque car-
diaco

2Como a Opera Omnia, uma coletdnea dos trabalhos de Euler (infelizmente incompleta), de mais de
setenta e trés volumes, cada volume contendo da ordem de seiscentas paginas.
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por suas grandes obras no campo da matemadtica pura, mas também pelos varios “desvios
de percursos” que ele acabou fazendo ao longo de sua vida. Além da teoria dos ntime-
ros, Euler teve grande participacdo no desenvolvimento do cédlculo diferencial e integral,
na teoria das equacoes diferenciais, na geometria e muitas dreas da matematica aplicada;
sendo um dos pioneiros também da teoria de grafos e da topologia algébrica.

Os ultimos 10 anos da vida de Euler, entre seu retorno a St. Petersburg em
1766 e sua morte aos 76 anos, foram de muito tumulto. Apesar das vérias tragédias pes-
soais, metade ou mais de seus trabalhos foi escrito justamente durante esse turbulento
periodo de sua vida. Dentre esses trabalhos estd um tratado de 775 paginas sobre o mo-
vimento da Lua, um livro texto de dlgebra e um livro (composto de trés volumes) sobre
célculo integral, que foi completado enquanto ele publicava uma média de um artigo so-
bre matemadtica por semana no jornal da Academia de St. Petersburg. No ano de 1 766
Euler sofreu com a perda parcial de sua visdo e no ano seguinte ap6s uma fracassada ope-
racao de catarata Euler, perdeu totalmente a visdo. Mas isso ndo o perturbou em nada e
freqiientemente dizia: “agora eu terei menos distracdes”. Devido a perda da visdo, nesse
ultimo periodo de sua vida Euler ndo pode ler e nem escrever uma tnica linha. Assim,
milhares de paginas de trabalho tiveram que ser ditados a um ajudante que as transcrevia.

Trés décadas antes, ainda com sua visdo perfeita, Euler escreveu um curto
artigo sobre um divertido problema que teve como palco Konigsberg®, uma cidade nao
muito distante da casa de Euler em St. Petersburg. Devido a existéncia do rio Pregel e da
vocac¢do da cidade para os negbcios, uma vez que possuia uma frota muito requisitada de
navios, os mercadores locais e seus familiares podiam desfrutar de uma vida confortavel.
As boas condicoes econdmicas da cidade eram tais que os responséveis pela mesma (pre-
feitos) construiram nada menos do que sete pontes em varios pontos da cidade. A maioria
das pontes, 5 de um total de 7, conectavam a elegante ilha Kneiphof, cercada pelo rio Pre-

gel, com o restante da cidade. As outras duas pontes ligavam outros pontos da cidade,

3 Konigsberg, atualmente conhecida como Kaliningrado, uma cidade a leste da Prussia.
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veja a Figura 4.2(a). A populagdo de Konigsberg, aproveitando o clima de harmonia e a paz
da cidade, no tempo livre se divertia com o seguinte quebra-cabecas: é possivel encontrar
um caminho atravessando as sete pontes sem nunca atravessar uma mesma ponte duas
vezes? Contudo, ninguém foi capaz de encontrar um caminho que satisfizesse o quebra-
cabecas até que uma nova ponte fosse construida em 1 875. Entretanto, quase 150 anos
antes da construcdo da nova ponte, em 1 736, Euler ofereceu uma rigorosa prova mate-
matica dizendo que ndo existia um caminho que passasse por todas as sete pontes uma
Unica vez. Além de resolver o problema das pontes de Konigsberg (veja a Figura 4.2), Euler,
de forma nao intencional, iniciou uma nova area da matematica conhecida como teoria
de grafos. Essa teoria € hoje a base de todo nosso conhecimento sobre redes. Durante os
séculos que se seguiram a teoria de grafos cresceu e se desenvolveu com a contribui¢do

de varios outros matematicos.
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(a) Pontes de Konigsberg. Um esbogo fiel de Konigsberg (b) Grafo das 7 pontes de Konigsberg

antes de 1 875, com a ilha Kneiphof (A) e as 4reas de terra
(B, C e D) envolvidas pelos dois bragos do rio Pregel.

Figura 4.2: Figura 4.2(a) mostra um esboco das pontes de Konigsberg e o grafo correspon-
dente é mostrado na Figura 4.2(b).
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4.2 Nascimento da Ciéncia das Redes

(gomo mencionado na secao 4.1, o grafo das pontes de Konigsberg foi o
marco inicial para a teoria de grafos. Euler provou de modo simples e elegante que nao é
possivel fazer uma caminhada pela cidade e passar por cada uma das 7 pontes uma tinica
vez. A prova de Euler é compreensivel mesmo para uma pessoa que ndo tenha intimidade
com a matemadtica. No entanto, ndo foi a prova que entrou para a histéria, mas sim os
passos que ele usou para resolver o problema. A grande idéia foi, sem ddvida alguma,
tratar o problema das pontes de Konigsberg como sendo um grafo, uma cole¢do de vértices
conectados por ligacdes. Usando vértices para representar cada uma das quatro areas de
terra separadas pelo rio, associando a cada uma, as letras A, B, C e D. O préximo passo
foi usar ligacdes para representar cada uma das sete pontes, associando cada uma das
pontes, as letrasa, b, c,d, e, fe g.

A prova de Euler, de que em Konigsberg ndo existia um caminho tal que
fosse possivel passar por todas as sete pontes uma tnica vez, foi baseada na simples ob-
servacdo de que vértices com um numero impar de ligacoes devem ser escolhidos para
se comecar ou terminar a caminhada, de forma que um caminho continuo que passe por
todas as pontes pode ter apenas um ponto de partida e um outro ponto de chegada. As-
sim, tal caminho nao pode existir em um grafo que tem mais de dois vértices com um
numero impar de ligagdes. Visto que o grafo de Konigsberg tem os seus quatro vértices
nessas condi¢des, um caminho passando uma tinica vez por todas as pontes nao existe.

O aspecto mais importante da prova de Euler é que a existéncia de possiveis
caminhos ndo depende de quao inteligente somos para encontré-los. A existéncia do ca-
minho é uma propriedade intrinseca do grafo, ou seja, ou o caminho existe ou ndo existe.
Assim sendo, dado o grafo das pontes de Konigsberg, nunca teremos sucesso na busca de

um caminho que passe uma tnica vez por cada uma das sete pontes.
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No ano de 1 875, foi construida em Konigsberg uma nova ponte entre as
areas de terra B e C aumentando assim o namero de ligacoes destes dois vértices para
quatro. Com isso apenas os vértices A e D estavam com um nimero impar de ligacoes,
sendo entdo possivel encontrar o caminho desejado. A mensagem nao intencional de Eu-
ler é muito simples: grafos (ou redes) tém propriedades escondidas em suas construgoes,
que limitam ou aumentam nossa habilidade para fazer algo ttil com elas.

Depois de Euler, a teoria de grafos continuou crescendo com as contribui-
coes de grandes matematicos tais como Cauchy?, Hamilton®, Cayley®, Kirchhoff” e Polya®.
Muito do que é conhecido hoje sobre os grafos, por isso podemos dizer seguramente que
eles tiveram um papel decisivo para consolidar a teoria grafos. Até a metade do século
XX, um dos objetivo em teoria de grafos era propor novos modelos e catalogar as suas
propriedades.

Afinal de contas, como uma rede real se forma? Quais sao as leis que gover-
nam o surgimento de cada um de seus elementos e estrutura? Estas questdes, e a primeira
resposta, ndo vieram antes da década de 60 do século XX, quando dois matemdticos hin-
garos, Paul Erdos e Alfréd Rényi revolucionaram a teoria de grafos.

Paul Erdos escreveu mais de 1 500 artigos cientificos até sua morte em 1 996,
sendo 8 desses artigos com Alfréd Rényi. Esses oito artigos pela primeira vez abordavam
a questdo mais fundamental para o entendimento do mundo que em que vivemos: Como

as redes se formam?

4Augustin-Louis Cauchy (21/08/1789, Paris - 23/05/1857, Sceaux (proximo a Paris)) foi um matematico
francés e contribuiu muito no estudo do cédlculo de residuos.

SWilliam Rowan Hamilton (04/08/1805, Dublin - 02/09/1865, Dublin). Hamilton é o maior homem de
ciéncia que a Irlanda produziu. Uma de suas herancas é dlgebra dos quatérnios publicado no livro “Lectures
on Quaternions”.

6Arthur Cayley (16/08/1821, Richmond, Inglaterra - 26/01/1895, Cambridge, Inglaterra) foi um matemé-
tico britanico. As suas contribuicdes incluem a multiplicacdo de matrizes e o teorema de Cayley.

“Gustav Robert Kirchhoff (12/03/1824 em Koénigsberg, Prissia - 17/10/1887 em Berlim, Alemanha) foi
um fisico alem&o cujas principais contribuicdes cientificas estiveram no campo dos circuitos elétricos, na
espectroscopia e na emissdo de radiacao dos corpos negros. Kirchhoff prop6s o nome de “radiacao do corpo
negro” em 1862. E o responsavel por duas leis fundamentais da teoria cldssica dos circuitos elétricos e da
emissdo térmica.

8George Polya (13/12/1887, Budapeste - 07/09/1985, Palo Alto) foi um matemadtico hungaro. Dentre seus
trabalhos mais conhecidos podemos citar a solucdo do passeio aleatério.
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Para responder a essa pergunta, durante as conversas de trabalho, Erdos e
Rényi, propuseram o seguinte experimento mental: suponhamos que uma festa seja or-
ganizada, e que sejam convidadas 100 pessoas com a seguinte condi¢do, ninguém se co-
nheca. Ofereca a este grupo de estranhos vinho e queijo, logo eles estardo se organizando
em grupos, formados por duas, trés ou mais pessoas, e estardo conversando. Agora men-
cione a um dos convidados que o vinho tinto nas garrafas verdes é um saboroso e raro vi-
nho tinto, vintage do Porto, de vinte anos de idade, muito melhor do que o vinho tinto das
outras garrafas. Mas peca ao seu convidado para somente compartilhar essa informacao
com o0s novos amigos que ele fez na festa. Pois a quantidade de vinho do Porto é pequena
e nao seria o suficiente para todos. Contudo, os convidados, cansados de conversar muito
tempo com as mesmas pessoas, irdo iniciar uma conversa com outras pessoas, entrando
em novos grupos de conversa. Um dos assuntos mais interessantes nesses novos grupos
serd a existéncia do raro vinho do Porto, mesmo que ninguém note nada de diferente. Pas-
sard a existir uma rede social, formadas pelas ligacoes entre pessoas que se reuniram em
grupos e ligacoes entre grupos, formada pelas ligacoes feitas por aqueles que mudaram
de grupo. Conseqiientemente, poderiamos identificar os caminhos ligando pessoas até
entdo desconhecidas umas das outras.

Os convidados da festa podem ser pensados como parte de um problema
de teoria de grafos, onde eles sdo os vértices e uma conversa cria uma ligacao social entre
eles. Assim, desta rede de relacionamentos — um grafo emerge — com vértices conecta-
dos por ligacoes. Computadores ligados por linhas telefénicas, moléculas ligadas por rea-
¢cOes quimicas, fabricas e consumidores ligados por mercadorias, células nervosas conec-
tadas por axonios, ilhas ligadas por pontes, sdo todos exemplos de grafos. Erdos e Rényi,
comecaram a buscar um modelo que pudesse descrever todos estes diferentes sistemas,
um verdadeiro desafio para qualquer um. Indiferentes a dificuldade, e tendo sempre em
mente que o objetivo maior de um cientista é encontrar a maneira mais simples de expli-

car um fendmeno complexo, a resposta deles a esse desafio ndo poderia ser mais simples.
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Uma vez que diferentes sistemas seguem regras muito diferentes para a formacao de suas
redes, Erdos e Rényi, diante da diversidade dos sistemas, propuseram que as liga¢cdes en-
tre os vértices fossem aleatérias. Dado um conjunto de n vértices, conecte os vértices dois
a dois com uma probabilidade p, onde p é um ntimero real entre O e 1.

Erdos se questionava: “Criamos a matemadtica ou apenas a descobrimos?”.
Podemos estender o alcance dessa pergunta, reformulando-a da seguinte forma: “As ver-
dades existem, mesmo que as desconhecamos?”. Erdos tinha uma resposta
para esta questao, segundo ele: “As verdades matemadticas
estdo entre uma lista de verdades absolutas, e apenas as re-
descobrimos”.

Em oposicao ao seu amigo Albert Einstein,
em Princeton, que dizia “Deus nao joga dados com o uni-
verso”, Erdos se aventurava dizer que “Deus se divertia jo-

gando dados”.

4.3 O Mundo é Pequeno

éam 1967, Stanley Milgram, um psic6logo social e professor em Harvard,
se lancou em mais um de seus experimentos sociais. O objetivo de Milgram agora era
encontrar a “distancia” entre duas pessoas quaisquer nos Estados Unidos da América [67].
Para dar inicio a esse experimento duas pessoas foram escolhidas como alvo. A primeira
foi a esposa de um estudante de teologia em Sharon, Massachusetts. A segunda foi um
corretor em Boston. O préximo passo foi escolher as cidades de Wichita, Kansas e Omaha,
todas elas no Nebraska, como ponto de partida para o estudo.

Havia pouco consenso sobre quantas ligacdes seriam necessérias para co-

nectar duas pessoas dos estados de Massachusetts e Nebraska ou dos estados de Boston
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e Nebraska. Tanto que o proprio Milgram, enquanto planejava o experimento, disse: “Re-
centemente eu perguntei a um amigo muito culto quantos seriam os passos para ligar
duas pessoas, e ele respondeu que acreditava serem necessarios 100 passos (pessoas), ou
mais, para fazer uma carta chegar de Nebraska até Sharon”.

O experimento de Milgram exigiu o envio de cartas para moradores, aleato-
riamente escolhidos, de Wichita e Omaha pedindo a eles que participassem de um estudo
de contato social na sociedade americana. A carta continha um breve resumo da proposta
do estudo, uma fotografia, nome, endereco e outras informacdes sobre as duas pessoas es-

colhidas como alvos, junto com as seguintes instrucoes:

COMO PARTICIPAR DO ESTUDO

1. adicione o seu nome o da pr6xima pessoa que recebera esta carta® no final da lista.

2. Pegue um cartdo postal, existente em grande quantidade nessa correspondéncia, e
envie de volta a universidade de Harvard. Nao é necessdrio selo. O cartdo postal é
muito importante. Pois ele nos permitird acompanhar o progresso desta correspon-
déncia ao longo do seu trajeto até a pessoa alvo.

3. Se vocé conhecer a pessoa alvo, envie esta carta diretamente para ela. Faca isso
somente se vocé conhece a pessoa alvo pelo primeiro nome!°.

4. Sevocé nao conhecer a pessoa alvo, nao envie a carta para ela. Ao invés disso, envie
essa carta (com cartdes postais, fotos e informacdes sobre os alvos) para alguém que
vocé conheca, e que voceé acredite que ele conheca a pessoa alvo. Vocé pode enviar
a carta a um amigo, parente ou conhecido, mas deve ser alguém que vocé conheca

pelo primeiro nome.

9Na verdade, um pacote contendo as informacées das pessoas alvos, uma lista e cartdes postais.

10Para os americanos, tratar (conhecer) uma pessoa pelo primeiro nome, significa que vocés ja foram
apresentados e de uma forma ou outra mantém algum tipo de relacdo, que pode ser de coleguismo, amizade,
etc.
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Enquanto o experimento acontecia, Milgram tinha um pensamento recor-
rente: serd que alguma das cartas chegaria ao alvo? Se o ntimero de ligacdes necessdrias
para fazer com que a carta chegasse ao alvo estivesse em torno de 100, como seu amigo
pensava, entdo o experimento provavelmente poderia falhar, uma vez que poderia haver

uma pessoa ao longo do caminho que ndo cooperasse.
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Figura 4.3: Histograma, mostrando que no final do experimento Milgram, as cartas que
chegaram ao destino passaram por seis pessoas (em média).

Tamanha foi a surpresa de Milgram, quando poucos dias depois, de inici-
ado o experimento, a primeira carta chegou ao alvo passando por apenas duas pessoas.
Com o passar dos dias mais cartas chegavam ao alvo. De um total de 160 cartas, 44 che-
garam ao alvo (veja Figura 4.3), algumas precisaram passar por até 11 pessoas para chegar
ao seu destino (o alvo). Estes caminhos completos permitiram a Milgram determinar o

numero de pessoas necessdrias para fazer chegar uma carta ao alvo. Ele encontrou que
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o numero médio de pessoas, para se fazer uma carta chegar ao alvo, era de aproxima-
damente 5,5. Um valor muito diferente das 100 pessoas, como havia previsto o amigo
de Milgram. Arredondando esse valor de 5,5 para 6, obtemos os famosos “seis graus de
separacdo”. Ao contrdrio do que muitas pessoas pensam, ndo foi Stanley Milgram quem
cunhou a expressdo “seis graus de separacao”. Essa expressao teve sua origem numa peca
de teatro criado por John Guare em 1 991. Depois de fazer grande sucesso na Broadway,
essa peca se transformou em filme com o mesmo titulo “seis graus de separacao”. Num
trecho do filme, o personagem chamado Ousa (interpretado por Stockard Channing), re-
fletindo sobre a ligacao entre as pessoas de todo o mundo diz para sua filha, “Cada um
neste planeta estd separado apenas por seis outras pessoas. Seis graus de separa¢do. En-
tre n6s e qualquer outra pessoa nesse planeta. O presidente dos Estados Unidos. Um
gondoleiro em Veneza.... ndo necessita nem ao menos ser uma pessoa conhecida. Isso
vale para qualquer um. Um nativo de uma floresta tropical. Um habitante da Terra do
Fogo. Um esquimé. Eu estou ligado a uma pessoa por um caminho de seis pessoas. E
algo muito profundo... como se uma pessoa fosse uma nova porta que se abre para outros
mundos.”. Apesar da diferenca entre o experimento de Milgram (que diz respeito somente
aos Estados Unidos), e a peca de John Guare que dizia respeito a todo o mundo, a idéia
dos seis graus de separacao (com um apelo cientifico), nascia naquele momento.

A contribuicao de Stanley Milgram ndo foi apenas nos chamar a atencao
para o quanto estamos conectados, mas também demonstrar que ninguém esta a muito

mais que alguns “apertos de mao” de outra pessoa. Isto é, o mundo é pequeno.

4.4 Ressurgimento da Ciéncia das Redes

(gomo é habitual do homem, depois de obtermos as respostas para algu-
mas perguntas, logo surgem novas perguntas. Como, por exemplo, se a distancia média de

separacdo entre as duas pessoas quaisquer no mundo é sempre 6. Ou ainda, se tentarmos
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formar uma rede com essas pessoas, que estrutura de rede encontraremos? As respostas a
essas perguntas comecaram a surgir hé alguns anos atrds. Hoje em dia, além de sabermos
que as redes sociais sio mundos pequenos, sabemos um pouco mais. Sabemos como po-
demos classifica-las, e calcular véarias de suas grandezas. Como veremos na subsecao 4.13,
temos muito mais conhecimento sobre as redes hoje do que quando tudo comegou (ou
recomecou) em 1 999, com os primeiros artigos de Albert-Laszl6 Barabasi e da sua entdo

aluna de doutorado Réka Albert.

4.5 Redes: definicao

%ra os fisicos (matemadticos), uma rede é um conjunto de itens, que cha-
mamos de vértices (n6s), com ligacoes entre eles, chamadas de conexdes (arestas). Essa
definicdo de rede é uma das mais simples, mas existem redes que exigem um tratamento
mais cuidadoso. Por exemplo, uma rede pode ter mais de um tipo de vértice, e/ou mais
de um tipo de conexdo entre os vértices. Esses vértices e conexdes podem ser associa-
dos a uma variedade de propriedades. No caso de uma rede social, os vértices podem
representar homens e mulheres, pessoas de diferentes nacionalidades, localidades, ida-
des, ou quaisquer outras caracteristicas inerentes ou ndo, enquanto as conexoes, podem
representar uma relacdo de amizade ou hostilidade, uma relacdao profissional ou qual-
quer outra relagdo que possamos imaginar. Tanto os vértices quanto as conexdes podem
carregar um peso, que por exemplo, diz o “quanto” uma pessoa conhece a outra. Com
relacdo as conexoes, elas ainda podem ser direcionadas, ou seja, apontam numa certa di-
recdo. Redes compostas de conexdes direcionadas sdo chamadas de redes direcionadas
(ou digrafos, pelos matemadticos). Exemplos de redes direcionadas sdo: as redes WWW,
de citacdo cientifica, uma vez que os “links” de paginas na Internet e a citacdo de artigo
seguem uma Unica dire¢do. Redes direcionadas pode ser ciclicas, quando existir “loops”

(lacos) ou aciclicas, quando ndo existir nenhum laco.
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Figura 4.4: Rede bipartida, com 4 vértices do tipo filme e 11 vértices do tipo ator. Vértices
de a a d representam filmes e os vértices de A até K representam atores, e as linhas ligam
os atores aos filmes nos quais eles atuaram.

Existem redes com mais de um tipo de vértice. Nessa tese iremos estudar
apenas as redes unipartidas, que tem um tinico tipo de vértice (veja Figura 4.5) e as bipar-
tidas (veja Figura 4.4), que possuem dois tipos de vértices. Um exemplo de rede bipartida
é arede de atores de Hollywood, que possui dois tipos de vértices (os atores e os filmes)
e cada ator possui uma ligacao com os filmes nos quais ele atuou. Da rede bipartida po-
demos construir uma rede unipartida de atores, ligando atores que atuaram juntos num

mesmo filme.

Figura 4.5: Rede unipartida, é a projecdo da rede bipartida na qual atores se ligam uns aos
outros se eles atuaram num mesmo filme.
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O estudo das redes ainda podem levar em conta a evolu¢do temporal, com
vértices e ligacdes aparecendo ou desaparecendo, ou ainda com os mudanca dos valores
atribuidos aos vértices e ligacdes. Além disso, existem muitos outros niveis de sofisticacao
que podem ser adicionados as redes.

Devido ao fato de pesquisadores de vdrias dreas estarem estudando as re-
des complexas, muitos termos sdao usados de maneira equivocada. Para evitar confusao,

apresentamos na Tabela 4.1 um pequeno diciondrio de termos utilizados nessa tese.

4.6 Tipos de Redes

%squisadores das mais diversas areas, tém devotado especial atencao ao
estudo de redes dos mais diferentes tipos e origem. Muitas vezes, a obtencdo de dados
dos sistemas reais, é o ponto de partida para o estudo das rede. Nessa tese, iremos seguir
a classificacdo sugerida por Mark E. J. Newman [19] e vamos dividir as redes em quatro
categorias: redes sociais, de informacao, tecnolégicas e biolégicas. Nossa intencao é fa-
zer uma breve apresentacdo das caracteristicas mais importantes dos diferentes tipos de

redes.

Redes Sociais

OZ/ma rede social é o conjunto de pessoas ou grupos de pessoas que pos-
suem algum tipo de contato ou interacao entre elas. As pessoas fazem o papel de vértice e
as interagoes entre elas sdo as ligacdes. As redes sociais seguramente estao entre as mais
estudadas [68-71]. A natureza das ligacdes pode ir desde um contato sexual até um relaci-
onamento profissional entre executivos de empresas. Dois exemplos bastante conhecidos
de redes sociais sdo: rede de atores de Hollywood e a rede de jogadores de futebol brasi-

leiro [33], que veremos em detalhe no Capitulo 6.
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Vértice: A unidade fundamental de uma rede, também conhecido como sitio pelos

fisicos.
Ligagdo: A linha que conecta dois vértices.

Direcionada/ndo-direcionada: Uma ligacdo entre vértices é direcionada se segue
numa unica dire¢do (como uma rua de mdo tnica), e ndo-direcionada se ela segue nas

duas dire¢oes. Uma rede € direcionada se todas ligacdes sao direcionadas.

Conectividade: O numero de primeiros vizinhos (vértices adjacentes) do vértice em

questao.

Grau: O numero de ligacdes conectados a um vértice. Vale lembrar que o grau nao
é necessariamente igual ao niimero de primeiros vizinhos de vértice, uma vez que pode
haver mais de uma ligacao entre dois vértices. Uma rede direcionada possui os graus de
entrada e de saida para cada vértice, que sao os nimeros de ligacdes que entram e saem

respectivamente.

Componente: A componente da qual um vértice faz parte é o conjunto de vérti-
ces (conectados) que podem ser alcancados seguindo os caminhos da ligacoes da rede.
Vale lembrar que uma rede direcionada, possui componentes de vértices com ligacdes

entrando e de vértices com ligacoes saindo.

2 .

Caminho Geodésico: Mais conhecido como “shortest path length” é o caminho ge-
odésico mais curto entre dois vértices quaisquer da rede. E importante dizer que freqiien-

temente existe mais de um caminho geodésico entre dois vértices.

Didametro: O diametro de uma rede é o caminho geodésico mais longo (dado em

termos do ntiimero de ligacoes) entre dois vértices quaisquer da rede.

Tabela 4.1: Definicdo de alguns dos termos mais utilizados no estudo das redes.
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Redes de Informacao

%edes de informacao, também conhecidas como redes de conhecimento
sdo obtidas a partir de bases de conhecimento formal, como as citacdes de artigos cien-
tificos, a World Wide Web, os registros de patentes, a estrutura das linguagens, etc. As
citacoes de artigos cientificos sao modeladas como um grafo direcionado, praticamente
aciclico, dado que as publica¢gdes mais recentes citam aquelas mais antigas e nunca o in-
verso. No outro extremo, a Web forma um grafo direcionado com forte presenca de ciclos,
uma vez que a evolu¢do temporal permite a um site adicionar ligacdes a outros de cons-

trucdo posterior.

Redes Tecnologicas

VQi s redes tecnolégicas, sdo redes construidas pelo homem e desenvolvi-
das para distribuir algum bem de consumo ou algum recurso [72], tal como eletricidade
e informacdo transmitida via Internet [73]. Outros exemplos de redes tecnolégicas sdo:

redes de distribuicao de eletricidade, dgua e telefonia.

Redes Biologicas

c%sternas biolégicos podem ser representados como redes. Talvez o exem-
plo classico das redes biolégicas [74] seja a rede de proteinas de levedura (yeast), onde os
vértices representam as proteinas e as ligacoes (dirigidas) representam a interacao fisica
entre duas proteinas [75]. Outros exemplos de redes bioldgicas sdo os sistemas nervoso e
vascular e as cadeias alimentares [76-81], que tem um interesse significativo no estudo de

ecossistemas.
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4.7 Propriedades das Redes

OZ/m dos modelos mais simples de redes € o modelo de Erdds-Rényi. Neste
modelo, ligagdes sdo atribuidas aleatoriamente a um numero fixo n de vértices, afim de
criar uma rede na qual cada uma das %n(n — 1) possiveis ligacoes estejam, independen-
temente, presente com uma probabilidade p, de tal modo que o nimero de ligacdes que
conecta cada vértice — a conectividade — segue uma distribui¢cao binomial ou uma dis-
tribuicao de Poisson, no limite de n tendendo para o infinito. Os grafos aleat6rios foram
estudados inicialmente pelos matematicos e muitos resultados, alguns aproximados e ou-
tros exatos, foram obtidos. Contudo, o que tém atraido a aten¢ao dos pesquisadores nos
ultimos anos, é o fato de nem todas as redes reais poderem ser representadas como grafos

aleatorios.

4,7.1 Distribuicdao de Conectividades

VQf conectividade, ou melhor a distribuicao de conectividades tem rece-
bido muita atencdo nos tltimos anos. Essa popularidade se deve aos trabalho de Barabasi
e seu colaboradores e dos irmaos Faloutsos, mostrando que em algumas redes reais a dis-
tribuicdo de conectividades — que pode ser definido como a fracao de vértices da rede
que tem conectividade k, ou ainda, como a probabilidade de que um vértice escolhido ao

acaso tenha conectividade k — decai como uma lei de poténcia,

P(k)=ak™, (4.1)

onde a e y sdo constantes. Esse tipo de distribuicdo estd muito longe do que é esperado
para uma rede puramente aleatéria. A lei de poténcia tem um papel especial na fisica

estatistica, onde ela tem um papel muito importante nos estudos de fenémenos criticos,
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e essa é provavelmente uma das razoes de tamanha euforia que cerca uma distribuicao
de conectividades que decai como uma lei de poténcia. Modelos tradicionais da fisica
estatistica usualmente exibem uma transicdo de fase entre estados ordenados e aleatérios
ou vice-versa. Na transicdo, esse sistemas podem apresentar as propriedades de “auto-

similaridade”, “fractalidade” ou “de escala livre”!!.

4,7.2 Caminho Geodésico e Diametro

J%m grafo, conexdes que ligam os vértices formam um caminho. Dado
dois vértices, pode haver caminhos entre eles, mesmo que nao estejam diretamente co-
nectados. O comprimento do menor caminho (do inglés: “shortest path length”), ou cami-
nho geodésico, é o caminho mais curto entre dois vértices quaisquer da rede. O diametro
é o caminho geodésico mais longo entre dois vértices (dado em termos do nimero de li-
gacoes) quaisquer. No caso de um grafo desconectado, i. e., composto por mais de uma
componente, o didmetro € infinito, uma vez que pode nao ser possivel estabelecer um ca-
minho entre as diversas componentes. Contudo, sempre é possivel redefinir o diametro
do grafo como sendo o didmetro méaximo de seus agrupamentos.

A distancia geodésica ¢ média entre pares de vértices de uma rede ndo-

direcionada, pode ser calculada por

onde d;; € a distancia geodésica entre os vértices i e j.

110 termo “de escala livre” se refere a qualquer forma funcional f(x) que permaneca inalterada na pre-
senca de um fator multiplicativo associado a varidvel independente x. E como apenas as leis de poténcia
respeitam essa condicao, f(ax)= b(a)f(x), podemos fazer uso dos termos “lei de poténcia” e “de escala li-
vre” como sendo sindnimos. Muitas vezes uma distribui¢cdo com um comportamento do tipo lei de poténcia
é confundida com as leis de Pareto ou de Zipf (para maiores detalhes veja o Apéndice A)
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No caso de uma rede regular d-dimensional (veja Figura 4.6(a)) com N vér-
tices, temos que a distancia geodésica é dada por ¢ ~ N'/¢. Enquanto o valor da distancia
geodésica rede totalmente conexa é sempre 1. Podemos estimar facilmente o valor ¢ de
uma rede aleatéria 4.6(b), para isso partimos do pressuposto que o niumero médio de pri-
meiros vizinhos do vértice i é dado por z, entdo temos que z! vértices da rede estdo a
uma distancia ¢ do vértice i. Disso temos que, N ~ z! e entdo { ~InN/Inz, i. e., o cami-
nho geodésico médio é pequeno mesmo para grandes redes. Como veremos a seguir, essa

caracteristica é conhecida como efeito mundo pequeno.

® @ @ @ -------
o © © Q@ -------
o © © Q@ -------
© © © Q- -------
(a) Rede Regular (b) Rede Aleatéria

Figura 4.6: Exemplo de dois tipos de redes: rede regular bidimensional 4.6(a) e rede alea-
toria 4.6(b).

4.7.3 Efeito de Mundo Pequeno

ﬁ efeito mundo pequeno, uma propriedade presente em muitos sistemas,
significa que apesar de possuirem um grande nimero de vértices, a distincia média entre

dois vértices é muito pequena. A manifestacdao mais popular do efeito “mundo pequeno”
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€ o conceito de “seis graus de separacao”, (re)descoberto pelo psic6logo social Stanley Mil-
gram em 1 967, que mostrou a existéncia de um caminho curto de relacionamento entre
duas pessoas quaisquer dos Estados Unidos.

Algumas redes tem distancia entre vértices que crescem ainda mais lenta-
mente que In N. Bollobds e Riordan [82,83] mostraram que certas redes, com distribuicao
de conectividades decaindo como uma lei de poténcia, tem valores de £ que ndo crescem
mais rdpido do que In N/In(In N), esse efeito foi chamado de “ultra small-world”. Cohen
e Havlin [84] argumentaram que a variacdo pode ser ainda mais lenta.

O efeito mundo pequeno existe em varios outros sistemas, como por exem-
plo na rede de jogadores de futebol brasileiros, onde a distancia média entre dois jogado-
res quaisquer é aproximadamente 3, assim como a rede de reagdes quimicas nas células
também tem uma distancia de separacao de 3.

O fato de qualquer um de noés estar a uma curta distancia de qualquer outra
pessoa no mundo ja ndo é um mistério ou surpresa, afinal de contas vivemos num mundo
globalizado onde nossa sociedade é uma gigantesca rede de relacionamentos. E assim
como outras redes, a rede de relacionamento também tem dentro de si o efeito mundo
pequeno. Sistemas que possuem o efeito mundo pequeno diferem de sistemas euclidia-
nos, onde estamos acostumados a medir distancias em alguma unidade de comprimento.
Nossa habilidade para “alcan¢ar” uma pessoa tem cada vez menos relacdao com a distancia
fisica. “Navegar” nesse novo mundo, ndo-euclidiano, pode muitas vezes nos confundir, e
assim precisamos nos lembrar que existe uma nova “geometria”’ regendo o nosso mundo e
que precisamos compreendé-la. Fazendo isso, teremos a oportunidade de estudar e tentar

entender os fendmenos que acontecem a nossa volta.
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4.7.4 Matriz Adjacéncia e o Espectro de Autovalores

Qualquer rede G com N vértices pode ser representada por sua matriz

adjacéncia A(G) (veja Figura 4.7(b)) com N x N elementos A, j, tal que

e A;j =1se os vértices i e j estdo conectados e 0 (zero) caso contrario.

® © © ©
o | 1| 1|1

(a) Rede com 4 vértices e 4 ligacoes. (b) Matriz Adjacéncia da rede da Fi-
gura 4.7(a).

Figura 4.7: Matriz adjacéncia com sua respectiva rede.

O espectro da rede G € o conjunto de autovalores da sua matriz adjacéncia
A(G). Uma rede com N vértice tem N autovalores A;, que sao definidos pela densidade

espectral

1 N
p(A) = ﬁzfm—x,-), (4.3)
j=1

O interesse no espectro estd no fato da densidade espectral estar relacionado com caracte-

risticas topoldgicas das redes, uma vez que o k-ésimo momento podem ser escritos como
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I | o1
Mk:N;(Aj) =y =5 ZlkAmzAizis---Aikil- (4.4)

1,02,

O ntamero de caminhos (ciclos) que retornam ao vértice inicial depois de k passos é N M.

Esses caminhos podem conter vértices que ja foram visitados.

1,2 T T T T T

AVNp(1-p)

Figura 4.8: Densidade espectral de trés ER, com p = 0,05 e tamanhos N =100 (linha con-
tinua), N =300 (linha tracejada) e N = 1000 (linha pontilhada). [85]

Na Figura 4.8, vemos a densidade espectral de uma rede aleatéria, que se-

gue a lei de Wigner, também conhecida como lei do semicirculo, dada por

V4N p(1-p)-A*
Ny Se Al <24/Np(l—p)

0 caso contrario

p(A)= (4.5)
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4.7.5 Coeficiente de Agrupamento ou Transitividade

ﬁ coeficiente de agrupamento de um vértice [31, 61, 62, 86] ou transitivi-
dade, quantifica a densidade de conexdes proximo a um dado vértice. Essa tendéncia ao

agrupamento é quantificada pelo coeficiente de agrupamento.

Figura 4.9: Rede social composta de trés pessoas, onde A é amigo de B e de C. Nessas redes,
existe uma grande chance de B ser amigo de C.

Podemos definir qualitativamente o coeficiente de agrupamento da seguinte
forma: se o vértice A estd diretamente ligado nos vértices B e C, entdo existe uma probabi-
lidade de que B se conecte ao vértice C, veja Figura 4.9. Em termos de topologia de redes,
transitividade significa uma presenca elevada de triangulos.

Quantitativamente o coeficiente de agrupamento do vértice i é definido da
seguinte forma: seja i um vértice na rede com k; ligacdes que conectem ele a k; outros
vértices. O valor do coeficiente de agrupamento do vértice i € dado pela razdo entre o nu-
mero E; de ligacOes que existem entre o vértice i e seus k; primeiros vizinhos e o niimero

total de ligacdes possiveis entre o vértice i e seus k; primeiros vizinhos, k;(k; —1)/2,
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2FE;

Ci=——,
ki(k;—1)

(4.6)

que assume valores no intervalo 0 < C; < 1. O coeficiente de agrupamento de toda a rede,

coeficiente de agrupamento médio, é obtido fazendo a média do C; de cada vértice

1 1 2E;
C:NZC,:NZW_U (4.7)

Para exemplificar o conceito de coeficiente de agrupamento da Equacao 4.6,
vemos na Figura 4.10 uma rede com 5 vértices. Nessa figura vemos trés redes e os respec-

tivos coeficientes de agrupamentos do vértice azul (central).

l@ 1 1
@ 4 @ 4
4 2 4 2 4 2
o3 3 3
(a) C=0 (b) C=1/3 (0 C=1

Figura 4.10: Ilustracdo da definicdo do coeficiente de agrupamento (veja Equacao 4.6). O
coeficiente de agrupamento do vértice azul, localizado no centro da rede, para as trés re-
des. Na primeira, o valor do coeficiente de agrupamento € zero, pois nenhum vizinho do
vértice azul tem ligacdo entre si. Na segunda, quando existem duas ligacdes entre vizi-
nhos do vértice azul, o coeficiente de agrupamento vale 1/3 e na terceira quando todos os
vizinhos do vértice azul se conectam, o coeficiente de agrupamento € 1, o valor maximo.

Asrede aleatérias tem um valor de coeficiente de agrupamento muito baixo.
A razdo esta no fato das ligacoes serem distribuidas aleatoriamente, assim a probabili-
dade de que os primeiros vizinhos de um vértice estejam conectados é p, a mesma de que
quaisquer outros dois vértices na rede estejam conectados, conseqlientemente o coefici-

ente de agrupamento de um grafo aleatdrio é dado por
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onde (k) é a conectividade média e N é o nimero de vértices da rede aleatéria.

Como veremos na Sec¢do 4.12, o cendrio do estudo das redes comecou a
mudar quando Duncan Watts e Steven Strogatz em 1 998 sugeriram que em muitas redes
reais o coeficiente de agrupamento é tipicamente muito maior do que num grafo aleatério
com o mesmo numero de vértices e ligacoes. Esta foi uma das primeiras observagoes feitas

indicando que as redes reais tinham propriedades que iam além dos grafos aleatorios.

4.7.6 Correlacao e Conectividade Média dos Primeiros Vi-

zinhos

(gomo ja vimos, a distribui¢do de conectividades € uma grandeza impor-
tante para caracterizar redes complexas. Uma outra grandeza muito ttil na caracterizagao
das redes € a correlacdo de conectividade. Uma rede € dita correlacionada se a conectivi-
dade de seus vértices dependem da conectividade dos seus vizinhos.

Para verificar se uma rede é correlacionada, ou nao, fazemos uso da proba-
bilidade condicional P(k’|k)— probabilidade de que uma ligacao de um vértice de conec-
tividade k esteja ligado a um outro vértice de conectividade k’ — tal que P(k’|k) satisfaz a

normalizacado

ZP(k’Ik) =1, 4.9)
k/

e a condicdo de balanco detalhado [87], dada por
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kP(k'|k)P(k)=k'P(k|k")P(k"). (4.10)

Para redes ndo correlacionadas, onde P(k’|k) ndo depende de k, a probabilidade condici-

onal pode ser reescrita como

k’P(k’)

P(k'|k)= )

. (4.11)

Embora a correlagao de conectividade seja formalmente caracterizada por
P(k’|k), podemos estimar correlacdo de conectividade do vértice i de uma forma bem

simples

1 1«
knn'i:Fij:k_iZAi'jkj’ (412)

onde k; é o numero de vizinhos do vértice i e N; é o conjunto de primeiros vizinhos do
vértice i e lembrando da Secdo 4.7.4, A;; é a matriz adjacéncia da rede. Na Figura 4.11,
vemos uma rede com 19 vértices que nos auxiliard a compreender como é feito o calculo
da correlacao de conectividade do vértice i. Fazendo uso da Equacao 4.12, temos que
kuni=1/4x(3+4+4+7)=18/4.

Em 2001 Pastor-Satorras et al. [88], propuseram o célculo da conectividade

média dos primeiros vizinhos de um vértice de conectividade k, k,,(k), em funcao da

probabilidade condicional da seguinte forma,
Kun(k)=Y_K'P(K|K). (4.13)
k/

Se ndo existe correlacdo entre os vértices, fazendo uso da Equacao 4.11 podemos reescre-

ver a Equacao 4.13 como



4.7. Propriedades das Redes 60

Figura 4.11: Rede com 19 vértices, utilizada para exemplificar o célculo da correlagdo de
conectividade k,,;.

- kP (K
k"”(k):;k'[ fk(> )]:<<k>>’ (@19

ou seja, k,,(k) é independente de k.

Redes correlacionadas sdo classificadas como assortativa (que traduzimos
do inglés, assortative) se Enn(k) é uma funcao crescente de k, sdo classificadas como de-
sassortativa (que traduzimos do inglés, disassortative) se knn(k) é uma funcio decres-
cente de k e sdo classificadas como nao assortativa (que traduzimos do inglés, no assor-
tative) se Enn(k) for uma func¢do constante. Em outras palavras, em redes assortativas os
vértices tendem a se conectar com outros de conectividade semelhantes, nas redes de-
sassortativas vértices de baixa conectividade tendem a se conectar com vértices de alta
conectividade e em redes nao assortativas todos os vértices tém conectividade média se-
melhante.

Em vdrias redes complexas a grandeza conectividade média dos primeiros
vizinhos, Enn(k), decai como uma lei de poténcia. Essa grandeza tem sido quantificada
pelo expoente v. Nas Figuras 4.12 e 4.13, vemos as correlacdes de conectividades k,,,(k)

versus k de algumas redes de sistemas reais.
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Figura 4.12: Conectividade média dos primeiros vizinhos, k,,(k), das redes de atores, de
citacoes das areas de astrofisica, fisica da matéria condensada e fisica de altas energias.
Todas as quatro redes, seguem uma lei de poténcia com expoente v ~ 0, 3.

Na Figura 4.12 sdo apresentadas a conectividade média dos primeiros vizi-
nhos das redes de atores, de citacdes das dreas de astro-fisica, fisica da matéria conden-
sada e fisica de altas energias. Todas as quatro redes sdo correlacionadas, ou seja, sdo as-
sortativas. Essa caracteristica pode ser facilmente verificada pela funcéo crescente k,,,(k)
versus k das quatro redes.

Na Figura 4.13 vemos conectividade média dos primeiros vizinhos das re-
des: de roteadores da Internet (IR) e dos sistemas autdonomos (AS) e AS+, onde AS+ sdo
sistemas autdbnomos “enriquecidos” com relacao ao ntimero de ligacdes. Apesar da dife-
renca de representacao, as redes IR e AS descrevem a Internet em diferentes escalas, onde
cada vértice da rede AS é um conjunto de roteadores da Internet.

A correlacdo de conectividade também pode ser estimada pelo coeficiente

de correlacdo r de Pearson, que é calculado da seguinte forma
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Figura 4.13: Conectividade média dos primeiros vizinhos das redes IR, AS e AS+. A linha
s6lida é dada pelo decaimento de lei de poténcia k,,(k) ~ k=055, indicando que as redes
AS e AS+ sdo correlacionadas e desassortativas. A linha horizontal pontilhada marca o va-
lor da auséncia de correlacao Knn(k)= (k?) /(k)=26,9, ouseja arede IR é nao assortativa.

o Z]]jzl(Aik_Zi)(Ajk_Zj) ’
S (A=A (A — AP

(4.15)

onde A;; é a matriz adjacéncia da rede em questdo e A; é o valor médio da linha i da
matriz adjacéncia. O resultado da Equacao 4.15 é um simples ntimero real entre —1 e 1. Se
0<r <1, entao arede é dita assortativa. No caso de —1 < r <0, arede é dita desassortativa

e se r for 0 (zero) a rede € classificada como nao assortativa.

4.8 Erdos e Rényi e os Grafos Aleatodrios

(gdntre os matemadticos, uma rede é mais conhecida como sendo um grafo.

Um grafo é o conjunto de pares G ={PB, E}, onde P é o conjunto de N vértices (P}, P,, ... Py)
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e E é um conjunto de ligacdes que conectam dois elementos de P.

Figura 4.14: Grafo com N =5 vértices e 4 ligacdes. O conjunto de vértices é P = {1,2,3,4,5},
e o conjunto de ligacoes é E = {{1,2},{1,5},{2,3},{2,5}}.

Como ja vimos na subsecdo 4.2, a teoria de grafos teve origem no inicio do
século XVIII com os trabalhos de Leonard Euler. Contudo, foi apenas no século XX que
a teoria de grafos passou a interessar mais os matemadticos e fisicos estatisticos. A pri-
meira tentativa de construir um modelo para redes grandes (e aparentemente) aleatorias
foi feita por R. Solomonoff e Anatol Rapoport [89]. Alguns anos mais tarde, e de maneira
totalmente independente, Erdos e Rényi [58] redescobriram e estudaram exaustivamente,
algo que chamaram de “grafos aleatorios” (random graph), que é como conhecemos até
hoje.

No artigo primeiro sobre grafos, intitulado On Random Graphs [58], Erdos
e Rényi definem um grafo aleatério da seguinte forma: dado um numero N de vértices,
conecte (ndo conecte) cada par com uma probabilidade p (1 — p). Isto define o modelo
Erdds-Rényi conhecido como Gy, ,. Esse modelo € o ensemble de todos os possiveis grafos
que podem ter m ligacdes, com probabilidade p™(1 — p)M=™, onde M = %N(N —1)éo
numero maximo de ligacoes.

Podemos expressar as propriedades de Gy, ndao em termos de p mas em
termos da conectividade média z de um vértice. Tendo que o nimero médio de ligacoes

no grafo é %N (N —1)p, e somando as conectividades de todos os vértices, temos que
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- N(N-1
D kN(k)=2x # de ligagdes =2 x % =N(N-1)p. (4.16)

k=1

onde N; é o numero de vértice de conectividade k e Zk N = N. Fazendo uso da Equa-

¢do 4.16 podemos escrever a conectividade média z de um vértice como sendo

1< N(N-1
=1

A probabilidade P(k) de que um vértice tenha exatamente k, na rede Erdos- Rényi, é dada

pela distribuicao binomial:

P(k)= (]Z)p"(l —p)N K (4.18)

reescrevendo a distribuicdo P(k) no limite de p — 0 e N p = z, onde z é uma constante,
temos
zke=*

k!’

P(k)= (4.19)

A estrutura (a forma como os vértices se ligam) de um grafo varia muito
com o valor de p, e certamente uma das mais importantes propriedades dos grafos ale-
atorios € a transicdo de fase. Numa fase de baixa densidade, quando p assume valores
pequenos, fazendo com que existam poucas ligacdes entre os vértices, por isso, a rede é
composta por varias componentes pequenas, com distribuicao de tamanhos de compo-
nentes decaindo exponencialmente e um tamanho médio de componente finito. Quando

p assume valores grandes, a maior parte dos vértices se juntam criando uma componente
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gigante!?. Com excecao da componente gigante, o restante dos vértices que pertencem
a componentes menores possuem distribuicdo de tamanhos de componentes decaindo
exponencialmente e um tamanho médio de componente finito. Erdés e Rényi demons-
traram, em uma série de artigos [58-60], que é possivel resolver exatamente algumas das
propriedades dos grafos aleatérios quando assumimos N (ntimero de vértices do grafo)
muito grande.

Podemos, por exemplo, demonstrar que o grafo aleatério possui uma tran-
sicao de fase no tamanho de componentes, onde uma componente é um subconjunto de
vértices do grafo conectados apenas entre si. Para um valor pequeno de z, ou seja, quando
existem poucas ligacdes no grafo, encontramos muitos vértices desconectados, as compo-
nentes existentes sdo pequenas, e mantém um tamanho médio constante a medida que o
grafo cresce. Entretanto, existe um valor critico de z acima do qual a maior componente
do grafo contém uma fracao finita S do ntmero total de vértices. Essa componente maior
do grafo é chamada de componente gigante. O valor de z, no qual acontece a transi¢do
de fase e surge a componente gigante é precisamente z = 1. O parametro de ordem para a
transicdo de fase do tamanho de componentes num grafo é a fracao de vértices S do grafo
que ocupa a componente gigante.

Para calcular o tamanho da componente gigante, podemos fazer uso do se-
guinte argumento heuristico: seja u a fracdo de vértices no grafo que nao pertenca a com-
ponente gigante, que também podemos interpretar como sendo a probabilidade de que
um vértice escolhido aleatoriamente na rede ndo pertenca a componente gigante. Por sua
vez, esta também € igual a probabilidade de que nenhum dos vizinhos desse vértices per-
tenga a componente gigante, que é dado por u* se o vértice tem conectividade k. Fazendo
a média dessa expressdo, usando a distribuicdo de probabilidade P(k) da Equacao 4.18,

obtemos a relacdo auto-consistente

12Também conhecida como componente simples ou isolada.
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N -z N (ZU)k z(u—
u:; P(kuf=e ; o = e*1), (4.20)
=0 =0

A fragdo S do grafo ocupado pela componente gigante é S=1—u, e fazendo

uso da Equacao 4.20, a fracdo S pode ser reescrita como
S=1-e7. (4.21)

A Equacao 4.21 € transcendental, mas € possivel ver que para z < 1 a Gnica
solucdo nao negativa é S = 0, enquanto para z > 1 existe uma solucao diferente de zero,
que é o tamanho da componente gigante. A transi¢do de fase acontece quando z = 1.
Como podemos ver na Figura 4.15, esse também é o ponto de divergéncia do tamanho
médio das componentes.

Usando fungoes geratrizes (veja Secao 4.10), podemos escrever o tamanho
médio (s) da componente ao qual pertence um vértice aleatoriamente escolhido (excluindo

a componente gigante), como sendo

1

()= 1—z+2zS

(4.22)

Para construirmos a curva de tamanho médio (s) das componentes, como
na Figura 4.15, devemos fazer o seguinte: substituir na Equacdo 4.21 valores de z, da qual
obteremos como saida valores de S, e entdo substituir esses pares de z e S na Equagao 4.21
de onde obteremos como resposta valores de tamanhos médios (s) das componentes.

Muito do nosso conhecimento sobre as redes veio dos estudos das redes
aleatérias. Sem duvida, a presenca da transicao de fase e a existéncia da componente

gigante sao idéias que fundamentam e permeiam grande parte destes estudos. Muitas
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Figura 4.15: Representac¢do da evolucdao do tamanho médio das componentes (linha con-
tinua) e do tamanho da componente gigante (linha pontilhada) vs. a conectividade média,
no caso de um grafo aleat6rio de Erdos-Rényi.

propriedades das redes aleatdrias como a distribui¢do de conectividades, o coeficiente de
agrupamento, a conectividade média de primeiros vizinhos entre outras, nao reproduzem
caracteristicas de redes do mundo real.

As redes aleatérias, assim como as redes reais, apresentam o efeito mundo
pequeno. Uma importante diferenca entre essas redes é que, enquanto as redes reais,
possuem um valor coeficiente de agrupamento alto, as redes aleatérias possuem um valor
de coeficiente de agrupamento baixo. Como veremos na Sec¢do 4.12, devemos a Watts e
Strogatz, a criacao de uma rede que possua simultaneamente valor alto do coeficiente de

agrupamento e o efeito de mundo pequeno.

4.9 Modelo de Configuracao

(ghama-se modelo de configuracao (do inglés, configuration model), a

rede aleatéria com uma dada (e fixa) distribuicdo de conectividades. Proposto inicial-
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mente por Bender e Canfield [90] em 1978, o modelo foi criado para gerar grafos aleatérios
que nao possuissem uma distribuicao de conectividades poissoniana. A idéia do modelo
é se restringir a uma seqiiencia de conectividades, isto €, a um conjunto especifico {k;} de
conectividades dos vértices i =1,..., N. Esse conjunto € escolhido de tal modo que a fra-
¢ao de vértices que tem conectividade k tenda a uma desejada distribuicdao P(k) quando
o numero vértices N € suficientemente grande. No caso de uma simulacdao numérica, po-
demos simplesmente sortear a seqiiéncia de conectividades {k;} de uma distribuicao P(k)
desejada.

De posse da seqiiéncia de conectividades, os passos para gerar grafos alea-
torios com uma dada distribuicdo de conectividades sdo os seguintes: cada vértice i tem
um numero de ligacoes k; de ligacdes incompletas (a serem completadas), e entdo esco-
lhemos aleatoriamente pares dessas ligacoes incompletas e as unimos formando ligacoes
completas. Quando ndo existir mais nenhuma ligacdo incompleta o grafo resultante é
uma amostra possivel do ensemble de grafos, com a seqiiéncia de conectividades dese-

jada.

(@ (b)

Figura 4.16: Construcdo de uma rede aleatéria com uma dada distribuicao de conecti-
vidades P(k). (a) Conjunto de {k;} ligacoes incompletas. (b) Rede formada conectando
aleatoriamente pares de {k;} ligacdes incompletas.
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Uma ferramenta muito ttil no modelo de configuragdo sao as fungoes gera-
trizes. Por essa razdo, deste ponto até o fim desta secao faremos uma breve revisao forma-
lismo da fungdo geratriz. Para isso iremos nos valer do valioso, e muito bem escrito, artigo
de Mark E. J. Newman intitulado “Random Graphs as Models of Networks.”13.

Para comecar, suponha que estamos interessados no ntimero médio de se-
gundos vizinhos de um vértice, isto é, o nimero médio de vértices que estdo a dois passos
(duas ligacoes) de distancia de um vértice. Numa rede que possua agrupamento, mui-
tos dos segundos vizinhos de um vértice também sdo seus primeiros vizinhos. Contudo,
numa rede aleatoria, a probabilidade de que um dos segundos vizinhos de um vértice seja
também um de seus primeiros vizinhos escala com N1, e sendo assim, pode ser ignorado
no limite de N tendendo ao infinito.

Para calcular corretamente o nimero de segundos vizinhos numa rede ale-
atoria, precisamos nos lembrar que P(k) é a distribuicdo de conectividades de vértices de
uma rede, mas a conectividade de um vértice que alcancamos seguindo uma ligacao alea-
toriamente escolhida na rede ndo é dada por P(k). Visto que existem k ligacdes chegando
num vértice de conectividade k, é k vezes mais provavel chegarmos num outro vértice de
conectividade igual ao daquele de onde saimos do que chegar num vértice de conectivi-
dade 1. Temos entdo que a distribuicao de conectividades do vértice, que encontramos
sorteando aleatoriamente uma ligagdo e seguindo para um lado, é proporcional a k P(k).

E importante frisar essa diferenca, pois na maioria dos caso, nao estamos
interessados na conectividade completa de um vértice, mas no nimero de ligacdes que
emergem de um vértice exceto aquela por onde chegamos, visto que a ligacao por onde
chegamos ndo contribui para o nimero de segundos vizinhos do vértice escolhido. Cha-

mamos esse nimero de conectividade excedente (do inglés, excess degree), que é a conec-

13Esse artigo encontra-se disponivel na internet no repositério arxiv sob o c6digo cond-mat/0202208.
Vale lembrar também que este artigo é um capitulo integrante do livro Handbook of Graphs and Networks,
publicado por S. Bornholdt e H. G. Schuster.
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tividade total de um vértice menos 1 (um). A conectividade excedente tem uma distribui-

¢ao Q(k) dada por

kP(k)  kP(k)

k—1)= =
< )Z,-jP(j) z

(4.23)

ondek>1lez=), ;7 P(j) € o fator de normalizagao da distribuicao e a conectividade
média dos vértices da rede. Equivalentemente temos que a conectividade excedente pode

ser escrita como

(k+1)P(k+1) (k+1)P(k+1)

k)= = 4.24
A= ) z 2
e a conectividade média desse vértice é dada por
= S k(k+1)P(k+1) Y (k—1)kP(k) (k2)— (k)
kz o 3,7 P() 3,7 P0) ®) (4:29)

O resultado da Equacao 4.25, é o nimero médio de segundos vizinhos de
um vértice. Ao multiplicarmos esse valor pela conectividade média de um vértice, que é

z =(k), encontramos que o nimero médio de segundos vizinhos de um vértice é

zo = (k*) = (k). (4.26)

E possivel estender o cdlculo do ntimero de vizinhos vértices ainda mais dis-
tantes. Basta lembrar que, o nimero médio de ligacdes chegando nos segundos vizinhos,
exceto aquele pelo qual chegamos, também é dado pela Equacdo 4.25, e isso é verdade
para qualquer distancia m de um vértice. Dessa forma, o nimero médio de vizinhos a

uma distancia m é dado por
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k) —(k) 2
sz—l = lem—l; (4.27)

Zm =

onde z; =z = (k) e z, é dado pela Equacao 4.26, e iterando essa equagao obtemos que

2,]™!
Zm=|— Z1. (4.28)
21

Da Equacao 4.28, vemos que dependendo de z, e z;, essa expressao diver-
gird ou convergird exponencialmente com o crescimento de m. O nimero total de vizi-
nhos de um vértice em todas distancias é finito se z, < z;, e € infinito se z, > z; (no
limite de N infinito). Ou seja, se a Equagdo 4.28 tiver como resultado um numero finito,
provavelmente ndo existe uma componente gigante no grafo, e se o resultado for um nu-
mero infinito, entdo hd uma grande probabilidade que exista uma componente gigante
no grafo.

No caso do grafo ER, a Equacao 4.26 é equivalente a (k?) —2(k) =0, e pode-

mos escrevé-la da seguinte forma:

Zk(k —2)pr =0. (4.29)
k=0

Molloy e Reed [92], foram os primeiros a obter essa condi¢do da posi¢ao da
transicao de fase no grafo aleatério com uma dada distribui¢do de conectividades.

Poderiamos continuar analisando a rede usando o método empregado até o
momento, contudo existe a ferramenta matemadtica conhecida como probabilidade fun-
cdo geratriz (do inglés, probability generating function), que € mais elegante e que nos

economiza um trabalho algébrico drduo.
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4.10 Probabilidade Funcao Geratriz

c/%ssa secdo, apresentamos a definicao e as propriedades de funcdes ge-
ratrizes, bem como algumas aplica¢coes das funcdes geratrizes na andlise de redes aleat6-
rias.

Uma funcdo geratriz tem a forma:

G(x)=go+g1x+gox"+--= D gux". (4.30)

n>0

onde é dito que G(x) (ou apenas G) € a funcdo geratriz para a seqiiéncia (g, g1, 2, ---)-
Tomando a distribuicao de probabilidade P(k) introduzida na secao ante-

rior, temos

Go(x) = ZP(k)xk. (4.31)
k=0

Essa funcao captura todas as informacdes das distribuicdo original P(k), e

para recuperar P(k) de Go(x) basta fazer

1 d*G,
P(k)=—
(k) k! dxk

(4.32)

x=0

Assim, podemos dizer que a fun¢do G, “gera” a distribuicao de probabilidade P(k).
Usando a notacdo de funcao geratriz, podemos a fung¢do geratriz da distri-
buicdo Q(k) (veja Equacdo 4.24) de excesso de ligacdes que saem do vértice que alcanca-

mos seguindo uma ligacao na rede
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Yok +DP(k+1x 3 kP(K)xE!  Gyx)
ijpj ijpj z

Gi(x) = _Q(k)x* = (4.33)
k=0

sendo G;(x) a derivada primeira de Go(x) com respeito ao argumento x. Como veremos

na Secao 4.11, as funcdes geratrizes Go(x) e G;(x) serdo de grande utilidade.

4.10.1 Propriedades da Funcao Geratriz

%remos que, ao longo deste capitulo utilizaremos algumas das proprie-

dades das funcgdes geratrizes. A primeira propriedade é

Go(1)=_P(k)=1, (4.34)

k>0
uma vez que Zf:o P(k)=1, entdo Gy(x) é convergente para todo |x| < 1.

A segunda propriedade € o célculo da conectividade média, (k), que é feito

simplesmente diferenciando Gy(x), com x =1

Gy(1)=>_kP(k)= (k). (4.35)
k

Além do primeiro momento, ou conectividade média, qualquer outro momento da distri-

buicdo pode ser obtido, basta fazer a derivada adequada. No caso geral temos que,
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(k™) =Zk”P(k) - [(xdi) Go(x)] . (4.36)
k X x=1

A terceira, e mais importante, é a propriedade multiplicativa que diz o se-
guinte: se uma funcao geratriz “gera” a distribuicao de probabilidade de uma propriedade
k de um objeto, como por exemplo a conectividade de um vértice, entdo a soma dessa
propriedade sobre n € distribuida de acordo com a n-ésima poténcia da funcao geratriz.
A soma das conectividades dos n vértices escolhidos aleatoriamente numa rede tem uma
distribuicdo gerada pela fungdo [Gy(x)]". Podemos ver isso, notando que o coeficiente
do termo x™ em [Gy(x)]" tem um termo da seguinte forma P(k;)P(k,) ... P(k,) para cada
conjunto {k;} de conectividades, tal que Z:l k; = m, ou seja, a soma das conectividades
dos n vértices é m. Para ilustrar essa propriedade, consideramos um caso onde apenas
dois vértices sao sorteados, entdo a fungao geratriz utilizada é a [Gy(x)]?, que pode ser

desenvolvida da seguinte forma

2
(Gox)]? = [Zp(k)xk] (4.37)
k

= Y P()P(k)xi*k
kj

P(0)P(0)x° 4+ (P(0)P(1)+ P(1)P(0))x*
+(P(0)P(2)+ P(1)P(1)+ P(2)P(0))x?

+(P(0)P(3)+ P(1)P(2)+ P(2)P(1) + P(3)P(0))x> +...

O coeficiente da poténcia x™ desta equacao é exatamente a soma de todos
os produtos P(j)P(k) tal que j + k = m, que resulta na probabilidade de que a soma das
conectividades de dois vértices seja m. Muitos dos resultados que serdo apresentados
dependem dessa terceira propriedade, e esse é o motivo da fun¢ao geratriz ser tao ttil no

estudo das redes aleatérias.
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Para entendermos um pouco melhor as propriedades da func¢do geratriz,
vamos fazer uso de alguns exemplos especificos. No caso darede aleatéria de Erd6s-Rényi,

temos que a funcao geratriz para a distribuicao de conectividades é dada por

Go(x)=e" Z —x = e#* D), (4.38)

Fazendo uso da Equacao 4.33, obtemos que a funcao geratriz G;(x) da rede

Erdos-Rényi, para vértices que podem ser alcangados seguindo uma ligacao é
,( ) z(x 1)
Gi(x)=—- (4.39)

Das Equacoes 4.38 e 4.39, verificamos que no caso da distribuicdo de Pois-
son G;(x) = Go(x). Esta identidade explica porque as propriedades da rede aleatéria de
Erdos-Rényi sdo particularmente simples de se resolver analiticamente.

Como segundo exemplo, tomemos a seguinte distribui¢do de conectivida-

des exponencial

P(k)=(1—e V¥)e k/x, (4.40)

onde x é uma constante. Sua funcao geratriz é dada por

1—e Uk
Go(x)=(1—e I/K)Z k= ———, (4.41)

e de acordo com a Equacao 4.33 temos que

Gi(x)= (4.42)

1—xe Vx

Gyx) [1l—eV]?
=4
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onde conectividade média z para essa distribuicdo de conectividades exponencial é

1

Para o terceiro exemplo, considere um grafo no qual todos os vértices tem
conectividade 0, 1, 2, ou 3 com probabilidades py, ..., ps. Desta forma, as funcdes geratri-

zes assumem as formas do seguintes polindmios

Go(x) = P(3)x® + P(2)x? + P(1)x + P(0), (4.44)

lembrando da Equacéao 4.33, obtemos

G)(x) _ 3P(3)x*+2P(2)x + P(1)

Gi(x)= 3P(3)+2P(2)+ P(1)

) (4.45)

e fazendo uso das defini¢oes de conectividade média z = Z]. jP(j) e da distribuicao de

conectividades excedente Q(k) temos

G1(x)=0Q(2)x* +Q(1)x + Q(0). (4.46)

onde

Q(0)= @, Q)= %(2), Q)= i(g). (4.47)

Z V4
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4.11 Propriedades de redes nao-direcionadas

%na das mais importantes propriedades de redes ndo-direcionadas e nao-
conexas é a distribuicao de tamanho de componentes na rede. Supondo que a rede esteja
num regime abaixo da transi¢cdo de fase, ou seja, num regime no qual ainda nao existe
componente gigante, e que o coeficiente de agrupamento seja insignificante. Isso é ver-
dade em se tratando de uma rede aleatdria, uma vez a probabilidade de que quaisquer
dois vértices distintos i e j escolhidos aleatoriamente, com conectividades k; e k;, estejam
conectados é a mesma nao importando a localizacao deles na rede. Essa probabilidade é
sempre igual a k;k;/(N z), e conseqiientemente tende a zero com N — 00, ou seja, ne-
nhuma componente tem lacos (loops). Em outras palavras, todas as componentes finitas
sao do tipo arvore (free-like). Essa caracteristica é imprescindivel para que a distribuicao

de tamanho de componentes tenha solucao exata.

= + () + + +

Figura 4.17: Representacao das possiveis formas que os componentes de um grafo podem
assumir.

Com base nas consideracdes anteriores, podemos calcular a distribuicdo
de tamanho de componentes, abaixo da transicao de fase, da seguinte forma. Considere
uma ligacao aleatoriamente escolhida. Imagine seguir esta ligacdo até uma de suas extre-
midades e a partir desta extremidade alcancar todos os vértices disponiveis através dele.
Chamaremos de agrupamento, o conjunto de vértices na extremidade da ligacao aleato-

riamente escolhida. Seja H;(x) a funcao geratriz que gera a distribuicao de tamanhos de
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agrupamentos de tais agrupamentos, em termo dos nameros de vértices. Como vemos na
Figura 4.17, um agrupamento pode ter varias formas diferentes. Por exemplo, podemos
seguir uma ligacdo aleatoriamente escolhida, e encontrar um tnico vértice sem nenhuma
ligacdo saindo dele. Uma outra possibilidade é encontrar um vértice com uma ou mais
ligacdo saindo dele. E importante dizer que, cada ligacdo pode levar a um outro agru-
pamento completo cujo tamanho também € distribuido de acordo com a funcao geratriz
H;(x).

Para obter o niimero total de vértices que podem ser alcancados seguindo
por uma ligacao aleatoriamente escolhida, precisamos lembrar que o ntimero de ligacoes
k saindo de um vértice, exceto aquele por onde chegamos, é distribuido de acordo com a
distribuicao Q(k) (veja a Equacao 4.24). Outro passo na obtencao de H;(x) é fazer uso da
propriedade multiplicativa da funcao geratriz, que vimos na Secao 4.10.1. A propriedade
multiplicativa afirma que, a distribuicdo da soma dos tamanhos dos k agrupamentos que

podem ser alcancgados € gerado por [H;(x)]*. Entdo temos que H,(x) é dado por

Hy(x)=x Y QUOLH, (x))%, (4.48)
k=0

onde o fator x d4 conta do vértice na extremidade da ligacdo aleatoriamente escolhida.

Usando a Equacao 4.33, podemos reescrever a Equacgdo 4.48 da seguinte forma

H(x)=xG(Hi(x)), (4.49)

Contudo, ndo estamos interessados no nimero total de vértices que podemos alcancar se-
guindo por uma ligacdo aleatoriamente escolhida, mas sim na distribui¢do de tamanhos

dos agrupamentos ao qual pertence um vértice aleatoriamente escolhido. Para calcular
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essa distribuicdo, fazemos uso de que o ntimero de ligacoes que saem de tal vértice € dis-
tribuido de acordo com a distribuicdo de conectividades P(k), e que cadaligacdo levaaum
agrupamento cujo tamanho, dado em funcdo do ntimero de vértices, é obtido da distri-
buicdo gerada pela fungdo H;(x). Assim, temos que o tamanho da componente completa

ao qual pertence um vértice aleatoriamente escolhido é gerado por

Holx)=x Y Pk) L (x)]* = X Go(H (x)). (4.50)
k=0

que € anélogo a probabilidade P(s) de que um vértice aleatoriamente escolhido pertenca

a um agrupamento de tamanho s

Ho(x)= ZP(s)xS. (4.51)
s=1

Tendo as Equacgoes 4.50 e 4.49, podemos calcular a distribuicao completa de
tamanhos das componentes resolvendo a equacao de H;(x) de maneira auto-consistente

e substituindo o resultado na equacao de Hy(x). Tomemos a distribuicao inicial,

H,(x)=Q(0)x (4.52)

podemos encontrar a forma fechada do tamanho da componente completa Hy(x) para

qualquer ordem de x, como mostramos a seguir
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HYx) = Q0)x

00 k
HY(x) = XZQ(k)[H§l)(x)]
k=0
H?(x) = Q(O)er[Q(O)Q(l)] x°
00 k
H(x) = xZQ(k)[HP(x)]
k=0

HI®) = Q(O)x+[Q(0)Q(1)] x? [Q(O)Q(1)2+Q(0)2 o] ws3y

a Equacao 4.53 estd correta para a ordem x3, mas estd incorreta para ordem maior ou igual
axi.

Para obtermos as probabilidades P(s) basta desenvolver a Equacao 4.51 e
comparar seus coeficientes termo a termo com os da Equagdo 4.53. Abaixo vemos o0s va-

lores dos P(s), paras=1,2,3

P(1)=Q(0), P2)=Q(0)Q(1) e P(3)=|Q(0)Q(1)*+Q(0)*Q(2)|. (4.54)

Nem sempre é possivel calcular a distribuicdo de probabilidade de tama-
nhos das componentes P(s) para todas as ordens de maneira fechada. Contudo, podemos
calcular os momentos da distribuicao que, em geral, é muito ttil. Abaixo da transicao de
fase, a distribuicao de tamanhos das componentes é gerado por Hy(x) (veja Equacgdo 4.50),

e conseqiientemente o tamanho médio da componente é

(s) = H,(1) = [Go(H:(x))+ xGy(Hi(x))H(x)] ,_, = 1+ G,(L)H}(1), (4.55)
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onde usamos a propriedade apresentada na Equacgao 4.34. O valor de H;(1) pode ser cal-

culado da Equacao 4.49, diferenciando e rearranjando da seguinte forma

H/(1)= ﬁ (4.56)
e substituindo H;(1) na Equagao 4.55 encontramos que
(s)= % (4.57)
Esta expressao pode ainda ser escrita como
G1) = Zk: kP(k)= (k)= z1, (4.58)
G = 2 k(k—DPK) (k%) —(k) _ 22 459

S, kP(k) k)

substituindo G;(1) e G;(1) na Equagdo 4.57, obtemos que o tamanho médio das compo-

nentes abaixo da transicdo de fase é

. (4.60)
Z1— X2

(s)=1+

Notamos facilmente que esta expressao diverge quando z; = z;, 0 que in-
dica o surgimento de uma componente gigante. Essa é uma deriva¢do rigorosa e mais
elegante do que aquela da Secao 4.9.

Os célculos feitos até agora se referem ao comportamento da rede abaixo
da transicao de fase, onde ndo existe componente gigante. Precisamos estender nossos

célculos para o regime acima da transi¢do. A componente gigante, escala com o tamanho
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da rede toda, e se torna infinita quando N — oo. Isso significa que existirdo loops na com-
ponente gigante, o que faz com que os argumentos usados até agora ndo sdo apropriados
para calcular a distribuicdo de tamanho de componentes. Contudo, essa impossibilidade
pode ser contornada definindo Hy(x) e H;(x) como sendo as funcdes geratrizes para a dis-
tribuicdo de tamanho de componentes, excluindo a componente gigante. As componen-
tes ndo-gigantes sdo do tipo arvore mesmo no regime acima da transicao de fase, assim
as Equacoes 4.49 e 4.50 podem ser utilizadas. A tnica diferenca é que Hy(1) e nem H;(1)
estdo mais normalizados a 1 (um). Ao invés disso temos que a distribuicao de tamanho de

componentes é dada por

Hy(1)= Z P(s)=fracao de vértices que nao pertecem a componente gigante. (4.61)
N

Este resultado é muito ttil, uma vez que nos permite calcular o tamanho S da componente
gigante acima da transicdo de fase como uma fracdo do tamanho da rede, uma vez que

S=1—- Hy(1). Das Equacoes 4.49 e 4.50, vemos que S precisa ser a solucao das equacoes

S=1-Gy(v), v=G(v), (4.62)

onde v = Hy(1). Assim como no célculo da distribuicdo dos tamanhos de componentes
para o regime abaixo da transicao de fase, as Equagoes 4.62 normalmente ndo tém solucao
fechada. Uma solucao pode ser encontrada comecando a iteracao com um valor inicial de
v, por exemplo v =0.

Como no célculo do tamanho médio das componentes abaixo da transi¢cdo
de fase, também podemos diferenciar a Equacao 4.50 para calcular o tamanho médio das
componentes ndo gigantes no regime acima da transicao. Diferente do cédlculo abaixo da

transicao, aqui ndo podemos supor Hy(1) = H;(1) =1 e teremos que fazer a normalizacao
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de P(s) n6s mesmos. Tomando esses cuidados, podemos escrever a expressao do tamanho

médio das componentes ndo-gigante como sendo

O G (H(D)G(FL (D)

W= mm T B YT T T e mmy)
P L (4.63)
= MY oSn—aonr '

onde v e S sdo obtidos da Equacao 4.62. Podemos re-obter a equacao do tamanho médio

das componentes (veja Equacdo 4.57), fazendo S=0, v =1.

4,12 Watts e Strogatz e as Redes Mundo Pequeno

VQ% contrério darede ER, muitas redes reais possuem coeficiente de agru-
pamento alto (veja Tabela 4.2). Watts e Strogatz, na tentativa de unir a caracteristicas de
mundo pequeno presente e de coeficiente de agrupamento alto numa so6 rede, propuse-
ram a construcdo de uma rede, o modelo Watts-Strogatz WS, que fosse inicialmente uma
rede regular e que entdo fossem adicionadas ou movidas ligacdes, com o objetivo criar

“atalhos” entre pontos distantes da rede.

Tipo de Rede | N | m z | 14 | C | Ref.

atores de filmes 449913 | 25516482 | 113,43 | 3,48 | 0,20 [31,32]
diretores de companhias 7673 55392 | 14,44 | 4,60 | 0,59 | [91,93]
colabora¢do (Matemética) 253339 496489 3,92 | 7,57 | 0,15 | [94,95]
colaboracao (Fisica) 52909 245300 9,27 | 6,19 | 0,45 | [25,26]
colaboracao (Biologia) 1520251 | 11803064 | 15,53 | 4,92 | 0,088 | [25,26]
jogadores de futebol 13411 315566 47,10 | 2,84 | 0,790 | [25,26]
Erd6s-Rényi 13411 315443 47,10 | 2,84 | 0,004 | [25,26]

Tabela 4.2: As propriedade medidas sdo: numero total de vértices N; nimero total de
ligacdes m; conectividade média z; distancia média entre vértices ¢; coeficiente de agru-
pamento C. Na ultima coluna estdo algumas referéncias de onde os dados foram obtidos.
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O modelo WS pode ser construido em redes de qualquer dimensdo ou to-
pologia, mas foi melhor estudada para no caso da rede unidimensional, sendo definido da
seguinte maneira: tome uma rede unidimensional de L vértices com condicao periédica
de contorno, ou seja, um anel. Entdo, conecte cada vértice a seus primeiros k vizinhos
(vértices que estejam o mais proximos do vértice em questdo). Assim obtemos uma rede
com Lk ligacoes (veja exemplo de rede com L = 16 e k = 2). O modelo Watts-Strogatz
é entdo criado “reconectando” uma fragdo das ligacoes dessa rede. O processo de reco-
nexao consiste em visitar cada ligacdo da rede e, com probabilidade p, reconectar uma
das extremidades da ligacao a um novo vértice escolhido aleatoriamente na rede. No mo-
delo WS sao proibidas as formacdes de ligacoes duplas e de auto-ligacoes. Esse processo
é ilustrado na Figura 4.18.

O processo de reconexdo permite ao modelo WS transformar uma rede com
caracteristica de rede regular em uma rede aleatéria. Quando p = 0, temos uma rede

regular, e o coeficiente de agrupamento dessa rede vale

C_3k—3
4k -2

) (4.64)

que tende a 3/4 quanto k — oo. Contudo, a rede regular ndo tem o efeito mundo pequeno.
Quando p =1, cada ligagdo é reconectada a um novo vértice transformando a rede regu-
lar numa rede aleatéria, com distancia geodésica tipica da ordem de In L/In k, mas com
coeficiente de agrupamento muito baixo C ~ 2k /L. Contudo, como Watts e Strogatz mos-
traram, em cdlculos numéricos do coeficiente de agrupamento e da distancia geodésica,
existe um razodvel intervalo da probabilidade p para o qual o modelo apresenta simulta-
neamente distancia geodésica baixa e coeficiente de agrupamento alto — veja Figura 4.19.

O modelo WS teve como inspira¢do sistemas sociais, basta lembrar que
muitas pessoas sdo amigas de seus vizinhos — vizinhos da mesma rua, colegas de tra-

balho, pessoas que seus amigos apresentam a vocé. Todos nds temos ainda, pelo menos
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um amigo que estd longe. Esses relacionamentos de longa distancia sdo representados
pelas ligacdes de longo alcance obtidas pelas reconexdes no modelo WS.

Para entender, um pouco mais, a existéncia de curtos caminhos entre dois
vértices quaisquer e agrupamento, se faz necessario analisar o comportamento do coe-
ficiente de agrupamento C(p) e o comprimento médio dos menores caminhos £(p) em
func¢do da probabilidade de reconexao p.

Para uma rede com condicdes peridédicas de contorno, fazendo p =0 temos
que £(0)~ L/2k > 1 e C(0) ~ 3/4. Vemos entdo que { escala linearmente com o tamanho
da rede e o C é alto, assim como deve ser em uma rede regular. Quando p — 1 0 mo-
delo SW converge para uma rede aleatéria, onde temos £(1) ~ I n(L)/In(k) e C(1) ~ k/L.
Vemos que ¢ escala com o logaritmo do tamanho da rede, enquanto o coeficiente de agru-

pamento escala com o inverso do tamanho da rede.

Figura 4.18: Procedimento de reconectar os vértices do modelo WS que transforma uma
rede (circular) regular em uma rede aleatéria sem fazer mudanca no namero de vértice ou
de ligacao. Comecamos com uma rede de L = 16 vértices, cada um conectado aos seus
4 vizinhos mais préximos, em seguida escolhemos um vértice e uma ligacdao que conecta
um de seus vizinhos. Com uma probabilidade p reconectamos essa ligacdao a um outro
vértice escolhido aleatoriamente, fazemos isso até que todas as ligacoes, da redes origi-
nal, tenham sido considerados. Realiza¢6es deste procedimento é mostrado, aqui nesta
figura, para trés valores diferentes de p. Na primeira, foi usado p = 0, com isso a rede
original permanece inalterada. Na segunda, com um valor de p no intervalo0 < p <1. Na
terceira, é obtida uma rede totalmente aleatéria com p = 1, onde todos as ligacdes foram
aleatoriamente reconectadas.
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A andlise desses casos limites pode nos levar a concluir que um valor de co-
eficiente de agrupamento C(p) alto estd sempre associado a um valor do comprimento

médio dos menores caminhos ¢(p) pequeno. Contudo, como vemos na Figura 4.19, existe
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Figura 4.19: Coeficiente de agrupamento C(p) e o comprimentos médio dos menores ca-
minhos ¢(p) do modelo Watts-Strogatz. Os dados foram normalizados pelos valores de
C(0) e £(0), respectivamente. Pode ser visto a rdpida queda de ¢(p), demonstrando que
a rede se comporta como uma rede mundo pequeno. Durante essa queda de ¢(p), C(p)
permanece praticamente constante, o que indica que a transi¢ao para uma rede mundo
pequeno é quase imperceptivel localmente.

um considerdvel intervalo de valores de p onde £(p) tem valores préximos de /(1) e o co-
eficiente de agrupamento ainda é bem maior do que C(1). A existéncia desse intervalo
de valores de p tem sua origem na rdpida queda de ¢(p) para pequenos valores de p en-
quanto C(p) permanece quase que inalterado. Nesse regime a rede possui valores altos
para o coeficiente de agrupamento e valores baixos para o comprimento médio dos me-

nores caminhos.
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4.13 Barabasi e Albert e as Redes Livres de Escala

(g’m 1982, um dos alunos de Paul Erdos, chamado Béla Bollobds, provou
exatamente a forma da distribuicdo de conectividades do modelo Erdés-Rényi. O resul-
tado mostra que a distribuicao é de Poisson. Essa distribui¢do tem algumas caracteris-
ticas marcantes, seu pico é pronunciado, indicando que a maioria dos vértices tém, em
média, o mesmo numero de ligacdes. Nos extremos da distribuicao de Poisson estao re-
presentados os vértices raros, com conectividade muito baixa (a esquerda do pico) ou com
conectividade muito alta (a direita do pico).

Quando Albert-Laszl6 Barabdsi, em 1 998, instruiu seu colaborador Hawo-
ong Jeong a construir um rob6'* para mapear a rede WWW (pdginas na internet), eles
tinham a expectativa de que a rede que iria se revelar por tras da WWW possuisse caracte-
risticas de rede aleatéria. Assim sendo, eles esperavam observar uma distribuicao com um
pico, evidenciando que em média as paginas fossem igualmente populares. Mas quando
o robd finalizou a tarefa, os dados finais do levantamento causaram espanto. Os dados
indicavam que a maioria dos vértices tinham poucas ligacdes e que alguns poucos vér-
tices concentravam a maior parte das ligagdes. Quando tentaram ajustar o histograma
de conectividades dos vértices, tiveram uma grande surpresa. Visto que a distribuicao de
Poisson nao servia para ajustar o conjunto de pontos, eles tentaram outras distribuicoes e
eis que quando os dados foram dispostos em escala log-log, eles se ajustaram muito bem.
O conjunto de pontos decaia como uma lei de poténcia. A distribuicdo de conectividades
das paginas que recebiam ligacdes de outras paginas, seguia uma lei de poténcia com um
expoente y;, ~ 2,1. Também foi medida a distribuicao de conectividades das paginas que
enviam ligacoes para outras paginas e encontraram uma lei de poténcia com um expoente

'}/out ~ 2) 5

14A primeira tarefa do robd, construido por Jeong, foi mapear as 300 mil pdginas do dominio nd.edu (Uni-
versidade de Notre Dame). O objetivo era fazer com o que o rob6 viajasse pelas ligacdes existentes entre as
péginas (ndo importando o seu contetido).
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Figura 4.20: Distribuicdo de conectividadess de redes World-Wide Web de diferentes ta-
manhos. Os quadrados correspondem a uma amostra de 325.729 de paginas (obtidos por
Réka Albert) e os circulos correspondem a uma medida de 200 milhdes de paginas (obtidos
por Broder et al.). (a) Distribuicao de conectividades de ligacdes que recebem ligacoes de
outras paginas. (b) Distribuicdo de conectividades de ligacdes que enviam liga¢cdes para
outras péaginas.

Depois do estudo da rede WWW, o grupo de Barabdsi também analisou a
rede dos filmes de Hollywood, onde dois atores estavam ligados se eles participaram de
um mesmo filme, e verificou que o niimero de atores que tinha exatamente k ligacoes
com outros atores decaia seguindo novamente uma lei de poténcia. Depois descobriram
um trabalho de Sidney Redner [96,97], sobre a distribuicado de citagdes em revistas de fisica
que também seguia uma lei de poténcia. Em seguida, comecaram a surgir trabalhos e mais
trabalhos estudando redes e em muitos deles uma caracteristica recorrente: o namero de
vértices, da rede em questao, com exatamente k ligacoes seguia uma lei de poténcia. Cada

novo sistema estudado verificava-se que cada um possuia um tinico expoente e entre os
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sistemas estudados os valores dos expoentes das distribuicdes estavam sempre entre dois
e trés.

H4 algumas décadas o meio cientifico tem verificado que em algumas oca-
sides a natureza gera quantidades que sao regidas por uma distribuicao lei de poténcia,
indicando a possibilidade de coexisténcia de eventos de todas as escalas. Assim, a impor-
tancia das leis de poténcias, ndo reside simplesmente no fato dela mostrar a existéncia
de eventos de menores ou maiores escalas, mas sim por tornar evidente a coexisténcia de
eventos de todas as escalas. Lembrando que, eventos de escalas muito pequenas e muito
grandes sao "proibidos"na distribuicao de Poisson. As distribui¢cdes do tipo lei de poténcia

sao muito diferentes das curvas do tipo sino (veja as Figuras 4.20 e 4.21).

0,10

0,00

Figura 4.21: A distribui¢do de conectividades de uma rede aleatéria, com N = 10.000 vér-
tices e probabilidade de conex@o p = 0,0015. A linha continua mostra o ajuste da distri-
buicdo de conectividades segundo uma distribuicao de Poisson.



4.13. Barabasi e Albert e as Redes Livres de Escala 90

Sistemas como a sociedade, as células que compde nosso corpo e tantos
outros sdo mapeados em redes complexas, mas suas ligacoes ndo sdo aleatérias. Uma
interacdo social, entre duas pessoas ou mais pessoas, ndo € totalmente casual, afinal de
contas vocé nao planeja uma festa de aniversario e sai pela rua chamando qualquer pessoa
que vocé encontre para participar da sua festa, ou ainda um gerente de banco nao concede
um empréstimo aos seus correntistas com base no resultado de um jogo de dados.

Muitos de n6s cremos ou queremos acreditar que ndao vivemos num mundo
fortuito e com base nessa crenga temos esperanc¢a de que exista uma certa ordem nos sis-
temas complexos, do qual também faz parte nosso mundo. Parece ser natural que faca-
mos a seguinte pergunta: como puderam, dois matemaéticos prestigiados como Erdos e
Rényi, modelar a complexidade das redes como sendo um processo totalmente aleatorio
como é um grafo aleatorio? A resposta € mais simples do que a pergunta. Aparentemente,
eles nunca tiveram em mente criar uma teoria universal de formacao de redes. Eles, como
bons mateméticos, estavam mais interessados pelas belezas matematicas, que os grafos
aleatérios possuem. Para eles o fato do modelo Erdos-Rényi descrever ou ndo sistemas
reais, era secundario.

Muitos sistemas reais ndao podem ser tratados como redes aleatérias, uma
forte evidéncia estd no fato que a distribuicao de conectividades (ou graus) de muitas re-
des seguem uma lei de poténcia, P(k) ~ k7. Uma vez confirmado que grafos aleatdrios
nem sempre podem ser utilizados no estudo de redes reais, visto que nao capturam suas
caracteristica, como por exemplo: comportamento de escala livre da distribui¢do de co-
nectividades, se faz necessario estudar novos modelos que melhor descrevam as redes
reais. E essa é nossa motivacao para no Capitulo 5 estudar o modelo Barabdsi-Albert nao-

linear.



CAPITULO 5

Rede Barabasi-Albert Nao-Linear

</%s ultimos anos, a comunidade cientifica passou a se interessar pela
estrutura e a dinamica das redes complexas. Como vimos no Capitulo 4, isso se deve a
convergéncia de interesses entre diferentes dreas tais como fisica, biologia, sociologia que
transformaram o estudo de redes complexas numa drea interdisciplinar.

Uma caracteristica comum aos modelos ER e WS, apresentados no Capi-
tulo 4, é que ambos tém suas distribui¢cdes de conectividades P(k) decaindo exponenci-
almente, e no caso do modelo ER a conectividade média (k) é uma caracteristica que
depende de uma probabilidade p. Contudo, muitos sistemas na natureza parecem ter
suas distribuicoes de conectividades P(k) decaindo como lei de poténcia. Para entender a
origem dessa divergéncia de comportamento, Barabdsi e Albert argumentaram que existe
dois aspectos genéricos das redes reais que ndo estdo incorporados nos modelos ER e WS.
O primeiro aspecto é que os dois modelos trabalham com um nimero fixo N de vértices,
que sdo aleatoriamente conectados (no caso do modelo ER) ou reconectados (no caso do
modelo WS). Entretanto, muitas redes reais crescem continuamente, ou seja, o niumero de
vértices NV da rede cresce com o tempo. O segundo aspecto é que ambos os modelos assu-
mem que a probabilidade de que dois vértices estejam conectados é aleatéria. Contudo,
muitas redes reais exibem a caracteristica de ligacao preferencial de seus vértices. Por
exemplo, é mais provdvel uma nova pagina na internet tente se ligar a paginas bem co-

nhecidas, assim como é mais provavel um artigo citar os artigos mais conhecidos da area.
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Estes exemplos indicam que a probabilidade de que um novo vértice se conecte a um ou-
tro vértice existente na rede nao é aleatéria, ao contrdrio existe uma maior probabilidade
de um novo vértice se conectar a um vértice ja existente que tenha um grande nimero de
ligacdes. O modelo de escala livre proposto por Barabasi e Albert (BA), incorpora esses

dois aspectos. O modelo é definido em dois passos:

i) Crescimento: comecamos com um numero pequeno (m) de vértices, conectados
entre si e a cada passo temporal ¢ adicionamos um novo vértice com m ligacoes
que se conectardo aos vértices ja existentes.

ii) Ligacao preferencial: escolhemos os vértices com os quais o novo vértice vai se co-
nectar, levando em conta que a probabilidade IT de que o novo vértice se conecte ao

i-ésimo vértice depende da sua conectividade k; da seguinte forma:
k:
(k)= = (5.1)

Depois de t passos temporais a rede produzida tem N = t+m vérticese m t
ligacdes. E constatamos que essa rede evolui num estado de escala livre, onde a probabi-
lidade de que um vértice tenha k ligacGes segue uma lei de poténcia com um expoente
y =2,9%0,1, veja Figura 5. Esse expoente independe de m, Gnico parametro do modelo
BA.

O modelo de rede de escala livre mais estudado é o Barabasi-Albert (BA)
linear [14], que acabamos de apresentar. Na sua forma generalizada, que chamamos de
Barabasi-Albert ndo-linear, a rede é construida da seguinte forma: cada novo vértice a ser
adicionado a rede, se conecta a outro vértice i (ja existente) com probabilidade

a

Ti(k;)= ki (5.2)

W
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Figura 5.1: Distribui¢do de conectividades do modelo BA, com N = m + ¢ = 300 000 e
m =2).

onde k; é a conectividade, ou seja, o nimero de ligacdes de cada vértice i e ¢ é um nu-
mero real. Cada novo vértice adicionado contribui com m novas liga¢goes a rede. No caso
linear (@ = 1), arede tem algumas caracteristica desejdveis tais como ser de escala livre, ter
efeito mundo pequeno, mas também possui alguns outros aspectos que pouco desejaveis
tais como, nao ser assortativo! e o coeficiente de agrupamento ir a zero com o aumento
do tamanho da rede. Como ja vimos no Capitulo 4, uma rede € dita assortativa se seus
vértices se conectam a vértices de mesma conectividade, ou seja, vértices de pequena co-
nectividade se conectam a outros vértices de pequena conectividade e vértices de grande

conectividade se conectam a outros vértices de grande conectividade e assim por diante.

1 Assortativo: relativo a preferéncia de se ligar preferencialmente a individuos iguais ou com caracteristi-
cas semelhantes
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Quando pensamos em redes sociais, caracteristicas como assortatividade e coeficiente de
agrupamento alto sdo desejadas.

Neste Capitulo estudamos o modelo BA nédo-linear determinando algumas
importantes quantidades tais como distribuicao conectividade P(k), coeficiente de agru-
pamento C, coeficiente de assortatividade r e a comprimento médio do menor caminho

l. O estudo foi feito sobre todo o espaco de parametros m e a.

5.1 A Distribuicao de Conectividades Através da Equacao

Mestra

VQf distribuicao de conectividades P(k), de que um vértice aleatoriamente
escolhido tenha conectividade k ja foi obtido para o caso de m =1 [96,97]. Aqui nesta
Secao, apresentamos o calculo de P(k) para qualquer valor de m. Para uma rede com N

vértices, a equacao mestra pode ser escrita como

dN(k,t) m
At My(1)

[(k—1)*N(k—1,t)—k*N(k,t)]+0km, comk>m e t>1,(5.3)

onde N(k, t) é o numero de vértices com conectividade k no instante de tempo ¢,

N
My (t)= Z k“N(k,t), t>1, (5.4)

k=m

é a normalizacdo adequada. O primeiro termo do lado direito da Equacao 5.3 leva em
conta o processo no qual o novo vértice se conecta a um outro com k—1 ligacdes, tornando-

0, assim, um vértice de conectividade k. O segundo termo dessa equacao leva em conta
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0 processo no qual o novo vértice se conecta a um outro com k ligacdes, tornando-o, as-
sim, um vértice de k + 1 ligacGes. Para cada uma das m ligagées do novo vértice, isto
acontece com probabilidade m(k —1)*/M,(t) (no caso do primeiro termo da equagao) e
mk®/M,(t) (no caso do segundo termo da equacao). O tltimo termo considera que um
novo vértice de conectividade m foi adicionado a rede.

Podemos obter o n-ésimo momento M ,(t) (¢ = n = namero inteiro na
Equacdo 5.4, onde M,(0) = m — 1) da distribuicdo de conectividades. No caso do mo-
mento de ordem zero (M,(t)), basta fazer @ = 0 na Equacao 5.3 e em seguida somar sobre

todos os k’s, obtendo

d [ 0
E(};N(k,t)) = Z(—Mzzt)[N(k—1,t)—N(k,t)]+5k,m), (5.5)

k=m
mas de 5.4, temos

Mo(t)= Y N(k,1), (5.6)
k=m

e reescrevendo a Equacdo 5.5 temos

d My(t = n My—M 1

E( ol )) = m[ 0o—Mol+1,

d

dt(M"(t)) - b o0



5.1. A Distribuicao de Conectividades Através da Equacao Mestra 96

integrando a Equacdo 5.7 temos que

Para obter o momento seguinte (M;(t)), basta fazer @ = 1 e multiplicar a

Equacao 5.3 por k e somar em k

d [ ©
dr (; kN(k, ”) =2 (—Ml(t)[k(k —1)N(k—1,8)— k k N(k, 1)] +k5k,m), (5.9)

k=m

lembrando que M;(t)=_, kN(k, r), podemos reescrever a Equagdo 5.9 da seguinte forma

d m o0 o0
- (Ml(t)) =0 ;ﬂ [k(k —1)N(k—1,t)— k k N(k, t)] +;n kéim,  (5.10)

e desenvolvendo a soma em k temos que

d m

77 (Ml(t)) = ML) [(m)(m —1)N(m—-1,t)—(m)(m)N(m, t)+
(m+1)(m)N(m,t)—(m+1)(m+1)N(m+1,t)+
(m+2)m+1)Nm+1,t)—(m+2)(m+2)N(m+2,t)+
(m+3)(m+2)Nm+2,t)—(m+3)(m+3)N(m+3,t)+

(m+4)(m+3)Nim+3,t)+--- |+ m, (5.11)
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onde N(m — 1,t) = 0 pois ndo existe nenhum vértice na rede com conectividade m — 1,

rearranjando a Equacao 5.11 e fazendo uso da definicao de M; temos que

% (Ml(t)) = %(t) [(m)N(m, H+m+1)Nm+1,t)+(m+2)N(m+2,t)+

(m+3)N(m+3,t)+---|+m

4 ()=~ |um 5.12
E( l(t))_Ml(t) [ 1(t)]+m, (5.12)

e entdo, integrando a Equacao 5.12 obtemos

M, (t)=M,(0)+2mt. (5.13)

Para o caso linear, a =1 e m =1, a Equacao 5.3 pode ser resolvida para uma
condicao inicial arbitraria. No regime de ¢ — 00, onde as condic¢des iniciais sao irrelevan-
tes, podemos escrever M,(t)=2t e da Equacao 5.3 podemos calcular o niimero de vértice

com conectividade 1, isto é N(1, t) fazendo

d
—N(1,t)= 0—-N(1,¢ 1, 5.14
SN0 =i lo- | + 5.19
integrando a Equacdo 5.14, temos que
N(1,¢
N1,t) = — (L,7)
2
2
NQ1,t) = —t. (5.15)
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Usando a Equacao 5.3 podemos obter também o nimero de vértices com conectividade

2, N(2,t) fazendo

iN(z =
dr 77 My()

N(1,8)—2N(2,1)| +1 (5.16)

integrando 5.16 e usando o resultado de 5.15, temos que o namero de vértice com conec-

tividade 2 é dado por

N(1,t)—2N(2,1) i

N(2,t) = 2

N(2,t) = (5.17)

t
6
Os resultados das equacoes anteriores, sugerem um crescimento linear de

N(k,t) com o tempo. Algo coerente, uma vez que

N(k,t) N(k,1)
N 1

Pk, t)= , (5.18)

ou seja, N(k,t) é uma distribuicdo estaciondria para P(k,t), onde P(k,t) é a probabili-
dade de que um vértice tenha k ligacoes no instante de tempo ¢. Podemos reescrever 5.18
como N(k,t)=t P(k,t), e entdo substituindo N(k, t) na Equac¢do 5.3 obtemos a relacao

recursiva

(k-1)

(5.19)

cuja solucdo é

4
Pk )= T Dk +2) (5.20)
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No caso geral em que —oo < < 1, a distribuicdo de conectividades P(k, t)

geraum M,(t) que tem a seguinte forma

MJ(t)=ut, 0<u<2. (5.21)

Fazendo uso da Equacao 5.3, com k = m, temos que

1+a

iN(m,t)z—

T Ma(t)N(m,t)—i-l, (5.22)

lembrando de 5.18 e 5.21 podemos reescrever a Equacao 5.22 da seguinte forma

1+a

i[tp(m,t)] = p(m, )1, (5.23)

dt

e derivando o lado esquerdo da Equacao 5.23, levando em conta que P(m, t) estd no es-

tado estaciondrio, temos que

1+a

P(m, t)=—"— P(m, t)+1, (5.24)
e isolando P(m, t) finalmente obtemos que
u
Pim,t)=—. 5.25
(m, ) 0 mia (5.25)

Assim como no caso de k = m, também podemos resolver a Equacao 5.3

para k > m+1 obtendo

m(k—1)*

P(k,t)= P(k—1,t), k>m+1, (5.26)
u+mk«

que tem como soluc¢do a seguinte equacao,
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u k u -1
Pk, 1)=——— ]_[(1+ mj“) : (5.27)

j=m

e como vemos na Figura 5.2 a Equacao (5.27) tem boa concordancia com resultados obti-

o , ]

L o @ simulagdo numerica | ]

10" | o] o calculo analitico i
10° | 4
— ]
4 ]
g 1
m 4
10° | <
10-4 E _E

g |

10° | D O 003

Figura 5.2: Distribuicao de conectividades de uma rede BA-ndo linear para o casode a =1
e m =4. Os quadrados vermelhos sao pontos que foram obtidos via simulagdo numérica,
enquanto os circulos azuis foram obtidos via cdlculo analitico Eq. (5.27)

dos numericamente, via simulacao.
Podemos agora estabelecer a dependéncia da amplitude u com relacao a a.

Substituindo N(k, t)=t P(k, t) na Equacao 5.4 obtemos

N
My(t)= Z ket P(k,t), (5.28)
k=m
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e lembrando da Equagdo 5.21 que u = M,(t)/t, podemos escrever y como

p=> keP(k,1) (5.29)

junto com a Equagdo 5.27 obtemos a relacao intrinseca

-1
) ] . (5.30)

Nao ¢€ facil extrair informacoes explicitas sobre a distribuicdao de conectivi-

uzm“[l—m—i— i ﬁ (1+

u
k=m-+1j=m+1 mje
dades da rede. Duas excecOes sdo os casos limitesa =0e a =1, paraosquaisu=1e
u = 2, respectivamente. As duas distribuicées de conectividades sdo dadas por P(k)=2"F
(no caso de m=1) e P(k) ~ k3 (veja Equacdo 5.20). Na Figura 5.1 vemos o comportamento
de u em funcido de «, no intervalo de —6 < a < 1, obtido da resolu¢ao numérica (com o
auxilio do Maple) da Equacao 5.30.

Quando a < 0, as expressoes obtidas até o momento ainda sdo validas mas,
o modelo BA nao-linear perde sua caracteristica de ligacdao preferencial, o que podemos
interpretar como a perda da caracteristica conhecida como rich get richer (os ricos tornam-
se cada vez mais ricos). Ou seja, quando a é negativo, cada novo vértice adicionado na
rede se conecta a vértices de baixa conectividade, algo que podemos interpretar como
uma “tendéncia socialista”. No caso de valores de a muito negativos a tendéncia é de que
no final da construcdo da rede todos os vértices tenham em média a mesma conectividade
k [98]. Sendo vejamos, escrevendo a = —|a|, assumindo |a| > 1 e a conectividade k como
sendo uma variavel continua, a Equacao 5.27 de distribuicdo de conectividades pode ser

escrita como

k
g jalink—[ (L) ax
—_— e m ,

P(k,t) (5.31)
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Figura 5.3: Comportamento de u em funcao de a.

como 0 < P(k,t)<1, temos que

|a|—00

lim u:Zk—'“'P(k, £)— 0. (5.32)

entdo podemos reescrever a Equacao 5.31 da seguinte forma

k
U lalln k—f L xlddx
—_— e m

Pk,1) = , (5.33)

pois u — 0, e com isso
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In(1+ ﬂx'“') ~ £ el (5.34)
m m
Resolvendo a Equacao 5.33 de distribuicao de conectividades e tomando a
primeira e segunda derivada de P(k, t) em k, verificamos que essa distribuicao de conec-
tividades tem um valor maximo em
m|al

kmux = |:—:| : . (5.35)
7

A distribuicdo de conectividades expandida em volta deste valor maximo tem a forma

gaussiana
|af?

P(k,t)~|a|exp{—T(k—kmax)z}. (5.36)

que no limite |a| — 0o se aproxima da funcao delta de Dirac 6(k — k4. ), onde

Kmax = (k) :Z kP(k,t)=2m (5.37)
k

Com isso, a rede se torna homogénea, ou seja, a rede tem todos os seus vértices com a
mesma conectividade 2m.

No caso de a > 1, o comportamento assintotico de M, é t* [97]. Nesse re-
gime, o modelo exibe o fend6meno winner takes all (o vencedor leva tudo). Quando cons-
truimos uma rede usando ¢ > 1 e m = 1 surge um Unico vértice super conectado que
estd ligado com quase todos os outros vértices. Para m > 1, encontramos m vértices su-
per conectados. Este resultado foi confirmado exaustivamente por nossas simulacdes nu-
méricas. Para redes suficientemente grandes, o histograma de conectividades apresenta
sempre m vértices super conectados.

Um comportamento singular acontece quando a > 2, nesses casos, existe

uma probabilidade B, nao nula, de que os vértices iniciais (totalmente conexos) estejam
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ligados a todos os outros vértices da rede. Para determinar essa probabilidade vamos con-
siderar um processo de tempo discreto onde um vértice é introduzido a cada passo tem-
poral e este sempre se conecta aos vértices iniciais. Fazendo s =t —1 (t = N—m), quando
o (m + 1)-ésimo vértice estiver sendo adicionado, a probabilidade de que este vértice se

conecte aos m vértices iniciais é dado por

O(s=1) n]+ma' (5.38)

Na forma mais geral 6(s) é dado por (veja Figura 5.4)

0(s)= n ey (5.39)

Podemos entdo, escrever a probabilidade B a partir da Equacao 5.39 sim-

plesmente multiplicando o (s) de cada instante de tempo s

B=] Jo(s). (5.40)
s=1

Aplicando In em ambos os lados da equagao 5.40 obtemos

InB=> Inf(s), (5.41)
s=1
Para s > 1 temos que
a ma
ln(l—i—]sa o)~ = (5.42)
E entdo. podemos reescrever a equag¢ao 5.41 como
m¢ 1
InB=— -, (5.43)
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ou ainda

lnB:—Zm 9. (5.44)
s=1

onde

q= i L (5.45)

lnB:—J i Py (5.46)
s=1

Integrando a equacao 5.46 obtemos que

o0

meq

InB=—————
n $2(2—a)

(5.47)

s=1

Da equacdo 5.47 temos que B = 0 quando a < 2 e B > 0 caso contrério,

reproduzindo os resultados obtidos para m =1 [97,99].

s=1 s=2 s=3

4 4 ©5 4 @5 6

Figura 5.4: Evolucdo temporal de 6(s) para os instantes de tempo s = 1, 2, 3, respectiva-
mente.
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5.2 Distribuicao de Conectividades na Aproximacao de Campo

Médio

J% contexto de campo médio, a distribuicao de conectividades foi obtida
para a rede BA linear [14, 65] e BA nao-linear (com m=1) [96]. Nesta secdo derivamos a
distribuicao de conectividades para o modelo BA nao-linear com m qualquer [99].
Assumindo que a conectividade k; de um vértice i (de uma rede com N
vértices), seja uma varidavel continua, é podemos escrever
ok; kf
a7 :mZN - (5.48)

j=1"]

Como vimos na secao anterior, quando a <1 temos que

N
D k¢=uN~ut, (5.49)
j=1

e entdo, substituindo 5.49 em 5.48 e integrando, temos

1

ki=m [1+Mln(i)] o (5.50)
u li

2

onde t; é o instante de tempo em que o vértice i € incorporado pela rede e k;(t;) =m é
a conectividade do vértice i no instante ¢;. Assumindo que a probabilidade de que um

vértice aleatoriamente escolhido é
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P(ti)=%, (5.51)

entdo, a Equacdo 5.50 pode ser vista como uma mudanca de varidveis estocdstica t; — k;,
da forma

P(k)= J o(k —k;i(t;))P(t;)dt;. (5.52)

Assim, a distribuicao de conectividades é dada por

u u k 1-a
e~ ialm) )} o

que é o comportamento assintético do P(k). Na Secao 5.3 usaremos esse resultado de

P(k)=

campo médio no célculo do coeficiente de agrupamento.

Se quisermos construir uma rede de escala livre com expoente arbitrario
(diferente de 3), basta fazer uma pequena e simples modificagdo no modelo BA linear,
na qual um vértice com m ligacdes se conecta um vértice de conectividade k; da rede
proporcional a k; + A. Seguindo esse procedimento utilizado obtemos a seguinte regra de

ligacao preferencial para o modelo BA modificado

ki _  (ki+2)
or 3L (ki+2)

>-m, (5.54)

entdo, a distribuicao de conectividades do modelo BA modificado serd

AN(k+A\w
p(k)_(2+%)(m—ﬂ) , (5.55)

o e L . A 3 A
que, no limite assintotico k > 1, é regida pela lei de poténcia k>~ com o expoente sendo

ajustado pelo parametro A.
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5.3 Coeficiente de Agrupamento do Modelo BA nao-linear

(gomo vimos no Capitulo 4, o coeficiente de agrupamento é uma propri-
edade transitiva da rede. A forma mais geral dessa propriedade é o coeficiente de agrupa-
mento de ordem x do vértice i, C;(x), que é definido como a probabilidade de que dois
primeiros vizinhos de um vértice estejam a uma distancia de comprimento x (medida sem

passar pelo vértice i) [100]. A forma do coeficiente de agrupamento C;(x) é

2yi

kil — 1)’ %9

Ci(x)=

onde y; é o nimero de primeiros vizinhos do vértice i que se encontram a uma distancia
x e k; é a conectividade do vértice i. Considerando todos os vértices da rede, o coeficiente

de agrupamento médio é dado por

> Gilx)

Clx)= N

(5.57)

A definicao 5.56 pode ser melhor compreendida com o exemplo da Figura 5.5,
onde tomamos como referéncia o vértice i com k; =5, que tem como primeiros vizinhos
os vértices {1,2,3,4,5}. Na Matriz 1 vemos a menor distancia entre os vértices adjacentes

ao vértice i. As distancias obtidas da Figura 5.5 (rede a direita).
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Figura 5.5: Rede na vizinhanca do vértice i (rede a esquerda). Rede depois de removido o
vértice i e suas ligacoes (rede a direita).

1(— 1 1 4 1\
211 — 1 4 2
311 1 - 3 2
414 4 3 — 5
5\1 2 2 5—]

Matriz 1: menor distancia entre os cinco primeiros vizinhos do vértice i.

Da Matriz 1, podemos calcular o niimero de vértices a uma distancia x e
ainda o coeficiente de agrupamento a uma distancia x, ambos calculados com relacao ao

vértice i, e apresentados na Matriz 2,

X 1 2 3 4 5
yilx) | 4 2 1 2 1

Ci(x)\ 04 02 0.1 02 0.1
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Matriz 2: y;(x) — Ntimero de vértices a uma distancia x e

Ci(x) - coeficiente de agrupamento a uma distancia x.

Aqui iremos tratar apenas o caso x = 1, e entdo podemos abandonar o in-
dice x da Equacao 5.56 e usar simplesmente C como sendo o coeficiente de agrupamento
médio. Naturalmente, em se tratando da rede BA nao-linear com m =1, o coeficiente de
agrupamento C é sempre igual a zero (independentemente do valor de a) uma vez que a
rede é um grafo do tipo arvore.

Podemos obter a expressao analitica para C da rede BA nao-linear na apro-
ximacao de campo médio. Sendo P(j — i) a probabilidade de que no tempo ¢ = j o vértice

J esteja conectado ao vértice i. Isto significa que

ki(j) ] ’ (5.58)

P(j—>i)=m[—_
Z;V:Ik;l(])

onde k;(j) é a conectividade do vértice i no instante de tempo j. Para a <1, o denomina-

dor dessa probabilidade é igual a uj e usando a Equacao 5.50 obtemos

. 1ra
mltae [H‘@ln(%)]

P(j—i)= o j>i. (5.59)

para o igual a 1 (um), a Equacao 5.59 é reduzida a
P(j—i)= %(ij)‘l/z. (5.60)

como ja havia sido verificado por Klemm e Eguiluz [101].
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Para calcular o coeficiente de agrupamento C, devemos tomar muito cui-
dado com a ordem dos indices j > i, que ndo podem ser trocados. Se i e j sdo primeiros
vizinhos do vértice / e assumimos que i < j, entdo a contribui¢do vem dos trés regimes:

I<i<j,i<l<jei<j<l.Assimsendo, o coeficiente de agrupamento pode ser escrito

como,
1 [ P(i— 1D)P(j — 1P — i)
C=y§ [Z Z Z ni(N) "
j=3 i=2 I=1
ﬁlfi’z—ljp(l—>i)P(j—>l)P(j—>i)Jr
R ni(N)
N 1-1j-1 ; i i ]
Z P(1 = i)P(l — j)P(j — i) ’ (5.61)
S ni(N)
onde,
(M) = ki(N)[k(N)— 1], (5.62)

2

é o namero total de pares de vizinhos que o vértice / tem no instante de tempo (ou tama-
nho) N. A expressdo 5.61 serd verificada numericamente logo adiante.

Para a < 1, o coeficiente de agrupamento vai a zero com N. Existem dois
casos particulares nos quais o comportamento assintético de C é conhecido exatamente:
quando a = 0 (grafo aleatorio) C % e quando a =1, C(N) x N-!(InN)? [101]. A Equa-
¢d0 5.61 é mais consistente com os resultados da simulacao numérica do que com as pre-
dicoes tedricas anteriores (C(N) oc N=075 [102]).

Simulamos o modelo BA ndo-linear em redes de tamanhos N = 102 400 e
m = 2. Para cada rede, o coeficiente de agrupamento (médio) foi determinado por meio
de 20 realizacoes independentes. Na Figura 5.6, vemos a dependéncia de C com « para

redes de tamanho N =102 400 e N =25 600.
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Figura 5.6: O coeficiente de agrupamento médio C vs o expoente a para dois diferentes
tamanhos de rede.

Na Figura 5.7, comparamos o resultado da expressao analitica 5.61 com os
resultados da simulacdao do modelo BA nao-linear.

Para a > 1, o valor do coeficiente de agrupamento se aproxima rapidamente
de 1 (um) quando o tamanho da rede N cresce. Este resultado vem do fato de que os m
vértices super-conectados também sao interconectados. Entdo, quando um novo vértice
é adicionado a rede, a forte dinamica de ligacdo preferencial (o > 1) faz com que ele se
conecte aos vértices super-conectados, com isso o valor do coeficiente de agrupamento

se aproxima de 1 (um).

5.4 Coeficiente de Assortatividade

OZ/m importante aspecto das redes é a forma como os vértices estao li-

gados. Se existe uma tendéncia para conectar vértices com aproximadamente o mesmo
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Figura 5.7: Comparacdo entre simulacdo numérica e a teoria. Quadrados pretos sdo os
pontos de simulacdo e os circulos abertos correspondem a formula analitica proposta.

nuamero de ligacdes, chamamos isso de coeficiente de assortatividade. Quando as liga-
coes favorecem vértices de diferentes conectividades o sistema é dito desassortativo. A
situacdo neutra é chamada de ndo assortativo [103, 104]. Para medir o coeficiente de as-
sortatividade, fazemos uma pequena mudanca na definicdo dada por Callaway et al. [105].
Seja ej; a probabilidade conjunta de que uma ligacdo aleatoriamente escolhida conecte

vértices com conectividade j e k. A distribui¢do e;; obedece a seguinte regra de soma

Zejkzl, Zejkzqk. (5.63)
J

jk

Podemos definir o coeficiente de assortatividade r [103,104] como sendo
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1 :
r= ;Z] k(ejx —q;qx),

q jk

(5.64)

2
onde, 02 = k*q— [Z i qu] é a variancia da distribuicao g (veja Capitulo 4. A quan-

tidade r é definida para o intervalo —1 < r < 1, e assume o valor +1 (—1) se o sistema é

perfeitamente assortativo (desassortativo) e é zero no caso de nao assortativo.
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Figura 5.8: A dependéncia do coeficiente de assortatividade r com o expoente «.

Em nossas simulacoes (veja Figura 5.8), construimos redes de 102 400 vér-

tices de acordo com o modelo BA ndo-linear, para varios valores de @, e determinamos o

valor do coeficiente de assortatividade r de cada rede. Na Figura 5.8 vemos o comporta-

mento do coeficiente de assortatividade r contra o expoente a. No limite de rede infinita,
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r =0se a =1, um resultado ja conhecido [103]. Nossos resultados numéricos mostram
que esse € o0 tinico caso em que r = 0. O modelo BA ndo-linear é assortativo (r > 0) para
a < 1 e desassortativo (r <0) quando a > 1.

No limite @ — —o0 o coeficiente de assortatividade pode ser calculado ana-
liticamente. Por exemplo, se m =2 entdo o nimero de vértice N(k) com conectividade k
é N(2)=1, N(3)=6, N(4)= N —7 e zero para k > 5. A conectividade média < k > é igual
ad-— % A distribuicdo de probabilidade conjunta e;; (i, j = 2, 3, 4) pode ser facilmente

estimada

0 1 1
1
eij = )
I N<k> 1 10 7
1 7 4N-36

Usando a defini¢ado 5.64 e o resultado da distribuicdo e;; (acima) podemos

calcular o valor exato do coeficiente de assortatividade como sendo

r=—. (5.65)

5.5 Comprimento Médio do Menor Caminho

gddisténcia entre dois vértices de uma rede é o tamanho do compri-
mento do menor caminho entre eles, também conhecido como geodésica. Quando medi-
mos as geodésicas de todos os pares dos vértices, o valor médio dessas distancias corres-

ponde ao que conhecemos como o comprimento médio do menor caminho ¢. Esse é um
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conceito fundamental no estudo de redes e muito importante no campo das redes de co-
municacoes [106] e computadores onde procedimento de roteamento e busca sao tarefas
comuns.

Para estimar ¢ fizemos uso do valor de ¢,,,;, que é definido como a distancia
média de todos os vértices, medido a partir do vértice de maior conectividade na rede (se
existir mais de um vértice que possua conectividade maxima entdo é feito um sorteio e
escolhido um tnico vértice). O comprimento médio do menor caminho ¢ esta limitado ao

intervalo [84]

Copin <UL <20 in. (5.66)

Determinamos ¢,,;,, para varios valores de @ e m simulando o modelo BA
nao-linear em redes com tamanho variando entre N =100 e N = 102 400. Fizemos entre
20 e 24 000 realizacoes e tomamos a média. A Figura 5.9 mostra a variacdo de ¢,,;, com «
para dois tamanhos diferentes de rede. No limite N — 00, ¢,,,;,, € infinito para a <1 e igual
a1l quando a > 1.

Podemos agora analisar a dependéncia de ¢,,;,, com N. Da Inequacao 5.66,
conjecturamos que ambos ¢ e {,,;, escalam com N da mesma forma. Redes aleatdrias,
tais como as redes Erd6s-Rényi e Strogatz-Watts, tem um comprimento médio do menor
caminho escalando com ¢ ~ In(N). Para redes livres de escala, tendo uma distribuicao
de conectividades do tipo P(k)~ k=%, ja estd demonstrado que ¢ ~ In(In(N)) (£ ~In(N)) se
2 <A <3 (A>3)[84], ouseja, elas se caracterizam como sendo uma rede ultra-small-world
(small-world). No valor de fronteira A = 3, a dependéncia esperada para o comprimento

médio do menor caminho é [84].

In(N)
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Figura 5.9: O minimo comprimento médio do menor caminho ¢,,;, vs o expoente a para
dois diferentes tamanhos de rede.

Na aproximac¢ao de campo médio, o modelo BA linear (¢ = 1) tem um ex-
poente A = 3 que independe de m. No modelo BA linear, simulado com redes de alguns
milhoes de vértices, o expoente A verificado é menor do que 3 [65]. Por meio de uma cui-
dadosa andlise de nossos dados numéricos, obtemos o expoente A = 2,91+ 0,03. Entao,
nesse momento, temos a oportunidade de verificar duas predicoes tedricas. A primeira é
de que se m = 1, entdo o modelo BA linear é um grafo do tipo 4rvore e o comprimento
médio do menor caminho escala como ¢ ~ In(IV) [82], e a segunda € a de que se m > 2,
a dependéncia esperada é ¢ ~ In(In(V)) [84]. Como podemos ver nas Figura 5.10, nossos

resultados numéricos corroboram as previsoes teoricas.
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Figura 5.10: O modelo BA linear (a¢ = 1). Grafico mostrando a dependéncia do minimo
comprimento médio do menor caminho ¢,,;, vs In(N) e In(In(NV)) para m =1 e m =5,
respectivamente.
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5.6 Conclusoes

(gastudamos algumas propriedades do modelo BA nao-linear. Usando a
equacdo mestra, obtemos uma expressao analitica para a distribuicdo de conectividades
P(k) para todos os valores de m > 1 e a < 1. O setor a < 0 tem sido negligenciado, con-
tudo acreditamos que esse setor possa ser Util em estudos de redes sociais, visto que estes
sistemas sdo altamente assortativos, ou podem ser uteis em estudos de um transicao do
regime mundo pequeno, onde o comprimento médio do menor caminho cresce logarit-
micamente com o tamanho da rede, para o regime mundo grande, onde o comprimento
médio do menor caminho cresce rapidamente com alguma poténcia do tamanho da rede.

No limite ¢ — —o00, usando o modelo BA nio-linear obtivemos uma rede
homogénea com conectividade 2m. Se a > 1, existem m vértices super-conectados, ca-
racterizando o que chamamos de fase gel. A probabilidade de que os m vértices iniciais
estejam conectados a todos os outros vértices da rede é ndo nula somente quando a > 2,
sendo que o limiar @ =2 ndo depende de m.

Propusemos uma férmula analitica para o coeficiente de agrupamento mé-
dio C. Sua validade foi verificada por simulacdes numéricas. Para redes de qualquer ta-
manho, C é uma fun¢do monotonicamente crescente de a. Se N — 00, o coeficiente de
agrupamento vai a zero para os valores de a < 1, e se aproxima rapidamente do seu valor
maximo C =1 quando a > 1.

O padrao associativo do modelo BA nao-linear foi estudado usando o co-
eficiente de assortatividade r. Se a < 1, entdo o coeficiente de assortatividade r cresce
com o tamanho N da rede e converge assintoticamente para algum valor menor do que 1
(um). Se a =1, r decresce com o tamanho N da rede, chegando a zero no limite de uma
rede infinita. Se @ > 1, r diminui com o tamanho da rede, mas agora converge para o va-

lor —1. Fazendo um breve resumo, a rede BA nao-linear é assortativa (desassortativa) se
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a <1 (a>1) endo assortativa somente quando a = 1, sendo que no limite @ — —o0 o coe-
ficiente de assortatividade pode ser calculado exatamente, o valor encontrado foi r =7/13
quando m =2.

Fazendo uso de ¢,,;, estimamos o didmetro do modelo BA nio-linear. Para
rede de tamanhos fixos, ¢,,;, € uma funcao de ¢ monotonicamente decrescente. O valor
de{,,;, tende ao infinito se @ < 1 e é igual a 1 quando a > 1. No caso particular a =1, caso

linear, £,,,;, ~In(N)se m=1e/,,;, ~ In(In(N)) quando m > 2.



CAPITULO 6

A Rede Complexa do Futebol Brasileiro

6.1 Fisica no Futebol

g utebol, um dos esportes mais populares do mundo, nas tltimas décadas
tem atraido a atencdo da comunidade cientifica. Num recente artigo, Aguiar e Rubini [107]
estudaram duas famosas jogadas, a primeira é a jogada do “gol que Pelé nao fez"!, o gol
que Pelé perdeu na Copade 1 970, no jogo contra a entdo Tchecoslovdquia. Na segunda jo-
gada, a “folha seca”? de Valdir Pereira (Didi, o Principe Etiope), ainda hoje se discute quais
efeitos de fato estdo presentes nessa jogada. Neste capitulo, apresentaremos um estudo
do futebol do ponto de vista de redes complexas. Dados reais foram obtidas de 32 edi¢oes
do campeonato de futebol brasileiro, totalizando 13 411 jogadores de futebol e 127 clubes.
Primeiro consideramos uma rede com dois tipos de vértices, denominada rede bipartida:
os jogadores de futebol e os clubes. Num segundo momento consideramos uma rede com
um unico tipo de vértice, os jogadores. No decorrer desse capitulo apresentaremos alguns
resultados interessantes e outros inesperados obtidos no estudo dessas redes. Exemplos

desses resultados sdo as distribuicoes de probabilidades de que um jogador do futebol

I'Em que se fez presente o efeito Magnus, que surge quando a bola gira em torno de seu eixo perpendicu-
lar a velocidade.

2Um chute quase que mortal para os goleiros. O lance foiinventado por Didi em 1 956, na partida contra o
América. Ele estava com uma contusao que nédo permitia dar os chutes de longa distancia da forma normal.
Por isso, ele achou um jeito para a dor desaparecer: acertar um pouco abaixo do meio da bola, o que fazia
com que a bola caisse inesperadamente, como uma folha seca.

121
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brasileiro tenha trabalhado em N clubes ou de que tenha jogado M partidas onde ambas
apresentam decaimento exponencial. Por outro lado, a distribuicao de probabilidade de

que um jogador tenha marcado G gols decai segundo uma lei de poténcia.

6.2 Rede Bipartida do Futebol Brasileiro

OZ/sando dados coletados do CD-ROM da revista Placar [108] construimos
uma rede (real) bastante peculiar, a rede do futebol brasileiro. Primeiro construimos uma
rede bipartida: o primeiro tipo de vértice representa os clubes, em niimero de 127, € o
segundo tipo de vértice representa os jogadores, que totalizam 13 411. Esses niimeros
correspondem ao numero total de clubes e jogadores de futebol que participaram pelo
menos uma vez do campeonato brasileiro de futebol entre os anos de 1971 a 2002 3. A
rede bipartida (veja Figura 6.1) é construida da seguinte maneira: se um jogador defen-
deu um clube, entdo estabelecemos uma ligacao entre eles. Procedimentos semelhan-
tes de construcao ja foram feitos para as seguintes redes bipartidas: ator-filme [31, 109],

cientista-artigo [103], diretor-empresa [93] e compositor-interprete [110].

Figura 6.1: Rede bipartida de futebol, com 4 vértices do tipo clube e 11 vértices do tipo jo-
gador de futebol. Vértices de a a d representam clubes e os vértices de A até K representam
jogadores, e as linhas ligam os jogadores aos clubes que defenderam.

30 primeiro campeonato brasileiro oficial foi disputado em 1 971.
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Figura 6.2: Histograma do ntmero de clubes contra o nimero de gols marcados por par-
tida. A linha cheia corresponde ao ajuste gaussiano. O nimero médio de gols por partida
é aproximadamente 1,0.

Iniciamos nosso estudo analisando a distribuicao de gols marcados por par-
tida em func¢do do vérios clubes que ja participaram do campeonato brasileiro. Na Fi-
gura 6.2 vemos o numero de clubes N¢ versus o numero de gols marcados por partida
G/M. Como podemos ver os dados sao muito bem ajustados por uma gaussiana centrada
em G/M ~1,03. O clube brasileiro com o melhor desempenho é o Sao Caetano com uma
média de gols por partidade G/M = 1,73 e o clube com o menor desempenho é o Colatina
com uma média de G/M =0, 22.

Analisamos também a distribuicao de probabilidades de conectividades para
os dois tipos de vértices, jogadores e clubes, da rede bipartida do futebol brasileiro (veja

Figura 6.3). Seja N o numero de clubes que um jogador ja defendeu. Definimos P(NV)
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como a distribuicao de probabilidades de que um jogador tenha defendido N clubes di-
ferentes. No grafico maior da Figura 6.3, vemos que a distribuicdo de probabilidades de
jogadores P(NN) exibe um decaimento exponencial com N. Dessa distribuicao, determi-
namos o ntimero médio de clubes que um jogador defendeu, N = 1,37 . Um jogador que
merece destaque nessa andlise é o Dada Maravilha, o jogador que mais atuou por diferen-
tes clubes, que participaram do campeonato brasileiro. Ele defendeu 11 diferentes clubes.
Seja S o tamanho do clube — que é medido em termos do namero de jogadores que atua-
ram pelo clube — e P(S) a distribuicdo de probabilidades dos tamanhos dos desses clubes.
Vemos no grafico menor da Figura 6.3, que devido ao pequeno numero de clubes, ndo é
possivel fazer uma andlise conclusiva da distribuicao de probabilidades P(S) em funcao
do tamanho S do clube.

Um resultado inesperado € obtido quando determinamos a distribuicao de
probabilidades P(M) de que um jogador de futebol tenha jogado um total de M jogos pelo
campeonato brasileiro (qualquer que tenha sido o clube). Verificamos a existéncia de um
ponto de inflexao (veja Figura 6.4a ) ou um limiar nas proximidades de M, = 40. Como
existe muita dispersao em P(M), determinamos a sua correspondente distribui¢cdo de pro-
babilidades cumulativas P.(M) [25]. Essa distribuicdo é bem ajustada por duas diferentes
exponenciais: P.(M) = 0,150+ 0,857 x 10-%042M para M < 40 e P.,(M) = 0,410 x 10-0010M
para M > 40, como é mostrado na Figura 6.4b. Como sabemos, uma distribui¢do de pro-
babilidades com formato exponencial gera uma distribuicao de probabilidades cumula-
tiva também exponencial e com o(s) mesmo(s) expoente(s) [25]. A existéncia do limiar
M. indica que depois que um jogador alcancou uma certa fama e notoriedade, provavel-
mente, serd mais facil para ele se manter como um jogador de futebol, ou seja, um jogador
ao cruzar o limiar M, passou por “um estado probatério” e com isso ganhou estabilidade
em seu trabalho.

Seja G o nimero de gols (a quinta-esséncia de um jogo de futebol) marca-

dos por um jogador no campeonato brasileiro, e P(G) a distribuicao de probabilidades de
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Figura 6.3: Probabilidade P(IN) de que um jogador tenha trabalho em N clubes. A linha
cheia corresponde ao ajuste da curva P(N) ~ 107238 Assim sendo, vemos que € 190 vezes
mais provavel de encontrar algum jogador que tenha jogado somente em dois clubes do
que encontrar um jogador que tenha jogado em oito clubes. No grafico menor vemos a
distribuicdo de probabilidade de conectividade P(S) dos clubes.

que um jogador tenha marcado G gols. O comportamento da distribuicdao de probabili-
dade P(G) em funcdo do ntimero de gols marcados pode ser visto na Figura 6.5a. Nova-
mente encontramos um limiar intrigante préoximo de G, = 10, separando duas regides que
escalam com leis de poténcias distintas. Um comportamento semelhante j4 foi observado
no contexto de redes de colaboracdes cientificas [25]. Para verificar se esse limiar real-
mente existe (uma vez que a cauda da curva apresenta muita dispersdo) calculamos a dis-
tribuicao de probabilidade cumulativa correspondente P.(G) (Figura 6.5b). Assim existe
a possibilidade de ajustarmos essa curva com uma lei de poténcia truncada ou possivel-

mente duas leis de poténcias distintas. Nossos melhores resultados foram obtidos fazendo
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uso de leis de poténcias com dois diferentes expoentes: P.(G) = —0,259+1,256 G~%%% para
G <10 e P.(G)=—0,004+ 4,454 G-140 ge G > 10.

Lembrando que para uma distribui¢do de probabilidades escalando com
uma lei de poténcia, a distribui¢do de probabilidades cumulativa correspondente tem seu
expoente acrescido de uma unidade, assim sendo temos que P(G) ~ G™1° para G < 10
e P(G) ~ G=2* para G > 10. Conjecturamos que a origem desse limiar possa ser expli-
cada pelo posicionamento dos jogadores no campo de futebol. Afinal, cerca de dois tercos
dos onze jogadores formam a defesa ou o meio de campo, conseqiientemente jogadores

nessas posi¢oes normalmente tém menos chance de fazer gols.
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Figura 6.4: (a) Probabilidade de jogos P(M) vs o nimero M de partidas disputadas. (b)
Distribuicao de probabilidade cumulativa P.(M) construida a partir de P(M). As linhas
cheias sdo os ajustes dos conjuntos de pontos.
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Figura 6.5: (a) Probabilidade P(G) que um jogador tenha marcado G gols. E dez vezes mais
provével que um jogador escolhido aleatoriamente tenha marcado 13 gols do que 36 gols.
O jogador com o maior namero de gols marcados no campeonato brasileiro é o Roberto
Dinamite com G = 186. (b) Distribuicao de probabilidade cumulativa P.(G).

6.3 Rede Unipartida de Jogadores do Futebol Brasileiro

</Q7 partir da rede bipartida do futebol brasileiro (jogadores/clubes), pode-
mos construir a rede unipartida de jogadores (veja Figura 6.6). A constru¢do dessa, que é
uma rede real, foi feita da seguinte forma: se dois jogadores defenderam um mesmo clube
num mesmo ano entdo eles serdo unidos por uma ligagdo. Assim, a rede é composta ex-
clusivamente por vértices que representam jogadores de futebol. Chamaremos esta rede

de JFB (rede de jogadores do futebol brasileiro). Nessa rede, analisamos a dependéncia
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temporal do comprimento médio do menor caminho, do coeficiente de agrupamento e
do coeficiente de assortatividade. Acreditamos que as conexdes dos vértices dessa rede
representam algum tipo de relacdo social e/ou profissional estabelecida entre os jogado-

res.

Figura 6.6: Rede unipartida, é a projecao da rede bipartida na qual os jogadores se ligam
uns aos outros se eles defenderam um mesmo clube.

No ano de 2 002, a rede real JFB possuia 13 411 vértices (cada vértice da
rede representando um jogador) e 315 566 ligacoes. A distribuicdo de probabilidades de
conectividades P(k) pode ser facilmente determinada (Figura 6.7), e dela obtemos um
valor de conectividade média 47,1 (veja Tabela 6.1), o que significa que um jogador teve
47 colegas de clube, em média.

Outras quantidades da rede JFB podem ser exatamente obtidas (veja Ta-
bela 6.1). Por exemplo, a probabilidade C; de que os primeiros vizinhos do vértice i tam-
bém estejam conectados. O valor médio dessa quantidade tomado sobre toda a rede é o
coeficiente de agrupamento C, um parametro muito importante nas redes sociais. Para
essa grandeza encontramos o valor de C = 0,79, o que significa que a JFB é uma rede

altamente agrupada.
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Figura 6.7: Distribuicdo de conectividades da rede de jogadores do futebol brasileiro, onde
um jogador se conecta a outro se eles defenderam um mesmo clube num mesmo ano. A
curva de ajuste (linha cheia) tem a forma exponencial P(k) ~ e~%025k,

Para o comprimento médio do menor caminho £. Quantidade que é obtida
medindo as geodésicas de todos os pares de vértices, e depois calculamos o valor médio
dessas distancias. O valor obtido para a rede JFB foi ¢ = 3,29. Em analogia com redes
sociais, podemos dizer que existe um grau de separacao de 3,29 entre os jogadores do
futebol brasileiro. Em outras palavras, a rede JFB possui caracteristica de uma rede mundo

pequeno (veja Capitulo 4).
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6.4 Comparacao entre as Redes JFB, ER e de Configuracao

(émo vimos na Secao anterior, a rede JFB possui uma distribuicao de-
caindo exponencialmente. Esse € um comportamento inesperado, uma vez que as redes
sociais costumam ter a distribui¢do de conectividade decaindo segundo uma lei de po-
téncia. Um bom exemplo é a rede de atores de Hollywood (Figura 6.8). No Capitulo 7
(conclusoes) apresentamos uma explicacdo para a diferenca, da forma de decaimento da

distribuicao de conectividades, entre a JFB e as demais redes sociais.
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Figura 6.8: Distribuicdo de conectividades de atores de filmes de Hollywood. Essa figura
foiretirado do artigo pela Réka Albert e Albert-Laszl6 Barabasi intitulado Topology of Evol-
ving Networks: Local Events and Universality (publicado na revista Physical Review Letters
85, 5234).

A rede JFB possui duas caracteristicas de uma rede aleatdria. Distribuicao
de conectividades decaindo exponencialmente e o valor baixo para o comprimento médio

do menor caminho.
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Dessa forma, é interessante comparar a rede JFB com redes aleatérias que
possuam caracteristicas semelhantes. As redes escolhidas foram o modelo Erdés-Rényi
(ER) e o modelo de configuracdo (veja Secoes 4.8 e 4.9). Para estabelecer uma maior pro-
ximidade entre a rede real JFB e as redes ER e configuracao, simulamos estas duas tltimas
com o mesmo numero de vértices e com um valor de conectividade média aproximada-
mente igual ao da rede real JFB.

No caso do modelo ER, construimos a rede usando os valores de 13411 e
47,1 para o numero de vértices e conectividade média, respectivamente. Lembrando da
teoria de redes aleatorias, onde temos que p N = k (veja Secao 4.8), é facil ver que o va-
lor da probabilidade de que dois vértices se conectem, usado para construir a rede foi
0,00351.

Para o modelo de configuracdo, que é uma rede aleatéria com uma dada
(e fixa) distribuicdo de conectividades, construimos a rede usando 13 411 vértices e a se-
guinte distribuicao de conectividades P(k) ~ e~%925%  que foi obtida do ajuste da distribui-
¢do de conectividades da rede real JFB (Figura 6.7).

Na Tabela 6.1, temos as seguintes grandezas: coeficiente de agrupamento,
coeficiente de assortatividade e comprimento médio do menor caminho, que foram obti-
das para as redes JFB, ER e de configuracao.

Iniciando nossa andlise pelo coeficiente de agrupamento, vemos que em-
bora o modelo de configuracao tenha um valor de coeficiente de agrupamento duas vezes
maior que o do modelo ER, esses valores sdo quase que insignificantes quando compa-
rados com o valor do coeficiente de agrupamento rede JFB. Mais uma vez, redes sociais

demonstram que serem humanos se agrupam de maneira ndo aleat6ria.

Outra quantidade estudada na rede JFB, foi o coeficiente de assortatividade
A (veja Capitulo 4 e Referéncia [25]), que mede a tendéncia de uma rede conectar vértices

de mesma conectividade ou de conectividade distinta. Vale lembrar que, se A > 0 (A <
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| | JFB |Erd6s-Rényi Configuracao

v | 13411 13 411 13 411
e | 315566 315 443 345 294
k 47,1 47,1 51,5
c| 0,790 0,004 0,008
A 0,12 0,00 0,46
D 3,29 2,84 2,85

Tabela 6.1: Na primeira coluna, v é o nimero de vértices, e € o nimero de ligacoes, k é a
conectividade média, C é o coeficiente de agrupamento, A é o coeficiente de assortativi-
dade e D é o comprimento médio do menor caminho.

0) a rede é dita assortativa (desassortativa) e ndo assortativa quando A = 0. Para a rede
JFB, encontramos A = 0,12, sendo assim concluimos que essa é uma rede assortativa,
ou seja, na rede JFB jogadores sem grande expressao (de clubes pequenos) no cenério
de futebol tendem a jogar com outros jogadores sem expressao e jogadores famosos (de
clubes grandes) tendem a jogar outros jogadores famosos.

O valor do coeficiente de assortatividade (A = 0,12) da rede JFB, coincide
com o resultado obtido para a rede de co-autores em artigos de matemaética [103] e é me-
nor do que o obtido da simulacdo do modelo de configuracao (A = 0,46). A explicacao
para isso é a seguinte: apesar dos vértices do modelo de configuragdo serem conectados
aleatoriamente, o vinculo da forma adotada e assumida para a distribui¢do de probabi-
lidades gera forte correlacao. Esta correlacdo pode ser comprovada pela conectividade
média dos primeiros vizinhos de um vértice com conectividade k, knn(k)[87,111], como

apresentado na Figura 6.9.

6.5 Anadlise da Evolucao Temporal da Rede JFB

VQ{lém dos estudos da rede bipartida do futebol brasileiro e da rede JFB,

feitos nas Secoes 6.2 e 6.3, analisamos também o crescimento do nimero de vértices da
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Figura 6.9: Conectividade Média dos Primeiros Vizinhos das redes de Configuracao, JFB
e ER.

JEB, isto é, a evolucdo temporal da rede.

Constatamos que no inicio, 1 971 e 1 972, a rede JFB tem vdarias componen-
tes (veja a Secdo 4.5). Porém, a partir de 1 973 a JFB possui uma tinica componente. Na
Tabela 6.2 vemos a evolucado temporal das quantidades estudadas da rede JFB. Para a co-
nectividade média E, observamos um crescimento da conectividade média. Podemos
pensar em duas razdes para isso. A primeira reflete o fato de que a vida profissional do
jogador estad cada vez mais longa. Dessa forma cada jogador passa a ter mais ligacoes. A
segunda razdo é o aumento da freqiiéncia com que os jogadores sdo transferidos entre
clubes nacionais.

Os valores do coeficiente de agrupamento, ao contrario dos valores da co-

nectividade média, vem decrescendo com o tempo. Para esse comportamento existe uma
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possivel razdo: éxodo dos (melhores) jogadores de futebol para clubes do exterior, que tem

crescido muito nas ultimas décadas.

| [ 1975 | 1980 | 1985 | 1990 | 1995 | 2002
v| 2490 6420| 8797 | 10329 ] 11629 | 13411
e [ 48916 | 128424 | 181293 [ 219968 | 254371 | 315 566
k| 393 40,0| 41,2| 426 437| 47,1
C| 08] o08] o08] 08/ 08| 079
A[ 002 o006] 006] 007] 008] 0,12
D| 317| 335| 339 327] 328] 3,29

Tabela 6.2: Evolucao temporal de algumas quantidade da rede JFB. O significado das gran-

dezas na primeira coluna sao os mesmos da Tabela 6.1.

Na Tabela 6.2, vemos que a rede JFB estd se tornando mais assortativa com

passar dos anos. Isso indica uma possivel existéncia de crescimento de um padrao segre-

gacionista, onde a transferéncia de jogadores ocorre (veja Figura 6.10), preferencialmente,

entre clubes de mesmo tamanho. Finalmente, os valores do comprimento médio do me-

nor caminho sugere uma ndo dependéncia com o tamanho da rede. Porém, como foram

analisadas poucas geracoes de jogadores de futebol, hd que se esperar mais tempo para

que se verificar de que este padrao é permanente.
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Figura 6.10: Diagrama que mostra a rede de transferéncias entre os clubes do futebol bra-
sileiro. O ntimero dentro do circulo representa o nimero de clubes com o qual cada clube
ja negociou (comprou/vendeu/emprestrou) jogadores. O Bahia (circulo em vermelho, no
centro da figura) é o clube com maior niimero de transferéncias, 88.



CAapPiTULO 7

Conclusoes e Perspectivas

VQ{ beleza da Fisica estd na simplicidade de suas leis fundamentais. As leis
de Newton, as equac¢oes de Maxwell, de Schrédinger e de Einstein, todas elas tém algo em
comum. Todas podem ser expressas em poucas linhas. No entanto, a natureza se mani-
festa de maneira muito complexa. Tomemos como exemplo os organismos vivos, que tém
as células como unidades bésicas. Apesar de termos um bom conhecimento sobre as célu-
las, ainda existem perguntas sem respostas a respeito de como o comportamento coletivo
das células podem dar origem ao maravilhoso fendémeno da vida. Em outras palavras, o
todo parece ndo se comportar como uma simples superposi¢do de suas partes.

Gracas a aguda curiosidade do ser humano, veio a tona a seguinte questdo:
como o mundo complexo emerge das leis da Fisica? A busca pela resposta dessa e de
outras questoes, deram origem ao desenvolvimento da Mecanica Estatistica, a partir da
segunda metade do século XIX. Em linhas gerais, a Mecanica Estatistica é uma é4rea da
Fisica que visa descrever propriedades (complexas) macroscépicas da matéria a partir das
interacoes entre seus constituintes microscopicos. Os constituintes podem ser &tomos,
moléculas, células, etc.. A complexidade de um sistema se origina das interagdes nao-
lineares entre seus constituintes.

Para estudar sistemas complexos, Per Bak e Kim Sneppen, propuseram um
modelo simples que exibe, um processo chamado criticalidade auto-organizada — auto-

organizada porque nao hd nenhum parametro externo operando sobre o sistema, e critico
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porque as correlacoes espacial e temporal, do sistema, decaem seguindo uma lei de po-
téncia.

Com grande freqiiéncia encontramos fend6menos e sistemas na natureza re-
gidos por uma lei de poténcia. Exemplos fendmenos naturais regidos por lei de poténcia
sao os terremotos, avalanches ou ainda eventos de extingdao, como os estudados na década
de 1 980 pelos paleobidlogos J. J. Sepkoski Jr. e D. M. Raup.

No Capitulo 2, tendo a criticalidade auto organizada como pano de fundo,
fizemos simulacdes de algumas dinamicas (abaixo citadas) em redes unidimensionais.
Estudamos a eficiéncia das dinamicas Bak-Sneppen BS (e algumas de suas variantes) e
a Otimizacdo Extrema Generalizada biolégica (GEO-b), que é ligeiramente diferente da
Otimizacao Extrema Generalizada GEO. A diferenca entre estas duas tltimas dinamicas é
muito sutil. Enquanto na dinamica GEO, o valor de adaptabilidade A; é calculado a partir
da hamiltoniana do sistema, na dindmica GEO-b, o valor de adaptabilidade A; é obtido de
uma distribuicao uniforme.

Estudamos a eficiéncia dos algoritmos BS e GEO-b, comparando seus valo-
res médios de adaptabilidade no regime estacionédrio. Com base nos resultados obtidos,
concluimos que a dindmica BS é mais eficiente do que a GEO-b, no intervalo [0, 0,86] de
7, onde T é um namero real positivo. Para valores de 7 > 0,86 a dinamica GEO-b é mais
eficiente que a BS.

A dinamica GEO-b é acompanhada de algumas caracteristicas indesejéaveis:
a correlacdo espacial entre as espécies é constante, ou seja, ela independente da distancia
entre espécies subseqiientemente extintas; a existéncia um parametro externo 7 prefixado
manualmente; a inexisténcia de equilibrio entrecortado. A dindmica GEO-b ndo conduz
o sistema a um estado critico auto-organizado.

Ainda sobre as dinamicas BS e GEO-b, podemos dizer que a primeira é uma

descricdo, simplificada, da evolucao biolégica seguida pela natureza enquanto a segunda
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representa uma otimizacao criada pelo homem. Ao contrario do que acontece com a di-
namica BS, a dinamica GEO-b ndo tem a caracteristica co-evoluciondria, ou seja, a extin-
cdo de uma espécie nao influencia no destino de espécies vizinhas. A dindmica GEO-b
também nao possui a caracteristica de eliminacdao Darwiniana, uma vez que a espécie
eliminada ndo é necessariamente a menos adaptada.

Estudamos também a forma discreta do modelo BS, que foi proposto por
nos e que chamamos de Bak-Sneppen Discreto (BSD). Nesse modelo, discretizamos os
valores de adaptabilidade das espécies, afim de verificar se a biodiversidade de espécies é
um requisito essencial para alcancar (ou manter) a criticalidade auto-organizada. Pode-
mos interpretar essa discretizacdo como uma diminuicdo da biodiversidade do sistema.

A diferenca entre as dinamicas BSD e BS esta na atribuicao dos valores de
adaptabilidades das espécies. Enquanto na dinadmica BS o valor de adaptabilidade, A;,
de cada espécie é sorteado de uma distribuicdo uniformemente distribuida entre 0 e 1,
na dinamica BSD o valor de adaptabilidade A; é discreto. Os valores de A; sdo obtidos
fazendo A; = q/Q, onde Q (um ntmero inteiro) representa o nimero de adaptabilidades
possiveis e ¢ € um niimero aleatério que pode assumir os valores 1, 2, ..., ou Q.

Constatamos que, a dinamica BSD pode ndo possuir a criticalidade auto-
organizada. Dessa forma, verificamos que assim como na natureza a biodiversidade pa-
rece ter um papel fundamental em modelo evolutivos.

Com o intuito de descobrir o limiar da transicao da dinamica BSD para a BS,
incorporamos um ruido 1 ao valor da adaptabilidade, produzindo uma nova dinamica,
que chamamos de Bak-Sneppen com Ruido (BSR).

Analisamos o modelo BSR em busca do valor de ruido a partir do qual a
criticalidade auto-organizada emerge no sistema. Como vimos no Capitulo 3, para valo-
res de 1 menores do que 10~7 a dindmica BSR apresenta criticalidade auto-organizada.
Interpretamos o ruido 1) como o surgimento de sub-espécies, que contribuem para o res-

tabelecimento da biodiversidade do sistema.
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A partir do Capitulo 4, nos voltamos para o estudo das redes complexas.
Apresentamos inicialmente, uma breve revisao histérica do nascimento da teoria de gra-
fos. Revisamos importantes modelos tais como: Erdds-Rényi, Watts-Strogatz, de configu-
racao e o Barabasi-Albert, chegando aos dias de hoje com as vérias aplicagdes das redes
no estudo de sistemas reais. Algumas propriedades estatisticas dessas redes, tais como
comprimento médio do menor caminho, distribuicdo de conectividades, coeficiente de
agrupamento e coeficiente de assortatividade, receberam nossa particular atencao.

O modelo de escala livre BA proposto por Albert-Laszl6 Barabasi e sua en-
tao aluna de doutorado Réka Albert, contribuiu muito para o desenvolvimento da drea de
redes complexas. O motivo é que o modelo BA captura duas caracteristicas de redes reais.
A primeira é que a rede estd em crescimento. A segunda caracteristica é a ligacao pre-
ferencial. Essa caracteristica em redes sociais é conhecida como rich get richer (0s ricos
tornam-se cada vez mais ricos).

No Capitulo 5, estudamos a forma generalizada do modelo BA, o modelo
BA nao-linear. No caso linear (o = 1), a rede tem algumas caracteristicas desejdveis tais
como ser de escala livre, e apresentar o efeito mundo pequeno, mas também possui al-
guns outros aspectos pouco desejaveis tais como, nao ser assortativa e ter o coeficiente de
agrupamento indo a zero com o aumento da rede.

Além de uma abordagem numérica da dinamica, fizemos também uma abor-
dagem analitica para o modelo BA nao-linear, usando a equac¢do mestra. Obtivemos uma
expressao analitica para a distribuicdao de conectividades P(k) para todos os valores de
m=>1ea=<1. Osetor a <0, que até entdo havia sido um pouco negligenciado, tam-
bém foi estudado por nés. Acreditamos que a compreensao desse setor possa ser ttil nos
estudos de redes sociais, visto que sistemas nessas condi¢des sdo altamente assortativos.

Propusemos ainda, para o modelo BA ndo-linear, uma férmula analitica

para o coeficiente de agrupamento médio C. Sua validade foi estudada por simulagoes
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numéricas. Verificamos que para redes de qualquer tamanho, C é uma fun¢do monoto-
nicamente crescente de a. Quando N — 00, o coeficiente de agrupamento vai a zero para
todo a <1, e se aproxima rapidamente do seu valor maximo C =1 quando « > 1.

Outra grandeza que estudamos no modelo BA ndo-linear, e que merece des-
taque, é o coeficiente de assortatividade r. Vale lembrar que, analisando r podemos des-
cobrir informacdes sobre o padrado associativo do modelo. Isto é, se existe alguma prefe-
réncia de vértices de baixa conectividade se conectarem a vertices alta ou baixa conectivi-
dade.

Verificamos que para a < 1, o coeficiente de assortatividade cresce com o
tamanho N da rede e converge assintoticamente para um valor menor do que 1. Para a =
1, o coeficiente de assortatividade decresce com o tamanho N da rede, chegando a zero
no limite de uma rede infinita. Para a > 1, o coeficiente de assortatividade diminui com o
tamanho da rede. Em resumo, a rede BA nao-linear é assortativa se a < 1, desassortativa
se @ > 1, e é ndo assortativa somente quando a = 1.

Quando a < 0, o modelo BA ndo-linear perde sua caracteristica de ligacao
preferencial. Podemos interpretar isso como uma caracteristica oposta a conhecida como
rich get richer (os ricos tornam-se cada vez mais ricos). Uma vez que, para valor de «
muito negativo, cada novo vértice adicionado na rede tende a se conectar a vértices de
baixa conectividade, algo que podemos interpretar como uma “tendéncia socialista”. Ou
seja, quando a é muito negativo, a rede construida possui o0 mesmo namero de vizinhos,
como se fora uma rede regular.

Nesta tese, seguimos a classificacdo sugerida por Mark E. J. Newman e di-
vidimos as redes complexas em quatro categorias: tecnolégicas, biol6gicas, sociais e de
informacdo. Vérias redes reais tém sido estudadas nessa tultima década, sendo que algu-
mas delas se tornaram muito conhecidas. Na categoria de redes tecnoldgicas temos as
redes da Internet e de distribuicao de eletricidade. Na categoria de redes bioldgicas, te-

mos o exemplo cldssico da rede de proteinas de levedura. Dentre as redes de informacao,
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que também sdo conhecidas como redes de conhecimento, temos a rede de citacdes e a
rede World Wide Web (WWW). Por tltimo, temos as redes sociais, que também tém sido
estudadas segundo a visao de redes complexas. Dentre as redes sociais mais famosas, po-
demos citar a rede de co-autoria em artigos, a rede de contatos sexuais, a rede de atores
de Hollywood bem como a rede de jogadores do futebol brasileiro, que foi um dos nossos
objetos de estudo.

No Capitulo 6, a partir de dados coletados do CD-ROM da revista Placar,
estudamos uma rede real bastante peculiar, a rede do futebol brasileiro. Inicialmente,
construimos uma rede bipartida, onde o primeiro tipo de vértice representa os clubes,
em nimero de 127, e o segundo tipo de vértice representa os jogadores, num total de
13 411. Esses numeros correspondem ao nimero total de clubes e jogadores de futebol
que participaram pelo menos uma vez do campeonato brasileiro de futebol entre os anos
de 1971 a2002.

Analisamos a distribuicao de probabilidades de conectividades para os dois
tipos de vértices, jogadores e clubes, da rede bipartida do futebol brasileiro. Verificamos
que a distribuicdo P(N), de que um jogador tenha defendido N clubes diferentes, decai
exponencial com N. Um jogador que merece destaque nessa andlise é o Dad4 Maravilha.
Dada foi o jogador que mais atuou por diferentes clubes, que participaram do Campeo-
nato Brasileiro. Ele defendeu nada menos do que 11 diferentes clubes.

Obtivemos, ainda da rede bipartida, alguns outros resultados interessantes.
Dentre eles, estd o resultado da distribuicdao de probabilidades P(M) de que um jogador
de futebol tenha participado de M jogos pelo campeonato brasileiro (qualquer que tenha
sido o clube). Verificamos na distribuicao P(M), a existéncia de um ponto de inflexdao ou
um valor critico em M, = 40. A interpretacdo que encontramos para M, é a seguinte:
depois que um jogador alcancou uma certa fama e notoriedade, provavelmente, serd mais

facil para ele continuar sendo um jogador de futebol. Em outras palavras, ao cruzar o
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limiar M., é como se o jogador tivesse passado por “um estado probatério” e ganhasse
estabilidade em seu trabalho.

Também verificamos a existéncia de um outro limiar quando estudamos a
distribuicdo de probabilidades, P(G), de que um jogador tenha marcado G gols. Encon-
tramos um limiar em G, = 10, separando duas regioes que escalam com leis de poténcias
distintas. A origem desse limiar pode ser explicada pelo posicionamento dos jogadores no
campo de futebol. Afinal, cerca de dois tercos dos onze jogadores formam a defesa ou o
meio de campo, conseqiientemente jogadores nessas posi¢oes tém menores chances de
fazer gols.

A partir da rede bipartida do futebol brasileiro (jogadores/clubes), construi-
mos a rede unipartida de jogadores, que batizamos de JFB (rede de jogadores do futebol
brasileiro). Nessa rede, analisamos o comprimento médio do menor caminho, do coefici-
ente de agrupamento e do coeficiente de assortatividade.

Analisamos detalhadamente a rede JFB. Uma das primeiras quantidades
analisadas foi a distribuicdo de conectividades P(k). Verificamos que a rede JFB possui
uma distribuicdo P(k) decaindo exponencialmente. Esse é um comportamento inespe-
rado para uma rede social, uma vez que elas costumam ter a distribuicao P(k) decaindo
segundo uma lei de poténcia. Uma explicacdo para essa diferenca de comportamento
pode estar no tempo em que atores e jogadores permanecem em suas respectivas redes.
No caso da rede de atores de Hollywood, a vida profissional é bastante longa, tendo mui-
tos casos de atores atuando em filmes até os seus ultimos anos de vida (com 50, 60, 70 e
alguns até com 80 anos de idade). Desta forma, os atores que se tornam grandes estrelas,
e tem uma vida profissional longa, acabam naturalmente se transformando em hubs da
rede e contribuindo para que a distribui¢dao P(k) da rede de atores tenha um decaimento
segundo uma lei de poténcia. Enquanto isso, na rede JFB, os jogadores mais importante
(famosos) do futebol brasileiro acabam sendo “congelados” (deixam de fazer novas co-

nexoes) quando sdo transferidos para clubes de futebol no exterior. Acrescente a isso o
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fato de que a carreira dos jogadores de futebol normalmente terminam muito cedo (com
30 e 40 anos de idade), por razdes de deficiéncia técnica ou por contusdes irreversiveis.
Por essas razoes, ndao surgem hubs na rede JFB e com isso a distribuicao de P(k) decai
exponencialmente.

Ainda da distribuicdo de probabilidades de conectividades, obtivemos para
a conectividade média o valor de 47,1. A interpretacao para essa quantidade € bastante
simples, cada jogador teve em média 47 colegas de clube.

Determinamos também o coeficiente de agrupamento C. Para essa gran-
deza encontramos o valor de C = 0,79, o que significa que a JFB é uma rede altamente
agrupada. Para o comprimento médio do menor caminho ¢, o valor obtido foi £ = 3,29.
Em analogia com redes sociais, podemos dizer que existe um grau de separacdo de 3,29
entre os jogadores do futebol brasileiro. Em outras palavras, a JFB é uma rede mundo
pequeno.

Estudamos o padrao associativo da rede JFB, usando o coeficiente de as-
sortatividade A. Vale lembrar que, uma rede € dita assortativa (A > 0) se seus vértices
preferencialmente se conectam a vértices de mesma conectividade, ou seja, vértices de
pequena conectividade se conectam a outros vértices de pequena conectividade e vérti-
ces de grande conectividade se conectam a outros vértices de grande conectividade. Obti-
vemos para o coeficiente de assortatividade da rede JFB, o valor de 0,12. Assim, podemos
concluir que esta rede é assortativa. A explicacdo para isso estd no fato de que jogadores
sem grande expressdo (de clubes pequenos) no cendrio de futebol jogarem com outros
jogadores sem expressao e jogadores famosos (de clubes grandes) jogarem com outros
jogadores famosos.

Além das quantidades estéticas de redes, estudadas acima, a rede JFB nos
deu uma oportunidade rara, uma vez que foi possivel analisar a rede e suas grandezas sob

o aspecto da evolugdo temporal. Analisando a rede, constatamos que nas duas primeiras
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edicoes do campeonato brasileiro, 1 971 e 1 972, arede era fragmentada, isto €, possuia va-
rias componentes. Entretanto, a partir de 1 973 todas essas componentes se interligaram
formando um tnico aglomerado.

Analisamos a evoluc¢do temporal das seguintes quantidades: conectividade
média, coeficiente de agrupamento, coeficiente de assortatividade e comprimento mé-
dio do menor caminho. Para a conectividade média, observamos um comportamento de
crescimento com o tempo. Podemos pensar em duas razdes para isso. A primeira reflete
o fato de que a vida profissional do jogador estd cada vez mais longa. Dessa forma cada
jogador passa a ter mais ligacoes. A segunda razao é o aumento da freqiiéncia com que os
jogadores sdo transferidos entre clubes nacionais.

Os valores do coeficiente de agrupamento, ao contrario dos valores da co-
nectividade média, vém diminuindo com o tempo. Uma possivel explicacdo para esse
comportamento é a de que o éxodo dos (melhores) jogadores brasileiros para o exterior
tem aumentado substancialmente nas tltimas décadas.

Da andlise da evolucao temporal do coeficiente de assortatividade, pode-
mos concluir que a JFB esta se tornando mais assortativa com o passar dos anos. Isso
parece indicar a emergéncia de um padrao segregacionista, onde a transferéncia de joga-
dores ocorre, preferencialmente, entre clubes de mesmo tamanho.

Finalmente, os valores do comprimento médio do menor caminho sugere
uma ndo dependéncia com o tamanho da rede, ja que ela cresce e o comprimento médio
permanece praticamente inalterado. Porém, como foram analisadas poucas gerac¢des de
jogadores de futebol, seria necessdrio esperar mais tempo para verificar se este padrao é
permanente.

Estudar as redes complexas, nesses ultimos quatro anos, tem sido muito
gratificante. Uma das muitas razdes para isso, € possibilidade real, e imediata, de poder-

mos estudar sistemas (redes) presentes no nosso cotidiano. Contudo é preciso lembrar
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que, ainda ha muito para ser feito nessa nova drea da fisica. Quando comparada com ou-
tras dreas do conhecimento, o estudo das redes complexas ainda estd engatinhando. A
compreensdo dos padrdes e grandezas estatisticas das redes reais, estd no inicio.

Como disse Mark Newman, "entre outras medidas, nés contamos tridngu-
los em redes, verificamos seqiiéncias de conectividades dos vértices, mas ainda ndo temos
nenhuma idéia se estas sdo as tnicas grandezas importantes a se medir (muito provavel-
mente nao sdo) ou se elas sdo as mais importantes". Em outras palavras, ainda nao temos
certeza se estamos, ou ndo, formulando as perguntas certas.

Precisamos saber mais sobre a topologia das redes complexas, e como ela
influencia a evolucao de processos que acontecem nestas redes. Enquanto propriedades
como a distribuicdo de conectividades, sdo facilmente obtidas, outras propriedades tais
como correlacdo, transitividade e estrutura de comunidade, sao dificeis e requerem novos
algoritmos.

Dando continuidade ao trabalho de doutorado, pretendemos investigar o
modelo co-evolutivo de Bak-Sneppen numa rede Barabdsi-Albert nao-linear.

Assim como fizemos com a rede do futebol brasileiro, pretendemos estudar
a rede bipartida de novela-atores de novelas brasileiras, sabemos que ja foram realizadas
algo em torno de 750 novelas durante os 55 anos das novelas brasileiras.

Finalmente, desejamos estudar a estrutura das redes de distribuicado elé-
trica do estado de Sao Paulo e da Bahia, usando o nosso conhecimento de redes com-
plexas. Pretendemos propor modelos computacionais que ajudem a tornar o sistemas de
distribuicao robusto tanto a falhas quanto a ataques intencionais, tornando-os eficientes

e economicamente viaveis.



APENDICE A

Distribuicoes Lei de Poténcia, Zipf e Pareto

Quando uma linha monotonicamente decrescente aparece num grafico
log- log, logo comeca a discussdo e ouvimos alguém dizer que se trata de “uma lei de
poténcia”, em seguida um outro afirma “é uma Zipf” e ainda um terceiro que contesta
os dois primeiros dizendo ter certeza de que se trata de “uma Pareto”. E entdo surge a
davida, qual dos trés estd com a razao? A resposta para essa pergunta é: possivelmente
todos os trés. A seguir tentaremos esclarecer algumas das confusdes que giram em torno
dessas trés leis de distribuicdao apresentando exemplos e mostrando quando cada uma das
distribuicoes esta presente.

Os trés termos, acima citados, sdo usados para descrever fenomeno onde
eventos de escalas grandes sdo raros e eventos de escalas menores sdo freqiientes. Um
exemplo, acontecem poucos terremotos de intensidade muito alta, e acontecem muitos
terremotos de intensidades menores. Existem poucas grandes cidades, e existem muitas
cidades pequenas cidades. Existem poucas palavras da lingua inglesa tais como “the”, “of”
e “and” que sdao muito freqiientes em um texto, enquanto outras sao muito pouco freqiien-
tes. A lei de Zipf geralmente faz referéncia a freqiiéncia y da ocorréncia de um evento re-
lativo a sua classificacdo (seu rank) r numa lista. George Kingsley Zipf, um professor de
lingtiistica de Harvard, foi o primeiro a determinar a freqiiéncia da primeira, da segunda,

da terceira, ..., da r-ésima palavra mais comum da lingua inglesa. A lei de Zipf afirma que
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Figura A.1: Ranking de palavras da lingua inglesa. A curva mostra que algumas palavras
sdo muito mais freqiientes do que outras. Um exemplo é a palavra “the” que é quase 1000
vezes mais freqiiente do que a palavra “quality”.

a freqiiéncia da r-ésima maior ocorréncia de um evento é inversamente proporcional ao

seu rank:

y~r? (A.1)

tendo b um valor préximo de 1 (um).
Vilfredo Pareto, um economista e soci6logo italiano, formulou em 1897 sua
famosa lei de renda no “Course d’economie politique”. Pareto estava interessado na dis-

tribuicao de rendas. Ao invés de perguntar qual é a r-ésima maior renda, ele perguntou
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quantas pessoas tem uma renda maior ou igual a x. A lei de Pareto é dada em termos da
distribuicao cumulativa, ou seja, o nimero de eventos maiores do que x é uma poténcia

inversa de x:

P[X>x]~x7F (A2)

Essa lei afirma, por exemplo, que existem poucos multi-biliondrios e que a maioria das
pessoas tem uma renda modesta. A lei de Pareto, algumas vezes chamada de distribuicao
lei de poténcia, nao nos diz quantas pessoas tem uma renda maior do que x, mas sim qual
o numero de pessoas que tem exatamente uma renda x. Isso é simplesmente a distribui-
¢do de probabilidades. E possivel mostrar que, existe entre as distribui¢ées cumulativa e

de probabilidades uma simples associacao, para isso basta fazer

P[X=x] x *H) = x~a (A.3)

onde a =1+ k é o expoente da distribuicdo lei de poténcia (e k é o pardmetro da distri-
buicao de Pareto).

Apesar da literatura sobre as distribui¢coes de Zipf e Pareto ser vasta, exis-
tem poucos textos que facam uma conexao entre essas distribuicoes de maneira compre-
ensivel, e quanto existe, elas sdo vagas [1] ou excessivamente complicadas [112,113].

Para melhor compreender as diferencas entre as distribuicoes lei de potén-
cia, Zipf e Pareto, indicamos dois excelentes artigos. O primeiro artigo é o “Zipfs law
and the Internet”, da L. A. Adamic e B. A. Huberman, publicado na revista Glottometrics
3,2002,143-150. O segundo artigo € intitulado “Power laws, Pareto distributions and Zipfs
law”, escrito por M. E. J. Newman e publicado na revista Contemporary Physics 46, 323-351

(2005).
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Baixar livros de Literatura

Baixar livros de Literatura de Cordel
Baixar livros de Literatura Infantil
Baixar livros de Matematica

Baixar livros de Medicina

Baixar livros de Medicina Veterinaria
Baixar livros de Meio Ambiente
Baixar livros de Meteorologia
Baixar Monografias e TCC

Baixar livros Multidisciplinar

Baixar livros de Musica

Baixar livros de Psicologia

Baixar livros de Quimica

Baixar livros de Saude Coletiva
Baixar livros de Servico Social
Baixar livros de Sociologia

Baixar livros de Teologia

Baixar livros de Trabalho

Baixar livros de Turismo
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