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Resumo

Apresentamos nesta dissertação uma revisão dos conceitos de geometria diferencial,
onde estamos interessados em definir campos vetoriais que geram transformações de um
parâmetro, formas diferenciais, variedades simpléticas e fibrados. Além disso, detalhamos
o conceito de cohomologia de De Rham, o qual nos fornece uma ferramenta algébrica
fundamental para analisar propriedades topológicas das variedades. A combinação desses
conceitos, os quais suportam o nosso trabalho, permite-nos desenvolver teorias de lo-
calização equivariante de integrais definidas sobre espaços de fase clássicos, os quais
também podem ser uma órbita co-adjunta. A localização é posśıvel devido ao teorema de
Duistermaat-Heckman, o qual nos permite escrever integrais como uma soma, ou integral,
sobre o conjunto dos pontos cŕıticos do espaço. Em seguida fazemos uma extensão para
teorias de localização de integrais funcionais, onde é preciso definir o espaço dos loops.
Nesse contexto aplicamos a formulação de localização equivariante tendo como base a
conjectura de Atiyah-Witten para teorias supersimétricas, onde derivamos o teorema de
ı́ndice de Atiyah-Singer para um operador de Dirac. O teorema de ı́ndice é aplicado no
cálculo da anomalia quiral.

Palavras Chaves: Cohomologia e Localização Equivariantes; Duistermaat-Heckman;
Integrais Funcionais; Operador de Dirac.

Áreas do conhecimento: F́ısica Matemática.
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Abstract

We present in this dissertation a conceptual review of differential geometry, where we
are interested in defining vector fields which are one-parameter transformation generators,
differential forms, symplectic manifolds, and fiber bundles. In addition, we detail the
concept about De Rham’s cohomology, which provides us a fundamental algebraic tool to
analyze topological properties of manifolds. The combination of these concepts, which are
the background material of our work, allows us to develop equivariant localization theories
of integrals defined on classical phase spaces, which can also be a co-adjoint orbit. The
localization is possible because of the Duistermaat-Heckman theorem, which allows us
to write integrals on the whole space just as a sum, or integral, on a critical points set.
Further more, we do an extension to functional integrals localization theories, where it is
needed to define loop spaces. In this context we apply equivariant localization formulation
having the bases of Atiyah-Witten conjecture to supersymmetric theories, where we derive
the Atiyah-Singer index theorem for a Dirac operator. The index theorem is applied to
chiral anomaly calculation.

Key Words: Equivariant Cohomology and Localization; Duistermaat-Heckman; Func-
tional Integrals; Dirac Operator.

Knowledge Areas: Mathematical Physics.
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1. INTRODUÇÃO

A motivação principal para desenvolvermos um formalismo baseado em métodos de lo-
calização está em como compreender mais a fundo teorias quânticas de sistemas dinâmicos
gerais. Mais especificamente, queremos descrever uma linguagem comum a qual seja
posśıvel interpretar geometricamente o conceito de integrabilidade quântica [33]. Con-
ceitos de integrabilidade clássica [7] são bem compreendidos, mas ainda existem muitos
desafios tanto dos pontos vista f́ısicos quanto matemáticos, onde a integrabilidade quântica
é não tão clara. Para que possamos tratar este problema do ponto de vista geométrico,
é crucial entendermos as condições que devem ser satisfeitas para que teoremas de locali-
zação possam ser usados para integrais funcionais. Neste espaço existe uma dificuldade
técnica para definir a medida de integração para um espaço de dimensão infinita e, por-
tanto, o conceito de integrabilidade não é completamente formulado. Contribuições nesta
direção têm ocupado um papel fundamental nas investigações sobre Mecânica Quântica
Supersimétrica [3], Teorias Quânticas de Campos Topológicas [12], Modelos Integráveis
e Teorias de Gauge para baixas dimensões, tais como Teorias de Yang-Mills em duas
dimensões [18].

As condições necessárias para estabelecermos as condições de integrabilidade estão
principalmente fundamentadas nos conceitos de cohomologia equivariante. Cohomologia
equivariante nos permite analizar a cohomologia ordinária de espaços quocientes do tipo
M/G, tal que M é uma variedade e G é um grupo de Lie que age sobre M . Entendemos a
Cohomologia Equivariante como uma generalização da Cohomologia de De Rham a qual
contém informações sobre as simetrias do espaço. De maneira mais formal, devemos gene-
ralizar o operador derivada exterior d para incluir a ação de campos vetoriais X sobre
a variedade os quais são geradores das isometrias sobre M , ou seja, campos de Killing.
Portanto, o operador a ser considerado será basicamente dado por d + iX , onde iX é a
contração ao longo de X. Se os campos vetoriais geram isometrias sobre a variedade, é
posśıvel concluir que uma certa classe de integrais são dadas exatamente pelo primeiro
termo da aproximação do ponto de sela. Esta integral é escrita apenas em termos de
uma soma sobre os pontos fixos do campo vetorial que gera as isometrias. Por isso damos
a denominação de teorias de localização, ou seja, integrais que são determinadas por
informações locais.

Duistermaat e Heckman primeiramente propuseram uma fórmula de localização para
integrais oscilatórias definidas sobre uma variedade simplética compacta [20] como uma
soma sobre todos os pontos cŕıticos correspondentes à função Hamiltoniana. Alguns anos
depois, Witten propôs uma extensão das fórmulas do tipo Duistermaat-Heckman para
variedades de dimensão infinita, a qual serve como uma primeira tentativa de localização
para problemas quânticos. Para esses propósitos, apresentaremos algumas propriedades
geométricas do operador de Dirac para variedades que admitem estruturas spinoriais,
onde é posśıvel lidar com aspectos qualitativos do teorema de ı́ndice de Atiyah-Singer
para espaços de loop sobre os quais a validade da conjectura de Atiyah-Witten [9], pro-
posta para definir uma medida de integração, está baseada. Essa conjectura envolve
uma derivação supersimétrica do teorema de Duistermaat-Heckman para espaços de di-
mensões infinitas, ou seja, espaços de loops. Argumentos adicionais e matematicamente
mais rigorosos foram dados nesta direção por J.-M. Bismut [13, 14]. Apresentaremos neste
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trabalho um tratamento não tão rigoroso quanto o de Bismut do teorema de ı́ndice para
um caso particular de operador diferencial de Fredholm, ou seja, para um operador de
tipo Dirac. A prova que daremos aqui é baseada no formalismo de integral de trajetória
de Feynman para a mecânica quântica supersimétrica, a qual faremos uma breve revisão
dos conceitos fundamentais desta teoria. Sabemos como os formalismos que descrevem
férmions e bósons podem ser quantizados do ponto de vista de integração funcional usando
variáveis de Grassmann e variáveis ordinárias, respectivamente. Portanto, podemos definir
uma operação de supersimetria que relaciona transformações entre essas duas classes de
part́ıculas, onde isso será feito primeiro para um espaço plano e em seguida para uma
variedade arbitrária com curvatura diferente de zero. O ı́ndice de um operador de Fred-
holm é definido como sendo a diferença das dimensões dos espaços vetoriais formados pelo
núcleo do operador e o núcleo do seu adjunto. Provaremos dois importantes teoremas que
sustentam a nossa abordagem, onde o primeiro deles garante que o ı́ndice é invariante sob
pequenas deformações do operador e o outro que ı́ndice pode ser escrito em termos de
funções de partição com relação ao Hamiltoniano da mecânica quântica supersimétrica.
Com isto em mente podemos reescrever o ı́ndice como uma integral funcional, onde a ação
em questão é euclidiana e as condições de contorno são periódicas. Usando o método do
ponto de sela podemos calcular esta integral, e sendo assim chegamos a expressão final
para o teorema de ı́ndice para um complexo de spin, ou seja, para um operador de Dirac
definido sobre uma variedade M arbitrária como sendo a integral sobre M do Â-genus de
Dirac, o qual é uma classe caracteŕıstica em função do escalar de curvatura.

Uma outra possibilidade de aplicação das teorias de localização equivariante para as
quais o teorema de Duistermaat-Heckman é válido serão aplicadas em integrais definidas
sobre variedades constrúıdas como órbitas co-adjuntas O, ou seja, particularmente con-
sideraremos espaços quocientes G/T , onde G é um grupo de Lie compacto e T é o toro
maximal em G. Como resultado, obteremos integrais sobre o espaço das matrizes, as
quais têm atualmente importantes aplicações na f́ısica, como Gravidade Quântica e Cro-
modinâmica Quântica [43]. Daremos neste trabalho uma derivação dessas integrais num
contexto de localização equivariante, ainda que as mesmas foram primeiramente derivadas
por Itzykson e Zuber [29] para modelo de matrizes.



2. MÉTODOS GEOMÉTRICOS

Vamos iniciar com uma discussão um tanto quanto geral para que possamos estabelecer
as bases de todo o desenvolvimento do trabalho. Portanto escolhemos como uma primeira
motivação revisar conceitos de geometria diferencial. O material desenvolvido aqui está
basicamente restrito as necessidades para o desenvolvimento dos conceitos de campos
vetoriais que geram transformações de 1 parâmetro sobre variedades, formas diferenciais,
variedades simpléticas e fibrados. Mais detalhes são encontrados nas referências [1, 19, 32].

2.1 Cálculo sobre Variedades

2.1.1 Variedades

Procuraremos nesta subseção dar as definições básicas necessárias para compreender
o ambiente no qual vamos trabalhar. A intenção é definir espaços de forma geral, e para
isso começamos com a definição mais primitiva de espaço, chamada espaço topológico:

Definição 2.1. Seja X qualquer conjunto e T = {Ui|i ∈ I} denota uma coleção de
subconjuntos de X, chamados conjuntos abertos. O par (X, T ) é um espaço topológico se,
e somente se, T satisfaz as seguintes condições:

• ∅, X ∈ T .

• Se J é qualquer subcoleção (finita ou infinita) de I, a famı́lia {Uj|j ∈ J} satisfaz⋃
j∈J Uj ∈ T .

• Se K é qualquer subcoleção finita de I, a famı́lia {Uk|k ∈ K} satisfaz
⋂

k∈K Uk ∈ T .

Agora daremos a definição de variedades, as quais são espaços topológicos com pro-
priedades especiais quanto as suas estruturas locais. Estas propriedades permitem que
este espaço, m-dimensional, seja localmente homeomorfo à Rm (espaço Euclidiano de m
dimensões). Segue a definição de uma variedade:

Definição 2.2. M é uma variedade diferenciável de m dimensões se, e somente se,

• M é um espaço topológico.

• M é munido com uma famı́lia de pares chamados cartas, {(Ui, φi)}.
• {Ui} é uma famı́lia de conjuntos abertos que cobre M ,

⋃
i Ui = M . φi é um homeo-

morfismo de Ui sobre um conjunto de abertos U ′
i de Rm.

• Dado Ui e Uj, tal que Ui ∩ Uj 6= ∅, o mapa ψij ≡ φi ◦ φ−1
j de φj(Ui ∩ Uj) para

φi(Ui ∩ Uj) é infinitamente diferenciável, ψij ∈ C∞(M).

O homeomorfismo φi pode ser representado por m funções {x1(p), ..., xm(p)}, onde
p ∈ M é um ponto da variedade M . Chamaremos o conjunto {xµ(p)}m

µ=1 de coordenadas
do ponto p sobre M . Da definição (2.2), temos que M é localmente Euclidiano. Também
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conclúımos que quando as cartas se sobrepõem, Ui ∩ Uj 6= ∅, os dois sistemas de coorde-
nadas são designados para um ponto da variedade p ∈ Ui ∩ Uj. O que significa que, se
φi corresponde a {xµ(p)}m

µ=1 e φj a {yν(p)}m
ν=1, temos uma transformação de coordenadas

dada por m funções de m variáveis xµ = xµ(y), as quais correspondem às funções de
transição ψij ≡ φi ◦ φ−1

j .
Vamos considerar um mapa entre duas variedades M de dimensão m e N de dimensão

n, f : M → N . Portanto, para um ponto p ∈ M temos que f(p) ∈ N . Tomamos uma
carta (U, φ) sobre M e uma (V, ψ) sobre N . Segue que as coordenadas são mapeadas
pela composição ψ ◦ f ◦ φ−1 : Rm → Rn. As respectivas coordenadas para o ponto p
são φ(p) = {xµ} e ψ(f(p)) = {yα}, onde ψ ◦ f ◦ φ−1 = y. Como um abuso de notação
usaremos y = f(x) ou yα = fα(xµ). Vamos a uma importante definição:

Definição 2.3. Seja f : M → N um homeomorfismo e ψ e φ são funções coordenadas.
Se existe a inversa de ψ ◦ f ◦ φ−1 = y, dada por φ ◦ f−1 ◦ ψ−1 = x, sendo ambas C∞,
chamamos f de um difeomorfismo e dizemos que M é difeomorfo à N , M ≡ N .

2.1.2 Vetores

Para definirmos um vetor tangente sobre uma variedade M , precisamos antes de mais
nada definir uma curva c : (a, b) → M e uma função f : M → R, ambas pertencentes à
C∞(M), onde o intervalo aberto t = (a, b) ∈ R contém t = 0. O vetor tangente à c(0) é a
derivada direcional ao longo da curva c(t) da função f(c(t)) tomada no ponto para t = 0.
A taxa de variação de f(c(t)) em t = 0 ao longo da curva é

df(c(t))

dt

∣∣∣∣
t=0

. (2.1)

Explicitando a derivada acima em termos das coordenadas locais, temos

∂f ◦ φ−1(x)

∂xµ

dxµ(c(t))

dt

∣∣∣∣
t=0

. (2.2)

Portanto, definimos aqui um operador diferencial

X ≡ Xµ

(
∂

∂xµ

)
, Xµ =

dxµ(c(t))

dt

∣∣∣∣
t=0

, (2.3)

onde a sua ação em funções {f} definidas sobre a variedade M nos dá a informação da
taxa de variação de f :

df(c(t))

dt

∣∣∣∣
t=0

= Xµ

(
∂f

∂xµ

)
≡ X[f ]. (2.4)

O conjunto de todos os vetores definidos sobre um ponto p é uma classe de equivalência
das curvas que passam por p, a qual determina um espaço vetorial chamado espaço tan-
gente, denotado por TpM . Naturalmente temos que eµ = ∂/∂xµ, para (1 ≤ µ ≤ m),
são os vetores que formam uma base (coordenada) para TpM . Portanto, para V ∈ TpM ,
podemos escrever V = V µeµ, onde os números V µ são chamados de componentes de V .
Notemos que dimTpM = dimM . Devido a (2.4) vemos do seu lado esquerdo que esta
construção não depende explicitamente das coordenadas. Esta condição nos permite es-
tabelecer como os componentes de um vetor se transformam perante uma mudança de
coordenada, ou seja, para um ponto p ∈ Ui ∩ Uj, x = φi(p), y = φj(p) e X ∈ TpM temos

X = Xµ

(
∂

∂xµ

)
= X ′µ

(
∂

∂yµ

)
(2.5)

X independente das coordenadas ⇒ X ′µ = Xν ∂yµ

∂xν
. (2.6)
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2.1.3 Espaço Dual

Desde que TpM é um espaço vetorial, existe um espaço vetorial dual a TpM cujos
elementos são funcionais lineares de TpM em R. O espaço dual é chamado de espaço
cotangente a p e é representado por T ∗

p M . De acordo com esta definição, temos

ω
.
= 〈ω, ·〉 : TpM → R, ω ∈ T ∗

p M. (2.7)

Chamamos os elementos ω ∈ T ∗
p M de 1-forma diferencial. Como um exemplo temos o

diferencial df de uma função f ∈ F(M), onde F(M) é o espaço das funções diferenciáveis
sobre M . De acordo com (2.4), temos que a ação de um vetor V ∈ TpM sobre f é dada
por

V [f ] = V µ

(
∂f

∂xµ

)
, (2.8)

onde também definimos a ação de df ∈ T ∗
p M sobre o espaço tangente TpM por

〈df, V 〉 ≡ V [f ] = V µ

(
∂f

∂xµ

)
. (2.9)

Explicitando df em termos de coordenadas, df = (∂f/∂xµ)dxµ, vemos que o conjunto
{dxµ} forma uma base para o espaço dual T ∗

p M . Logo conclúımos que

〈
dxν ,

∂

∂xµ

〉
=

∂xν

∂xµ
= δν

µ. (2.10)

Em termos das bases coordenadas, uma 1-forma pode ser escrita em termos dos seus
componetes, ω = ωµdxµ. O produto interno definimos como um mapa 〈·, ·〉 : T ∗

p M ×
TpM → R,

〈ω, V 〉 = ωµV
ν

〈
dxµ,

∂

∂xν

〉
= ωµV

µ. (2.11)

Da mesma forma que os vetores, as 1-formas são independentes do sistema de coorde-
nadas, e em uma sobreposição de cartas, para p ∈ Ui ∩ Uj, temos que

ω = ωµdxµ = ω′νdyν (2.12)

dyν =
∂yν

∂xµ
dxµ ⇒ ω′ν = ωµ

∂xµ

∂yν
. (2.13)

2.1.4 Tensores

Um tensor T do tipo (q, r) é um objeto multilinear que mapeia q elementos de T ∗
p M

e r elementos de TpM em um número real,

T : T ∗
p M ⊗ ...⊗ T ∗

p M︸ ︷︷ ︸
q

⊗TpM ⊗ ...⊗ TpM︸ ︷︷ ︸
r

→ R. (2.14)

Denotaremos o conjunto dos (q, r)-tensores em um ponto p por (
⊗q TpM)⊗ (

⊗r T ∗
p M) ≡

T q
r,p(M). Fixando as coordenadas temos que o tensor é representado em termos das bases

coordenadas,

T = T µ1...µq
ν1...νr

q⊗
i=1

∂

∂xµi
⊗

r⊗
j=1

dxνj , (2.15)
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onde a aplicação é dada por

T (ω1, ..., ωq, V1, ..., Vr) = T µ1...µq
ν1...νrωµ1 ...ωµqV

ν1 ...V νr . (2.16)

Quando estudamos f́ısica é necessário definirmos o nosso espaço-tempo. Podemos
entendê-lo como sendo uma variedade, mas que seja naturalmente dotada de um tipo
particular de tensor (0, 2) chamado métrica. Por outro lado, sabemos de geometria ele-
mentar que o produto interno entre dois vetores U e V sobre um espaço vetorial (tangente)
é dado por U · V =

∑m
i=1 UiVi, o qual é importante para estabelecer os observáveis de

uma teoria f́ısica, uma vez que o resultado é um número real. Com isto em mente vamos
procurar definir o tensor métrico Riemanniano, o qual nos fornecerá a generalização, para
uma variedade arbitrária, do produto interno entre dois vetores.

Definição 2.4. Seja M uma variedade diferenciável. Uma métrica Riemanniana g sobre
M é um campo tensorial (assume valores em todos os pontos de M) do tipo (0, 2) que
satisfaz os seguinte axiomas em todo ponto p ∈ M :

• gp(U, V ) = gp(V, U),

• gp(V, V ) ≥ 0, onde a igualdade existe se, e somente se, V = 0.

Aqui temos U, V ∈ TpM .

Na subseção anterior definimos o produto interno como um mapa 〈·, ·〉 : T ∗
p M×TpM →

R. Se a variedade é dotada de um tensor métrico g, definimos o produto interno entre dois
vetores U, V ∈ TpM por gp(U, V ). Desde que a métrica é um mapa gp : TpM ⊗TpM → R,
podemos definir um mapa linear gp(U, ·) : TpM → R por V 7→ g(U, V ). Portanto gp(U, ·)
é identificado com uma 1-forma ωU ∈ T ∗

p M . Similarmente ω ∈ T ∗
p M induz um vetor

Vω ∈ TpM por 〈ω, U〉 = g(Vω, U). Então conclúımos que o tensor métrico estabelece um
isomorfismo entre os espaços TpM e T ∗

p M .
Se fixarmos uma carta (U, φ) sobre M com coordenadas {xµ}, temos que g é dado em

termos das bases coordenadas por

gp = gµν(p)dxµ ⊗ dxν , (2.17)

onde gµν são elementos de uma matriz simétrica com autovalores reais. Dizemos que uma
métrica g é Riemanniana quando todos os seus autovalores são estritamente positivos,
enquanto que é pseudo-riemanniana quando um ou mais autovalores são negativos. O par
(M, g) é chamada de variedade Riemanniana (ou pseudo-riemanniana), ou espaço-tempo.

Tomemos um vetor deslocamento infinitesimal, dxµ∂/∂xµ, em TpM e calculamos a
ação da métrica sobre ele. Encontramos de (2.17) que

g

(
dxµ ∂

∂xµ
, dxν ∂

∂xν

)
= gµνdxµdxν ≡ ds2. (2.18)

Logo a métrica nos diz como calcular distâncias sobre uma variedade M .

2.1.5 Mapeamentos Induzidos

Um mapa f : M → N infinitamente diferenciável entre duas variedades induz natural-
mente um mapa f∗ : TpM → Tf(p)N entre os respectivos espaços tangentes. Chamamos
este mapa de mapeamento diferencial. Seja g ∈ F(N), então por composição dos mapas
temos que g ◦ f ∈ F(M). Logo, de acordo com a definição da ação de um vetor sobre
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funções (2.4), um vetor V ∈ TpM age sobre g ◦ f e resulta num número V [g ◦ f ]. Agora
definimos f∗V ∈ Tf(p)N por

(f∗V )[g] = V [g ◦ f ] ⇔ (f∗V )[g ◦ ψ−1(y)] = V [g ◦ f ◦ φ−1(x)]. (2.19)

Fixando uma determinada base, V = V µ(∂/∂xµ) e f∗V = W α(∂/∂yα), temos

W α ∂

∂yα
[g ◦ ψ−1(y)] = V µ ∂

∂xµ
[g ◦ f ◦ φ−1(x)]

⇒ W α = V µ ∂

∂xµ
yα(x). (2.20)

O mapeamento diferencial é naturalmente estendido para tensores do tipo (q, 0), f∗ :
T q

0,p(M) → T q
0,f(p)(N), onde cada componente se transforma de acordo com (2.20).

Se f : M → N e g : N → P , então g ◦ f : M → P , onde M , N e P são variedades
diferenciáveis. Temos também uma função h : P → R. Portanto os mapas induzidos nos
levam a seguinte relação:

(g∗ ◦ f∗V )[h] = (f∗V )[h ◦ g] = V [h ◦ g ◦ f ] (2.21)

∴ Zα ∂

∂zµ
h = Y α ∂zβ

∂yα

∂

∂zβ
h = Xα ∂yβ

∂xα

∂zγ

∂yβ

∂

∂zγ
h

⇒ Zα = Y β ∂zα

∂yβ
= Xγ ∂yβ

∂xγ

∂zα

∂yβ
(2.22)

∴ (g ◦ f)∗ = g∗ ◦ f∗. (2.23)

O mapa f : M → N também induz um mapa entre os espaços duais dado por f ∗ :
T ∗

f(p)N → T ∗
p M . A direção do mapa f ∗ é contrária à do mapa f e f ∗, sendo a motivação

para a sua denominação, pullback. Para uma 1-forma ω ∈ T ∗
f(p)N , temos que o pullback

de ω por f ∗ é definido por
〈f ∗ω, V 〉 = 〈ω, f∗V 〉. (2.24)

Sendo ω = ωαdyα ∈ T ∗
f(p)N e f ∗ω = ξµdxµ ∈ T ∗

p M , temos

〈
ξµdxµ, V ν ∂

∂xν

〉
=

〈
ωαdyα, V µ ∂yα

∂xµ

∂

∂yα

〉

⇒ ξµ = ωα
∂yα

∂xµ
. (2.25)

O pullback também pode ser estendido para tensores do tipo (0, r), f ∗ : T 0
r,f(p)(N) →

T ∗
r,p(M), onde cada componente do tensor se transforma de acordo com a regra (2.25).

Como feito anteriormente, vamos considerar que f : M → N e g : N → P , então
g ◦ f : M → P , onde M , N e P são variedades diferenciáveis e h : P → R. Portanto

〈(g ◦ f)∗ω, V 〉 = 〈ω, (g ◦ f)∗V 〉 = 〈ω, (g∗ ◦ f∗)V 〉
= 〈g∗ω, f∗V 〉 = 〈f ∗ ◦ g∗ω, V 〉 (2.26)

∴ (g ◦ f)∗ = f ∗ ◦ g∗. (2.27)
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2.2 Derivadas de Lie

2.2.1 Fluxos e Grupos de Um Parâmetro

Quando um vetor é designado suavemente para cada ponto da variedade M , dizemos
que ele define um campo vetorial. Isto significa que cada componente de um campo
vetorial é uma função infinitamente diferenciável de M para R. O conceito de campo é
obviamente generalizado para tensores de qualquer ordem.

Seja X um campo vetorial sobre a variedade M . Uma curva integral x(t) de X é uma
curva sobre M , cujo vetor tangente em x(t) é X|x(t). Dada uma carta (U, φ), temos que
as componentes do campo definem equações diferenciais ordinárias para encontrarmos as
curvas integrais, ou seja,

dxµ(t)

dt
= Xµ(x(t)), (2.28)

onde xµ(t) é o componente de ordem µ de φ(x(t)). Fixamos as condições iniciais por
xµ

0 = xµ(0) e, se a variedade M for compacta, podemos dizer que c(t) existe para todo
t ∈ R.

Por conveniência, vamos mudar a notação. Seja σ(t, x0) a curva integral do campo X
a qual passa por um ponto x0, para t = 0. Se a coordenada é denotada por σµ(t, x0),
como em (2.28) temos que

dσµ(t, x0)

dt
= Xµ(σ(t, x0)), (2.29)

onde as condições iniciais são σµ(0, x0) = xµ
0 . O mapa σ : R × M → M é chamado de

fluxo gerado pelo campo X. Existe uma regra que devemos respeitar devido à estrutura
de unicidade das equações diferenciais dada por

σ(t, σµ(s, x0)) = σ(t + s, x0) (2.30)

para t, s ∈ R. Vamos ver as condições iniciais que determinam este resultado:

dσµ(t, σµ(s, x0))

dt
= Xµ(σ(t, σ(s, x0)))

⇒ σ(0, σ(s, x0)) = σ(s, x0) (2.31)

e

dσµ(t + s, x0)

dt
=

dσµ(t + s, x0)

d(t + s)
= Xµ(σ(t + s, x0))

⇒ σ(0 + s, x0) = σ(s, x0). (2.32)

Segue o teorema:

Teorema 2.1. Para qualquer ponto x ∈ M existe um mapa diferenciável σ : R×M → M ,
tal que

• σ(0, x) = x.

• t 7→ σ(t, x) é uma solução de (2.29).

• σ(t, σµ(s, x0)) = σ(t + s, x0).

Para um parâmetro t ∈ R fixo, temos que o fluxo σ(t, x) é um difeomorfismo de M
no próprio M , σt : M → M . Devido à estrutura dos fluxos descrita acima, podemos
notar que σt forma um grupo comutativo, chamado de grupo de transformações de um
parâmetro:
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• σt(σs(x)) = σt+s(x) ⇔ σt ◦ σs = σt+s, para t, s ∈ R.

• σ0 é o elemento identidade.

• σ−t = (σt)
−1.

Encontramos da relação (2.29) que, sob uma ação infinitesimal σε, ε ¿ 1, um ponto de
coordenadas xµ é mapeado em

σµ
ε (x) = σµ(ε, x) = xµ + εXµ(x), (2.33)

ou seja, o campo X é um gerador infinitesimal de uma transformação σt. Portanto, dado
o campo X, o fluxo correspondente é dado como uma exponenciação de X,

σµ(t, x) = etXxµ, σµ(0, x) = xµ. (2.34)

2.2.2 Construção da Derivada de Lie

Vamos agora considerar dois fluxos, σ(s, x) e τ(t, x), gerados respectivamentes pelos
campos vetoriais X e Y . Logo, da equação (2.29) temos

dσµ(s, x)

ds
= Xµ(σ(s, x)) (2.35)

e
dτµ(t, x)

dt
= Y µ(τ(t, x)). (2.36)

O objetivo aqui é analisar a variação do campo Y ao longo da curva integral σ(s, x)
gerada pelo campo X. Devemos comparar o campo Y em dois pontos diferentes do
espaço, ou seja, vamos comparar Y no espaço tangente ao ponto x, TxM , com o vetor
que o determina tangente ao ponto x′ = σε(x), Tσε(x)M . Para isso devemos utilizar o
mapeamento diferencial, já que não é posśıvel fazermos qualquer operação entre vetores
de espaços tangentes distintos. Isto significa que, se usarmos o mapa (σ−ε)∗ : Tσε(x)M →
TxM , temos os vetores (σ−ε)∗Y |σε(x) e Y |x no mesmo espaço tangente, TxM . Logo, a
derivada de Lie de um campo vetorial Y ao longo do fluxo σ do campo X é definida por

LXY ≡ lim
ε→0

1

ε

[
(σ−ε)∗Y |σε(x) − Y |x

]
. (2.37)

Seja (U, φ) uma carta que cobre a coordenada x. Os campos vetoriais sobre o aberto
U são X = Xµ∂/∂xµ e Y = Y µ∂/∂xµ nas bases cooredenadas. Se σε(x) tem uma
cooredenada xµ + εXµ(x), temos

Y |σε(x) = Y µ(xν + εXν(x))eµ|x+εX

≈ [Y µ(x) + εXν(x)∂νY
µ(x)] eµ|x+εX , (2.38)

onde {eµ} = {∂/∂xµ ≡ ∂µ}. Agora usamos o mapa diferencial (σ−ε)∗ em Y |σε(x) de acordo
com a relação (2.20),

(σ−ε)∗Y |σε(x) = [Y µ(x) + εXν(x)∂νY
µ(x)] ∂µ[xλ − εXλ(x)]eλ

∣∣
x

= [Y µ(x) + εXν(x)∂νY
µ(x)] [δλ

µ − ε∂µX
λ(x)]eλ

∣∣
x

=
[
Y λ(x)− εY µ(x)∂µX

λ(x) + εXν(x)∂νY
λ(x)

]
eλ

∣∣
x

+O(ε2)

= Y λ(x)eλ|x + ε
[
Xν(x)∂νY

λ(x)− Y µ(x)∂µX
λ(x)

]
eλ

∣∣
x

+O(ε2).(2.39)
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Substituindo (2.39) em (2.37) temos

LXY = lim
ε→0

1

ε

{
ε
[
Xν(x)∂νY

λ(x)− Y µ(x)∂µX
λ(x)

]
eλ

∣∣
x

+O(ε2)
}

=
[
Xν(x)∂νY

λ(x)− Y µ(x)∂µX
λ(x)

]
eλ

∣∣
x

(2.40)

∴ LXY = [X,Y ], (2.41)

onde (2.41) é conhecido como “bracket” de Lie.
Vamos construir a derivada de Lie sobre uma 1-forma diferencial. O conceito é o

mesmo que antes, ou seja, vamos comparar 1-formas de espaços cotangentes diferentes
utilizando o pullback :

LXω ≡ lim
ε→0

1

ε

[
(σε)

∗ω|σε(x) − ω|x
]
, (2.42)

onde ω|x ∈ T ∗
xM e σ∗ε : T ∗

xM → T ∗
σε(x)M . Vamos proceder como antes e explicitar a

derivada de Lie em termos das coordenadas. Seja ω|σε(x) ∈ T ∗
σε(x)M , temos

ω|σε(x) ≈ [ωµ(x) + εXν(x)∂νωµ(x)] dxµ|x+εX (2.43)

⇒ σ∗ε ω|σε(x) = ωµ(x)dxµ + ε [Xµ(x)∂µωλ(x) + ∂λX
µ(x)ωµ(x)] dxλ

∣∣
x

+O(ε2), (2.44)

∴ LXω = lim
ε→0

1

ε

{
ε [Xµ(x)∂µωλ(x) + ∂λX

µ(x)ωµ(x)] dxλ
∣∣
x

+O(ε2)
}

= [Xµ(x)∂µωλ(x) + ∂λX
µ(x)ωµ(x)] dxλ. (2.45)

A derivada de Lie LX sobre uma função f ∈ F(M) definida sobre a variedade M
coincide com a atuação do campo X em f ,

LXf = lim
ε→0

1

ε
[f(σε(x))− f(x)]

= lim
ε→0

1

ε
[f(x + εX)− f(x)]

= Xµ(x)
∂f

∂xµ
= X[f ]. (2.46)

A generalização para a atuação da derivada de Lie sobre tensores de maior ordem é dada
pela regra de Leibniz,

LX(t1 ⊗ t2) = (LXt1)⊗ t2 + t1 ⊗ (LXt2), (2.47)

onde t1 e t2 são campos tensoriais de tipos arbitrários.

2.2.3 Isometrias e Campos de Killing

Seja f : M → M um difeomorfismo sobre a variedade M e T um campo tensorial
qualquer definido sobre M . Se f ∗T = T , então, mesmo que tenhamos transformado T
por um pullback, T permanece constante. Portanto, neste caso, f é uma transformação
de simetria para T .

Definição 2.5. Seja (M, g) uma variedade (pseudo) Riemanniana. Um difeomorfismo
σt : M → M é uma isometria se ele preserva a métrica g:

σ∗t gf(p) = gp ⇒ gf(p)(σt∗X, σt∗Y ) = gp(X,Y ) (2.48)

∴ ∂yα

∂xµ

∂yβ

∂xν
gαβ(f(p)) = gµν(p), (2.49)

onde X, Y ∈ TpM .
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Da transformação infinitesimal do tipo (2.33), xµ → x′µ = xµ + εXµ, e da relação
(2.49) temos

gµν(x) =
∂x′α

∂xµ

∂x′β

∂xν
gαβ(x′)

=

(
δα
µ + ε

∂Xα

∂xµ

)(
δβ
ν + ε

∂Xβ

∂xν

)(
gαβ(x) + εXγ ∂gαβ(x)

∂xγ

)
+O(ε2)

≈ gµν(x) + ε

[
Xα ∂gµν

∂xα
+ gβν

∂Xβ

∂xµ
+ gµγ

∂Xγ

∂xν

]
(2.50)

∴ Xα ∂gµν

∂xα
+ gβν

∂Xβ

∂xµ
+ gµγ

∂Xγ

∂xν
= 0. (2.51)

Vamos agora atuar a derivada de Lie sobre o tensor métrico (2.17),

LXg = LX(gµνdxµ ⊗ dxν)

= (LXgµν)dxµ ⊗ dxν + gµν(LXdxµ)⊗ dxν + gµνdxµ ⊗ (LXdxν)

=

[
Xα ∂gµν

∂xα
+ gβν

∂Xβ

∂xµ
+ gµγ

∂Xγ

∂xν

]
dxµ ⊗ dxν . (2.52)

Logo usando a relação (2.51) imposta pela condição de isometria temos que

(LXg)µν = 0 (2.53)

também é uma condição de isometria. O mapa σt : M → M gera o campo X = Xµeµ, o
qual, se satisfaz a condição (2.53), é denominado campo de Killing. (2.53) Também nos
informa que a geometria local não se altera em um movimento gerado por σt, então o
campo X nos fornece as direções de simetria de M .

Vamos explicitar mais a relação (2.53):

(LXg)µν = Xα ∂gµν

∂xα
+ gβν

∂Xβ

∂xµ
+ gµγ

∂Xγ

∂xν

= Xα

[
∂gµν

∂xα
− ∂gαν

∂xµ
− ∂gµα

∂xν

]
+

∂Xν

∂xµ
+

∂Xµ

∂xν
, (2.54)

onde definimos os componentes de uma conexão

Γα
µν ≡ 1

2
gαβ

[
∂gβν

∂xµ
+

∂gµβ

∂xν
− ∂gµν

∂xβ

]
, (2.55)

(LXg)µν =

(
∂Xν

∂xµ
− Γα

µνXα

)
+

(
∂Xµ

∂xν
− Γα

νµXα

)

≡ ∇νXµ +∇µXν , (2.56)

onde ∇µ é a derivada covariante, a qual define a coneção. Portanto com a validade de
(2.53) temos as equações de Killing

∇νXµ +∇µXν = 0. (2.57)

Assim determinar todas as isometrias infinitesimais de uma métrica dada significa deter-
minar os campos vetoriais que satisfazem a equação de Killing (2.57).
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2.3 Formas Diferenciais

2.3.1 Definições

Definição 2.6. Uma forma diferencial de ordem r, ou uma r-forma, é um tensor total-
mente anti-simétrico do tipo (0, r). Os componentes de um tensor anti-simétrico do tipo
(0, r) satisfazem a seguinte relação:

Tµ1...µr = sgn(P )TµP (1)...µP (r)
, (2.58)

para todas as permutações P (sgn(P ) é +1 ou −1 se P é par ou ı́mpar).

Os elementos da base coordenada de uma forma diferencial são escritos em termos do
produto exterior ∧ (totalmente anti-simétrico) definido por

dxµ1 ∧ dxµ2 ∧ ... ∧ dxµr =
∑

P

sgn(P )dxµP (1) ⊗ dxµP (2) ⊗ ...⊗ dxµP (r) , (2.59)

onde podemos concluir que

• dxµ1 ∧ dxµ2 ∧ ... ∧ dxµr = 0 se algum ı́ndice µ se repete.

• dxµ1 ∧ dxµ2 ∧ ... ∧ dxµr = sgn(P )dxµP (1) ∧ dxµP (2) ∧ ... ∧ dxµP (r) .

• dxµ1 ∧ dxµ2 ∧ ... ∧ dxµr é linear em cada dxµ.

Denotaremos o espaço das r-formas diferenciais num ponto p da variedade M por Λr
p(M)

e a base para esse espaço é dada por (2.59), onde um elemento deste espaço pode ser
expandido por

ω =
1

r!
ωµ1µ2...µrdxµ1 ∧ dxµ2 ∧ ... ∧ dxµr . (2.60)

Sendo m a dimensão da variedade M , notemos que o número

(
m
r

)
= m!/r!(m−r)! nos

fornece todas as permutações posśıveis para (µ1, ..., µr). Portanto a dimensão do espaço
Λr

p(M) é dada por

dimΛr
p(M) =

(
m
r

)
. (2.61)

O produto exterior entre duas formas diferenciais, uma q-forma por uma r-forma,
define o mapa ∧ : Λq

p(M) × Λr
p(M) → Λq+r

p (M). Para ω ∈ Λq
p(M) e ξ ∈ Λr

p(M), temos
que a ação de uma (q + r)-forma ω ∧ ξ sobre q + r vetores é definida por

(ω ∧ ξ)(V1, ..., Vq+r) =
1

q!r!

∑
P

sgn(P )ω(VP (1), ..., VP (q))ξ(VP (q+1), ..., VP (q+r)), (2.62)

onde {Vi}q+r
i=1 ∈ TpM . Da definição (2.62), verificam-se as seguintes propriedades:

ω ∧ ω = 0 (2.63)

e
ω ∧ ξ = (−1)qrξ ∧ ω. (2.64)
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2.3.2 Derivada Exterior

Definição 2.7. A derivada exterior dr é um mapa Λr(M) → Λr+1(M), cuja ação sobre
uma r-forma (2.60) é definida por

drω ≡ 1

r!

(
∂

∂xν
ωµ1µ2...µr

)
dxν ∧ dxµ1 ∧ dxµ2 ∧ ... ∧ dxµr . (2.65)

Quando dr agir sobre uma forma passaremos a usar apenas d, onde a ordem r da ação
estará subentendida.

Uma propriedade muito importante da derivada exterior é a sua idempotência, dr+1 ◦
dr = d2 = 0. Esta propriedade é provada aplicando diretamente a definição acima:

d2ω =
1

r!

∂2ωµ1...µr

∂xλ∂xν
dxλ ∧ dxν ∧ dxµ1 ∧ ... ∧ dxµr = 0, (2.66)

uma vez que os ı́ndices λ e ν estão contráıdos numa parte simétrica (derivada segunda)
com uma anti-simétrica (dxλ ∧ dxν).

Sejam as formas ω ∈ Λq
p(M) e ξ ∈ Λr

p(M). Portanto temos

d(ω ∧ ξ) =
1

q!r!
d

∑
P

sgn(P )ω ⊗ ξ

=
1

q!r!
d

∑
P

sgn(P )

(
1

q!
ωµP (1)...µP (q)

dxµP (1) ⊗ ...⊗ dxµP (q)

)

⊗
(

1

r!
ξνP (1)...νP (r)

dxνP (1) ⊗ ...⊗ dxνP (r)

)

=
1

q!r!

[
1

q!r!

∂

∂xν

(
ωµ1...µqξµq+1...µq+r

)
dxν ∧ dxµ1 ∧ ... ∧ dxµq+r

]

=
1

q!r!

[
1

q!r!

(
∂

∂xν
ωµ1...µq

)
ξµq+1...µq+rdxν ∧ dxµ1 ∧ ... ∧ dxµq+r+

+(−1)q 1

q!r!
ωµ1...µq

(
∂

∂xν
ξµq+1...µq+r

)
dxν ∧ dxµ1 ∧ ... ∧ dxν ∧ dxµq+1 ∧ dxµq+r

]

= dω ∧ ξ + (−1)qω ∧ dξ. (2.67)

Para uma 1-forma ω = ωµdxµ ∈ Λ1(M) e dois campos vetoriais X e Y temos

X[ω(Y )]−Y [ω(X)]−ω([X,Y ]) = Xµ∂µ(ωνY
ν)−Y µ∂µ(ωνX

ν)−ω[(Xµ∂µY ν−Y µ∂µX
ν)∂ν ]

= ∂µων(X
µY ν − Y µXν) (2.68)

∴ dω(X,Y ) = X[ω(Y )]− Y [ω(X)]− ω([X, Y ]). (2.69)

A generalização da fórmula (2.69) é dada por

dω(X1, ..., Xr+1) =
r∑

i=1

(−1)i+1Xi[ω(X1, ..., X̂i, ..., Xr+1)] +

+
∑
i<j

(−1)i+jω([Xi, Xj], X1, ..., X̂i, ..., X̂j, ..., Xr+1), (2.70)

onde os campos X̂i são omitidos na soma expĺıcita.
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2.3.3 Produto Interior e derivada de Lie

Uma outra operação fundamental para o nosso estudo é o produto interior definido
com um mapa iX : Λr(M) → Λr−1(M), onde X é um campo vetorial definido sobre a
variedade M . Para uma r-forma ω, definimos o produto interior por

iXω(X1, ..., Xr−1) ≡ ω(X, X1, ..., Xr−1). (2.71)

Em termos das coordenadas expĺıcitas temos,

iXω =
1

(r − 1)!
Xνωνµ2...µrdxµ2 ∧ ... ∧ dxµr

=
1

r!

r∑
s=1

ωµ1...µs...µr(−1)s−1dxµ1 ∧ ... ∧ ˆdxµs ∧ ... ∧ dxµr . (2.72)

Com o produdo interior e a derivada exterior escrevemos a seguinte relação fundamen-
tal:

(diX + iXd)ω = d(iXω) + iX(dω)

= d(Xµωµ) + iX

(
1

2
(∂µων − ∂νωµ)dxµ ∧ dxν

)

= (ωµ∂νX
µ + Xµ∂νωµ)dxν + Xµ(∂µων − ∂νωµ)dxν

= (ωµ∂νX
µ + Xµ∂µων)dxν , (2.73)

portanto, de (2.45), temos
LXω = (diX + iXd)ω. (2.74)

2.3.4 Variedades Simpléticas

Seja uma variedade diferenciável M de dimensão m = 2n. Uma estrutura simplética
sobre M é uma 2-forma diferencial ω, não degenerada e fechada, ou seja, para U, V ∈ TpM
temos

∀U 6= 0 ∃V | ω(U, V ) 6= 0 e dω = 0. (2.75)

O par (M, ω) é chamado variedade simplética ou espaço de fase.
Vamos introduzir uma nova estrutura chamada fibrado cotangente, o qual é a união dos

espaços cotangentes de uma variedade. Seja N uma variedade de n dimensões, portanto
o fibrado cotangente é dado por T ∗N =

⋃
p T ∗

p N . O conjunto T ∗N tem uma estrutura
natural de uma variedade diferenciável de dimensão 2n, uma vez que um ponto de T ∗N é
uma 1-forma sobre o espaço contangente em algum ponto de N . Se qµ é a escolha das n
coordenadas locais em N , estão temos associada uma forma dada por n componentes pµ.

Teorema 2.2. O fibrado cotangente T ∗N tem uma estrutura natural simplética. Nas
coordenadas locais descritas acima, esta estrutura simplética é dada por

ω = dpµ ∧ dqµ = dp1 ∧ dq1 + ... + dpn ∧ dqn, (2.76)

chamado sistema de coordenadas de Darboux, (p1, ..., pn; q1, ..., qn)

Demonstração. Seja um vetor V tangente ao fibrado cotangente, V ∈ Tp(T
∗N), em um

ponto p ∈ T ∗
xN . O mapa de projeção do fibrado tangente na variedade é dado por

π : T ∗N → N . Portanto o mapa diferencial π∗ : T (T ∗N) → TN é definido por V 7→ π∗V ,
onde π∗V ∈ TxN . Definimos uma 1-forma θ sobre T ∗N pela relação θ(V ) = p(π∗V ). Em
coordenadas locais, esta forma é dada por θ = pµdqµ. A estrutura simplética é dada por
ω = dθ.
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Sabemos que uma estrutura Riemanniana sobre uma variedade estabelece um isomor-
fismo entre o espaço tangente e o espaço dual. Uma estrutura simplética estabelece um
isomorfismo similar.

Definição 2.8. Seja um vetor V pertencente a um espaço tangente à variedade simplética
(M,ω) no ponto x. Para cada V podemos associar uma 1-forma θV sobre T ∗

xM por

θV (U) = ω(U, V ), ∀U ∈ TxM. (2.77)

Denotaremos por I o isomorfismo I : T ∗
xM → TxM constrúıdo acima. Seja uma função

H sobre uma variedade simplética M . Estão dH é uma 1-forma diferencial sobre M e em
cada ponto existe um vetor tangente associado a ela. Portanto obtemos o campo vetorial
IdH sobre M .

Definição 2.9. O campo vetorial IdH é chamado de campo vetorial Hamiltoniano e H
é chamada de função Hamiltoniana.

Vamos reescrever (2.77) em termos do produto interior,

iIdHω = −dH = −∂H

∂qµ
dqµ − ∂H

∂pµ

dpµ, (2.78)

a qual é satisfeita para

IdH =
∂H

∂pµ

∂

∂qµ
− ∂H

∂qµ

∂

∂pµ

. (2.79)

Portanto o vetor velocidade do espaço de fase (M, ω) nos fornece as equações canônicas
de Hamilton:

ẋ = IdH(x) ⇔ ṗµ = −∂H

∂qµ
e q̇µ =

∂H

∂pµ

. (2.80)

A função Hamiltoniana é um mapa H : M → R. Assumindo que o campo vetorial IdH
correspondente a H nos gera grupos de um parâmetro de difeomorfismos σt : M → M ,
temos

d

dt
σt(x)

∣∣∣∣
t=0

= IdH(x). (2.81)

O grupo σt é chamado de fluxo de fase hamiltoniano.

Teorema 2.3. O fluxo de fase Hamiltoniano preserva a estrutura simplética:

σ∗t ω = ω. (2.82)

2.4 Grupos e Álgebras de Lie

2.4.1 Grupos de Lie

Definição 2.10. Um grupo de Lie G é uma variedade diferenciável dotada com uma
estrutura de grupo tal como as seguintes operações:

• · : G×G → G, (g1, g2) 7→ g1 · g2

• −1 : G → G, g 7→ g−1

• e : e · g = g · e 7→ g, elemento identidade.
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Teorema 2.4. Todo subgrupo fechado H de um grupo de Lie G é um subgrupo de Lie.

Seja um grupo de Lie G e H um subgrupo de Lie de G, H ⊂ G. Temos uma relação
de equivalência g ∼ g′, para g, g′ ∈ G, se existe um elemento h ∈ H tal que g′ = gh. A
classe de equivalência é dada pelo conjunto [g] = {gh|h ∈ H}. O espaço “coset” G/H
é uma variedade com dimensão dimG/H = dimG − dimH. G/H é um grupo de Lie se,
e somente se, ghg−1 ∈ H para qualquer g ∈ G e h ∈ H, ou seja, se H é um subgrupo
normal de G.

2.4.2 Álgebras de Lie

Definição 2.11. Sejam a e g elementos de um grupo de Lie G. A translação à direita
Ra : G → G e a translação à esquerda La : G → G de g por a são respectivamente
definidas por

Rag = ga (2.83)

e
Lag = ag. (2.84)

Portanto podemos dizer que o mapa Ra : G → G induz um mapa diferencial Ra∗ :
TgG → TgaG e La : G → G induz La∗ : TgG → TagG.

Definição 2.12. Seja X um campo vetorial sobre o grupo de Lie G. Dizemos que X é
um campo vetorial invariante à esquerda se La∗X|g = X|ag.

Usando (2.20) verificamos que um vetor invariante à esquerda satisfaz a relação

La∗X|g = Xµ(g)
∂xν(ag)

∂xµ(g)

∂

∂xν

∣∣∣∣
ag

= Xν(ag)
∂

∂xν

∣∣∣∣
ag

, (2.85)

onde xµ(g) e xµ(ag) são as coordenadas dos pontos g e ag sobre a variedade G. Um vetor
V ∈ TeG define um único campo vetorial invariante à esquerda XV sobre G dado por

XV |g = Lg∗V, g ∈ G. (2.86)

Usando a propriedade (2.23) temos

XV |ag = Lag∗V = (LaLg)∗V = La∗Lg∗V = La∗XV |g. (2.87)

Logo, se X é um campo invariante à esquerda o mesmo define um único vetor V = X|e ∈
TeG. Vamos denotar o conjunto de todos os campos vetoriais invariantes à esquerda sobre
G por g. O mapa TeG → g é definido por V 7→ XV e dimg = dimG.

Tomemos dois pontos g e ag = Lag sobre a variedade G, e dois vetores X e Y sobre o
espaço tangente g. Aplicando La∗ sobre o bracket de Lie temos

La∗[X, Y ]|g = [La∗X|g, La∗Y |g] = [X,Y ]|ag, (2.88)

portanto conclúımos que [X,Y ] ∈ g, ou seja, g é fechado sob o bracket de Lie.

Definição 2.13. O conjunto de campos vetoriais invariantes à esquerda g com bracket
de Lie [ , ] : g× g → g é chamado de álgebra de Lie de um grupo de Lie G.

É importante ressaltar que as mesmas definições acima podem ser feitas para translações
à direita.

Um grupo de Lie G pode agir sobre ele mesmo de uma forma especial. Portanto vamos
definir este tipo de ação.
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Definição 2.14. Tomemos qualquer a ∈ G e definamos o homeomorfismo ada : G → G
pela conjugação

ada : g 7→ aga−1. (2.89)

Este homeomorfismo é chamado de representação adjunta de G.

É fácil ver que adae = e, conduzindo a restrição do mapeamento induzido ada∗ :
TgG → Tadag

G a g = e ao mapa Ada : TeG → TeG definido por Ada ≡ ada∗|TeG. Logo

temos o mapa Ad : G× g → g chamado de mapeamento adjunto de G.

2.4.3 Subgrupo de Um Parâmetro

Definição 2.15. Uma curva ϕ : R → G é chamada de subgrupo de um parâmetro de G
se a seguinte condição é satisfeita:

ϕ(t)ϕ(s) = ϕ(t + s), (2.90)

onde a identidade é ϕ(0) = e e o elemento inverso é ϕ−1(t) = ϕ(−t).

Sendo
ϕ(t)ϕ(s) = ϕ(t + s) = ϕ(s + t) = ϕ(s)ϕ(t), (2.91)

conclúımos que o subgrupo de um parâmetro é um subgrupo Abeliano. Como vimos na
subseção (2.2.1), dado o subgrupo de um parâmetro existe um campo vetorial X tal que

dϕµ(t)

dt
= Xµ(ϕ(t)). (2.92)

Para mostrarmos que o campo X é invariante à esquerda, vamos considerar um vetor d/dt
sobre R, tal que

(Lt)∗
d

dt

∣∣∣∣
0

=
d

dt

∣∣∣∣
t

. (2.93)

Usando o mapa diferencial ϕ∗ : TtR→ Tϕ(t)G, temos

ϕ∗
d

dt

∣∣∣∣
0

=
dϕµ(t)

dt

∣∣∣∣
0

∂

∂gµ

∣∣∣∣
e

= X|e (2.94)

e

ϕ∗
d

dt

∣∣∣∣
t

=
dϕµ(t)

dt

∣∣∣∣
t

∂

∂gµ

∣∣∣∣
g

= X|g, ϕ(t) = g, (2.95)

∴ (ϕLt)∗
d

dt

∣∣∣∣
0

= ϕ∗Lt∗
d

dt

∣∣∣∣
0

= X|g

= Lg∗ϕ∗
d

dt

∣∣∣∣
0

= Lg∗X|e, (2.96)

onde usamos a relação de comutação ϕLt = Lgϕ, a qual implica em ϕ∗Lt∗ = Lg∗ϕ∗.
Portanto, conclúımos que Lg∗X|e = X|g, ou seja, dado o fluxo ϕ(t), existe um campo
vetorial invariante à esquerda X ∈ g.

O campo X define um grupo de transformações de um parâmetro σ(t, g), tal que
dσ(t, g)/dt = X e σ(0, g) = g. O mapa ϕ : R → G é definido na identidade de G,
ϕ(t) ≡ σ(t, e). Se fixarmos o parâmetro s, temos que σ(t, ϕ(s)) ≡ ϕ(s)ϕ(t) é uma curva
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de R em G em ϕ(0)ϕ(s) = ϕ(s). As condições iniciais são dadas por σ(0, σ(s, e)) =
σ(0, ϕ(s)) = ϕ(s) e a equação diferencial é

d

dt
σ(t, ϕ(s)) =

d

dt
ϕ(s)ϕ(t) = (Lϕ(s))∗

d

dt
ϕ(t)

= (Lϕ(s))∗X(ϕ(t)) = X(ϕ(s)ϕ(t))

= X(σ(t, ϕ(s))). (2.97)

Definição 2.16. Seja G um grupo de Lie e V ∈ TeG. O mapa exponencial exp : TeG → G
é definido por

exp V ≡ ϕV (1), (2.98)

onde ϕV é um subgrupo de um parâmetro de G gerado pelos campos vetoriais invariantes
à esquerda XV |g = Lg∗V .

Corolário 2.4.1. Seja V ∈ TeG e t ∈ R. Então

exp(tV ) = ϕV (t), (2.99)

onde ϕV (t) é um subgrupo de um parâmetro gerado por XV |g = Lg∗V .

Demonstração. Seja a 6= 0 uma constante. Portanto temos que

d

dt
ϕV (at)

∣∣∣∣
t=0

= a
d

dt
ϕV (t)

∣∣∣∣
t=0

= aV (2.100)

∴ ϕV (at) = ϕaV (t) (2.101)

⇒ exp(aV ) = ϕaV (1) = ϕV (a). (2.102)

Um resultado importante é com relação ao mapeamento adjunto. Seja g ∈ G, XV ∈ g
e σV (t) = exp(tV ) um subgrupo de um parâmetro gerado por V ∈ TeG. Então a ação
adg sobre σV (t) resulta em

g exp(tV )g−1 = exp(tgV g−1), (2.103)

como para Adg : V → gV g−1, desde que

AdgV =
d

dt
[adg exp(tV )]

∣∣∣∣
t=0

=
d

dt
exp(tgV g−1)

∣∣∣∣
t=0

= gV g−1. (2.104)

2.4.4 Ação de Grupos de Lie Sobre Variedades

Vamos começar a nossa discussão com duas importantes definições.

Definição 2.17. Seja G um grupo de Lie e M uma variedade. A ação de G sobre M é
um mapa diferenciável σ : G×M → M que satisfaz as seguintes condições:

• σ(e, p) = p para qualquer p ∈ M .

• σ(g1, σ(g2, p)) = σ(g1g2, p).
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Definição 2.18. Seja G um grupo de Lie que age sobre uma variedade M por σ : G×M →
M . A ação σ é dita ser

• Transitiva se, para qualquer p1, p2 ∈ M , existe g ∈ G tal que σ(g, p1) = p2.

• Livre se todo elemento não trivial g 6= 0 ∈ G não tem pontos fixos em M , ou seja,
se existe p ∈ M tal que σ(q, p) = p, então g = e.

• Efetiva se o elemento unidade e ∈ G é o único elemento que define a ação trivial
sobre M , σ(g, p) = p para todo p ∈ M e g = e.

Dado um ponto p ∈ M , a ação do grupo G sobre p leva p para vários pontos de M .
A órbita de p sob a ação σ é o subconjunto de M definido por

Gp = {σ(g, p)|g ∈ G}. (2.105)

Se a ação de G sobre M é transitiva, podemos concluir que a órbita para qualquer p ∈ M
é a própria variedade.

Definição 2.19. Seja G um grupo de Lie que age sobre M . O grupo de isotropia de
p ∈ M é um subgrupo de G definido por

H(p) = {g ∈ G|σ(g, p) = p}. (2.106)

H(p) é também conhecido como estabilizador de p.

Teorema 2.5. Seja G um grupo de Lie que age sobre M . Portanto, o grupo de isotropia
H(p) para qualquer p ∈ M é um subgrupo de Lie.

Demonstração. Definimos o mapa ϕp : G → M por ϕp(g) = gp. Então H(p) é a imagem
inversa ϕ−1

p (p) de um ponto p, e portanto um conjunto fechado. Devido ao teorema (2.4)
a demonstração está terminada.

Sendo H ⊂ G e a ação de G sobre M transitiva, G/H(p) admite uma estrutura
diferenciável e é uma variedade chamada espaço homogêneo.

Seja uma ação de um grupo de Lie G sobre uma variedade M representada por
(g, x) 7→ gx. Um campo vetorial invariante à esquerda XV gerado por V ∈ TeG in-
duz naturalmente um campo vetorial sobre M . Um fluxo σ(t, x) = exp(tV )x sobre M é
um grupo de transformação de um parâmetro, onde o mesmo define um campo vetorial
induzido denotado por V ],

V ]|x =
d

dt
exp(tV )x

∣∣∣∣
t=0

. (2.107)

Então definimos o mapa ] : TeG → T (M) por V 7→ V ].

2.5 Fibrados

2.5.1 Definições

Apesar de já termos usado o conceito de fibrados na subseção (2.3.4) para definirmos
variedades simpléticas, vamos agora definir tais estruturas de uma maneira mais precisa.

Definição 2.20. Um fibrado diferenciável (E, π,M, F, G) consiste dos seguintes elemen-
tos:

• Uma variedade diferenciável E chamada espaço total.
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• Uma variedade diferenciável M chamada espaço base.

• Uma variedade diferenciável F chamada de fibra t́ıpica.

• Uma função π : E → M chamada projeção. A imagem da função inversa, π−1 =
Fp
∼= F , é a fibra com relação ao ponto p ∈ M .

• Um grupo de Lie G chamado de grupo de estrutura, o qual age sobre a fibra F do
lado esquerdo.

• Um conjunto de abertos {Ui} que são a cobertura de M , onde um difeomorfismo
φi : Ui × F → π−1(Ui) é definido tal que π ◦ φ(p, f) ≡ p, onde f ∈ F . O mapa φi

é chamado de trivialização local devido ao fato de φ−1
i mapear π−1(Ui) no produto

direto Ui × F .

• Se escrevermos φi(p, f) = φi,p(f), o mapa φi,p(f) : F → Fp é um difeomorfismo.
Sobre a região de sobreposição Ui∩Uj 6= 0, requeremos que tij(p) ≡ φ−1

i,p ◦φj,p : F → F
seja um elemento de G. Então φi e φj são relacionados por uma função suave
tij : Ui ∩ Uj → G tal que

φj(p, f) = φi(p, tij(p)f). (2.108)

Os mapas tij são chamados de funções de transição.

Sobre a sobreposição de cartas Ui ∩Uj 6= 0, dois elementos fi, fj ∈ F são desiguinados
para u ∈ π−1(p), onde p ∈ Ui ∩ Uj. Estes elementos estão relacionados pela a ação da
função de transição, fi = tij(p)fj.

Seja Ui uma carta sobre M . Então o mapa φ−1
i : π(Ui)

−1 → Ui×F é um difeomorfismo.
Se Ui∩Uj 6= 0, então temos dois mapas φi e φj sobre Ui∩Uj tais que, tomando um ponto
u ∈ E, π(u) = p ∈ Ui ∩ Uj, desiguinamos dois elementos de F ,

φ−1
i (u) = (p, fi) e φ−1

j (u) = (p, fj). (2.109)

Por consistência, as funções de transição devem satisfazer as seguintes condições:

tii(p) = e, (p ∈ Ui)

tij(p) = t−1
ji (p), (p ∈ Ui ∩ Uj)

tij(p)tjk(p)tki(p) = e, (p ∈ Ui ∩ Uj ∩ Uk). (2.110)

Se todas as funções de transição podem ser tomadas como sendo o mapa identidade,
chamamos este fibrado de fibrado trivial.

Seja {Ui} a cobertura da variedade M e dois conjuntos de trivializações locais, {φi} e

{φ̃i}, para o mesmo fibrado. As funções de transição para pontos de sobreposição de cartas

são dadas por tij(p) = φ−1
i,p ◦ φj,p e t̃ij(p) = φ̃−1

i,p ◦ φ̃j,p. Definimos um mapa gi(p) : F → F

para cada ponto p ∈ M por gi ≡ φ−1
i,p ◦ φ̃i,p. gi(p) é um homeomorfismo que pertence a G

e podemos ver que

g−1
i (p) ◦ tij(p) ◦ gj(p) = φ̃−1

i,p ◦ φi,p ◦ φ−1
i,p ◦ φj,p ◦ φ−1

j,p ◦ φ̃j,p

= φ̃−1
i,p ◦ φ̃j,p

= t̃ij(p). (2.111)

Em termos práticos temos que, tij são chamados de transformações de gauge, enquanto
que gi correspondem aos graus de liberdade de gauge para a carta Ui.
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Como um exemplo temos o fibrado vetorial, cujo a fibra t́ıpica é um espaço vetorial.
Seja F ∼= Rk e M uma variedade de m dimensões. O número k é a dimensão da fibra e
a dimensão do espaço total é dada por (k + m). As funções de transição pertencem ao
grupo GL(k,R), desde que elas mapeiam isomorficamente um espaço vetorial em outro de
mesma dimensão. Mais explicitamente, um exemplo de fibrado vetorial é o que chamamos
de fibrado tangente, TM ≡ ⋃

p TpM . TM é definido sobre uma variedade M e as sua

fibras t́ıpicas são dadas por Rm. Seja um ponto u em TM tal que π(u) = p ∈ Ui ∩ Uj.
O vetor V tangente a variedade no ponto p corresponde ao ponto u e é expresso como
V = V µ∂/∂xµ|p = V ′µ∂/∂yµ|p. As trivializações locais são

φ−1
i (u) = (p, {V µ}) e φ−1

j (u) = (p, {V ′µ}). (2.112)

As coordenadas da fibra {V µ} e {V ′µ} são relacionadas por

V µ = Gµ
ν(p)V ′ν , (2.113)

onde {Gµ
ν(p) = ∂xµ/∂xν |p} ∈ GL(m,R). As seções de TM são os campos vetoriais sobre

M .

2.5.2 Fibrados Principais e Associados

Um fibrado principal tem a fibra t́ıpica F idêntica ao grupo de estrutura G. Um
fibrado pricipal, denotado por P π−−−−−→M , é chamado de um G-fibrado sobre M . A função
de transição age na fibra pela a esquerda, como hav́ıamos determinados antes. Além disso,
podemos também definir a ação de G sobre F pela direita. Seja φ−1

i : Ui ×G → π−1(Ui)
a trivialização local dada por φ−1

i (u) = (p, gi), onde u ∈ π−1(Ui), p = π(u) ∈ M e gi ∈ G.
A ação de G pela direita de π−1(Ui) é definida por

φ−1
i (ua) = (p, gia) ⇒ ua = φi(p, gia), (2.114)

onde a ∈ G. A ação à direita comuta com a ação à esquerda. Para Ui ∩ Uj 6= ∅,
tij : Ui ∩ Uj → G e gi, gj ∈ G temos

φj(p, gj) = φi(p, tij(p)gj) (2.115)

⇒ ua = φj(p, gja) = φj(p, tji(p)gia) = φi(p, gia)

= φi(p, [tij(p)gj]a) = φi(p, gia), (2.116)

portanto ua é independente das trivializações locais.
Dado um fibrado principal, podemos contruir um fibrado assiciado. Seja G um grupo

agindo sobre a fibra t́ıpica à esquerda, onde a ação de g ∈ G sobre P × F é definida por

(u, f) → (ug, g−1f), (2.117)

onde u ∈ P e f ∈ F . Então o fibrado associado (E, π,M, G, F, P ) é uma classe de
equivalência P × F/G em que os pontos (u, f) e (ug, g−1f) são identificados.

Vamos considerar o caso em que F é um espaço vetorial de k dimensões. Seja ρ uma
representação de G em k dimensões. Portanto o fibrado associado P ×ρ V é definido pela
identificação dos pontos (u, v) e (ug, ρ−1(g)v) de P × V , onde v ∈ V .



3. GRUPOS DE COHOMOLOGIA DE DE RHAM

Podemos afirmar que os grupos de homologia são definidos para espaços topológicos
[32]. Além disso, se uma variedade M é um espaço topológico, podemos definir uma
outra estrutura de grupo que seja dual aos grupos de homologia usando as propriedades
do cálculo das formas diferenciais definidas sobre M , as quais foram desenvolvidas na
seção (2.3). Chamaremos estas estruturas duais de grupos de cohomologia de De Rham.

3.1 Teorema de Stokes

3.1.1 Considerações e Definições

Vamos inicialmente definir o r-simplexo padrão σr = (p0p1...pr) em Rr, onde

p0 = (0, 0, ..., 0)

p1 = (1, 0, ..., 0)
...

pr = (0, ..., 0, 1). (3.1)

Se {xµ} padroniza a coordenada de Rr, podemos definir que

σr ≡
{

(x1, x2, ..., xr) ∈ Rr | xµ ≥ 0,
r∑

µ=1

xµ ≤ 1)

}
. (3.2)

Uma r-forma, conhecida também como forma volume, definida sobre Rr é dada por

ω = a(x)dx1 ∧ dx2 ∧ ... ∧ dxr. (3.3)

Sendo assim, podemos também definir a integração de ω sobre o simplexo σr por
∫

σr

ω ≡
∫

σr

a(x)dx1dx2...dxr. (3.4)

Num próximo passo definimos também os seguintes conjuntos sobre uma variedade
m-dimensional: r-cadeia (“r-chain”), Cr(M); r-ciclo (“r-cycle”), Zr(M); e r-borda (“r-
boundary”), Br(M). Para isso vamos considerar que um r-simplexo σr em Rr é mapeado
em M através de uma função f ∈ C∞, onde f : σr −→ M , e para os nossos propósitos
não é necessário que f tenha uma inversa. Denotamos a imagem de f sobre M por
sr, f(σr) = sr, e a chamamos de r-simplexo singular sobre M. Por singular entendemos
que estes simplexos não fornecem uma triangulação de M e, além disso, a independência
geométrica dos pontos não fazem sentido em uma variedade.

Seja {sr,i} um conjunto de r-simplexos sobre M . Podemos definir uma r-cadeia em
M por

cr ≡
∑

i

aiss,i, ai ∈ R, (3.5)
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onde o conjunto das r-cadeias formam o grupo cadeia Cr(M). O operador borda, ∂r :
Cr(M) −→ Cr−1(M), é convenientemente definido para que possamos estudar as pro-
priedades topológicas do espaço que estamos considerando. Definimos estão a ação de ∂r

sobre σr = (p0p1...pr) por

∂rσr ≡
r∑

i=0

(−1)i(p0p1...p̂i...pr), (3.6)

onde o termo p̂i não é considerado. Facilmente podemos provar que ∂ é nilpotente, ou
seja, ∂r ◦ ∂r+1 = ∂2 = 0 (passaremos a omitir sub-́ındice de ∂r, onde o grau da atuação
ficará subentendido). Portanto temos

∂r ◦ ∂r+1σ = ∂r

r+1∑
i=0

(−1)i(p0p1...p̂i...pr+1)

=
r+1∑
i=0

[
i−1∑
j=0

(−1)j(p0p1...p̂j...p̂i...pr+1) +
r+1∑

j=i+1

(−1)j−1(p0p1...p̂i...p̂j...pr+1)

]

=
∑
j<i

(−1)i+j(p0p1...p̂j...p̂i...pr+1)−
∑
j>i

(−1)j+i(p0p1...p̂i...p̂j...pr+1)

= 0. (3.7)

É importante notar que, devido ao mapeamento f : σr −→ M , ∂σr também é mapeado
em um subconjunto de M , ou seja, ∂sr ≡ f(∂σr) é um conjunto de (r − 1)-simplexos em
M chamado de borda de sr. Se ∂cr = 0, então dizemos que cr ∈ Zr(M) é um r-ciclo.
Agora, se cr = ∂cr+1, para cr+1 ∈ Cr+1(M), então dizemos que cr ∈ Br(M) é um r-borda.
Uma propriedade importante é que

∂2 = 0 ⇒ Zr(M) ⊃ Br(M). (3.8)

Devido a (3.8) nos cabe perguntar se todos os r-ciclos são r-bordas. A resposta é negativa
e a medida dessas quantidades não triviais são dadas através da definição dos grupos de
homologia como se segue,

Hr(M) ≡ Zr(M)/Br(M). (3.9)

Agora é conveniente definirmos a integração de uma r-forma diferencial sobre uma
r-cadeia em M por ∫

sr

ω ≡
∫

σr

f ∗ω, (3.10)

onde f ∗ω ∈ Rr.

3.1.2 O Teorema de Stokes

Teorema 3.1 (Stokes). Seja ω ∈ Λr−1(M) e c ∈ Cr(M). Então

∫

c

dω =

∫

∂c

ω. (3.11)
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Demonstração. De acordo com a definição (3.5), vemos que a prova pode ser feita, sem
perda de generalidade, para sr apenas, uma vez que cr é uma combinação linear dos sr,i

a coeficientes constantes ai. Sendo f : σr −→ M | f(σr) = sr, temos

∫

sr

dω =

∫

σr

f ∗(dω) =

∫

σr

d(f ∗ω) (3.12)

e ∫

∂sr

ω =

∫

∂σr

f ∗ω, (3.13)

onde f ∗ω ∈ Λr−1(Rr). Para provar (3.11) é suficiente provar que, novamente sem perda
de generalidade, ∫

σr

dψ =

∫

∂σr

ψ, ψ ∈ Λr−1(Rr). (3.14)

Notemos que
ψ = a(x)dx1 ∧ dx2 ∧ ... ∧ dxr−1 (3.15)

e

dψ =

(
∂a(x)

∂xr
dxr

)
∧ dx1 ∧ dx2 ∧ ... ∧ dxr−1

= (−1)r−1∂a(x)

∂xr
dx1 ∧ dx2 ∧ ... ∧ dxr, (3.16)

∴
∫

σr

dψ = (−1)r−1

∫

σr

∂a(x)

∂xr
dx1dx2...dxr

= (−1)r−1

∫

xµ≥0,
∑r−1

µ=1 xµ≤1

dx1...dxr−1

1−∑r−1
µ=1 xµ∫

0

∂a(x)

∂xr
dxr

= (−1)r−1

∫

xµ≥0,
∑r−1

µ=1≤1

[
a

(
x1, ..., xr−1, 1−

r−1∑
µ=1

xµ

)
−a

(
x1, ..., xr−1, 0

)
]
. (3.17)

Podemos ver que (3.17) é o lado esquerdo de (3.14). Agora vamos calcular o lado direito
de (3.14), onde começamos com uma análise do domı́nio de integração:

∂σr =
r∑

i=0

(−1)i(p0...p̂i...pr)

= (p1...pr)− (p0p2...pr) + ... + (−1)r(p0p1...pr−1). (3.18)

Desde que ψ = 0 quando algum dos xµ é constante, temos que as únicas “faces” de ∂σr
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que contribuem para o lado direito de (3.14) são (p1...pr) e (−1)r(p0p1...pr−1).

∴
∫

∂σr

ψ =

∫

(p1...pr)

ψ + (−1)r

∫

(p0p1...pr−1)

ψ

=

∫

(p1...pr−1p0)

a

(
x1, ..., xr−1, 1−

r−1∑
µ=1

xµ

)
dx1...dxr−1 +

+(−1)r

∫

(p0p1...pr−1)

a
(
x1, ..., xr−1, 0

)
dx1...dxr−1

= (−1)r−1

∫

(p0p1...pr−1)

[
a

(
x1, ..., xr−1, 1−

r−1∑
µ=1

xµ

)
− a

(
x1, ..., xr−1, 0

)
]

, (3.19)

onde usamos o fato de que o domı́nio da integral em (p1...pr) tem sido projetado ao longo
de xr para o “plano” (p1...pr−1p0), preservando a orientação. Portanto, substituindo os
resultaldos (3.17) e (3.19) em (3.14), vemos que o teorema de Stokes está provado.

3.2 Cohomologia de De Rham

3.2.1 Definições

Seja M uma variedade diferenciável com dimensão m. O conjunto das r-formas
fechadas, ou seja, {ω ∈ Λr(M) | dω = 0} = ker dr, é chamado de grupo co-ciclo de
ordem r e será denotado por Zr(M). Por outra lado temos que o conjunto das r-formas
exatas, ou seja, {ω ∈ Λr(M) | ∃γ ∈ Λr−1(M) onde dγ = ω} = imdr−1, é chamado de
grupo de co-borda de ordem r e será denotado por Br(M). Ambos são espaços vetoriais
onde os coeficientes de expanção são números reais. Como dr ◦ dr−1 = d2 = 0 temos que

Zr(m) ⊃ Br(M) ⇔ imdr−1 ⊂ ker dr. (3.20)

Vamos agora utilizar o que conhecemos de cálculo sobre formas diferenciais e listar
abaixo algumas propriedades importantes:

• Se ω ∈ Zr(M) e ψ ∈ Zs(M), então ω ∧ ψ ∈ Zr+s(M).

Demonstração. Sabemos que para ω ∈ Λr(M) e ψ ∈ Λs(M) temos ω∧ψ ∈ Λr+s(M).
Mas se dω = 0 e dψ = 0, conclúımos que

d(ω ∧ ψ) = dω ∧ ψ + (−1)sω ∧ dψ = 0

∴ ω ∧ ψ ∈ Zr+s(M). (3.21)

• Se ω ∈ Zr(M) e ψ ∈ Bs(M), então ω ∧ ψ ∈ Br+s(M).

Demonstração. Se ψ ∈ Bs(M) deve existir um φ ∈ Λs−1(M) | ψ = dφ, então

d(ω ∧ ψ) = dω ∧ dφ + (−1)sω ∧ d(dφ)

= d
[
d((−1)s−1ω ∧ φ)

]
= 0

∴ ω ∧ ψ = d
[
(−1)s−1ω ∧ φ

] ∈ Br+s(M). (3.22)
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• Se ω ∈ Br(M) e ψ ∈ Bs(M), então ω ∧ ψ ∈ Br+s(M).

Demonstração. Se ω ∈ Br(M) e ψ ∈ Bs(M) deve existir um ξ ∈ Λr−1(M) | ξ = dω
e um φ ∈ Λs−1(M) | ψ = dφ

d(ω ∧ ψ) = d(dξ) ∧ dφ + (−1)sdξ ∧ d(dφ)

= d
[
d((−1)s−1dξ ∧ φ)

]
= 0

∴ ω ∧ ψ = d
[
(−1)s−1dξ ∧ φ

] ∈ Br+s(M). (3.23)

Agora estamos aptos a definir um importante conceito que é o grupo de cohomologia,
onde o mesmo é responsável por “medir” as formas diferenciais não triviais, ou seja, a
classe de equivalência das formas fechadas que não são exatas. A definição que se segue
é consistentemente elaborada uma vez que a hierarquia dos grupos (3.20) é válida.

Definição 3.1. O grupo de cohomologia de De Rham de ordem r é definido por

Hr(M ;R) ≡ Zr(M)/Br(M), (3.24)

ou seja
Hr(M ;R) = ker dr/imdr−1. (3.25)

Se r ≤ −1 ou r ≥ m + 1, Hr(M ;R) pode ser definido como sendo o grupo trivial.

Se ω ∈ Zr(M), então [ω] ∈ Hr(M) é uma classe de equivalência dada por
{
ω′ ∈ Zr(M) | ω′ = ω + dψ, ψ ∈ Λr−1(M)

}

∴ ω′ − ω = dψ ⇒ [ω′] = [ω]. (3.26)

Vejamos a seguir alguns exemplos simples do cálculo de grupos de cohomologia de De
Rham:

1. Se r = 0 podemos concluir que B0(M) não tem significado, pois não existe uma
(−1)-forma. Portanto Λ−1(M) ≡ {∅}, então B0(M) = {0}. Sendo assim conclúımos
que o grupo de cohomologia de De Rham para o caso onde r = 0 é dado por
H0(M) = Z0(M) = {f ∈ Λ0(M) = F(M) | df = 0}. Se M é uma variedade conexa,
temos que df = 0 é satisfeito se, e somente se, f é constante sobre M , o que nos
leva a concluir que (para M localmente isomorfo a Rm)

H0(M) ∼= R. (3.27)

No entanto, se M tem n componentes conexos, df = 0 é satisfeito se, e somente se,
f é constante sobre cada componente conexo, ou seja,

H0(M) ∼= R⊕ R⊕ ...⊕ R︸ ︷︷ ︸
n

. (3.28)

2. Seja a variedade M = R, onde de (3.27) conclúımos que H0(R) ∼= R. Estabelecemos
que localmente esta variedade tem coordenadas {x} ∈ {R} e, sendo dimR = 1,
sabemos que para qualquer ω ∈ Λ1(R) temos dω = 0, onde ω = f(x)dx e f(x) ∈
F(R). Definimos o seguinte objeto pertencente a F(R),

F (x) ≡
∫ x

0

f(t)dt ⇒ d

dx
F (x) = f(x), (3.29)



3. Grupos de Cohomologia de De Rham 30

onde fixamos f(0) = 0. Portanto

ω = f(x)dx =
dF (x)

dx
dx = dF, (3.30)

então qualquer 1-forma definida sobre M = R é fechada bem como exata, ou seja
Z1(R) = B1(R)

∴ H1(R) ∼= {0}. (3.31)

3.2.2 Dualidade e o Teorema de De Rham

Quando provamos a validade do teorema de Stokes (3.11) estabelecemos uma con-
cepção de que o espaço formado pelo grupo de cohomologia pode ser visto como dual
ao espaço do grupo de homologia. Isto é feito analisando que o domı́nio de integração
(em ambos os lados da igualdade) é determinado por objetos que pertencem ao espaço
das cadeias Cr(M), enquanto que o integrando é determinado pelo espaço das formas
diferenciais Λr(M), onde a composição entre esses dois espaços via (3.11) resulta em um
número real (para “variedades reais”). Claramente, importamos aqui uma analogia com o
que ocorre quando estabelecemos, através do produto interno, que o espaço das 1-formas
é dual ao espaço tangente. Mais formalmente, definimos um “produto interno” de acordo
com o seguinte mapeamento:

( , ) : Cr(M)× Λr(M) −→ R

c, ω 7−→ (c, ω) ≡
∫

c

ω, (3.32)

onde c ∈ Cr(M) e ω ∈ Λr(M). O mapa (3.32) é definido de tal forma que seja linear em
c e ω, ou seja,

(λ1c1 + λ2c2, ω) =

∫

λ1c1+λ2c2

ω = λ1

∫

c1

ω + λ2

∫

c2

ω (3.33)

e

(c, λ1ω1 + λ2ω2) =

∫

c

(λ1ω1 + λ2ω2) = λ1

∫

c

ω1 + λ2

∫

c

ω2, (3.34)

onde as constantes λ1 e λ2 ∈ R. Usando (3.32) podemos reescrever o teorema de Stokes
(3.11) da seguinte forma:

(c, dω) = (∂c, ω) , (3.35)

onde temos que o operador derivada exterior d pode ser interpretado como adjunto do
operador borda ∂, e vice versa.

O produto (3.32) induz naturalmente um produto interno entre os elementos de Hr(M)
e Hr(M). Portanto, para [c] ∈ Hr(M) e [ω] ∈ Hr(M), definimos

∧ : Hr(M)×Hr(M) −→ R

∧ ([c], [ω]) ≡ (c, ω) =

∫

c

ω. (3.36)

O produto (3.36) é bem definido desde que seja independente das representações, ou seja,

c + ∂c′, c′ ∈ Cr+1(M)

⇒ (c + ∂c′, ω) = (c, ω) + (c′, dω) = (c, ω), (3.37)



3. Grupos de Cohomologia de De Rham 31

onde dω = 0, e

ω + dψ, ψ ∈ Λr−1(M)

⇒ (c, ω + dψ) = (c, ω) + (∂c, ω) = (c, ω), (3.38)

onde ∂c = 0.
Um resultado não-trivial segue do fato que a dualidade entre os espaços Hr(M) e

Hr(M) depende de ∧ ( , [ω]) : Hr(M) −→ R ter “rank” maximal, ou seja, dim Hr(M) =
dim Hr(M). Sendo assim, admitimos o seguinte teorema:

Teorema 3.2 (Teorema de De Rham). Se M é uma variedade compacta, Hr(M) e Hr(M)
são dimensionalmente finitos. Além disso o mapa

∧ : Hr(M)×Hr(M) −→ R (3.39)

é bilinear e não-degenerado. Então Hr(M) é o espaço vetorial dual de Hr(M).

Corolário 3.2.1. Seja M uma variedade compacta e seja k o número de Betti (definido
em (3.63)) de ordem r. Seja c1, c2, ..., ck elementos de Zr(M) puramente escolhidos tal
que [ci] 6= [cj].

1. Uma r-forma fechada ψ é exata se, e somente se,

∫

ci

ψ = 0, 1 ≤ i ≤ k. (3.40)

2. Para qualquer conjunto de números reais {b1, b2, ..., bk} existe uma r-forma fechada
ω tal que ∫

ci

ω = bi, 1 ≤ i ≤ k. (3.41)

Demonstração.

1. O teorema de De Rham implica que formas bilineares do tipo ∧ ([c], [ω]) são não-
degeneradas. Portanto, se ∧ ([c], ) é um mapeamento linear que age sobre elemen-
tos que pertencem a Hr(M), temos que o “kernel” consiste dos elementos triviais,
ou seja, a classe de cohomologia das formas exatas.

2. Pelo teorema de De Rham temos

∧ ([ci], [ωj])

∫

ci

ωj = δij (3.42)

onde ω ≡ ∑k
i=1 biωi, portanto ∫

ci

ω = bi. (3.43)



3. Grupos de Cohomologia de De Rham 32

3.3 Propriedades de Gerais dos Grupos de Homologia

3.3.1 Conexidade e Grupos de Homologia

Teorema 3.3. Seja K um complexo simplicial que é uma união disjunta de N compo-
nentes conexos, K = K1 ∪K2 ∪ ... ∪KN , onde Ki ∩Kj = ∅. Então

Hr(K) = Hr(K1)⊕Hr(K2)⊕ ...⊕Hr(KN). (3.44)

Demonstração. Um grupo r-cadeia é separado em uma soma direta de N subgrupos r-
cadeia. Seja

Cr(K) =

{
Ir∑

i=1

ciσr,i | ci ∈ N
}

, (3.45)

onde Ir é o número de r-simplexos linearmentes independentes em K. É sempre posśıvel
reagrupar os σi de tal forma que os r-simplexos de K1 estão em primeiro, depois os de K2

e assim por diante. Então temos que Cr(K) é substitúıdo na soma direta dos subgrupos
Cr(Ki):

Cr(K) = Cr(K1)⊕ Cr(K2)⊕ ...⊕ Cr(KN). (3.46)

Esta subdivisão também ocorre para Zr(K) e Br(K),

Zr(K) = Zr(K1)⊕ Zr(K2)⊕ ...⊕ Zr(KN)

Br(K) = Br(K1)⊕Br(K2)⊕ ...⊕Br(KN). (3.47)

Se Hr(Ki) = Zr(Ki)/Br(Ki), onde Zr(Ki) ⊃ Br(Ki), temos

Hr(K) = Zr(K)/Br(K)

= Zr(K1)⊕ Zr(K2)⊕ ...⊕ Zr(KN)/Br(K1)⊕Br(K2)⊕ ...⊕Br(KN)

= Hr(K1)⊕Hr(K2)⊕ ...⊕Hr(KN). (3.48)

Corolário 3.3.1.

1. seja K uma união disjunta de N componentes conexos, K1, ..., KN . Segue que

H0(K) ∼= Z⊕ Z⊕ ...⊕ Z︸ ︷︷ ︸
N fatores

. (3.49)

2. Se H0(K) ∼= Z, K é simplesmente conexo.

3.3.2 Estrutura dos Grupos de Homologia

Agora daremos uma introdução a alguns aspectos que dão estrutura matemática aos
grupos de homologia. Sendo assim segue abaixo uma seqüência de definições e teoremas
relevantes.

Teorema 3.4 (Teorema fundamental do homomorfismo). Seja f : G1 −→ G2 um homo-
morfismo. Então

G1/ ker f ∼= imf. (3.50)

Demonstração.
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• ker f = {x | x ∈ G1, f(x) = 0} é um sub grupo de G1.

• imf = {x | x ∈ f(G1) ⊂ G2} é um subgrupo de G2.

Seja H ⊂ G. Dizemos que x, y ∈ G são equivalentes se x − y ∈ H. Portanto a classe de
equivalência é dada por

G/H = {[x] | x′ = x + h, h ∈ H}. (3.51)

Definimos φ : G1/ ker f −→ imf por φ([x]) = f(x). Para x′ ∈ [x], existe h ∈ ker f tal
que x′ = x + h e f(x′) = f(x + f) = f(x) + f(h) = f(x). Agora mostramos que φ é um
isomorfismo:

φ([x] + [y]) = φ([x + y]) = f(x + y)

= f(x) + f(y) = φ([x]) + φ([y]). (3.52)

Se φ([x]) = φ([y]) temos f(x) = f(y), ou seja, f(x)− f(y) = f(x− y) = 0,

∴ x− y ∈ ker f ∈ [x] = [y]. (3.53)

Se y ∈ imf , existe x ∈ G1 tal que f(x) = y = φ([x]).

Definição 3.2. Se G é finitamente gerado por r elementos linearmente independentes, G
é chamado de Grupo Abeliano livre de “rank” r.

Proposição 3.1. Seja G um grupo abeliano livre de “rank” r e seja H (6= ∅) um sub
grupo de G. Podemos sempre escolher p geradors x1, ..., xp, dos r (p < r) geradores de G
tal que k1x1, ..., kpxp geram H. Então H ∼= k1Z⊕ ...⊕ kpZ e H é de “rank” p.

Teorema 3.5 (Teorema fundamental dos grupos abelianos gerados finitamente). Seja
G um grupo abeliano gerado finitamente (não necessariamente livre) com m gera-dores.
Então G é isomorfo à soma direta dos grupos ćıclicos,

G ∼= Z⊕ ...⊕ Z︸ ︷︷ ︸
r

⊕Zk1 ⊕ ...⊕ Zkp , (3.54)

onde m = r + p. O número r é chamado “rank” de G.

Demonstração. Seja G gerado por m elementos x1, ...xm e seja o seguinte homomorfismo

f : Z⊕ ...⊕ Z︸ ︷︷ ︸
m

−→ G, (3.55)

definido por
f(n1, ..., nm) ≡ n1x1 + ... + nmxm. (3.56)

Sabemos que
Z⊕ ...⊕ Z︸ ︷︷ ︸

m

/ ker f ∼= G, (3.57)

onde
ker f ⊂ Z⊕ ...⊕ Z︸ ︷︷ ︸

m

. (3.58)

Pela proposição acima temos

ker f ∼= k1Z⊕ ...⊕ kpZ. (3.59)
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Finalmente temos que

G ∼= Z⊕ ...⊕ Z︸ ︷︷ ︸
m

/ ker f ∼= Z⊕ ...⊕ Z︸ ︷︷ ︸
m

/k1Z⊕ ...⊕ kpZ

∼= Z⊕ ...⊕ Z︸ ︷︷ ︸
m−p

⊕Zk1 ⊕ ...⊕ Zkp . (3.60)

Pela definição acima temos que Zr(K) e Br(K) são grupos abelianos livres, desde que
sejam subgrupos de um grupo abeliano livre Cr(K). No entanto, isto não significa que
Hr(K) = Zr(K)/Br(K) também seja um grupo abeliano livre. Portanto, pelo teorema
(3.54), temos que

Hr(K) ∼= Z⊕ ...⊕ Z︸ ︷︷ ︸
f

⊕Zk1 ⊕ ...⊕ Zkp . (3.61)

Os f fatores formam um grupo abeliano livre de “rank” f e os p fatores são chamados
de subgrupos de torção de Hr(K). Como um exemplo, temos que o plano projetivo tem
H1(K) ∼= Z2 e a garrafa de Klein tem H1(K) ∼= Z⊕Z2. Num certo sentido, os subgrupos
de torção detectam os “twisting” no poliedro | K |.

Grupos de homologia do tipo Hr(K,Z) são mais fáceis de trabalhar do que grupos da
forma Hr(K,Z2) ou Hr(K,R). Isso se deve ao fato de que Z2 não tem subgrupos triviais,
e portanto o subgrupo de torção nunca pode ser reconhecido. No entanto, se empregarmos
os coeficientes R também não podemos ver os subgrupos de torção, mas R/mR ∼= {∅}
para qualquer m ∈ Z− {0},

∴ Hr(K;R) ∼= R⊕ ...⊕ R︸ ︷︷ ︸
f

. (3.62)

3.3.3 Números de Betti e Teorema de Euler-Poincaré

Definição 3.3. Seja K um complexo simplicial. O número de Betti de ordem r br(K) é
definido por

br(K) ≡ dim Hr(K;R). (3.63)

Em outras palavras, br(K) é o “rank” da parte abeliana livre de Hr(K;Z)

Segue abaixo um importante teorema que relaciona o número de Betti definido acima
com a caracteŕıstica de Euler χ(X), sendo X um espaço topológico. Como um caso
particular temos que a caracteŕıstica de Euler χ(X), para X ∈ R3 que é homeomorfo a
um poliedro K, é definida por

χ(X) ≡ (# de vértices em K)− (# de arestas em K) + (# de faces em K).
(3.64)

Um importante teorema, devido a Poincaré e Alexander, garante que χ(X) é indepen-
dente do poliedro K, tanto quanto K é homeomorfo a X, ou seja, χ(X) é um invariante
topológico muito útil. Segue agora um teorema que generaliza o conceito da caracteŕıstica
de Euler.

Teorema 3.6 (Euler-Poincaré). Seja K um complexo simplicial de n dimensões e Ir o
número de r-simplexos em K. Então segue que

χ(X) ≡
n∑

r=0

(−1)rIr =
n∑

r=0

(−1)rbr(K). (3.65)
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Demonstração. Primeiramente consideremos o seguinte homomorfismo

∂r : Cr(K;R) −→ Cr−1(K;R). (3.66)

Desde que o mapa acima seja um mapeamento linear entre espaços vetoriais, temos que

Ir ≡ dim Cr(K;R) = dim(ker ∂r) + dim(im∂r)

= dim Zr(K;R) + dim Br−1(K;R). (3.67)

Da definição (3.63) temos que

br(K) = dim Hr(K;R) = dim (Zr(K;R)/Br(K;R))

= dim Zr(K;R)− dim Br(K;R) (3.68)

∴ χ(X) =
n∑

r=0

(−1)rIr =
n∑

r=0

(−1)r (dim Zr(K;R) + dim Br−1(K;R))

=
n∑

r=0

(−1)r dim Zr(K;R)−
n∑

r=0

(−1)r dim Br(K;R)

=
n∑

r=0

(−1)r (dim Zr(K;R)− dim Br(K;R))

=
n∑

r=0

(−1)rbr(K). (3.69)

Neste momento podemos voltar a falar de dualidade e resgatar o conceito envolvido
na equação (3.36). Como o espaço Hr(M) é isomorfo ao espaço Hr(M), podemos definir
um objeto br(M) tal que

br(M) ≡ dim Hr(M) = dim Hr(M) = br(M) (3.70)

∴ χ(X) =
n∑

r=0

(−1)rbr(M). (3.71)

A expressão acima estabelece uma relação entre topologia e análise, onde o primeiro
termo (lado esquerdo) é definido de tal forma a ser puramente topológico, ou seja, sua
definição depende das estruturas fundamentais da construção da variedade M , enquanto
que o segundo termo (lado direito) é determinado por condições anaĺıticas estabelecidas no
cálculo das forma diferenciais definidas sobre a variedade M . Um importatante resultado é
estabelecido quando temos uma curvatura Riemanniana associada a um fibrado tangente
TM , ou seja, um SO(2n) fibrado principal, sobre uma variedade M de dimensão 2n.
Pode ser mostrado que a integral sobre M de um polinômio invariante chamado classe
caracteŕıstica de Euler [32], E(R) = PfaffR, é um número inteiro relacionado com a
cohomologia de M :

χ(M) =
(−1)n

(4π)nn!

∫

M

E(R) =
2n∑

r=0

(−1)r dim Hr(M). (3.72)

Este resultado é conhecido como teorema de Gauss-Bonnet.
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3.4 Estrutura dos Grupos de Cohomologia de De Rham

3.4.1 Dualidade de Poincaré

Seja M uma variedade compacta de m dimensões e ω ∈ Hr(M) e η ∈ Hm−r(M) e
notemos que ω ∧ η é um elemento de volume. Definimos o seguinte produto interno,

〈 , 〉 : Hr(M)×Hm−r(M) −→ R

〈ω, η〉 ≡
∫

M

ω ∧ η. (3.73)

O produto 〈 , 〉 é bilinear e não-singular, ou seja, se ω 6= 0 e η 6= 0 temos 〈ω, η〉 6= 0.
A definição (3.73) estabelece a dualidade entre Hr(M) e Hm−r(M),

Hr(M) ∼= Hm−r(M), (3.74)

que é chamada de dualidade de Poincaré.
Por definição sabemos que br(M) = dim Hr(M) e de acordo com a definição da di-

mencionalidade das formas diferenciais temos que dim Λr(M) = dim Λm−r(M), ou seja,
dim Hr(M) = dim Hm−r(M),

∴ br(M) = bm−r(M). (3.75)

Para um espaço de dimensão impar temos

χ(M) =
∑

r

(−1)rbr =
1

2

{∑
r

(−1)rbr +
∑

r

(−1)m−rbm−r

}

=
1

2

{∑
r

(−1)rbr −
∑

r

(−1)−rbr

}
= 0. (3.76)

3.4.2 Anéis de Cohomologia

Seja [ω] ∈ Hq(M) e [η] ∈ Hr(M). Definimos o produto

[ω] ∧ [η] ≡ [ω ∧ η]. (3.77)

Como ω ∧ η é fechado, temos que [ω] ∧ [η] ∈ Hq+r(M). Além disso temos que [ω] ∧ [η] é
independente da escolha das representações de [ω] e [η]: para ω′ = ω + dψ temos

[ω′] ∧ [η] = [(ω + dψ) ∧ η] = [ω ∧ η + dψ ∧ η]

= [ω ∧ η + d(ψ ∧ η)] = [ω ∧ η]. (3.78)

Portanto ∧ : Hq(M)×Hr(M) −→ Hq+r(M) é bem definido.
Os anéis de cohomologia são definidos por

H∗(M) ≡
m⊕

r=1

Hr(M), (3.79)

onde temos o produto que define a álgebra

∧ : H∗(M)×H∗(M) −→ H∗(M). (3.80)



4. COHOMOLOGIA EQUIVARIANTE E PRINCÍPIO DE
LOCALIZAÇÃO

Um importante objetivo deste caṕıtulo está em compreender como localizar integrais
oscilatórias do tipo

∫
M

dµeiTH , as quais representam uma transformada de Fourier-Laplace
de algumas medidas bem definidas dµ sobre uma variedade M em termos de funções dife-
renciáveis H. Um método comum para calcular tais integrais é o método de aproximação
de fase estacionária, ou método aproximação do ponto de sela, o qual expressa o fato de
que para grandes valores do parâmetro T a principal contribuição vem dos pontos cŕıticos
de H.

Primeiramente é necessário estabelecer um conceito geral de cohomologia equivariante,
o qual é fundamental para compreender teorias gerais de localização via o teorema de
Berline-Vergne. Colocando isto num contexto de geometria simplética, é posśıvel estabe-
lecer um critério para aproximações de fase estacionária para integrais oscilatórias serem
cálculadas exatamente, o que é um forte teorema estabelecido por Duistermaat-Heckman.

4.1 Prinćıpios Básicos

4.1.1 Exemplo: Esfera S2

Primeiramente vamos considerar um exemplo mais simples de localização. Seja S2 uma
2-esfera de raio unitário imersa em R3. Por conveniência, vamos convencionar a esfera
com o seu ponto inferior tangenciando o plano xy, centrada em z = a e simetricamente
em torno do eixo z. Ou seja, podemos representar as suas coordenadas por

x = sin θ cos φ

y = sin θ sin φ

z = a− cos θ; 0 ≤ θ ≤ π e 0 ≤ φ ≤ 2π, (4.1)

S2 = {(x, y, z) ∈ R3|x2 + y2 + (z − a)2 = 1}. (4.2)

A função que mede a altura de um ponto da esfera com relação ao plano xy é dada por

h0(θ, φ) = a− cos θ. (4.3)

Estamos interessados em calcular a seguinte integral oscilatória,

Z0(T ) =

∫
dΩeiTh0(θ,φ) =

∫ π

0

∫ 2π

0

dθdφ sin θeiTh0(θ,φ). (4.4)

A medida de integração representa o volume sobre S2 e T é algum parâmetro real. Vamos
calcular explicitamente esta integral:

Z0(T ) = 2π

∫ 1

−1

d cos θeiT (a−cos θ)

=
2πi

T

(
eiT (a−1) − eiT (a+1)

)
=

4π

T
eiTa sin T. (4.5)
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Podemos tirar importantes conclusões das caracteŕısticas apresentadas no resultado (4.5).
O primeiro deles é que a função Z0(T ) pode ser expressa apenas como a soma de dois
termos, os quais estão relacionados aos dois extremos da função (4.3), ou seja, o ponto
de máximo no pólo norte e o ponto de mı́nimo no pólo sul. O sinal de menos entre
os dois termos surge da signatura da matriz Hessiana de h0, onde o máximo contribui
com um sinal negativo e o mı́nimo com um sinal positivo. O fator 2πi/T pode ser
compreendido como a contribuição do determinante 1-loop quando (4.3) é expandido
em ordens quadráticas de (θ, φ) e então a aproximação WKB é utilizada. A segunda
caracateŕıstica é devida à simetria entre a medida de integração globalmente definida e
a função no integrando, sendo responsável para um simples cálculo de (4.4). Isto quer
dizer que existe uma independência com relação à coordenada φ, a qual é representada
por uma invariância sob as translações φ → φ + φ0, onde φ0 ∈ [0, 2π), geradas por um
grupo U(1) ∼ S1. Portanto, a existência de um grupo de simetria agindo sobre S2, o
qual serve como um mecanismo para a localização de Z0(T ) sobre os pontos estacionários
de h0, fornece-nos uma indicação de que podeŕıamos compreender estes procedimentos
explorando caracteŕısticas globais não triviais do espaço quociente S2/S1:

S2/U(1) ' [0, 1]. (4.6)

4.1.2 Modelo de Cartan para Cohomologia Equivariante

Primeiramente vamos relembrar o que a ação de um grupo de Lie G sobre uma vari-
edade M . Representamos esta ação à esquerda pelo seguinte mapa,

G×M → M

(g, x) 7→ g.x, g ∈ G e x ∈ M. (4.7)

Para um g ∈ G fixo, a função x → g.x é um difeomorfismo sobre M . Um exemplo de
uma ação deste tipo pode ser encontrada no contexto de Teoria Quântica de Campos
Topológica, onde M pode ser visto como o espaço das conexões de uma teoria de gauge
e G é o grupo de transformações de gauge. O espaço M modulado pela a ação do grupo
é conhecido como espaço modulo das órbitas de gauge.

Aqui estamos interessados em compreender a cohomologia de M dada a ação do grupo
G, o que implicará no que chamaremos de cohomologia G-equivariante [8]. O espaço das
órbitas M/G é uma classe de equivalência {x ∼ x′|x′ = g.x, g ∈ G}, e a sua topologia é
uma topologia induzida de M . Portanto, temos aqui uma importante definição dos grupos
de cohomologia equivariante:

Definição 4.1. Se a G-ação sobre M é livre, ou seja, g.x = x ⇔ g = e,∀x ∈ M , então o
espaço das órbitas M/G é também uma variedade diferenciável de dimensão dimM−dimG
e a cohomologia G-equivariante de M é simplesmente definida como a cohomologia de De
Rham do espaço quociente M/G,

Hk
G(M) ≡ Hk(M/G). (4.8)

Para uma ação de um grupo que não é livre, é necessário tomarmos alguns cuidados
pois o espaço pode ficar singular. A dimensão da órbita G.x = {g.x|g ∈ G} de um ponto
x ∈ M é dimG − dimGx, onde Gx = {g ∈ G|g.x = x} é o subgrupo de isotropias. Se
M/G é singular, denominamos-lo de orbifold.

O entendimento completo da cohomologia equivariante consiste agora em procurar
definir uma forma diferencial sobre uma variedade M , a qual a informação da ação de
um grupo G está contida. Desta forma, consideremos um mapa f : M1 → M2 entre
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duas variedades diferenciáveis com uma G-ação sobre elas. Dizemos que o mapa f é
equivariante com relação à ação do grupo G se

f(g.x) = g.f(x), ∀x ∈ M1 e ∀g ∈ G. (4.9)

Agora vamos estender este conceito para formas diferenciais. Para essa extensão, con-
sideremos funções polinomiais da álgebra de Lie g de G = exp (g) na álgebra exterior

ΛM ≡
n⊕

k=0

ΛkM da variedade M . Representaremos essas funções como elementos perten-

centes à álgebra S(g∗) ⊗ ΛM , onde S(g∗) é a álgebra simétrica sobre o espaço vetorial
dual à g, g∗, ou seja, a álgebra das funções polinomiais sobre g. Logo, a ação de g ∈ G
sobre um elemento α ∈ S(g∗)⊗ ΛM é dada por

(g.α)(X) = g.
(
α(Ad(g−1).X)

)
= g.

(
α(g−1Xg)

)
, (4.10)

onde X ∈ g. Portanto, de (4.10) segue que (4.9) é satisfeita para mapas do tipo α : g →
ΛM na sub-álgebra G-equivariante ΛGM = (S(g∗)⊗ ΛM)G. Os elementos que pertencem
à ΛGM são chamados formas diferenciais equivariantes e satisfazem a relação

α(Adg.X) = g.α(X). (4.11)

Em termos da álgebra de Lie, os elementos de G são representados na seguinte forma
exponencial,

g = ecaXa

, (4.12)

onde ca são constantes e {Xa} = {(∂/∂ca)g|c=0} é o conjuntos dos geradores da álgebra
g, os quais são vistos como uma base do espaço tangente na identidade sobre a variedade
do grupo de Lie G. Sabemos que os elementos do conjunto {Xa} satisfazem a condição
[Xa, Xb] = fabcXc, onde fabc são constantes de estrutura e definem a representação ad-
junta de G, (AdXa)bc = ifa

bc.
Como já sabemos dos caṕıtulos anteriores, a ação do grupo G sobre a variedade M é

representada localmente por fluxos cont́ınuos,

gt.x = x(t), t ∈ R+. (4.13)

A ação induzida sobre as formas diferenciais são dadas por

(gt.α)(x) = α(x(t)). (4.14)

Por exemplo, para f ∈ Λ0M temos uma ação que representa o fluxo do grupo sobre
funções diferenciáveis C∞(M),

(gt.f)(x) = f(x(t)) = etV (x(t))f(x), (4.15)

onde V (x(t)) = V µ(x(t))∂/∂xµ = ẋµ(t)∂/∂xµ é um campo vetorial o qual define as curvas
de simetria sobre M , uma vez que os seus componentes representam os geradores da
álgebra g na variedade. Sabemos também que a G-ação infinitesimal sobre as formas de
mais alto grau é gerada pela derivada de Lie ao longo do campo vetorial V , LV = diV +iV d,
a qual preserva a estrutura da álgebra de Lie,

[LV a ,LV b ] (α) = fabcLV c(α), ∀α ∈ ΛM. (4.16)

Com as considerações preliminares que temos até o presente momento, os elementos
básicos para definir o modelo de Cartan para a G-cohomologia equivariante já estão
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colocados. Por definição, o grau de uma forma diferencial equivariante é a soma do grau

da forma ordinária e duas vezes o grau polinomial da parte S(g). Denotaremos {φa}dimG
a=1

como o conjunto das bases do espaço g∗ tal que φa(Xb) = δab. Definimos um mapa linear

sobre a álgebra ΛGM = (S(g∗)⊗ ΛM)G,

dg : Λk
GM → Λk+1

G M, (4.17)

por
dgφ

a = 0, dgα = (1⊗ d− φa ⊗ iV a)α, α ∈ ΛM (4.18)

⇒ (dgα)(X) = (d− iV )(α(X)). (4.19)

O quadrado do operador dg resulta na identidade de Cartan-Weil,

d2
g = −φa ⊗ (diV a + iV ad) = −φa ⊗ LV a . (4.20)

O operador dg é nilpotente se, e somente se, está agindo sobre a álgebra ΛGM das formas
diferenciais equivariantes. Então o conjunto das álgebras G-invariantes {Λk

GM}k∈Z+ e as
derivadas dg definem o complexo G-equivariante da variedade M . Como no caso da co-
homologia de De Rham, definição (3.1), podemos analisar o quociente entre o espaço das
formas fechadas equivariantemente, dgα = 0, pelo espaço das formas exatas equivariante-
mente, α = dgβ,

Hk
G(M) = ker dg|Λk

GM/imdg|Λk−1
G M , (4.21)

chamado Grupo de Cohomologia G-Equivariante de M , conhecida também como modelo
de Cartan. Segue das definições acima que, se o grupo G é trivial, ou seja, se G consiste
apenas do elemento identidade, conclúımos que Hk

G(M) coincide com o grupo de coho-
mologia de De Rham. Também temos que a cohomologia G-equivariante de um ponto é
a álgebra dos polinômios G-invariantes sobre o espaço g, ou seja, HG(pt) = S(g∗)G.

4.1.3 Fibrados do Ponto de Vista Equivariante

Sabemos da definição (2.20) que localmente o fibrado é trivial, mas a sua estrutura
global pode ser “twisted” em muitas formas. Uma forma de medirmos a não-trivialidade
dos fibrados é analisarmos as classes de cohomologia do espaço base sobre o qual o fibrado é
definido. Essas classes de cohomologia são chamadas classes caracteŕısticas [11, 32], onde
a sua não-trivialidade implica em uma estrutura de fibrados não-trivial. Essas noções
podem ser estendidas para o caso que estamos propondo de cohomologia equivariante de
uma variedade, o qual implicará no estudo de fibrados equivariantes. Podemos dizer que
um fibrado E π−−−−−→M é G-equivariante se existem G-ações sobre o espaço total E e a
variedade M tais que

g.π(x) = π(g.x), ∀x ∈ E e g ∈ G, (4.22)

onde π é o mapa das projeções do espaço total para a variedade. Sendo assim, vamos
agora definir o espaço das formas diferenciais sobre M e que assumem valores no fibrado
por

Λk(M,E) ≡ ΛkM ⊗ E. (4.23)

Portanto, podemos dizer que a ação do grupo G sobre as formas diferenciais com valores
assumidos no fibrado é gerada pela derivada de Lie LV .

No caso onde consideramos a cohomologia de De Rham, as não trivialidades do fibrados
aparecem devido à necessidade de especificar como conectar as diferentes fibras. Isto é
feito utilizando um objeto geométrico definido sobre M que assume valores em E. Este
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objeto é chamado conexão e a sua ação sobre as seções do fibrado especifica o transporte
paralelo ao longo das fibras de acordo com a informação da derivada covariante,

∇ ≡ d + Γ. (4.24)

A escolha da conexão equivale a escolha do componente horizontal Hp do espaço tangente
ao ponto p ∈ E, TpE = Vp ⊕ Hp. Quando estamos olhando para o fibrado principal
P π−−−−−→M , como discutido na subseção (2.5.2), onde a fibra t́ıpica é o próprio grupo de
estrutura G, requeremos, além da divisão do espaço tangente em TpP = Vp ⊕Hp, que os
componentes Vp e Hp sejam G-equivariantes. Portanto temos que Hp → Hp.g sob a ação
de g ∈ G. O espaço vertical é isomórfico à álgebra do grupo G, Vp

∼= g, o que implica que
uma conexão Γ é uma 1-forma globalmente definida com valores na álgebra de Lie g, ou
seja, Γ ∈ Λ1(P, g).

Quando temos um fibrado G-equivariante, assumimos que a derivada covariante é
G-invariante e esta informação é dada por,

[∇,LV a ] = 0. (4.25)

Relembrando a definição de derivada exterior equivariante (4.18), generalizamos a derivada
covariante do seguinte modo:

∇gα = (1⊗∇− φa ⊗ iV a)α, (4.26)

onde α ∈ ΛG(M,E). Da identidade de Cartan-Weil (4.20), definimos a curvatura equiva-
riante da conexão (4.26),

Fg = (∇g)
2 + φa ⊗ LV a , (4.27)

onde de (4.25) temos a identidade de Bianchi

[∇g, Fg] = 0. (4.28)

Vamos agora explicitar a curvatura (4.27),

Fg = (1⊗∇− φa ⊗ iV a)2 + φa ⊗ LV a

= ∇2 + (φa ⊗ iV a)2 − [φa ⊗ iV a ,1⊗∇] + φa ⊗ LV a

= F + φa ⊗ LV a − [φa ⊗ iV a ,1⊗∇] (4.29)

⇒ Fg = F + µ, (4.30)

onde
µ ≡ φa ⊗ LV a − [φa ⊗ iV a ,1⊗∇] (4.31)

é o mapa momento da G-ação com respeito à conexão ∇. O mapa momento é uma
extensão G-equivariante da 2-forma curvatura ordinária, F = ∇2 = dA + 1/2[A,A], de
uma 2-forma covariantemente fechada, [∇, F ] = dF + [A,F ] = 0, para uma equivariante
fechada no sentido de (4.28).

Avaliando o valor de (4.27) com relação à X ∈ g temos

Fg(X) = F + µ(X) ≡ F + µV ≡ FV , (4.32)

onde V ∈ TM ⊗W , sendo W o espaço para uma representação ρ de G. Portanto,

µV = LV − [iV ,∇]. (4.33)

Localmente, consideramos que o mapa momento é dado por

µ : ΛU ⊗W → g∗, (4.34)

onde U é um aberto de M . De (4.28) temos

[∇g, Fg] = [1⊗∇, µ]− [φa ⊗ iV a ,1⊗ F ] = 0 (4.35)

∴ ∇µV = iV F. (4.36)
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4.1.4 Prinćıpio de Localização

Seja M uma variedade diferenciável, orientável, compacta e sem fronteira. Denotemos
V como sendo um campo vetorial sobre M o qual corresponde à alguma ação do grupo
ciclo, G = U(1) ∼ S1, sobre M . Neste caso o fator multiplicador φ ∈ S(u(1)∗) em (4.18),
o qual é um funcional linear sobre a álgebra de Lie unidimensional do grupo U(1), não
será importante para o que se segue. Por conveniência adotaremos φ = −1. Portanto,

para uma U(1)-ação livre sobre M temos (S(u(1)∗)⊗ ΛM)U(1) = S(u(1)∗)⊗ Λ(M/U(1))
como o espaço das forma equivariantes. A cohomologia equivariante corresponde à analise
da derivada exterior equivariante denotada por

du(1) ≡ dV = d + iV (4.37)

agindo sobre a álgebra
ΛV M = {α ∈ ΛM |LV α = 0}. (4.38)

Veremos que este é um ponto fundamental para as teorias de localização, o que quer dizer
que a cohomologia equivariante é apenas determinada pelos pontos fixos de uma G-ação.
Mais especificamente, veremos como tirar toda informação necessária do seguinte conjunto
de pontos,

MV = {x ∈ M |V (x) = 0}. (4.39)

O nosso objetivo neta seção é, dada uma integral do tipo
∫

M
α sobre a variedade M de

uma forma diferencial equivariantemente fechada α ∈ ΛV M , dV α = 0, desejamos mostrar
que esta integral depende somente do conjunto pontos fixos (4.39) da U(1)-ação sobre M .
Para isto, seja λ uma forma diferencial restrita ao espaço M − MV , tal que dV λ = α.
Esta condição implica que a forma α é equivariantemente exata fora da região (4.39).
Desde que a integração de α sobre M é feita para os componentes α

[dimM ]
e ∂M = ∅

por construção, segue do teorema de Stokes (3.11) que
∫

M
α tem contribuições de uma

vizinhança de MV em M .
A construção de λ é devida à restrições geométricas sobre a variedade M . Precisamos

aqui de condições de simetria sobre M , como estabelecida pela definição (2.5), a qual
é especificada se assumimos uma estrutura Riemanniana globalmente definida e U(1)-
invariante, ou seja, M admite um tensor métrico g = gµνdxµ ⊗ dxν que é invariante sob
a ação de grupo U(1) gerada por V ,

LV g = 0. (4.40)

Explicitando as coordenadas, como feito para (2.57), temos

gµλ∇νV
λ + gνλ∇µV

λ = 0. (4.41)

Como sabemos da subseção (2.2.3), os campos vetoriais que satisfazem a equação (4.40)
são os campos de Killing, os quais são geradores do grupo de isometrias sobre M . Devido
a dualidade definida pelo tensor métrico, temos que a 1-forma dual ao campo V é dada
por

β = g(V, ·) = gµν(x)V ν(x)dxµ, (4.42)

onde podemos aplicar o operador (4.20) que resulta em

d2
V β = LV β = LV g(V, ·) = (LV g)(V, ·) + g(LV V, ·) = 0. (4.43)

Portanto, β é uma 1-forma diferencial equivariante. Podemos também aplicar sobre β
(4.37) e separar o resultado em duas partes importantes dadas por

dV β ≡ ΩV + KV

= (d + iV )g(V, ·) = dβ + g(V, V ), (4.44)
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onde
ΩV = dβ = dg(V, ·) ⇒ (ΩV )µν = gµλ∇νV

λ − gνλ∇µV
λ (4.45)

e
KV = g(V, V ) = gµν(x)V µ(x)V ν(x). (4.46)

Logo, fora da região (4.39) temos KV 6= 0, e portanto segue que dV β é inverśıvel sobre
M −MV . Agora definimos uma forma diferencial não-homogênea por

ξ ≡ β(dV β)−1, (4.47)

onde segue que sobre M −MV temos

dV ξ = dV β(dV β)−1 − β(dV β)−2d2
V β = 1 (4.48)

e
LV ξ = LV β(dV β)−1 − β(dV β)−2LV dV β = 0. (4.49)

Logo definimos a forma λ pela qual estávamos procurando,

λ ≡ ξα, (4.50)

onde
α = 1.α = (dV ξ)α = dV (ξα). (4.51)

Um outro ponto importante para a teoria de localização equivariante é dado em termos
de argumentos de cohomologia. Vamos considerar uma forma ordinária fechada ω, dω = 0,
e uma outra forma qualquer λ, tal que

∫

M

(ω + dλ) =

∫

M

ω. (4.52)

Como ω′ ≡ ω + dλ também é fechado, dω = 0, temos que a integral depende somente da
classe de cohomologia definida por ω. Desde que, para uma G-ação sobre M , a integração
de uma forma diferencial toma somente os componentes de maior ordem, para qualquer
forma diferencial α fechada equivariantemente podemos usar o teorema de Stokes (3.11),

∫

M

(α + dgλ) =

∫

M

α. (4.53)

A integração de uma forma diferencial equivariante, a qual depende apenas das classes de
cohomologia equivariante, define dado por

∫
M

: HG(M) → S(g∗)G, onde

(∫

M

α

)
(X) =

∫

M

α(X), X ∈ g e

∫

M

α ∈ S(g∗)G. (4.54)

Vamos considerar a forma β como definida por (4.42), a qual é fundamental para a
análise da integral que se segue:

Z(s) ≡
∫

M

αe−sdV β, s ∈ R+. (4.55)

Podemos notar que se tomarmos o limite para s → 0 temos como resultado a simples
integral da forma α sobre M , ou seja,

∫
M

α. Olhando o resultado (4.44) podemos analisar
o limite para s → ∞. Substituindo dV β = dβ + |V |2 na integral (4.55), vemos que o
resultado é uma gaussiana em V e, portanto, quando tomamos o limite s →∞ em (4.55)



4. Cohomologia Equivariante e Prinćıpio de Localização 44

temos uma forma gaussiana crescentemente afinada em torno de MV ⊂ M . Uma outra
propriedade interessante de (4.55) é a sua independência com relação ao parâmetro s, a
qual pode ser vista se derivarmos (4.55) com relação a s:

d

ds
Z(s) = −

∫

M

α(dV β)e−sdV β = −
∫

M

dV (β ∧ α)e−sdV β

= −
∫

M

βdV

(
αe−sdV β

)
= s

∫

M

β ∧ α(LV β)e−sdV β = 0, (4.56)

onde usamos

(4.47) em (4.51) ⇒ α = dV

(
β ∧ α

dV β

)
=

dV (β ∧ α)

dV β
(4.57)

e
LV β = 0. (4.58)

Uma vez que (4.55) é independente de s, conclúımos que o limite s →∞ resulta em

lim
s→∞

∫

M

αe−sdV β =

∫

M

α. (4.59)

A integral (4.59) estabelece o prinćıpio de localização de
∫

M
α no subespaço dos pontos

fixos (4.39).

4.1.5 O Teorema de Berline-Vergne

O subespaço dos pontos fixos MV (4.39) da U(1)-ação sobre M consiste de pontos

isolados e discretizados. É importante ressaltar que, se M é compacta, então MV é um
conjunto finito de pontos. Também é posśıvel estabelecer prinćıpios de localização para
variedades não compactas, mas para isto é necessário um formalismo mais complexo que
utiliza teoria de distribuições e conjuntos de poliedros.

É conveniente tentarmos reescrever o lado esquerdo de (4.59), e para isto vamos in-
troduzir um novo conjunto de variáveis que anti-comutam, ou seja, variáveis fermiônicas
ψµ tais que

ψµψν = −ψνψµ (4.60)

e que geram a álgebra exterior ΛM . Portanto, identificaremos {ψµ}m
µ=1 com o conjunto

de bases locais {dxµ}m
µ=1, sendo m a dimensão da variedade M . Agora ΛkM é gerado por

{ψµ}k
µ=1 e esta definição torna ΛM numa álgebra de Grassmann gradeada com os seus

geradores {ψµ}n
µ=1 tendo gráu 1. Vamos supor que

α = α(0) + α(1) + ... + α(m), α(k) ∈ ΛkM, (4.61)

∴ α(k)(x, ψ) ≡ α(k)
µ1...µk

(x)ψµ1 ...ψµk , (4.62)

onde α(x, ψ) são funções que tomam valores sobre o fibrado exterior, o qual é considerado
como uma super-variedade M ⊗ ΛM 2m-dimensional com coordenadas locais (x, ψ).

A integração das formas diferenciais é agora realizada de acordo com as regras de
integração de Berezin para variáveis grassmanianas (apêndice A). Estas regras são dadas
por ∫

dψµψµ = 1 e

∫
dψµ = 0. (4.63)

Uma integral muito útil, a qual pode ser derivada das regras (4.63), é dada por
∫

dmψe
1
2
ψµAµνψν

= det A1/2 = PfaffA, (4.64)
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onde dmψ = dψmdψm−1...dψ1 e Aµν são os elementos de uma matriz anti-simétrica de
ordem 2m. As regras de diferenciação são tais que (4.63) são vistas como anti-derivadas,
o que segue a seguinte regra {

∂

∂ψµ
, ψν

}
= δν

µ. (4.65)

Com as regras (4.63) e (4.65) temos
∫

dψµ d

dψµ
f(ψµ) = 0 desde que

∫
dψµf(ψµ) =

d

dψµ
f(ψµ). (4.66)

Agora estamos prontos para reescrever (4.59) e calculá-la explicitamente. Segue de
(4.44) que

∫

M

α = lim
s→∞

∫

M⊗Λ1M

dmxdmψα(x, ψ) exp
[
−s

2
ψµ(ΩV )µν(x)ψν − sgµν(x)V µ(x)V ν(x)

]
,

(4.67)
onde dmxdmψ é a medida de integração sobre o espaço M ⊗Λ1M e dmx = dx1∧ ...∧dxm.
O cálculo da integral (4.67) no limite s →∞ é feita utilizando as seguintes representações
da função delta de Dirac:

δ(ψ) = lim
s→∞

(−s)−m/2 1

PfaffΩV

e−
s
2
ψµ(ΩV )µν(x)ψν

δ(V ) = lim
s→∞

( s

π

)m/2 √
det ge−sgµν(x)V µ(x)V ν(x), (4.68)

as quais podem ser verificadas das identidades
∫

dmψδ(ψ) = 1
∫

dmxδ(V ) = 1. (4.69)

Substituindo a informação contida na equação de Killing (4.41) em (4.45) temos

(ΩV )µν = 2gµλ∇νV
λ. (4.70)

Usando (4.68) em (4.67) temos
∫

M

α = lim
s→∞

∫

M⊗Λ1M

dmxdmψα(x, ψ)
PfaffΩV (x)√

det g(x)
δ(ψ)δ(V ). (4.71)

A integração sobre o espaço Λ1M cancela a dependência de todos os componentes da
k-formas da forma α, exceto a parte da função C∞, α(0)(x) ≡ α(x, 0). Além disso, temos
também que a integração sobre M é responsável por localizar a integral (4.71) em uma
soma sobre os pontos de MV . Para explicitar este resultado, temos que considerar o fator
jacobiano | det dV (p)| da transformação de coordenadas x → V (x), onde a função delta
δ(V (x)) é vista como uma soma de funções deltas

∑
p δ(x− p), para p ∈ MV .

Proposição 4.1. Seja g(x) uma função com zeros simples sobre o eixo real. Então

δ(ax) =
1

a
δ(x), a > 0 (4.72)

e

δ(g(x)) =
∑

a

δ(x− a)

|g′(a)| , g(a) = 0 e g′(a) 6= 0 (4.73)
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Demonstração.

∫ +∞

−∞
f(x)δ(ax)dx =

1

a

∫ +∞

−∞
f

(y

a

)
δ(y)dy =

1

a
f(0). (4.74)

No próximo caso é necessário considerar apenas as contribuições da soma sobre pequenos
intervalos contendo os zeros de g(x):

∫ +∞

−∞
f(x)δ(g(x))dx =

∑
a

∫ a+ε

a−ε

f(x)δ(g(x))dx

≈
∑

a

∫ a+ε

a−ε

f(x)δ(g(a)+(x− a)g′(a))dx =
∑

a

∫ a+ε

a−ε

f(x)δ((x− a)g′(a))dx

=
∑

a

1

|g′(a)|
∫ a+ε

a−ε

f(x)δ(x− a)dx. (4.75)

Substituindo (4.70) em (4.71) e observando que ∇V (p) = dV (p) e PfaffΩV (p) =√
det ΩV = 2m/2

√
det(dV (p)) det(g(p)), temos

∫

M

α = (−π)m/2
∑

p∈MV

α(0)(p)

| det dV (p)|
PfaffΩV (p)√

det g(p)

= (−2π)m/2
∑

p∈MV

α(0)(p)

PfaffdV (p)
. (4.76)

Um outro ponto importante está em observarmos a informação de simetria da derivada
de Lie como uma transformação linear, ou seja, para V µ(p) = 0 temos que

LV W |x=p ≡ LV (p)W = ∂νV
µ(p)W ν(p)∂µ|x=p → dV (p). (4.77)

Portanto temos a fórmula de localização estabelecida por Berline e Vergne:

∫

M

α = (−2π)m/2
∑

p∈MV

α(0)(p)

PfaffLV (p)
. (4.78)

4.2 Teoria de Localização de Dimensão Finita para Sistemas Dinâmicos

4.2.1 Extensão Equivariante Sobre Variedades Simpléticas

Seja G um grupo de Lie que age sobre uma variedade simplética M , descutida na
subseção (2.3.4), onde a álgebra de G é gerada por vetores {V a}, com [V a, V b] = fabcV c.
Assumimos também que a ação de G sobre M é simplética, ou seja, ela preserva a estrutura
simplética,

LV aω = (iV ad + diV a)ω = 0, (4.79)

como ω é uma 2-forma fechada e
diV aω = 0. (4.80)

Vamos considerar um fibrado linha L → M onde a conexão 1-forma é o potencial
simplético θ. Se θ satisfaz a relação

LV aθ = 0, (4.81)
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de acordo com os conceitos desenvolvidos na subseção 4.1.3 a equação (4.81) define um
fibrado G-equivariante, que representado por uma derivada covariante G-invariante ∇ =
d + θ. O mapeamento momento associado, H : M → g∗, avaliado sobre um elemento da
álgebra de Lie X ∈ g, com campo vetorial V sobre M associado, é chamado correspondente
Hamiltoniano à V ,

HV = LV − [iV ,∇]

= LV − [iV , d]− [iV , θ]

= iV θ = V µθµ. (4.82)

Portanto, diferenciando o Hamiltoniano e utilizando (4.81) temos

dHV = d(iV θ) = −iv(dθ) = −iV ω. (4.83)

Em coordenadas locais temos

∂µHV (x) = V ν(x)ωµν(x) ⇒ V (x) = ωµν∂µHV (x)∂ν . (4.84)

Portanto, os componentes do mapa momento, H = φa ⊗Ha, obedecem a relação

dHa = −iV aω. (4.85)

Das relações (4.80) e (4.85) vemos que estamos tratando com 1-formas iV aω fechadas e ao
mesmo tempo exatas, ou seja, o espaço considerado obedece H1(M,R) = 0. Quando um
momento com essas caracteŕısticas existe como um mapa C∞ globalmente definido sobre
M , dizemos que a ação do grupo é hamiltoniana. O campo vetorial V o qual satisfaz (4.84)
é chamado de campo vetorial Hamiltoniano, de acordo com a definição (2.9), associado
com HV e chamaremos a tripla (M,ω, HV ) um sistema Hamiltoniano ou dinâmico.

As curvas integrais que definem a evolução temporal da teoria são os fluxos de campo
vetorial Hamiltoniano definido por (4.84). Logo as equações de movimento são dadas
pelas curvas integrais,

ẋµ(t) = ωµν(x(t))∂νHV (x(t)) = {xµ, HV }ω (4.86)

∴ q̇µ =
∂H

∂pµ

e ṗµ = −∂H

∂qµ
, (4.87)

onde estamos usando as coordenadas canônicas para a forma simplética, ω = dpµ ∧ dqµ,
como no resultado (2.80). Sabemos que o parênteses de Poisson do Hamiltoniano com
qualquer outra função f determina a evolução temporal, ou seja, nos permite conhecer a
variação de f ao longo da trajetória clássica do sistema dinâmico:

{xµ, HV }ω = LV f =
d

dt
f(x(t))

∣∣∣∣
t=0

. (4.88)

Em analogia com a subseção 4.1.3, temos que a curvatura equivariante do fibrado com
conexão θ é uma extensão equivariante da 2-forma simplética dada por

ωg = 1⊗ ω − φa ⊗Ha, (4.89)

onde a principal propriedade é mantida, (4.89) é equivariantemente fechada,

(dgωg)(X) = (d− iV )(ω −HV )

= dω − dHV − iV ω︸︷︷︸
(4.83)

= 0. (4.90)
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Notemos também que
dgθ = 1⊗ dθ − φa ⊗ iV θ = ωg. (4.91)

Vamos agora analisar as informações algébricas contidas no sistema dinâmico. O
parênteses de Poisson dos Hamiltonianos é calculado utilizando (4.84),

{Ha, Hb}ω = ωµν∂µH
a∂νH

b = ωµνV aκωµκV
bλωνλ

= δν
κV

aκV bλωνλ = ωκλV
aκV bλ

= ω(V a, V b) = V aµ∂µH
b

= LV aHb = −LV bHa. (4.92)

Como a identidade de Jacobi é respeitada, {f, {g, h}ω}ω+{g, {h, f}ω}ω+{h, {f, g}ω}ω = 0,
o mapa Ha 7→ V a é um homomorfismo das álgebras de Lie (Λ0M, {·, ·}ω) → (TM, [·, ·]).
Portanto se {A,B}ω ≡ C, temos

{f, {g, h}ω}ω+{g, {h, f}ω}ω+{h, {f, g}ω}ω = 0 ⇒ LC = LALB−LBLA = L{A,B}ω (4.93)

∴ V {Ha,Hb}ω = [V a, V b]. (4.94)

4.2.2 Teorema de Duistermaat-Heckman

Agora vamos considerar uma ação de um grupo ciclico abeliano sobre uma variedade
simplética M . Em outras palavras, o campo vetorial hamiltoniano definido em (4.84)
representa o gerador da ação de um grupo de 1-parâmetro sobre o espaço de fase M . As
órbitas de V geram o grupo U(1) ∼ S1. Assumiremos também que o Hamiltoniano H
definido como na subseção anterior é uma função de Morse. Isto significa que os pontos
cŕıticos {p} do Hamiltoniano, definidos por dH(p) = 0, são isolados e a matrix Hessiana
é dada por

H(x) =

[
∂2H(x)

∂xµ∂xν

]
. (4.95)

Portanto em cada ponto p a matrix Hessiana é não degenerada, ou seja,

detH(p) 6= 0. (4.96)

Notemos de (4.84) que os pontos cŕıticos de H são os mesmos pontos do espaço MV (4.39)
com relação ao campo vetorial V .

Sabemos que uma quantidade importante para obter informações sobre o sistema
dinâmico em estudo é a chamada função de partição clássica. Também temos que cada
ponto do espaço de fase é um estado clássico do sistema e a energia total é determinada
pelo Hamiltoniano. Portanto, de acordo com prinćıpios gerais da Mecânica Estat́ıstica,
a função de partição é constrúıda fixando em cada ponto x ∈ M o peso de Boltzmann
eiTH(x) e somando sobre todos os estados posśıveis do sistema. Gostaŕıamos também de
obter uma quantidade invariante sob transformações que preservam o volume do espaço
de fase M , ou seja, a medida de Liouville dµL = ωm/m! =

√
det ω(x)d2mx, e por con-

sequência as equações clássicas de movimento. Usando a medida de Liouville para obter
uma quantidade invariante por transformações canônicas, temos que a função de partição
clássica é dada por

Z(T ) =

∫

M

ωm

m!
eiTH =

∫

M

d2mx
√

det ω(x)eiTH(x). (4.97)

Quando as integrais são oscilatórias como a função de partição acima e queremos obter
informações sobre o comportamento de tais integrais, podemos calculá-la usando o método
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de aproximação de fase estacionária usando os limites para T → ∞. Neste limite o
integrando de Z(T ) oscila muito rapidamente e amortece para um valor tendendo a zero.
Portanto, a integral tem uma expansão assimptótica em potências de 1/T . Quanto maior
o valor de T , mais o integrando vai à zero e a integral se localiza em torno dos valores
estacionários sempre quando a função H(x) têm extremos.

Utilizando o lema de Morse [31], é posśıvel calcular o termos de primeira ordem do
resultado do método de aproximação de fase estacionária aplicado à integral (4.97). O
resultado de um extenso cálculo [26, 27] é

Z(T ) =

(
2πi

T

)k ∑
p∈MV

(−i)λ(p)eiTH(p)

√
det ω(p)

detH(p)
+O

(
1

T n+1

)
, (4.98)

onde λ(p) é o ı́ndice de Morse dos pontos cŕıticos {p}, o qual define o número de autovalores
negativos numa diagonalização da matriz Hessiana de H em p.

Vamos agora anunciar o importante resultado obtido por Duistermaat-Heckman: Seja
M uma variedade simplética e compacta. Suponha que o campo vetorial V definido por
(4.84) gera uma ação Hamiltoniana global de um grupo de toro T = (S1)m sobre M .
Desde que o conjunto dos pontos cŕıticos do hamiltoniano H coincide com os pontos fixos
do conjunto MV da T -ação sobre M , podemos aplicar o teorema de Darboux equivariante
para o sistema Hamiltoniano.

A ação do toro é localmente linear e tem a forma de m geradores de rotação canônica,

V =
m∑

µ=1

λµ(p)

i

(
pµ

∂

∂qµ
− qµ ∂

∂pµ

)
, p ∈ MV . (4.99)

A equação (4.84) nos permite explicitar o Hamiltoniano,

dHV = ∂µHV (x)dxµ = −
m∑

µ=1

λµ(p)

i
(pµdpµ + qµdqµ)

⇒ H(x) = H(p) +
m∑

µ=1

iλµ(p)

2

(
p2

µ + q2
µ

)
. (4.100)

Neste caso as equações do movimento nos dizem que

q̇µ =
∂H

∂pµ

⇒ q̇µ = iλµ(p)pµ

ṗµ = −∂H

∂qµ
⇒ ṗµ = −iλµ(p)qµ (4.101)

∴ (pµ(t), qµ(t)) ∼ eiλµt, (4.102)

o que implica que o fluxo determinado pelas equações de movimento são ćırculos em torno
dos pontos cŕıticos, os quais dão uma representação expĺıcita da T -ação Hamiltoniana
localmente sobre M . Devido a (4.100) temos que cada integração em (4.97) é puramente
gaussiana e, portanto, os termos de ordem superior no cálculo da aproximação de fase
estacionária são zeros e a função de partição é dada exatamente pelo termo principal de
(4.98).

Vamos supor que V seja um campo vetorial Hamiltoniano, o qual gera as ações de
ciclo simpléticas sobre o espaço de fase M que admite uma estrutura global Riemanniana.
Logo V é um campo de Killing. Sendo assim, vamos utilizar os conceitos da subseção
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anterior e convenientemente reescrever a função de partição (4.97) na linguagem de formas
diferenciais. Seja a seguinte função de partição,

Z(T ) =

∫

M

α, (4.103)

onde

α ≡ 1

(iT )m
eiT (ω−H) =

1

(iT )m
e−iTH

m∑

k=0

(iT )k

k!
ωk (4.104)

e

α(2k) =
e−iTH

(iT )m−k

ωk

k!
(4.105)

Como ω − H é equivariantemente fechada, temos a boa propriedade dV α = 0. Isto nos
leva a possibilidade de aplicar a fórmula de localização de Berline-Vergne (4.76), onde
α(0) = e−iTH(p)/(iT )m:

Z(T ) =

(
2πi

T

)m ∑
p∈MV

e−iTH(p)

PfaffdV (p)
. (4.106)

O denominador de (4.106) pode ser encontrado usando (4.84) e (4.95),

(4.84) ⇒ ∂2H(x)

∂xµ∂xν
= ∂µV

λ(x)ωνλ (4.107)

∴ H(p) = dV (p)ω(p) ⇒ dV (p) = ω−1(p)H(p). (4.108)

O Pfaffian de dV (p) tem uma escolha espećıfica de sinal quando tomamos a ráız quadrada
do determinante. O sinal pode ser determinado se olharmos a Hessiana nas coordenadas
de Darboux, onde por (4.100) vemos que ela é diagonal com autovalores iλµ, cada um
com multiplicidade dupla:

H(x) =




iλ1 0
0 iλ1

©
iλ2 0
0 iλ2

© . . .




. (4.109)

Como a forma simplética é anti-simétrica, temos que a matriz dV (p) também é anti-
simétrica com autovalores iλµ. Vamos introduzir a função η-invariante definida por

η(H(p)) ≡ ]autovalores > 0− ]autovalores < 0 = 2
m∑

µ=1

sgniλµ(p), (4.110)

a qual está relacionada com o ı́ndice Morse por

η(H(p)) = 2m− 2λ(p). (4.111)

Pela identidade ±1 = eiπ(±1−1)/2, temos

sgnPfaffdV (p) =
m∏

µ=0

sgniλµ(p) =
m∏

µ=0

ei π
2
(sgniλµ(p)−1)

= e
i π
2
(

m∑
µ=1

sgniλµ(p)−
m∑

µ=1
1)

= ei π
2
(η(H(p))−m)

= e−i π
2
λ(p) = (−i)λ(p). (4.112)
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Portanto chegamos ao resultado final da fórmula de Duistermaat-Heckman,

Z(T ) =

(
2πi

T

)m ∑
p∈MV

(−i)λ(p)e−iTH(p)

√
det ω(p)

detH(p)
, (4.113)

a qual foi derivada primeiramente em [20].

4.2.3 Versão Degenerada do Teorema de Duistermaat-Heckman

Uma generalização do caso anterior é quando estamos considerando um Hamiltoniano
que é degenerado, ou seja, a condição (4.96) não é mais necessariamente válida. Para o
caso degenerado, o conjunto dos pontos cŕıticos do Hamiltoniano MV é agora uma sub-
variedade de M de co-dimensão r ≡ dimM − dimMV . Neste caso devemos considerar
algumas modificações fundamentais em (4.67). A Hessiana de H é zero em todo o espaço
MV , mas assumiremos que ela não é zero nas direções normais à sub-variedade cŕıtica MV .
Portanto é necessário definirmos um fibrado normal NV de MV em M , sendo o espaço de
fase localmente uma união disjunta,

M = MV ∪NV . (4.114)

Por consequência desta definição, podemos considerar que as coordenadas locais sobre M
são dadas por

xµ = xµ
0 + xµ

⊥, (4.115)

onde x0 são coordenadas locais de MV , para as quais V (x0) = 0, e x⊥ são coordenadas
locais de NV . O espaço tangente em qualquer ponto x sobre M também pode ser decom-
posto por

TxM = TxMV ⊕ TxNV , (4.116)

onde a base de TxNV é necessariamente ortogonal à base de TxMV . A base dual que gera
a álgebra exterior de M , ou seja, as variáveis de Grassman ψµ, também são decompostas:

ψµ = ψµ
0 + ψµ

⊥, (4.117)

onde ψµ
0 gera a álgebra ΛMV e ψµ

⊥ gera ΛNV .
O fibrado tangente equivariante tem uma conexão Levi-Civita Γ associada com um

tensor métrico g U(1)-invariante. Sabemos que a derivada de Lie LV induz uma ação não
trivial do grupo sobre as fibras, a qual é dada pela matriz dV . Mais precisamente temos
que relembrar de (4.33), onde ∇ é a conexão do fibrado tangente equivariante. Portanto,
para uma teoria sem torção, temos

T (V,X) = ∇V X −∇XV − [V, X] ≡ 0 ⇒ ∇V X = ∇XV + [V, X] (4.118)

∴ µV X = [V, X]−∇XV − [V, X] = −∇XV ⇒ µV = −∇V (4.119)

⇒ LV = [iV ,∇]−∇V

= V µ∂µ − dV µiV µ − dV. (4.120)

Devido as equações de Killing para V obtemos a relação (4.70), onde podemos ver que a
2-forma ΩV pode ser relacionada com o mapa momento por

(ΩV )µν = 2gµλ(µV )λ
ν . (4.121)
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A curvatura equivariante do fibrado é dada por

RV = R + µV , (4.122)

onde a 2-forma curvatura de Riemann do fibrado tangente é dada por

R = dΓ + Γ ∧ Γ ⇒ Rµ
ν =

1

2
Rµ

νλρ(x)ψλψρ. (4.123)

A decomposição do fibrado tangente nos diz que, o fibrado normal herda uma conexão
U(1)-invariante de TM , e a curvatura e o mapa momento sobre TNV são apenas restrições
dos correspondentes objetos definidos sobre TM . Dada as caracteŕısticas da 2-forma ΩV ,
segue que os geradores ψµ

0 de ΛMV satisfazem

(Ω)µν(x0)ψ
ν
0 = 2(gµλ∂νV

λ)(x0)ψ
ν
0 = 0, (4.124)

sendo que ψµ
0 ∼ dxµ

0 está na direção cotangente à MV [35]. Para grandes limites de s em
(4.67) a integral será localizada na vizinhança de MV , mas devido a linearização (4.115)
a localização será aproximada com a vizinhança do fibrado normal NV . Para isto, vamos
introduzir uma mudança nas variáveis de integração

xµ = xµ
0 + xµ

⊥ → xµ
0 +

xµ
⊥√
s

ψµ = ψµ
0 + ψµ

⊥ → ψµ
0 +

ψµ
⊥√
s
. (4.125)

Podemos expandir o argumento de (4.67) de acordo com as decomposições (4.125), onde
o Jacobiano da mudança de variável de Grassmann cancela o Jacobiano da mudança de
variável ordinária. As expansões são calculadas usando (4.45), (4.46) e a condição (4.124):

s

2
ΩV

s→∞−−−→ sgµλ(∂νV
λ + Γλ

νκV
κ)ψµψν

≈
(

gµλ(x0) +
xζ
⊥√
s
∂ζgµλ(x0)

)

×
(

∂νV
λ(x0) +

xζ
⊥√
s
∂ζ∂νV

λ(x0) +
1

s
∂σΓλ

νκ∂ρV
κ

)
(ψµ

0 + ψµ
⊥)(ψν

0 + ψν
⊥)

=
1

2
(ΩV )µν(x0)ψ

µ
⊥ψν

⊥ +
1

2
(ΩV )µσ(x0)R

σ
νλρ(x0)x

µ
⊥xν

⊥ψλ
0ψρ

0 +O
(

1√
s

)
(4.126)

KV
s→∞−−−→ gµν(x)V µ(x)V ν(x)

≈
(

gµλ(x0) +
xζ
⊥√
s
∂ζgµλ(x0)

)

×
(

V µ(x0) +
xζ
⊥√
s
∂ζV

µ(x0)

) (
V ν(x0) +

xζ
⊥√
s
∂ζV

ν(x0)

)

=
1

2
(µV )µρ(x0)(ΩV )ρν(x0)x

µ
⊥xν

⊥ +O
(

1√
s

)
. (4.127)

O domı́nio de integração tem a seguinte decomposição:

M ⊗ Λ1M = (MV ⊗ Λ1MV ) ∪ (NV ⊗ Λ1NV ). (4.128)
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Portanto, vemos que sobre as variáveis (x⊥, ψ⊥) a integral é gaussiana e pode ser calculada
explicitamente. De (4.67) temos que

Z(T ) =

∫

(MV ⊗Λ1MV )∪(NV ⊗Λ1NV )

drx0d
rx⊥drψ0d

rψ⊥α(x, ψ) exp

[
−1

2
(ΩV )µν(x0)ψ

µ
⊥ψν

⊥−

−
(

1

2
(ΩV )µσ(x0)R

σ
νλρ(x0)ψ

λ
0ψρ

0 −
1

2
(µV )µρ(x0)(ΩV )ρν(x0)

)
xµ
⊥xν

⊥

]

=

(
2πi

T

)r/2 ∫

(MV ⊗Λ1MV )

drx0d
rψ0e

iT (H(x0)+ω(x0,ψ0)) PfaffΩV (x0)√
det ΩV (x0)(µV (x0) + R(x0, ψ0))

.

A integral acima pode ser reescrita em termos das classes caracteŕısticas equivariantes
[11, 35] de Chern e Euler,

chg(F ) = TreFg (4.129)

e
Eg(F ) = Pfaff(Fg). (4.130)

Portanto o resultado para a generalização do teorema de Duistermaat-Heckman para o
caso degenerado é dado por

Z(T ) =

(
2πi

T

)r/2 ∫

MV

chV (iTω)|MV

EV (R)|NV

. (4.131)

4.3 Localização para Dimensão Infinita

4.3.1 Integrais Funcionais e Espaço dos Loops

Vamos considerar agora um espaço para descrever um sistema quântico, ou seja, a
medida de integração sobre este sistema nos dá uma integral sobre todos os caminhos do
espaço de fase definidos num intervalo de tempo [0, T ]. Esta medida é definida por

[dp][dq] ≡ lim
N→∞

N∏
j=1

dpj

2π~

N−1∏
j=1

dqj ≡
∏

t∈[0,T ]

dp(t)

2π~
dq(t). (4.132)

Apesar da dificuldade matemática para definir esta medida, entendemos (4.132) como
uma medida sobre o espaço funcional de dimensão infinita das trajetórias do espaço de
fase (p(t), q(t)), onde cada “fatia” de tempo t ∈ [0, T ] fixa é uma medida ordinária de
Riemann-Lebesgue. Esta medida não é rigorosamente definida e alguns cuidados devem
ser tomados para determinar o significado preciso do limite N →∞. Nesta seção tentare-
mos construir alguns argumentos os quais serão a base para a conjectura de Atiyah-Witten,
a qual define uma medida para espaços de dimensões infinitas e que tem sido proposta na
tentativa estabelecer uma teoria quântica de campos mais formal.

A função de partição quântica, ou gerador funcional [34], pode ser escrita na seguinte
forma:

Z(T ) = Tr exp

[
− i

~
TH

]
=

∫
[dp][dq] exp

{
i

~

∫ T

0

dt(p(t)q̇(t)−H(p, q))

}
δ(q(0)− q(T )).

(4.133)
A função de partição (4.133) descreve o espectro do Hamiltoniano H de um sistema
dinâmico. A generalização para uma variedade simplética arbitrária, (M,ω), de dimensão
2n pode ser estabelecida. O fator pq̇ é escrito na forma canônica θµ(x)ẋµ num sistema
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de coordenadas sobre M . A medida do espaço de fase deve ser canonicamente invariante,
ou seja, deve ser uma medida do tipo Liouville. Portanto a função de partição para um
sistema dinâmico (M,ω, H) é definida por

Z(T ) =

∫

LM

[dµL(x)]eiS[x] =

∫

LM

[d2nx]Pfaff(Ω)eiS[x], (4.134)

onde

S[x] =

∫ T

0

dt(θµ(x)ẋµ −H(x)) (4.135)

é a ação clássica do Hamiltoniano do sistema. A integral é sobre o espaço de dimensão
infinita dos caminhos x(t) : [0, T ] → M que obedecem as condições de contorno xµ(T ) =
xµ(0), ou seja, o espaço dos loops sobre M . Este espaço é denotado por LM . LM tem
uma medida de Liouville [d2nx]Pfaff(Ω) tal que Ω é uma 2-forma pré-simplética (não
necessariamente inverśıvel) definida por

Ω(t, t′) = ω[x]δ(t− t′). (4.136)

A definição (4.136) nos permite interpretar a medida sobre o espaço de loop como sendo
uma medida de Liouville ordinária para cada fatia de tempo sobre M . Introduzindo
variáveis de Grassmann {ψ} temos que o Pfaffian em (4.134) pode ser exponenciado,

Z(T ) =

∫

LM⊗LΛ1M

[d2nx][d2nψ] exp

{
i

∫ T

0

dt

(
θµ(x)ẋµ −H(x) +

1

2
ψµωµνψ

ν

)}
. (4.137)

Temos aqui que LM é o espaço dos loops sobre o fibrado cotangente Λ1M , o qual é
interpretado como uma supervariedade com coordenadas (x, ψ ∼ dx) ∈ LM ⊗ LΛ1M .

Chamamos de ação bosônica SB a parte com dependência em x, ou seja,

SB =

∫ T

0

dt(θµ(x)ẋµ −H(x)), (4.138)

a qual é um observável sobre LM . O correspondente campo vetorial Hamiltoniano é
definido pela relação

ΩµνX
ν
S =

δSB

δxµ
, (4.139)

onde δ/δx são derivadas funcionais definidas agindo sobre um funcional F [x(t)] arbitrário
sobre LM por

δ

δx(t′)
F [x(t)] ≡ lim

ε→0

F [x(t) + εδ(t− t′)]− F [x(t)]

ε
. (4.140)

Se a 2-forma Ω sobre LM é inverśıvel podemos explicitar os componentes do campo
vetorial Hamiltoniano correspondente a SB por

Xµ
S (t) =

∫
dt′ωµνδ(t− t′)

δ

δxν(t′)
S[x] = ẋµ(t)− ωµν∂νH(x(t))

= ẋµ(t)−Xµ
H(t). (4.141)

Sabemos que as equações de movimento nos fornecem que ẋµ = Xµ
H , o que corresponde

aos pontos cŕıticos de SB, LMS = {x(t) ∈ LM |Xµ
S = 0}. Podemos verificar que a ação

∫ T

0

dt

(
θµ(x)ẋµ −H(x) +

1

2
ψµωµνψ

ν

)
= SB + Ω (4.142)
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é invariante sob transformações do tipo

δxµ ∼ ψµ, δψµ ∼ Xµ
S , (4.143)

pela qual sugerimos a derivada exterior equivariante sobre LM ,

dS = d + iXS
=

∫ T

0

dt

[
ψµ δ

δxµ
+ Xµ

S

δ

δψµ

]
. (4.144)

Devido a (4.143), vemos que a ação é equivariantemente fechada,

dS(SB + Ω) = 0. (4.145)

4.3.2 Localização para o Espaço dos Loops

O teorema de Duistermaat-Heckman pode ser generalizado para as integrais do tipo
(4.137). Como vimos, a ação é fechada com relação a derivada exterior do espaço de loop

dS = d + iXS
= d + iẋ − iXH

. (4.146)

Logo temos que a integral de trajetória (4.137) depende formalmente apenas das classes
de dS-cohomologia. No entanto, os argumentos feitos para o caso de dimensão finita, onde
a função de partição é invariante sob deformações de um certo parâmetro, não podem ser
aplicados diretamente neste caso uma vez que o teorema de Stokes, usado em (4.53), não
tem um análogo para o espaço de dimensão infinita. O prinćıpio de localização aqui é
estabelecido interpretando a estrutura de cohomologia equivariante de LM como uma
simetria “escondida” da teoria quântica. Deste modo temos um tipo de teorema de
Stokes na forma de uma identidade de Ward associada à simetria. A função de partição
(4.137) pode ser vista como uma integral de tragetória BRST, onde as variáveis {ψ} são os
campos “ghosts” e {x} as variáveis bosônicas. O operador dS é o gerador desta simetria
BRST, ou seja,

dSxµ(t) = ψµ(t), dSψµ(t) = Xµ
S [x]. (4.147)

A dependência de (4.137) das classes de cohomologia nos permite adicionar à ação
termos do tipo dSΨ os quais respeitam LXS

Ψ = 0, onde

d2
S = LXS

=
d

dt
− LXH

. (4.148)

Portanto

Z(λ) =

∫

LM⊗LΛ1M

[d2nx][d2nψ]ei(S[x]+Ω[x,ψ]+λdSΨ[x,ψ]), (4.149)

onde λ ∈ R e Ψ ∈ LΛ1
SM é um campo fermiônico submetido à condição de gauge.

Queremos estabelecer a independência de λ desta integral funcional e para isto vamos
considerar a variação λ → λ + δλ, a qual pode ser feita se Ψ → Ψ + δΨ com δΨ =
δλΨ. Consideremos também uma transformação infinitesimal sobre o espaço de super-
loop LM ⊗ LΛ1M parametrizada pelo gauge fermiônico δΨ ∈ LΛ1

SM ,

xµ → x′µ = xµ + δxµ = xµ + δΨdSxµ = xµ + δΨψµ

ψµ → ψ′µ = ψµ + δψµ = ψµ + δΨdSψµ = ψµ + δΨXµ
S . (4.150)

Portanto a transformação é determinada por um super-Jacobiano [35]

[d2nx′][d2nψ′] = sdet

[
δx′
δx

δx′
δψ

δψ′
δx

δψ′
δψ

]
[d2nx][d2nψ]. (4.151)
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Para δλ infinitesimal podemos escrever o super-determinante em termos do super-traço,
sdet[A] = 1 + str[A] [11]. Portanto

[d2nx′][d2nψ′] =

{
1 +

∫ T

0

dt

[
δ

δxµ
(δΨ)ψµ − δ

δψµ
(δΨ)Xµ

S

]}
[d2nx][d2nψ]

=

{
1−

∫ T

0

dt

[
ψµ δ

δxµ
+ Xµ

S

δ

δψµ

]
δΨ

}
[d2nx][d2nψ]

= (1− dSδΨ)[d2nx][d2nψ] = e−δλdSΨ[d2nx][d2nψ]. (4.152)

Substituindo a mudança (4.152) da medida de integração em (4.149) obtemos que

Z(λ) = Z(λ− δλ) (4.153)

que estabelece a independência da integral de trajetória com relação às deformações do
parâmetro λ, ou seja, a independência com relação ao campo Ψ. Logo, no limite λ → 0
recuperamos (4.137), enquanto que no limite λ → ∞ podemos escrever o prinćıpio de
localização para o espaço de loops por

Z(T ) = lim
λ→∞

∫

LM⊗LΛ1M

[d2nx][d2nψ]ei(S[x]+Ω[x,ψ]+λdSΨ[x,ψ]). (4.154)

Dada as caracteŕısticas de localização (4.154) de uma teoria quântica, gostaŕıamos
agora de escolher uma representação para Ψ de modo que a localização se manifeste.
Como no caso de dimensão finita, as integrais são localizadas em pontos fixos do espaço
de loop para um campo vetorial XS[x] sobre LM . Para relacionarmos este campo a uma
1-forma diferencial, admitimos que existe uma estrutura Riemanniana G sobre o espaço
dos loops LM com componentes dados por Gµν [x; t, t′] = gµν(x(t))δ(t − t′), tal que o
campo vetorial Hamiltoniano XS é um campo vetorial de Killing, ou seja,

LXS
G = 0 (4.155)

⇒ LXS
Gµν [x] =

∫ T

0

dtdt′
(

d

dt
− LXH

)
gµν(x(t))δ(t− t′)

=

∫ T

0

dtdt′
(

d

dt
gµν(x(t))− LXH

gµν(x(t))

)
δ(t− t′)

=

∫ T

0

dt
d

dt
gµν(x(t)) = 0, (4.156)

onde usamos o fato de que LXH
gµν(x(t)) = 0 e gµν(x(T )) = gµν(x(0)). Portanto, usando

(4.141), temos que

Ψ =

∫ T

0

dtdt′Gµν [x; t, t′]Xµ
S [x]ψν(t′)

=

∫ T

0

dtdt′Gµν [x; t, t′]{ẋµ(t)− ωµν∂νH(x(t))}ψν(t′). (4.157)

Diferenciando Ψ com relação a dS, usando (4.144) e (4.140), obtemos

dSΨ = (d + iS)

∫ T

0

dtgµν(x(t))Xµ
S [x]ψν(t)

=

∫ T

0

dt
[
gµν(x(t))Xµ

S [x]Xν
S[x] + ψµ

(
∂µgλν(x(t))Xλ

S [x] + gµλ(x(t))∂νX
λ
S [x]

)
ψν

]

=

∫ T

0

dt
[
gµνX

µ
SXν

S + ψµ
(
gµν∂t − gνλ∂µX

λ
H + ∂µgλνX

λ
S

)
ψν

]
. (4.158)
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A ação em (4.149) pode ser escrita usando (4.158):

Sλ = S[x] + Ω[x, ψ] + λdSΨ[x, ψ]

=

∫ T

0

dt

{
θµẋ

µ −H +
1

2
ψµωµνψ

ν + λgµν [ẋ
µ − ωµλ∂λH][ẋν(t)− ωνκ∂κH]+

+ λψµ
[
gµν∂t − gνλ∂µ(ωλκ∂κH) + ∂µgλν(ẋ

λ − ωλκ∂κH)
]
ψν

}
. (4.159)

De acordo com as funções deltas (4.68) utitlizadas para derivar a fórmula de Berline-
Vergne, temos que

Z(T ) ∼
∫

LM

[d2nx]
√

det ||ωµν ||
√

det ||δXµ
S/δxν ||δ(Xµ

S ) exp(iS[x])

∼
∫

LM

[d2nx]
√

det ||ωµν ||
√

det ||δµ
ν ∂t − ∂ν(ωµλ∂λH)||δ(ẋµ − ωµν∂νH) exp(iS[x])

∼
∑

x(t)∈LMS

√
det ||ωµν || exp(iS[x])√

det ||δµ
ν ∂t − ∂ν(ωµλ∂λH)|| . (4.160)

O resultado (4.160) é a aproximação WKB para a função de partição, onde a soma é feita
sobre todos os caminhos clássicos [15]. Se introduzirmos novamente o fator ~, então temos
que o cálculo é feita para o limite clássico, ~→ 0.

Sabemos que os pontos cŕıticos do campo vetorial XS são dados pelas soluções clássicas

Xµ = ẋµ(t)− ωµν∂νH(x(t)) = 0 (4.161)

com as condições de contorno xµ(T ) = xµ(0) ≡ xµ
0 formando uma subvariedade, ou espaço

modular das soluções clássicas, LMS de M . Para Hamiltonianos que determinam a ação
de um ćırculo sobre o espaço de fase podem ser caracterizadas por:

• Existem valores discretos de T para o qual as soluções clássicas (4.161) admitem
soluções periódicas não triviais xµ(T ) = xµ(0) para qualquer condição inicial xµ(0) =
xµ

0 numa subvariedade compacta LMS de M .

• Para valores genéricos de T as soluções periódicas com xµ(T ) = xµ(0) podem apenas
existir se xµ(0) = xµ

0 é um ponto fixo sobre a subvariedade cŕıtica de H. Em
particular, as equações de movimento clássicas se reduzem à

ẋµ(t) = ωµν∂νH(x(t)) = 0. (4.162)

Então o espaço LMS coincide com o conjunto dos pontos cŕıticos MV ⊂ M .

Para localizarmos (4.149) para o caso dos pontos cŕıticos degenerados, vamos decompor
LM e LΛ1M em modos clássicos e flutuações em torno das soluções clássicas com um
fator de escala

xµ(t) = xµ(t) +
1√
λ

xµ
f (t)

ψµ(t) = ψ
µ
(t) +

1√
λ

ψµ
f (t), (4.163)

onde x(t) ∈ LMS são as soluções clássicas das equações de movimento, ou seja, ẋ
µ
(t) =

ωµν(x)∂νH(x) = 0, e ψ(t) ∈ Λ1LMS expandem o kernel do mapa momento Riemanniano
do espaço de loops,

(ΩS)µν(x)ψ
ν

= 0, (4.164)
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onde

ΩS = dΨ =

∫ T

0

dtψµ δ

δxµ
(gνλX

λ
S)ψν . (4.165)

Em particular isto implica que ψ
µ
(t) são campos que satisfazem as equações de flutuação

[δµ
ν ∂t − ∂νX

µ
S (x)]ψν = 0. (4.166)

A medida de integração no epaço de loops é definida por

[d2nx][d2nψ] = d2nx(t)d2nψ(t)
∏

t∈[0,T ]

d2nxf (t)d
2nψf (t), (4.167)

onde a mudança de variáveis (4.163) tem um Jacobiano igual a unidade uma vez que
os determinantes das flutuações bosônicas e fermiônicas se cancelam. Similarmente ao
cálculo desenvolvido na subseção (4.2.3) temos que

Z(T ) ∼
∫

LMS

d2nx(t)

√
det ||ωµν || exp(iS[x])

Pfaff||δµ
ν ∂t − (ΩS)µ

ν (x)−Rµ
ν (x)||NLMS

. (4.168)

A fórmula (4.168) é a versão degenerada da localização de integrais funcionais e foi
derivada por Niemi e Tirkkonen [33].

4.4 Localização para Grupos Compactos

4.4.1 O Espaço HV (M)

Vamos aqui resgatar alguns conceitos que foram já definidos e colocar a cohomologia
equivariante num âmbito mais geral, ou seja, dependente de menos estruturas. Precisare-
mos apenas de um campo vetorial V sobre uma variedade e a estrutura de grupo não é
ainda requerida. Seja a derivada equivariante

dV = d + iV (4.169)

agindo sobre o espaço ΛM =
⊕
k≥0

ΛkM . Sabemos que d2
V = LV e, portanto, o subespaço

ΛV M = {ω ∈ ΛM |LV ω = 0} de ΛM é dito ser dV -invariante e d2
V = 0 somente sobre

ΛV M . O grupo dos co-ciclos equivariantes são dados por ZV (M) = kerdV , enquanto
que as co-bordas equivariantes são BV (M) = dV ΛV M . Logo, como já visto, o grupo de
cohomologia equivariante é dado por

HV (M) = ZV (M)/BV (M). (4.170)

Claramente temos que, para V = 0 uma redução à cohomologia de De Rham.
As primeiras restrições são feitas se considerarmos que M é uma variedade Riemanni-

ana, ou seja, admite um produto interno 〈·, ·〉 determinado pela estrutura Riemanniana.
Também consideramos que M é orientável e de dimensão par, m = 2n. Além disso V é
um campo vetorial de Killing:

V 〈X1, X2〉 = V [gµνX
µ
1 Xν

2 ] = V λ∂λ[gµνX
µ
1 Xν

2 ]

= V λ(∂λgµν)X
µ
1 Xν

2 + V λgµν(∂λX
µ
1 )Xν

2 + V λgµνX
µ
1 (∂λX

ν
2 ) (4.171)

(2.57) ⇒ V 〈X1, X2〉 = [V λgµν(∂λX
µ
1 )− (∂µV

λ)gλνX
µ
1 ]Xν

2

+Xµ
1 [V λgµν(∂λX

ν
2 )− (∂νV

λ)gµλX
ν
2 ]

= 〈[V,X1], X2〉+ 〈X1, [V, X2]〉, (4.172)
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para quaisquer X1, X2 ∈ TM . se p ∈ M é um ponto para o qual V |p = 0, temos

LV X|p ≡ LV (p)X|p = [V,X]|p, para X ∈ TM. (4.173)

Portanto, devido à equação (4.172) temos que LV (p) pode ser visto como uma matriz
anti-simétrica, ou seja,

〈LV (p)X1, X2〉p = −〈X1, LV (p)X2〉p. (4.174)

Sendo assim, vemos que com o mı́nimo de estruturas requeridas, existe uma forma bilinear
e anti-simétrica agindo sobre TpM , ou seja, existe um mapa ωV (p) : TpM × TpM → R
definido por

ωV (p)(X1, X2) = 〈X1, LV (p)X2〉p. (4.175)

Vamos supor que a forma bilinear é não degenerada, isto significa que det LV (p) 6= 0.
Podemos encontrar uma base ortonormal e ordenada {ej|p}2n

j=1 de TpM tal que

LV (p)e2j−1 = λje2j

LV (p)e2j = −λje2j−1, para 1 ≤ j ≤ n, (4.176)

onde λj ∈ R− {0}. Nesta base podemos escrever LV (p) explicitamente,

LV (p) =




0 −λ1

λ1 0
©

. . .

© 0 −λn

λn 0




. (4.177)

Vamos agora calcular o Pfaffian de LV (p) relativo a base e, ou seja,

Pfaff(LV (p)) =
1

n!
[ωV (p) ∧ ... ∧ ωV (p)](e1, ..., e2n) = (−1)nλ1...λn. (4.178)

Por questões de orientabilidade temos que [det LV (p)]1/2 = (−1)nPfaff(LV (p)), portanto

[det LV (p)]1/2 = λ1...λn. (4.179)

4.4.2 A Fórmula de Localização

Agora vamos introduzir um grupo de Lie compacto agindo sobre a variedade M à
esquerda, e que a métrica seja G-invariante. Mais uma vez, a álgebra de Lie é denotada
por g, onde para cada X ∈ g temos um vetor induzido X] ∈ TM devido a (2.107):

(X]φ)(p) =
d

dt
φ(exp(tX) · p)

∣∣∣∣
t=0

, (4.180)

onde φ ∈ C∞(M) e p ∈ M . Uma vez que por definição a métrica é G-invariante, temos
que o campo X] é um campo de Killing. Portanto, de acordo com a subseção anterior, o
mapa LX](p) : TpM → TpM é não singular.

Seja α ∈ ΛM uma forma diferencial, onde a escrevemos em termos dos seus compo-
nentes

α = (α0, ..., α2n) =
2n∑

k=0

αk, (4.181)

para αk ∈ ΛkM . Sabemos que a integral da forma α sobre a variedade M depende apenas
da sua classe de cohomologia [α]. Segue a proposição:
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Proposição 4.2. Se α′ ∈ BV (M), por um cálculo usando o teorema de Stokes vemos que
∫

M

α′ = 0. (4.182)

Similarmente, se p ∈ M com V |p = 0 então α′0(p) = 0 para α′ ∈ BV (M).

Demonstração. Se escrevemos α′ = dV β para β ∈ ΛV M , então

α′ = (iV β1, dβ0 + iV β2, dβ1 + iV β3, ..., dβ2n−2 + iV β2n, dβ2n−1). (4.183)

Então α′0(p) = iV β1|V =V |p = β1p(V |p) = 0 e
∫

M

α′ =
∫

M

α′2n =

∫

M

dβ2n−1 = 0. (4.184)

Segue que o mapa p] : HV (M) → R definido por

p][α] = [α0 ≡ iV β1]V =V |p = α0(p). (4.185)

Da fórmula de Berline e Vergne (4.78), temos o seguinte teorema:

Teorema 4.1. Assumimos como acima que M e G são compactos e que a métrica sobre
M é G-invariante, ou seja, para cada a ∈ G age como uma isometria de M . Para X ∈ g,
assumimos que o campo vetorial induzido X] sobre M (4.180) é não degenerado, é o
mesmo que dizer que LX](p) é não degenerado para os zeros de X]. Então para qualquer
classe de cohomologia [α] tem-se

∫

M

[α] = (−2π)n
∑

p∈MV

p][α]

[det LX](p)]1/2
. (4.186)

Uma aplicação deste teorema geral é, como já visto, quando M é uma variedade
simplética, ou seja, possui uma estrututa simplética ω ∈ Λ2M . Sabemos também que
o elemento de volume deste espaço é dado pela medida de Liouville. Mapa momento,
ou Hamiltoniano, é dado por H : g → C∞(M) e respeita a condição (4.83). Podemos
concluir a seguinte proposição:

Proposição 4.3. Para um dado H vamos definir para cada X ∈ g a forma αX ∈ ΛM
por

αX ≡ (HX , 0, ω, 0, ..., 0). (4.187)

Então temos que αX ∈ ZX](M).

Demonstração. Desde que HX é uma função temos que iX]HX = 0. Portanto

LX]HX = iX]dHX = −i2X]ω = 0 (4.188)

e
LX]ω = diX]ω = −d2HX = 0. (4.189)

Da definição (4.187) temos

LX]αX = (LX]HX , 0,LX]ω, 0, ..., 0) = 0, (4.190)

o que implica que αX ∈ ΛX] . De (4.83) temos

dX]αX = (d + iX])αX

= dHX + iX]HX + dω + iX]ω = 0. (4.191)
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4.4.3 A Classe ecαX

O centro da questão sobre teorias de localização está em encontrarmos classes de
cohomologia apropriadas. Sendo αX ∈ ZX](M) definida por (4.187), queremos construir

uma forma ecαX ∈ ZX](M), onde c ∈ C. Vamos otimizar a notação da forma (4.187) por
αX ≡ α = (α0, 0, α2, 0, ..., 0). Sendo α0 uma função, temos que α0 e α2 comutam. Logo
podemos escrever que

ecα = ecα0 · ecα2 = ecα0

(
1 + cα2 +

1

2!
c2α2

2 + ...

)
. (4.192)

Mas a soma da série não vai até infinito pois Λ2kM = ∅ para k > n, onde
∑∞

k=0 ckαk
2/k! =∑n

k=0 ckαk
2/k!. Logo temos que

ecα =

(
ecα0 , 0, ecα0cα2, 0, e

cα0
1

2!
c2α2

2, 0, ..., 0, e
cα0

1

n!
cnαn

2

)
∈ ΛM. (4.193)

Sendo iX]ecα0 = 0 e decα0 = cecα0dα0, temos

LX]ecα0 = ciX](ecα0dα0) = cecα0iX]dα0, (4.194)

onde
α0 = HX ⇒ iX]dα0 = −i2X]ω = 0 (4.195)

∴ LX]ecα0 = 0. (4.196)

Para toda a forma temos

LX]ecα0
1

k!
ckαk

2 = (LX]ecα0)
1

k!
ckαk

2 + ecα0
1

k!
ck(LX]αk

2)

= ecα0
1

k!
ck(LX]αk

2) = 0. (4.197)

Portanto conclúımos que a forma (4.193) pertence ao espaço ΛX]M . Vamos agora com-
putar a ação de dX] sobre (4.193):

dX]ecα = (0, dβ0 + iX]β2, 0, dβ2 + iX]β4, 0, ..., dβ2n−2 + iX]β2n, 0), (4.198)

onde β2k ≡ ecα0ckαk
2/k!. Desde que dω = 0, ou seja, dαk, podemos calcular o termo dβ2k:

dβ2k = d

(
ecα0

1

k!
ckαk

2

)
= cecα0

1

k!
ckdα0 ∧ αk

2

= −ecα0
1

k!
ck+1(iX]ω)αk

2. (4.199)

Agora vamos calcular a parte iX]β2k+2:

iX]ecα0αk
2 = ecα0iX]αk

2 = ecα0kαk−1
2 iX]α2 (4.200)

iX]β2k+2 = iX]

(
ecα0

1

(k + 1)!
ck+1αk+1

2

)
= ecα0

k

(k + 1)!
ck+1αk

2iX]α2

= ecα0
1

k!
ck+1(iX]ω)αk

2. (4.201)

Logo, de (4.199) e (4.201) conclúımos que

dβ2k + iX]β2k+2 = 0 (4.202)

∴ dX]ecα = 0. (4.203)
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Teorema 4.2. Supomos um Hamiltoniano H : g → C∞(M) sujeito a condição (4.83),
onde M é uma variedade simplética com uma forma bilinear e anti-simétrica ω intŕınseca.
Seja o campo X ∈ g e a forma (4.187) a qual define os elementos do grupo co-ciclo

ZX](M). Similarmente, para c ∈ C, definimos ecαX
por (4.193):

ecα =

(
ecHX , 0, ecHXcω, 0, ecHX

1

2!
c2ω2, 0, ..., 0, ecHX

1

n!
cnωn

)
∈ ΛM. (4.204)

A forma ecαX
também pertence à ZX](M) e temos a classe de cohomologia

[
ecαX

]
∈

HX](M).

4.4.4 Mais Informações Sobre a Fórmula de Duistermaat-Heckman

Seja o Hamiltoniano H : g → C∞(M), o qual respeita a condição (4.83), um mapa
bem definido sobre a variedade M . Se G age sobre M e tem uma álgebra associada g,
dizemos que a sua ação é Hamiltoniana. A tripla (M, ω,H), onde o conjunto de funções
Hamiltonianas sobre M respeitam (4.94), é chamado de G-espaço Hamiltoniano. Um
exemplo para este espaço é uma órbita O no espaço dual g∗ de g sob uma ação coadjunta
de G sobre g∗. Esta ação coadjunta é induzida por uma ação adjunta de G sobre g, onde
ω é uma forma simplética sobre M = O.

Seja f ∈ g∗ um funcional linear que age sobre g. A ação coadjunta é definida por

(a · f) = f(Ada−1X), (4.205)

onde a ∈ G e X ∈ g. A órbita de f é um espaço homogênio dado por O ∼= G/Gf , onde
Gf é o estabilizador de f definido por

Gf ≡ {a ∈ G|a · f = f}. (4.206)

Gf é um subgrupo fechado de G com sub-álgebra de Lie gf dada por

gf = {X ∈ g|f([X, Y ]) = 0 ∀Y ∈ g}. (4.207)

Agora vamos considerar a correspondente 1-forma de Maurer-Cartan τ f sobre G, a qual
τ f ∈ Λ1G e é a única 1-forma invariante à esquerda sobre G sujeita a condição

τ f (X)(1) = f(X), ∀X ∈ g. (4.208)

Vamos também denotar o mapa quociente π : G → G/Gf . Assumimos o seguinte teorema
sem a sua prova:

Teorema 4.3. G/Gf tem uma estrutura simplética ω a qual é unicamente determinada
por π∗ω = dτ f .

A forma ω é invariante à esquerda, ou seja, L∗aω = ω, onde La : G/Gf → G/Gf . Para
X ∈ g definimos ΨX : G/Gf → R por

ΨX(aGf ) ≡ f(Ada−1X) = (a · f)(X), (4.209)

onde o mesmo deve satisfazer a relação

dΨX = −iX]ω (4.210)

para que seja uma função Hamiltoniana. Logo a ação de G sobre G/Gf é simplética.
Devido a fórmula de Duistermaat-Heckman (4.113) temos o seguinte teorema geral:
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Teorema 4.4. Suponhamos como acima que (M,ω, H) é um G-espaço Hamiltoniano,
onde G e M são compactos. A medida de volume da variedade M é dada pela medida de
Liouville dµL. Então para c ∈ C e para X ∈ g, com X] não-degenerado, temos

∫

M

ecHXdµL =

(
2π

c

)n ∑

p∈M,X]|p=0

ecHX(p)

[det LX](p)]1/2
. (4.211)

4.4.5 Fórmulas Integrais do Tipo Itzykson-Zuber

Vamos dar aqui uma aplicação da fórmula de Duistermaat-Heckman (4.211) para
órbitas co-adjuntas O de dimensão maximal. Um caso de especial de interesse pode ser
visto para O = G/T , o espaço modular do grupo de Lie conexo G pelo toro maximal T .
Por razões f́ısicas, vamos nos ater ao caso onde o grupo é unitário, G = U(n). Integrações
sobre o grupo de matrizes G, o mesmo que integrar sobre G/T para funções T -invariantes,
tem importantes aplicações na f́ısica como Quantum Gravity, Sistemas Integráveis e Cro-
modinâmica Quântica.

Nesta subseção vamos usar o teorema (4.4) para calcular a integral no caso onde
M = G/T , onde G = U(n). Para isso é necessário aplicar um extenso argumento baseado
em álgebras de Lie, o qual é desenvolvido em parte no apêndice (B). Vamos G denotar
como um grupo de Lie compacto, conexo e com álgebra de Lie g. Dizemos também que
G contém um toro maximal T = exp t, onde t é a sub-álgebra de Cartan de g, ou seja,
t é uma sub-álgebra abeliana maximal. t é abeliano e se existe um elemento X ∈ g o
qual [X, Y ] = 0 ocorre, então, para qualquer Y ∈ t, temos X ∈ t. G age sobre g pela
representação adjunta, portanto temos os mapas

Ad : G× g → g ⊃ t ⇒ Ad : T × t → t, (4.212)

ou seja, Adbt ⊂ t para qualquer b ∈ T . 〈·, ·〉 é um produto interno Ad(G)-invariante sobre
g. Sendo z o centro de g, podemos fazer a seguinte decomposição

g = z⊕ g1 = t⊕m, t = z⊕ t1, (4.213)

onde g1 ≡ [g, g] é o subespaço semi-simples (forma de Cartan-Killing é não degenerada)
de g expandido por {[X,Y ]|X, Y ∈ g}, t1 = t ∩ g1 e m = [t1, g1] é o complemento de
t. Se T = exp t, então m é Ad(T )-invariante, o que significa que a restrição do produto
〈·, ·〉 em m induz naturalmente uma métrica Riemanniana sobre M = G/T , onde pode-se
considerar m como o espaço tangente à M na origem. M = G/T é chamado de espaço
homogêneo redutivo.

Proposição 4.4. Seja T um subgrupo fechado de um grupo de Lie G. Seja t e g as
suas respectivas álgebras de Lie. Assumimos que existe um subespaço m de g tal que
g = t ⊕ m com Ad(T )m = m. Então um produto interno Ad(T )-invariante em m induz
uma estrutura Riemanniana em G/T . Esta estrutura é G-invariante [39].

Um elemento X ∈ g é chamado de elemento regulador se o seu centralizador gX ≡
{Y ∈ g|[Y, X] = 0} tem a dimensão mı́nima entre todos os outros centralizadores, ou seja,
dimgX ≤ dimgY para todo Y ∈ g. Existe um resultado da teoria das álgebras de Lie, mas
dif́ıcil de se provar, o qual nos diz que é posśıvel escolher um elemento regulador X0 ∈ t1
tal que t = gX0 , T = GfX0

para GfX0
dado por (4.206), onde fX0 ∈ g∗ é dado pelo produto

fX0(X) = 〈X, X0〉. Então M é uma órbita coadjunta O de dimensão maximal uma vez
que gX0 é de dimensão minimal.

Uma importante informação a ser determinada na fórmula de Duistermaat-Heckman
(4.211) para órbitas co-adjuntas é a parte do determinante, det1/2 LX](p). Para isso
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vamos escolher um sistema de ráızes positivas P contido no conjunto de ráızes ∆(gC, tC)
de (gC, tC), as quais são as complexificações de (g, t). A bijeção α ↔ α̃ : ∆+ ↔ P definida
por α̃(Z + X) = α(X), onde Z + X ∈ zC ⊕ tC1 = tC, relaciona P a um sistema de ráızes
positivas ∆+ no sistema de ráızes ∆ = ∆(gC1 , tC1 ) de (gC1 , tC1 ). Aqui gC1 é a álgebra semi-
simples e tC1 é a sub-álgebra de Cartan de gC1 . Podemos escolher um conjunto de bases
ortonormais B = {eα, fα}α∈∆+ de m tais que

[Y, eα] = −iα(Y )fα e [Y, fα] = iα(Y )eα, (4.214)

para Y ∈ t1. Então, para um particular ordenamento {αj}n=dimM/2
j=1 de ∆+, tomamos a

matriz adY : m → m relativo a base B assumindo uma forma similar a (4.177)

adY =




0 iα1(Y )
−iα1(Y ) 0

©
. . .

© 0 iαn(Y )
−iαn(Y ) 0




. (4.215)

Um elemento X ∈ t é regular se, e somente se, α(X) 6= 0 para todo α ∈ ∆. Para
um elemento regular X ∈ t1 e p ∈ M com X]|p = 0, onde p = π(a) para a ∈ G e
π : G → M = G/T , o mapa LX](p) é agora considerado como um mapa de m para
m e é calculado para ser dado por LX](p) = −adAd(a−1)X

onde X]|p = 0 implica que

Ad(a−1)X ∈ t1. De acordo com a equação (4.179) temos que

[det LX](p)]1/2 =
∏

α∈∆+

α(iAd(a−1)X). (4.216)

Assumimos também que a B é positivamente orientada com relação a medida de Liouville
dµL = ω ∧ ...∧ ω/n!. ω é a forma simplética sobre a órbita O = M = G/T = G/GfX0

e 0

é a origem T de M . Uma outra exigência é que iα(X0) > 0 para qualquer α ∈ ∆+.
No caso em que estamos tratando agora, um argumento final para estabelecermos a

fórmula de localização é que X]|p=π(a) = 0 para qualquer elemento regular de X ∈ t se, e
somente se,

a ∈ NG(t) ≡ {a ∈ G|Adat = t}, (4.217)

onde NG(t) é o normalizador de t em G. Também podemos defini-lo por

NG(T ) ≡ {a ∈ G|aTa−1 = T}. (4.218)

Por outro lado, o grupo de Weyl de (G, T ) é definido por W ≡ NG(T )/T e vemos desta
forma que o mapa W → M , dado por w 7→ p = π(a) para um coset w = aT ∈ W e
a ∈ NG(T ), é uma bijeção bem definida de W sobre o conjunto FX ≡ {p ∈ M |X]|P = 0}.
Na presente situação temos que o Hamiltoniano H : g → C∞(M), respeitando (4.209) e
(4.210), é dado por

HX(aT ) ≡ fX0(Ad(a−1)X) ≡ 〈Ad(a−1)X,X0〉, a ∈ G. (4.219)

Juntando os resultados obtidos na fórmula de Duistermaat-Heckman (4.211) obtemos uma
a localização para uma variedade M = G/T :

∫

G/T

ec〈Ad(a−1)X,X0〉ω ∧ ... ∧ ω

n!
(aT ) =

(
2π

c

)n ∑

w∈W,w=aT,a∈NG(T )

ec〈Ad(a−1)X,X0〉
∏

α∈∆+

α(iAd(a−1)X)

=

(
2π

c

)n ∑
w∈W

ec(w·λX0
)(X)

∏
α∈∆+

(w · α)(iX)
, (4.220)
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onde λX0 ∈ t∗1 é dado por λX0(Y ) ≡ 〈Y,X0〉 para Y ∈ t1, ou seja, λX0 = fX0|t1 e

(w · λ)(Y ) ≡ λ(Ad(a−1)Y ), (4.221)

para w = aT e a ∈ NG(T ).
Agora vamos olhar o caso para o grupo unitário G = U(n) com álgebra de Lie g = u(n),

o qual é o espaço das matrizes anti Hermitianas de grau n. Neste espaço temos um
produto interno definido pela forma de Killing, 〈X,Y 〉 ≡ −TrXY , para X,Y ∈ g. A
sub-álgebra t é o espaço das matrizes diagonais com entradas iθ1, ..., iθn, onde θj ∈ R, e
T é o grupo das matrizes diagonais com entradas eiθ1 , ..., eiθn . A álgebra semi-simples é
dada por g1 = su(n), a qual implica em que t1 são as matrizes em t com traço zero e z
são as matrizes em t com todas as entradas iguais. As complexificações são gC = gl(n,C),
gC1 = sl(n,C), ∆(gC, tC) = {α̃rs}r 6=s, onde α̃rs = Yr − Ys para diag(Y1, ..., Yn) o espaço
das matrizes diagonais complexas e ∆(gC1 , tC1 ) o conjunto das restrições dos elementos de
∆(gC, tC) para as matrizes de traço zero tC1 . O conjunto das ráızes positivas são dadas por

P = {α̃rs|1 ≤ r < s ≤ n}, ∆+ = {α̃|tC1 |α̃ ∈ P}. (4.222)

Seja Yj ∈ t um elemento com todas as entradas zero exceto para a entrada de ordem
j na diagonal com valor i =

√−1, para 1 ≤ j ≤ n. Como definido anteriormente,
se a ∈ NG(T ) então AdaYj = aYja

−1 = Hσ(j), onde σ é o conjunto das permutações

{1, 2, ..., n}. É posśıvel mostrar que o mapa a → σ define um isomorfismo aT → σ do
grupo de Weyl W = NG(T )/T de U(n) no grupo simétrico Sn sobre n letras tais que para
(λ, Y ) ∈ (tC)∗ × tC a ação de w ∈ W , ou seja,

(w · λ)(Y ) ≡ λ(Ad(a−1)Y ) = λ(a−1Y a) (4.223)

está relacionada com a ação de Sn sobre (tC)∗ dada por

(σ · λ)(Y = diag(Y1, ..., Yn)) = λ(diag(Yσ(1), ..., Yσ(n))). (4.224)

Por conveniência vamos fazer uma mudança de sinal redefinindo a estrutura simplética
ω− ≡ −ω. Logo devemos tocar a função Hamiltoniana, H− = −H, e a medida de
Liouville, dµ−L = (−1)ndµL. Portanto a fórmula (4.220), para c = −i, é dada por

∫

G/T

ei〈Ad(a−1)X,X0〉dµ−L(aT ) = (2π)n
∑
w∈W

ei(w·λX0
)(X)

∏
α∈∆+

(w · α)(X)
, (4.225)

para X e X0 elementos regulares de t. Mais explicitamente temos que para

X0 = diag(it1, ..., itn), X = diag(iθ1, ..., iθn) ∈ t (4.226)

a condição de regularidade é que as entradas da diagonal são todas distintas e a condição
iα(X0) > 0, para qualquer α ∈ ∆+, diz que t1 > t2 > ... > tn. Se σ(X) ≡ diag(iθσ(1), ..., iθσ(n))
para σ ∈ Sn, então, para P (n) ≡ n(n− 1)/2 = dim(U(n)/T )/2, obtemos

∫

U(n)/T

e−iTr(XaX0a−1) ω− ∧ ... ∧ ω−

P (n)!(2π)P (n)
(aT )=

1

(−1)P (n)/2

1∏
r<s(θr − θs)

∑
σ∈Sn

(sgnσ)e−iTr(σ(X)X0)

=
1

(−1)P (n)/2

1∏
r<s(θr − θs)

det
[
eiθitj

]
, (4.227)

onde usamos que
∏

r<s(θσ(r)−θσ(s)) = (sgnσ)
∏

r<s(θr−θs) e a expansão do determinante
det A =

∑
σ∈Sn

(sgnσ)A1σ(1)...Anσ(n).
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Podemos ver que (4.227) nos conduz à fórmula de Itzykson-Zuber, mas primeiramente
vamos definir a medida µ0 sobre o grupo G por

∫

G

f(a)dµ0(a) =

∫

G/T

[∫

T

f(at)dt

]
dµ−L(aT )

(2π)dim(G/T )/2
, (4.228)

onde dt é a medida de Haar [25] normalizada sobre T e f é qualquer função cont́ınua
sobre G. A G-invariância de ω implica na G-invariância de dµ−L e µ0 é a medida de Haar
sobre o grupo G. Com a escolha de f = 1 definimos

v(G/T ) ≡
∫

G/T

dµ−L
(2π)dim(G/T )/2

. (4.229)

Para um cálculo explicito de v(G/T ) para G = U(n) vamos escolher θj = ε(n − j) em
X = diag(iθ1, ..., iθn). Logo o determinante da fórmula (4.227) é dado pelo determinante
de Vandermonde definido por

∏
r<s (eiεtr − eiεts). Portanto, o lado direito de (4.227) é

dado por
1

(−1)P (n)/2

1∏
r<s(s− r)

∏
r<s

(eiεtr − eiεts)

ε
(4.230)

tal que no limite ε → 0 temos

1

(−1)P (n)/2

∏
r<s

(tr − ts)

(s− r)
. (4.231)

O mesmo limite, ε → 0, no lado esquerdo de (4.227) é o próprio v(U(n)/T ), desde que
X → 0. Portanto

v(U(n)/T ) =

∫

U(n)/T

dµ−L
(2π)P (n)

=
∏
r<s

(tr − ts)

(s− r)
=

∏
r<s (tr − ts)∏n−1

k=0 k!
(4.232)

é o volume simplético da órbita coadjunta definida por X0 = diag(it1, ..., itn). Por fim, va-
mos escolher f(a) = exp (−iTr(XaX0a

−1)). Para b ∈ T temos f(ab) = f(a) pois b comuta
com X0. Definindo a medida de Haar normalizada sobre U(n) por µ = µ0[v(U(n)/T )]−1,
obtemos

∫

U(n)

e−iTr(XaX0a−1)dµ(a) =
1

v(U(n)/T )

∫

U(n)/T

e−iTr(XaX0a−1) dµ−L
(2π)P (n)

=

∏n−1
k=0 k!∏

r<s (tr − ts)

i−P (n)

∏
r<s(θr − θs)

det
[
eiθitj

]
, (4.233)

a qual é a fórmula de Itzykson-Zuber obtida neste exemplo sob condições muito gerais de
localização por cohomologia equivariante. Esta fórmula foi descoberta num contexto de
modelos de matrizes [29] para descrever matéria conforme acoplada à gravidade quântica
bidimensional. No modelo de matrizes a aproximação de fase estacionária é sempre em-
pregada para o limite de n → ∞ [43], onde é possivel descrever relevantes teorias f́ısicas
como Teoria de Cordas, Gravidade Quântica em baixas dimensões e Teorias de Gauge na
rede em altas dimensões.



5. PROPRIEDADES GEOMÉTRICAS DO OPERADOR DE DIRAC E
O TEOREMA DE ÍNDICE

Em prinćıpio daremos neste caṕıtulo uma motivação apresentando algumas propriedades
geométricas do operador de Dirac em espaços gerais. Para isto, será necessário utilizar
o formalismo de tetradas com o intuito de definir uma conexão de spin. Logo, uma ar-
gumentação supersimétrica para a derivação do teorema de ı́ndice é dada, a qual tem
como base propriedades de localização para espaços de dimensões infinitas desenvolvidas
na seção (4.3). Por último apresentaremos uma aplicação simples do teorema de ı́ndice
de Atiyah-Singer em teorias de gauge. O objeto de estudo será anomalias abelianas, onde
um significado geométrico para a não conservação da corrente quiral dado será visto como
a integral de uma classe caracteŕıstica.

5.1 Spinors em Espaços Curvos

5.1.1 Frames

Antes de introduzirmos objetos como spinores sobre uma variedade M , é conveniente
definirmos o que chamaremos de frames. Sabemos que sobre cada fibra de um fibrado
tangente TM podemos agregar uma base natural {∂/∂xµ} definida através de uma carta
Ui. Uma vez que estamos considerando que a nossa variedade M é dotada com uma
métrica g, além das bases naturais, podemos empregar também bases ortonormais {êα}.
Tanto {∂/∂xµ} quanto {êα} são campos vetoriais linearmente independentes sobre a carta
Ui, onde os mesmos definem um frame local.

Seja E π−−−−−→M um fibrado vetorial cuja fibra t́ıpica é dada por Rk, onde π é a projeção.
Sobre a carta Ui temos o isomorfismo π−1(Ui) ∼= Ui × Rk devido às trivializações locais,
onde podemos escolher k seções linearmente independentes {e1(p), ..., ek(p)}, para p ∈ M .
Dizemos que estas seções definem um frame sobre Ui e dado isto temos um mapa natural
Fp → F definido por

V = V αeα(p) 7→ {V α} ∈ F. (5.1)

A trivialização local é dada por

φ−1
i (V ) = (p, {V α}), (5.2)

onde, por definição, temos que

φi(p, {0, ..., 0, 1α, 0, ..., 0}) = eα(p). (5.3)

Vamos agora considerar uma superposição de cartas Ui ∩ Uj 6= 0, onde ocorre uma
mudança entre os frames {e1(p), ..., ek(p)} sobre Ui e {ẽ1(p), ..., ẽk(p)} sobre Uj, onde
p ∈ Ui ∩ Uj. Podemos expressar o vetor ẽα(p) por

ẽβ(p) = eα(p)G(p)α
β, (5.4)

onde G(p)α
β ∈ GL(k,R). Para as componentes do vetor temos que

V = V αeα(p) = Ṽ αẽα(p) (5.5)
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∴ Ṽ β = G−1(p)β
αV α. (5.6)

Associado com o fibrado tangente TM sobre uma variedade M de dimensão m temos
um fibrado principal que é o fibrado de frames LM ≡ ⋃

p∈M

LpM , onde LpM é um conjunto

de frames em p. Tendo o fibrado TM uma base natural {∂/∂xµ} sobre Ui, podemos
expressar o frame u = {X1, ..., Xm} por

Xα = Xµ
α

∂

∂xµ

∣∣∣∣
p

, 1 ≤ α ≤ m, (5.7)

onde Xµ
α ∈ GL(m,R) e Xα são linearmente independentes. As trivializações locais são

definidas por φi : Ui×GL(m,R) → π−1(Ui), tal que φ−1
i (u) = (p, (Xµ

α)). Agora podemos
definir a estrutura de LM como se segue:

• Se u = {X1, ..., Xm} é um frame em p, definimos πL : LM → M por πL(u) ≡ p.

• A ação de a ∈ GL(m,R) sobre o frame u = {X1, ..., Xm} é definida por uma atuação
à direita, (a, u) 7→ ua, onde ua é um novo frame em p dado por

Yα ≡ Xβaβ
α. (5.8)

Podemos concluir que GL(m,R) age sobre LM transitivamente.

• Seja a superposição de cartas Ui ∩ Uj 6= 0 e um ponto p ∈ Ui ∩ Uj tal que

Xα = Xµ
α

∂

∂xµ

∣∣∣∣
p

= X̃µ
α

∂

∂yµ

∣∣∣∣
p

(5.9)

∴ Xµ
α =

∂xµ

∂yν

∣∣∣∣
p

X̃ν
α, (5.10)

onde Xµ
α, X̃µ

α ∈ GL(m,R). Portanto podemos definir uma função de transição,
tLij(p) = ∂xµ/∂yν |p ∈ GL(m,R), devido à superposição das cartas agindo à esquerda.
Dado o fibrado tangente TM , constrúımos o fibrado de frames com a mesma função
de transição.

Em teorias relativ́ısticas identificamos a ação à direita como sendo responsável por trans-
formações de Lorentz locais, enquanto que a ação à esquerda corresponde as trans-
formações gerais de coordenadas devido ao grupo de difeomorfismos de M , Diff(M).

Seja a n-esfera Sn = {x ∈ Rn+1 | |x|2 = 1}. O espaço real projetivo RP n é obtido de
Sn identificando o par de pontos antipodais (x,−x). Assim vemos que Sn é o espaço de
recobrimento de RP n para n ≥ 2. Desde que o grupo fundamental π1(S

n) = {e} para
n ≥ 2, Sn é o espaço de recobrimento universal de RP n e

πn(Sm) ∼= πn(RPm). (5.11)

Como um exemplo, temos que um elemento de SO(3) é especificado por uma rotação em

torno de um eixo n̂ por um ângulo θ (0 < θ < π), onde o vetor Ω̂ ≡ θn̂ é designado
para cada elemento de SO(3). Ω assume os seus valores no disco D3, onde πn̂ e −πn̂
representam a mesma rotação. Logo o espaço o qual Ω pertence é um disco D3 cujos
pontos antipodais sobre a superf́ıcie S2 são identificados. Isto mostra que RP 3 é dado
por SO(3) e podemos ver também que S3 é isomorfo ao grupo SU(2), onde para qualquer
g ∈ SU(2) temos

g =

(
a −b̄
b ā

)
, det g = |a|2 + |b|2 ≡ 1. (5.12)
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Se fixarmos a ≡ u + iv e b ≡ x + iy, definimos S3. De forma generalizada, o grupo
de recobrimento universal SPIN(n) de SO(n) é chamado de grupo de spin, onde alguns
deles são dados por

SPIN(3) = SU(2)

SPIN(4) = SU(2)× SU(2)

SPIN(5) = USp(2)

SPIN(6) = SU(4). (5.13)

Um campo spinorial sobre uma variedade M é definido como sendo a seção de um
fibrado de spin. Devido ao fato de GL(k,R) não ter representação spinorial, é necessário
induzirmos um fibrado de frames ortonormais cujo grupo de estrutura seja dado por
SPIN(k). Como já foi mencionado, SPIN(k) é o grupo de recobrimento universal de
SO(k) e, portanto, para que possamos definir um fibrado de spin é preciso checar se
existem “lifts” do fibrado principal definido por SO(k) para o outro fibrado principal
definido por SPIN(k) (trivialidade da primeira e segunda classe de Stiefel-Whitney [32]).
Um exemplo disso é quando consideramos um fibrado de spin associado com o fibrado
de frames de Lorentz quadridimensional, LM , onde M é uma variedade de Lorentz. O
grupo de estrutura é dado por

O+
↑ (3, 1) ≡ {Λ ∈ O(3, 1)| det Λ = +1, Λ0

0 > 0}. (5.14)

O grupo de recobrimento universal de O+
↑ (3, 1) é o grupo SL(2,C), onde o homomorfismo

ϕ : SL(2,C) → O+
↑ (3, 1) é um mapa 2 : 1 com ker ϕ = {12,−12}. O spinor de Weyl é

uma seção do fibrado
(W,π,M,C2, SL(2,C)), (5.15)

enquanto que o spinor de Dirac é uma seção do fibrado

(D, π,M,C4, SL(2,C)⊕ SL(2,C)). (5.16)

Uma seção de W é uma representação (1/2, 0) de O+
↑ (3, 1), e uma seção de W é uma

representação (0, 1/2). O spinor de Dirac pertence à representação (1/2, 0)⊕ (0, 1/2).

5.1.2 Bases Não-Coordenadas

Quando estamos considerando bases coordenadas temos que TpM é expandido por
{eµ} = {∂/∂xµ} e T ∗

p M por {dxµ}. Para uma variedade M podemos fazer uma outra
escolha de base. Portanto, vamos considerar a seguinte combinação linear,

êα = eα
µeµ = eα

µ ∂

∂xµ
, {eα

µ} ∈ GL(m,R), (5.17)

onde escolhemos det eα
µ > 0 por questões de orientabilidade. O conjunto {êα} é o frame

dos vetores de base, o qual é obtido por uma rotação de {eµ} gerada pelo grupo GL(m,R)
de modo que a orientação seja preservada. Neste momento estamos requerendo que a base
{êα} seja ortonormal, o que implica na seguinte relação

g(êα, êβ) = eα
µeβ

νgµν ≡ δαβ, (5.18)

ou
gµν = eα

µe
β

νδαβ, (5.19)
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onde (eα
µ)−1 = eα

µ, eα
µeα

ν = δµ
ν e eα

µeβ
µ = δα

β. Se M é lorentziana, devemos trocar
δαβ pela métrica de Minkowski ηαβ. Como um vetor V não depende da base escolhida,
temos que

V = V µeµ = V αêα = V αeα
µeµ (5.20)

∴ V µ = V αeα
µ, V α = eα

µV
µ. (5.21)

Agora podemos introduzir as bases duais {θ̂α}, definidas pelo produto interno 〈θ̂α, êβ〉 =
δα

β, onde esta relação é satisfeita se

θ̂α = eα
µdxµ. (5.22)

A métrica na base {θ̂α} pode ser escrita por

g = gµνdxµ ⊗ dxν = δαβ θ̂α ⊗ θ̂β. (5.23)

Chamamos {êα} e {θ̂α} de bases não-coordenadas e os coeficientes eα
µ são as tetradas

(ou vierbein para o espaço quadridimensional). Podemos calcular o bracket de Lie e
verificamos que para bases não coordenadas ele é diferente de zero:

[êα, êβ]|p f = eα
µ∂µ(eβ

ν∂νf)− eβ
µ∂µ(eα

ν∂νf)

= [eα
µ(∂µeβ

ν)− eβ
µ(∂µeα

ν)]|p ∂νf (5.24)

∴ [êα, êβ]|p = cαβ
γ(p)êγ|p, (5.25)

onde
cαβ

γ(p) ≡ eγ
ν [eα

µ∂µeβ
ν − eβ

µ∂µeα
ν ] (p). (5.26)

5.1.3 Equações de Estrutura de Cartan

Vamos definir aqui dois objetos através da conexão, a qual é intŕınseca à variedade M .
Primeiramente temos o tensor de torção dado por um mapa T : X(M)⊗X(M) → X(M)
definido por

T (X,Y ) ≡ ∇XY −∇Y X − [X,Y ], (5.27)

e por fim temos o tensor curvatura de Riemann, R : X(M) ⊗ X(M) ⊗ X(M) → X(M),
definido por

R(X, Y, Z) ≡ R(X, Y )Z ≡ ∇X∇Y Z −∇Y∇XZ −∇[X,Y ]Z, (5.28)

onde X(M) é o espaço dos campos vetoriais definidos sobre a variedade M . Definimos
também os coeficientes da conexão com relação às bases não coordenadas (5.17) por

∇αêβ ≡ ∇êα êβ = Γγ
αβ êγ. (5.29)

Substituindo (5.17) em (5.29), temos que

∇êα êβ = ∇eα
µeµ(eβ

νeν) = eα
µ∇eµ(eβ

νeν) = Γγ
αβeγ

λeλ

eα
µ(∂µeβ

ν + eβ
λΓν

µλ)eν = Γγ
αβeγ

λeλ

∴ Γγ
αβ = eγ

νeα
µ(∂µeβ

ν + eβ
λΓν

µλ) = eγ
νeα

µ∇µeβ
ν . (5.30)

Os componentes de (5.27) e (5.28) na base não coordenada são dados respctivamente por

Tα
βγ = 〈θ̂α, T (êβ, êγ)〉 = 〈θ̂α,∇β êγ −∇γ êβ − [êβ, êγ]〉

= 〈θ̂α, Γδ
βγ êδ − Γδ

γβ êδ − cβγ
δêδ〉

= Γα
βγ − Γα

γβ − cβγ
α (5.31)
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e

Rα
βγδ = 〈θ̂α,∇γ∇δêβ −∇δ∇γ êβ −∇[êγ ,êδ]êβ〉

= 〈θ̂α,∇γ(Γ
ε
δβ êε)−∇δ(Γ

ε
γβ êε)− cγδ

ε∇εêβ〉
= 〈θ̂α, êγ[Γ

ε
δβ]êε + Γε

δβΓζ
γεêζ − êδ[Γ

ε
γβ]êε − Γε

γβΓζ
δεêζ − cγδ

εΓζ
εβ êζ〉

= êγ[Γ
α

δβ] + Γε
δβΓα

γε − êδ[Γ
α

γβ]− Γε
γβΓα

δε − cγδ
εΓα

εβ. (5.32)

Definimos a 1-forma (matrix-valued) {ωα
β} chamada conexão 1-forma por

ωα
β ≡ Γα

γβ θ̂γ. (5.33)

Teorema 5.1 (Equações de Estrutura de Cartan). A conexão 1-forma {ωα
β} satisfaz as

seguintes equações
dθ̂α + ωα

β ∧ θ̂β = Tα (5.34)

dωα
β + ωα

γ ∧ ωγ
β = Rα

β, (5.35)

onde estamos definindo a torção 2-forma, Tα ≡ 1
2
Tα

βγ θ̂
β ∧ θ̂γ, e a curvatura 2-forma,

Rα
β ≡ 1

2
Rα

βγδθ̂
γ ∧ θ̂δ.

Podemos derivar as equações (5.34) e (5.35) para obtermos as identidades de Bianchi :

dTα + ωα
β ∧ T β = Rα

β ∧ θ̂β (5.36)

e
dRα

β + ωα
γ ∧Rγ

β −Rα
γ ∧ ωγ

β = 0. (5.37)

5.1.4 Frame Local

Vamos considerar uma variedade Riemanniana de dimensão m, onde o tensor métrico
gµν tem m(m + 1)/2 graus de liberdade, enquanto que a tetrada eα

µ tem m2. De acordo
com a construção que gerou a relação (5.6) temos muitas bases não coordenadas que
resultam na mesma métrica, g, onde cada uma delas estão relacionadas umas às outras
por uma “rotação” ortogonal local, dada por

θ̂α −→ θ̂′α(p) = Λα
β(p)θ̂β(p) (5.38)

e
êα −→ ê′α(p) = êβ(p)(Λ−1)β

α(p), (5.39)

para cada ponto p ∈ M . As tetradas se transformam de acordo com

eα
µ(p) −→ e′αµ(p) = Λα

β(p)eβ
µ(p). (5.40)

Estamos considerando aqui que os ı́ndices κ, λ, µ, ν, ... transformam-se sob mudanças gerais
no sistema de coordenadas, ou seja, se transformam sob o grupo de difeomorfismos sobre
M , Diff(M), enquanto que os ı́ndices α, β, γ, δ, ... transformam-se sob “rotações” ortog-
onais locais, ou seja, a mudança ocorre na fibra t́ıpica. Olhando para a invariância dos
componentes do tensor métrico sob a ação de Λα

β(p) temos

Λα
β(p)δαδΛ

δ
γ(p) = δβγ, (5.41)

ou, se estivermos considerando uma variedade M pseudo-riemanniana devemos trocar
δαβ por ηαβ = (−, +, +, +, ...). Isto implica que {Λα

β(p)} ∈ SO(m) (ou {Λα
β(p)} ∈
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SO(1, m−1)). As dimensões desses grupos de Lie são dadas pela diferença entre os graus
de liberdade das tetradas e da métrica, ou seja, m2 −m(m + 1)/2 = m(m− 1)/2. Sob a
ação do grupo SO(m) (ou SO(1, m − 1)) os ı́ndices α, β, γ, δ, ... são alterados, enquanto
que κ, λ, µ, ν, ... permanecem fixos.

Agora vamos ver como um tensor se comporta sob uma transformação local. Seja um
tensor do tipo (1, 1) t = tµνeµ ⊗ dxν = tαβ êα ⊗ θ̂β. De acordo com (5.38) e (5.39) temos
que

t = t′αβ ê′α ⊗ θ̂′β = t′αβ êγ(Λ
−1)γ

α ⊗ Λβ
δθ̂

δ (5.42)

∴ tαβ −→ t′αβ = Λα
γt

γ
δ(Λ

−1)δ
β. (5.43)

Aplicando este tipo de transformação para a primeira das equações de estrutura de Cartan,
(5.34), temos que a torção se transforma da seguinte maneira

T α −→ T ′α = dθ̂′α + ω′αβ ∧ θ̂′β = Λα
β

[
dθ̂β + ωβ

γ ∧ θ̂γ
]

= d(Λα
β θ̂β) + ω′αβ ∧ Λβ

γ θ̂
γ

= (dΛα
β) ∧ θ̂β + Λα

βdθ̂β + ω′αβΛβ
γ ∧ θ̂γ (5.44)

∴ ω′αβ Λβ
γ = Λα

δω
δ
γ − dΛα

γ (5.45)

⇒ ω′αβ = Λα
γω

γ
δ(Λ

−1)δ
β + Λα

γ(dΛ−1)γ
β, (5.46)

onde usamos que ΛΛ−1 = 1 ⇒ dΛΛ−1 + ΛdΛ−1 = 0. A transformação da curvatura é
dada por

Rα
β −→ R′α

β = Λα
γR

γ
δ(Λ

−1)δ
β. (5.47)

5.1.5 Spinores

Vamos considerar agora spinores de Dirac ψ definidos sobre uma variedade M lorentziana
quadridimensional. A tetrada é definida por (5.19), de acordo com a métrica de ηαβ =

(−, +, +, +). Define-se um frame ortonormal {θ̂α} para cada ponto p ∈ M , onde as ma-
trizes gamas são dadas neste novo frame por γα = eα

µγ
µ, e portanto temos {γα, γβ} =

2ηαβ. Quando consideramos uma transformação de Lorentz local dada por Λα
β(p), temos

que o spinor de Dirac se transforma de acordo com uma representação ρ(Λ):

ψ(p) −→ ρ(Λ)ψ(p), ψ(p) −→ ψ(p)ρ(Λ)−1, (5.48)

onde ψ ≡ ψ†γ0. Para constrúırmos uma boa teoria f́ısica esperamos que a ação seja
invariante sob as transformações (5.48), ou seja, em termos matemáticos temos que isto
é posśıvel se procurarmos uma derivada que seja covariante (devido ao termo cinético da
equação de Dirac). Portanto devemos ter ∇αψ como um vetor de Lorentz local e uma
transformação como um spinor dada por

∇αψ −→ ρ(Λ)Λα
β∇βψ. (5.49)

Se encontrarmos (5.49), a Lagrangeana será dada por

L = ψ (iγα∇α + m) ψ. (5.50)

Para procurarmos uma forma para a derivada covariante vamos olhar como eα
µ∂µψ se

transforma:

eα
µ∂µψ −→ Λα

βeβ
µ∂µ(ρ(Λ)ψ) = Λα

βeβ
µ [ρ(Λ)∂µψ + (∂µρ(Λ))ψ] . (5.51)
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Agora supomos que
∇αψ ≡ eα

µ[∂µ + Ωµ]ψ, (5.52)

onde obtemos

∇αψ −→ ρ(Λ)Λα
β∇βψ = Λα

βeβ
µ [ρ(Λ)∂µψ + (∂µρ(Λ))ψ] + Λα

βeβ
µΩ′

µρ(Λ)ψ

= ρ(Λ)Λα
βeβ

µ∂µψ + ρ(Λ)Λα
βeβ

µΩµψ,

∴ Ωµ −→ ρ(Λ)Ωµρ(Λ)−1 − (∂µρ(Λ))ρ(Λ)−1. (5.53)

Para encontrarmos uma forma explicita para o termos Ωµ, vamos considerar uma trans-
formação de Lorentz local e infinitesimal, Λα

β(p) = δα
β + εα

β(p). Sabemos que uma
representação para ρ(Λ) [34] nos fornece a seguinte lei de transformação para os spinors
de Dirac,

ψ −→ exp

[
1

2
iεαβΣαβ

]
ψ '

[
1 +

1

2
iεαβΣαβ

]
ψ, (5.54)

onde Σαβ ≡ 1
4
i[γα, γβ] é a representação spinorial dos geradores da transformação de

Lorentz. Sabemos também que Σαβ satisfaz a álgebra de Lie o(1, 3),

i[Σαβ, Σγδ] = ηγβΣαδ − ηγαΣβδ + ηδβΣγα − ηδαΣγβ. (5.55)

De acordo com (5.54) e (5.53) temos que

Ωµ −→
[
1 +

1

2
iεαβΣαβ

]
Ωµ

[
1− 1

2
iεγδΣγδ

]
−

(
∂µ

[
1 +

1

2
iεαβΣαβ

])[
1− 1

2
iεγδΣγδ

]

'
[
1 +

1

2
iεαβΣαβ

]
Ωµ

[
1− 1

2
iεγδΣγδ

]
− 1

2
i∂µε

αβΣαβ

[
1− 1

2
iεγδΣγδ

]

' Ωµ +
1

2
iεαβ[Σαβ, Ωµ]− 1

2
i∂µε

αβΣαβ. (5.56)

Substituindo Λα
β(p) = δα

β + εα
β(p) em (5.46) temos

ωα
β −→ ωα

β + εα
γω

γ
β − ωα

γε
γ

β − dεα
β, (5.57)

ou em termos dos componentes dados por (5.33),

Γα
µβ −→ Γα

µβ + εα
γΓ

γ
µβ − Γα

µγε
γ

β − ∂µε
α

β. (5.58)

Logo, obtemos de (5.56) e da álgebra (5.55) o seguinte

Ωµ ≡ 1

2
iΓα

µ
βΣαβ =

1

2
ieα

ν∇µe
βνΣαβ, (5.59)

onde verifica-se a propriedade de transformação,

1

2
iΓα

µ
βΣαβ −→ 1

2
i
(
Γα

µ
β + εα

γΓ
γ

µ
β − Γα

µγε
γβ − ∂µε

αβ
)
Σαβ

=
1

2
iΓα

µ
βΣαβ +

1

2
i
(
εα

γΓ
γ

µ
βΣαβ − Γα

µγε
γβΣαβ

)− 1

2
i∂µε

αβΣαβ

=
1

2
iΓα

µ
βΣαβ +

1

2
iεαβ

[
Σαβ,

1

2
iΓγ

µ
δΣγδ

]
− 1

2
i∂µε

αβΣαβ. (5.60)

Por fim podemos escrever a Lagrangeana, a qual é invariante por transformações de
coordenadas gerais e por transformações de Lorentz locais,

L ≡ ψ

[
iγαeα

µ

(
∂µ +

1

2
iΓβ

µ
γΣβγ

)
+ m

]
ψ (5.61)
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e a ação é dada por

S ≡
∫

M

d4x
√−g ψ

[
iγαeα

µ

(
∂µ +

1

2
iΓβ

µ
γΣβγ

)
+ m

]
ψ. (5.62)

Se acoplarmos o spinor de Dirac com um campo de gauge A, temos a ação

S ≡
∫

M

d4x
√−g ψ

[
iγαeα

µ

(
∂µ +Aµ +

1

2
iΓβ

µ
γΣβγ

)
+ m

]
ψ. (5.63)

5.2 Mecânica Quântica Supersimétrica

5.2.1 Álgebra de Clifford e Férmions

Em prinćıpio vamos considerar uma part́ıcula se movendo sobre uma variedade M = R.
Agora consideremos as variáveis de Grassmann reais {ψi} = {ψ1, ψ2, ψ3}, onde i rotula os
ı́ndices das coordenadas. A álgebra satisfeita por estas variáveis é dada por uma relação
de anti-comutação,

{ψi, ψj} = 0. (5.64)

Para que tenhamos uma dinâmica para essas novas variáveis definidas sobre M , definimos
a seguinte função Lagrangeana

L =
i

2
ψiψ̇i − i

2
εijkBiψjψk, (5.65)

onde Bi é um número real. Notemos que a Lagrangeana não pode ter um termo cinético
usual tal como ψ̇iψ̇i, uma vez que pela relação de anti-comutação ele é igual a zero. O
momento canonicamente conjugado para a variável é dado por

πi ≡ ∂L

∂ψ̇i

=
∂

∂ψ̇i

(
− i

2
ψ̇iψi

)

= − i

2
ψi. (5.66)

Então, por uma transformação de Legendre do Lagrangiano, temos que o Halmitoniano
é dado por

H ≡ ψ̇iπi − L =
i

2
εijkBiψjψk. (5.67)

Da geometria simplética temos que a 1-forma de Poincaré para o sistema de variáveis
fermiônicas é dado por

θ ≡ dψiπi =
1

2
iψidψi. (5.68)

Logo a 2-forma simplética correspondente é

ω ≡ dθ =
1

2
idψi ∧ dψi. (5.69)

Da geometria simplética sabemos que o colchete de Poisson é definido de acordo com a
2-forma simplética:

{f, g}PB ≡ ωij(z)
∂f

∂zi

∂g

∂zj
, (5.70)

onde zi = (ψi, πi). Pelo teorema de Darboux [7], encontramos uma carta conveniente de
tal forma que

{ψj, iψk}PB = δjk. (5.71)
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5.2.2 Modelo para Espaços Planos

O Hamiltoniano (5.67) não descreve uma part́ıcula com spin se movendo num espaço
plano, pois está em termos apenas das coordenadas de spin {ψi} e independente das
coordenadas de espaço {xi}. Para que seja posśıvel esta descrição do movimento no
espaço, temos que adicionar um termo cinético ao Hamiltoniano. Portanto, seja uma
part́ıcula com spin em uma variedade M = Rd, onde d é a dimensão do espaço, para
Bk ≡ 0. A Langrangeana do sistema é dada por

L =
1

2
ẋkẋk +

i

2
ψkψ̇k. (5.72)

Os momentos canonicamente conjugados são dados por

pk = ẋk e πk = − i

2
ψk, (5.73)

onde os “brackets” de Poisson são

{xj, xk}PB = {pj, pk}PB = 0, {xj, pk}PB = δjk e {ψj, ψk}PB = −iδjk. (5.74)

Submetidos às condições de quantização, temos

[xj, xk] = [pj, pk] = 0, [xj, pk] = iδjk e {ψj, ψk} = δjk. (5.75)

Neste caso temos o seguinte Hamiltoniano

ẋjpj − ψ̇j
i

2
ψj − L =

1

2
p2 ≡ −1

2
∆, (5.76)

onde ∆ ≡
d∑

k=1

∂2
k é o laplaciano de dimensão d. O espaço de Hilbert sobre o qual H está

agindo é definido por L2(Rd) ⊗ C2n
, onde L2(Rd) é o espaço das funções de quadrado

integráveis em Rd e n ≡ d/2.
Uma variação na Lgrangeana resulta em

δL = ẋj
d

dt
δxj +

i

2
δψjψ̇j +

i

2
ψj

d

dt
δψj. (5.77)

Podemos verificar que a ação, dada pela Lagrangeana (5.72), é um invariante sob trans-
formações que definiremos a seguir, chamadas transformações de supersimetrias, dadas
por

δxj = iεψj e δψj = −εẋj, (5.78)

onde ε é uma constante de Grassmann real. Submetendo (5.72) às transformações (5.78)
temos

δL = iẋjεψ̇j − i

2
εẋjψ̇j − i

2
ψjεẍj

= − i

2

d

dt
(ψjεẋj). (5.79)

De acordo com o Teorema de Noether, temos que a Supercarga é conservada, ou seja, o
gerador das transformações de supersimetria (5.78), é dada por

Q = iψjẋj (5.80)
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∴
{

[xj, εQ] = δxj

{ψj, εQ} = iδψj.
(5.81)

Agora consideremos a dimensão do espaço par, d = 2n, e vamos quantizar o sistema
na representação onde ψj = γj/

√
2, ou seja, representação 2n dimensional da Álgebra de

Clifford, a qual a seguinte relação de anticomutação é válida,

{γj, γk} = 2δij. (5.82)

Nesta representação temos que a supercarga é dada por

Q = iψjpj =
1√
2
γj

∂

∂xj

=
1√
2
∂/. (5.83)

Estando a supercarga sujeita a uma transformação de supersimetria (5.78) temos que

δQ = iδψjẋj + iψj
d

dt
δxj = −2iε

(
1

2
ẋjẋj +

i

2
ψjψ̇j

)

= −2iεL. (5.84)

Com o intuito de obter a relação entre a supercarga e o Hamiltoniano, vemos duas
transformações de supersimetria sucessivamente, onde os parâmetros de transformação
são grassmannianos, ε1 e ε2. Considerando primeiramente a ordem de transformação ε1 e
ε2 temos

xj ε1−−−−→ xj + iε1ψj ε2−−−−→ xj + i(ε1 + ε2)ψj − iε1ε2ẋj

ψj ε1−−−−→ ψj − ε1ẋj ε2−−−−→ ψj − (ε1 + ε2)ẋj − iε1ε2ψ̇j, (5.85)

enquanto que se invertermos a ordem das transformações, ficamos com

xj ε2 → ε1−−−−−−−−→ xj + i(ε1 + ε2)ψj + iε1ε2ẋj

ψj ε2 → ε1−−−−−−−−→ ψj − (ε1 + ε2)ẋj + iε1ε2ψ̇j. (5.86)

Portanto a relação de comutação das operações acima é dada por

[δε2 , δε1 ] = δε2δε1 − δε1δε2 = −2iε1ε2
∂

∂t
. (5.87)

A equação acima nos diz que o comutador de duas transformações de supersimetria é um
gerador de translação temporal e segue que, devido aos “brackets” de Poisson definidos
a priori, temos a definição do Hamiltoniano

{ε2Q, ε1Q}PB = {ε2ipjψj, ε1ipkψk}PB

= −ε2ε1pjpk{ψj, ψk}PB

= −iε1ε2p
2 = −2iε1ε2H. (5.88)

Sub a condição de quantização vemos que

{Q,Q} = 2Q2 = 2(ipjψj)(ipkψk)

= −pjpk(ψjψk + ψkψj)

= −2H (5.89)
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∴ H = −Q2. (5.90)

Conclúımos que a álgebra supersimétrica satisfeita por L e Q são resumidas da seguinte
forma,

δQ = −2iεL (5.91)

e

δL = ε
1

2

dQ

dt
. (5.92)

Comparando (5.91) e (5.92) com (5.78) encontramos similaridades na forma as quais estão
escritas. Chamamos a representação da álgebra dada por (5.78) de multipletos bosônicos,
equanto que (5.91) e (5.92) são chamados de multipletos fermiônicos.

5.2.3 Variedades Gerais

Seja uma variedade M Riemanniana com dimensão 2n, onde a métrica é um funcional
bilinear g(·, ·) : TpM × TpM −→ R, não degenerado e simétrico, definido da seguinte
forma para um sistema de coordenadas predeterminado,

g = gµνdxµ ⊗ dxν . (5.93)

onde
〈X, Y 〉 ≡ g(X, Y ) = gµνX

µY ν , X, Y ∈ TpM. (5.94)

Para um vetor ψµ(t) ∈ Tx(t)M definido em cada instante t (parâmetro), temos que sob
mudança de coordenadas, xµ −→ x′µ = x′µ(xν), a seguinte lei de transformação é válida

ψµ −→ ψ′µ =
∂x′µ

∂xν
ψν . (5.95)

Sabemos que sob transformação de supersimetria as coordenados se transformam de
acordo com

δx′µ =
∂x′µ

∂xν
δxν =

∂x′µ

∂xν
iεψν = iεψ′µ. (5.96)

Portanto temos que

δψ′µ =
∂2x′µ

∂xν∂xλ
δxλψν +

∂x′µ

∂xν
δψν

=
∂2x′µ

∂xν∂xλ
iεψλψν − ∂x′µ

∂xν
iεẋν

= −εẋ′µ. (5.97)

Agora introduzimos a supercarga generalizada,

Q = i〈ẋ, ψ〉 = igµν(x)ẋµψν . (5.98)

Sabemos que a Lagrangeana supersimétrica sobre M pode ser encontrada a partir da
supercarga, ou seja, tomanda a variação de Q:

δQ = i∂λgµν(x)δxλẋµψν + igµν(x)δẋµψν + igµν(x)ẋµδψν

= −2iε

(
1

2
gµν ẋ

µẋν +
i

2
gµνψ

νψ̇µ +
i

2
ẋµgλρΓ

ρ
µνψ

λψν

)
, (5.99)

onde

Γν
µλ ≡

1

2
gνρ (∂λgρµ + ∂µgρλ − ∂ρgλν) (5.100)
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são os componentes da conexão. Comparando com (5.91) temos

L =
1

2
gµν ẋ

µẋν +
i

2
gµνψ

µ

(
dψν

dt
+ ẋλΓν

λκ(x)ψκ

)

=
1

2
〈ẋ, ẋ〉+

i

2

〈
ψ,

Dψ

Dt

〉
. (5.101)

5.3 O Teorema de Índice

5.3.1 O Índice

Vamos agora considerar fibrados vetoriais E
π−−−−−→± M , tais que definimos o superespaço

[11] E = E+ ⊕ E− (espaço vetorial Z2-graduado) e o operador diferencial eĺıptico de
Fredholm, D, definido por

D : Γ(M, E+) −→ Γ(M, E−)

D† : Γ(M, E−) −→ Γ(M, E+), (5.102)

onde Γ(M,E±) e o conjunto das seções do fibrado E±. O ı́ndice do operador D é definido
por

IndD ≡ dim kerD − dim cokerD
= dim kerD − dim kerD†. (5.103)

Teorema 5.2. O número IndD é um invariante sob uma pequena deformação de D.

Demonstração. Notemos que DD† e D†D são operadores positivos e, portanto, segue que

D†D : Γ(M, E+) −→ Γ(M, E+)

DD† : Γ(M, E−) −→ Γ(M, E−) (5.104)

⇒ kerD = kerD†D, kerD† = kerDD†. (5.105)

Seja {φn} o conjunto ortogonal das autofunções de D†D, ou seja,

D†Dφn = λnφn. (5.106)

Definimos ψn ≡ Dφn/
√

λn para λn > 0, que é o mesmo se indicarmos para todo φn ∈
(kerD)⊥. Logo, segue que

DD†ψn = D
(D†Dφn

)
√

λn

= λn
Dφn√

λn

= λnψn (5.107)

onde conclúımos que ψn é uma auto-seção com o mesmo autovalor λn e que ψn ∈ (kerD†)⊥.
Podemos ver também que o conjunto das autoseções {ψn} é ortornormal,

〈ψn|ψm〉 =
1√

λnλm

〈φn|D†D|φm〉 =
λm√
λnλm

δnm = δnm. (5.108)

Portanto, podemos concluir que existe um isomorfismo natural entre (kerD)⊥ e (kerD†)⊥.
Note, contudo, que com as informações acima não temos como estabelecer um isomorfismo
entre kerD e kerD†. Agora vamos supor que N estados em kerD são “promovidos” a
ter autovalores diferentes de zero devido ao resultado de uma pequena perturbação de
D, ou seja, a perturbação faz com que a dimensão kerD decresça de N . Segue então
que o mesmo número N de estados deve também deixar kerD† devido ao isomorfismo
estabelecido e assim o ı́ndice é invariante. O caso inverso, onde acrescentamos N estados
em kerD devido a perturbação, também preserva o ı́ndice uma vez que N estados deixa
(kerD†)⊥ e vão para kerD†.
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Teorema 5.3. Seja D um operador diferencial de Fredholm. Então o seu Índice é dado
por

IndD = Tre−βD†D − Tre−βDD† , (5.109)

onde β > 0 é uma constante real. De fato, o ı́ndice é independente de β.

Demonstração. Os traços em (5.109) são calculados com relação as bases {φn} e {ψn}.
Seja {φ0

i } e {ψ0
j} autoseções ortonormais de kerD e kerD†, e 1 ≤ i ≤ dim kerD e 1 ≤ j ≤

dim kerD†. Segue que

Tre−βD†D − Tre−βDD† =
∑

λn 6=0

〈φn|e−βD†D|φn〉 −
∑

λn 6=0

〈ψn|e−βDD† |ψn〉+

+
∑

i

〈φ0
i |φ0

i 〉 −
∑

j

〈ψ0
j |ψ0

j 〉

=
∑

λn 6=0

e−βλn(〈ψn|ψn〉 − 〈ψn|ψn〉) +
∑

i

1−
∑

j

1

= dim kerD − dim kerD†

= IndD. (5.110)

Seja E = E+ ⊕ E− o superespaço, portanto podemos definir o operador agindo sobre
ele da seguinte forma

iQ ≡
(

0 D†

D 0

)
: E −→ E. (5.111)

Além disso, podemos definir também um outro operador que chamaremos de Hamiltoniano
(mais para frente será esclarecido este nome) e a matriz Γ por

H ≡ (iQ)2 =

( D†D 0
0 DD†

)
, Γ =

(
1 0
0 −1

)
. (5.112)

Notemos que Q é um operador anti-hermitiano, enquanto que H é hermitiano e positivo
definido. O ı́ndice (5.109) de D pode ser escrito usando (5.112), ou seja,

IndD = TrΓe−βH . (5.113)

Seja M uma variedade que admite estrutura Spinorial, ou seja, uma variedade cuja
segunda classe de Stiefel-Whitney w2(M) é trivial. O grupo SO(k) define um fibrado
principal sobre M , onde podemos fazer um mapeamento (“lift”) para o grupo de spin
SPIN(k), definido como sendo o grupo de recobrimento universal, de maneira a formar
um outro fibrado principal:

SO(k) −→ SPIN(k)
↓ π
M

(5.114)

Seja E = ∆(M) este fibrado spinorial. Então associamos a ∆(M) uma álgebra de Clifford
{γµ, γν} = 2gµν . Sendo assim, vamos definir o Operador Quiralidade,

γ2n+1 ≡ inγ1γ2...γ2n, (5.115)

onde γ2
2n+1 = 1, portanto os seus autovalores são ±1, ou seja, quiralidade positiva ou

negativa.
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O conjunto das seções Γ(M, ∆), para um k par, não é uma representação irredut́ıvel de
SPIN(k), mas pode ser decomposta em dois subespaços de acordo com a sua respectiva
quiralidade. A decomposição é dada por

Γ(M, ∆) = Γ(M, ∆+)⊕ Γ(M, ∆−), (5.116)

onde Ψ± ∈ Γ(M, ∆±) satisfaz a relação de autovalores γ2n+1Ψ± = ±Ψ±. Designamos o
Número Fermiônico F = 0 para seções em Γ(M, ∆+), enquanto que F = 1 para seções
em Γ(M, ∆−). Logo, de acordo com a definição (5.112) temos

Γ = (−1)F (5.117)

e
{Q, Γ} = {Q, (−1)F} = 0. (5.118)

Na base em que (−1)F está diagonalizado, ou seja, (5.112), temos que os autoestados de
quiralidade são dados explicitamente por

Ψ+ =

(
ψ+

0

)
, Ψ− =

(
0

ψ−

)
. (5.119)

É fácil ver que

Q : Γ(M, ∆+) −→ Γ(M, ∆−)

Q : Γ(M, ∆−) −→ Γ(M, ∆+), (5.120)

portanto o ı́ndice do operador Q é dado por

IndQ = dim kerD − dim kerD† = Tr
[
(−1)F e−βH

]
. (5.121)

Quando estamos aplicando a discussão do ı́ndice para operadores definidos através de
suas atuações em spinors, escolhemos E como sendo um fibrado de spin, E = ∆(M) =
∆+(M) ⊕ ∆−(M). Seja Q um operador do tipo Dirac definido sobre M e escolhemos
Γ = (−1)F como sendo a matriz quiralidade γ2n+1. Então o ı́ndice do operador de Dirac é
o número de modos zeros de quiralidade positiva (Bósons) menos o número de modos zeros
de quiralidade negativa (Férmions). Segue das definições acima, (5.112), que a energia é
sempre zero ou positiva; os estados de energia zero, E = 0, são exatamente os estados
supersimétricos |Ω〉, ou seja, os estados aniquilados por Q,

Q|Ω〉 = 0 ⇒ H|Ω〉 = 0, (5.122)

os quais fornecem uma representação unidimensional da supersimetria e não necessaria-
mente balanceados (número de bósons pode ser diferente do número de férmions); e cada
autovalor de energia Ei 6= 0 está associado com um par de autoestados, fermiônico, |Fi〉,
e bosônico, |Bi〉, tal que

(−1)F |Bi〉 = |Bi〉, Q|Bi〉 =
√

Ei|Fi〉,
(−1)F |Fi〉 = −|Fi〉, Q|Fi〉 = −

√
Ei|Bi〉, (5.123)

fornecendo uma representação bidimensional da supersimetria para cada ńıvel de energia
Ei. Como sabemos da discussão feita na demonstração do teorema (5.2), temos que os
estados podem apenas chegar ou deixar a energia zero em pares, um fermiônico para
cada bosônico, deixando o ı́ndice invariante. Deve haver |Ind| estados de energia zero
para produzir o ı́ndice, então um ı́ndice diferente de zero implica que existe no mı́nimo
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um estado de energia zero que é um estado fundamental de supersimetria apropriado da
teoria em questão. Portanto a supersimetria não pode ser quebrada neste caso. Por outro
lado, temos que, devido a condição (5.122), o espaço de Hilbert da teoria permite bósons
e férmions de massas iguais, o que não é observado na natureza. Então se a supersimetria
tem algum papel na natureza, o mundo não é descrito por uma teoria onde a solução
(5.122) seja admitida, ou seja, a supersimetria é dita ser quebrada espontaneamente. Um
critério necessário para quebra dinâmica de supersimetria é o ı́ndice igual a zero [40, 41].

5.3.2 Propriedades de Localização e Supersimetria

Vamos retornar à equação (5.121), onde sabemos que Q é o operador de Dirac. Como
já provamos, o ı́ndice é independente do parâmetro β e, portanto, o fator e−βH (para
β > 0) é visto como um regulador do traço. O lado direito da equação (5.121) pode ser
visto como uma função de partição e nos limites de baixa temperatura (β →∞) somente
os modos zeros contribuem para o valor do traço.

Até o momento vimos como podemos definir o ı́ndice de um operador de Dirac Q na
forma dada por (5.121). Gostaŕıamos agora de identificar esta formulação com a linguagem
de integral de caminho [5] definindo o operador de Dirac sobre uma variedade spinorial
(admite estrutura spinorial) M com dim M = 2n, onde empregaremos nos cálculos da
subseção seguinte a euclidianização da métrica (rotação de Wick) por t → −it. Após uma
rotação de Wick para o espaço euclidiano, temos que as transformações de supersimetria
são dadas por

δxµ = iεψµ, δψµ = −iεẋµ. (5.124)

Vamos considerar o seguinte Hamiltoniano

H = (iQ)2 =
1

2
gµνp

µpν . (5.125)

Então temos para o ı́ndice do operador Q uma expressão para o formalismo de integral
de trajetória dada por

IndQ = Tr
[
(−1)F e−βH

]
=

∫

PBC

[d2nx][d2nψ] exp

{
−

∫ β

0

dtL[x, ẋ; ψ, ψ̇]

}
, (5.126)

onde PCB (“periodic boundary conditions”) fixa as condições de contorno periódicas
para a integral calculada sobre os caminhos x(T ) = x(T + β) e ψ(T ) = ψ(T + β), e L é
dada pela euclidianização de (5.101),

L =
1

2
gµν(x)ẋµẋν +

1

2
gµν(x)ψµ Dψν

Dt
. (5.127)

Podemos estabelecer uma analogia entre (5.126) e (4.168), onde de maneira geral temos
as partes bosônica e fermiônica da ação. Se consideramos o acréscimo do campo de gauge,
temos que a Lagrangeana N = 1/2 supersimétrica total é dada por

L =
1

2
gµν(x)ẋµẋν + ẋµAµ +

1

2
gµν(x)ψµ Dψν

Dt
− 1

2
ψµFµνψ

ν . (5.128)

É importante notar que o fator (−1)F em (5.126) não é necessário se estamos usando
condições de contorno antiperiódicas. Isto pode ser visto se considerarmos o seguinte
argumento. Seja

Tr
[
(−1)F e−βH

]
=

∑
n

〈n|(−1)F e−βH |n〉 =

∫
dψ∗dψ〈−ψ|(−1)F e−βH |ψ〉e−ψ∗ψ, (5.129)
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onde F = c†c e

|ψ〉 = |0〉+ |1〉ψ
⇒ (−1)F |ψ〉 = |0〉 − |1〉ψ = | − ψ〉. (5.130)

Portanto a integral (5.129) pode ser calculada,

Tr
[
(−1)F e−βH

]
=

∫
dψ∗dψ〈ψ|e−βH |ψ〉e−ψ∗ψ. (5.131)

A inserção do fator (−1)F no cálculo do traço implica em considerarmos condições de
contorno periódicas, as quais respeitam as transformações de supersimetria (5.78). Por-
tanto PBC é imprescind́ıvel para o sistema supersimétrico, ou seja, o emparelhamento
dos estados.

Como esperado, o gerador da supersimetria é definido pela equação dos modos zeros
para o operador de Dirac iQ, onde a inclusão da informação dos modos zeros pode ser
entendido como um v́ınculo. O operador de Dirac é dado por

iQ = iγµQµ = iγµ

(
∂µ +Aµ +

1

2
iΓβ

µ
γΣβγ

)

= iγµ

(
∂µ +Aµ − 1

8
Γβ

µ
γ[γβ, γγ]

)
, (5.132)

onde Γγ
αβ = eγ

νeα
µ
(
∂µeβ

ν + eβ
λΓν

µλ

)
. Adotando uma representação para as álgebras

de Clifford, reescrevemos o gerador de supersimetria N = 1/2 com a informação das
contribuições dos modos zeros por

Q ≡ ψµ

(
∂µ +Aµ − 1

2
Γβ

µ
γψβψγ

)
≈ 0. (5.133)

Usando o comutador para as álgebras gradeadas, {S,O} = SO − (−1)pOS, onde p é o
grau de O, temos que o Hamiltoniano é dado por

{Q,Q} =

{
ψµ

(
∂µ +Aµ − 1

2
Γβ

µ
γψβψγ

)
, ψν

(
∂ν +Aν − 1

2
Γβ

ν
γψβψγ

)}

= {ψµ, ψν}
(

∂µ +Aµ − 1

2
Γβ

µ
γψβψγ

) (
∂ν +Aν − 1

2
Γβ

ν
γψβψγ

)
+

+ψµ

{(
∂µ +Aµ − 1

2
Γβ

µ
γψβψγ

)
,

(
∂ν +Aν − 1

2
Γβ

ν
γψβψγ

)}
ψν

= 2

[
gµν

(
∂µ +Aµ − 1

2
Γβ

µ
γψβψγ

)(
∂ν +Aν − 1

2
Γβ

ν
γψβψγ

)
+

1

2
ψµFµνψ

ν

]

= 2H. (5.134)

O exaustivo cálculo acima foi realizado usando propriedades de simetria do tensor cur-
vatura de Riemann. Portanto segue que

{Q, H} = {H, H} = 0. (5.135)

A função de partição pertinente com o gauge fixo é dada por

Z =

∫
[d(Liouville)] exp(iSΨ), (5.136)



5. Propriedades Geométricas do Operador de Dirac e o Teorema de Índice 83

onde SΨ é a ação BRST com o gauge fixo correspondente às realizações (5.133), (5.134)
e (5.135) da álgebra vinculada [28], descrevendo a propagação de uma part́ıcula de Dirac
sobre uma variedade M . Com condições periódicas de contorno para um problema super-
simétrico N = 1/2, temos que SΨ é dada de acordo com o Lagrangiano (5.194).

Antes de mostrarmos a validade das caracteŕısticas de localização relacionadas com
uma integral de medida para um espaço de dimensão infinita, é imprescind́ıvel adotarmos
uma conjectura sugerida por Atiyah e Witten [9, 42]. É notável ressaltar que o problema
ainda carece de mais formulações matemáticas para que seja visto de forma rigorosa, ou
seja, estamos aceitando uma conjectura que ainda não tem uma prova formal, mas que
para prinćıpios f́ısicos tem se mostrado útil. A conjectura pode ser anunciada por:

Conjectura 5.1 (Atiyah-Witten). A integral de caminho para um problema de mecânica
quântica supersimétrica admite uma estrutura formal de cohomologia equivariante sobre
o espaço de superloop: LM ⊗ LΛ1M . A parte fermiônica da ação supersimétrica pode
ser interpretada como uma 2-forma (pré-) simplética no espaço de loop bosônico, a qual
torna a medida bosônica original uma medida para o espaço da medida de Liouville.

Se assumirmos a validade da versão degenerada de dimensão finita do teorema de
Duistermaat-Heckman para a fórmula de integração, através da conjectura de Atiyah-
Witten parece natural extender os conceitos de localização para um espaço superloop de
dimensão infinita. Assim, veremos que a integral de caminho para mecânica quântica
supersimétrica resultará no teorema de Atiyah-Singer para o operador de Dirac.

Vamos agora definir algumas propriedades do espaço de loops, como desenvolvidas na
seção (4.3), para que as condições que permitem a localização possam ser estabelecidas.
Dado qualquer funcional F [x] de caminhos fechados em LM , definimos a diferenciação
funcional,

δ

δxµ(τ)
F [x(τ ′)] = δ(τ − τ ′)F ′[x(τ ′)], (5.137)

e as regras para diferenciação funcional dos caminhos grassmanianos periódicos pelo anti-
comutador, {

δ

δψµ(τ)
, ψν(τ ′)

}
= δν

µδ(τ − τ ′). (5.138)

A parte fermiônica em (5.194) é bilinear nos campos. Então, pela integração funcional

de Berezin temos um fator determinante, det1/2 ‖ Ω̂ ‖, o qual é visto como um fator da
medida de integração sobre LM em (5.126), ou seja, pela conjectura de Atiyah-Witten

isto define a medida simplética sobre o espaço dos loops. Portanto definimos Ω̂ por

Ω̂[x, ψ] ≡
∮

S1

dτ
1

2
ψµ(τ)

(
gµν

D

Dτ
−Fµν [x(τ)]

)
ψν(τ). (5.139)

Na função de partição a integração somente da parte fermiônica, ou seja, a integração de

Berezin, nos dá uma integral funcional onde a medida é do tipo Liouville: [d2nx]

√
det ‖ Ω̂ ‖.

Se introduzirmos um operador nilpotente que age sobre o espaço dos loops dado por

D ≡
∮

S1

dτψµ(τ)
δ

δxµ(τ)
, (5.140)

verificamos que (5.139) é D-exato:

Ω̂[x, ψ] = DΣ̂[x, ψ], (5.141)
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onde

Σ̂[x, ψ] ≡
∮

S1

dτ

(
−1

2
gµν [x(τ)]ẋν(τ) +Aµ[x(τ)]

)
ψµ(τ) =

∮

S1

dτ Σ̂µ[x(τ)]ψµ(τ). (5.142)

A forma (5.139) é chamada de estrutura (pré-) simplética do espaço de loops. Também
podemos definir um operador de contração sobre o espaço dos loops por

Iẋ ≡
∮

S1

dτ ẋµ(τ)
δ

δψµ(τ)
. (5.143)

Portanto, o operador derivada exterior equivariante no espaço dos loops é por analogia
constrúıdo como a soma de (5.140) com (5.143):

Dẋ ≡ D + Iẋ =

∮

S1

dτ

(
ψµ(τ)

δ

δxµ(τ)
+ ẋµ(τ)

δ

δψµ(τ)

)
. (5.144)

Das transformações de supersimetria (5.124), podemos concluir que

Q ∼ Dẋ (5.145)

sobre o espaço LM ⊗ LΛ1M , uma vez que

Dẋx
µ(τ) =

∮

S1

dτ ′
(

ψν(τ ′)
δxµ(τ)

δxν(τ)

)
= ψµ(τ)

Dẋψ
µ(τ) =

∮

S1

dτ ′
(

ẋν(τ ′)
δψµ(τ)

δψν(τ ′)

)
= ẋµ(τ). (5.146)

Facilmente verificamos que o quadrado do operador (5.144) é o gerador de translações
temporais (análago ao Hamiltoniano) sobre o espaço dos Superloops, ou seja,

D2
ẋ =

∮

S1

dτ

(
ẋµ(τ)

δ

δxµ(τ)
+ ψ̇µ(τ)

δ

δψµ(τ)

)
=

∮

S1

dτ
d

dτ
. (5.147)

Operando (5.147) em um funcional W [x, ψ] qualquer definido sobre LM ⊗ LΛ1M temos

D2
ẋW [x, ψ] =

∮

S1

dτ
dW [x, ψ]

dτ
= W [x(1), ψ(1)]−W [x(0), ψ(0)], (5.148)

o que nos leva a concluir que (5.147) é nilpotente se, e somente se, estamos restritos à
funcionais de valores únicos sobre o espaço dos loops.

A conjectura de Atiyah-Witten implica que a ação para supersimetria N = 1/2 define
uma estrutura equivariante sobre LM ⊗ LΛ1M , sendo esta a base dos argumentos gerais
para localizar uma integral sobre uma variedade M . O locus zero do campo vetorial
(como definido em (4.39)) com componentes ẋµ(τ) é dado polos caminhos constantes
x(t) = x(0) ∈ M para qualquer t. Logo, a ação devida ao Lagrangiano (5.194) pode ser
reescrita usando (5.139), (5.141) e (5.144):

S1/2 =

∮

S1

dτ Σ̂µ[x, ψ]ẋµ(τ) + Ω̂[x, ψ] = IẋΣ̂[x, ψ] + Ω̂[x, ψ]

= DẋΣ̂[x, ψ]. (5.149)

Portanto o ı́ndice pode ser reescrito em termos de (5.149),

IndQ =

∫

LM⊗LΛ1M

[d2nx][d2nψ]eiTDẋΣ̂[x,ψ]. (5.150)

Vemos que se T ∼ ~, para ~→ 0, ou seja, T →∞, recuperamos o conceito de aproximação
semi-clássica. Como encontramos uma estrutura de cohomologia equivariante para o
espaço do superloop LM⊗LΛ1M , ou seja, é posśıvel escrever a ação supersimétrica como
sendo Dẋ-exata, podemos localizar (5.150) usando (4.168).
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5.3.3 Cálculo do Índice

Por argumentos gerais sabemos que o lado direito de (5.126) é independente de β. Nos
limites de baixas temperaturas (β →∞) temos que somente os modos zeros contribuem,
onde o conceito de ı́ndice do operador de Dirac é compreendido. Nos limites de altas
temperaturas (β → 0) o lado direito de (5.126) pode ser explicitamente calculado usando o
método de expansão por “heat kernel” ou a integral supersimétrica. Nesta seção usaremos
o Lagrangeano N = 1/2 supersimétrico sem campos de gauge para calcular explicitamente
este invariante topologico. Reescalando o parâmetro, t = βs, temos

∫ β

0

dt

{
1

2
gµν(x)ẋµẋν +

1

2
gµν(x)ψµ Dψν

Dt

}
=

=

∫ 1

0

ds

{
1

2β
gµν(x)

dxµ

ds

dxν

ds
+

1

2
gµν(x)ψµ Dψν

Ds

}
. (5.151)

Os caminhos que satisfazem ẋ 6= 0 contribuem despresivelmente para a integral de ca-
minho no limite β → 0. Portanto as contribuições significativas no limite considerado
são pontos cŕıticos os quais mapas x(t) são constantes. De fato, estes caminhos satis-
fazem condições de contorno periódicas. Logo, devido a estarmos forçados a mantermos
as condições de contorno periódicas, nosso espaço de configuração para as coordenadas
bosônicos é o espaço dos loops sobre M , LM . Para implantarmos o método da apro-
ximação da fase estacionária no cálculo da integral de caminho, devemos primeiro en-
contrar o conjunto dos pontos cŕıticos M0, ou seja, pontos que extremizam a ação. As
soluções das equações de Euler-Lagrange são dadas por

0 =
∂L

∂ψρ
− d

dt

(
∂L

∂ψ̇ρ

)

=
∂

∂ψρ

[
1

2
gµνψ

µ(ψ̇ν + ẋλΓν
λκψ

κ)

]
− d

dt

[
1

2
gµν

∂

∂ψ̇ρ
ψµ(ψ̇ν + ẋλΓν

λκψ
κ)

]

=
1

2

[
gρν

Dψν

Dt
− gµν ẋ

λΓν
λρψ

µ + (∂λgρµ)ẋλψµ + gρµψ̇
µ

]
(5.152)

e multiplicando (5.152) por gκρ obtemos

Dψµ

Dt
=

dψµ

dt
+ ẋλΓµ

λνψ
ν = 0. (5.153)

0 =
∂L

∂xµ
− d

dt

(
∂L

∂ẋµ

)

=
1

2

[
(∂νgαβ)ẋαẋβ + (∂νgαβ)ψα Dψβ

Dt
+ gαβψαẋλ∂µΓβ

λκψ
κ

]
− d

dt

[
gµν ẋ

ν +
1

2
gαβψαΓβ

µκψ
κ

]

= −gµν
Dẋν

Dt
+

gαβ

2
(∂µΓβ

λκ − ∂λΓ
β
µκ + Γβ

µγΓ
γ
λκ − Γβ

λγΓ
γ
µκ)ψ

αψκẋλ (5.154)

onde definimos o tensor de curvatura Rβ
κµλ ≡ ∂µΓβ

λκ − ∂λΓ
β
µκ + Γβ

µγΓ
γ
λκ − Γβ

λγΓ
γ
µκ

∴ −gµν
Dẋν

Dt
+

1

2
Rακµλψ

αψκẋλ = 0. (5.155)

Agora vamos discutir um pouco sobre os resultados (5.153) e (5.155), os quais são equações
para uma part́ıcula com spin num campo gravitacional. Notemos que o par x = const1 e
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ψ = const2 são pontos cŕıticos e soluções para as equações do movimento. O conjunto dos
pontos cŕıticos bosônicos contêm os mapas constantes, ou seja, M0 ⊂ M . Podemos ver
também que (5.155) reduz-se a equação da geodésica quando ψ = 0, onde somos levados
a concluir que uma part́ıcula com spin não se move ao longo da geodésica “usual”.

Agora vamos prosseguir com os cálculos da integral de caminho para flutuações quadrá-
ticas em torno dos pontos cŕıticos, ou seja, soluções clássicas do movimento para as
equações de Euler-Lagrange. O procedimento consiste em expandir a ação, ou seja, ex-
pandir o argumento da exponencial em (5.126) em torno dos pontos cŕıticos. Como já
observado, as principais contribuições da integral de caminho é devido aos modos con-
stantes x = x0 e ψ = ψ0, onde δS[x0, ψ0] = 0, portanto escolhemos as coordenadas
normais riemannianas,

gµν(x0) = δµν ,
∂

∂xλ
gµν(x0) = 0

g = det gµν = 1. (5.156)

Além disso, definimos as flutuações neste sistema de coordenadas,

xµ(t) = xµ
0 + ξµ(t) ⇒ dxµ = dξµ (5.157)

e
ψµ(t) = ψµ

0 + ηµ(t) ⇒ dψµ = dηµ. (5.158)

Portanto a expansão de segunda ordem da ação pode ser escrita por

S2 =

∫ β

0

dt

[
1

2

dξµ

dt

dξµ

dt
+

1

2
ηµ dηµ

dt
+

1

2
R̃µν(x0)ξ

µ dξν

dt

]
, (5.159)

onde usamos (5.153) e (5.155) em (5.101), e definimos

R̃µν(x0) ≡ 1

2
Rµνρσ(x0)ψ

ρ
0ψ

σ
0 . (5.160)

Observemos também que o termos de ordem zero, S0 = S[x0, ψ0], é nulo.
Para calcularmos o ı́ndice pelo método da aproximação de fase estacionária, vemos

que apenas é necessário o termo de segunda ordem. Portanto podemos escrever o ı́ndice
como

IndQ =

∫
[d2nξ][d2nη]e−S2 , (5.161)

onde [d2nx][d2nψ] = [d2nξ][d2nη]. Novamente, enfatizando que estamos lidando com
condições de contorno periódicas, temos que as expansões em Fourier de ξ e η são dadas
por

ξµ =
1√
β

∞∑
n=−∞

ξµ
ne2πint/β (5.162)

e

ηµ =
1√
β

∞∑
n=−∞

ηµ
ne2πint/β. (5.163)

Notemos que, devido a equação (5.159), os operadores de flutuação para ξ e η são dados
respectivamente por

−δµν
d2

dt2
+ R̃µν

d

dt
(5.164)
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e

δµν
d

dt
. (5.165)

Vamos agora calcular o ı́ndice de acordo com a expressão (5.161) usando os operadores
(5.164) e (5.165),

IndQ =

∫
[d2nξ][d2nη] exp

{
ηµ

(
δµν

d

dt

)
ην

}
exp

{
ξµ

(
−δµν

d2

dt2
+ R̃µν

d

dt

)
ξν

}

= N
∫ d∏

µ=1

dξµ
0√

2π
dηµ

0

{
Det

′
PBC

(
δµν

d

dt

)}1/2 {
Det

′
PBC

(
−δµν

d2

dt2
+ R̃µν

d

dt

)}−1/2

= N
∫ d∏

µ=1

dξµ
0√

2π
dηµ

0

{
Det

′
PBC

(
δµν

d

dt

)}1/2 {
Det

′
PBC

(
d

dt

)(
−δµν

d

dt
+ R̃µν

)}−1/2

= N
∫ d∏

µ=1

dξµ
0√

2π
dηµ

0

{
Det

′
PBC

(
−δµν

d

dt
+ R̃µν

)}−1/2

, (5.166)

onde temos que os modos n = 0 não contribuem para a integral gaussiana, e N é uma
constante de normalização.

Vamos analisar agora o fator de normalização, pois é necessário tomar o devido cuidado
devido às ambigüidades associadas com o ordenamento dos números de Grassmann. Como
IndQ é independente de β, vamos fixar β = 1 para simplificar os cálculos. É conveniente
também escolhermos a métrica gµν = δµν , onde podemos ver de (5.101) que as partes
bosônicas e fermiôncas são separadas. Primeiramente analisamos a parte fermiônica,
onde Hf = 0, dada por

Trγ2n+1 =

∫

PBC

[d2nψ]e−
1
2

∫ 1
0 ψ.ψ̇dt

= NfDet′PBC(δµν∂t)
1/2

∫
dψ1

0...dψ2n
0 . (5.167)

Pelo cálculo da função de partição para o oscilador harmônico fermiônico, temos

Tr
[
(−1)F e−βH

]
= 2 sinh

(
βω

2

)
= eβω/2Det′PBC (∂t + ω) . (5.168)

Tomando o limite ω → 0 encontramos

Det′PBC (∂t) = lim
ω→0

e−βω/22 sinh

(
βω

2

)
= 1 (5.169)

Trγ2n+1 = Nf

∫
dψ1

0...dψ2n
0 . (5.170)

Por outro lado, podemos calcular o traço usando a seguinte representação das matrizes
gamas,

γ2n+1 = inγ1
0 ...γ

2n
0 = (2i)nψ1

0...ψ
2n
0 , (5.171)

onde Trγ2
2n+1 = Tr1 = 2n, portanto

Trγ2
2n+1 = 2n = Nf

∫
dψ1

0...dψ2n
0 (2i)nψ1

0...ψ
2n
0 = Nf (−2i)n (5.172)

⇒ Nf = in. (5.173)
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Agora olhemos para a parte bosônica. Sabemos do cálculo de integrais gaussianas de
tragetória que

∫
[d2nx]e

1
2

∫ 1
0 dtẋ2

= Nb
1

Det1/2(−δµν∂2
t )

∫ 2n∏
µ=1

dxµ

√
2π

= (2π)−n

∫ 2n∏
µ=1

dxµ. (5.174)

O determinante pode ser calculado usando a função espectral zeta. Portanto olhemos
para o autovalor de −∂t com condições de contorno periódicas, ou seja, λn = (2πn/β).
Então

Det′PBC(−∂2
t ) =

∏

n∈N,n6=0

(
2πn

β

)2

(5.175)

e a função espectral zeta é definida por

ζ−∂2
t
(s) ≡

∑

n∈N,n6=0

[(
2πn

β

)2
]−s

= 2

(
β

2π

)2s

ζ(2s), (5.176)

onde ζ(s) é a função zeta usual. Podemos mostrar que ζ ′−∂2
t
(0) = −2 log β, o que nos leva

a concluir que
Det′PBC(−∂2

t ) = exp[−ζ ′−∂2
t
(0)] = β2 ≡ 1 (5.177)

∴ Nb = 1. (5.178)

Finalmente escrevemos o ı́ndice do operador de Dirac na seguinte forma

IndQ = in
∫ d∏

µ=1

dξµ
0√

2π
dηµ

0

{
Det

′
PBC

(
−δµν

d

dt
+ R̃µν(x0)

)}−1/2

. (5.179)

Antes de calcularmos o determinante em (5.179), notemos que a propriedade de anti-

simetria do tensor de Riemann temos que R̃µν(x0) satisfaz R̃µν = −R̃νµ. Desta forma, já

que stamos em uma variedade de dimensão par, podemos diagonalizar em bloco R̃µν ,

R̃µν =




0 y1

−y1 0
. . .

0 yn

−yn 0




. (5.180)

Olhando para o primeiro bloco de −δµν
d
dt

+ R̃µν(x0) podemos ver que

det′
( − d

dt
y1

−y1 − d
dt

)
= Det

(
d2

dt2
+ y2

1

)
=

∏

n 6=0

(
y2

1 −
(

2πn

β

)2
)

=

[∏
n≥1

(
2πn

β

)2 ∏
n≥1

[
1−

(
y1β

2πn

)2
]]2

=

(
sin(βy1/2)

y1/2

)2

. (5.181)

Logo, substituindo todas as n ordens similares à (5.181) em (5.179) temos

IndQ = in
∫ d∏

µ=1

dξµ
0√

2π
dηµ

0

n∏
j=1

yj/2

sin(βyj/2)
. (5.182)
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O produto em (5.182) pode ser escrito como

n∏
j=1

yj/2

sin(βyj/2)
=

1

βd/2
det

(
βR̃/2

sin(βR̃/2)

)1/2

. (5.183)

Até o momento apenas calculamos as contribuições devido aos termos de flutuações
quadráticas em torno de pontos cŕıticos particulares. Agora devemos levar em conta
contribuições provindas de todas as soluções para as equações de movimento clássicas.
Sabemos que o conjunto M0 contém as soluções constantes (x0, ψ0) e todas as outras
que contribuições não constantes que são exponencialmente despreźıveis, no cálculo da
integral, quando β → 0. Notemos que estamos considerando uma expansão dada por

xµ = xµ
0 +

1√
β

ξµ
0 + ..., (5.184)

onde temos que a integral sobre x0 é equivalente a tomarmos a mesma sobre ξ0/
√

β, ou
seja, dx0 = dξ0/

√
β. O mesmo argumento é dado para o modo grassmanniano, onde

encontramos dψ0 =
√

βdη0. Portanto temos que ı́ndice é

IndQ = in
∫ d∏

µ=1

dxµ
0√

2π
dψµ

0

1

βd/2
det

(
βR̃/2

sin(βR̃/2)

)1/2

. (5.185)

Escolhendo uma mudança conveniente de variável, conseguimos eliminar a dependência
em β. Sendo assim temos

ψµ
0 =

χµ
0√

2πβ
, dψµ

0 =
√

2πβdχµ
0 (5.186)

∴ βR̃µν =
1

2π

1

2
Rµνρσχ

ρ
0χ

σ
0 . (5.187)

Portanto temos

IndQ = in
∫ 2n∏

µ=1

dxµ
0dχµ

0det

(
1
2

1
2π

1
2
Rµνρσχ

ρ
0χ

σ
0

sin
(

1
2

1
2π

1
2
Rµνρσχ

ρ
0χ

σ
0

)
)1/2

. (5.188)

A equação (5.188) estabelece a fórmula para o ı́ndice do operador de Dirac, mas vamos
escrevê-la de uma maneira mais conveniente e familiar aos matemáticos. Notemos que
a medida

∫ ∏2n
µ=1 dxµ

0dχµ
0 nos fornece uma noção de integração de formas diferenciais

quando age sobre o integrando. O dχ nos diz que somente obtemos uma contribuição do
termo que é homogêneo de grau 2n em χ. Como os χ’s são anti-comutantes, a expressão
é totalmente anti-simetrizada. O termo dx nos fornece apenas uma integração ordinária.
Isto é exatamente o significado de uma integração de formas diferenciais. Vamos agora
introduzir a 2-forma curvatura,

Rµν =
1

2
Rµνρσ(x)dxρ ∧ dxσ. (5.189)

Notemos que R/ sinR é par em R e, portanto, a integral somente é diferente de zero
quando n é par. Se este é o caso, o fator (i)n contribui apenas com ±1. Desta forma,
somos levados a fazer a troca inR/ sinR→ R/ sinR. Portanto temos

IndQ =

∫

M

det

(
1
2

1
2π
R

sin
(

1
2

1
2π
R)

)1/2

, (5.190)
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onde podemos diagonalizar R dado por

1

2π
Rµν =




0 x1

−x1 0
. . .

0 xn

−xn 0




. (5.191)

Então definimos uma classe caracteŕıstica, chamada Â(M)-genus de Dirac, por

Â(M) ≡
n∏

j=1

xj/2

sin(xj/2)
. (5.192)

Finalmente, provamos o enunciado do seguinte teorema, o qual foi provado inicialmente
por Atiyah e Singer.

Teorema 5.4 (Teorema de Atiyah-Singer para um complexo spinorial). O ı́ndice de um
operador de Dirac definido sobre M , onde dim M = 2n, é dado por

IndQ =

∫

M

Â(M). (5.193)

Podemos agora considerar uma generalização de (5.127) incluindo um campo de gauge
Aµ,

L =
1

2
gµν(x)ẋµẋν + ẋµAµ +

1

2
gµν(x)ψµ Dψν

Dt
− 1

2
ψµFµνψ

ν . (5.194)

Reconsiderendo todas as aproximações utilizadas nesta seção, podemos recalcular o ı́ndice
para um sistema mais geral daquele considerado até o presente momento, ou seja, o ı́ndice
para um operador de Dirac num “background” curvo e invariante de gauge. Então temos
a generalização de (5.179),

IndQ = in
∫ d∏

µ=1

dξµ
0√

2π
dηµ

0 e
i

2π
Fµν(x0)ηµ

0 ην
0

{
Det

′
PBC

(
−δµν

d

dt
+ R̃µν(x0)

)}−1/2

. (5.195)

O fator exponencial em (5.195) pode ser identificado com o caracter de Chern,

ch(F ) ≡ tr

[
exp

(
iF

2π

)]
=

∑
j=1

1

j!
tr

(
iF

2π

)j

, (5.196)

onde, para uma matriz diagonal A = (x1, ..., xk), estamos utilizando que

tr [exp (A)] =
k∑

j=1

exp(xj). (5.197)

Teorema 5.5 (Teorema de Atiyah-Singer para um complexo spinorial). O ı́ndice de
um operador de Dirac definido sobre uma variedade geral M , onde dim M = 2n e uma
simetria de gauge é admitida, é dado por

IndQ =

∫

M

ch(F)Â(M). (5.198)
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5.3.4 Operador de Dirac e Complexos de Spin

Consideremos uma estrutura de fibrado de spin, denotada por S(M), definida sobre
uma variedade M de dimensão par, m = 2l, orientável e sem contorno. Por definição,
denotamos o conjunto das seções deste fibrado por ∆(M) = Γ(M, S(M)). Como sabemos,
a fibra t́ıpica do fibrado de spin é o próprio grupo de spin SPIN(m), o qual é gerado por
{m} matrizes de Dirac {γα} que satisfazem as seguintes propriedades,

{γα, γβ} = 2δαβ, γα† = γα. (5.199)

De maneira geral, temos que a álgebra de Clifford é gerada por

1; γα1 ; γα1γα2(α1 < α2); ...; γ
α1 ...γαk(α1 < ... < αk); ...; γ

1...γ2l. (5.200)

O último gerador é de importância particular, sendo conveniente definir, devido aos nossos
propósitos f́ısicos (matriz quiralidade (5.115)), que

γm+1 ≡ ilγ1...γm, (5.201)

onde (γm+1)2 = 1̂ e (γm+1)† = γm+1. Devido às propriedades das álgebras de Clifford,
podemos encontrar uma representação para os geradores gamas em termos de matrizes
2l × 2l com entradas complexas. É conveniente (novamente por propósitos f́ısicos) tomar
uma representação tal que

γm+1 =

(
1̂ 0

0 −1̂

)
. (5.202)

Como já definimos, um spinor de Dirac pertence ao espaços das seções do fibrado
de spin, ψ ∈ ∆(M). Devido ao fato das matrizes gamas serem os geradores do grupo
de spin, temos que o spinor de Dirac também é definido como sendo uma representação
irredut́ıvel da álgebra de Clifford, mas não de SPIN(2l). As representações irredut́ıveis
de SPIN(2l) são dadas por uma separação de ∆(M) de acordo com os autovalores de
γm+1. Como (γm+1)2 = 1̂, temos que os autovalores são ±1, os quais são denominados de
quiralidade. Então o espaço das seções deve ser dividido em dois autoespaços, os quais
são determinados de acordo com as suas respectivas quiralidades,

∆(M) = ∆+(M)⊕∆−(M), (5.203)

onde γm+1Ψ± = ±Ψ± para Ψ± ∈ ∆±(M). Os operadores de projeção, P±, sobre os
subespaços ∆±(M), são dados por

P+ ≡ 1

2
(1̂ + γm+1) =

(
1̂ 0
0 0

)
(5.204)

e

P− ≡ 1

2
(1̂− γm+1) =

(
0 0
0 1

)
, (5.205)

onde

Ψ+ =

(
ψ+

0

)
, Ψ− =

(
0

ψ−

)
. (5.206)

Agora vamos considerar um operador de Dirac definido em um background curvo dado
por (5.52),

i∇/ψ = iγµ∇µψ = iγµ[∂µ + Ωµ]ψ, (5.207)

onde Ωµ = 1
2
iωµ

αβΣαβ é a conexão spinorial e γµ = γαeα
µ. Uma caracteŕıstica importante

de (5.207) é a sua propriedade eĺıptica, ou seja, dada uma função f definida na vizinhança
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do ponto p ∈ M , tal que f(p) = 0 e iγµ∂µf(p) = iγµξµ = iξ/, temos que o śımbolo de
(5.207) é dado por

σ(i∇/, ξ)ψ ≡ i∇/(fψ̃)|p = (i∇/f)ψ̃|p = iξ/ψ (5.208)

∴ σ(i∇/, ξ) = iξ/, (5.209)

onde ψ̃(p) = ψ. Como ξ/ξ/ = ξαξβγαγβ = ξµξµ, temos que (5.209) é inverśıvel para iξ/ 6= 0,
logo (5.207) é eĺıptico.

Vamos considerar uma representação matricial expĺıcita do operados de Dirac para
m = 4. Por definição, usamos aqui a seguinte representação:

γβ =

(
0 iαβ

−iαβ 0

)
, (5.210)

onde αβ = (12,−i−→σ ) e αβ = (12, i
−→σ ), sendo −→σ = (σ1, σ2, σ3) as matrizes de Pauli. De

(5.207) temos

i∇/ = i

(
0 iαβ

−iαβ 0

)
eβ

µ∇µ =

(
0 −αβeβ

µ∇µ

αβeβ
µ∇µ 0

)
=

(
0 D†

D 0

)
, (5.211)

onde
D ≡ αβeβ

µ(∂µ + Ωµ) D† ≡ −αβeβ
µ(∂µ + Ωµ). (5.212)

Desta forma temos os seguintes mapeamentos

D = i∇/P+ : ∆+(M) −→ ∆−(M)

D† = i∇/P− : ∆−(M) −→ ∆+(M) (5.213)

definindo o complexo spinorial de dois termos,

∆+(M)
D−−−−−→←−−−−−−
D†

∆−(M). (5.214)

O ı́ndice anaĺıtico do complexo (5.214) é dado por

IndD = dim kerD − dim kerD† = ν+ − ν−, (5.215)

ond e ν+(ν−) é o número dos modos de energia zero de quiralidade positiva (negativa).
Portanto, de acordo com o teorema (5.193) conclúımos que

ν+ − ν− =

∫

M

Â(TM)|vol. (5.216)

5.3.5 Complexo Spinorial Twisted

Como vimos anteriormente, o campo spinorial pode ser interpretado como uma repe-
sentação de um grupo G. Isto significa que, considerando por exemplo uma teoria de gauge
que descreve a QCD, temos que os campos de quark pertencem a uma representação de
SU(3). Um spinor que pertence a uma representação de G é geometricamente inter-
pretado como sendo uma seção do fibrado produto S(M) ⊗ E, onde E é um fibrado
vetorial associado, em uma representação apropriada, ao fibrado principal P (M,G) de
fibra t́ıpica G. Neste caso, definimos o operador de Dirac como sendo o mapeamento
DE : ∆+(M)⊗ E −→ ∆−(M)⊗ E,

DE ≡ iγαeα
µ[∂µ + Ωµ +Aµ]D+, (5.217)
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onde Aµ é o potencial de gauge, ou seja, a conexão que é responsável pelo transporte
paralelo no fibrado E.

O teorema de ı́ndice para este complexo spinorial Twisted, devido à inclusão do fibrado
E, é dado de acordo com teorema (5.198) por

ν+ − ν− =

∫

M

Â(TM)ch(E)|vol. (5.218)

Para m = 2 temos

ν+ − ν− =

∫

M

ch1(E) =
i

2π

∫

M

trF (5.219)

e para m = 4

ν+ − ν− =

∫

M

[ch2(E) + Â1(TM)ch0(E)] =
−1

8π2

∫

M

trF2 +
dim E

192π2

∫

M

trR2. (5.220)

5.4 Anomalias e o Índice

5.4.1 Considerações Gerais

O nosso propósito aqui é mostrar uma aplicação para o teorema de ı́ndice de Atiyah-
Singer em teorias de gauge. Mais especificamente, consideraremos esta aplicação às
anomalias, onde as simetrias da ação efetiva, ou seja, simetrias em ńıvel quântico, tem um
papel fundamental no que diz respeito a unitariedade e a renormalizabilidade da teoria
em questão. Para formularmos o problema, vamos considerar um campo fermiônico ψ
sem massa e interagindo com um campo de gauge externo Aµ = Aa

µTa via uma acopla-
mento mı́nimo, onde {Ta} são geradores anti-unitários da álgebra relacionada ao grupo
G responsável pelas transformações de gauge, o qual estamos considerando como sendo
compacto e simples. A Lagrangiana é dada por

L = iψγµ(∂µ −Aµ)ψ (5.221)

e é invariante por transformações de gauge locais,

ψ(x) −→ g−1ψ(x), Aµ(x) −→ g−1[Aµ + ∂µ]g, (5.222)

onde g ∈ G. Por outro lado, podemos considerar também em especial uma transformação
global que revela a simetria quiral :

ψ(x) −→ eiγ5αψ(x), ψ(x) −→ ψ(x)eiγ5α. (5.223)

Podemos calcular a corrente de Noether, devido a uma simetria clássica:

jµ
5 = − ∂L

∂(∂µψ)

δψ

δα
⇒ jµ

5 = ψγµγ5ψ. (5.224)

A pergunta que surje quando estamos estudando esta teoria no contexto de teoria quântica
de campos é se a simetria de uma Lagrangiana é mantida mesmo depois de um processo
de quantização. No formalismo de integração funcional temos que, devido a imposição
da invariância por transformações de gauge do gerador funcional, passar a considerar
uma ação efetiva e isto levará a conclusão que a corrente não se conserva, ∂µj

µ
5 6= 0.

Classicamente sabemos que ∂µj
µ
5 = 0.
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5.4.2 Anomalias Abelianas

Dada uma variedade de dimensão par, dim M = m = 2l, com signatura Euclidiana.
Assumimos que o nosso sistema é não quiral, isto é, o campo de gauge acopla à direita
e à esquerda do mesmo modo. Para calcularmos a não conservação da corrente quiral,
devido a quantização do sistema, vamos utilizar o método de Fujikawa [6, 10]. Dentre
todos os métodos existentes, esse é o mais apropriado para revelar problemas de natureza
topológica e geométrica de maneira mais direta.

Sendo assim vamos considerar uma ação efetiva, W [A], onde o gerador funcional é
dado por

e−W [A] =

∫
DψDψe−

∫
dxψi∇/ψ, (5.225)

onde i∇/ = iγµ∇µ = iγµ(∂µ + Ωµ +Aµ) e Ωµ = 1
2
ωµ

αβΣαβ como sabemos é a conexão de
spin para o espaço de fundo considerado. Procuramos aqui uma compactificação tal que
a conexão de spin não tenha nenhum papel nos cálculos, ou seja, se R −→ S4 = R∪{∞}
temos que gênus de Dirac Â(TM) é trivial.

A ação clássica, dada por
∫

dxψi∇/ψ, é invariante com respeito a rotação quiral (5.223).
Vamos expandir os campos fermiônicos de acordo com,

ψ =
∑

i

aiψi, ψ =
∑

i

biψ
†
i , (5.226)

onde ai e bi são variáveis de Grassmann que respeitam a seguinte estrutura algébrica,

{ai, aj} = 0, {bi, bj} = 0, {ai, bj} = 0. (5.227)

ψi é um autoestado normalizado, devido à compacticidade de M , do operador de Dirac
com autovalor real λi (i∇/ é hermitiano),

i∇/ψi = λiψi

〈ψi|ψj〉 =

∫
dxψ†i (x)ψj(x) = δij. (5.228)

Vamos considerar uma transformação quiral infinitesimal do tipo (5.223), para uma
variedade de m dimensões compacta,

ψ(x) −→ ψ(x) + iα(x)γm+1ψ(x)

ψ(x) −→ ψ(x) + iψ(x)α(x)γm+1. (5.229)

Portanto, sob esta mudança, ação clássica se comporta do seguinte modo,

∫
dxψi∇/ψ−→

∫
dx(ψ(x) + iψ(x)α(x)γm+1)i∇/(ψ(x) + iα(x)γm+1ψ(x))

=

∫
dxψi∇/ψ + i

∫
dx

[
αψγm+1i∇/ψ + ψi∇/(αγm+1ψ)

]
+O(α2)

=

∫
dxψi∇/ψ −

∫
dx

[
αψγm+1γµ(∂µ+Aµ)ψ+ψγµ(∂µ+Aµ)(αγm+1ψ)

]
+O(α2)

=

∫
dxψi∇/ψ −

∫
dx

[
αψγm+1γµ∂µψ + αψγm+1γµAµψ

+ψγµ(∂µα)γm+1ψ + ψγµαγm+1(∂µψ) + ψγµAµ(αγm+1ψ)
]
+O(α2),
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onde podemos usar que { {γµ, γm+1} = 0
jµ
m+1 = ψ(x)γµγm+1ψ(x),

(5.230)

∴
∫

dxψi∇/ψ −→
∫

dxψi∇/ψ −
∫

dx(∂µα)(ψγµγm+1ψ)

=

∫
dxψi∇/ψ −

∫
dx∂µ(αjµ

m+1) +

∫
dxα(∂µj

µ
m+1)

=

∫
dxψi∇/ψ +

∫
dxα(x)∂µj

µ
m+1(x). (5.231)

Ingenuamente podeŕıamos pensar que a conservação da corrente, ∂µj
µ
m+1(x) = 0, conduz

à uma ação invariante (devido às identidades de Ward-Takahashi [34]), mas, no entanto,
em teorias quânticas devemos considerar uma mudança adicional que provém da medida
de integração funcional em (5.225). Vamos agora analisar a mudança na medida de
integração devido a rotação quiral nos campos,

ψ′(x) = ψ(x) + iα(x)γm+1ψ(x) =
∑

i

a′iψi

ψ
′
(x) = ψ(x) + iψ(x)α(x)γm+1 =

∑
i

b
′
iψ
†
i . (5.232)

Portanto, temos uma nova medida

∫ ∏
i

daidbi −→
∫ ∏

i

da′idb
′
i. (5.233)

Utilizando a condição de ortonormalidade das funções {ψi}, encontramos que

a′i = 〈ψi|ψ′〉 = 〈ψi|(1 + iαγm+1)|ψ〉 =
∑

j

〈ψi|(1 + iαγm+1)|ψj〉aj

=
∑

j

Cijaj, (5.234)

onde Cij ≡ δij + iα〈ψi|γm+1|ψj〉. Logo conclúımos que

∏
da′j = [det Cij]

−1
∏

dai = exp (−tr ln Cij)
∏

dai

= exp (−tr ln (δij + iα〈ψi|γm+1|ψj〉))
∏

dai

≈ exp (−triα〈ψi|γm+1|ψj〉)
∏

dai

= exp

(
−iα

∑
i

〈ψi|γm+1|ψj〉
) ∏

dai. (5.235)

O mesmo é feito para bi,

b
′
i =

∑
j

Cjibj (5.236)

∴
∏

i

daidbi −→
∏

i

da′idb
′
i exp

(
−2i

∫
dxα(x)

∑
n

ψ†n(x)γm+1ψn(x)

)
. (5.237)
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Substituindo a transformação da medida (5.237) na ação efetiva (5.225) temos

e−W [A] =

∫ ∏
i

daidbi exp

(
−

∫
dxψi∇/ψ

)

=

∫ ∏
i

da′idb
′
i exp

(
−

∫
dxψ(x)i∇/ψ(x)

−
∫

dxα(x)∂µj
µ
m+1(x)− 2i

∫
dxα(x)A(x)

)
, (5.238)

onde A(x) ≡ ∑
n

ψ†n(x)γm+1ψn(x). Devido à arbitrariedade de α(x), conclúımos que a

corrente quiral não é conservada,

∂µj
µ
m+1(x) = −2iA(x), (5.239)

e chamamos isto de anomalia abeliana.
Agora estamos aptos a procurar algum significado geométrico para a anomalia encon-

trada acima. Para isto, vamos fixar α como uma constante independente das posições
da variedade (identidades de Ward de momento zero) e olhar para o jacobiano da trans-
formação (5.237). Por conveniência vamos introduzir um cut-off como segue

∫
dxA(x) =

∫
dx

∑
n

ψ†n(x)γm+1ψn(x) e−(λn/M)2
∣∣∣
M→∞

=
∑

n

〈ψn|γm+1e−(i∇//M)2|ψn〉
∣∣∣
M→∞

. (5.240)

Dentre todos os estados existentes, existe um em especial que |ψn〉χ ≡ γm+1|ψn〉, tal que

i∇/|ψn〉χ = i∇/γm+1|ψn〉 = −iγm+1∇/|ψn〉
= −λnγm+1|ψn〉 = −λn|ψn〉χ, (5.241)

onde para auto estados com diferentes autovalores temos

〈ψn|ψn〉χ = 〈ψn|γm+1|ψn〉 = 0

∴ 〈ψn|γm+1e−(i∇//M)2|ψn〉 = 〈ψn|γm+1|ψn〉e−(λn/M)2 = 0. (5.242)

Logo, a contribuição de (5.240) é devida somente aos modos de energia zero de i∇/, com
autoestados |0, i〉 (1 ≤ i ≤ n0). Esses estados de modo zero são classificados de acordo
com os autovetores de γm+1,

γm+1|0, i〉± = ±|0, i〉±. (5.243)

Portanto, conclúımos o seguinte resultado importante, dotado de significado geométrico:
∫

dxA(x) =

∫
dx

∑
n

ψ†n(x)γm+1ψn(x) e−(λn/M)2
∣∣∣
M→∞

=
∑

i

+〈0, i|0, i〉+ −
∑

i

−〈0, i|0, i〉−

= ν+ − ν− = Ind(i∇/), (5.244)

onde ν+ (ν−) é o número de modos de energia zero e de quiralidade positiva (negativa). A
equação (5.244) nos diz que a anomalia é dada através do cálculo do ı́ndice do operador
em questão.



6. CONCLUSÃO

Integrais funcionais nos fornecem uma transição intuitiva, um tanto quanto clara, para
a teorias quânticas, desde que a quantidade fundamental da quantização é a ação clássica
do sistema. Neste contexto é posśıvel obter pontos de vista muito eficientes e instrutivos
para os métodos de quantização das teorias de campos, onde, pelos procedimentos de
localização equivariante, temos que as caracteŕısticas topológicas e geométricas do sis-
tema f́ısico se mostram mais expĺıcitas no contexto abordado neste trabalho. Além de
esclarecer tais caracteŕısticas, temos também mostrado limitações quanto a interpretação
da medida de integração para espaços de dimensões infinitas, mesmo assumindo a con-
jectura de Atiyah-Witten e seu rigoroso tratamento no trabalho de J.-M. Bismut [13].
Tais formulações feitas para localização de sistemas supersimétricos nos ajudaram em
argumentos para compreender mais sobre a quebra de supersimetria.

Integrais funcionais que podem ser calculadas exatamente são muito restritas e, desta
maneira, métodos de aproximação e perturbativos são usados com freqüência. Para que
possamos usar uma expansão perturbativa, devemos ter um sistema com uma constante
de acoplamento fraca, permitindo que as séries convirjam assintoticamente. No entanto,
existem muitos fenômenos em teorias de campos e cordas os quais não podem ser vis-
tos como teorias perturbativas. Por exemplo, um importante caso do tratamento não-
perturbativo é o confinamento de cor em teorias de Yang-Mills e assuntos correlatos como
quebra de simetria quiral e “gap”de massa. Também, temos que cinco teorias de supercor-
das podem ser relacionadas de forma consistente usando espaço “target”e dualidades de
acoplamento forte-fraco. Além disso, após os anos 70 aspectos geométricos e topológicos
têm ganha-do significativa relevância devido a descoberta de objetos não-perturbativos
tais como sólitons, instantons e monopolos. Problemas relacionados à integrabilidade, ou
seja, como calcular integrais sem o uso de métodos perturbativos, nos motivou a con-
siderar teorias de cohomologia e localização equivariante, as quais mostraram-se úteis na
tentativa para reduzir integrais funcionais à integrais dimensionalmente finitas ou a so-
mas sobre pontos cŕıticos. Também é importante ressaltar que uma grande interação entre
f́ısica teórica e matemática pura foi usada neste trabalho para melhor compreender tais
aspectos, ainda que alguns pontos careçam de um tratamento mais rigoroso. Promissora-
mente, temos também que aplicações e análises mais profundas em modelos de matrizes
serão de grande importância para muitas áreas na f́ısica devido ao crescente interesse da
comunidade cient́ıfica na área.

Perspectivas futuras estão em como encontrar uma caracterização geométrica mais
formal para a integrabilidade quântica, onde a cohomologia e localização equivariantes
pareceram ser fortes candidatas por terem nos fornecido alguns insights para esta dif́ıcil
tarefa. Uma vez desenvolvida parte desta extensa teoria de localização, será posśıvel nos
dedicarmos mais, em trabalhos futuros, às aplicações f́ısicas relatadas nesta conclusão.



APÊNDICE



A. CÁLCULO COM VARIÁVEIS DE GRASSMANN

A.1 Álgebra

Estabeleceremos aqui as variáveis de Grassmann as quais são números que anti-
comutam entre si. Portanto vamos considerar o conjunto {ψi}n

i=1 de n geradores que
anti-comutam de acordo com a relação

{ψi, ψj} = ψiψj + ψjψi = 0, ∀i, j ∈ {1, ..., n}. (A.1)

Variáveis que comutam são chamadas de c-números, sendo que o conjunto das combinações
lineares de {ψi} com os c-números como coeficientes são chamados de números de Grass-
mann. Por definição os c-números comutam com os números de Grassmann. A álgebra
gerada por {ψi} é chamada de álgebra de Grassmann, a qual é denotada por Λn. Podemos
expandir uma função arbitrária de Λn em termos de {ψi}, ou seja, por expansão de Taylor
de f = f(ψ) temos

f(ψ) = f0 +
n∑

i=1

fiψi +
∑
i<j

fijψiψj + ... =
∑

0≤k≤n

1

k!

∑

{i}
fi1,...,ikψi1 ...ψik , (A.2)

onde fi1,...,ik são c-números anti-simétricos sob a troca de dois ı́ndices. O espaço da
álgebra de Grassmann dos polinômios pode ser decomposto na forma Λn = Λn

+ ⊕ Λn
−,

onde Λn
+ é o subespaço das potências pares e Λn

− o subespaço das potências ı́mpares. Esta
decomposição é denominada Z2-graduada.

Como não designamos magnitude aos geradores {ψi}, conclúımos que o conjunto dos
números de Grassmann não é um conjunto ordenado. No entanto, o número zero é o
único a pertencer a ambas as classes, tanto c-números quanto números de Grassmann.
Os geradores {ψi} satisfazem as seguintes relações:

ψ2
i = 0

ψi1 ...ψin = εi1,...,inψ1...ψn

ψi1 ...ψim = 0 m > n, (A.3)

onde

εi1,...,in =





+1 se {i1, ..., in} é uma permutação par de {1, ..., n}
−1 se {i1, ..., in} é uma permutação ı́mpar de {1, ..., n}
0 nenhuma das condições acima.

(A.4)

Como exemplo tomemos n = 1 para a função exponencial. Por expanção de Taylor e
as relações acima temos que f(ψ) = exp(ψ) é dado por

exp(ψ) = 1 + ψ. (A.5)
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A.2 Diferenciação

Aqui vamos definir o operador derivada como atuando à esquerda da variável, ou seja,

∂

∂ψi

ψj = δij. (A.6)

De acordo com a regra de Leibnitz e as regras de anti-comutação (A.1) temos

∂

∂ψi

(ψjψk) =
∂ψj

∂ψi

ψk − ψj
∂ψk

∂ψi

= δijψk − δikψj (A.7)

e

∂

∂ψi

∂

∂ψj

+
∂

∂ψj

∂

∂ψi

= 0

∂2

∂ψ2
i

= 0. (A.8)

A.3 Integração

Vamos denotar a operação de diferenciação por D e de integração por I. Para definir-
mos a integração, semelhantemente à diferenciação, vamos considerar que as seguintes
relações são satisfeitas para A e B funções arbitrárias de variáveis de Grassmann:

ID = 0 termos de superf́ıcie nulos
DI = 0 derivada de uma integral definida é nula
D(A) = 0 ⇒ I(BA) = I(B)A derivada de uma constante é nula.

(A.9)

Estas relações são satisfeitas se I ∝ D, ou seja,

∫
dψf(ψ) =

∂f(ψ)

∂ψ
. (A.10)

Portanto ∫
dψ =

∂1

∂ψ
= 0 (A.11)

e ∫
dψψ =

∂ψ

∂ψ
= 1. (A.12)

Generalizando (A.10) temos

∫
dψ1...dψnf(ψ1, ..., ψn) =

∂

∂ψ1

...
∂

∂ψn

f(ψ1, ..., ψn). (A.13)

Para n = 1 e ψ′ = aψ temos

∫
dψf(ψ) =

∂f(ψ)

∂ψ
=

∂f(ψ′/a)

∂ψ′/a
= a

∫
dψ′f(ψ′/a). (A.14)
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A extensão de (A.14) para n variáveis é dada de acordo com a tranformação ψi → ψ′i =
aijψj, onde aij são elementos de uma matriz a. Portanto

∫
dψ1...dψnf(ψ1, ..., ψn) =

∂

∂ψ1

...
∂

∂ψn

f(ψ1, ..., ψn)

=
n∑

ki=1

∂ψ′k1

∂ψ1

...
∂ψ′kn

∂ψn

∂

∂ψ′k1

...
∂

∂ψ′kn

f(a−1ψ′)

=
n∑

ki=1

εk1,...,knak11...aknn
∂

∂ψ′k1

...
∂

∂ψ′kn

f(a−1ψ′)

= det(a)

∫
dψ′1...dψ′nf(a−1ψ′), (A.15)

onde conclúımos que a medida de integração se transforma de acordo com

dψ1...dψn = det(a)dψ′1...dψ′n. (A.16)

A.4 Integral Gaussiana

Vamos considerar a seguinte integral:

I =

∫
dψ1dψ1...dψndψne−

∑
ij ψiMijψj , (A.17)

onde M é uma matriz anti-simétrica. A mudança de variáveis ψ′i =
∑

j Mijψj, da relação

(A.16), temos

I = det(M)

∫
dψ1dψ′1...dψndψ′ne−

∑
ij ψiψ

′
j

= det(M)

[∫
dψdψ(1 + ψ′ψ)

]n

= det(M). (A.18)

Segue a proposição:

Proposição A.1. Seja a uma matriz anti-simétrica de ordem 2n e definimos o Pfaffian
de a por

Pfaff(a) =
1

2nn!

∑

P{i1,...,i2n}
sgn(P )ai1i2 ...ai2n−1i2n . (A.19)

Então
det(a) = Pfaff(a)2. (A.20)

Demonstração. Notemos que

I =

∫
dψ2n...dψ1e

1
2

∑
ij ψiaijψj =

1

2nn!

∫
dψ2n...dψ1

(∑
ij

ψiaijψj

)n

= Pfaff(a) (A.21)

e

I2 =

∫
dψ2n...dψ1dψ′2n...dψ′1e

1
2

∑
ij(ψiaijψj+ψ′iaijψ′j). (A.22)
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Agora vamos fazer a seguinte mudança de variáveis

ξk =
1√
2
(ψk + ψ′k), ξk =

1√
2i

(ψk − ψ′k), (A.23)

a qual contribui com um termo do Jacobiano de (−1)n e

ψiψj + ψ′iψ
′
j = ξiξj − ξjξi

dξ2n...dξ1dξ2n...dξ1 = (−1)n2
dξ1dξ1...dξ2ndξ2n. (A.24)

Portanto verificamos que

Pfaff(a)2 =

∫
dξ1dξ1...dξ2ndξ2ne−

∑
ij ψiaijψj = det(a). (A.25)



B. INFORMAÇÕES ADICIONAIS SOBRE ÁLGEBRAS DE LIE

B.1 Sub-álgebras de Cartan

Seja g uma álgebra de Lie semi-simples sobre o corpo dos números complexos C.

Definição B.1. Uma sub-álgebra de Cartan de g é uma sub-álgebra h a qual satisfaz as
seguintes condições:

• h é uma sub-álgebra maximal abeliana de g.

• Para cada H ∈ h, o endomorfismo Ad(H) de g é semisimples.

Seja então H ∈ h ⊂ g e o conjunto de autovalores de Ad(H), {0 = λ0, λ1, ..., λr}. Para
cada λ ∈ C consideramos o subespaço

g(H; λ) = {X ∈ g|(Ad(H)− λ1)kX = 0, para algum k}, (B.1)

onde

g =
r⊕

i=0

g(H; λi). (B.2)

Definição B.2. O elemento H ∈ g é chamado de regulador se

dimg(H; 0) = min
X∈g

(dimg(X; 0)). (B.3)

B.2 Decomposição do Espaço das Ráızes

Teorema B.1. Toda a álgebra de Lie semisimples sobre o corpo dos complexos C contém
uma sub-álgebra de Cartan.

Seja α um funcional linear sobre o espaço vetorial complexo h. Logo, definimos um
subespaço linear de g dado por

gα ≡ {X ∈ g|Ad(H)X = [H, X] = α(H)X, ∀H ∈ h}. (B.4)

α é chamado de raiz de g com relação a h se, e somente se, α 6= 0 e gα 6= {0}. gα é
chamado de espaço das ráızes, também denotado por ∆(g, h) = ∆. Notemos que g0 = h.
Para X ∈ h, Y ∈ gα e Z ∈ gβ, vemos da identidade de Jacobi que

Ad(X)[Y, Z] = [Ad(X)Y, Z] + [Y, Ad(X)Z]

= (α(X) + β(X))[Y, Z] (B.5)

∴ [Y, Z] ∈ gα+β ⇒ [gα, gβ] ⊂ gα+β. (B.6)
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O espaço g pode ser decomposto na seguinte forma:

g = h⊕
[⊕

α∈∆

gα

]
, (B.7)

onde dimgα = 1 para cada α ∈ ∆.
Vamos agora considerar as complexificações. Seja G um grupo de Lie semisimples,

compacto e com álgebra g. A sub-álgebra de Cartan é dada por h ⊂ g. A complexificação
de g é dada por

gC ≡ g⊕ ig. (B.8)

Um elemento de gC é representadado por (X, Y ), onde X,Y ∈ g. A operação de con-
jugação complexa é definida por

(X,Y ) ≡ (−X,Y ). (B.9)

Portanto, temos o mapa Ad(X) : Y → [X,Y ] e a validade da seguinte relação:

[Z, W ] = −[Z, W ], (B.10)

onde Z,W ∈ gC. O produto interno sobre o espaço g é dado pela forma de Killing,
B : gC × gC → R, definida por

B(Z1, Z1) ≡ Tr (Ad(Z1) ◦ Ad(Z2)) . (B.11)

Definição B.3. Uma raiz é um funcional linear α diferente de zero o qual age sobre hR.
Então, como visto, existe um Y ∈ gC tal que

Ad(X)Y = [X, Y ] = α(X)Y, ∀X ∈ hR. (B.12)

O subespaço de todos os Y é chamado de espaço das ráızes. O único vetor Hα ∈ hR que
satisfaz

α(H) = 〈Hα, X〉 = B(Hα, X), (B.13)

é chamado de vetor raiz para α.

Logo temos que decomposição de gC é dada por

gC = hC ⊕
[⊕

α∈∆

gα

]
, (B.14)

onde ∆ = ∆(gC, hC).

Proposição B.1.

1. Se α é uma raiz, então −α também é uma raiz.

2. [X̃α, X̃−α] = Hα.

3. As ráızes expandem o espaço h∗R, enquanto que os vetores ráızes expandem o espaço
hR.



B. Informações Adicionais Sobre Álgebras de Lie 105

Demonstração.

1. Seja X̃α ∈ gα, onde 〈X̃α, X̃α〉 = 1. Vemos de (B.10) que Ad(Z)W = Ad(Z)W =

−Ad(Z)W se, e somente se, Z = Z, ou seja, Z ∈ gR. Portanto, para X ∈ hR, temos

Ad(X)X̃α = −Ad(X)X̃α = −α(X)X̃α. (B.15)

Então X̃−α = X̃α é um elemento diferente de zero o qual pertence a gα.

2. Usando (B.6) vemos que, se Y = [X̃α, X̃−α] então Y ∈ g0 = h. Além disso, temos
também que

[X̃α, X̃−α] = [X̃−α, X̃α] = [X̃α, X̃−α], (B.16)

então Y ∈ hR. Por fim, de (B.11) vemos

B(Y,H) = B([X̃α, X̃−α], H) = B(Ad(X̃α)X̃−α, H)

= −B(X̃−α, Ad(X̃α)H) = −B(X̃−α, [X̃α, H])

= B(X̃−α, [H, X̃α]) = B(X̃−α, Ad(H)X̃α)

= α(H)B(X̃−α, X̃α) = α(H)〈X̃−α, X̃α〉
= α(H) (B.17)

⇒ Y = Hα. (B.18)

3. Sabemos que dim(gα) = 1. De (B.11) e X ∈ hR temos

B(X, X) = Tr (Ad(X) ◦ Ad(X)) =
∑
α∈∆

α(H)2 =
∑
α∈∆

〈Hα, X〉2. (B.19)

Portanto, se X 6= 0 temos α(X) 6= 0, onde {α} expande h∗R e {Hα} expande hR.

Para α ∈ ∆, podemos considerar a reflexão do subespaço h sobre o plano ortogonal à
Hα, dada por

Sα(H) ≡ H − α(H)Hα, (B.20)

onde requeremos que S2
α = 1. O subgrupo W ≡ W (gC, h) de transformações de h geradas

pelas reflexões Sα é um grupo finito o qual chamamos de grupo de Weyl. Definimos
também o conjunto das ráızes positivas, P ⊂ ∆. P é tal que, para α ∈ ∆, α ou −α
pertence à P , mas não ambos. Além disso, se α, β ∈ P e α + β ∈ ∆ então α + β ∈ P .
Portanto, mais precisamente, o conjunto {Sα|α ∈ P e simples} contém os geradores de
W , onde uma raiz simples com relação a um sistema positivo e fixo P é uma raiz que não
pode ser escrita como uma soma de dois elementos de P .

B.3 Estrutura do Grupo U(n)

Vamos considerar o caso em que G = U(1) = {a ∈ GL(n,C)|ata = 1}. Portanto,

a respectiva álgebra de Lie é dada por g = u(n) = {X ∈ gl(n,C)|X t
+ X = 0}. Se

tomarmos a representação matricial X = [Xij] ∈ g, temos que Xii ∈ iR, ou seja, Xii =
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−(X
t
)ii = −X ii, e para i 6= j temos que Xij = −(X

t
)ij = −Xji. Seja a sub-álgebra

abeliana maximal t de g representada por

t =








iθ1 ©
. . .

© iθn




∣∣∣∣∣∣
θj ∈ R



 ⊂ g. (B.21)

Quando X ∈ g e se [X,H] = 0, para qualquer H ∈ t, então devemos ter que X ∈
t. O centralizador gH de H em g está contido em t e, portanto, gH = t para H ∈ t
com elementos diagonais distintos. Em particular chamamos H de elemento regular se
dimgH = dimt.

A forma de Killing (B.11) sobre g é dada por

B(X, Y ) = Tr(XY ) =
n∑

j=1

(XY )jj =
n∑

j=1

n∑

k=1

XjkYkj (B.22)

⇒ B(X, Y ) = Tr(XY ) =
n∑

j,k=1

XjkY kj =
n∑

j,k=1

(−Xkj)(−Yjk) = Tr(XY ) (B.23)

∴ Tr(XY ) ∈ R. (B.24)

Semelhantemente, temos o seguinte resultado:

B(X, X) = Tr(XX) =
n∑

j,k=1

XjkXkj = −
n∑

j,k=1

Xjk(X
t
)kj = −

n∑

j,k=1

|Xjk|2 (B.25)

∴ −Tr(XX) ≥ 0 e Tr(XX) = 0 ⇔ X = 0. (B.26)

Logo
〈X,Y 〉 ≡ −Tr(XY ), X, Y ∈ g, (B.27)

define um produto interno real e Ad(G)-invariante sobre g = u(n). Uma vez que 〈·, ·〉 é
um produto interno U(n)-invariante (ou Ad(G)-invariante), sabemos que

〈[X,Y ], Z〉 = −〈Y, [X, Z]〉 (B.28)

para X, Y, Z ∈ u(n). Escolhemos uma decomposição g = z ⊕ g1, onde g1 = [g, g] é semi-
simples. Também B(X, X) ≤ 0 é a forma de Killing sobre g, onde B(X, X) < 0 sobre
g1 − {0}. Para X, Y ∈ g, temos que Tr[X, Y ] = 0 nos leva a concluir que [X, Y ] ∈ su(n)
e, portanto, g1 ⊂ su(n). Inversamente, dado X ∈ su(n) escrevemos X = Z +X1 ∈ z⊕ g1.
Então Z = X −X1 ∈ su(n) tal que TrZ = 0. No entanto, Z = diag(iθ, ..., iθ), θ ∈ R, o
que implica em TrZ = niθ, onde θ deve ser zero, ou seja, Z = 0. Logo X = X1 ∈ g1, ou
seja, g1 = su(n).

Também podemos considerar a decomposição t = z ⊕ t1, onde t1 = t ∩ g1 é abeliano
maximal em g1. Neste caso temos

t1 =








iθ1 ©
. . .

© iθn




∣∣∣∣∣∣
θj ∈ R, θ1 + ... + θn = 0



 = {H ∈ t|TrH = 0}. (B.29)

Mais explicitamente, dado H = diag(iθ1, ..., iθn) ∈ t, θ ≡ ∑n
j=1 θj/n e tj ≡ θj − θ, vemos

que Z = diag(iθ, ..., iθ) ∈ z e H1 = diag(it1, ..., itn) ∈ t1, onde H = H1 + Z.
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Agora vamos olhar as complexificações:

t = z⊕ t1 → tC = zC ⊕ tC1 . (B.30)

Dado H = diag(H1, ..., Hn) = (X, Y ) ∈ tC = t ⊕ it, temos X = Z1 + T1 ∈ z ⊕ t1
e Y = Z2 + T2 ∈ z ⊕ t2, onde (Z1, Z2) ∈ zC e (T1, T2) ∈ tC1 . Devemos considerar as
representações matriciais explicitas (Z1, Z2) = diag(λ, ..., λ) e (T1, T2) = diag(u1, ..., u1),
onde λ, uj ∈ C e Tr(T1, T2) = 0. Portanto temos que Hj = λ + uj, tal que

n∑
j=1

Hj = nλ +
n∑

j=1

uj = nλ (B.31)

⇒ λ =

∑n
j=1 Hj

n
e uj = Hj + λ. (B.32)

Como já notado, tC1 ⊂ {H ∈ tC|TrH = 0}. Inversamente, se H ∈ tC e TrH = 0, a

decomposição H = X + iY ∈ t⊕ it, onde X = (H−H
t
)/2 e Y = (−i)(H +H

t
)/2, implica

que TrX = TrY = 0, ou seja, X, Y ∈ t1. A álgebra sl(n,C) realiza a complexificação de
su(n). Em outras palavras temos que gC1 = su(n)C = sl(n,C) e o espaço das ráızes é dado
por

∆(gC, tC) = ∆(gl(n,C), tC) = {α ∈ (tC)∗ − {0}|(gC)α 6= 0}, (B.33)

onde
(gC)α = {X ∈ gl(n,C)|[H, X] = α(H)X, ∀H ∈ tC}. (B.34)

Existe uma bijeção α → α̃ de ∆(gC1 , tC1 ) = ∆(sl(n,C), tC1 ) em ∆(gC, tC) definida por

α̃(Z + H1) ≡ α(H1), (B.35)

para H = Z + H1 ∈ z ⊕ t1. Portanto os espaços das ráızes coincidem, (gC1 )α ∼= (gC)α̃.
Então, para α = αrs, onde r 6= s, temos que

α̃rs(H) = αrs(H1) = (Hr − λ)− (Hs − λ) = Hr −Hs. (B.36)

Para a escolha ∆+ = {αrs|r < s} temos P = {α̃rs|1 ≤ r < s ≤ n}. Vamos definir a
matriz Hrs = diag(0, ..., 1(r), ...,−1(s), ..., 0) ∈ it, portanto

〈H, Hrs〉 = TrHH
t

rs = Hr −Hs = α̃rs(H). (B.37)

Seja a ∈ NG(t) = {a ∈ G|Ad(a)t = t}. Para 1 ≤ j ≤ n seja Hj ≡ diag(0, ..., i1(j), ..., 0) ∈
t. Logo Ad(a)Hj = aHja

−1 ≡ diag(iθ1, ..., iθn) ∈ t, onde θk ∈ R. Contudo aHja
−1 and

Hj tem os mesmos autovalores, o que nos leva concluir que aHja
−1 ∼= Hl. Logo esta-

belecemos um isomorfismo σ : {n} → {n}, tal que aHja
−1 = Hσ(j), o que implica em

σ(j) = l. Então σ ∈ Sn, grupo simétrico, e depende de a, σ = σa. Portanto, existe um
mapa ε : NG(t) → Sn dado por ε(a) = σa. Se b ∈ T , então AdH = H, para qualquer
H ∈ t. Sendo assim,

Hσab(j) = abHjb
−1a−1 = aHja

−1 = Hσa(j) (B.38)

⇒ σab = σa, (B.39)

ou seja, podemos definir mais um mapa ε̃ : W ≡ NG(t)/T → Sn dado por ε̃(aT ) = σa. W
é o grupo de Weyl.
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Baixar livros de Literatura
Baixar livros de Literatura de Cordel
Baixar livros de Literatura Infantil
Baixar livros de Matemática
Baixar livros de Medicina
Baixar livros de Medicina Veterinária
Baixar livros de Meio Ambiente
Baixar livros de Meteorologia
Baixar Monografias e TCC
Baixar livros Multidisciplinar
Baixar livros de Música
Baixar livros de Psicologia
Baixar livros de Química
Baixar livros de Saúde Coletiva
Baixar livros de Serviço Social
Baixar livros de Sociologia
Baixar livros de Teologia
Baixar livros de Trabalho
Baixar livros de Turismo
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