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Resumo

Apresentamos nesta dissertacao uma revisao dos conceitos de geometria diferencial,
onde estamos interessados em definir campos vetoriais que geram transformagoes de um
parametro, formas diferenciais, variedades simpléticas e fibrados. Além disso, detalhamos
o conceito de cohomologia de De Rham, o qual nos fornece uma ferramenta algébrica
fundamental para analisar propriedades topoldgicas das variedades. A combinacao desses
conceitos, os quais suportam o nosso trabalho, permite-nos desenvolver teorias de lo-
calizacao equivariante de integrais definidas sobre espacos de fase classicos, os quais
também podem ser uma oOrbita co-adjunta. A localizacao é possivel devido ao teorema de
Duistermaat-Heckman, o qual nos permite escrever integrais como uma soma, ou integral,
sobre o conjunto dos pontos criticos do espaco. Em seguida fazemos uma extensao para
teorias de localizacao de integrais funcionais, onde é preciso definir o espaco dos loops.
Nesse contexto aplicamos a formulacao de localizacao equivariante tendo como base a
conjectura de Atiyah-Witten para teorias supersimétricas, onde derivamos o teorema de
indice de Atiyah-Singer para um operador de Dirac. O teorema de indice é aplicado no
calculo da anomalia quiral.

Palavras Chaves: Cohomologia e Localizacao Equivariantes; Duistermaat-Heckman;
Integrais Funcionais; Operador de Dirac.

Areas do conhecimento: Fisica Matematica.



Abstract

We present in this dissertation a conceptual review of differential geometry, where we
are interested in defining vector fields which are one-parameter transformation generators,
differential forms, symplectic manifolds, and fiber bundles. In addition, we detail the
concept about De Rham’s cohomology, which provides us a fundamental algebraic tool to
analyze topological properties of manifolds. The combination of these concepts, which are
the background material of our work, allows us to develop equivariant localization theories
of integrals defined on classical phase spaces, which can also be a co-adjoint orbit. The
localization is possible because of the Duistermaat-Heckman theorem, which allows us
to write integrals on the whole space just as a sum, or integral, on a critical points set.
Further more, we do an extension to functional integrals localization theories, where it is
needed to define loop spaces. In this context we apply equivariant localization formulation
having the bases of Atiyah-Witten conjecture to supersymmetric theories, where we derive
the Atiyah-Singer index theorem for a Dirac operator. The index theorem is applied to
chiral anomaly calculation.

Key Words: Equivariant Cohomology and Localization; Duistermaat-Heckman; Func-
tional Integrals; Dirac Operator.

Knowledge Areas: Mathematical Physics.
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1. INTRODUCAO

A motivagao principal para desenvolvermos um formalismo baseado em métodos de lo-
calizacao estd em como compreender mais a fundo teorias quanticas de sistemas dinamicos
gerais. Mais especificamente, queremos descrever uma linguagem comum a qual seja
possivel interpretar geometricamente o conceito de integrabilidade quantica [33]. Con-
ceitos de integrabilidade classica [7] sao bem compreendidos, mas ainda existem muitos
desafios tanto dos pontos vista fisicos quanto matemaéticos, onde a integrabilidade quantica
é nao tao clara. Para que possamos tratar este problema do ponto de vista geométrico,
é crucial entendermos as condigoes que devem ser satisfeitas para que teoremas de locali-
zagao possam ser usados para integrais funcionais. Neste espaco existe uma dificuldade
técnica para definir a medida de integracao para um espaco de dimensao infinita e, por-
tanto, o conceito de integrabilidade nao é completamente formulado. Contribuicoes nesta
direcao tém ocupado um papel fundamental nas investigagoes sobre Mecanica Quantica
Supersimétrica [3], Teorias Quanticas de Campos Topoldgicas [12], Modelos Integraveis
e Teorias de Gauge para baixas dimensoes, tais como Teorias de Yang-Mills em duas
dimensoes [18].

As condigoes necessarias para estabelecermos as condigoes de integrabilidade estao
principalmente fundamentadas nos conceitos de cohomologia equivariante. Cohomologia
equivariante nos permite analizar a cohomologia ordinaria de espacos quocientes do tipo
M/G, tal que M é uma variedade e G é um grupo de Lie que age sobre M. Entendemos a
Cohomologia Equivariante como uma generalizacao da Cohomologia de De Rham a qual
contém informacoes sobre as simetrias do espago. De maneira mais formal, devemos gene-
ralizar o operador derivada exterior d para incluir a acao de campos vetoriais X sobre
a variedade os quais sao geradores das isometrias sobre M, ou seja, campos de Killing.
Portanto, o operador a ser considerado sera basicamente dado por d + t1x, onde 1x é a
contracao ao longo de X. Se os campos vetoriais geram isometrias sobre a variedade, é
possivel concluir que uma certa classe de integrais sao dadas exatamente pelo primeiro
termo da aproximacao do ponto de sela. Esta integral é escrita apenas em termos de
uma soma sobre os pontos fixos do campo vetorial que gera as isometrias. Por isso damos
a denominacao de teorias de localizagao, ou seja, integrais que sao determinadas por
informacoes locais.

Duistermaat e Heckman primeiramente propuseram uma formula de localizagao para
integrais oscilatérias definidas sobre uma variedade simplética compacta [20] como uma
soma sobre todos os pontos criticos correspondentes a funcao Hamiltoniana. Alguns anos
depois, Witten propos uma extensao das formulas do tipo Duistermaat-Heckman para
variedades de dimensao infinita, a qual serve como uma primeira tentativa de localizagao
para problemas quanticos. Para esses propositos, apresentaremos algumas propriedades
geométricas do operador de Dirac para variedades que admitem estruturas spinoriais,
onde é possivel lidar com aspectos qualitativos do teorema de indice de Atiyah-Singer
para espagos de [oop sobre os quais a validade da conjectura de Atiyah-Witten [9], pro-
posta para definir uma medida de integracao, estda baseada. Essa conjectura envolve
uma derivagao supersimétrica do teorema de Duistermaat-Heckman para espacos de di-
mensoes infinitas, ou seja, espagos de loops. Argumentos adicionais e matematicamente
mais rigorosos foram dados nesta dire¢ao por J.-M. Bismut [13, 14]. Apresentaremos neste
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trabalho um tratamento nao tao rigoroso quanto o de Bismut do teorema de indice para
um caso particular de operador diferencial de Fredholm, ou seja, para um operador de
tipo Dirac. A prova que daremos aqui é baseada no formalismo de integral de trajetéria
de Feynman para a mecanica quantica supersimétrica, a qual faremos uma breve revisao
dos conceitos fundamentais desta teoria. Sabemos como os formalismos que descrevem
férmions e bosons podem ser quantizados do ponto de vista de integracao funcional usando
variaveis de Grassmann e varidaveis ordindrias, respectivamente. Portanto, podemos definir
uma operagao de supersimetria que relaciona transformacoes entre essas duas classes de
particulas, onde isso sera feito primeiro para um espago plano e em seguida para uma
variedade arbitraria com curvatura diferente de zero. O indice de um operador de Fred-
holm é definido como sendo a diferenca das dimensoes dos espagos vetoriais formados pelo
nicleo do operador e o nicleo do seu adjunto. Provaremos dois importantes teoremas que
sustentam a nossa abordagem, onde o primeiro deles garante que o indice é invariante sob
pequenas deformacoes do operador e o outro que indice pode ser escrito em termos de
funcoes de particao com relagao ao Hamiltoniano da mecanica quantica supersimétrica.
Com isto em mente podemos reescrever o indice como uma integral funcional, onde a acao
em questao € euclidiana e as condicoes de contorno sao periddicas. Usando o método do
ponto de sela podemos calcular esta integral, e sendo assim chegamos a expressao final
para o teorema de indice para um complexo de spin, ou seja, para um operador de Dirac
definido sobre uma variedade M arbitraria como sendo a integral sobre M do A-genus de
Dirac, o qual é uma classe caracteristica em fun¢ao do escalar de curvatura.

Uma outra possibilidade de aplicacao das teorias de localizacao equivariante para as
quais o teorema de Duistermaat-Heckman é vélido serao aplicadas em integrais definidas
sobre variedades construidas como orbitas co-adjuntas O, ou seja, particularmente con-
sideraremos espagos quocientes G/T', onde G é um grupo de Lie compacto e T é o toro
maximal em G. Como resultado, obteremos integrais sobre o espaco das matrizes, as
quais tém atualmente importantes aplicacoes na fisica, como Gravidade Quantica e Cro-
modinamica Quantica [43]. Daremos neste trabalho uma derivagao dessas integrais num
contexto de localizacao equivariante, ainda que as mesmas foram primeiramente derivadas
por Itzykson e Zuber [29] para modelo de matrizes.



2. METODOS GEOMETRICOS

Vamos iniciar com uma discussao um tanto quanto geral para que possamos estabelecer
as bases de todo o desenvolvimento do trabalho. Portanto escolhemos como uma primeira
motivagao revisar conceitos de geometria diferencial. O material desenvolvido aqui estd
basicamente restrito as necessidades para o desenvolvimento dos conceitos de campos
vetoriais que geram transformacoes de 1 parametro sobre variedades, formas diferenciais,
variedades simpléticas e fibrados. Mais detalhes sdo encontrados nas referéncias [1, 19, 32].

2.1 C(Calculo sobre Variedades

2.1.1 Variedades

Procuraremos nesta subsecao dar as definicoes bésicas necessarias para compreender
o ambiente no qual vamos trabalhar. A intencao é definir espacos de forma geral, e para
isso comecamos com a definicao mais primitiva de espago, chamada espaco topoldgico:

Definigao 2.1. Seja X qualquer conjunto e T = {U;|i € I} denota uma cole¢ao de
subconguntos de X, chamados conjuntos abertos. O par (X,T) é um espago topolégico se,
e somente se, T satisfaz as sequintes condigoes:

e, XeT.

o Se J € qualquer subcolecio (finita ou infinita) de I, a familia {U;|j € J} satisfaz
UjEJ Uj eT.

e Se K ¢ qualquer subcolecao finita de I, a familia {Uylk € K} satisfaz (e Ux €T

Agora daremos a definicao de wvariedades, as quais sao espagos topologicos com pro-
priedades especiais quanto as suas estruturas locais. Estas propriedades permitem que
este espago, m-dimensional, seja localmente homeomorfo & R™ (espago Euclidiano de m
dimensoes). Segue a defini¢ao de uma variedade:

Definicao 2.2. M ¢ uma variedade diferencidvel de m dimensoes se, e somente se,
e M € um espaco topologico.
o M ¢é munido com uma familia de pares chamados cartas, {(U;, ¢;)}.

e {U;} € uma familia de conjuntos abertos que cobre M, |J,U; = M. ¢; é um homeo-
morfismo de U; sobre um conjunto de abertos U/ de R™.

e Dado U; e U;, tal que U; NU; # 0, o mapa ;; = ¢; 0 gbj_l de ¢;(U; NU;) para
¢:i(U; N U;) € infinitamente diferencidvel, ;; € C*(M).

O homeomorfismo ¢; pode ser representado por m fungoes {x!(p),...,2™(p)}, onde
p € M é um ponto da variedade M. Chamaremos o conjunto {z*(p)}; de coordenadas
do ponto p sobre M. Da defini¢ao (2.2), temos que M é localmente Euclidiano. Também



2. Métodos Geométricos 7

concluimos que quando as cartas se sobrepoem, U; N U; # (), os dois sistemas de coorde-
nadas sao designados para um ponto da variedade p € U; N U;. O que significa que, se
¢; corresponde a {z*(p)}jL; e ¢; a {y”(p)}/L,, temos uma transformacio de coordenadas
dada por m fungoes de m varidveis x* = z#(y), as quais correspondem as fungoes de
transicao ¥;; = ¢; o qﬁj_l.

Vamos considerar um mapa entre duas variedades M de dimensao m e N de dimensao
n, f : M — N. Portanto, para um ponto p € M temos que f(p) € N. Tomamos uma
carta (U, ¢) sobre M e uma (V,1) sobre N. Segue que as coordenadas sao mapeadas
pela composicao 1 o f o ¢~ : R™ — R™. As respectivas coordenadas para o ponto p
sao ¢(p) = {z*} e ¥(f(p)) = {y*}, onde Y o fo ¢! =y. Como um abuso de notagio

usaremos y = f(z) ou y® = f*(z#). Vamos a uma importante definigao:

Definicao 2.3. Seja f : M — N um homeomorfismo e ¢ e ¢ sao funcoes coordenadas.
Se existe a inversa de ¥ o fo ¢~ =y, dada por po f~t o™t = x, sendo ambas C™,
chamamos f de um difeomorfismo e dizemos que M € difeomorfo a N, M = N.

2.1.2 Vetores

Para definirmos um vetor tangente sobre uma variedade M, precisamos antes de mais
nada definir uma curva ¢ : (a,b) — M e uma funcao f : M — R, ambas pertencentes a
C*°(M), onde o intervalo aberto t = (a,b) € R contém t = 0. O vetor tangente a ¢(0) é a
derivada direcional ao longo da curva ¢(t) da fungao f(c(t)) tomada no ponto para t = 0.
A taxa de variacao de f(c(t)) em t = 0 ao longo da curva é

df (c(t
)| o
dt |,_,
Explicitando a derivada acima em termos das coordenadas locais, temos
1 n
OxH dt =0
Portanto, definimos aqui um operador diferencial
m
x=xyu[ 2 XM= dat(c(t) 7 (2.3)
OxH dt 0

onde a sua ac¢ao em fungoes {f} definidas sobre a variedade M nos dé a informagao da

taxa de variagao de f: ()
df (c(t w9 _
i |, =X (8:6“) = X[f]. (2.4)

O conjunto de todos os vetores definidos sobre um ponto p é uma classe de equivaléncia
das curvas que passam por p, a qual determina um espaco vetorial chamado espaco tan-
gente, denotado por T,M. Naturalmente temos que e, = 9/0z*, para (1 < p < m),
sdo os vetores que formam uma base (coordenada) para T,M. Portanto, para V € T, M,
podemos escrever V' = V*e,, onde os numeros V* sao chamados de componentes de V.
Notemos que dim7,M = dimM. Devido a (2.4) vemos do seu lado esquerdo que esta
construcao nao depende explicitamente das coordenadas. Esta condicao nos permite es-
tabelecer como os componentes de um vetor se transformam perante uma mudanca de
coordenada, ou seja, para um ponto p € U; NU;, x = ¢i(p), y = ¢j(p) e X € T,M temos

oo (1) () -

n
X independente das coordenadas = X" = X ”gi. (2.6)
xl/




2. Métodos Geométricos 8

2.1.3 Espaco Dual

Desde que T,M ¢ um espacgo vetorial, existe um espaco vetorial dual a T,M cujos
elementos sao funcionais lineares de 7,M em R. O espaco dual é chamado de espago
cotangente a p e ¢ representado por Ty M. De acordo com esta defini¢ao, temos

w=(w,:): T,M — R, weT;M. (2.7)

Chamamos os elementos w € TyM de I-forma diferencial. Como um exemplo temos o
diferencial df de uma funcdo f € F(M), onde F(M) é o espago das fungdes diferencidveis
sobre M. De acordo com (2.4), temos que a ac¢ao de um vetor V € T,M sobre f ¢é dada

por
of
VIfl =+ 2.8
1= (%), (28)
onde também definimos a agao de df € T;;M sobre o espago tangente 7, M por
of
af,Vvy=V\fl=V*|— ). 2.9
vy =vin=v+ (52 (29

Explicitando df em termos de coordenadas, df = (0f/0z")dz", vemos que o conjunto
{dz#} forma uma base para o espago dual T’ » M. Logo concluimos que

<dx” JQ—> Ou — 5. (2.10)

"oxh ) Oxk

Em termos das bases coordenadas, uma 1-forma pode ser escrita em termos dos seus
componetes, w = w,dz*. O produto interno definimos como um mapa (-,-) : T » M X
T,M — R,

0
(w, V) =w, V" <d$“, 8_> =w, V" (2.11)
xl/

Da mesma forma que os vetores, as 1-formas sao independentes do sistema de coorde-
nadas, e em uma sobreposicao de cartas, para p € U; N Uj, temos que

w = w,dz" = w,dy” (2.12)

oy” ozt
dy” = dr" = w, = w,——. 2.13
Y afL‘“ T Wy w# ayl, ( )

2.1.4 'Tensores

Um tensor 7" do tipo (g,r) é um objeto multilinear que mapeia ¢ elementos de oM
e r elementos de 7, M em um numero real,

T:TM®.0MeLM®..9 ,M R (2.14)

v~ Vv
q T

Denotaremos o conjunto dos (g, 7)-tensores em um ponto p por (Q?* T,M)® (Q" T, M) =
7,2,(M). Fixando as coordenadas temos que o tensor é representado em termos das bases
coordenadas,

q r
0 U,
T =Twm-ba, ® e ® ® da¥, (2.15)
i=1 j=1
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onde a aplicagao é dada por
T(wyy ooy, Vi, o, Vi) = T, Wy ewy VLV (2.16)

Quando estudamos fisica ¢ necessério definirmos o nosso espaco-tempo. Podemos
entendé-lo como sendo uma variedade, mas que seja naturalmente dotada de um tipo
particular de tensor (0,2) chamado métrica. Por outro lado, sabemos de geometria ele-
mentar que o produto interno entre dois vetores U e V' sobre um espaco vetorial (tangente)
é dado por U -V = ", U;V;, o qual é importante para estabelecer os observéveis de
uma teoria fisica, uma vez que o resultado é um ntmero real. Com isto em mente vamos
procurar definir o tensor métrico Riemanniano, o qual nos fornecera a generalizagao, para
uma variedade arbitraria, do produto interno entre dois vetores.

Definicao 2.4. Seja M uma variedade diferencidvel. Uma métrica Riemanniana g sobre
M € um campo tensorial (assume valores em todos os pontos de M) do tipo (0,2) que
satisfaz os sequinte axiomas em todo ponto p € M:

hd gP<U7 V) = gP(V7 U)7
e g,(V,V) >0, onde a igualdade eziste se, e somente se, V = 0.
Aqui temos U,V € T, M.

Na subse¢ao anterior definimos o produto interno como um mapa (-, ) : TyMXT,M —
R. Se a variedade é dotada de um tensor métrico g, definimos o produto interno entre dois
vetores U,V € T,M por g,(U, V). Desde que a métrica é um mapa g, : T,M @ T,M — R,
podemos definir um mapa linear ¢,(U,-) : T,M — R por V +— g(U, V). Portanto g,(U,-)
é identificado com uma 1-forma wy € T;M. Similarmente w € T;M induz um vetor
V, € T,M por (w,U) = ¢g(V,,,U). Entao concluimos que o tensor métrico estabelece um
isomorfismo entre os espagos T, M e Ty M.

Se fixarmos uma carta (U, ¢) sobre M com coordenadas {z*}, temos que g é dado em
termos das bases coordenadas por

9p = Gu(p)da" ® da”, (2.17)

onde g, sao elementos de uma matriz simétrica com autovalores reais. Dizemos que uma
métrica g ¢ Riemanniana quando todos os seus autovalores sao estritamente positivos,
enquanto que é pseudo-riemanniana quando um ou mais autovalores sao negativos. O par
(M, g) é chamada de variedade Riemanniana (ou pseudo-riemanniana), ou espago-tempo.

Tomemos um vetor deslocamento infinitesimal, dz#0/0z*, em T,M e calculamos a
acao da métrica sobre ele. Encontramos de (2.17) que

g <d$”%7 dx”%) = gudatdr” = ds’. (2.18)

Logo a métrica nos diz como calcular distancias sobre uma variedade M.

2.1.5 Mapeamentos Induzidos

Um mapa f : M — N infinitamente diferenciavel entre duas variedades induz natural-
mente um mapa f, : T,M — Ty, N entre os respectivos espagos tangentes. Chamamos
este mapa de mapeamento diferencial. Seja g € F(N), entdao por composi¢ao dos mapas
temos que go f € F(M). Logo, de acordo com a definigado da agdo de um vetor sobre
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fungoes (2.4), um vetor V' € T,M age sobre g o f e resulta num ntmero V[g o f]. Agora
definimos f,V € T,y N por

(Vg =Vigo fl & (£V)lgod ()] =Vigo foo ()] (2.19)
Fixando uma determinada base, V = V#(9/dz") e f.V = W*(0/0y®), temos

e lgou )] = Vil f 007 (o)
0

= W = V”% (x). (2.20)
O mapeamento diferencial é naturalmente estendido para tensores do tipo (g,0), fi :
Top (M) — T #(» V), onde cada componente se transforma de acordo com (2.20).
Se f:M—-Neg: N — P,entaogo f : M — P, onde M, N e P sao variedades
diferenciaveis. Temos também uma funcao h : P — R. Portanto os mapas induzidos nos
levam a seguinte relagao:

(g« 0 fLV)[A] = (fV)[hogl =V]hogo f] (2:21)
B B 9
R o A el
Ozt Oy* 0P Ox® OyP 027
0z OyP 0z
a_yBZr _ yvZd %
= 2 =Y = X (2.22)
c(gof)e=gso fu (2.23)

O mapa f : M — N também induz um mapa entre os espacos duais dado por f* :

T }‘(p)N — Ty M. A diregdo do mapa f* é contrdria a do mapa f e f*, sendo a motivacao

para a sua denominagao, pullback. Para uma 1-forma w € T ;f(p)N , temos que o pullback
de w por f* é definido por

(ffw, V) =(w, fV). (2.24)

Sendo w = w,dy* € TJT(p)N e [fw=¢,dx € T;M, temos

0 oy* 0
O Vad e Ve
<§“da; ’ (9;1:”> <wady T Oxr 8y°‘>

oy~

= é-# - WQ@.

(2.25)

O pullback também pode ser estendido para tensores do tipo (0,r), f* : T?f(p)(N) —

,
7.',(M), onde cada componente do tensor se transforma de acordo com a regra (2.25).

Como feito anteriormente, vamos considerar que f : M — N e g : N — P, entao
gof: M — P,onde M, N e P sao variedades diferenciaveis e h : P — R. Portanto

((go flw,V) = (w,(go[f)V)=(w (gx0f)V)
(w, V) = ([T og'w,V) (2.26)

cge f)yr=frog". (2.27)
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2.2 Derivadas de Lie

2.2.1 Fluxos e Grupos de Um Parametro

Quando um vetor é designado suavemente para cada ponto da variedade M, dizemos
que ele define um campo vetorial. Isto significa que cada componente de um campo
vetorial é uma funcao infinitamente diferenciavel de M para R. O conceito de campo é
obviamente generalizado para tensores de qualquer ordem.

Seja X um campo vetorial sobre a variedade M. Uma curva integral z(t) de X é uma
curva sobre M, cujo vetor tangente em x(t) é X|,). Dada uma carta (U, ¢), temos que
as componentes do campo definem equagoes diferenciais ordinarias para encontrarmos as
curvas integrais, ou seja,

dxt(t)
dt

onde z*(t) é o componente de ordem p de ¢(z(t)). Fixamos as condigoes iniciais por
xy = 2(0) e, se a variedade M for compacta, podemos dizer que c(t) existe para todo
teR.

Por conveniéncia, vamos mudar a notagao. Seja o(t,zg) a curva integral do campo X
a qual passa por um ponto xy, para t = 0. Se a coordenada é denotada por o*(t,x),
como em (2.28) temos que

= X" (x(t)), (2.28)

dot(t, zo)
dt

onde as condigoes iniciais sao o*(0,x9) = zf. O mapa o : R x M — M é chamado de
fluxo gerado pelo campo X. Existe uma regra que devemos respeitar devido a estrutura
de unicidade das equagoes diferenciais dada por

= X"(o(t, o)), (2.29)

o(t,0"(s,x0)) = o(t + s, ) (2.30)
para t, s € R. Vamos ver as condicoes iniciais que determinam este resultado:

dot(t,0"(s,20)) .,
o = X*(o(t,0(s,20)))

= 0(0,0(s,20)) = (s, o) (2.31)

dot(t + s,z9)  do*(t + s, x)
dt  d(t+s)
= 0(0+ s,29) = o(s,x0). (2.32)

= X¥(o(t + s, 20))

Segue o teorema:

Teorema 2.1. Para qualquer ponto x € M existe um mapa diferencidvel o : Rx M — M,
tal que

e 0(0,x) =u.
o L o(t,x) é uma solugao de (2.29).
i U(tv O-M(Sa flfo)) = U(t + s, 130).

Para um parametro t € R fixo, temos que o fluxo o(t,z) é um difeomorfismo de M
no proprio M, o, : M — M. Devido a estrutura dos fluxos descrita acima, podemos
notar que o; forma um grupo comutativo, chamado de grupo de transformacoes de um
parametro:
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e 0,(04(x)) = 0pys(x) © 04005 = 04y, para t,s € R.
e 0y ¢ o0 elemento identidade.
® 0_; = (O't)_l.

Encontramos da relagao (2.29) que, sob uma acao infinitesimal o, € < 1, um ponto de
coordenadas z* é mapeado em

ol(z) = o¥(e,x) = 2t + e X*(2), (2.33)

€

ou seja, o campo X é um gerador infinitesimal de uma transformacao o;. Portanto, dado
o campo X, o fluxo correspondente é dado como uma exponenciacao de X,

ol (t,z) = ezt a0, z) = =" (2.34)

2.2.2 Construgao da Derivada de Lie

Vamos agora considerar dois fluxos, o(s,z) e 7(t,x), gerados respectivamentes pelos
campos vetoriais X e Y. Logo, da equagao (2.29) temos

do’(s, z) = X"(o(s,x)) (2.35)
ds
¢ dr(t,z) i
— = YH(7(t,)). (2.36)

O objetivo aqui é analisar a variagdo do campo Y ao longo da curva integral o(s, )
gerada pelo campo X. Devemos comparar o campo Y em dois pontos diferentes do
espaco, ou seja, vamos comparar Y no espacgo tangente ao ponto x, T, M, com o vetor
que o determina tangente ao ponto ' = o.(x), T, (»)M. Para isso devemos utilizar o
mapeamento diferencial, ja que nao é possivel fazermos qualquer operacao entre vetores
de espacos tangentes distintos. Isto significa que, se usarmos o mapa (o). : Tp ()M —
T, M, temos os vetores (0_c).Y|s.(z) € Y|, no mesmo espaco tangente, T, M. Logo, a
deriwada de Lie de um campo vetorial Y ao longo do fluxo o do campo X ¢ definida por

1
LxY =lim = [(0_0).Y |o.@) — Vo] - (2.37)

e—0 €

Seja (U, ¢) uma carta que cobre a coordenada z. Os campos vetoriais sobre o aberto
U sao X = X*9/0zt e Y = YHJ/Ox" nas bases cooredenadas. Se o.(x) tem uma
cooredenada x* + eX*(x), temos

Y

oe(z) — Yﬂ(m’/ + EXV(‘T»eH‘gH-eX
~  [YH(x) +eXY(2)0, Y ()] eul hex » (2.38)

onde {e,} = {0/0z" = 0,}. Agora usamos o mapa diferencial (o_.), em Y
com a relagao (2.20),

o () de acordo

(0-):Y o) = [V"(2) + eX"(2)0,Y"(2)] Oulz* — eX*(w)]er],
Y#(a) 0152 — e, X w)]es],
[(YMx) — eY*(2)0, XN (x) + X (2)0,Y(2)] ex|, + O(?)
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Substituindo (2.39) em (2.37) temos

LxY = lim {e [X"(0)a,Y (z) - YH(2)8,X )] ea]. + O)}

= [XY(2),YMx) = Y*(2)9, X ()] er], (2.40)
L LxY = XY, (2.41)

onde (2.41) é conhecido como “bracket” de Lie.

Vamos construir a derivada de Lie sobre uma 1-forma diferencial. O conceito é o
mesmo que antes, ou seja, vamos comparar 1-formas de espagos cotangentes diferentes
utilizando o pullback:

1 .
Lxw = 11}(1) - [(06) Wloo(z) — w|x} , (2.42)

onde w|, € TiM e of : T/M — 17 (M. Vamos proceder como antes e explicitar a
derivada de Lie em termos das coordenadas. Seja wl,, (z) € T (x)M , temos

oe(z) = (wu(z) + eX"(2)0wy ()] dx”| | « (2.43)
= 0Twloe) = wal@)da + € [XF(@)0,0n(x) + OX (@)(a)] do?], + O(),  (2.44)

w

S Lxw = lim-— {e (X (x)0,wi(z) + X (x)w,(x)] dx’\‘x +O(e*)}

e—0 €

= [ X"(2)0uwr(x) + O X" (2)w, ()] da?. (2.45)

A derivada de Lie Lx sobre uma funcao f € F(M) definida sobre a variedade M
coincide com a atuacao do campo X em f,

Lxf = lm [f(o() - f(x)]

_ lii%é[f(aneX)—f@)]
= X'z )(‘ip]; X[f]. (2.46)

A generalizacao para a atuacao da derivada de Lie sobre tensores de maior ordem ¢é dada
pela regra de Leibniz,

Lx(t; @ts) = (Lxt1) @ty + 1t @ (Lxta), (2.47)

onde t; e ty sao campos tensoriais de tipos arbitrarios.

2.2.3 Isometrias e Campos de Killing

Seja f : M — M um difeomorfismo sobre a variedade M e T" um campo tensorial
qualquer definido sobre M. Se f*I' = T, entao, mesmo que tenhamos transformado T’
por um pullback, T permanece constante. Portanto, neste caso, f é uma transformagao
de simetria para 7T'.

Defini¢ao 2.5. Seja (M, g) uma variedade (pseudo) Riemanniana. Um difeomorfismo
or: M — M é uma isometria se ele preserva a métrica g:

091 = 9p = Gip) (00X, 06Y ) = gp(X,Y) (2.48)
oy~ oy’
" S 5 I8 (P)) = v (), (2.49)

onde X,Y € T,M.
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Da transformagcao infinitesimal do tipo (2.33), x# — 2/ = z* + eX*, e da relagao
(2.49) temos

ox'* 0z'? ,
() = Ol Wgaﬁ(x)

DG X" Ogas()
_ a 3 o 2
= (% +e ) (5y +e 893”) (gaﬁ(ﬂc) +eXT =2 ) +0O(e%)

o+
009, 0x” 0X"
N Gu(r) e lX R L (%V} (2.50)

Xa@gm, oXP 0X"

—— R 2.51
ore + 9 ot + Gy ox” ( )

Vamos agora atuar a derivada de Lie sobre o tensor métrico (2.17),

Lxg = Lx(gudz" ® dz")
= (Lxguw)da" @dz” + g, (Lxdat) @ dx” + g,da” @ (Lxdx”)

009 ox"

~ |x + + 02X ot @ da (2.52)
N ore 9w Oxh iy oxV v S )

Logo usando a relagao (2.51) imposta pela condigao de isometria temos que

também ¢ uma condicao de isometria. O mapa oy : M — M gera o campo X = X*e,, o
qual, se satisfaz a condicdo (2.53), é denominado campo de Killing. (2.53) Também nos
informa que a geometria local nao se altera em um movimento gerado por oy, entao o
campo X nos fornece as dire¢oes de simetria de M.

Vamos explicitar mais a relagao (2.53):

dg 0x* 0X7
L , = X ”
(£x9)u ox® + 9 OxH 9 ox¥

dg dg dg 0X 0X
X o o ! K 2.54
{83:“ T Yl I T (2.54)
onde definimos os componentes de uma conexao
1 agﬁu 89 3 ag v
re, =-¢g* e 2k 2.55
w =259 [ dzr  Oxv 0P |’ (2:55)
0X, N 0X, o
(EXg),u,y = (% -T ,uz/Xa) + <8x” -TI 1/an>
= V,X,+V,X,, (2.56)

onde V, é a derivada covariante, a qual define a conegao. Portanto com a validade de
(2.53) temos as equagoes de Killing

V. X, +V,X, =0. (2.57)

Assim determinar todas as isometrias infinitesimais de uma métrica dada significa deter-
minar os campos vetoriais que satisfazem a equagao de Killing (2.57).
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2.3 Formas Diferenciais

2.3.1 Defini¢oes

Definicao 2.6. Uma forma diferencial de ordem r, ou uma r-forma, é um tensor total-
mente anti-simétrico do tipo (0,7). Os componentes de um tensor anti-simétrico do tipo
(0,7) satisfazem a sequinte relagdo:

Tor.oy = sgn(P)T,

Hp@)-HP(r)? (258)

para todas as permutacoes P (sqn(P) € +1 ou —1 se P € par ou impar).

Os elementos da base coordenada de uma forma diferencial sao escritos em termos do
produto exterior A (totalmente anti-simétrico) definido por

dx" Ndat? NN datt = ngn(P)dm‘”’“) ® dxH'P® @ ... @ datPm), (2.59)
P

onde podemos concluir que
o dztt Ndx*? A ... N\dxt =0 se algum indice p se repete.
o dxt Adxt? A . Adatr = sgn(P)dxtrm A dxtr@ A LA datPo.
o dxtt NdxH? A ... \Ndxtr é linear em cada dx*.

Denotaremos o espaco das r-formas diferenciais num ponto p da variedade M por A} (M)
e a base para esse espaco é dada por (2.59), onde um elemento deste espago pode ser

expandido por

1

W = =W gy AT A AN N d? (2.60)
r

. ~ : , m
Sendo m a dimensao da variedade M, notemos que o nimero , ) = m!/r!(m—r)! nos

fornece todas as permutagoes possiveis para (i1, ..., it,). Portanto a dimensao do espago
AL (M) é dada por

dimA7 (M) = ( "f ) . (2.61)

O produto exterior entre duas formas diferenciais, uma ¢-forma por uma r-forma,
define o mapa A : AJ(M) x AJ(M) — A" (M). Para w € A(M) e £ € A7 (M), temos
que a ac¢do de uma (g + r)-forma w A & sobre ¢ + r vetores é definida por

1
(WA, .y Vo) = e > sen(P)w(Viqy, o Vo) Vi), o Vean),  (2.62)
Il &

onde {Vl}fz € T,M. Da definigao (2.62), verificam-se as seguintes propriedades:

wAw=0 (2.63)

wAE=(-1)TENw. (2.64)
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2.3.2 Derivada Exterior

Definigao 2.7. A derivada exterior d, é um mapa A"(M) — A" (M), cuja acdo sobre
uma r-forma (2.60) € definida por

1
dyw = — ( 0 —w > dx” Adz" Ndxt? A LA datr. (2.65)

axl, K12 Hr
Quando d, agir sobre uma forma passaremos a usar apenas d, onde a ordem r da a¢do

estard subentendida.

Uma propriedade muito importante da derivada exterior é a sua idempoténcia, d, 1 o
d, = d*> = 0. Esta propriedade é provada aplicando diretamente a definicao acima:

1 9
= Buettn go X A dg? A datt A A dat = 0, (2.66)

2
dw = r! Ox*OxV

uma vez que os indices A e v estdo contraidos numa parte simétrica (derivada segunda)
com uma anti-simétrica (da* A da”).
Sejam as formas w € AI(M) e £ € Aj(M). Portanto temos

dwN§) = ‘r'dngn Jw ® &
N ‘T'dngn ( (Wip (1) pip(q A TD @ @ dx“P@))

1
@ <ﬁ§”P(1)~~~VP(r)dxyP(1) ®.. Q0 deP(r)>

171 0 )
= p [W@ (Wul.--quuqﬂ..-uﬁr) dz” Ndx" N A dx“q“]
1 [1 /0 V
- T LJ!T! (awi“l"'“'I) Sptgitotigrr dT” NdZ" N N drF
q 1 9 dz¥ drt dx” dxtatt dxHatr
+(—-1) Mwm___uq @gﬂqﬁ-l---lhpﬁr o’ ANdxt AL oANdTE A dx Adzx
= dw A&+ (—1)%w A dE. (2.67)

Para uma 1-forma w = w,dz* € A'(M) e dois campos vetoriais X e Y temos

XwY)]-Y[wX)]-w(X,Y]) = X", (w,Y")=Y"0,(w, X")—w[(X"0,Yv—-Y"0,X")0,]
= Ow, (XMYY —YHX") (2.68)
S dw(X,Y) = X[w(Y)] = Yw(X)] — w([X,Y])). (2.69)

A generalizacao da férmula (2.69) é dada por

T

dw(Xy, .., Xps1) = Z(—1)i+1x[ (X1, o, X X)) +

+Z ”]w XZ,X] Xl,...,Xi,...,Xj,...,XT+1), (270)

1<J

onde os campos X; sao omitidos na soma explicita.
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2.3.3 Produto Interior e derivada de Lie

Uma outra operacao fundamental para o nosso estudo é o produto interior definido
com um mapa iy : A"(M) — A""Y(M), onde X é um campo vetorial definido sobre a
variedade M. Para uma r-forma w, definimos o produto interior por

Z.XW<X17-~-,X7'71) E(,U(X, Xl,...7X,ﬂ,1). (271)
Em termos das coordenadas explicitas temos,
1

y — v M2 Hr
Ixw = = 1>!X Wy A N\ LN dx

1 < .

= Zwmmusmur(—l)s_ldas‘“ Ao ANdzts A A dxt (2.72)
T os=1

Com o produdo interior e a derivada exterior escrevemos a seguinte relagao fundamen-
tal:

(diX + ixd)w = d(in) + ix(dw)
= d(X"w,)+ix (1(8!@1, — Oyw,,)dz" A da:”)

2
= (w0, X"+ X*0w,)dz” + XH* (0w, — Opw,,)dx”
= (w0, X!+ X"0,w,)dz”, (2.73)
portanto, de (2.45), temos
ﬁXu) = (dZX + Z.Xd)u). (274)

2.3.4 Variedades Simpléticas

Seja uma variedade diferenciavel M de dimensao m = 2n. Uma estrutura simplética
sobre M é uma 2-forma diferencial w, nao degenerada e fechada, ou seja, para U,V € T,M
temos

YVU#0 3V | wUV)#0 e dw=0. (2.75)

O par (M, w) é chamado variedade simplética ou espago de fase.

Vamos introduzir uma nova estrutura chamada fibrado cotangente, o qual é a uniao dos
espacos cotangentes de uma variedade. Seja N uma variedade de n dimensodes, portanto
o fibrado cotangente é dado por T*N = Up TyN. O conjunto T*N tem uma estrutura
natural de uma variedade diferenciavel de dimensao 2n, uma vez que um ponto de T*N é
uma 1-forma sobre o espaco contangente em algum ponto de N. Se ¢ é a escolha das n
coordenadas locais em NN, estao temos associada uma forma dada por n componentes p,,.

Teorema 2.2. O fibrado cotangente T*N tem uma estrutura natural simplética. Nas
coordenadas locais descritas acima, esta estrutura simplética é dada por

w = dp, Ndg" = dp; Ndq" + ... + dp, N dq", (2.76)
chamado sistema de coordenadas de Darboux, (p1, ..., Pn; @, - q")

Demonstragao. Seja um vetor V' tangente ao fibrado cotangente, V' € T,(T*N), em um
ponto p € T*N. O mapa de projecao do fibrado tangente na variedade é dado por
m:T*N — N. Portanto o mapa diferencial 7, : T(T*N) — T'N é definido por V' — .V,
onde 7,V € T, N. Definimos uma 1-forma 6 sobre T*N pela relagao (V) = p(m. V). Em
coordenadas locais, esta forma é dada por 6 = p,dg". A estrutura simplética é dada por

w = df. O
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Sabemos que uma estrutura Riemanniana sobre uma variedade estabelece um isomor-
fismo entre o espago tangente e o espago dual. Uma estrutura simplética estabelece um
isomorfismo similar.

Definicao 2.8. Seja um vetor V' pertencente a um espaco tangente a variedade simplética
(M,w) no ponto x. Para cada V' podemos associar uma 1-forma 6y sobre T M por

Oy (U) = w(U,V), YU € T,M. (2.77)

Denotaremos por I o isomorfismo I : T M — T, M construido acima. Seja uma funcao
H sobre uma variedade simplética M. Estao dH é uma 1-forma diferencial sobre M e em

cada ponto existe um vetor tangente associado a ela. Portanto obtemos o campo vetorial
IdH sobre M.

Definicao 2.9. O campo vetorial IdH € chamado de campo vetorial Hamiltoniano e H
¢ chamada de fung¢ao Hamiltoniana.

Vamos reescrever (2.77) em termos do produto interior,

OH OH
: _ _JI — _ w270
lrggw = —dH = 8q“dq 8pudp’““ (2.78)
a qual é satisfeita para
IdH = oH 9 — oH 9 (2.79)

dp, Og*  Jg" Op,,

Portanto o vetor velocidade do espago de fase (M, w) nos fornece as equagoes candnicas
de Hamilton:

OH . OH

—— e ¢!'=—".

oqH Op,,

A fun¢ao Hamiltoniana é um mapa H : M — R. Assumindo que o campo vetorial IdH
correspondente a H nos gera grupos de um parametro de difeomorfismos oy : M — M,
temos

&= IdH (z) < p, = (2.80)

d
Eat(az) . = IdH (z). (2.81)

O grupo oy é chamado de fluxo de fase hamiltoniano.

Teorema 2.3. O fluzo de fase Hamiltoniano preserva a estrutura simplética:

ojw = w. (2.82)

2.4 Grupos e Algebras de Lie

2.4.1 Grupos de Lie

Definicao 2.10. Um grupo de Lie G é uma variedade diferencidvel dotada com uma
estrutura de grupo tal como as sequintes operagoes:

e G x(GE—G, (91792)’—’91‘92
e LG -G, g—gt

e c:e-g=g-er g, elemento identidade.
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Teorema 2.4. Todo subgrupo fechado H de um grupo de Lie G é um subgrupo de Lie.

Seja um grupo de Lie G e H um subgrupo de Lie de G, H C G. Temos uma relacao
de equivaléncia g ~ ¢, para ¢g,¢ € G, se existe um elemento h € H tal que ¢ = gh. A
classe de equivaléncia é dada pelo conjunto [g] = {gh|h € H}. O espago “coset” G/H
é uma variedade com dimensao dimG/H = dimG — dimH. G/H é um grupo de Lie se,
e somente se, ghg~! € H para qualquer ¢ € G e h € H, ou seja, se H é um subgrupo
normal de G.

2.4.2 A]gebras de Lie

Definicao 2.11. Sejam a e g elementos de um grupo de Lie G. A translagao a direita
R, : G — G e a translagdo a esquerda L, : G — G de g por a sao respectivamente
definidas por

R.g = ga (2.83)

L.g = ag. (2.84)

Portanto podemos dizer que o mapa R, : G — G induz um mapa diferencial R, :
T,G — TyG e L, : G — G induz L, : T,G — T,,G.

Definicao 2.12. Seja X um campo vetorial sobre o grupo de Lie G. Dizemos que X €
um campo vetorial invariante a esquerda se Lo X |; = X|ag-

Usando (2.20) verificamos que um vetor invariante a esquerda satisfaz a relacao

ox"(ag) O 0
pum— IL —_— pum— v
Lo X |, = X*(g) Gi(g) 07, X"(ag) 55 .

: (2.85)

onde z#(g) e x*(ag) sdo as coordenadas dos pontos g e ag sobre a variedade G. Um vetor
V € T.G define um tnico campo vetorial invariante a esquerda Xy sobre G dado por

Xvly =LV, geG. (2.86)
Usando a propriedade (2.23) temos
Xvlag = LageV = (LaLg)sV = Laos LV = Loy Xv|,- (2.87)

Logo, se X é um campo invariante & esquerda o mesmo define um tnico vetor V = X|, €
T.G. Vamos denotar o conjunto de todos os campos vetoriais invariantes a esquerda sobre
G por g. O mapa T.G — g é definido por V +— Xy e dimg = dimG.

Tomemos dois pontos g e ag = L,g sobre a variedade G, e dois vetores X e Y sobre o
espaco tangente g. Aplicando L, sobre o bracket de Lie temos

Lo [ X, Y|y = [LaxX g Lo Y |g] = [X, Y]] ags (2.88)
portanto concluimos que [X, Y] € g, ou seja, g é fechado sob o bracket de Lie.

Definicao 2.13. O conjunto de campos vetoriais invariantes a esquerda g com bracket
de Lie| , |:gxg— g ¢échamado de dlgebra de Lie de um grupo de Lie G.

E importante ressaltar que as mesmas defini¢coes acima podem ser feitas para translacoes
a direita.

Um grupo de Lie G pode agir sobre ele mesmo de uma forma especial. Portanto vamos
definir este tipo de acao.
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Definicao 2.14. Tomemos qualquer a € G e definamos o homeomorfismo ad, : G — G
pela conjugacao
ad, : g +— aga™". (2.89)

Este homeomorfismo € chamado de representacao adjunta de G.

E f4cil ver que ad,e = e, conduzindo a restricao do mapeamento induzido ad,. :
T,G — T&dagG a g = e ao mapa Ad, : T.G — T.G definido por Ad, = ad,.|r.¢. Logo
temos o mapa Ad : G x g — g chamado de mapeamento adjunto de G.

2.4.3 Subgrupo de Um Parametro

Definicao 2.15. Uma curva ¢ : R — G € chamada de subgrupo de um parametro de G
se a sequinte condi¢cao € satisfeita:

p(t)e(s) = (t +3), (2.90)
onde a identidade € ©(0) = e e o elemento inverso € o~ 1(t) = p(—t).

Sendo
p(t)p(s) = @t +5) = (s +1) = (s)p(t), (2.91)
concluimos que o subgrupo de um parametro é um subgrupo Abeliano. Como vimos na
subsecao (2.2.1), dado o subgrupo de um parametro existe um campo vetorial X tal que

dpt (t)
dt

— X" (p(1))- (2.92)

Para mostrarmos que o campo X é invariante a esquerda, vamos considerar um vetor d/dt
sobre R, tal que

d d
L)y —| = —| . 2.93
(L) 5 o dt|, (2.93)
Usando o mapa diferencial ¢, : iR — TG, temos
d dpt(t)| 0
Ve —| = —1 =X, 2.94
dt|, dt |, Og*|, | (2:94)
d det(t)| 0
. —| = — = X],, t) =g, 2.
Pd), T " |, a9, g elt) =g (2.95)
d d
o (pLa) il =t a), lg
L 4l _ L, X]| (2.96)
gxPx dt . — Ligx e .

onde usamos a relacao de comutacao ¢L; = L,p, a qual implica em @, Ly = Lgp..
Portanto, concluimos que L, X|. = X]|,, ou seja, dado o fluxo ¢(t), existe um campo
vetorial invariante a esquerda X € g.

O campo X define um grupo de transformagoes de um parametro o(t, g), tal que
do(t,g)/dt = X e 0(0,9) = g. O mapa ¢ : R — G ¢é definido na identidade de G,
p(t) = o(t,e). Se fixarmos o parametro s, temos que G (t, p(s)) = @(s)p(t) é uma curva
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de R em G em ¢(0)p(s) = ¢(s). As condigdes iniciais sdo dadas por o(0,0(s,e)) =
(0, ¢(s)) = ¢(s) e a equagao diferencial é

%E(t,gp(s)) = %w(S)w(t) = (L@<s>>*%%0<t>

(L(s))« X (p(t)) = X (p(s)e(t))
= X (5t (%)) (2.97)

Definicao 2.16. Seja G um grupo de Lie e V € T,G. O mapa exponencial exp : T,G — G
¢ definido por

~— T

expV = oy (1), (2.98)

onde py € um subgrupo de um parametro de G gerado pelos campos vetoriais invariantes
a esquerda Xy |y = Lg. V.

Corolario 2.4.1. Seja V € T,G et € R. Entao
exp(tV) = oy (), (2.99)
onde oy (t) € um subgrupo de um parametro gerado por Xv|, = LgV.

Demonstracao. Seja a # 0 uma constante. Portanto temos que

%gpv(at) . =a %(pv(t) . =aV (2.100)
pv(at) = av(t) (2.101)

= exp(aV) = pav (1) = pv(a). (2.102)
[

Um resultado importante é com relagao ao mapeamento adjunto. Seja g € G, Xy € g
e oy(t) = exp(tV) um subgrupo de um parametro gerado por V € T.G. Entao a agao
ad, sobre oy (t) resulta em

gexp(tV)g™ = exp(tgVyg™"), (2.103)

como para Ad, : V — gVg™', desde que

d
Ad,V = E[adgexp(ﬂ/)]

t=0

=gVg (2.104)

t=0

d
= - exp(tgVg™")

2.4.4 Acao de Grupos de Lie Sobre Variedades

Vamos comecar a nossa discussao com duas importantes definicoes.

Definigcao 2.17. Seja G um grupo de Lie e M uma variedade. A a¢do de G sobre M ¢é
um mapa diferencidvel o : G X M — M que satisfaz as sequintes condigoes:

e o(e,p) = p para qualquer p € M.

e 0(g1,0(92,p)) = (9192, p)-
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Definicao 2.18. Seja G um grupo de Lie que age sobre uma variedade M poro : GXxM —
M. A acao o € dita ser

e Transitiva se, para qualquer p1,ps € M, eziste g € G tal que o(g,p1) = po.

e Livre se todo elemento nao trivial g # 0 € G nao tem pontos fixros em M, ou seja,
se existe p € M tal que o(q,p) = p, entdo g = e.

o FEfetiva se o elemento unidade e € G € o unico elemento que define a ac¢ao trivial
sobre M, o(g,p) = p para todop € M e g =e.

Dado um ponto p € M, a acao do grupo G sobre p leva p para varios pontos de M.
A orbita de p sob a acdo o é o subconjunto de M definido por

Gp={o(g.p)lg € G}. (2.105)

Se a acao de GG sobre M ¢é transitiva, podemos concluir que a érbita para qualquer p € M
é a propria variedade.

Definicao 2.19. Seja G um grupo de Lie que age sobre M. O grupo de isotropia de
p € M € um subgrupo de G definido por

H(p) = {g € Glo(g,p) = p}- (2.106)
H(p) € também conhecido como estabilizador de p.

Teorema 2.5. Seja G um grupo de Lie que age sobre M. Portanto, o grupo de isotropia
H(p) para qualquer p € M é um subgrupo de Lie.

Demonstragao. Definimos o mapa ¢, : G — M por ¢,(g) = gp. Entdao H(p) é a imagem
inversa o 1(p) de um ponto p, e portanto um conjunto fechado. Devido ao teorema (2.4)
a demonstracao esta terminada. Il

Sendo H C G e a acdo de G sobre M transitiva, G/H(p) admite uma estrutura
diferenciavel e é uma variedade chamada espaco homogéneo.

Seja uma acao de um grupo de Lie G sobre uma variedade M representada por
(9,z) — gx. Um campo vetorial invariante & esquerda Xy gerado por V € T.G in-
duz naturalmente um campo vetorial sobre M. Um fluxo o(t,x) = exp(tV)x sobre M é
um grupo de transformacao de um parametro, onde o mesmo define um campo vetorial
induzido denotado por V¥,

d
Vi, = —exp(tV)z| . (2.107)
dt —o0

Entao definimos o mapa # : T,G — T(M) por V ~ V¥,

2.5 Fibrados

2.5.1 Definicoes

Apesar de ja termos usado o conceito de fibrados na subsecao (2.3.4) para definirmos
variedades simpléticas, vamos agora definir tais estruturas de uma maneira mais precisa.

Defini¢ao 2.20. Um fibrado diferenciqvel (E, 7, M, F,G) consiste dos sequintes elemen-
tos:

e Uma variedade diferenciavel E chamada espaco total.
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Uma variedade diferenciavel M chamada espago base.

Uma variedade diferenciavel ' chamada de fibra tipica.

Uma funcgdo m : E — M chamada projecdao. A imagem da funcao inversa, 7! =

F,=F, € a fibra com relagao ao ponto p € M.

Um grupo de Lie G chamado de grupo de estrutura, o qual age sobre a fibra F do
lado esquerdo.

e Um conjunto de abertos {U;} que sao a cobertura de M, onde um difeomorfismo
¢ : Uy x F — 77 1(U;) € definido tal que wo ¢(p, f) = p, onde f € F. O mapa ¢;
¢ chamado de trivializacdo local devido ao fato de ¢;* mapear 7= (U;) no produto
direto U; X F.

o Se escrevermos ¢;(p, f) = ¢ip(f), 0 mapa ¢;,(f) : F — F, é um difeomorfismo.
Sobre a regido de sobreposi¢io U;NU; # 0, requeremos que t;j(p) = gbi_’plogbj,p F— F
seja um elemento de G. FEntao ¢; e ¢; sao relacionados por uma funcao suave
ti; :U;NU; — G tal que

0;(p, f) = &ip, ti;(p)f)- (2.108)

Os mapas t;; sao chamados de funcoes de transi¢ao.

Sobre a sobreposigao de cartas U; NU; # 0, dois elementos f;, f; € F sao desiguinados
para u € 7 (p), onde p € U; N U;. Estes elementos estao relacionados pela a agao da
funcao de transicao, f; = t;;(p)f;-

Seja U; uma carta sobre M. Entdo o mapa ¢; ' : 7(U;) ™' — U; x F é um difeomorfismo.
Se U;NU; # 0, entao temos dois mapas ¢; e ¢; sobre U; NU; tais que, tomando um ponto
u e E, m(u) =p e U; NUj, desiguinamos dois elementos de F,

¢ (u)=(p. fi) e ¢ (u)=(pf)). (2.109)
Por consisténcia, as funcoes de transicao devem satisfazer as seguintes condigoes:
ti(p) = e, (p € Ui)
tl](p) = t]zl p)7 (p € U’L N U])
ti;(p)tik(p)tei(p) = (peU;nU;NUy). (2.110)

Se todas as funcoes de transicao podem ser tomadas como sendo o mapa identidade,
chamamos este fibrado de fibrado trivial.
Seja {U;} a cobertura da variedade M e dois conjuntos de trivializagoes locais, {¢;} e

{@} para o mesmo ﬁbrado As fungoes de transu;ao para pontos de sobreposi¢ao de cartas
sao dadas por t;;(p) = 0 iy ety (p) = ¢;, 0 d)m Definimos um mapa g;(p) : ' — F

para cada ponto p € M por gi = gbhp gbm) gi(p) é um homeomorfismo que pertence a G
e podemos ver que

9: ' (p) o ti(p) 0 g;j(p) = 0 Gip © brp © hjp 0 G110 By
= ¢J,p
_ tj.j(p)' (2.111)

Em termos praticos temos que, t;; sao chamados de transformacoes de gauge, enquanto
que g; correspondem aos graus de liberdade de gauge para a carta U;.
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Como um exemplo temos o fibrado vetorial, cujo a fibra tipica é um espaco vetorial.
Seja F' = R* e M uma variedade de m dimensdes. O niimero k ¢ a dimensao da fibra e
a dimensao do espago total é dada por (k + m). As funcoes de transicdo pertencem ao
grupo GL(k,R), desde que elas mapeiam isomorficamente um espago vetorial em outro de
mesma dimensao. Mais explicitamente, um exemplo de fibrado vetorial é o que chamamos
de fibrado tangente, TM = Up T,M. TM ¢ definido sobre uma variedade M e as sua
fibras tipicas sdo dadas por R™. Seja um ponto u em T'M tal que m(u) = p € U; N U;.
O vetor V tangente a variedade no ponto p corresponde ao ponto u e é expresso como
V =VHr9/oxt|, = V"I /0y*|,. As trivializaces locais sao

o7 (w) = AV*}) e ¢ (u) = (p,{V*}). (2.112)
As coordenadas da fibra {V#} e {V'*'} sao relacionadas por
Vi =G",(p)V", (2.113)

onde {G*,(p) = 0x"/0x"|,} € GL(m,R). As secoes de T'M sao os campos vetoriais sobre
M.

2.5.2 Fibrados Principais e Associados

Um fibrado principal tem a fibra tipica F' idéntica ao grupo de estrutura G. Um
fibrado pricipal, denotado por P—~— M, é chamado de um G-fibrado sobre M. A funcao
de transicao age na fibra pela a esquerda, como haviamos determinados antes. Além disso,
podemos também definir a agdo de G sobre F pela direita. Seja ¢;': U; x G — 7~ 1(U))
a trivializacao local dada por ¢; ' (u) = (p, g;), onde u € 7~ H(U;), p = 7(u) € M e g; € G.
A agao de G pela direita de 71 (U;) é definida por

¢; ' (ua) = (p, gia) = ua = ¢i(p, gia), (2.114)

onde @ € G. A agdo a direita comuta com a agdo a esquerda. Para U; N U; # 0,
tiy :U;NU; — G e g, g; € G temos

oi(p, 95) = di(p. ti;(p)g;) (2.115)

=ua = ¢;(p,gja) = &;(p,tji(p)gia) = ¢i(p, gia)
= ¢i(p, [ti;(p)g;la) = ¢i(p, gia), (2.116)

portanto ua é independente das trivializacoes locais.
Dado um fibrado principal, podemos contruir um fibrado assiciado. Seja G um grupo
agindo sobre a fibra tipica a esquerda, onde a agao de g € GG sobre P x F' é definida por

(u, f) = (ug, 97" f), (2.117)

onde u € Pe f € F. Entao o fibrado associado (E, 7, M,G, F,P) é uma classe de
equivaléncia P x F'/G em que os pontos (u, f) e (ug, g~ f) sdo identificados.

Vamos considerar o caso em que F' é um espaco vetorial de k£ dimensoes. Seja p uma
representagao de G em k dimensoes. Portanto o fibrado associado P x,V ¢ definido pela
identificacao dos pontos (u,v) e (ug, p~*(g)v) de P x V, onde v € V.



3. GRUPOS DE COHOMOLOGIA DE DE RHAM

Podemos afirmar que os grupos de homologia sao definidos para espacgos topoldgicos
[32]. Além disso, se uma variedade M é um espago topoldgico, podemos definir uma
outra estrutura de grupo que seja dual aos grupos de homologia usando as propriedades
do calculo das formas diferenciais definidas sobre M, as quais foram desenvolvidas na
segao (2.3). Chamaremos estas estruturas duais de grupos de cohomologia de De Rham.

3.1 Teorema de Stokes

3.1.1 Consideragoes e Defini¢oes

Vamos inicialmente definir o r-simplexo padrao o, = (pop:...p,) em R", onde

DPo (0707 70)
P11 = (1707 70)
pr=(0,...,0,1). (3.1)

Se {z*} padroniza a coordenada de R”", podemos definir que

o, = {(ml,x2,...,xr) eR"|z" >0, Zx“ < 1)} : (3.2)

p=1

Uma r-forma, conhecida também como forma volume, definida sobre R” é dada por
w=a(z)dx' Ndx* A ... \Nda". (3.3)

Sendo assim, podemos também definir a integracao de w sobre o simplexo o, por

/w = /a(x)d:clde...d:c’". (3.4)

Num préximo passo definimos também os seguintes conjuntos sobre uma variedade
m-dimensional: r-cadeia (“r-chain”), C.(M); r-ciclo (“r-cycle”), Z,(M); e r-borda (“r-
boundary”), B,(M). Para isso vamos considerar que um r-simplexo o, em R” é mapeado
em M através de uma funcao f € C*°, onde f : 0, — M, e para 0s nossos propésitos
nao ¢é necessario que f tenha uma inversa. Denotamos a imagem de f sobre M por
Sr, f(o.) = 8., e a chamamos de r-simplezo singular sobre M. Por singular entendemos
que estes simplexos nao fornecem uma triangulagao de M e, além disso, a independéncia
geométrica dos pontos nao fazem sentido em uma variedade.

Seja {s,;} um conjunto de r-simplexos sobre M. Podemos definir uma r-cadeia em
M por

cr = Zais&i, a; € R, (3.5)
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onde o conjunto das r-cadeias formam o grupo cadeia C,.(M). O operador borda, O,
C.(M) — C,_1(M), é convenientemente definido para que possamos estudar as pro-
priedades topoldgicas do espago que estamos considerando. Definimos estao a acao de 0,

sobre o, = (pop1...pr) por

T

arar = Z(_l)z(pﬂplﬁpr)v (36)

=0

onde o termo p; nao é considerado. Facilmente podemos provar que 0 é nilpotente, ou
seja, O, 0 0,41 = 0% = 0 (passaremos a omitir sub-indice de d,, onde o grau da atuacio
ficard subentendido). Portanto temos

r+1

3roar+10 = O, Z popl -pr+1)

7’+1 i—1 r+1

= Z Z 7 (pops.- Dj---DivPri1) + Z (—1)j_1(pop1---@---@-~-pr+1)
i=0 [j=0 j=i+1

= Z( 1)“—] (P0p1 pz pr+1) - Z(—1)j+i(popl...@...]/)}...pr+1)
7<i 7>t

= 0 (3.7)

E importante notar que, devido ao mapeamento f : 0, — M, Jo, também é mapeado
em um subconjunto de M, ou seja, ds, = f(Jo,) é um conjunto de (r — 1)-simplexos em
M chamado de borda de s.. Se dc, = 0, entdao dizemos que ¢, € Z,.(M) é um r-ciclo.
Agora, se ¢, = ¢,y 1, para ¢,41 € Cry1(M), entao dizemos que ¢, € B,.(M) é um r-borda.
Uma propriedade importante é que

=0 = Z.(M)>DB.(M). (3.8)

Devido a (3.8) nos cabe perguntar se todos os r-ciclos sao r-bordas. A resposta é negativa
e a medida dessas quantidades nao triviais sao dadas através da definicao dos grupos de
homologia como se segue,

H,(M) = Z,(M)/B,(M). (3.9)

Agora é conveniente definirmos a integracao de uma r-forma diferencial sobre uma

r-cadeia em M por
/wz/f*w, (3.10)

onde f*w € R".
3.1.2 O Teorema de Stokes

Teorema 3.1 (Stokes). Sejaw € A" Y(M) e c € C.(M). Entdo

C/dw :8[@_ (3.11)
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Demonstragao. De acordo com a defini¢ao (3.5), vemos que a prova pode ser feita, sem
perda de generalidade, para s, apenas, uma vez que ¢, ¢ uma combinacao linear dos s, ;
a coeficientes constantes a;. Sendo f:0, — M |  f(0,) = s, temos

[ao= [ 5@ = [ag) (3.12)

Or

/w :a! Fw, (3.13)

Osy

onde f*w € A" }(R"). Para provar (3.11) ¢ suficiente provar que, novamente sem perda
de generalidade,

/dw = /zp, Y€ ATHR). (3.14)

Or

Notemos que

Y = a(z)dx' ANdx® A ... Adx"! (3.15)

dip = (aa(z)daf) Adat Ada® A A da”

ox”
= (—1)rla;—g)dx1 ANdz* A ... Ada” (3.16)
/dw = (=1t %a—if)dxldﬁ...dxr
1=y ak
_ N da(x)
= (=1t dot...dz"t / —2dz"
(—1) / r'...dz o
zuzo,zj:l zh<1 0

= (—1)"_1/ [a(a@l, a1 — 21‘“) —a (xl, L 0)] (3.17)

@r>0,5" T <1

Podemos ver que (3.17) é o lado esquerdo de (3.14). Agora vamos calcular o lado direito
de (3.14), onde comec¢amos com uma anélise do dominio de integragao:

r

do, = Z(—l)i(po...@...pr)

e (prepr) = (opa) + o+ (—1) (oroprr). (3.18)

Desde que ¢ = 0 quando algum dos z* é constante, temos que as unicas “faces” de do,
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que contribuem para o lado direito de (3.14) sdo (py...p;) € (—=1)"(pop1...pr—1)-

-.8Zw= [ sy [ v

(p1---pr) (pop1---pr—1)
1
= / a (xl,...,a:’"l,l—Zx“> det..dx™ ' +
(p1---Pr—1P0) p=t
+(—=1)" / a(z', .21 0)dat . da"!
(Pop1..-pr—1)
r—1
= (=) / [a <m1,...,mr_1,1—2x“) —a(:vl,...,xr_l,O)] , (3.19)
(pop1---pr—1) p=l

onde usamos o fato de que o dominio da integral em (p;...p,) tem sido projetado ao longo
de 2" para o “plano” (p;...pr—1po), preservando a orientagao. Portanto, substituindo os
resultaldos (3.17) e (3.19) em (3.14), vemos que o teorema de Stokes estd provado.  [J

3.2 Cohomologia de De Rham

3.2.1 Definigoes

Seja M uma variedade diferenciavel com dimensao m. O conjunto das r-formas
fechadas, ou seja, {w € A"(M) | dv = 0} = kerd,, é chamado de grupo co-ciclo de
ordem r e serd denotado por Z"(M). Por outra lado temos que o conjunto das r-formas
ezatas, ou seja, {w € A"(M) | 3y € A" (M) onde dy = w} = imd,_;, é chamado de
grupo de co-borda de ordem 7 e serd denotado por B"(M). Ambos sao espagos vetoriais
onde os coeficientes de expancao sdao ntiimeros reais. Como d, o d,_; = d* = 0 temos que

Z"(m) D B"(M) < imd,_; C kerd,. (3.20)

Vamos agora utilizar o que conhecemos de calculo sobre formas diferenciais e listar
abaixo algumas propriedades importantes:

e Sewe Z"(M) ey e Z5(M), entao w Ay € Z"™5(M).

Demonstragao. Sabemos que paraw € A"(M) e € A*(M) temos wAYp € A™5(M).
Mas se dw = 0 e dy» = 0, concluimos que

dwANyY) = doNy+(-1)’wAdyY =0
wAY e Z(M). (3.21)

[
e Sew€ Z"(M) e € BS(M), entao w Ay € B"5(M).

Demonstragdo. Se 1 € B5(M) deve existir um ¢ € A~H(M) | ¢ = dg¢, entdo
dwAY) = dwNdp+ (—1)°wAd(do)

= d[d((-1)'wAg)]| =
wAp=d[(-1)"'wA ] € B(M). (3.22)



3. Grupos de Cohomologia de De Rham 29

e Sewe B"(M) e € B5(M), entdao w A € B"*(M).

Demonstragio. Se w € B"(M) e ¢ € B*(M) deve existir um £ € A" 1(M) | £ = dw
eum ¢ € A H(M) | =do
dwAy) = d(dg)Ade+ (=1)dg A d(dg)
d[d((-1)*"dEng)] =0
wAp=d[(-1)""dE N ¢] € B (M). (3.23)
[

Agora estamos aptos a definir um importante conceito que é o grupo de cohomologia,
onde o mesmo é responsavel por “medir” as formas diferenciais nao triviais, ou seja, a
classe de equivaléncia das formas fechadas que nao sao exatas. A definicao que se segue
é consistentemente elaborada uma vez que a hierarquia dos grupos (3.20) é valida.

Definicao 3.1. O grupo de cohomologia de De Rham de ordem r € definido por
H"(M;R)=Z"(M)/B"(M), (3.24)
ou seja
H"(M;R) = kerd,/imd,_;. (3.25)
Ser < —1our>m+1, H(M;R) pode ser definido como sendo o grupo trivial.

Sew € Z"(M), entao [w] € H"(M) é uma classe de equivaléncia dada por
{WeZ'(M)|w=w+dp,p e NH(M)}
S —w=dY = W] = Wl (3.26)

Vejamos a seguir alguns exemplos simples do célculo de grupos de cohomologia de De

Rham:

1. Se r = 0 podemos concluir que BY(M) nao tem significado, pois nio existe uma
(—1)-forma. Portanto A~} (M) = {0}, entao B°(M) = {0}. Sendo assim concluimos
que o grupo de cohomologia de De Rham para o caso onde r = 0 ¢é dado por
HY (M) =Z%(M)={f € A°(M)=F(M) |df =0}. Se M é uma variedade conexa,
temos que df = 0 é satisfeito se, e somente se, f é constante sobre M, o que nos
leva a concluir que (para M localmente isomorfo a R™)

H(M) = R. (3.27)

No entanto, se M tem n componentes conexos, df = 0 é satisfeito se, e somente se,
f é constante sobre cada componente conexo, ou seja,

H'M)~2ReRa..5R. (3.28)

n

2. Seja a variedade M = R, onde de (3.27) concluimos que H°(R) = R. Estabelecemos
que localmente esta variedade tem coordenadas {z} € {R} e, sendo dimR = 1,
sabemos que para qualquer w € A'(R) temos dw = 0, onde w = f(z)dz e f(z) €
F(R). Definimos o seguinte objeto pertencente a F(R),

Fa) = /O " Fydt = %F(x) — f(@), (3.29)
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onde fixamos f(0) = 0. Portanto

B _dF(x) ,
w= f(x)dx = R dx = dF, (3.30)

entao qualquer 1-forma definida sobre M = R é fechada bem como exata, ou seja
Z'(R) = BY{(R)
- HY(R) = {0}. (3.31)

3.2.2 Dualidade e o Teorema de De Rham

Quando provamos a validade do teorema de Stokes (3.11) estabelecemos uma con-
cepcao de que o espaco formado pelo grupo de cohomologia pode ser visto como dual
ao espaco do grupo de homologia. Isto é feito analisando que o dominio de integracao
(em ambos os lados da igualdade) é determinado por objetos que pertencem ao espaco
das cadeias C,.(M), enquanto que o integrando é determinado pelo espago das formas
diferenciais A"(M), onde a composi¢ao entre esses dois espagos via (3.11) resulta em um
numero real (para “variedades reais”). Claramente, importamos aqui uma analogia com o
que ocorre quando estabelecemos, através do produto interno, que o espaco das 1-formas
é dual ao espaco tangente. Mais formalmente, definimos um “produto interno” de acordo
com o seguinte mapeamento:

(, ):C.(M)xAN'(M)—R
c,w»—>(c,w)z/w, (3.32)

C

onde ¢ € C.(M) e w € A"(M). O mapa (3.32) ¢ definido de tal forma que seja linear em

c e w, Ou seja,
(A1c1 + Aeco,w) = / W=\ /u) + Ao /w (3.33)
c1 c2

Arci+A2c2

(C, )\1(.4)1 + /\2&)2) = /(/\1(,()1 + )\2&)2) = /\1 /w1 + /\2 /QJQ, (334)

c Cc Cc

onde as constantes A\; e Ao € R. Usando (3.32) podemos reescrever o teorema de Stokes
(3.11) da seguinte forma:
(¢,dw) = (Oc,w), (3.35)

onde temos que o operador derivada exterior d pode ser interpretado como adjunto do
operador borda 0, e vice versa.

O produto (3.32) induz naturalmente um produto interno entre os elementos de H, (M)
e H"(M). Portanto, para [c] € H.(M) e [w] € H"(M), definimos

A Hy (M) x H (M) — R
A, w]) = (,0) = / o (3.36)

[

O produto (3.36) é bem definido desde que seja independente das representagoes, ou seja,

ct+od, el (M)
= (c+ 0d,w) = (c,w) + (¢, dw) = (¢,w), (3.37)
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onde dw =0, e

w+dyp, e NTHM)
= (c,w + dy) = (c,w) + (0c,w) = (c,w), (3.38)

onde dc = 0.

Um resultado nao-trivial segue do fato que a dualidade entre os espagos H,.(M)
H"(M) depende de A ( , [w]) : H.(M) — R ter “rank” maximal, ou seja, dim H,. (M)
dim H"(M). Sendo assim, admitimos o seguinte teorema:

Il o

Teorema 3.2 (Teorema de De Rham). Se M € uma variedade compacta, H.(M) e H" (M)
sao dimensionalmente finitos. Além disso o mapa

A H (M) x H' (M) — R (3.39)
¢ bilinear e nao-degenerado. Entao H™ (M) € o espago vetorial dual de H,.(M).

Corolario 3.2.1. Seja M uma variedade compacta e seja k o nimero de Betti (definido
em (3.63)) de ordem r. Seja cy,ca,...,cx elementos de Z.(M) puramente escolhidos tal

que [c:] 7# [¢j].

1. Uma r-forma fechada i) € exata se, e somente se,

/w:O, 1<i<k. (3.40)
2. Para qualquer conjunto de nimeros reais {by,bs, ..., by} existe uma r-forma fechada
w tal que
/w =0, 1< < k. (3.41)
Demonstracao.

1. O teorema de De Rham implica que formas bilineares do tipo A ([¢], [w]) sdo néo-
degeneradas. Portanto, se A ([c], ) é um mapeamento linear que age sobre elemen-
tos que pertencem a H" (M), temos que o “kernel” consiste dos elementos triviais,
ou seja, a classe de cohomologia das formas exatas.

2. Pelo teorema de De Rham temos

NCR) / " (3.42)

/w:m. (3.43)

onde w = Zle b;w;, portanto
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3.3 Propriedades de Gerais dos Grupos de Homologia

3.3.1 Conexidade e Grupos de Homologia

Teorema 3.3. Seja K um complexo simplicial que é uma uniao disjunta de N compo-
nentes conexos, K = K1 UK, U ..U Ky, onde K; N K; = (0. Entao

Ho(K) = Hy(K)) ® Hy(K») @ ... ® H (Ky). (3.44)

Demonstracao. Um grupo r-cadeia é separado em uma soma direta de N subgrupos r-

cadeia. Seja
Ir
C.(K) = {Zcmm | € N} : (3.45)
i=1

onde I, é o nimero de r-simplexos linearmentes independentes em K. E sempre possivel
reagrupar os o; de tal forma que os r-simplexos de K; estao em primeiro, depois os de K>
e assim por diante. Entao temos que C,(K) é substituido na soma direta dos subgrupos
Cr(Kz)

Co(K)=C.(Ky)®Ch(Ky) @ ... & Cr(Ky). (3.46)

Esta subdivisao também ocorre para Z,.(K) e B,.(K),

Z(K) = Z,(K)) ® Z,(K2) & ... & Z,(Ky)

Se H,(K;) = Z,(K;)/B,(K;), onde Z.(K;) D B,(K;), temos

H.(K) = Z,(K)/B,(K)
= Z,(K1)® Z.(K2) @ ... & Z.(Kn) /B, (K1) © B, (K2) & ... ® B, (K)
= H(K) ® Hy(K2) @ ... ® Hy(Ky). (3.48)

O
Corolario 3.3.1.

1. seja K uma uniao disjunta de N componentes conexos, K1, ..., Kn. Seque que

Hy(K)=Z®7Z®..®L. (3.49)
N fatores

2. Se Hy(K) 2 Z, K € simplesmente conezo.

3.3.2 Estrutura dos Grupos de Homologia

Agora daremos uma introducao a alguns aspectos que dao estrutura matematica aos
grupos de homologia. Sendo assim segue abaixo uma seqiiéncia de defini¢oes e teoremas
relevantes.

Teorema 3.4 (Teorema fundamental do homomorfismo). Seja f : G; — G um homo-

morfismo. Entdo
G1/ker f = imf. (3.50)

Demonstracao.
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e ker f ={x | x € Gy, f(x) =0} é um sub grupo de G;.
o imf ={x|x e f(G)) C Gy} é um subgrupo de Gs.

Seja H C G. Dizemos que x,y € G sao equivalentes se x — y € H. Portanto a classe de
equivaléncia é dada por

G/H ={[z] | «' =2 +h,h e H}. (3.51)

Definimos ¢ : G/ ker f — imf por ¢([z]) = f(z). Para 2’ € [z], existe h € ker f tal
que 2’ =x+he f(o') = flx+ f) = f(x) + f(h) = f(z). Agora mostramos que ¢ é um
isomorfismo:

o[zl +[y]) = oz +y]) = flz+y)

= f(@)+ fy) = o([z]) + &([y]). (3.52)

Se ¢([z]) = ¢([y]) temos f(z) = f(y), ou seja, f(z) — fy) = flx —y) =0,
sx—y€kerfex] =y (3.53)
Se y € imf, existe € Gy tal que f(x) =y = ¢([z]). O

Definicao 3.2. Se G € finitamente gerado por r elementos linearmente independentes, G
¢ chamado de Grupo Abeliano livre de “rank” r.

Proposigao 3.1. Seja G um grupo abeliano livre de “rank” r e seja H (# 0) um sub
grupo de G. Podemos sempre escolher p geradors xy, ..., x,, dosr (p <r) geradores de G
tal que k21, ..., kyx, geram H. Entao H = kiZ © ... © kyZ e H € de “rank” p.

Teorema 3.5 (Teorema fundamental dos grupos abelianos gerados finitamente). Seja
G um grupo abeliano gerado finitamente (nao necessariamente livre) com m gera-dores.
Entdo G ¢ isomorfo a soma direta dos grupos ciclicos,

G2L®..0LOL; @ ... 0 Ly, (3.54)
N———’

T
onde m =r +p. O numero r é chamado “rank” de G.

Demonstragao. Seja G gerado por m elementos x1, ..., e seja o seguinte homomorfismo

[ Z®.®ZL— G, (3.55)
—_———
definido por
f(na, s nm) =121 + oo+ N (3.56)
Sabemos que
7®..BL/ker f =G, (3.57)
———
onde
ker fCZ®..®ZL. (3.58)
———

Pela proposicao acima temos

ker f 2k Z & ... ® kyZ. (3.59)
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Finalmente temos que

G =2 1&.0L/kerf=22&..OL/kZ&..DkL
N—_——— N—_———

= Z@...@Z@Zkl@...@zkp. (360)
—_—
m—p

]

Pela defini¢ao acima temos que Z,.(K) e B,(K) sao grupos abelianos livres, desde que
sejam subgrupos de um grupo abeliano livre C,.(K). No entanto, isto nao significa que
H.(K) = Z.(K)/B,(K) também seja um grupo abeliano livre. Portanto, pelo teorema
(3.54), temos que

H(K)27Z® . QLOLy, @ ... D Ly,. (3.61)
—_——

f

Os f fatores formam um grupo abeliano livre de “rank” f e os p fatores sao chamados
de subgrupos de tor¢ao de H,(K). Como um exemplo, temos que o plano projetivo tem
H,(K) = Zs e a garrafa de Klein tem H,(K) = Z & Z,. Num certo sentido, os subgrupos
de torcao detectam os “twisting” no poliedro | K |.

Grupos de homologia do tipo H,(K,Z) sao mais faceis de trabalhar do que grupos da
forma H,.(K,Zs) ou H,.(K,R). Isso se deve ao fato de que Zs néo tem subgrupos triviais,
e portanto o subgrupo de tor¢ao nunca pode ser reconhecido. No entanto, se empregarmos
os coeficientes R também nao podemos ver os subgrupos de torgdo, mas R/mR = {0}
para qualquer m € Z — {0},

SJH(KRXRD...OR. (3.62)
f

3.3.3 Numeros de Betti e Teorema de Euler-Poincaré
Definicao 3.3. Seja K um complexo simplicial. O nimero de Betti de ordem r b,(K) é
definido por
b, (K) = dim H,.(K;R). (3.63)

Em outras palavras, b.(K) € o “rank” da parte abeliana livre de H,(K;7Z)

Segue abaixo um importante teorema que relaciona o ntimero de Betti definido acima
com a caracteristica de Fuler x(X), sendo X um espago topolégico. Como um caso
particular temos que a caracteristica de Euler y(X), para X € R?® que ¢ homeomorfo a
um poliedro K, é definida por

X(X) = (# de vérticesem K)— (# dearestasem K)+ (# defacesem K).
(3.64)
Um importante teorema, devido a Poincaré e Alexander, garante que x(X) é indepen-
dente do poliedro K, tanto quanto K é homeomorfo a X, ou seja, y(X) é um invariante

topolégico muito util. Segue agora um teorema que generaliza o conceito da caracteristica
de Euler.

Teorema 3.6 (Euler-Poincaré). Seja K um complexo simplicial de n dimensdes e I, o
numero de r-simplexos em K. Entao seque que

n n

X(X) =D (=1L = (—1)b,(K). (3.65)

r=0 r=0
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Demonstracao. Primeiramente consideremos o seguinte homomorfismo
O : Co(KGR) — Cr_1 (K R). (3.66)
Desde que o mapa acima seja um mapeamento linear entre espacos vetoriais, temos que

I, = dimC,(K;R) = dim(ker 9,) + dim(im9,)
dim Z,(K;R) + dim B,_; (K;R). (3.67)

Da definigao (3.63) temos que

b(K) = dimH,(K;R)=dim (Z,(K;R)/B,(K;R))
= dim Z,(K;R) — dim B, (K;R) (3.68)

n n

Ax(X) = ) (=)L =) (1) (dim Z,(K;R) + dim B,_, (K;R))

= > (-1 dim Z,(K;R) = Y _(—1)" dim B, (K;R)

r=0 r=0

- Z(—l)” (dim Z,(K;R) — dim B, (K;R))

= ) (~1)b(K). (3.69)

]

Neste momento podemos voltar a falar de dualidade e resgatar o conceito envolvido
na equacao (3.36). Como o espago H"(M) é isomorfo ao espago H, (M), podemos definir
um objeto b"(M) tal que

b (M) = dim H™ (M) = dim H,(M) = b,(M) (3.70)

n
SX(X) =D (=1 (M), (3.71)

r=0
A expressao acima estabelece uma relacao entre topologia e andlise, onde o primeiro
termo (lado esquerdo) é definido de tal forma a ser puramente topoldgico, ou seja, sua
definicao depende das estruturas fundamentais da construcao da variedade M, enquanto
que o segundo termo (lado direito) é determinado por condigdes analiticas estabelecidas no
calculo das forma diferenciais definidas sobre a variedade M. Um importatante resultado é
estabelecido quando temos uma curvatura Riemanniana associada a um fibrado tangente
TM, ou seja, um SO(2n) fibrado principal, sobre uma variedade M de dimensao 2n.
Pode ser mostrado que a integral sobre M de um polindmio invariante chamado classe
caracteristica de Euler [32], E(R) = PfaffR, é um numero inteiro relacionado com a
cohomologia de M:

(M) = % /M E(R) = go(—l)TdimH"(M). (3.72)

Este resultado é conhecido como teorema de Gauss-Bonnet.
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3.4 Estrutura dos Grupos de Cohomologia de De Rham

3.4.1 Dualidade de Poincaré

Seja M uma variedade compacta de m dimensoes e w € H"(M) en € H™ (M) e
notemos que w A 7 é um elemento de volume. Definimos o seguinte produto interno,

( , ) : H(M)xH""(M)—R
(w,m) = /wAn (3.73)

M

O produto ( , ) é bilinear e ndo-singular, ou seja, se w # 0 e n # 0 temos (w,n) # 0.
A definigao (3.73) estabelece a dualidade entre H"(M) e H™ " (M),

H™ (M) = H™ " (M), (3.74)

que é chamada de dualidade de Poincaré.

Por definigao sabemos que b" (M) = dim H" (M) e de acordo com a definigdo da di-
mencionalidade das formas diferenciais temos que dim A"(M) = dim A™"(M), ou seja,
dim H"(M) = dim H™ " (M),

S N(M) = BT (M), (3.75)

Para um espago de dimensao impar temos

X(M) = D (=) = % {Z(—l)%r + Z(—l)m_“bm"“}

r

— % {Z(_QW — Z(—l)—rlf} = 0. (3.76)

T s

3.4.2 Anéis de Cohomologia
Seja [w] € HY(M) e [n] € H"(M). Definimos o produto

[w] A [n] = [wAn]. (3.77)

Como w A 7 é fechado, temos que [w] A [n] € H9*"(M). Além disso temos que [w] A [n] é
independente da escolha das representagoes de [w] e [n]: para ' = w + dib temos

WIAD = [(w+dd)An]=[wAn+d An
lwAn+dAn))=[wAn. (3.78)

Portanto A : HY(M) x H" (M) — H?" (M) é bem definido.
Os anéis de cohomologia sao definidos por

(M) = é H™ (M), (3.79)

onde temos o produto que define a algebra

A H*(M) x H*(M) — H*(M). (3.80)



4. COHOMOLOGIA EQUIVARIANTE E PRINCIPIO DE
LOCALIZACAO

Um importante objetivo deste capitulo estd em compreender como localizar integrais
oscilatérias do tipo [ o dpe’™ | as quais representam uma transformada de Fourier-Laplace
de algumas medidas bem definidas du sobre uma variedade M em termos de funcoes dife-
renciaveis H. Um método comum para calcular tais integrais ¢ o método de aproximacao
de fase estaciondria, ou método aproximacao do ponto de sela, o qual expressa o fato de
que para grandes valores do parametro 1" a principal contribui¢ao vem dos pontos criticos
de H.

Primeiramente é necessario estabelecer um conceito geral de cohomologia equivariante,
o qual é fundamental para compreender teorias gerais de localizacao via o teorema de
Berline-Vergne. Colocando isto num contexto de geometria simplética, é possivel estabe-
lecer um critério para aproximacoes de fase estaciondria para integrais oscilatérias serem
calculadas exatamente, o que é um forte teorema estabelecido por Duistermaat-Heckman.

4.1 Principios Basicos

4.1.1 Exemplo: Esfera S*

Primeiramente vamos considerar um exemplo mais simples de localizacdo. Seja S? uma
2-esfera de raio unitdrio imersa em R®. Por conveniéncia, vamos convencionar a esfera
com o seu ponto inferior tangenciando o plano xy, centrada em z = a e simetricamente
em torno do eixo z. Ou seja, podemos representar as suas coordenadas por

x = sinf cos ¢

y = sinfsin ¢
z=a— cosb; 0<0<m e 0<¢<2m, (4.1)
S?={(z,y,2) e R*|2® +4* + (z — a)* = 1}. (4.2)

A funcao que mede a altura de um ponto da esfera com relacao ao plano zy é dada por
ho(0, ¢) = a — cos#. (4.3)

Estamos interessados em calcular a seguinte integral oscilatoria,

T 2T
Zo(T) = / dQe'Tho0:9) — / / dfdg sin e 0 09), (4.4)
0 0

A medida de integracao representa o volume sobre S? e T' é algum parametro real. Vamos
calcular explicitamente esta integral:

1
Zo(T) = 27?/ d cos feTacos?)

1

_ % (eiT(afl) _ eiT(aH)) = 4—7TeiT“ sinT. (4.5)
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Podemos tirar importantes conclusoes das caracteristicas apresentadas no resultado (4.5).
O primeiro deles é que a funcao Zy(T) pode ser expressa apenas como a soma de dois
termos, os quais estao relacionados aos dois extremos da fungao (4.3), ou seja, o ponto
de maximo no poélo norte e o ponto de minimo no pélo sul. O sinal de menos entre
os dois termos surge da signatura da matriz Hessiana de hg, onde o maximo contribui
com um sinal negativo e o minimo com um sinal positivo. O fator 27i/T pode ser
compreendido como a contribuicdo do determinante 1-loop quando (4.3) é expandido
em ordens quadrdticas de (6, ¢) e entao a aproximacao WKB é utilizada. A segunda
caracateristica é devida a simetria entre a medida de integracao globalmente definida e
a funcdo no integrando, sendo responsédvel para um simples célculo de (4.4). Isto quer
dizer que existe uma independéncia com relacao a coordenada ¢, a qual é representada
por uma invariancia sob as translagdes ¢ — ¢ + ¢g, onde ¢g € [0,27), geradas por um
grupo U(1) ~ S'. Portanto, a existéncia de um grupo de simetria agindo sobre S?; o
qual serve como um mecanismo para a localiza¢do de Zy(T') sobre os pontos estaciondrios
de hg, fornece-nos uma indicagao de que poderiamos compreender estes procedimentos
explorando caracterfsticas globais nao triviais do espaco quociente S2/S:

S?/U(1) ~ [0, 1]. (4.6)

4.1.2 Modelo de Cartan para Cohomologia Equivariante

Primeiramente vamos relembrar o que a agao de um grupo de Lie G' sobre uma vari-
edade M. Representamos esta acao a esquerda pelo seguinte mapa,

GxM—M
(g9,7) — g.z, geG e xe M. (4.7)

Para um g € G fixo, a funcao x — g.z é um difeomorfismo sobre M. Um exemplo de
uma acao deste tipo pode ser encontrada no contexto de Teoria Quantica de Campos
Topoldgica, onde M pode ser visto como o espago das conexoes de uma teoria de gauge
e G é o grupo de transformagoes de gauge. O espaco M modulado pela a agao do grupo
é conhecido como espa¢o modulo das érbitas de gauge.

Aqui estamos interessados em compreender a cohomologia de M dada a acao do grupo
G, o que implicard no que chamaremos de cohomologia G-equivariante [8]. O espago das
6rbitas M /G é uma classe de equivaléncia {x ~ 2/|2' = g.x,g € G}, e a sua topologia é
uma topologia induzida de M. Portanto, temos aqui uma importante definicao dos grupos
de cohomologia equivariante:

Definicao 4.1. Se a G-ag¢ao sobre M ¢ livre, ou seja, g.x = x < g =e,Vor € M, entao o
espago das orbitas M /G € também uma variedade diferencidvel de dimensao dimM — dimG
e a cohomologia G-equivariante de M ¢é simplesmente definida como a cohomologia de De
Rham do espago quociente M /G,

HE(M) = HY(M/G). (4.8)

Para uma acao de um grupo que nao ¢é livre, é necessario tomarmos alguns cuidados
pois o espago pode ficar singular. A dimensao da 6rbita G.z = {g.xz|g € G} de um ponto
x € M é dimG — dimG,, onde G, = {g € G|g.x = x} é o subgrupo de isotropias. Se
M /G é singular, denominamos-lo de orbifold.

O entendimento completo da cohomologia equivariante consiste agora em procurar
definir uma forma diferencial sobre uma variedade M, a qual a informacao da agao de
um grupo G estd contida. Desta forma, consideremos um mapa f : M; — My entre
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duas variedades diferenciaveis com uma (G-agao sobre elas. Dizemos que o mapa f é
equivariante com relacao a agao do grupo G se

flg.x) =g.f(x), VeeM; e Vgea@G. (4.9)

Agora vamos estender este conceito para formas diferenciais. Para essa extensdo, con-
sideremos fungbes polinomiais da algebra de Lie g de G = exp(g) na dlgebra exterior

AM = @ A*M da variedade M. Representaremos essas funcoes como elementos perten-
k=0

centes a algebra S(g*) ® AM, onde S(g*) é a algebra simétrica sobre o espago vetorial

dual a g, g*, ou seja, a algebra das fungoes polinomiais sobre g. Logo, a acao de g € GG

sobre um elemento o € S(g*) ® AM ¢é dada por

(9.0)(X) = g. (a(Ady-1).X)) = 9. (a(g” ' X)), (4.10)

onde X € g. Portanto, de (4.10) segue que (4.9) é satisfeita para mapas do tipo o : g —
AM na sub-glgebra G-equivariante A M = (S(g*) ® AM)C. Os elementos que pertencem
a AgM sao chamados formas diferenciais equivariantes e satisfazem a relacao

a(Ady. X) = g.a(X). (4.11)

Em termos da &algebra de Lie, os elementos de GG sao representados na seguinte forma

exponencial,
g=e"X", (4.12)

onde ¢* sao constantes e {X*} = {(9/9c*)g|c=0} é 0 conjuntos dos geradores da algebra
g, 0s quais sao vistos como uma base do espago tangente na identidade sobre a variedade
do grupo de Lie G. Sabemos que os elementos do conjunto {X*} satisfazem a condicao
(X2, Xt = feeX¢ onde f% sdo constantes de estrutura e definem a representacao ad-
junta de G, (Aan)bc = ifabc.

Como ja sabemos dos capitulos anteriores, a agao do grupo G sobre a variedade M é
representada localmente por fluxos continuos,

gi.x = x(t), t e R, (4.13)
A acao induzida sobre as formas diferenciais sao dadas por

(91-0) (&) = a(a(1)). (4.14)

Por exemplo, para f € A°M temos uma acao que representa o fluxo do grupo sobre
fungoes diferencidveis C*>°(M),

(90-f)(@) = f(a(t)) = VD f(x), (4.15)

onde V' (z(t)) = V*(x(t))0/0x* = &+ (t)0/0x* é um campo vetorial o qual define as curvas
de simetria sobre M, uma vez que os seus componentes representam os geradores da
algebra g na variedade. Sabemos também que a G-ac¢ao infinitesimal sobre as formas de
mais alto grau é gerada pela derivada de Lie ao longo do campo vetorial V', Ly = diy+iyd,
a qual preserva a estrutura da algebra de Lie,

[Lva, L] (o) = [ Lye(a), Va € AM. (4.16)

Com as consideracoes preliminares que temos até o presente momento, os elementos
bésicos para definir o modelo de Cartan para a G-cohomologia equivariante ja estao
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colocados. Por defini¢ao, o grau de uma forma diferencial equivariante é a soma do grau
da forma ordindria e duas vezes o grau polinomial da parte S(g). Denotaremos {¢“}9§1nG
como o conjunto das bases do espaco g* tal que ¢?(X°) = §%°. Definimos um mapa linear

sobre a dlgebra AgM = (S(g*) ® AM)C,

dg: NEM — A5 M, (4.17)

por
dg¢® =0, dya=(1®d—¢"Riye)a, a€AM (4.18)
= (dga)(X) = (d —iy)(a(X)). (4.19)

O quadrado do operador dg resulta na identidade de Cartan-Weil,
42 = —¢" @ (diya + iyed) = —¢" @ Lye. (4.20)

O operador dg é nilpotente se, e somente se, estd agindo sobre a dlgebra AgM das formas
diferenciais equivariantes. Entdo o conjunto das algebras G-invariantes {AL,M }rez+ e as
derivadas dy definem o complexo G-equivariante da variedade M. Como no caso da co-
homologia de De Rham, definigao (3.1), podemos analisar o quociente entre o espago das
formas fechadas equivariantemente, dgoe = 0, pelo espaco das formas exatas equivariante-
mente, a = dyf3,

HE(M) = ker dg|AgM/imdg|A’g;1Ma (4.21)

chamado Grupo de Cohomologia G-FEquivariante de M, conhecida também como modelo
de Cartan. Segue das defini¢oes acima que, se o grupo G € trivial, ou seja, se GG consiste
apenas do elemento identidade, concluimos que HE(M) coincide com o grupo de coho-
mologia de De Rham. Também temos que a cohomologia G-equivariante de um ponto é
a dlgebra dos polindmios G-invariantes sobre o espaco g, ou seja, Hg(pt) = S(g*).

4.1.3 Fibrados do Ponto de Vista Equivariante

Sabemos da defini¢ao (2.20) que localmente o fibrado é trivial, mas a sua estrutura
global pode ser “twisted” em muitas formas. Uma forma de medirmos a nao-trivialidade
dos fibrados é analisarmos as classes de cohomologia do espago base sobre o qual o fibrado é
definido. Essas classes de cohomologia sao chamadas classes caracteristicas [11, 32], onde
a sua nao-trivialidade implica em uma estrutura de fibrados nao-trivial. Essas nocoes
podem ser estendidas para o caso que estamos propondo de cohomologia equivariante de
uma variedade, o qual implicard no estudo de fibrados equivariantes. Podemos dizer que
um fibrado E—"—M é G-equivariante se existem G-acoes sobre o espaco total F e a
variedade M tais que

g.m(x) =m(g.x), VeeE e geQa, (4.22)

onde 7 é o mapa das projegoes do espago total para a variedade. Sendo assim, vamos
agora definir o espaco das formas diferenciais sobre M e que assumem valores no fibrado
por

AY(M,E)=AN"M ® E. (4.23)

Portanto, podemos dizer que a acao do grupo G sobre as formas diferenciais com valores
assumidos no fibrado é gerada pela derivada de Lie Ly .

No caso onde consideramos a cohomologia de De Rham, as nao trivialidades do fibrados
aparecem devido a necessidade de especificar como conectar as diferentes fibras. Isto é
feito utilizando um objeto geométrico definido sobre M que assume valores em E. Este
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objeto é chamado conexao e a sua agao sobre as secoes do fibrado especifica o transporte
paralelo ao longo das fibras de acordo com a informagao da derivada covariante,

V=d+T. (4.24)

A escolha da conexao equivale a escolha do componente horizontal H, do espaco tangente
ao ponto p € K, T,F =V, ® Hy,. Quando estamos olhando para o fibrado principal
P—"— M, como discutido na subsegao (2.5.2), onde a fibra tipica é o préprio grupo de
estrutura G, requeremos, além da divisao do espago tangente em 7,P =V, ® H,, que os
componentes V,, e H, sejam G-equivariantes. Portanto temos que H,, — H, , sob a acao
de g € G. O espaco vertical ¢ isomdrfico a dlgebra do grupo G, V), = g, o que implica que
uma conexao ' é uma 1-forma globalmente definida com valores na algebra de Lie g, ou
seja, I € AY(P, g).

Quando temos um fibrado G-equivariante, assumimos que a derivada covariante é
G-invariante e esta informacao é dada por,

[V, Lya] = 0. (4.25)

Relembrando a defini¢ao de derivada exterior equivariante (4.18), generalizamos a derivada
covariante do seguinte modo:

Via=(1®V —¢"Qiya)a, (4.26)

onde o € Ag(M, E). Da identidade de Cartan-Weil (4.20), definimos a curvatura equiva-
riante da conexao (4.26),

Fy=(Vy)* +¢" ® Ly, (4.27)
onde de (4.25) temos a identidade de Bianchi
Vg, Fy] = 0. (4.28)

Vamos agora explicitar a curvatura (4.27),
Fy, = 1@V —¢"®iye)® +¢" @ Lya
= V’+ (¢" Qiva)’ — [¢" @iva, 1 ® V] + ¢" @ Lye

F+¢"® Lya — [¢" Riye, 1 @ V] (4.29)
= Fy=F + 4, (4.30)

onde
/,L = gzﬁ“ ® ﬁva — [¢a ® Z'Va, 1 ® V] (431)

é o mapa momento da G-acao com respeito a conexao V. O mapa momento é uma
extensao G-equivariante da 2-forma curvatura ordindria, F' = V? = dA + 1/2[A, 4], de
uma 2-forma covariantemente fechada, [V, F] = dF + [A, F| = 0, para uma equivariante

fechada no sentido de (4.28).
Avaliando o valor de (4.27) com relagao a X € g temos

Fo(X)=F+pu(X)=F+ py = Fy, (4.32)
onde V € TM ® W, sendo W o espaco para uma representacao p de GG. Portanto,
pyv = Ly — iy, V]. (4.33)
Localmente, consideramos que o mapa momento é dado por
w:AUQW — g*, (4.34)
onde U é um aberto de M. De (4.28) temos
Vg, Fol =1®@V,pu] — [¢° Qiye,1Q F] =0 (4.35)
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4.1.4 Principio de Localizacao

Seja M uma variedade diferenciavel, orientavel, compacta e sem fronteira. Denotemos
V' como sendo um campo vetorial sobre M o qual corresponde a alguma acao do grupo
ciclo, G = U(1) ~ S*, sobre M. Neste caso o fator multiplicador ¢ € S(u(1)*) em (4.18),
o qual é um funcional linear sobre a élgebra de Lie unidimensional do grupo U(1), nao
serd importante para o que se segue. Por conveniéncia adotaremos ¢ = —1. Portanto,
para uma U (1)-acao livre sobre M temos (S(u(1)*) @ AM)Y® = S(u(1)*) @ AM/U(1))
como o espaco das forma equivariantes. A cohomologia equivariante corresponde a analise
da derivada exterior equivariante denotada por

du(l) = dv =d + iV (437)

agindo sobre a algebra

AvM = {a € AM|£VOé = 0} (438)

Veremos que este é um ponto fundamental para as teorias de localizagao, o que quer dizer
que a cohomologia equivariante é apenas determinada pelos pontos fixos de uma G-acao.
Mais especificamente, veremos como tirar toda informacao necessaria do seguinte conjunto
de pontos,
My ={z € M|V(z) =0}. (4.39)
O nosso objetivo neta se¢ao é, dada uma integral do tipo [ @ sobre a variedade M de
uma forma diferencial equivariantemente fechada o € Ay M, dya = 0, desejamos mostrar
que esta integral depende somente do conjunto pontos fixos (4.39) da U(1)-agao sobre M.
Para isto, seja A uma forma diferencial restrita ao espagco M — My, tal que dy\ = a.
Esta condi¢do implica que a forma « é equivariantemente exata fora da regiao (4.39).
Desde que a integragao de « sobre M ¢é feita para os componentes Y dimag © OM =)

por construgdo, segue do teorema de Stokes (3.11) que | 1 @ tem contribuigoes de uma
vizinhanga de My em M.

A construcao de A é devida a restrigoes geométricas sobre a variedade M. Precisamos
aqui de condigoes de simetria sobre M, como estabelecida pela definigdo (2.5), a qual
¢ especificada se assumimos uma estrutura Riemanniana globalmente definida e U(1)-
invariante, ou seja, M admite um tensor métrico g = g, dz" ® dx” que ¢é invariante sob
a agao de grupo U(1) gerada por V,

Lyvg=0. (4.40)
Explicitando as coordenadas, como feito para (2.57), temos
gu)\VVVA + gu)\vuv/\ = 0. (441)

Como sabemos da subsegao (2.2.3), os campos vetoriais que satisfazem a equacao (4.40)
sao os campos de Killing, os quais sao geradores do grupo de isometrias sobre M. Devido
a dualidade definida pelo tensor métrico, temos que a 1-forma dual ao campo V é dada
por

B=9(V.") = gu(x)V"(x)ds", (4.42)
onde podemos aplicar o operador (4.20) que resulta em
Ay, = LvB = Lvg(V,") = (Lvg)(V.-) + g(LvV,-) = 0. (4.43)

Portanto, # é uma 1-forma diferencial equivariante. Podemos também aplicar sobre 3
(4.37) e separar o resultado em duas partes importantes dadas por

dvﬁ = QV + KV
= ([d+iv)g(V,-) = d3 +g(V,V), (4.44)
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onde

Qy =dp = dg(‘/, ) = (QV)/W = gu)\vuv)\ - guAV#VA (445)

Ky = g(V,V) = gu(@)V"(@)V* (x). (4.46)

Logo, fora da regiao (4.39) temos Ky # 0, e portanto segue que dy 3 é inversivel sobre
M — My,. Agora definimos uma forma diferencial nao-homogénea por

£ = B(dvp), (4.47)
onde segue que sobre M — My temos
dv€ = dyB(dv3) ™" = B(dyB)?dy3 = 1 (4.48)
e
Ly& = LyB(dyB)" = B(dyB) *Lydy S = 0. (4.49)
Logo definimos a forma A pela qual estavamos procurando,
A= Ea, (4.50)
onde
a=l.a=(dvla =dy({a). (4.51)

Um outro ponto importante para a teoria de localizagao equivariante ¢ dado em termos
de argumentos de cohomologia. Vamos considerar uma forma ordinéria fechada w, dw = 0,
e uma outra forma qualquer A, tal que

Jwran=[ w (452)

Como w' = w + d\ também é fechado, dw = 0, temos que a integral depende somente da
classe de cohomologia definida por w. Desde que, para uma (GG-acao sobre M, a integracao
de uma forma diferencial toma somente os componentes de maior ordem, para qualquer
forma diferencial o fechada equivariantemente podemos usar o teorema de Stokes (3.11),

/M (o + dg\) = /M a. (4.53)

A integracao de uma forma diferencial equivariante, a qual depende apenas das classes de
cohomologia equivariante, define dado por [,, : Ho(M) — S (g%)¢, onde

(/Moz) (X)Z/Ma(X), Xeg e /MOZES(g*)G. (4.54)

Vamos considerar a forma  como definida por (4.42), a qual é fundamental para a
analise da integral que se segue:

Z(s) = / e W0 s € RY. (4.55)
M

Podemos notar que se tomarmos o limite para s — 0 temos como resultado a simples
integral da forma « sobre M, ou seja, || @ Olhando o resultado (4.44) podemos analisar
o limite para s — oo. Substituindo dy3 = dS + |V|* na integral (4.55), vemos que o
resultado é uma gaussiana em V' e, portanto, quando tomamos o limite s — oo em (4.55)
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temos uma forma gaussiana crescentemente afinada em torno de My C M. Uma outra
propriedade interessante de (4.55) é a sua independéncia com relagdo ao parametro s, a
qual pode ser vista se derivarmos (4.55) com relagao a s:

4y = - /M aldyB)e—=v — _ / dy (B A a)ev?

ds M
= —/ Bdy (ae™F) = s/ BAa(LyB)e P =0, (4.56)
M M

onde usamos

B A a) dv (BN «)
4.47) em (4.51)=a=d = 4.57
(147) em (451) o(Zhe) =t (1.57)
e
LyB=0. (4.58)
Uma vez que (4.55) é independente de s, concluimos que o limite s — oo resulta em
lim | aeWVF = / a. (4.59)
S§—0Q M M

A integral (4.59) estabelece o principio de localizagao de [ 4 @ no subespaco dos pontos
fixos (4.39).

4.1.5 O Teorema de Berline-Vergne

O subespago dos pontos fixos My (4.39) da U(1)-acao sobre M consiste de pontos
isolados e discretizados. E importante ressaltar que, se M é compacta, entao My é um
conjunto finito de pontos. Também é possivel estabelecer principios de localizagao para
variedades nao compactas, mas para isto € necessario um formalismo mais complexo que
utiliza teoria de distribuigoes e conjuntos de poliedros.

E conveniente tentarmos reescrever o lado esquerdo de (4.59), e para isto vamos in-
troduzir um novo conjunto de variaveis que anti-comutam, ou seja, variaveis fermionicas
YH tais que

Py = —pryt (4.60)
e que geram a algebra exterior AM. Portanto, identificaremos {w“}l’le com o conjunto
de bases locais {dz"}]_,, sendo m a dimensao da variedade M. Agora A¥M é gerado por
{z/ﬂ‘}ﬁzl e esta definicao torna AM numa algebra de Grassmann gradeada com os seus
geradores {1"}7_; tendo grau 1. Vamos supor que

a=a®4+a® 4 o™, a® e AP M, (4.61)

.k _
oWz ) =a®, L (@), (4.62)
onde a(z, 1) sdo fungdes que tomam valores sobre o fibrado exterior, o qual é considerado
como uma super-variedade M ® AM 2m-dimensional com coordenadas locais (x,1)).
A integracao das formas diferenciais é agora realizada de acordo com as regras de
integragao de Berezin para varidveis grassmanianas (apéndice A). Estas regras sao dadas
por

/ APyt =1 e / At = 0. (4.63)

Uma integral muito 1til, a qual pode ser derivada das regras (4.63), é dada por

/ dMper? At — det A2 = PfaffA, (4.64)
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onde d™p = dy"dy™1...dy' e A,, sdo os elementos de uma matriz anti-simétrica de
ordem 2m. As regras de diferenciac¢do sao tais que (4.63) sdo vistas como anti-derivadas,

0 que segue a seguinte regra
{W”’w } =0, (4.65)

Com as regras (4.63) e (4.65) temos

/ wwf ) =0 desde que / dw“fw“):d—wf(w“) (4.66)

Agora estamos prontos para reescrever (4.59) e calculé-la explicitamente. Segue de
(4.44) que

: m m S 14 14
[ a=tm d"ad"pa(w, ) exp | =SV Q) (@) = sgu @)V @)V ()] |
M MeALM
(4.67)
onde d™zd™) é a medida de integracao sobre o espaco M @ A'M e d™z = dz* A ... Ndx™.

O célculo da integral (4.67) no limite s — oo é feita utilizando as seguintes representagoes
da funcao delta de Dirac:

1
50 = Tim (—s)-™/2— L 30 @)
(¥) = lim (—s) Pafi,
m/2 " y
(V) = lim <£> Vdet ge 9w @V @V*(@) (4.68)
§—00 T

as quais podem ser verificadas das identidades

[ amvsw) -

/dm$(5(V) = 1. (4.69)
Substituindo a informacgao contida na equagao de Killing (4.41) em (4.45) temos

(QV)/W = QQM,\V,/V/\. (470)

Usando (4.68) em (4.67) temos
)o(V). (4.71)

PfaffQ)
/ a = lim I ™oz, ) i (@) 5
M 570 JMeAIM det g(z)

A integracao sobre o espaco A'M cancela a dependéncia de todos os componentes da
k-formas da forma «, exceto a parte da fungao C*®, o”(z) = a(z,0). Além disso, temos
também que a integracao sobre M é responsavel por localizar a integral (4.71) em uma
soma sobre os pontos de My . Para explicitar este resultado, temos que considerar o fator
jacobiano |det dV (p)| da transformagao de coordenadas x — V(z), onde a funcao delta
6(V/(x)) é vista como uma soma de fungdes deltas ) d(x — p), para p € My.

Proposicao 4.1. Seja g(x) uma fungdo com zeros simples sobre o eizo real. Entdo

5ax) = 25(;5), a0 (4.72)

o) =3 D gy =0 e @40 (4.73)
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Demonstracao.

et = [ () sty = L) (4.74)

—00

No proximo caso é necessario considerar apenas as contribuicoes da soma sobre pequenos
intervalos contendo os zeros de g(x):

—00 a—e

a+te a+5
<3 [+ - aga (M—EZ/‘ 3((x — a)g'(a))da
Z m /i f(x)d(z — a)dz. (4.75)

0
Substituindo (4.70) em (4.71) e observando que VV(p) = dV(p) e PfaffQy(p) =
Vdet Qy = 2m/2, /det(dV (p)) det(g(p)), temos
(0)
/Oé _ (_ﬂ_)m/2 Z dOz d‘(f)) PfaﬁQv(p)
M vy | detdV(p)| /det g(p)
(=2n) pez Pfafde(p) (4.76)

Um outro ponto importante estd em observarmos a informacao de simetria da derivada
de Lie como uma transformagao linear, ou seja, para V*(p) = 0 temos que

LyWlo=p = Ly (p)W = 0,V* ()W (p)Oula=p — dV (p). (4.77)

Portanto temos a féormula de localizagao estabelecida por Berline e Vergne:
) (p)
o' (p
o = (—2m)m™/? —_. (4.78)
/M pg;v Plaff Ly (p)

4.2 Teoria de Localizacao de Dimensao Finita para Sistemas Dinamicos

4.2.1 Extensao Equivariante Sobre Variedades Simpléticas

Seja G um grupo de Lie que age sobre uma variedade simplética M, descutida na
subsecdo (2.3.4), onde a dlgebra de G é gerada por vetores {V?}, com [V¢ V] = fabeye,
Assumimos também que a acao de G sobre M é simplética, ou seja, ela preserva a estrutura
simplética,

Evaw = (ivad + diva)w = 07 (479)

como w ¢ uma 2-forma fechada e
diyew = 0. (4.80)

Vamos considerar um fibrado linha L. — M onde a conexao 1l-forma é o potencial
simplético #. Se 0 satisfaz a relacao

Ly =0, (4.81)
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de acordo com os conceitos desenvolvidos na subsecao 4.1.3 a equagao (4.81) define um
fibrado G-equivariante, que representado por uma derivada covariante G-invariante V =
d + 6. O mapeamento momento associado, H : M — g*, avaliado sobre um elemento da
algebra de Lie X € g, com campo vetorial V' sobre M associado, é chamado correspondente
Hamiltoniano a V/,

Hy = Ly—l[iv,V]
»CV - [iV7d] - [ine]
ivh=V"o,. (4.82)

Portanto, diferenciando o Hamiltoniano e utilizando (4.81) temos
dHy = d(iy0) = —i,(df) = —iyw. (4.83)
Em coordenadas locais temos
0, Hy(z) = V" (2)wu(z) = V(z) = w"0,Hy(x)0,. (4.84)
Portanto, os componentes do mapa momento, H = ¢* ® H®, obedecem a relagao
dH" = —iyaw. (4.85)

Das relagoes (4.80) e (4.85) vemos que estamos tratando com 1-formas iy«w fechadas e ao
mesmo tempo exatas, ou seja, o espaco considerado obedece H'(M,R) = 0. Quando um
momento com essas caracteristicas existe como um mapa C'* globalmente definido sobre
M, dizemos que a ac¢ao do grupo é hamiltoniana. O campo vetorial V' o qual satisfaz (4.84)
é chamado de campo vetorial Hamiltoniano, de acordo com a definigao (2.9), associado
com Hy e chamaremos a tripla (M,w, Hy) um sistema Hamiltoniano ou dinamico.

As curvas integrais que definem a evolucao temporal da teoria sao os fluxos de campo
vetorial Hamiltoniano definido por (4.84). Logo as equagdes de movimento sao dadas
pelas curvas integrais,

#(t) = w (2(£))d, Hy (z(t)) = {a*, Hy ). (4.86)

o on

onde estamos usando as coordenadas canonicas para a forma simplética, w = dp, A dg",
como no resultado (2.80). Sabemos que o parénteses de Poisson do Hamiltoniano com
qualquer outra funcao f determina a evolucao temporal, ou seja, nos permite conhecer a
variacao de f ao longo da trajetoria classica do sistema dinamico:

(@ Hy Yo = Lof = S fa)| (4.88)

t=0

(4.87)

Em analogia com a subsec¢ao 4.1.3, temos que a curvatura equivariante do fibrado com
conexao f é uma extensao equivariante da 2-forma simplética dada por

wg=10w—¢"® H, (4.89)
onde a principal propriedade é mantida, (4.89) é equivariantemente fechada,

(dgwg)(X) = (d—iv)(w— Hy)
= dw—dHy — iyw = 0. (4.90)
(253
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Notemos também que

dgt) =1 ®d0 — ¢" @iyl = w,. (4.91)

Vamos agora analisar as informacoes algébricas contidas no sistema dinamico. O
parénteses de Poisson dos Hamiltonianos ¢ calculado utilizando (4.84),

{H*, H"}, = w"0,H"0,H"=w" V™ uw, V"0,
— dzvanvb)\ww\ — wm\vanvb)\
= w(V", V) =Vv®y,H
LyeH® = —LyH". (4.92)

Como a identidade de Jacobi é respeitada, { f,{g, h}w}tw+{g, {h, f}u}tut{h, {f 9}u}o =0,
o mapa H® — V% é um homomorfismo das dlgebras de Lie (A°M, {-,-}.) — (T'M,[,-]).
Portanto se {A, B}, = C, temos

{f7 {ga h}w}w+{ga {hu f}w}w+{h7 {f: g}w}w =0= EC - EAEB_LBLA = ‘C{A7B}w (493>

s VS e — e ), (4.94)

4.2.2 Teorema de Duistermaat-Heckman

Agora vamos considerar uma acao de um grupo ciclico abeliano sobre uma variedade
simplética M. Em outras palavras, o campo vetorial hamiltoniano definido em (4.84)
representa o gerador da agao de um grupo de 1-parametro sobre o espago de fase M. As
érbitas de V' geram o grupo U(1) ~ S'. Assumiremos também que o Hamiltoniano H
definido como na subsecao anterior é uma funcdao de Morse. Isto significa que os pontos
criticos {p} do Hamiltoniano, definidos por dH (p) = 0, sdo isolados e a matrix Hessiana
é dada por

O?H ()
H(z) {&Jcﬂam”} (4.95)
Portanto em cada ponto p a matrix Hessiana é nao degenerada, ou seja,
det H(p) # 0. (4.96)

Notemos de (4.84) que os pontos criticos de H sdo os mesmos pontos do espago My (4.39)
com relagao ao campo vetorial V.

Sabemos que uma quantidade importante para obter informagoes sobre o sistema
dinamico em estudo ¢é a chamada func¢ao de particao cldssica. Também temos que cada
ponto do espaco de fase é um estado classico do sistema e a energia total é determinada
pelo Hamiltoniano. Portanto, de acordo com principios gerais da Mecanica Estatistica,
a funcao de particao é construida fixando em cada ponto x € M o peso de Boltzmann
eTH () o somando sobre todos os estados possiveis do sistema. Gostarfamos também de
obter uma quantidade invariante sob transformagoes que preservam o volume do espaco
de fase M, ou seja, a medida de Liouville duy, = w™/m! = /det w(z)d*"x, e por con-
sequéncia as equacoes classicas de movimento. Usando a medida de Liouville para obter
uma quantidade invariante por transformacoes canonicas, temos que a func¢ao de particao
classica é dada por

Z(T) = /M %eiTH = Mdea:\/det w(x)eTH @), (4.97)

Quando as integrais sao oscilatorias como a funcao de particao acima e queremos obter
informagoes sobre o comportamento de tais integrais, podemos calcula-la usando o método
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de aproximagao de fase estacionaria usando os limites para T — oo. Neste limite o
integrando de Z(T') oscila muito rapidamente e amortece para um valor tendendo a zero.
Portanto, a integral tem uma expansao assimptdtica em poténcias de 1/7". Quanto maior
o valor de T', mais o integrando vai a zero e a integral se localiza em torno dos valores
estacionarios sempre quando a fun¢ao H(x) tém extremos.

Utilizando o lema de Morse [31], é possivel calcular o termos de primeira ordem do
resultado do método de aproximacao de fase estacionaria aplicado a integral (4.97). O
resultado de um extenso célculo [26, 27] é

Z(T) = <?>:§V(—M%“<P), /iftt—% +0 (TL) , (4.98)

onde A(p) é o indice de Morse dos pontos criticos {p}, o qual define o niimero de autovalores
negativos numa diagonalizacao da matriz Hessiana de H em p.

Vamos agora anunciar o importante resultado obtido por Duistermaat-Heckman: Seja
M uma variedade simplética e compacta. Suponha que o campo vetorial V definido por
(4.84) gera uma acao Hamiltoniana global de um grupo de toro T = (S1)™ sobre M.
Desde que o conjunto dos pontos criticos do hamiltoniano H coincide com os pontos fixos
do conjunto My da T-ag¢ao sobre M, podemos aplicar o teorema de Darboux equivariante
para o sistema Hamiltoniano.

A acao do toro é localmente linear e tem a forma de m geradores de rotacao canonica,

V:ikuz@)( 0 a), pe My, (4.99)

Pur — 4"
= gt Opu

A equagao (4.84) nos permite explicitar o Hamiltoniano,

dHy = 0, Hy (z)dz" = = A“;p ) (Pudp, + "dg")
_ S iAu(p) [ o 2
= H(z)=H(p)+ Y _ 5 () (4.100)

p=1
Neste caso as equagoes do movimento nos dizem que

oH

q'= % =q¢" = i)‘u(p)pu
w
: oH . ,
Du= =G = Pu = —iA\u(p)g" (4.101)
L (u(t), (1)) ~ e, (4.102)

o que implica que o fluxo determinado pelas equagoes de movimento sao circulos em torno
dos pontos criticos, os quais dao uma representacao explicita da T-acao Hamiltoniana
localmente sobre M. Devido a (4.100) temos que cada integragao em (4.97) é puramente
gaussiana e, portanto, os termos de ordem superior no calculo da aproximacao de fase
estacionaria sao zeros e a fungao de particao é dada exatamente pelo termo principal de
(4.98).

Vamos supor que V seja um campo vetorial Hamiltoniano, o qual gera as agoes de
ciclo simpléticas sobre o espaco de fase M que admite uma estrutura global Riemanniana.
Logo V' é um campo de Killing. Sendo assim, vamos utilizar os conceitos da subsecao
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anterior e convenientemente reescrever a funcao de particao (4.97) na linguagem de formas
diferenciais. Seja a seguinte fungao de particao,

2(T) = /M o, (4.103)

onde
L irw—m) L rm . (@) 4
= iTw=H) — __~__ i 4104
“=arm© GT)m° ; [ (4.104)
¢ T H k
(0 _ €7 W 4105
“ ((T)mF £l (4.105)

Como w — H é equivariantemente fechada, temos a boa propriedade dya = 0. Isto nos
leva a possibilidade de aplicar a férmula de localizagao de Berline-Vergne (4.76), onde

a0 = =TH®) /(;T)m.
2mi\ " e TH(p)
Z(T) = | — _— 4.1
(T) (T) Z PfaftdV (p) (4.106)
pEMy

O denominador de (4.106) pode ser encontrado usando (4.84) e (4.95),

(4.84) = gi[fgz = 0,V (@)win (4.107)
S H(p) = dV(p)w(p) = dV(p) = w™ ' (p)H(p). (4.108)

O Pfaffian de dV (p) tem uma escolha especifica de sinal quando tomamos a raiz quadrada,
do determinante. O sinal pode ser determinado se olharmos a Hessiana nas coordenadas
de Darboux, onde por (4.100) vemos que ela é diagonal com autovalores i)\,, cada um
com multiplicidade dupla:

i\ 0
0 i\ O
H(z) = igz ig . (4.109)
2

O

Como a forma simplética é anti-simétrica, temos que a matriz dV(p) também é anti-
simétrica com autovalores ¢A,. Vamos introduzir a funcao n-invariante definida por

n(H(p)) = tautovalores > 0 — fautovalores < 0 = 2 Z sgniA,(p), (4.110)
pn=1

a qual esta relacionada com o indice Morse por
n(H(p)) = 2m — 2A(p). (4.111)

Pela identidade +£1 = ¢ *1=D/2 temos

sgnPfaffdV (p) = H sgni),(p) = H 15 (SgNiA.(p)—1)
u=0 ©n=0
iZ(3Y sghir(p)— Y 1)

—IEAD) = (=) P), (4.112)
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Portanto chegamos ao resultado final da férmula de Duistermaat-Heckman,

Z(T) = (?) EM: (=)@l THE), /—jjﬁ(z, (4.113)

a qual foi derivada primeiramente em [20].

4.2.3 Versao Degenerada do Teorema de Duistermaat-Heckman

Uma generalizacao do caso anterior é quando estamos considerando um Hamiltoniano
que é degenerado, ou seja, a condigao (4.96) nao é mais necessariamente valida. Para o
caso degenerado, o conjunto dos pontos criticos do Hamiltoniano My é agora uma sub-
variedade de M de co-dimensao r = dimM — dimM,,. Neste caso devemos considerar
algumas modificagoes fundamentais em (4.67). A Hessiana de H é zero em todo o espago
My, mas assumiremos que ela nao é zero nas diregoes normais a sub-variedade critica My, .
Portanto é necessario definirmos um fibrado normal Ny de My em M, sendo o espaco de
fase localmente uma uniao disjunta,

M = My U Ny. (4.114)

Por consequéncia desta definicao, podemos considerar que as coordenadas locais sobre M
sao dadas por
ot =z + ot (4.115)

onde z( sao coordenadas locais de My, para as quais V(xg) = 0, e x, sdo coordenadas
locais de Ny. O espaco tangente em qualquer ponto x sobre M também pode ser decom-
posto por

T.M =T,My, ®T,Ny, (4.116)

onde a base de T, Ny é necessariamente ortogonal a base de T, My . A base dual que gera
a algebra exterior de M, ou seja, as variaveis de Grassman ¥*, também sao decompostas:

P = oy + U, (4.117)

onde ¥f gera a dlgebra AMy e ¢! gera ANy.

O fibrado tangente equivariante tem uma conexao Levi-Civita I' associada com um
tensor métrico g U(1)-invariante. Sabemos que a derivada de Lie £y induz uma a¢ao nao
trivial do grupo sobre as fibras, a qual é dada pela matriz dV. Mais precisamente temos
que relembrar de (4.33), onde V é a conexao do fibrado tangente equivariante. Portanto,
para uma teoria sem torgao, temos

T(V,X)=VyX - VyxV —[V,X] = 0= VyX = VxV + [V, X] (4.118)

X = [V, X] = VsV — [V, X] = —VxV = py = —VV (4.119)
=Ly = [iv,V] - VV

Vi, — dVPiy. — dV. (4.120)

Devido as equagoes de Killing para V' obtemos a relagao (4.70), onde podemos ver que a
2-forma 2y pode ser relacionada com o mapa momento por

(QV')W = 29#)\(/“/))\1/- (4.121)
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A curvatura equivariante do fibrado é dada por

onde a 2-forma curvatura de Riemann do fibrado tangente é dada por
1
R=dl +T AT = R, = iRHW(I)w*W. (4.123)

A decomposicao do fibrado tangente nos diz que, o fibrado normal herda uma conexao
U(1)-invariante de T'M, e a curvatura e o mapa momento sobre 7'y, sdo apenas restrigoes
dos correspondentes objetos definidos sobre T'M. Dada as caracteristicas da 2-forma y/,
segue que os geradores 1) de AMy satisfazem

(Q)W(xﬂﬁbg = 2(9u>\avv/\)<x0>¢6 =0, (4-124)

sendo que ¥§ ~ dxf estd na dire¢ao cotangente a My [35]. Para grandes limites de s em
(4.67) a integral serd localizada na vizinhanga de My, mas devido a linearizagao (4.115)
a localizacao sera aproximada com a vizinhanca do fibrado normal Ny. Para isto, vamos
introduzir uma mudanca nas variaveis de integragao

o
x“:x’5+x’i—>x’0‘—|—7%
e
e i (4.125)

s

Podemos expandir o argumento de (4.67) de acordo com as decomposicoes (4.125), onde
o Jacobiano da mudanga de varidavel de Grassmann cancela o Jacobiano da mudanca de
varidvel ordindria. As expansoes sao calculadas usando (4.45), (4.46) e a condigao (4.124):

S §—00 K v
§QV Sgu)\(auv)\ + FAI/KZV )¢N¢
z
gur(To) + \/gaqgw(%)

¢ 1
X <3VVA($0) + x—é@gguVA(xo) + gaUF/\wﬁapVK> (Yo + ) (g +971)

Q

NG

1 1 1
= §(QV)MV("L‘U)77DT_¢Z + 5(QV)W(%)Razj,\p(l‘o)fia?ﬁ/)()\@bg + 0 (%)01126)

Ky == gu(x)V*(z)V"(z)
¢

~ (%A(xo) + %&w@@)
l’c ZL‘C
X <V“(J}0) + 7%8(‘/“(:&))) (VV(JI0> + 7%64V”(Z‘0))
1

= S @letat +0 (2. (1127)

O dominio de integracao tem a seguinte decomposicao:

M @AM = (My @ A'My) U (Ny @ A'Ny). (4.128)
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Portanto, vemos que sobre as variaveis (z,1 ) a integral é gaussiana e pode ser calculada
explicitamente. De (4.67) temos que

Z(T) = d"xod x  d"hod ) ax, 1)) exp [—%(Qv)w(:po)@biwi—

/(MV®A1MV)U(NV®A1NV)

_ (%(Qv>w<xo>Rf’W<xo>w3w5 - %(uvnp(wo)(flv)pu(wo)) ﬂf’iﬂfi}

.\ T/2
— (Qm /drzodrwoeiT(H(xo)er(wo,wo)) PtaffQly (20) .
T V/det Qu (o) (v (o) + R(wo, )

(My @At My)

A integral acima pode ser reescrita em termos das classes caracteristicas equivariantes
[11, 35] de Chern e Euler,
chy(F) = Tre' (4.129)

E4(F) = Paff(Fy). (4.130)

Portanto o resultado para a generalizacao do teorema de Duistermaat-Heckman para o
caso degenerado é dado por

Z(T) = (?)T/Z /MV %. (4.131)

4.3 Localizagao para Dimensao Infinita

4.3.1 Integrais Funcionais e Espaco dos Loops

Vamos considerar agora um espago para descrever um sistema quantico, ou seja, a
medida de integracao sobre este sistema nos da uma integral sobre todos os caminhos do
espago de fase definidos num intervalo de tempo [0, 7. Esta medida é definida por

N N—-1

. dp; _ dp(t)
[dp][dq] = A}l_{noong |1de;= I1 57 ). (4.132)
j=1 j=1 te[0,7T]

Apesar da dificuldade matematica para definir esta medida, entendemos (4.132) como
uma medida sobre o espaco funcional de dimensao infinita das trajetérias do espaco de
fase (p(t),q(t)), onde cada “fatia” de tempo ¢t € [0,7] fixa ¢ uma medida ordinaria de
Riemann-Lebesgue. Esta medida nao é rigorosamente definida e alguns cuidados devem
ser tomados para determinar o significado preciso do limite N — oco. Nesta se¢ao tentare-
mos construir alguns argumentos os quais serao a base para a conjectura de Atiyah-Witten,
a qual define uma medida para espacgos de dimensoes infinitas e que tem sido proposta na
tentativa estabelecer uma teoria quantica de campos mais formal.

A fungao de partigao quantica, ou gerador funcional [34], pode ser escrita na seguinte
forma:

2(r) = ey |27 = [pladlesn {5 [ oo - 100 bota0) - a(m)

(4.133)
A funcdo de particao (4.133) descreve o espectro do Hamiltoniano H de um sistema
dinamico. A generalizacdo para uma variedade simplética arbitraria, (M, w), de dimenséao
2n pode ser estabelecida. O fator pg é escrito na forma canonica 6,(x)&* num sistema
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de coordenadas sobre M. A medida do espaco de fase deve ser canonicamente invariante,
ou seja, deve ser uma medida do tipo Liouville. Portanto a fungao de particao para um
sistema dindmico (M,w, H) é definida por

Z(T) = / dpp (z)]eS) = / [d*" x| Pfaff(Q) el (4.134)
onde .
S[a] = /0 4 (0, (2)é" — H(x)) (4.135)

¢é a acao classica do Hamiltoniano do sistema. A integral é sobre o espaco de dimensao
infinita dos caminhos z(t) : [0,7] — M que obedecem as condi¢oes de contorno z#(7T") =
x#(0), ou seja, o espaco dos loops sobre M. Este espago é denotado por LM. LM tem
uma medida de Liouville [@*"z|Pfaff(Q2) tal que ©Q é uma 2-forma pré-simplética (nao
necessariamente inversivel) definida por

Qt, 1) = wla]o(t — t'). (4.136)

A definigao (4.136) nos permite interpretar a medida sobre o espaco de loop como sendo
uma medida de Liouville ordinaria para cada fatia de tempo sobre M. Introduzindo
variaveis de Grassmann {1} temos que o Pfaffian em (4.134) pode ser exponenciado,

Z(T) = /L MMAIMW%] [d*™4)] exp {z /0 ' dt ((%(x)i“ — H(z)+ %qum”) } . (4.137)

Temos aqui que LM é o espaco dos loops sobre o fibrado cotangente A'M, o qual é
interpretado como uma supervariedade com coordenadas (x,v¢ ~ dx) € LM @ LA'M.
Chamamos de agao bosonica Sg a parte com dependéncia em x, ou seja,

Sy = /0 L 0, ()i — H(x)), (4.138)

a qual é um observavel sobre LM. O correspondente campo vetorial Hamiltoniano é

definido pela relacao
0Sp

San’
onde §/dz sdo derivadas funcionais definidas agindo sobre um funcional F[z(t)] arbitrario
sobre LM por

€, X5 = (4.139)

) Flx(t ot —t"] — Fla(t

Flat)] =t P+ 0 = 1)) = Fla(t)]
dx(t) e—0 €

Se a 2-forma () sobre LM ¢ inversivel podemos explicitar os componentes do campo

vetorial Hamiltoniano correspondente a Sg por

(4.140)

XE(t) = / AW §(t — t') Sla] = (t) — W', H(z(t))
= (1) — XE (). (4.141)

Sabemos que as equagoes de movimento nos fornecem que #* = X%, o que corresponde
aos pontos criticos de Sp, LMg = {x(t) € LM|X% = 0}. Podemos verificar que a agao

T
/ dt <6M(x)$“ — H(z)+ %w“www”) =Sp+Q (4.142)
0
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¢ invariante sob transformacoes do tipo
dxt ~ . oYH ~ XE, (4.143)

pela qual sugerimos a derivada exterior equivariante sobre LM,

r 4] 4]
—d+ixs = T 4.144

Devido a (4.143), vemos que a agao é equivariantemente fechada,

ds(Sp + Q) = 0. (4.145)

4.3.2 Localizacao para o Espaco dos Loops

O teorema de Duistermaat-Heckman pode ser generalizado para as integrais do tipo
(4.137). Como vimos, a agao é fechada com relacao a derivada exterior do espago de loop

ds =d+ix, =d+i;—ix,. (4.146)

Logo temos que a integral de trajetéria (4.137) depende formalmente apenas das classes
de dg-cohomologia. No entanto, os argumentos feitos para o caso de dimensao finita, onde
a funcao de particao é invariante sob deformagoes de um certo parametro, nao podem ser
aplicados diretamente neste caso uma vez que o teorema de Stokes, usado em (4.53), ndo
tem um analogo para o espaco de dimensao infinita. O principio de localizacao aqui é
estabelecido interpretando a estrutura de cohomologia equivariante de LM como uma
simetria “escondida” da teoria quantica. Deste modo temos um tipo de teorema de
Stokes na forma de uma identidade de Ward associada a simetria. A funcao de particao
(4.137) pode ser vista como uma integral de tragetéria BRST, onde as varidveis {t¢'} sao os
campos “ghosts” e {z} as varidveis bosonicas. O operador dg é o gerador desta simetria
BRST, ou seja,

dszh(t) = *(t), dsy(t) = Xg[z]. (4.147)

A dependéncia de (4.137) das classes de cohomologia nos permite adicionar a agao
termos do tipo dg¥ os quais respeitam Lx ¥ = 0, onde

d
ds = Lx, = i Ly, (4.148)
Portanto
Z(\) :/ [din‘] [d%lﬂei(s[w}+Q[ar,w]+kds\lf[w,¢})’ (4.149)
LM®LA'M

onde A € Re VU € LAGM ¢é um campo fermionico submetido a condigao de gauge.
Queremos estabelecer a independéncia de A desta integral funcional e para isto vamos
considerar a variagcado A\ — A + dA, a qual pode ser feita se ¥ — W + ¥ com 6V =
0AW. Consideremos também uma transformagcao infinitesimal sobre o espaco de super-
loop LM ® LA'M parametrizada pelo gauge fermionico 0¥ € LAGM,

a — ¥ =gt + ot = ot + SWdgat = ¥ + SUYH
P — P = PH 4 oYt = PH 4 §Wd gyt = PH 4 SV XE. (4.150)
Portanto a transformagao é determinada por um super-Jacobiano [35]

[d*"2'|[d*")'] = sdet [ sy Sy ] [d*"z][d*™))]. (4.151)
Sz 6
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Para 0\ infinitesimal podemos escrever o super-determinante em termos do super-traco,
sdet[A] = 1 + str[A] [11]. Portanto

i) = {ie [La[ Do - Soovx] e
0 dxk IPH
_ {1 _ /0 "t {W% 4 Xf;%} 5\1/} (2] [ @]
= (1 —dgdW)[d*z][d*)] = e MY [d* x][d*™). (4.152)
Substituindo a mudanca (4.152) da medida de integracao em (4.149) obtemos que
Z(\)=Z(A =6\ (4.153)

que estabelece a independéncia da integral de trajetoria com relagao as deformagoes do
parametro A, ou seja, a independéncia com relagao ao campo V¥. Logo, no limite A — 0
recuperamos (4.137), enquanto que no limite A — oo podemos escrever o principio de
localizacao para o espaco de loops por

Z(T) — lim [dan] [dan]ei(S[x]-i—Q[x,w]-‘r)\ds\I![a:,zp}). (4.154)
A= J L MeLAIM

Dada as caracteristicas de localizacao (4.154) de uma teoria quantica, gostariamos
agora de escolher uma representacao para ¥ de modo que a localizacao se manifeste.
Como no caso de dimensao finita, as integrais sao localizadas em pontos fixos do espaco
de loop para um campo vetorial Xg[x] sobre LM . Para relacionarmos este campo a uma
1-forma diferencial, admitimos que existe uma estrutura Riemanniana G sobre o espago
dos loops LM com componentes dados por G, [z;t,t'] = g,.(x(t))d(t —t'), tal que o
campo vetorial Hamiltoniano Xg é um campo vetorial de Killing, ou seja,

Lx,G=0 (4.155)
4 / d /
= Lx,Gulr] = /O dtdt (% — ﬁXH) G (z(2))5(t — 1)
_ /0 dtdt (%gwj(m(t)) - EXHgW(x(t))) 5(t—¢)

- [ @Gt ~o (4.156)

onde usamos o fato de que Lx, ¢, (x(t)) =0 e ¢, (z(T)) = g, (x(0)). Portanto, usando
(4.141), temos que

T
U o= / dtdt' G [; t, V) X §[x]y” ()
0

- / ' dtdt' G (5 8, ) {a" () — w0, H ((£)) }" (1), (4.157)

Diferenciando ¥ com relagao a dg, usando (4.144) e (4.140), obtemos
ds¥ = (d+is) [ dig(e(®) X ()
= [t [l )Xl XElo] + 0 (Buaa a() X3l + 002, X2e]) ']

T
= / dt [ XEXE+ " (908 — a0, Xy + 0,90 X3) ¥"] . (4.158)
0
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A agao em (4.149) pode ser escrita usando (4.158):
Sy = Slz] + Qlz, ] + Ads ¥z,
— /OT dt {Owﬁc" — H+ %w”wuywy + A [ — WOV H 3 (1) — w0, H]+
+ A [0 — gua0u (WO H) + g (i — WMOH)| " } . (4.159)

De acordo com as fungoes deltas (4.68) utitlizadas para derivar a féormula de Berline-
Vergne, temos que

Z(T) ~ /LM[dQ"x]\/detHwWH\/det|]6X§/5:c”|]5(X§)exp(iS[:c])

~ /LM[dQ"x]\/det W ||/ det [|650; — O, (wHrO\H)||6 (3" — w0, H) exp(iS[x])
Ly Tt i

Vet [[650, — O, (DN H)||

z(t)eLMg

O resultado (4.160) é a aproximagao WKB para a funcdo de partigdo, onde a soma ¢é feita
sobre todos os caminhos classicos [15]. Se introduzirmos novamente o fator 7, entao temos
que o calculo é feita para o limite classico, h — 0.

Sabemos que os pontos criticos do campo vetorial Xg sao dados pelas solugoes classicas

XF = @(t) — W, H(z(t)) = 0 (4.161)

com as condigoes de contorno z#(T") = z#(0) = xzf formando uma subvariedade, ou espago
modular das solugoes classicas, LMg de M. Para Hamiltonianos que determinam a acao
de um circulo sobre o espaco de fase podem ser caracterizadas por:

e Existem valores discretos de T' para o qual as solugoes classicas (4.161) admitem
solugdes periddicas nao triviais z#(7T") = x*(0) para qualquer condicao inicial z*(0) =
xfy numa subvariedade compacta LMg de M.

e Para valores genéricos de T" as solugoes periddicas com z#(7T") = 2#(0) podem apenas
existir se z#(0) = xf é um ponto fixo sobre a subvariedade critica de H. Em
particular, as equagoes de movimento classicas se reduzem a

h(t) = w0, H(x(t)) = 0. (4.162)
Entao o espaco LMg coincide com o conjunto dos pontos criticos My C M.

Para localizarmos (4.149) para o caso dos pontos criticos degenerados, vamos decompor
LM e LA'M em modos cléssicos e flutuacoes em torno das solucoes cldssicas com um
fator de escala

%x;oﬁ)

.y I
Pr(t) =4 (1) + ﬁ@/}f(t), (4.163)

onde Z(t) € LMg sao as solugoes classicas das equagoes de movimento, ou seja, 7 (t) =
w ()0, H(Z) = 0, e ¥(t) € A'LMg expandem o kernel do mapa momento Riemanniano
do espaco de loops,

-V

() (@)Y =0, (4.164)
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onde . 5
Qs = d¥ = /0 diyh = (g X3, (4.165)
Em particular isto implica que Eu(t) sao campos que satisfazem as equacgoes de flutuacgao
[080, — 0, XE(T)]w” = 0. (4.166)
A medida de integragao no epaco de loops é definida por
@ a][d ] = @z ()0 ] @O (1), (4.167)
t€[0,T]

onde a mudanga de varidveis (4.163) tem um Jacobiano igual a unidade uma vez que
os determinantes das flutuacoes bosonicas e fermionicas se cancelam. Similarmente ao
célculo desenvolvido na subsecao (4.2.3) temos que

Z(T) ~ /LM d2nf(t> V det HwMVH eXp(iS[ ]) (4168)

Ptaff|[6, 0, — (2s)0(T) — R (T)|Iveas

A férmula (4.168) é a versao degenerada da localizagdo de integrais funcionais e foi
derivada por Niemi e Tirkkonen [33].

4.4 Localizacao para Grupos Compactos

4.4.1 O Espago Hy (M)

Vamos aqui resgatar alguns conceitos que foram ja definidos e colocar a cohomologia
equivariante num ambito mais geral, ou seja, dependente de menos estruturas. Precisare-
mos apenas de um campo vetorial V' sobre uma variedade e a estrutura de grupo nao é
ainda requerida. Seja a derivada equivariante

dy = d+ iy (4.169)

agindo sobre o espaco AM = @ A*M. Sabemos que d? = Ly e, portanto, o subespaco
k>0

Ay M = {w € AM|Lyw = 0} de AM é dito ser dy-invariante e d?, = 0 somente sobre
Ay M. O grupo dos co-ciclos equivariantes sao dados por Zy (M) = kerdy, enquanto
que as co-bordas equivariantes sdo By (M) = dyAy M. Logo, como ja visto, o grupo de
cohomologia equivariante ¢ dado por

Hy(M) = Zy(M)/By(M). (4.170)

Claramente temos que, para V' = (0 uma reducao a cohomologia de De Rham.

As primeiras restri¢oes sao feitas se considerarmos que M é uma variedade Riemanni-
ana, ou seja, admite um produto interno (-,-) determinado pela estrutura Riemanniana.
Também consideramos que M ¢é orientavel e de dimensao par, m = 2n. Além disso V é
um campo vetorial de Killing:

V<X17X2> = V[guVXfXé/] = VAa,\[gqufXQV]
= VMOAGu ) XIXY + V2, (W XINXY + VA, XI(0WXY)  (4.171)

(257) = V(X1, Xa) = [Vgu(DhX]) = (0.VN)gn X11X5
+X{L[V)\9W(a>\X§/) - (8UV)‘)g”)\X§]
= ([V, Xi], Xo) + (X1, [V, Xa]), (4.172)
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para quaisquer X, Xy € TM. se p € M é um ponto para o qual V|, = 0, temos
LvX|,=Ly(p)X|, = [V, X]l,, para X € T'M. (4.173)

Portanto, devido a equagao (4.172) temos que Ly (p) pode ser visto como uma matriz
anti-simétrica, ou seja,

(Lv(p) X1, Xa)p = — (X1, Lv(p) Xa),. (4.174)

Sendo assim, vemos que com o minimo de estruturas requeridas, existe uma forma bilinear
e anti-simétrica agindo sobre T,M, ou seja, existe um mapa wy(p) : T,M x T,M — R
definido por

wv(p)(Xl,Xg) = <X1,Lv<p)X2>p. (4175)

Vamos supor que a forma bilinear é nao degenerada, isto significa que det Ly (p) # 0.
Podemos encontrar uma base ortonormal e ordenada {ej\p}gil de T,M tal que

Ly (p)ezj—1 = Ajer;
Ly (p)esj = —Ajeaj—1, para 1<j<n, (4.176)

onde \; € R — {0}. Nesta base podemos escrever Ly (p) explicitamente,

0 -\
A O O
Ly(p) = . (4.177)
0 -\
O A 0O
Vamos agora calcular o Pfaffian de Ly (p) relativo a base e, ou seja,
1
Pfaff(Ly (p)) = m[wv(p) Ao ANwy(p)l(er, ..., ean) = (—1)" A1 A\, (4.178)

Por questdes de orientabilidade temos que [det Ly (p)]"/? = (—=1)"Pfaff(Ly (p)), portanto

[det Ly (p)]"* = M. A (4.179)

4.4.2 A Formula de Localizacao

Agora vamos introduzir um grupo de Lie compacto agindo sobre a variedade M a
esquerda, e que a métrica seja G-invariante. Mais uma vez, a algebra de Lie é denotada
por g, onde para cada X € g temos um vetor induzido X* € TM devido a (2.107):

(X{0)(p) = olexp(tX) p)| | (4.180)
t=0
onde ¢ € C°(M) e p € M. Uma vez que por definigdo a métrica é G-invariante, temos
que o campo X* é um campo de Killing. Portanto, de acordo com a subsecdo anterior, o
mapa Ly:(p) : T,M — T,M é nao singular.
Seja a € AM uma forma diferencial, onde a escrevemos em termos dos seus compo-
nentes

2n
a= (g, ...,ag,) = Z o, (4.181)
k=0

para ay, € A¥M. Sabemos que a integral da forma o sobre a variedade M depende apenas
da sua classe de cohomologia [a]. Segue a proposicao:
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Proposicao 4.2. Se o/ € By (M), por um cdlculo usando o teorema de Stokes vemos que

/M o =0. (4.182)

Similarmente, se p € M com V|, =0 entdo of(p) =0 para o/ € By (M).

Demonstracao. Se escrevemos o = dy 3 para 0 € Ay M, entao
o = (iyf1,dBo + ivPa, dBy + iy Bs, ..., dPan—2 + ivBan, df2n—1). (4.183)
Entao OZO( ) = Zvﬁ1|v V]p = 61;) V|p =0e

| o= [ ab= [ dts=0 (4.184)

Segue que o mapa p* : Hy (M) — R definido por
pti [a] = [ap = ivﬁﬂv:wp = ao(p)- (4.185)

Da férmula de Berline e Vergne (4.78), temos o seguinte teorema:

Teorema 4.1. Assumimos como acima que M e G sao compactos e que a métrica sobre
M é G-invariante, ou seja, para cada a € G age como uma isometria de M. Para X € g,
assumimos que o campo vetorial induzido X* sobre M (4.180) é ndo degenerado, é o
mesmo que dizer que Lys(p) € ndo degenerado para os zeros de X*. Entdo para qualquer
classe de cohomologia [a] tem-se

_(omy P
et = m 2 L (4156)

Uma aplicacao deste teorema geral é, como ja visto, quando M é uma variedade
simplética, ou seja, possui uma estrututa simplética w € A2M. Sabemos também que
o elemento de volume deste espaco é dado pela medida de Liouville. Mapa momento,
ou Hamiltoniano, é dado por H : g — C°(M) e respeita a condigao (4.83). Podemos
concluir a seguinte proposicao:

Proposicao 4.3. Para um dado H vamos definir para cada X € g a forma o € AM
por
o = (Hx,0,w,0,...,0). (4.187)

Entao temos que o € Zxt(M).

Demonstracao. Desde que Hx é uma fungao temos que ix: Hx = 0. Portanto

LxiHy =ixidHx = —i5w =0 (4.188)
e
Lxiw =dixsw = —d*Hy = 0. (4.189)
Da definigao (4.187) temos
Ly:a™ = (Lx:Hx,0, Lx:w,0,...,0) =0, (4.190)
o que implica que a* € Ay:. De (4.83) temos
quaX = (d + iXu)aX
dHx +ixtHx + dw + iyiw = 0. (4.191)
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4.4.3 A Classe e

O centro da questao sobre teorias de localizacao estd em encontrarmos classes de
cohomologia apropriadas. Sendo a® € Zy:(M) definida por (4.187), queremos construir
uma forma e € Zy;(M), onde ¢ € C. Vamos otimizar a notacio da forma (4.187) por
aX = a = (a,0,0a9,0,...,0). Sendo o uma fungio, temos que g e ay comutam. Logo

podemos escrever que

1
e = CA0 | 02— CO0 (1 + cag + EC Oég —+ ) . (4192)

Mas a soma da série ndo vai até infinito pois A** M = () para k > n, onde Y ;- cFak /k! =
S h_ocab /! Logo temos que

1 1
e = (ecao,O, e, 0, e 2'02043,0,...,O,ecao—'cnag) € AM. (4.193)
n!
Sendo iy:e“0 =0 e de®® = ce““dayg, temos
L1 = cixi(e“day) = ce“ixrday, (4.194)
onde
o = Hy = ixidag = —i5w =0 (4.195)
. Lxpe = 0. (4.196)
Para toda a forma temos
1 1
Lxee™ AN fay = (£Xﬁ66a0>klc a5 + ecaok! (Lxi03)
1
= e —cF(Lyab) =0, (4.197)

€

Portanto concluimos que a forma (4.193) pertence ao espago Ax:M. Vamos agora com-
putar a acdo de dy: sobre (4.193):

dxie™ = (0,dBy + ix:02,0,d0B2 + ixt 4,0, ..., dBop_o + ixs2n, 0), (4.198)
onde Bor, = e“®c*ak /k!. Desde que dw = 0, ou seja, da*, podemos calcular o termo dBa:
dBor, = d| e L —cfal ) = cemolckda Aok

2k — k! 2] — k! 0 2
1

= —e™0 k!ckﬂ(zxuw)ak (4.199)
Agora vamos calcular a parte x4 Gop 1o
ix:eah = e“iyial = e kab iy (4.200)
ixtOaky2 = ixs (ecao;ckﬂagﬂ) = ecaoLckHagiXﬁaz
(k+1)! (k+1)!

= e ;! M (i xew)ah. (4.201)

Logo, de (4.199) e (4.201) concluimos que
APk + ix: Pakt2 = 0 (4.202)

L dyre®® = 0. (4.203)
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Teorema 4.2. Supomos um Hamiltoniano H : g — C*°(M) sujeito a condi¢io (4.83),
onde M € uma variedade simplética com uma forma bilinear e anti-simétrica w intrinseca.
Seja o campo X € g e a forma (4.187) a qual define os elementos do grupo co-ciclo
Zxi(M). Similarmente, para ¢ € C, definimos e por (4.193):

1 1
e = (eCHX, 0, 4% cw, 0, eCHXEC%JQ, 0,...,0, eCHX—'c”w”> e AM. (4.204)
! n!

A forma e também pertence a Zxi(M) e temos a classe de cohomologia [eco‘x} €

Hys(M).

4.4.4 Mais Informagoes Sobre a Formula de Duistermaat-Heckman

Seja o Hamiltoniano H : g — C*°(M), o qual respeita a condigao (4.83), um mapa
bem definido sobre a variedade M. Se G age sobre M e tem uma &algebra associada g,
dizemos que a sua a¢ao é Hamiltoniana. A tripla (M,w, H), onde o conjunto de fungoes
Hamiltonianas sobre M respeitam (4.94), é chamado de G-espago Hamiltoniano. Um
exemplo para este espaco é uma érbita O no espago dual g* de g sob uma acao coadjunta
de G sobre g*. Esta acao coadjunta ¢é induzida por uma agao adjunta de G sobre g, onde
w ¢ uma forma simplética sobre M = O.

Seja f € g* um funcional linear que age sobre g. A agao coadjunta é definida por

(a- f) = f(Ad; X), (4.205)

onde a € G e X € g. A érbita de f é um espaco homogénio dado por O = G/Gy, onde
Gy ¢ o estabilizador de f definido por

Gr={a€Gla-f=f} (4.206)
G ¢ um subgrupo fechado de G' com sub-édlgebra de Lie gy dada por
gy = {X € glf([X,Y]) =0 W eg}. (4.207)

Agora vamos considerar a correspondente 1-forma de Maurer-Cartan 7/ sobre G, a qual
7/ € A'G e é a tinica 1-forma invariante & esquerda sobre G sujeita a condicao

(X)) = f(X), VXeg (4.208)

Vamos também denotar o mapa quociente 7 : G — G/Gy. Assumimos o seguinte teorema
sem a sua prova:

Teorema 4.3. G/Gy tem uma estrutura simplética w a qual é unicamente determinada
por mw = dr¥.

A forma w ¢ invariante a esquerda, ou seja, Liw = w, onde L, : G/Gy — G/Gy. Para
X € g definimos ¥ : G/Gy — R por

Uy (aGy) = f(Ady1 X) = (a- )(X), (4:209)
onde o mesmo deve satisfazer a relagao
AUy = —ixsw (4.210)

para que seja uma funcao Hamiltoniana. Logo a acao de G sobre G/G é simplética.
Devido a férmula de Duistermaat-Heckman (4.113) temos o seguinte teorema geral:
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Teorema 4.4. Suponhamos como acima que (M,w,H) é um G-espago Hamiltoniano,
onde G e M sdao compactos. A medida de volume da variedade M ¢ dada pela medida de
Liowville duy,. Entdo para ¢ € C e para X € g, com X* ndo-degenerado, temos

o'r n €CHX(p)
Hxqu, = [ = 4.211
[ eman () 3 (4.211)

peM,Xt|,=0 [det L (p)]1/2

4.4.5 Férmulas Integrais do Tipo Itzykson-Zuber

Vamos dar aqui uma aplicacdo da férmula de Duistermaat-Heckman (4.211) para
orbitas co-adjuntas O de dimensao maximal. Um caso de especial de interesse pode ser
visto para O = G/T, o espago modular do grupo de Lie conexo G pelo toro maximal T'.
Por razoes fisicas, vamos nos ater ao caso onde o grupo é unitario, G = U(n). Integragoes
sobre o grupo de matrizes GG, 0 mesmo que integrar sobre GG/T" para fungoes T-invariantes,
tem importantes aplicagoes na fisica como Quantum Gravity, Sistemas Integraveis e Cro-
modinamica Quantica.

Nesta subsegdo vamos usar o teorema (4.4) para calcular a integral no caso onde
M = G/T, onde G = U(n). Para isso é necessério aplicar um extenso argumento baseado
em algebras de Lie, o qual é desenvolvido em parte no apéndice (B). Vamos G denotar
como um grupo de Lie compacto, conexo e com &lgebra de Lie g. Dizemos também que
G contém um toro mazimal T = expt, onde t é a sub-algebra de Cartan de g, ou seja,
t é uma sub-dlgebra abeliana maximal. t é abeliano e se existe um elemento X € g o
qual [X,Y] = 0 ocorre, entao, para qualquer Y € t, temos X € t. G age sobre g pela
representacao adjunta, portanto temos os mapas

Ad:Gxg—gDt=Ad: T xt—t, (4.212)

ou seja, Adyt C t para qualquer b € T. (-,-) é um produto interno Ad(G)-invariante sobre
g. Sendo 3 o centro de g, podemos fazer a seguinte decomposicao

g=30m=tom, t=30t, (4.213)

onde g; = [g, 8] é o subespago semi-simples (forma de Cartan-Killing é ndo degenerada)
de g expandido por {[X,Y]|X,Y € g}, 4 = tNg; e m = [t;,91] é o complemento de
t. Se T' = expt, entao m é Ad(T)-invariante, o que significa que a restri¢do do produto
(+,-) em m induz naturalmente uma métrica Riemanniana sobre M = G//T', onde pode-se
considerar m como o espago tangente a M na origem. M = G/T é chamado de espago
homogéneo redutivo.

Proposicao 4.4. Seja T um subgrupo fechado de um grupo de Lie G. Seja t e g as
suas respectivas dlgebras de Lie. Assumimos que eziste um subespaco m de g tal que
g=tdm com Ad(T)m = m. Entdao um produto interno Ad(T)-invariante em m induz
uma estrutura Riemanniana em G/T. Esta estrutura é G-invariante [39].

Um elemento X € g é chamado de elemento requlador se o seu centralizador gy =
{Y € g|[Y, X]| = 0} tem a dimensdo minima entre todos os outros centralizadores, ou seja,
dimgyx < dimgy para todo Y € g. Existe um resultado da teoria das algebras de Lie, mas
dificil de se provar, o qual nos diz que é possivel escolher um elemento regulador Xg € t;
tal que t = gx,, ' = Gy, para Gy, dado por (4.206), onde fx, € g* é dado pelo produto
Ix,(X) = (X, Xp). Entdao M é uma 6rbita coadjunta O de dimensdo maximal uma vez
que gx, ¢ de dimensao minimal.

Uma importante informacao a ser determinada na férmula de Duistermaat-Heckman
(4.211) para O6rbitas co-adjuntas é a parte do determinante, det!/? Lx:(p). Para isso
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vamos escolher um sistema de rafzes positivas P contido no conjunto de raizes A(g®,t®)
de (g%, t©), as quais sdo as complexificacdes de (g, t). A bijecio a «» & : AT «» P definida
por a(Z + X) = a(X), onde Z + X € 3* @ tf = {° relaciona P a um sistema de raizes
positivas AT no sistema de raizes A = A(g%, %) de (g%, tF). Aqui gt é a dlgebra semi-
simples e t ¢ a sub-dlgebra de Cartan de g&. Podemos escolher um conjunto de bases
ortonormais B = {e,, fa}taca+ de m tais que

Ve = —ia(Y)fa e Y, fo] =ia(Y)eq, (4.214)

para Y € t;. Entao, para um particular ordenamento {a]}n dimas/z de AT, tomamos a

matriz ady : m — m relativo a base B assumindo uma forma snnllar a (4.177)
0 ZOél(Y)
—iaa(Y) 0 O
0 i, (Y)
O —ion(Y) 0
Um elemento X € t é regular se, e somente se, a(X) # 0 para todo « € A. Para

um elemento regular X € t; e p € M com X%, = 0, onde p = 7(a) para a € G e
m: G — M = G/T, o mapa Lyx:(p) é agora considerado como um mapa de m para

m e é calculado para ser dado por Ly:(p) = _adAd( X onde X¥, = 0 implica que
Ad,-1X € t;. De acordo com a equacao (4.179) temos que
[det Lys(p)]'? = J] e(iAd-1X). (4.216)
aEAT

Assumimos também que a B é positivamente orientada com relacao a medida de Liouville
dur =wA ... Aw/nl. w é a forma simplética sobre a érbita O = M = G/T = G/Gpy €0
é a origem T de M. Uma outra exigéncia é que ia(Xp) > 0 para qualquer a € A™.

No caso em que estamos tratando agora, um argumento final para estabelecermos a
formula de localizagao é que X ti|p:7r(a) = 0 para qualquer elemento regular de X € t se, e
somente se,

a € Ng(t) = {a € G|Ad.t = t}, (4.217)
onde Ng(t) é o normalizador de t em GG. Também podemos defini-lo por
Ne(T) ={a € GlaTa™' =T}. (4.218)

Por outro lado, o grupo de Weyl de (G,T') é definido por W = Ng(T)/T e vemos desta
forma que o mapa W — M, dado por w +— p = m(a) para um coset w = aT € W e
a € Ng(T), é uma bijecao bem definida de W sobre o conjunto F* = {p € M|X*|p = 0}.
Na presente situacao temos que o Hamiltoniano H : g — C*°(M), respeitando (4.209) e
(4.210), é dado por

Hx<aT) = on (Ad(a—l)X) = <Ad(a71)X7 X0>, a€ (. (4219)

Juntando os resultados obtidos na férmula de Duistermaat-Heckman (4.211) obtemos uma
a localizagao para uma variedade M = G/T"

n (Ad, 1. x,x
/ eC<Ad(a*1)X7XO> w /\ /\ w(aT) _ (2_7T) Z e < (.a 1y 0>
G/T n! c [I a(iAde-1X)

weW,w=aT,a€Ng(T) aEA+

(0 I ey

wEW
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onde Ay, € tf é dado por Ay, (V) = (Y, X) para Y € t1, ou seja, Ax, = fx,|4 €
(w-N)(Y) = MAd-1Y), (4.221)

para w = a1 e a € Ng(T).

Agora vamos olhar o caso para o grupo unitario G = U(n) com algebra de Lie g = u(n),
o qual é o espaco das matrizes anti Hermitianas de grau n. Neste espaco temos um
produto interno definido pela forma de Killing, (X,Y) = —TrXY, para X,Y € g. A
sub-dlgebra t é o espago das matrizes diagonais com entradas 6, ...,10,, onde 0; € R, e
T é o grupo das matrizes diagonais com entradas ', ..., e A &lgebra semi- snnples é
dada por g; = su(n), a qual implica em que t; sdo as matrizes em t com trago zero e 3
sd0 as matrizes em t com todas as entradas iguais. As complexificacoes sao g© = gl(n, C),
g = sl(n,C), A(g",t%) = {Q,s}rss, onde &,y = Y, — Y, para diag(Y1,...,Y;) o espago
das matrizes diagonais complexas e A(g?, t%) o conjunto das restri¢oes dos elementos de
A(g®, t%) para as matrizes de traco zero tt. O conjunto das raizes positivas sio dadas por

P={a]l <r<s<n}, A" = {algla € P}. (4.222)

Seja Y; € t um elemento com todas as entradas zero exceto para a entrada de ordem
j na diagonal com valor i = /-1, para 1 < j < n. Como definido anteriormente,
se a € Ng(T) entao Ad,Y; = aY}a_l = H,(;), onde o é o conjunto das permutagoes
{1,2,...,n}. E possivel mostrar que o mapa a — o define um isomorfismo aT' — & do
grupo de Weyl W = Ng(T')/T de U(n) no grupo simétrico S,, sobre n letras tais que para
(A, Y) € (t%* x t© a acdo de w € W, ou seja,

(w-A)(Y) = MAd-1)Y) = Ma 'Ya) (4.223)
esté relacionada com a agao de S, sobre (t©)* dada por
(0 - MY =diag(Y1, ..., Y3)) = AMdiag(Yo(1)s -y Yo@m)))- (4.224)

Por conveniéncia vamos fazer uma mudanca de sinal redefinindo a estrutura simplética
w~ = —w. Logo devemos tocar a funcao Hamiltoniana, H~ = —H, e a medida de
Liouville, du; = (—1)"duy. Portanto a féormula (4.220), para ¢ = —i, é dada por

) z w-Ax ) (X)
/ 62<Ad<a71)XvX0>d (2m)" Z ’ (4.225)
G/T S 1 (w-a)(X)’
aEAT

para X e X, elementos regulares de t. Mais explicitamente temos que para
Xo = diag(ity, ..., it,), X = diag(ify,...,i0,) € t (4.226)

a condicao de regularidade é que as entradas da diagonal sao todas distintas e a condicao
ia(Xo) > 0, para qualquer « € A", dizquet; >ty > ... > t,,. Seo(X) = diag(iby(1), .- Won))
para o € S, entao, para P(n) =n(n —1)/2 = dim(U(n)/T)/2, obtemos

—iTr(xaxpa—t)y W A .. Aw™ (aT)= 1 1 —iTr(e(x)X0)
e —————(aT)= (sgno)e
/U(")/T P(n)'(2ﬂ->P(n) (_1)P(n)/2 Hr<s<97“ - 63) UEZSn

o 1
(_1)P(n)/2 Hr<s<07“ - 93)

onde usamos que [[, - (05 — Os(s)) = (sg0n0) [[, (0, —05) ¢ a expansao do determinante

det A = Zaesn (SgHO‘)AlJ )...Ang(n).

det [e] (4.227)
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Podemos ver que (4.227) nos conduz & férmula de Itzykson-Zuber, mas primeiramente
vamos definir a medida pg sobre o grupo G por

dpg (aT)
/ fla)dpola /G/T U fla dt} (2m)dim(G/m) /2’ (4.228)

onde dt é a medida de Haar [25] normalizada sobre T e f é qualquer funcao continua
sobre GG. A G-invariancia de w implica na G-invariancia de dy; e jip é a medida de Haar
sobre o grupo GG. Com a escolha de f =1 definimos

v(G)T) = /G o dng (4.229)

dim(Gc/1)/2

Para um célculo explicito de v(G/T) para G = U(n) vamos escolher §; = e(n — j) em
X = diag(ibh, ...,10,). Logo o determinante da férmula (4.227) é dado pelo determinante
de Vandermonde definido por ] _, (e — eis). Portanto, o lado direito de (4.227) é
dado por

r<s
1 1 H (eietT _ eiets)
EEREI yBEEITE S S

tal que no limite ¢ — 0 temos

(4.230)

1 (tr - ts)
(—1)Pm)/2 H G—r) (4.231)

r<s

O mesmo limite, € — 0, no lado esquerdo de (4.227) é o préprio v(U(n)/T), desde que
X — 0. Portanto

vWWﬁF%@ﬁé%m:ﬂwfm:Hm@—m .

s (5= s

é o volume simplético da drbita coadjunta definida por X, = diag(ity, ..., it,). Por fim, va-
mos escolher f(a) = exp (—iTr(XaXpa™1)). Parab € T temos f(ab) = f(a) pois b comuta
com Xj. Definindo a medida de Haar normalizada sobre U(n) por u = polv(U(n)/T)]™*
obtemos

—iTr(XaXea=1) _ 1 / —i'Tr(XaXea1) duy,
e du(a) = —————— e —
/U(n) v(U)/T) Juwyr (2m) P

. Z;(l) k! Z'_P(n) det [eieitj} (4 233)
Hr<s (tr - ts) Hr<s(9r - 63) ’ ‘

a qual é a formula de Itzykson-Zuber obtida neste exemplo sob condigoes muito gerais de
localizagao por cohomologia equivariante. Esta férmula foi descoberta num contexto de
modelos de matrizes [29] para descrever matéria conforme acoplada & gravidade quantica
bidimensional. No modelo de matrizes a aproximacao de fase estacionaria é sempre em-
pregada para o limite de n — oo [43], onde é possivel descrever relevantes teorias fisicas
como Teoria de Cordas, Gravidade Quantica em baixas dimensoes e Teorias de Gauge na
rede em altas dimensoes.




5. PROPRIEDADES GEOMETRICAS DO OPERADOR DE DIRAC E
O TEOREMA DE INDICE

Em principio daremos neste capitulo uma motivacao apresentando algumas propriedades
geométricas do operador de Dirac em espacos gerais. Para isto, sera necessario utilizar
o formalismo de tetradas com o intuito de definir uma conexao de spin. Logo, uma ar-
gumentacao supersimétrica para a derivacao do teorema de indice é dada, a qual tem
como base propriedades de localizagao para espacos de dimensoes infinitas desenvolvidas
na segao (4.3). Por ltimo apresentaremos uma aplicagdo simples do teorema de indice
de Atiyah-Singer em teorias de gauge. O objeto de estudo serd anomalias abelianas, onde
um significado geométrico para a nao conservagao da corrente quiral dado serd visto como
a integral de uma classe caracteristica.

5.1 Spinors em Espacos Curvos

5.1.1 Frames

Antes de introduzirmos objetos como spinores sobre uma variedade M, é conveniente
definirmos o que chamaremos de frames. Sabemos que sobre cada fibra de um fibrado
tangente 7'M podemos agregar uma base natural {9/0z"} definida através de uma carta
U;. Uma vez que estamos considerando que a nossa variedade M ¢é dotada com uma
métrica g, além das bases naturais, podemos empregar também bases ortonormais {é,}.
Tanto {0/0z*} quanto {é,} sdo campos vetoriais linearmente independentes sobre a carta
U;, onde os mesmos definem um frame local.

Seja E—"— M um fibrado vetorial cuja fibra tipica é dada por R, onde 7 é a projecao.
Sobre a carta U; temos o isomorfismo 7 1(U;) = U; x R* devido as trivializagoes locais,
onde podemos escolher k secoes linearmente independentes {e;(p), ..., ex(p)}, parap € M.
Dizemos que estas secoes definem um frame sobre U; e dado isto temos um mapa natural
F, — F definido por

V =V%,(p) — {V*} € F. (5.1)

A trivializacao local é dada por
67 (V) = (p, (V). (5.2)
onde, por definicao, temos que
®i(p,{0,...,0,1,,0,...,0}) = en(p). (5.3)

Vamos agora considerar uma superposicao de cartas U; N U; # 0, onde ocorre uma
mudanca entre os frames {e;(p),...,ex(p)} sobre U; e {€1(p),...,ex(p)} sobre U;, onde
p € U; N U;. Podemos expressar o vetor €,(p) por

es(p) = ea(p)G(p)*s, (5.4)

onde G(p)*s € GL(k,R). Para as componentes do vetor temos que

V =V ,(p) = V. (p) (5.5)
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V=G )V (5.6)

Associado com o fibrado tangente T'M sobre uma variedade M de dimensao m temos

um fibrado principal que é o fibrado de frames LM = |J L,M, onde L,M é um conjunto
peEM

de frames em p. Tendo o fibrado TM uma base natural {9/dz"} sobre U;, podemos
expressar o frame u = {X1, ..., X;,} por

0
XQ:XMQm , 1 <a<m, (5.7)
T p

onde X*, € GL(m,R) e X, sdo linearmente independentes. As trivializagoes locais sao
definidas por ¢; : U; x GL(m,R) — 7~ 1(U;), tal que ¢; ' (u) = (p, (X*4)). Agora podemos
definir a estrutura de LM como se segue:

e Se u={Xy,...,X;,} é um frame em p, definimos 7y : LM — M por my(u) = p.

e Aacao de a € GL(m,R) sobre o frame u = { X, ..., X, } é definida por uma atuagao
a direita, (a,u) +— wa, onde ua é um novo frame em p dado por

Y, = Xpd”,,. (5.8)
Podemos concluir que GL(m,R) age sobre LM transitivamente.
e Seja a superposicao de cartas U; N U; # 0 e um ponto p € U; N U; tal que
N

(5.9)

X, (5.10)
p

onde X*,, X*, € GL(m,R). Portanto podemos definir uma funcao de transicao,
tiLj (p) = 0z#/0y"|, € GL(m,R), devido & superposigao das cartas agindo a esquerda.
Dado o fibrado tangente T'M, construimos o fibrado de frames com a mesma funcao
de transicao.

Em teorias relativisticas identificamos a a¢ao a direita como sendo responsavel por trans-
formacoes de Lorentz locais, enquanto que a acao a esquerda corresponde as trans-
formagoes gerais de coordenadas devido ao grupo de difeomorfismos de M, Dif f(M).

Seja a n-esfera S™ = {z € R""! | |z|> = 1}. O espago real projetivo RP™ é obtido de
S™ identificando o par de pontos antipodais (z, —x). Assim vemos que S™ é o espago de
recobrimento de RP" para n > 2. Desde que o grupo fundamental m(S") = {e} para
n > 2, S™ é o espaco de recobrimento universal de RP" e

Ta(S™) 22 1, (RP™). (5.11)

Como um exemplo, temos que um elemento de SO(3) é especificado por uma rotagao em
torno de um eixo A por um angulo # (0 < 6 < =), onde o vetor ) = 7 é designado
para cada elemento de SO(3). € assume os seus valores no disco D3, onde 7h e —7i
representam a mesma rotacao. Logo o espago o qual 2 pertence é um disco D3 cujos
pontos antipodais sobre a superficie S? sao identificados. Isto mostra que RP? é dado

por SO(3) e podemos ver também que S? é isomorfo ao grupo SU(2), onde para qualquer
g € SU(2) temos

g—(z _ab), det g = |af> + |b]* = 1. (5.12)
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Se fixarmos @ = u + v e b = x + iy, definimos S3. De forma generalizada, o grupo
de recobrimento universal SPIN(n) de SO(n) é chamado de grupo de spin, onde alguns
deles sao dados por

(5.13)

Um campo spinorial sobre uma variedade M é definido como sendo a secao de um
fibrado de spin. Devido ao fato de GL(k,R) nao ter representacao spinorial, é necessério
induzirmos um fibrado de frames ortonormais cujo grupo de estrutura seja dado por
SPIN(k). Como ja foi mencionado, SPIN (k) é o grupo de recobrimento universal de
SO(k) e, portanto, para que possamos definir um fibrado de spin é preciso checar se
existem “lifts” do fibrado principal definido por SO(k) para o outro fibrado principal
definido por SPIN (k) (trivialidade da primeira e segunda classe de Stiefel-Whitney [32]).
Um exemplo disso é quando consideramos um fibrado de spin associado com o fibrado
de frames de Lorentz quadridimensional, LM, onde M é uma variedade de Lorentz. O
grupo de estrutura é dado por

07 (3,1) ={A € O(3,1)|det A = +1, A" > 0}. (5.14)

O grupo de recobrimento universal de O (3,1) ¢ o grupo SL(2, C), onde o homomorfismo
¢ : SL(2,C) — O(3,1) é um mapa 2 : 1 com kerp = {15, —15}. O spinor de Weyl ¢
uma secao do fibrado

(W, m, M,C? SL(2,C)), (5.15)

enquanto que o spinor de Dirac é uma secao do fibrado
(D, 7, M,C* SL(2,C) @ SL(2,C)). (5.16)

Uma secao de W é uma representacao (1/2,0) de Of(3,1), e uma se¢ao de W é uma
representagao (0,1/2). O spinor de Dirac pertence a representacao (1/2,0) & (0,1/2).

5.1.2 Bases Nao-Coordenadas

Quando estamos considerando bases coordenadas temos que T,M ¢ expandido por
{en} = {9/02"} e Ty M por {dx"}. Para uma variedade M podemos fazer uma outra
escolha de base. Portanto, vamos considerar a seguinte combinacao linear,

{e.'} € GL(m,R), (5.17)

€x = eal'e, = ea“@,
onde escolhemos det e,* > 0 por questoes de orientabilidade. O conjunto {é,} é o frame
dos vetores de base, o qual é obtido por uma rotagao de {e, } gerada pelo grupo GL(m,R)
de modo que a orientagao seja preservada. Neste momento estamos requerendo que a base
{é.} seja ortonormal, o que implica na seguinte relac¢ao

g(éau éﬁ) = eaueﬂyguu = 504,67 (518)

ou
Guv = ea,ueﬁu(saﬁa (519)
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onde (e%,)™' = e/, €*,e.” = 0," e e* et = 0%. Se M é lorentziana, devemos trocar
dop pela métrica de Minkowski 7,3. Como um vetor V' nao depende da base escolhida,

temos que
V =Vhte, =V, = V%, e (5.20)

S VE =V V= VI (5.21)

Agora podemos introduzir as bases duais {#*}, definidas pelo produto interno (6%, é5) =
0“3, onde esta relacao é satisfeita se

0 = e dat. (5.22)
A métrica na base {6} pode ser escrita por

g = gudr' @ dx" = 5a5éa ® 6°. (5.23)

Chamamos {é,} e {0*} de bases nao-coordenadas e os coeficientes e,* sdo as tetradas
(ou wierbein para o espa¢o quadridimensional). Podemos calcular o bracket de Lie e
verificamos que para bases nao coordenadas ele é diferente de zero:

[€asésll, [ = eaOu(es”0,f) — es"Ou(ea” 0, f)

= [ea"(Oues") — 66“(au€a")]|p o f (5.24)
. [€as €sll, = cag™ (D)5 p, (5.25)

onde
cap’(p) = €7, [l Oues” — es"0,e"] (p). (5.26)

5.1.3 Equacoes de Estrutura de Cartan

Vamos definir aqui dois objetos através da conexao, a qual é intrinseca a variedade M.
Primeiramente temos o tensor de tor¢ao dado por um mapa 7' : X(M) @ X(M) — X(M)

definido por
T(X,Y)=VxY —-VyX — [X,Y], (5.27)

e por fim temos o tensor curvatura de Riemann, R : (M) @ X(M) @ X(M) — X(M),
definido por

R(X, Y, Z) = R(X, Y)Z = VvaZ - Vyvxz - V[ny]Z, (528)

onde X(M) é o espago dos campos vetoriais definidos sobre a variedade M. Definimos
também os coeficientes da conexao com relacao as bases ndo coordenadas (5.17) por

Vabs = Vi, é5 = agé,. (5.20)
Substituindo (5.17) em (5.29), temos que
Vea€s = Veane,(e5"ey) = ea'Ve, (e5"e,) = Fvaﬁey)‘@\
e’ (Oues” + e’ n)e, = T pes ey
ST =€7vel (0" + eﬁ’\lwu,\) =e7,e.'V,e5”. (5.30)
Os componentes de (5.27) e (5.28) na base nao coordenada sdo dados respctivamente por
Ty =

<é T(és,6y)) = <éa’ Vigéy = Vs — [€5,6,])
= (0%, 1%p,85 — I 585 — ¢ 5)
r

“8y — ['*y5 — c5y™ (5.31)
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,VVisés — VsVes — Vie, c51€5)

Raﬁvé <

= (0%, V,(%5p8.) — V(I 56.) — ¢,6°Veoép)
(
é

éa & [IFsplés + 17 wfcwsec — 5[ slée — T o6 — 0357 T epéc)
A58 + To6pI e — €51 5] = T%1 5 — €457 . (5.32)

Definimos a 1-forma (matriz-valued) {w®z} chamada conexdo 1-forma por

Wy =T 40, (5.33)

Teorema 5.1 (Equacoes de Estrutura de Cartan). A conezdo 1-forma {w*g} satisfaz as
sequintes equagoes

dO* + w5 N 0P =T (5.34)
dwag + wo‘y A aﬂg = Raﬁ, (535)
onde estamos definindo a torc¢ao 2-forma, T = % 95 A 97 e a curvatura 2-forma,

Res = LRoy ;00 NGO
Podemos derivar as equagoes (5.34) e (5.35) para obtermos as identidades de Bianchi:

AT + w3 AT = R%5 N 6° (5.36)

dRag + u)a7 A ng — Ra7 N uﬂg =0. (537)

5.1.4 Frame Local

Vamos considerar uma variedade Riemanniana de dimensao m, onde o tensor métrico
g tem m(m + 1)/2 graus de liberdade, enquanto que a tetrada e, tem m?. De acordo
com a constru¢ao que gerou a relagdo (5.6) temos muitas bases nao coordenadas que
resultam na mesma métrica, g, onde cada uma delas estao relacionadas umas as outras
por uma “rotacao” ortogonal local, dada por

0" — 0 (p) = A"4(p)6” (p) (5.38)
e
€a — €0(p) = E5()(A1) a(p), (5.39)
para cada ponto p € M. As tetradas se transformam de acordo com
eu(p) — €ulp) = Aaﬂ(p)eﬁﬂ(p)‘ (5.40)

Estamos considerando aqui que os indices &, A, p, v, ... transformam-se sob mudancas gerais
no sistema de coordenadas, ou seja, se transformam sob o grupo de difeomorfismos sobre
M, Dif f(M), enquanto que os indices «, /3,7, 9, ... transformam-se sob “rotac¢oes” ortog-
onais locais, ou seja, a mudanca ocorre na fibra tipica. Olhando para a invariancia dos
componentes do tensor métrico sob a agao de A%(p) temos

A%5(p)bas(p) = 03y, (5.41)

ou, se estivermos considerando uma variedade M pseudo-riemanniana devemos trocar
dap DOT Nag = (—,+,+,+,...). Isto implica que {A%s(p)} € SO(m) (ou {A%s(p)} €
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SO(1,m—1)). As dimensoes desses grupos de Lie sdo dadas pela diferenga entre os graus
de liberdade das tetradas e da métrica, ou seja, m?> —m(m +1)/2 = m(m — 1)/2. Sob a
agao do grupo SO(m) (ou SO(1,m — 1)) os indices «, (3,7, 9, ... sdo alterados, enquanto
que K, A\, i, , ... permanecem fixos.

Agora vamos ver como um tensor se comporta sob uma transformacao local. Seja um
tensor do tipo (1,1) t = t',e, @ dz¥ = %3¢, ® 6°. De acordo com (5.38) e (5.39) temos
que

t=1"58, @07 =156 (A1) @ AP560° (5.42)

tag — t/aﬁ = Aa,ytﬂ/g(/\_l)(sﬁ. (543)

Aplicando este tipo de transformacgao para a primeira das equagoes de estrutura de Cartan,
(5.34), temos que a torcao se transforma da seguinte maneira

T — T = dé’a —|—u)/a5 A élﬁ = Aag déﬁ + wﬁ,y A é’y

d(Aagéﬁ) + w/ag A Aﬁyé7

= (dAag) A 6P + Aagdéﬁ + w/agAﬂ,y A6 (5.44)
" w[’g‘"Aﬂ7 = A%’ — dAg (5.45)
= W% = AW (A5 4+ A% (dA1)7 5, (5.46)

onde usamos que AA™! = 1 = dAA~!' + AdA™! = 0. A transformacao da curvatura é

dada por
Raﬁ — R,aﬁ = AavR’yg(A_l)csg. (547)

5.1.5 Spinores

Vamos considerar agora spinores de Dirac ¢ definidos sobre uma variedade M lorentziana
quadridimensional. A tetrada ¢ definida por (5.19), de acordo com a métrica de 7,5 =
(—,+,+,+). Define-se um frame ortonormal {éa} para cada ponto p € M, onde as ma-
trizes gamas sao dadas neste novo frame por v* = e*,v*, e portanto temos {7“,75} =
218, Quando consideramos uma transformagao de Lorentz local dada por A%s(p), temos
que o spinor de Dirac se transforma de acordo com uma representagao p(A):

U(p) — p(Mp(p),  ¥(p) — Y(p)p(A)~, (5.48)

onde ¥ = 4% Para construirmos uma boa teoria fisica esperamos que a acdo seja
invariante sob as transformagoes (5.48), ou seja, em termos matematicos temos que isto
é possivel se procurarmos uma derivada que seja covariante (devido ao termo cinético da
equacao de Dirac). Portanto devemos ter V,1) como um vetor de Lorentz local e uma
transformacao como um spinor dada por

Vo) — p(A)APV . (5.49)
Se encontrarmos (5.49), a Lagrangeana serd dada por
L = (i7"V 4 + m) 1. (5.50)

Para procurarmos uma forma para a derivada covariante vamos olhar como .0, se
transforma:

ea0ut) — Aol 0, (p(M)) = Aoeg [p(A)D + (Dup(M)W].  (5.50)
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Agora supomos que

Vatb = ea'[0, + Qu)0, (5.52)
onde obtemos
Vot — p(MAPTst = AdPes (N0 + (Bup(A)6] + A es Xp(A)y
= p(M)ALes 0,0 + p(A)APes Q.
5 Q= p(M)Qup(A) T = (0up(A))p(A) . (5.53)

Para encontrarmos uma forma explicita para o termos €, vamos considerar uma trans-
formacdo de Lorentz local e infinitesimal, A,’(p) = d.” + €,°(p). Sabemos que uma
representagao para p(A) [34] nos fornece a seguinte lei de transformagao para os spinors
de Dirac,

1 1
Y —> exp b@'eaﬂxaﬂ} Y~ {1 + 52'6&52&5] W, (5.54)

onde X,3 = ii[ya,yg] ¢ a representacao spinorial dos geradores da transformacao de
Lorentz. Sabemos também que ¥4 satisfaz a algebra de Lie o(1,3),

i[Bap, Xrs] = 1h8Bas = ThaBss + N3850 — Noadiys. (5.55)
De acordo com (5.54) e (5.53) temos que

1 1 1 1
Q, — [1 + §¢eaﬁ2aﬁ] Q, [1 — 51'6'*5275] - (au {1 + 52'6&/’2&5]) [1 - 51'675275}

1 1 1 1
~ {1 + Qieaﬁzaﬁ] Q. [1 — 51'6”52%} — 51'6“6%2% {1 - éievﬁzw}

1 1
~Q, + §ieaﬂ[2aﬂ, Q,] — §i8”e°‘52a5. (5.56)

Substituindo A,%(p) = 6,” + €.°(p) em (5.46) temos
w¥s — ws + € wlg —wyelg — de®p, (5.57)
ou em termos dos componentes dados por (5.33),
[ — T + €510 = T €75 — 0,€%. (5.58)

Logo, obtemos de (5.56) e da algebra (5.55) o seguinte

1 1
Q, = =il = §¢eayv“eﬂ”2w, (5.59)

o
2
onde verifica-se a propriedade de transformacao,
1. 1.
ézFaﬂﬁEaﬁ — gt (Fo‘uﬁ + Eavrvuﬁ — Fawew — aueo‘ﬁ) Yap
1 1 1
- §¢Faﬁzaﬁ + 5 (e, 07, 205 — T%0€7205) — §z’aﬂeaﬁ2aﬁ
1w s 1 s L s 1
= §ZF i 2ap + 5 Xas, §ZF W8 | — 51(9#6 Yag- (5.60)

Por fim podemos escrever a Lagrangeana, a qual é invariante por transformacoes de
coordenadas gerais e por transformagoes de Lorentz locais,

L=1 {m“ea“ (8u + %iFﬁ,ﬂZm) + m} 0 (5.61)
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e a acao ¢ dada por
— . & 1.
= /Md4x\/—g P {w et (8# + 521”’6#7257) —|—m] . (5.62)
Se acoplarmos o spinor de Dirac com um campo de gauge A, temos a ac¢ao

— 1
S = /Md4x\/—g W [z’yaea“ (QL + A, + iiFB#WEf;W) + m} 1. (5.63)

5.2 Mecanica Quantica Supersimétrica

5.2.1 A]gebra de Clifford e Férmions

Em principio vamos considerar uma particula se movendo sobre uma variedade M = R.
Agora consideremos as varidveis de Grassmann reais {¢;} = {11, 19,13}, onde i rotula os
indices das coordenadas. A &lgebra satisfeita por estas varidveis é dada por uma relagao
de anti-comutacao,

{thi, i} = 0. (5.64)
Para que tenhamos uma dinamica para essas novas variaveis definidas sobre M, definimos
a seguinte funcao Lagrangeana

¢z¢z - Ez]szwﬂ/}ky (565)

onde B; ¢ um numero real. Notemos que a Lagrangeana nao pode ter um termo cinético
usual tal como wﬂ/ha uma vez que pela relagdo de anti-comutacao ele é igual a zero. O
momento canonicamente conjugado para a variavel é dado por

9L 9
) am( 2W’)
- _iw"' (5.66)

Entao, por uma transformacao de Legendre do Lagrangiano, temos que o Halmitoniano
¢ dado por

. 1

Da geometria simplética temos que a 1-forma de Poincaré para o sistema de variaveis
fermionicas é dado por

Logo a 2-forma simplética correspondente é
1

Da geometria simplética sabemos que o colchete de Poisson é definido de acordo com a
2-forma simplética:

o Of 0
{f7g}PB EWU( )851 82,’%

onde z; = (¢;,m;). Pelo teorema de Darboux [7], encontramos uma carta conveniente de
tal forma que

(5.70)

{¥j, it pe = dji- (5.71)
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5.2.2 Modelo para Espacos Planos

O Hamiltoniano (5.67) nao descreve uma particula com spin se movendo num espago
plano, pois estd em termos apenas das coordenadas de spin {¢;} e independente das
coordenadas de espago {z;}. Para que seja possivel esta descricdo do movimento no
espaco, temos que adicionar um termo cinético ao Hamiltoniano. Portanto, seja uma
particula com spin em uma variedade M = R?, onde d é a dimensao do espaco, para
By = 0. A Langrangeana do sistema é dada por

1. . 1 .
L= éxkxk + §¢k¢k- (572)

Os momentos canonicamente conjugados sao dados por

) 7
Pk = Tk € T = —5%7 (573)
onde os “brackets” de Poisson sao

{zj,zitpe ={pj,petre =0, {xj.prtpe =0 e {Vj,Yx}pp = —id;. (5.74)

Submetidos as condicoes de quantizacao, temos

[z, 2] = [pjspa) = 0, [z pe] =65 e {by, n} = . (5.75)
Neste caso temos o seguinte Hamiltoniano

. g 1 1
Tipj — Yig¥i — L= A —3

A 5.76
2 ? ( )

d
onde A = >~ 97 é o laplaciano de dimensao d. O espago de Hilbert sobre o qual H estd
k=1
agindo é definido por L*(R%) @ C*", onde L?(R?) é o espaco das fungoes de quadrado
integrdveis em R? e n = d/2.
Uma variagao na Lgrangeana resulta em

_d ? . 1, d

Podemos verificar que a a¢do, dada pela Lagrangeana (5.72), é um invariante sob trans-
formacoes que definiremos a seguir, chamadas transformacgoes de supersimetrias, dadas
por

5.’17]‘ = iﬁwj e (Sw] = —E.ﬁtj, (578)

onde € é uma constante de Grassmann real. Submetendo (5.72) as transformagoes (5.78)
temos

0L = izjep; — §exj1/1j — 5%61‘]-

= ——.—(1/1]-61’]'). (5.79)

De acordo com o Teorema de Noether, temos que a Supercarga é conservada, ou seja, o
gerador das transformagoes de supersimetria (5.78), é dada por

Q = 1;i; (5.80)
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{ [z, €Q] = o (5.81)

{1, eQ} = idy);.

Agora consideremos a dimensao do espago par, d = 2n, e vamos quantizar o sistema
na representagao onde ¢; = ;/ V2, ou seja, representacao 2n dimensional da Algebra de
Clifford, a qual a seguinte relagao de anticomutagao é valida,

{7} = 265 (5.82)
Nesta representacao temos que a supercarga é dada por

0

) 1 1
Q = ihp; = NoLr E@' (5.83)

Estando a supercarga sujeita a uma transformacao de supersimetria (5.78) temos que

. d (L
(SQ = Z(SQZJJ‘[L'J‘ + Zlbj%él'j = —2ie (éxjxj + §w]w])

— —2eL. (5.84)

Com o intuito de obter a relacao entre a supercarga e o Hamiltoniano, vemos duas
transformacoes de supersimetria sucessivamente, onde os parametros de transformagao
sao grassmannianos, €; e €. Considerando primeiramente a ordem de transformacao €; e
€5 temos

&€ €1 Z; + Z'€1’¢)j €9 € + ’i(El + €2)’l7Z)j — Z.€1€2th

p; €1 Y — e €2 Y; — (€1 + €2)d; — i61€2¢j7 (5.85)

—

enquanto que se invertermos a ordem das transformacoes, ficamos com

X €y — €1 T + i(El + Eg)wj + ’i€1€2£i'j
@ZJ]‘ €y — €1 77/}]‘ — (61 + Eg)i‘j -+ i€1€2¢j. (586)

Portanto a relagao de comutacao das operacoes acima é dada por

[0eys 0e; | = 0ey0e; — ey Oy = —22’6162%. (5.87)

A equacao acima nos diz que o comutador de duas transformacoes de supersimetria é um
gerador de translacao temporal e segue que, devido aos “brackets” de Poisson definidos
a priori, temos a definicao do Hamiltoniano

{2Q,e1Qtps = {eipjvj, erippntpri
= —6261Pjpk{7/}j,¢k}PB
= —ieep’ = —2ieeH. (5.88)

Sub a condicao de quantizacao vemos que

{Q.Q} = 2Q% = 2(ip;jyy;) (ipsir)
= —pipe(Vi¥n + Yry)y)
_ _om (5.89)
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L H=—Q2 (5.90)

Concluimos que a algebra supersimétrica satisfeita por L e () sao resumidas da seguinte
forma,

5Q = —2icl (5.91)
¢ 1dQ

Comparando (5.91) e (5.92) com (5.78) encontramos similaridades na forma as quais estao
escritas. Chamamos a representacao da algebra dada por (5.78) de multipletos bosonicos,
equanto que (5.91) e (5.92) sdo chamados de multipletos fermionicos.

5.2.3 Variedades Gerais

Seja uma variedade M Riemanniana com dimensao 2n, onde a métrica é um funcional
bilinear ¢(-,-) : T,M x T,M — R, ndo degenerado e simétrico, definido da seguinte
forma para um sistema de coordenadas predeterminado,

g = g;wdxu ® dx”. (593)
onde
(X,)Y)=9(X,)Y) = guwX'Y", XY € T,M. (5.94)

Para um vetor ¢*(t) € T, M definido em cada instante ¢ (parametro), temos que sob
mudanca de coordenadas, z# — z'* = 2/#(x"), a seguinte lei de transformacao é vélida

ox'*

Pt — P = WW" (5.95)

Sabemos que sob transformacao de supersimetria as coordenados se transformam de
acordo com

ox'™ ox'+
dx't = %&v” = ;x” ie)” = iep’* (5.96)
Portanto temos que
Q%' Ox'*
oo A,V v
oy 6:5”83:"596 L oxV oy
o A v oz . .y
B 81:”893/\26¢ v oz "

Agora introduzimos a supercarga generalizada,
Q = il ) = igyu (2" (5.98)

Sabemos que a Lagrangeana supersimétrica sobre M pode ser encontrada a partir da
supercarga, ou seja, tomanda a variacao de :

6Q = 10rGu (2)0x T Y + g, (2)63" Y + ig, (2)i* 0"

X . o
— 9 (§gw,:i:”:i:" + %gu,,w”w + %j:“g,\przy?ﬂ)‘iﬂ”) , (5.99)
onde

Ty = 597 (03gpu + 0ugpr — Opgn) (5.100)

N | —
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sdo os componentes da conexao. Comparando com (5.91) temos

1 TN i dwy . v K
L = 59/“/37#37 +§9uu¢“< dt +$AFAH(@“W)

1, i/ D¢
C L (022 s

5.3 O Teorema de Indice

5.3.1 O Indice

Vamos agora considerar fibrados vetoriais E% M, tais que definimos o superespaco
[11] E = E. & E_ (espago vetorial Zsy-graduado) e o operador diferencial eliptico de
Fredholm, D, definido por

D:T(M,E*) — I'(M,E")
D' :I'(M,E™) — T'(M,E"), (5.102)

onde I'(M, E*) e o conjunto das segoes do fibrado E£. O indice do operador D é definido
por

IndD = dimkerD — dim cokerD
= dimker D — dimker D. (5.103)

Teorema 5.2. O numero IndD ¢é um invariante sob uma pequena deformacao de D.
Demonstracao. Notemos que DD e DD sao operadores positivos e, portanto, segue que

D'D:T'(M,E") — I'(M, E™)

DD :T(M,E~) — I'(M, E™) (5.104)
= kerD = ker D'D,  ker D' = ker DD, (5.105)

Seja {¢,} o conjunto ortogonal das autofuncdes de DD, ou seja,
DD, = Ahn. (5.106)

Definimos ¢, = Do, /v/ A, para A, > 0, que é o mesmo se indicarmos para todo ¢, €
(ker D)+. Logo, segue que

T
(BD6n) _ Pbn _ (5.107)

VA VAn
onde concluimos que 1, ¢ uma auto-segao com o mesmo autovalor \, e que 1, € (ker D)L
Podemos ver também que o conjunto das autosegoes {1, } é ortornormal,

1 Am
Portanto, podemos concluir que existe um isomorfismo natural entre (ker D)+ e (ker DT)L.
Note, contudo, que com as informagoes acima nao temos como estabelecer um isomorfismo
entre ker D e ker Df. Agora vamos supor que N estados em ker D sao “promovidos” a
ter autovalores diferentes de zero devido ao resultado de uma pequena perturbacao de
D, ou seja, a perturbagao faz com que a dimensao ker D decresca de N. Segue entao
que o mesmo nimero N de estados deve também deixar ker DT devido ao isomorfismo
estabelecido e assim o indice é invariante. O caso inverso, onde acrescentamos N estados
em ker D devido a perturbacao, também preserva o indice uma vez que N estados deixa

(ker D)+ e vao para ker D, O

DD, =D

(60| D™D ) =
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Teorema 5.3. Seja D um operador diferencial de Fredholm. Entdo o seu Indice é dado
por
IndD = Tre #P'P — Tpe=#PP" (5.109)

onde 3 > 0 é uma constante real. De fato, o indice € independente de (3.

Demonstragao. Os tragos em (5.109) sdo calculados com relacao as bases {¢,} e {¢n}.
Seja {¢)} e {4} autosegdes ortonormais de ker D e ker Df, e 1 <i < dimkerDe 1 < j <
dim ker DT. Segue que

Tre PP'P _ Tye=APD"  — Z <¢n|€_ﬁDTD|¢n> - Z (@bn|6_6m)T |[Vn) +

An#£0 An#0

+2_olleh) ZWW>
_ Ze_ﬂ)‘ k)~ (Unfpn)) + 3131

An#£0
= dimker D — dim ker Df
IndD. (5.110)

]

Seja E = E, & FE_ o superespaco, portanto podemos definir o operador agindo sobre
ele da seguinte forma

z‘Qz<g %T):E—>E. (5.111)

Além disso, podemos definir também um outro operador que chamaremos de Hamiltoniano
(mais para frente serd esclarecido este nome) e a matriz I' por

H=(iQ)? = ( D;D . ) . T= ( - ) . (5.112)

Notemos que ) é um operador anti-hermitiano, enquanto que H é hermitiano e positivo
definido. O indice (5.109) de D pode ser escrito usando (5.112), ou seja,

IndD = TrTe #H. (5.113)

Seja M uma variedade que admite estrutura Spinorial, ou seja, uma variedade cuja
segunda classe de Stiefel-Whitney wq(M) é trivial. O grupo SO(k) define um fibrado
principal sobre M, onde podemos fazer um mapeamento (“lift”) para o grupo de spin
SPIN (k), definido como sendo o grupo de recobrimento universal, de maneira a formar
um outro fibrado principal:

SO(k) — SPIN(E)
I (5.114)
M

Seja E = A(M) este fibrado spinorial. Entao associamos a A(M) uma algebra de Clifford
{7y, v} = 2¢". Sendo assim, vamos definir o Operador Quiralidade,

Yon+1 = 1 1172-- Y20, (5.115)

onde 73,,; = 1, portanto os seus autovalores sdao £1, ou seja, quiralidade positiva ou
negativa.
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O conjunto das se¢oes I'(M, A), para um k par, nao é uma representagao irredutivel de
SPIN(k), mas pode ser decomposta em dois subespagos de acordo com a sua respectiva
quiralidade. A decomposicao é dada por

['(M,A) = T(M,A*) & (M, A"), (5.116)

onde Wy € I'(M, A*) satisfaz a relagao de autovalores ¥o,,,1 V1 = +W.. Designamos o
Numero Fermionico F' = 0 para segoes em I'(M, A"), enquanto que F' = 1 para segoes
em I'(M, A™). Logo, de acordo com a definigao (5.112) temos

= (-1)F (5.117)

{Q.T}={Q,(-1)"} =0. (5.118)
Na base em que (—1) estd diagonalizado, ou seja, (5.112), temos que os autoestados de
quiralidade sao dados explicitamente por

\1/+:(¢0+), \If_:(@f_). (5.119)

Q:T(M,A") — T'(M,A")
Q:T(M,A™) — T'(M,A"), (5.120)

E f4cil ver que

portanto o indice do operador ) é dado por
IndQ = dimker D — dimker D" = Tr [(—1)"e "] (5.121)

Quando estamos aplicando a discussao do indice para operadores definidos através de
suas atuagoes em spinors, escolhemos E como sendo um fibrado de spin, £ = A(M) =
AT(M) @® A= (M). Seja @ um operador do tipo Dirac definido sobre M e escolhemos
I' = (—1)¥ como sendo a matriz quiralidade ~2,1. Entao o indice do operador de Dirac é
o nimero de modos zeros de quiralidade positiva (Bésons) menos o niimero de modos zeros
de quiralidade negativa (Férmions). Segue das defini¢bes acima, (5.112), que a energia é
sempre zero ou positiva; os estados de energia zero, £ = 0, sao exatamente os estados
supersimétricos |Q2), ou seja, os estados aniquilados por @),

QIQ) =0 = H|Q) =0, (5.122)

os quais fornecem uma representacao unidimensional da supersimetria e nao necessaria-
mente balanceados (nimero de bdsons pode ser diferente do niimero de férmions); e cada
autovalor de energia E; # 0 estd associado com um par de autoestados, fermionico, |F;),
e bosodnico, |B;), tal que

(-1)7|B)) = |B)), Q|B)) = VEI|F),
(—-V)IF) = —|F), Q|F) = —VEi|By), (5.123)

fornecendo uma representagao bidimensional da supersimetria para cada nivel de energia
E;. Como sabemos da discussao feita na demonstracao do teorema (5.2), temos que os
estados podem apenas chegar ou deixar a energia zero em pares, um fermionico para
cada bosonico, deixando o indice invariante. Deve haver |Ind| estados de energia zero
para produzir o indice, entao um indice diferente de zero implica que existe no minimo
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um estado de energia zero que é um estado fundamental de supersimetria apropriado da
teoria em questao. Portanto a supersimetria nao pode ser quebrada neste caso. Por outro
lado, temos que, devido a condigao (5.122), o espago de Hilbert da teoria permite bésons
e férmions de massas iguais, o que nao é observado na natureza. Entao se a supersimetria
tem algum papel na natureza, o mundo nao é descrito por uma teoria onde a solugao
(5.122) seja admitida, ou seja, a supersimetria é dita ser quebrada espontaneamente. Um
critério necessdrio para quebra dindmica de supersimetria é o indice igual a zero [40, 41].

5.3.2 Propriedades de Localizacao e Supersimetria

Vamos retornar a equagao (5.121), onde sabemos que @ é o operador de Dirac. Como
j4 provamos, o indice ¢ independente do parametro (3 e, portanto, o fator e ? (para
B > 0) é visto como um regulador do trago. O lado direito da equagao (5.121) pode ser
visto como uma fun¢do de parti¢do e nos limites de baixa temperatura (5 — 0o) somente
os modos zeros contribuem para o valor do trago.

Até o momento vimos como podemos definir o indice de um operador de Dirac () na
forma dada por (5.121). Gostariamos agora de identificar esta formulac¢ao com a linguagem
de integral de caminho [5] definindo o operador de Dirac sobre uma variedade spinorial
(admite estrutura spinorial) M com dim M = 2n, onde empregaremos nos céalculos da
subsegao seguinte a euclidianizagao da métrica (rota¢do de Wick) por t — —it. Apds uma
rotacao de Wick para o espaco euclidiano, temos que as transformagoes de supersimetria
sao dadas por

oxt = et oYH = —rext. (5.124)

Vamos considerar o seguinte Hamiltoniano

. 1 Y
H = (zQ)2 = qu,,p“p ) (5.125)

Entao temos para o indice do operador () uma expressao para o formalismo de integral
de trajetéria dada por

IndQ = Tt [(~1)Fe 1] = /P ) exp{— /0 ’ dtL[:c,:i:;w,z/}]}, (5.126)

onde PCB (“periodic boundary conditions”) fixa as condigbes de contorno periddicas
para a integral calculada sobre os caminhos z(T) = (T + ) e ¥(T) = (T + ), e L é
dada pela euclidianizacao de (5.101),

1 1 DY

L = ggw(x)j:“x'y + §gw,(x)¢ Dt .

(5.127)

Podemos estabelecer uma analogia entre (5.126) e (4.168), onde de maneira geral temos
as partes bosonica e fermionica da agao. Se consideramos o acréscimo do campo de gauge,
temos que a Lagrangeana N = 1/2 supersimétrica total é dada por

1 1 LDy 1

L = 59 (@)i"a" + " Ay + g (2)¢H —- — S Fud”. (5.128)

E importante notar que o fator (—1)F em (5.126) nio é necessario se estamos usando
condigoes de contorno antiperiddicas. Isto pode ser visto se considerarmos o seguinte
argumento. Seja

Tr [(—1) e ] = " (n|(-1)"eM|n) = / ddy(—p|(—1)Fe P |y)e ™, (5.129)

n
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onde F' = cfce

[¥) = 10) +[1)¢
= (=1 ) = 0) = 1)y = | — ). (5.130)

Portanto a integral (5.129) pode ser calculada,
T (1) ] = [ v duiule e, (5.131)

A insercao do fator (—1)F no célculo do trago implica em considerarmos condicoes de
contorno periédicas, as quais respeitam as transformagoes de supersimetria (5.78). Por-
tanto PBC é imprescindivel para o sistema supersimétrico, ou seja, o emparelhamento
dos estados.

Como esperado, o gerador da supersimetria ¢ definido pela equagao dos modos zeros
para o operador de Dirac i(), onde a inclusao da informacao dos modos zeros pode ser
entendido como um vinculo. O operador de Dirac é dado por

1
Q = Q.= (au + A+ éirﬂuwzﬁv)
. 1
= <8u + A, - gFﬁ,ﬂ[fm,%]) : (5.132)

onde I3 = €7,e,/ (3Meg” + eﬁAF”M,\). Adotando uma representacao para as algebras
de Clifford, reescrevemos o gerador de supersimetria N = 1/2 com a informagao das
contribuicoes dos modos zeros por

Q =y (au + A, - %Fﬁﬂwﬁq@ ~ 0. (5.133)

Usando o comutador para as algebras gradeadas, {S,0} = SO — (—1)?OS, onde p é o
grau de O, temos que o Hamiltoniano é dado por

{09} - {w (au A - ér%wm> T (ay A, - %rﬂ,ﬂwm) }

= {w*ﬂ w,,} (au + Au - %Fﬁuvwﬁwv) (av + A, — %Fﬂvaﬁwy) +

"HW { <aﬂ + A# - %Fﬁuwwﬂl/’w) ) (av + A, — %Fﬁu7¢ﬂwv) } 1/)V
= 2 [QW (au + Au - lrﬁuvqﬁﬂ@bv) (&, + Au - %Fﬁu7¢ﬁ¢v) + %@quﬂ/’y}

2
— 2H. (5.134)

O exaustivo calculo acima foi realizado usando propriedades de simetria do tensor cur-
vatura de Riemann. Portanto segue que

{Q7H}:{H7H}:O' (5135)

A funcao de particao pertinente com o gauge fixo é dada por

Z = /[d(Lz'oum’lle)] exp(iSy), (5.136)
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onde Sy é a agdo BRST com o gauge fixo correspondente as realizagoes (5.133), (5.134)
e (5.135) da algebra vinculada [28], descrevendo a propagagao de uma particula de Dirac
sobre uma variedade M. Com condigoes periddicas de contorno para um problema super-
simétrico N = 1/2; temos que Sy é dada de acordo com o Lagrangiano (5.194).

Antes de mostrarmos a validade das caracteristicas de localizagao relacionadas com
uma integral de medida para um espago de dimensao infinita, é imprescindivel adotarmos
uma conjectura sugerida por Atiyah e Witten [9, 42]. E notavel ressaltar que o problema
ainda carece de mais formulagoes mateméticas para que seja visto de forma rigorosa, ou
seja, estamos aceitando uma conjectura que ainda nao tem uma prova formal, mas que
para principios fisicos tem se mostrado util. A conjectura pode ser anunciada por:

Conjectura 5.1 (Atiyah-Witten). A integral de caminho para um problema de mecdinica
quantica supersimétrica admite uma estrutura formal de cohomologia equivariante sobre
o espaco de superloop: LM & LA*M. A parte fermionica da acdo supersimétrica pode
ser interpretada como uma 2-forma (pré-) simplética no espago de loop bosonico, a qual
torna a medida bosonica original uma medida para o espaco da medida de Liouville.

Se assumirmos a validade da versao degenerada de dimensao finita do teorema de
Duistermaat-Heckman para a féormula de integracao, através da conjectura de Atiyah-
Witten parece natural extender os conceitos de localizacao para um espaco superloop de
dimensao infinita. Assim, veremos que a integral de caminho para mecanica quantica
supersimétrica resultard no teorema de Atiyah-Singer para o operador de Dirac.

Vamos agora definir algumas propriedades do espago de loops, como desenvolvidas na
segao (4.3), para que as condigbes que permitem a localiza¢do possam ser estabelecidas.
Dado qualquer funcional F[z] de caminhos fechados em LM, definimos a diferenciacao
funcional,

)
dxh(T)
e as regras para diferenciacao funcional dos caminhos grassmanianos periddicos pelo anti-
comutador,

Flz(™] = 6(r — 7 F'[z(7)], (5.137)

0 v — sy —
{W,w (T)} = 0,,6( ). (5.138)

A parte fermionica em (5.194) é bilinear nos campos. Entao, pela integragdo funcional

de Berezin temos um fator determinante, det'/? I O I, o qual é visto como um fator da

medida de integragao sobre LM em (5.126), ou seja, pela conjectura de Atiyah-Witten
isto define a medida simplética sobre o espaco dos loops. Portanto definimos {2 por

A 1 D
Qo] = f dT§¢M(T) (g“”D_ — f,w[x(T)]) V(7). (5.139)
S1 T
Na funcao de particao a integracao somente da parte fermionica, ou seja, a integragao de

Berezin, nos d4 uma integral funcional onde a medida é do tipo Liouville: [d?"z]y/det || Q ||.
Se introduzirmos um operador nilpotente que age sobre o espago dos loops dado por

D= : dTw“(T)(SW<7_),

(5.140)

verificamos que (5.139) é D-exato:

Qlz, )] = DX[z, vl (5.141)
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onde
o,y = }é dr (—%gw[m)]fc"(f) + Au[x(f)]) W (r) = 745 TSl (r). (5.142)

A forma (5.139) é chamada de estrutura (pré-) simplética do espago de loops. Também
podemos definir um operador de contracao sobre o espaco dos loops por

)
I, = drit (1) ———. 5.143
§ a5 (5.143)
Portanto, o operador derivada exterior equivariante no espaco dos loops é por analogia
construido como a soma de (5.140) com (5.143):

o )
1 o
1 dr (1/1 (T)(qu(T) + (T)5¢“(T)) .
Das transformagoes de supersimetria (5.124), podemos concluir que
Qn~ D, (5.145)
sobre o espaco LM ® LA'M, uma vez que
oxH(T)
() = r Y (+ — M
Duat(r) = § ar' (w3 ) = o*(r)
. 5W@) .
D" (1 :74 dr’ (x” T = a*(7). 5.146
v = § ar (50 ) = i) (5.146)

Facilmente verificamos que o quadrado do operador (5.144) é o gerador de translagoes
temporais (andlago ao Hamiltoniano) sobre o espago dos Superloops, ou seja,

D,,-CEDJFJFf
S

(5.144)

2 _ L 0 JyH 0 — i
D; = %@ dr (x (T)5x“(7') + (T)5¢“(7)) = ]gl deT. (5.147)
Operando (5.147) em um funcional Wz, | qualquer definido sobre LM ® LA'M temos
dW
Diwie vl = § ar B W) ) - WO, 00), G
S1 T

o que nos leva a concluir que (5.147) é nilpotente se, e somente se, estamos restritos a
funcionais de valores 1inicos sobre o espaco dos loops.

A conjectura de Atiyah-Witten implica que a agao para supersimetria N = 1/2 define
uma estrutura equivariante sobre LM ® LA'M, sendo esta a base dos argumentos gerais
para localizar uma integral sobre uma variedade M. O locus zero do campo vetorial
(como definido em (4.39)) com componentes @*(7) é dado polos caminhos constantes
z(t) = x(0) € M para qualquer ¢. Logo, a agao devida ao Lagrangiano (5.194) pode ser
reescrita usando (5.139), (5.141) e (5.144):

Sip = drE,le i) + e, d] = 1o, 0]+ Do,

= DYz, ). (5.149)

Portanto o indice pode ser reescrito em termos de (5.149),

IndQ = [d*"x)[d?np] e Pl (5.150)
LM®LA'M
Vemos que se T' ~ h, para h — 0, ou seja, T' — o0, recuperamos o conceito de aproximagao
semi-classica. Como encontramos uma estrutura de cohomologia equivariante para o
espaco do superloop LM ® LA' M, ou seja, é possivel escrever a acao supersimétrica como
sendo D;-exata, podemos localizar (5.150) usando (4.168).
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5.3.3 Célculo do Indice

Por argumentos gerais sabemos que o lado direito de (5.126) é independente de 3. Nos
limites de baixas temperaturas (5 — 0o0) temos que somente os modos zeros contribuem,
onde o conceito de indice do operador de Dirac é compreendido. Nos limites de altas
temperaturas (3 — 0) o lado direito de (5.126) pode ser explicitamente calculado usando o
método de expansao por “heat kernel” ou a integral supersimétrica. Nesta secao usaremos
o Lagrangeano N = 1/2 supersimétrico sem campos de gauge para calcular explicitamente
este invariante topologico. Reescalando o parametro, t = (3s, temos

B v
/0 dt{%gﬂv@)x“w + 19w( W o }
! 1 det dz” 1 Dy”
:/0 dS{%guy(x) ds ds * g‘“/( Jor Ds } (5-151)

Os caminhos que satisfazem & # 0 contribuem despresivelmente para a integral de ca-
minho no limite § — 0. Portanto as contribuicoes significativas no limite considerado
sao pontos criticos os quais mapas x(t) sdo constantes. De fato, estes caminhos satis-
fazem condicoes de contorno periddicas. Logo, devido a estarmos forcados a mantermos
as condigoes de contorno periddicas, nosso espago de configuragao para as coordenadas
bosonicos é o espaco dos loops sobre M, LM. Para implantarmos o método da apro-
ximacao da fase estaciondria no calculo da integral de caminho, devemos primeiro en-
contrar o conjunto dos pontos criticos My, ou seja, pontos que extremizam a acao. As
solugoes das equacoes de Euler-Lagrange sao dadas por

, _ 9L _dfoL
Coogr dt <a¢p)

0 [1 d[1 0
— o A . A
W[gw(w + 27T} w)] d[Qg“”aquw + &Y w)]
1[ Dy _ .
= 5 {gpuD—zi —9u ’\F,”\pw“ + (axgpu)x)‘zp“ + gpu@b”} (5.152)
e multiplicando (5.152) por ¢g"” obtemos
D d9m | apn
o = g TP =0, (5.153)

) 0L _d (oL
oz Ok

-3 [@gm)x%ﬁ + @) D+ g0, 0] = 5 [+ Lt T
= —Guw %t g “ﬁ Z2L(0,TR, — 0T, +T0 I3, — TR, I, ) (5.154)
onde definimos o tensor de curvatura Rw = QI?K — 8,\Ffm + I‘ﬁVI‘Kﬁ — Ff\a,yf .
—gﬂyﬁy + 5 Ramunt) " A= (5.155)

Agora vamos discutir um pouco sobre os resultados (5.153) e (5.155), os quais sdo equagoes
para uma particula com spin num campo gravitacional. Notemos que o par x = const; e
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1 = consty sao pontos criticos e solugoes para as equagoes do movimento. O conjunto dos
pontos criticos bosonicos contém os mapas constantes, ou seja, My C M. Podemos ver
também que (5.155) reduz-se a equacao da geodésica quando ¢ = 0, onde somos levados
a concluir que uma particula com spin nao se move ao longo da geodésica “usual”.

Agora vamos prosseguir com os calculos da integral de caminho para flutuagoes quadra-
ticas em torno dos pontos criticos, ou seja, solucoes classicas do movimento para as
equagoes de Euler-Lagrange. O procedimento consiste em expandir a acao, ou seja, ex-
pandir o argumento da exponencial em (5.126) em torno dos pontos criticos. Como ja
observado, as principais contribui¢oes da integral de caminho é devido aos modos con-
stantes * = x9 e b = 1y, onde 0S[xg,1] = 0, portanto escolhemos as coordenadas
normais riemannianas,

0
G (T0) = Oy @guu(‘r()) =0

g =detg,, = 1. (5.156)
Além disso, definimos as flutuagoes neste sistema de coordenadas,

2h(t) =zl + EM(t) = dat = dEv (5.157)

PH(t) = Yy + ' (t) = dy* = dn”. (5.158)

Portanto a expansao de segunda ordem da acao pode ser escrita por

Booriderder 1 dpt 1~ dev
Sy= [ ar |28 ST LR ()| 5.159
2 /0 {th g T T R (5.159)
onde usamos (5.153) e (5.155) em (5.101), e definimos
~ 1 -
R/W(xo) = §Ruupa($0)w(§wo- (5160)

Observemos também que o termos de ordem zero, Sy = S|x, 1], é nulo.

Para calcularmos o indice pelo método da aproximacao de fase estacionaria, vemos
que apenas ¢ necessario o termo de segunda ordem. Portanto podemos escrever o indice
como

IndQ = / [d*"€][d* n)e ™2, (5.161)

onde [d®"z][d*"] = [d*"€][d*"n]. Novamente, enfatizando que estamos lidando com
condicoes de contorno periddicas, temos que as expansoes em Fourier de £ e 1 sao dadas
por

[ .
= Y gt (5.162)
VB, —= "
(§]
J— .
77# - Z nﬁe2mnt/6' (5163)
\/Bn:foo

Notemos que, devido a equacao (5.159), os operadores de flutuagao para £ e n sdo dados

respectivamente por
2  ~ d

—0— v 164
“dt2+R“ p (5.164)
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d
Opv—- 5.165
Vamos agora calcular o indice de acordo com a expressao (5.161) usando os operadores

(5.164) e (5.165),
d @ 5od
wdQ = [iereenen (o (0,5 ) v feo {e (~ou s + R )€}

, d\)"? , 2~ d\) Y?
0 [T [t s )} (e ()

et / d\)"? / d d —1/2
- N/H - dng {DetPBC (@w@)} {DetPBC (E> ( 5“”dt +RW>}

—1/2
N / H {Det’PBC ( 5“”:;5 + RW)} : (5.166)

onde temos que os modos n = 0 nao contribuem para a integral gaussiana, e N é uma
constante de normalizacao.

Vamos analisar agora o fator de normalizacao, pois é necessario tomar o devido cuidado
devido as ambigiiidades associadas com o ordenamento dos numeros de Grassmann. Como
Ind@ ¢ independente de 3, vamos fixar § = 1 para simplificar os calculos. E conveniente
também escolhermos a métrica g,, = 6,,, onde podemos ver de (5.101) que as partes
bosonicas e fermioncas sao separadas. Primeiramente analisamos a parte fermionica,
onde Hy = 0, dada por

1 1 B
Tryoper = / [d2n¢]€—§fo Yapdt
PBC

= N;Dethbpe(6,,0:)"? / dipp...dap2™. (5.167)
Pelo célculo da funcao de particao para o oscilador harmonico fermionico, temos
Tr [(—1)"e "] = 2sinh (%d) = ™ Deth g (0 + w) . (5.168)
Tomando o limite w — 0 encontramos
Detppe (0)) = hrr(l)e /29 sinh (ﬁ;) =1 (5.169)
T =N [ dudif (5.170)

Por outro lado, podemos calcular o trago usando a seguinte representacao das matrizes
gamas,

Yons1 = " = (20)"g... 3", (5.171)
onde Trv3,,, = Trl = 2", portanto

T2, = 2" / QL. g (20 h A = Ny (~20)" (5.172)

= Nj =" (5.173)
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Agora olhemos para a parte bosonica. Sabemos do cdlculo de integrais gaussianas de
tragetoria que

11 5.2 dl‘“ 2"
d*zler Jo 1 = N, / —"/ da". 5.174
/[ rle 5 t1/2 5.07) H \/ﬁ 2m) }_[1 x ( )

O determinante pode ser calculado usando a funcao espectral zeta. Portanto olhemos
para o autovalor de —d; com condigées de contorno periédicas, ou seja, A\, = (2mn/f3).

Entao 2
Detp g0 (—07) = H (2%”> (5.175)

neN,n#0

e a funcao espectral zeta é definida por

Cols) = D [(2”7”)] C=o(2) e (5.176)

neN,n#0
onde ((s) ¢ a funcao zeta usual. Podemos mostrar que ¢’ ,,(0) = —2log 3, o que nos leva
a concluir que
Dot (—02) = exp[—C 4 (0)] = B =1 (5.177)
SNy =1 (5.178)

Finalmente escrevemos o indice do operador de Dirac na seguinte forma

et d ~ —1/2
Ind@ =1 /H 0 dn{)‘ {DetIPBC (—(ZWE + RW(:L‘O))} . (5.179)

Antes de calcularmos o determinante em (5.179), notemos que a propriedade de anti-
simetria do tensor de Riemann temos que R, (x¢) satisfaz R, = —R,,. Desta forma, ja
que stamos em uma variedade de dimensao par, podemos diagonalizar em bloco R, ,

0 wu
-y 0
R, = . (5.180)

0 Yn

Olhando para o primeiro bloco de —5#1,% + }NQW, (o) podemos ver que

o (Zh 1) = o () - T1 (- (35))
n¢sml-))

- (M)Q (5.181)

y1/2

Logo, substituindo todas as n ordens similares a (5.181) em (5.179) temos

y dfo " %
IndQ / H Sm (Gu T2 (5.182)
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O produto em (5.182) pode ser escrito como

n ~ 1/2
y;/2 1 BR/2
- _—d L . .
HS n(3y;/2) e <sin(5R/2)> (5.183)

Jj=1

Até o momento apenas calculamos as contribuicoes devido aos termos de flutuacoes
quadraticas em torno de pontos criticos particulares. Agora devemos levar em conta
contribuigoes provindas de todas as solugoes para as equacoes de movimento classicas.
Sabemos que o conjunto M, contém as solugdes constantes (xg, 1) e todas as outras
que contribuig¢oes nao constantes que sao exponencialmente despreziveis, no calculo da
integral, quando 3 — 0. Notemos que estamos considerando uma expansao dada por

1
ot =ah 4+ —=& + ..., (5.184)

VB

onde temos que a integral sobre zg é equivalente a tomarmos a mesma sobre & /v/3, ou
seja, drg = d&y/v/B. O mesmo argumento é dado para o modo grassmanniano, onde
encontramos diy = /Bdn,. Portanto temos que indice é

~ 1/2
d R/2
IndQ = i / H zg > gy m/g (mﬁ 62/2)> . (5.185)

Escolhendo uma mudancga conveniente de variavel, conseguimos eliminar a dependéncia
em (3. Sendo assim temos

XM
~ 11 o
" OR, = 5 5 e X0X0 - (5.187)

Portanto temos

Lilp o\
IndQ = " / dxldxldet 22n3 17P7 : (5.188)
H N Eryer vy

A equagao (5.188) estabelece a férmula para o indice do operador de Dirac, mas vamos
escrevé-la de uma maneira mais conveniente e familiar aos matematicos. Notemos que
a medida [ H2" dxldyf nos fornece uma nocao de integracao de formas diferenciais
quando age sobre o integrando. O dx nos diz que somente obtemos uma contribui¢ao do
termo que é homogéneo de grau 2n em . Como os x’s sao anti-comutantes, a expressao
¢ totalmente anti-simetrizada. O termo dx nos fornece apenas uma integracao ordindria.
Isto é exatamente o significado de uma integragao de formas diferenciais. Vamos agora
introduzir a 2-forma curvatura,

1
R = §pra(x)dxp A dx?. (5.189)

Notemos que R/sinR é par em R e, portanto, a integral somente é diferente de zero
quando n é par. Se este é o caso, o fator ()" contribui apenas com £1. Desta forma,
somos levados a fazer a troca i"R/sin R — R/sin R. Portanto temos

11p 1/2
_ 2
Ind@ = /Mdet (s ( %R)) : (5.190)

S

o= (Y
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onde podemos diagonalizar R dado por

0 T
1 —T1 0
— R, = 191
0 =z,
-z, 0
Entao definimos uma classe caracteristica, chamada A(M)-genus de Dirac, por
AM) = ﬁ /2 (5.192)
oy sin(eg/2) '

Finalmente, provamos o enunciado do seguinte teorema, o qual foi provado inicialmente
por Atiyah e Singer.

Teorema 5.4 (Teorema de Atiyah-Singer para um complexo spinorial). O indice de um
operador de Dirac definido sobre M, onde dim M = 2n, ¢ dado por

IndQ = / A(M). (5.193)
M
Podemos agora considerar uma generalizagao de (5.127) incluindo um campo de gauge
A,
L 1 Dy 1 )
L= igu,,(x)x“x +atA, + 59,“,(:6)10“ D " §¢MFW¢ . (5.194)

Reconsiderendo todas as aproximacoes utilizadas nesta secao, podemos recalcular o indice
para um sistema mais geral daquele considerado até o presente momento, ou seja, o indice
para um operador de Dirac num “background” curvo e invariante de gauge. Entao temos
a generalizagao de (5.179),

d ; P d = 1z
IndQ =1 /H 50 dng‘eﬁFuu(EO)ﬂoﬁo {DetPBC <_5HUE + R/Jy(x())) } . (5195)

O fator exponencial em (5.195) pode ser identificado com o caracter de Chern,

ch(F) = tr [exp (;Z)} = Z; %tr (%)] (5.196)

onde, para uma matriz diagonal A = (z1, ..., ), estamos utilizando que

tr [exp (A Zexp ;). (5.197)

Teorema 5.5 (Teorema de Atiyah-Singer para um complexo spinorial). O éndice de
um operador de Dirac definido sobre uma variedade geral M, onde dim M = 2n e uma
simetria de gauge € admitida, € dado por

IndQ = / ch(F)A(M). (5.198)
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5.3.4 Operador de Dirac e Complexos de Spin

Consideremos uma estrutura de fibrado de spin, denotada por S(M), definida sobre
uma variedade M de dimensao par, m = 2I, orientavel e sem contorno. Por defini¢ao,
denotamos o conjunto das segoes deste fibrado por A(M) = I'(M, S(M)). Como sabemos,
a fibra tipica do fibrado de spin é o préprio grupo de spin SPIN(m), o qual é gerado por
{m} matrizes de Dirac {7*} que satisfazem as seguintes propriedades,

(1% 77y =20, 4T =1 (5.199)
De maneira geral, temos que a algebra de Clifford é gerada por

Ly 4% (g < o) Y™y (o < oo < ag); oyt A (5.200)

O ultimo gerador é de importancia particular, sendo conveniente definir, devido aos nossos
propésitos fisicos (matriz quiralidade (5.115)), que

AL = gyt A (5.201)

onde (y"*1)? =1 e (y™)f = 4™+ Devido as propriedades das dlgebras de Clifford,
podemos encontrar uma representagao para os geradores gamas em termos de matrizes
2! x 2! com entradas complexas. E conveniente (novamente por propésitos fisicos) tomar
uma representacao tal que R
m+1 __ 1 0
y = ( 0 —i ) : (5.202)
Como ja definimos, um spinor de Dirac pertence ao espacos das secoes do fibrado
de spin, ¢» € A(M). Devido ao fato das matrizes gamas serem os geradores do grupo
de spin, temos que o spinor de Dirac também é definido como sendo uma representacao
irredutivel da élgebra de Clifford, mas nao de SPIN(2l). As representagoes irredutiveis
de SPIN(2l) sao dadas por uma separacao de A(M) de acordo com os autovalores de
™+ Como (y™H1)? = 1, temos que os autovalores sdo +1, os quais sdo denominados de
quiralidade. Entao o espaco das secoes deve ser dividido em dois autoespacos, os quais
sao determinados de acordo com as suas respectivas quiralidades,

A(M) = AT(M) ® A= (M), (5.203)

onde "W+ = £U* para ¥F € A*(M). Os operadores de projecio, P+, sobre os
subespacos A* (M), sao dados por

1 2 i O
+ m+1
P ——2(1+7 )_(O O) (5.204)

-

! ) , (5.205)

o O

sa- = (

\Iﬁ:(wJ), \If—:(wo_). (5.206)

Agora vamos considerar um operador de Dirac definido em um background curvo dado
por (5.52),

onde

iV = iV 1 = iv*[0, + Qu), (5.207)
onde (), = —zwu 2P¥,5 é a conexdo spinorial e y* = y%e,#. Uma caracteristica importante
de (5. 207 ) é a sua propriedade eliptica, ou seja, dada uma fungao f definida na vizinhanga
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do ponto p € M, tal que f(p) = 0 e iy"0,f(p) = iv*{, = if, temos que o simbolo de
(5.207) é dado por

o iV, €)% = iV(f)], = (V)Y], = iy (5.208)
- o(iV,€) = if, (5.209)

onde 9 (p) = . Como ¢f = £,&57°Y7 = €4, temos que (5.209) é inversivel para if # 0,
logo (5.207) ¢é eliptico.

Vamos considerar uma representacao matricial explicita do operados de Dirac para
m = 4. Por defini¢ao, usamos aqui a seguinte representacao:

.
~ ( PR ) (5.210)

onde o = (13, —i7) e @® = (1,,i7), sendo & = (01, 09,03) as matrizes de Pauli. De
(5.207) temos

- 0 ia? P 0 —aPestV,\ (0 Df
’V_l(—zaﬁ 0 )eﬁ V“_(aﬁeﬂ“vu 0 ={p o ) 621

onde
D =a"es" (9, + Q) D' = —a’es" (9, + Q). (5.212)
Desta forma temos os seguintes mapeamentos
D =iVYP": AT (M) — A~ (M)
DI =iYP~ : A~(M) — AT (M) (5.213)

definindo o complexo spinorial de dois termos,

AT (M)—=A"(M). (5.214)
O indice analitico do complexo (5.214) é dado por
IndD = dimker D — dimker D' = v, — v_, (5.215)

ond e v, (v_) é o nimero dos modos de energia zero de quiralidade positiva (negativa).
Portanto, de acordo com o teorema (5.193) concluimos que

Ve — v = / A(TM)|yor. (5.216)
M

5.3.5 Complexo Spinorial Twisted

Como vimos anteriormente, o campo spinorial pode ser interpretado como uma repe-
sentacao de um grupo G. Isto significa que, considerando por exemplo uma teoria de gauge
que descreve a QQCD, temos que os campos de quark pertencem a uma representacao de
SU(3). Um spinor que pertence a uma representacdo de G é geometricamente inter-
pretado como sendo uma se¢ao do fibrado produto S(M) ® E, onde E é um fibrado
vetorial associado, em uma representacao apropriada, ao fibrado principal P(M,G) de
fibra tipica GG. Neste caso, definimos o operador de Dirac como sendo o mapeamento
D : AT (M)® F — A~ (M) ® E,

Dp = iv%e," [0, + Q, + A, Dy, (5.217)
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onde A, é o potencial de gauge, ou seja, a conexao que ¢ responsavel pelo transporte
paralelo no fibrado E.

O teorema de indice para este complexo spinorial Twisted, devido a inclusao do fibrado
E, é dado de acordo com teorema (5.198) por

v, —v_ = / A(TM)ch(E)|yor. (5.218)

Para m = 2 temos

vy —v_ = / chy(F) = QL/ trF (5.219)
M T JM

e para m =4

~ -1 dim £
—v_ = hy(E) + Ay (TM)cho(E)] = — [ trF? trR%. (5.220
v == [ [a(B) + ATM)b(B)] = o [ 0+ T [ wRE (5220)

5.4 Anomalias e o Indice

5.4.1 Consideracoes Gerais

O nosso propédsito aqui é mostrar uma aplicacao para o teorema de indice de Atiyah-
Singer em teorias de gauge. Mais especificamente, consideraremos esta aplicagao as
anomalias, onde as simetrias da acao efetiva, ou seja, simetrias em nivel quantico, tem um
papel fundamental no que diz respeito a unitariedade e a renormalizabilidade da teoria
em questao. Para formularmos o problema, vamos considerar um campo fermionico ¢
sem massa e interagindo com um campo de gauge externo A, = AT, via uma acopla-
mento minimo, onde {7,} sdo geradores anti-unitarios da algebra relacionada ao grupo
G responsavel pelas transformagoes de gauge, o qual estamos considerando como sendo
compacto e simples. A Lagrangiana é dada por

L= @Eﬁyu(au — A (5.221)
e é invariante por transformagoes de gauge locais,
v(x) — g (@),  Aulz) — g7 [AL+ 94y, (5.222)

onde g € GG. Por outro lado, podemos considerar também em especial uma transformagao
global que revela a simetria quiral:

() — %Y (x), p(x) — P(x)e, (5.223)
Podemos calcular a corrente de Noether, devido a uma simetria classica:
. oL oy . —
F—_ — L= hyFys). 5.224
75 = 500 ba js = vy ys (5.224)

A pergunta que surje quando estamos estudando esta teoria no contexto de teoria quantica
de campos ¢ se a simetria de uma Lagrangiana é mantida mesmo depois de um processo
de quantizacao. No formalismo de integracao funcional temos que, devido a imposicao
da invariancia por transformagoes de gauge do gerador funcional, passar a considerar
uma acao efetiva e isto levard a conclusdo que a corrente nao se conserva, 9,75 # 0.
Classicamente sabemos que 9,55 = 0.
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5.4.2 Anomalias Abelianas

Dada uma variedade de dimensao par, dim M = m = 2[, com signatura Euclidiana.
Assumimos que 0 nosso sistema é nao quiral, isto é, o campo de gauge acopla a direita
e a esquerda do mesmo modo. Para calcularmos a nao conservagao da corrente quiral,
devido a quantizac¢do do sistema, vamos utilizar o método de Fujikawa [6, 10]. Dentre
todos os métodos existentes, esse é o mais apropriado para revelar problemas de natureza
topoldgica e geométrica de maneira mais direta.

Sendo assim vamos considerar uma agao efetiva, W[A], onde o gerador funcional é
dado por

o WIAl _ /ngDEe_‘]'dwiW’, (5.225)

onde iV = iy"V,, = i7"(0, + Q, + A,) e Q, = 1w,*’,5 como sabemos ¢ a conexao de
spin para o espaco de fundo considerado. Procuramos aqui uma compactificacao tal que
a conexao de spin nio tenha nenhum papel nos cdlculos, ou seja, se R — S* = RU {oo}
temos que génus de Dirac A(TM) é trivial.

A agao cldssica, dada por [ dw@zyw, é invariante com respeito a rotagao quiral (5.223).
Vamos expandir os campos fermionicos de acordo com,

Y = Z a; i, Y= Z[_?WZ, (5.226)

onde a; e b; sao varidveis de Grassmann que respeitam a seguinte estrutura algébrica,
{ai, CLj} = 0, {52,5]} = 0, {ai,gj} =0. (5227)

1; € um autoestado normalizado, devido a compacticidade de M, do operador de Dirac
com autovalor real \; (1Y é hermitiano),

iVibi = A
Wit} = [ deol@s(o) = b (5.228)

Vamos considerar uma transformagao quiral infinitesimal do tipo (5.223), para uma
variedade de m dimensoes compacta,

(@) — (@) +ia(e)y" ()
P(x) — B(x) + i)ale)™ . (5.229)

Portanto, sob esta mudanca, acio cldssica se comporta do seguinte modo,
[ dwiigio— [ aa(@@) + ib@atan™ NiV(w(a) + iaon™ (@)
— [ awiivi-vi [ do [yt + Gisiar™ )] + O(?)
— [ BT [ [aTy I Ok A4 T O, A0y )] +Oa)

_ / iV — / d [0y 1y 0,0) + oy ™yt A

F UV (D)™ M + oyt ay™ T (0,0) + Yy AL (ay™ )] + O(a?),
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onde podemos usar que

{y*, =0
{ jgz+1 = E($)7“7m+1¢(;p)7 (5.230)

3 / dzpiYp — / dzpiYrp — / dz (D) (P ™)
— [ awvive - [+ [dua@ust)
_ / DIV + / dea(@)d, i (2). (5.231)

Ingenuamente poderiamos pensar que a conservacao da corrente, d,j4 ,;(z) = 0, conduz
a uma acao invariante (devido as identidades de Ward-Takahashi [34]), mas, no entanto,
em teorias quanticas devemos considerar uma mudanca adicional que provém da medida
de integragdo funcional em (5.225). Vamos agora analisar a mudanga na medida de
integracao devido a rotagao quiral nos campos,

V(2) = () +ia(z)y™ Pz )Zza’wi

U (2) = Y(x) + i (z)ale)y™ ! = Z bl (5.232)
Portanto, temos uma nova medida
/ [ dadb; — / [ 1 da;db:. (5.233)

Utilizando a condi¢ao de ortonormalidade das fungdes {1}, encontramos que

a; = (ily) = @il iay™ ) = D (Wil(1+ iay™ ) gy)a

J
= ) Cyaj, (5.234)
J
onde Cy; = 8;; + ia(i;|y™ Heb;). Logo concluimos que

[[dd; = [detCy]™ [ [ dai = exp (—trin Cy) [ ] da
= exp(—trln(d;; + i wz\vmﬂl% H da
~ exp (—tria{v; [y ;) H da;

= exp (—z‘aZwmm“w) I da:. (5.235)

O mesmo é feito para b;,

b= Cjib; (5.236)
J

.'.Hdaﬂ@—>Hda§d52€xp< / dza(z Zw )y L ( )). (5.237)
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Substituindo a transformagao da medida (5.237) na acao efetiva (5.225) temos

e WAL — / Hdaid& exp (— / dx@zw>
-/ [T et o (- [ dsotayivets)
- / dva(2),5",,(z) — 2i / da:a(a:)A(x)), (5.238)

onde A(z) = Y. i (x)y™* 4, (x). Devido & arbitrariedade de a(x), concluimos que a

corrente quiral nao é conservada,
Opdbyiq(x) = =2iA(z), (5.239)

e chamamos isto de anomalia abeliana.

Agora estamos aptos a procurar algum significado geométrico para a anomalia encon-
trada acima. Para isto, vamos fixar & como uma constante independente das posicoes
da variedade (identidades de Ward de momento zero) e olhar para o jacobiano da trans-
formagao (5.237). Por conveniéncia vamos introduzir um cut-off como segue

/dl’A(ZL‘) = /dxzwl(x>7m+lwn(w) e—(kn/M)z

_ Z thm“e_(in)ZWn)) ‘ (5.240)

M—o0

M—o0

n
Dentre todos os estados existentes, existe um em especial que [,)X = ™ 1 |¢),,), tal que

V)X = AV ) = =iy YY)
_)\n7m+1|wn> = _/\n’wn>xv (5-241)

onde para auto estados com diferentes autovalores temos

(Un|thn)X = (Wn|y™ Habn) = 0
o (e VM i) = (4, [y ) e =AD" = 0, (5.242)

Logo, a contribuigao de (5.240) é devida somente aos modos de energia zero de 1Y, com
autoestados [0,7) (1 < i < ng). Esses estados de modo zero sao classificados de acordo
com os autovetores de y™*!,

A0, d)x = (0, 7). (5.243)

Portanto, concluimos o seguinte resultado importante, dotado de significado geométrico:
[asa@) =[S viarm i) e 0
= ) 0,i]0,d), =Y (0,40, 4)

M—oc0

)

= vy —v_ =Ind(@Vy), (5.244)

onde v (v_) é o nimero de modos de energia zero e de quiralidade positiva (negativa). A
equagao (5.244) nos diz que a anomalia é dada através do calculo do indice do operador
em questao.



6. CONCLUSAO

Integrais funcionais nos fornecem uma transicao intuitiva, um tanto quanto clara, para
a teorias quanticas, desde que a quantidade fundamental da quantizacao é a acao classica
do sistema. Neste contexto é possivel obter pontos de vista muito eficientes e instrutivos
para os métodos de quantizacao das teorias de campos, onde, pelos procedimentos de
localizacao equivariante, temos que as caracteristicas topoldgicas e geométricas do sis-
tema fisico se mostram mais explicitas no contexto abordado neste trabalho. Além de
esclarecer tais caracteristicas, temos também mostrado limitacoes quanto a interpretagao
da medida de integracao para espacos de dimensoes infinitas, mesmo assumindo a con-
jectura de Atiyah-Witten e seu rigoroso tratamento no trabalho de J.-M. Bismut [13].
Tais formulacoes feitas para localizacao de sistemas supersimétricos nos ajudaram em
argumentos para compreender mais sobre a quebra de supersimetria.

Integrais funcionais que podem ser calculadas exatamente sao muito restritas e, desta
maneira, métodos de aproximacao e perturbativos sao usados com freqiiencia. Para que
possamos usar uma expansao perturbativa, devemos ter um sistema com uma constante
de acoplamento fraca, permitindo que as séries convirjam assintoticamente. No entanto,
existem muitos fendmenos em teorias de campos e cordas os quais nao podem ser vis-
tos como teorias perturbativas. Por exemplo, um importante caso do tratamento nao-
perturbativo é o confinamento de cor em teorias de Yang-Mills e assuntos correlatos como
quebra de simetria quiral e “gap”de massa. Também, temos que cinco teorias de supercor-
das podem ser relacionadas de forma consistente usando espaco “target”e dualidades de
acoplamento forte-fraco. Além disso, apds os anos 70 aspectos geométricos e topolégicos
tém ganha-do significativa relevancia devido a descoberta de objetos nao-perturbativos
tais como sélitons, instantons e monopolos. Problemas relacionados a integrabilidade, ou
seja, como calcular integrais sem o uso de métodos perturbativos, nos motivou a con-
siderar teorias de cohomologia e localizagao equivariante, as quais mostraram-se uteis na
tentativa para reduzir integrais funcionais a integrais dimensionalmente finitas ou a so-
mas sobre pontos criticos. Também é importante ressaltar que uma grande interacao entre
fisica tedrica e matemadtica pura foi usada neste trabalho para melhor compreender tais
aspectos, ainda que alguns pontos carecam de um tratamento mais rigoroso. Promissora-
mente, temos também que aplicagoes e andlises mais profundas em modelos de matrizes
serao de grande importancia para muitas areas na fisica devido ao crescente interesse da
comunidade cientifica na area.

Perspectivas futuras estao em como encontrar uma caracterizagao geométrica mais
formal para a integrabilidade quantica, onde a cohomologia e localizacao equivariantes
pareceram ser fortes candidatas por terem nos fornecido alguns insights para esta dificil
tarefa. Uma vez desenvolvida parte desta extensa teoria de localizacao, serd possivel nos
dedicarmos mais, em trabalhos futuros, as aplicacoes fisicas relatadas nesta conclusao.
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A. CALCULO COM VARIAVEIS DE GRASSMANN

A.l Algebra

Estabeleceremos aqui as variaveis de Grassmann as quais sao numeros que anti-
comutam entre si. Portanto vamos considerar o conjunto {¢;}, de n geradores que
anti-comutam de acordo com a relagao

{'(ﬁz,l/J]} :wz%‘i‘%% :O, \V/’L,j c {1,,71,} (Al)

Variaveis que comutam sao chamadas de c-niimeros, sendo que o conjunto das combinagoes
lineares de {1);} com os c-nimeros como coeficientes sdo chamados de nimeros de Grass-
mann. Por definicao os c-ntiimeros comutam com os numeros de Grassmann. A édlgebra
gerada por {¢;} é chamada de dlgebra de Grassmann, a qual é denotada por A™. Podemos
expandir uma fungao arbitraria de A" em termos de {1;}, ou seja, por expansao de Taylor

de f = f(¢) temos

FO) = fo+ > fbi+ > figthhs + o= Y % D Finis i i (A2)
=1

i<j 0<k<n {5}

onde f;, i sdo c-numeros anti-simétricos sob a troca de dois indices. O espago da
algebra de Grassmann dos polinémios pode ser decomposto na forma A" = A% @ A",
onde A} é o subespago das poténcias pares e A o subespaco das poténcias impares. Esta
decomposi¢ao é denominada Zs-graduada.

Como nao designamos magnitude aos geradores {1;}, concluimos que o conjunto dos
numeros de Grassmann nao é um conjunto ordenado. No entanto, o nimero zero é o
Unico a pertencer a ambas as classes, tanto c-niimeros quanto nimeros de Grassmann.
Os geradores {1} satisfazem as seguintes relagoes:

92 =0
¢i1---¢in = €iy,..., z‘,ﬂ/ﬂ---i/}n
@Dh---@bim = 0 m > n, (AS)

onde

+1 se {iy,...,i,} ¢ uma permutacao par de {1,...,n}
€iy.in = —1 se{iy,...,i,} é uma permutacao impar de {1,...,n} (A.4)
0  nenhuma das condigoes acima.

Como exemplo tomemos n = 1 para a funcao exponencial. Por expancao de Taylor e
as relagoes acima temos que f(¢) = exp(¢) é dado por

exp(y) = 1+ . (A.5)
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A.2 Diferenciacao

Aqui vamos definir o operador derivada como atuando a esquerda da variavel, ou seja,

0
8—%% = 0ij. (A.6)
De acordo com a regra de Leibnitz e as regras de anti-comutagao (A.1) temos
0 0, oY
8_%(1/}]1/%) = 8_@Dj¢k - 77Z)ya_¢lj = 04t — Oirt); (A.7)
e
0o 0 n a 0 0
OY; O O, O
82
902 = 0. (A.8)

A.3 Integracao

Vamos denotar a operacao de diferenciacao por D e de integracao por I. Para definir-
mos a integracao, semelhantemente a diferenciacao, vamos considerar que as seguintes
relagoes sao satisfeitas para A e B fungoes arbitrarias de variaveis de Grassmann:

ID =0 termos de superficie nulos
DI =0 derivada de uma integral definida é nula (A.9)
D(A)=0= I(BA) =1(B)A derivada de uma constante ¢ nula.

Estas relagoes sao satisfeitas se I o< D, ou seja,

0
[ vy = 22 (410
Portanto P
/dwzﬁzo (A.11)
e
/dww = g—z =1 (A.12)
Generalizando (A.10) temos
0 0
Paran =1 e ¢’ = ay temos
0 of ('
[ vt =252 = 2L o [t p(w o) (A14)
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A extensdo de (A.14) para n varidveis é dada de acordo com a tranformacao ¢; — ¥, =
a;j1;, onde a;; sao elementos de uma matriz a. Portanto

0 0
/dwl...d@bnf(wl,...,qbn) = %"'Wf(¢l""’¢”)

"oy, Oy, 0 0
_ Z 77Z)k1 ¢kn f((l_1¢/)
ki=1

Oy Oy Oy, OUy,

a a -1/
= Zle ..... knakll...aknnm...a@%nf(a ¢)

ki=1
= det(a) /dz/)i...d@/);f(a_lgb’), (A.15)
onde concluimos que a medida de integragao se transforma de acordo com

dipy...dv,, = det(a)dif,...di!.. (A.16)

A.4 Integral Gaussiana

Vamos considerar a seguinte integral:
I= / A dipy...dop,, dipye™ 2 ViMigts (A.17)

onde M ¢ uma matriz anti-simétrica. A mudanca de varidveis 1; = 3, M;;1;, da relagao
(A.16), temos

I = det(M)/dEldwidandqﬁ;e_zwwzw;

= aen) | [ davt+ o)
= det(M). (A.18)
Segue a proposicao:

Proposicao A.1. Seja a uma matriz anti-simétrica de ordem 2n e definimos o Pfaffian

de a por
1
Pfaff(a) = S Z SGN(P)iyiy--Qig,, _in, - (A.19)
’ P{il ..... ign}
Entao
det(a) = Pfaff(a)’. (A.20)

Demonstracao. Notemos que

1S waiihs 1 "
I= / dhon...dipy e i Vidis¥s — ST / oy, ...diy (%:@z)iaijzﬁj) — Pfaff(a) (A.21)

%= / Ao dipy Ay ...do, e TisWiaigi+viaih), (A.22)
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Agora vamos fazer a seguinte mudanca de varidveis
1

1 _
Sk = ﬁ(% +r), &= \/2_2(% — ),

a qual contribui com um termo do Jacobiano de (—1)

Yith; + w;w; = fz’gj N Ejfz’
dop...dE1dE, .. dE, = (—=1)" dE1dE, ... dEopdE,,.

e

Portanto verificamos que

Pfaff(a)? = /dfldgl...dﬁgndg%e_Zij%aijwf = det(a).

(A.23)

(A.24)

(A.25)



B. INFORMACOES ADICIONAIS SOBRE ALGEBRAS DE LIE

B.1 Sub-algebras de Cartan

Seja g uma algebra de Lie semi-simples sobre o corpo dos nimeros complexos C.

Definicao B.1. Uma sub-dlgebra de Cartan de g é uma sub-dlgebra b a qual satisfaz as
sequintes condigoes:

e ) ¢ uma sub-dlgebra maximal abeliana de g.
e Para cada H € by, o endomorfismo Ad(H) de g é semisimples.

Seja entdao H € h C g e o conjunto de autovalores de Ad(H), {0 = Ao, A1, ..., A\, }. Para
cada A € C consideramos o subespaco

g(H;)\) = {X € g|[(Ad(H) — A\1)*X =0, para algum k}, (B.1)

onde

9= Ds(H: \). (B.2)

Definicao B.2. O elemento H € g é chamado de requlador se

dimg(H;0) = min(dimg(X;0)). (B.3)
Xeg
B.2  Decomposicao do Espaco das Raizes

Teorema B.1. Toda a dlgebra de Lie semisimples sobre o corpo dos complexos C contém
uma sub-dlgebra de Cartan.

Seja o um funcional linear sobre o espago vetorial complexo h. Logo, definimos um
subespaco linear de g dado por

g® = {X € g|Ad(H)X = [H,X] = «(H)X, VH €b}. (B.4)

a é chamado de raiz de g com relacdo a b se, e somente se, « # 0 e g* # {0}. g* é
chamado de espago das raizes, também denotado por A(g, h) = A. Notemos que g° = b.
Para X € h,Y € g% e Z € g%, vemos da identidade de Jacobi que

AAX)[Y,Z] = [AAX)Y,Z] +[Y,Ad(X)Z]
(a(X) + BX)]Y, Z] (B.5)

S Y, Z) € g = (g, ¢°] € g*tF. (B.6)
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O espacgo g pode ser decomposto na seguinte forma:

@ga] Y (B‘7)

aEA

g=he

onde dimg® = 1 para cada a € A.

Vamos agora considerar as complexificacoes. Seja G um grupo de Lie semisimples,
compacto e com algebra g. A sub-algebra de Cartan é dada por h C g. A complexificacao
de g é dada por

gc = g Dig. (B.8)
Um elemento de gc é representadado por (X,Y), onde X,Y € g. A operagao de con-
jugacao complexa é definida por

(X,Y) = (—X,Y). (B.9)

Portanto, temos o mapa Ad(X) : Y — [X,Y] e a validade da seguinte relagao:

(Z, W] =—[Z,W], (B.10)

onde Z,W € g¢. O produto interno sobre o espaco g é dado pela forma de Killing,
B : gc X gc — R, definida por

B(Zy, 7)) = Tr (Ad(Zy) 0 Ad(Zs)). (B.11)

Definicao B.3. Uma raiz é um funcional linear o diferente de zero o qual age sobre bg.
Entao, como visto, existe um 'Y € gc tal que

AdX)Y =[X,Y] = a(X)Y, VX € bz. (B.12)

O subespacgo de todos os'Y € chamado de espago das raizes. O unico vetor H, € hr que
satisfaz

a(H) = (H,, X) = B(H,, X), (B.13)
¢ chamado de vetor raiz para c.
Logo temos que decomposicao de g¢ ¢ dada por

Q{}ga], (B.14)

aEA

gc =bc @

onde A = A(gc, he).

Proposicao B.1.
1. Se a é uma raiz, entao —a também € uma raiz.
2. [Xa, X_o] = Ha.

3. As raizes expandem o espago hy, enquanto que os vetores raizes expandem o espago

br.
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Demonstracao.

1. Seja X, € g*, onde (X,, X, Vemos de (B.10) que Ad(Z)W = Ad(Z)W =

o) = L.
—Ad(Z)W se, e somente se, Z = Z, ou seja, Z € gg. Portanto, para X € b, temos

Ad(X) X, = —Ad(X)Xa = —a(X) X (B.15)

Entdao X 0= )?a é um elemento diferente de zero o qual pertence a g*.

2. Usando (B.6) vemos que, se Y = [)?a,)?_a] entao Y € g = h. Além disso, temos
também que

(X X o] = [X 0, Xa] = [Xa, X0, (B.16)
entdao Y € hr. Por fim, de (B.11) vemos

B(Y,H) = B([Xa,X_o|,H) = B(AA(X,)X_q, H)
—B(X_0,Ad(X,)H) = —B(X_q, [Xa, H))
— B(X_,,[H, X)) = B(X_o, Ad(H)X,)
= a(H)B(X_a, Xa) = a(H){(X_a, X,)
— o(H) (B.17)

=Y =H,. (B.18)

3. Sabemos que dim(g®) = 1. De (B.11) e X € hg temos

B(X,X)=Tr(Ad(X) o Ad(X)) = Y a(H)* =) (H, X)*. (B.19)

a€A a€A
Portanto, se X # 0 temos a(X) # 0, onde {a} expande hj e {H,} expande bg.
L

Para a € A, podemos considerar a reflexao do subespaco h sobre o plano ortogonal a
H,, dada por
So(H)=H — o(H)H,, (B.20)

onde requeremos que S2 = 1. O subgrupo W = W (gc, h) de transformagoes de h geradas
pelas reflexdes S, é um grupo finito o qual chamamos de grupo de Weyl. Definimos
também o conjunto das raizes positivas, P C A. P é tal que, para a € A, a ou —«
pertence a P, mas nao ambos. Além disso, se o, € Pea+ [ € A entao a+ 3 € P.
Portanto, mais precisamente, o conjunto {S,|a € P e simples} contém os geradores de
W, onde uma raiz simples com relacao a um sistema positivo e fixo P é uma raiz que nao
pode ser escrita como uma soma de dois elementos de P.

B.3 Estrutura do Grupo U(n)

Vamos considerar o caso em que G = U(1) = {a € GL(n,C)[a‘a = 1}. Portanto,
a respectiva algebra de Lie é dada por g = u(n) = {X € gl(n, (C)|7t + X = 0}. Se
tomarmos a representagao matricial X = [X;;] € g, temos que X;; € iR, ou seja, X;; =
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-t -t

—(X )i = — Xy, e para i # j temos que X;; = —(X );; = —Xj;. Seja a sub-dlgebra
abeliana maximal t de g representada por

it O
t= ;R Cy. (B.21)
O iy,

Quando X € g e se [X, H] = 0, para qualquer H € t, entdao devemos ter que X €
t. O centralizador gy de H em g estda contido em t e, portanto, gy = t para H € t
com elementos diagonais distintos. Em particular chamamos H de elemento regular se
dimgy = dimt.

A forma de Killing (B.11) sobre g é dada por

n n n

BX,Y) = T(XY) = S (xXV),; = 3. 3 X, (B.22)

j=1 j=1 k=1

= B(X,Y) = Tr(XY) Z XY, = Z (= Xi) (Y1) = Tr(XY) (B.23)

k=1 7,k=1
- Tr(XY) € R. (B.24)

Semelhantemente, temos o seguinte resultado:

B(X,X) = Tr(XX) Z X Xnj = Z Xn(X Z | X i) (B.25)
7,k=1 7,k=1 7,k=1
L —Tr(XX)>0 e Tr(XX)=0e X =0, (B.26)
Logo
(X,Y)=-Tr(XY), X, Yeg, (B.27)

define um produto interno real e Ad(G)-invariante sobre g = u(n). Uma vez que (-,-) é
um produto interno U(n)-invariante (ou Ad(G)-invariante), sabemos que

((X,Y], 2) = =V, [X, Z]) (B.28)

para X,Y,Z € u(n). Escolhemos uma decomposi¢ao g = 3 & g1, onde g, = [g, g] é semi-
simples. Também B(X,X) < 0 ¢é a forma de Killing sobre g, onde B(X, X) < 0 sobre

—{0}. Para X,Y € g, temos que Tr[X, Y] = 0 nos leva a concluir que [X,Y] € su(n)
e, portanto, g; C su(n). Inversamente, dado X € su(n) escrevemos X = Z + X; € 3D g1.
Entao Z = X — X € su(n) tal que TrZ = 0. No entanto, Z = diag(if, ...,i0), 0 € R, o
que implica em TrZ = nif, onde 6 deve ser zero, ou seja, Z = 0. Logo X = X; € g1, ou
seja, g1 = su(n).

Também podemos considerar a decomposicao t = 3 @ t;, onde t; = t N g; é abeliano
maximal em g;. Neste caso temos

i0; O
t, = g,eR, 6,+..+60,=0) ={Het/TrH =0}. (B.29)
O i0y,

Mais explicitamente, dado H = diag(if, ...,i0,) € t, 0 = Z?:l 6;/net; =0; —0, vemos
que Z = diag(i0, ...,i0) € 3 e Hy = diag(ity, ..., it,) € t;, onde H = Hy + Z.
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Agora vamos olhar as complexificagoes:
t=30t4 - tC =3 (B.30)

Dado H = diag(Hi,....H,) = (X,Y) € t* = t@it, temos X = Z; +T) € 3B 4,
eY = Zy+ Ty € 3@y, onde (Z1,7,) € 3% e (T1,Ty) € t&. Devemos considerar as
representagoes matriciais explicitas (71, Zs) = diag(A, ..., A) e (11, Ty) = diag(ug, ..., u1),
onde A\, u; € C e Tr(7},7,) = 0. Portanto temos que H; = A + u;, tal que

ZHj :n/\—l—Zuj =n\ (B.31)
=1 =1

_ E;'Z:I Hj
- on
Como ja notado, tt C {H € t*|/TrH = 0}. Inversamente, se H € t* e TtH = 0, a
decomposicao H = X +1Y € tdit, onde X = (H—Ft)/Q eY = (—i)(HqLﬁt)/Z, implica
que TrX = TrY = 0, ou seja, X,Y € t;. A élgebra sl(n,C) realiza a complexificacao de
su(n). Em outras palavras temos que gt = su(n)® = sl(n, C) e o espago das raizes é dado
por

A(g”, t5) = A(gl(n, C), %) = {a € ()" — {0}|(g%)" # 0}, (B.33)

onde

(@9)* = {X € gl(n,C)|[H, X] = a(H)X,VH € t*}. (B.34)
Existe uma bije¢ao a@ — & de A(g%, tF) = A(sl(n, C), t%) em A(g®,t%) definida por

&(Z + Hy) = a(H), (B.35)

para H = Z + H, € 3 ® t,. Portanto os espacos das raizes coincidem, (g&)® = (g©)°.
Entao, para a = a5, onde r # s, temos que

ars(H) =a,s(Hy)=(H — X)) — (H°=\)=H"— H". (B.36)

Para a escolha AT = {a,s|r < s} temos P = {a,s|]1 < r < s < n}. Vamos definir a
matriz H,, = diag(0, ..., 1¢), ..., = 1(s), ..., 0) € it, portanto

(H,H,,) = TrHH., = H — H* = a,,(H). (B.37)

Sejaa € Ng(t) = {a € G|Ad(a)t = t}. Paral < j < nseja H; = diag(0, ...,il(;),...,0) €
t. Logo Ad(a)H; = aH;a™! = diag(ibs, ...,i6,) € t, onde 0, € R. Contudo aH;a " and
H; tem os mesmos autovalores, o que nos leva concluir que aHja~' = H,. Logo esta-
belecemos um isomorfismo o : {n} — {n}, tal que aH;a™' = H,(;), o que implica em
o(j) = 1. Entao o € S, grupo simétrico, e depende de a, 0 = ¢®. Portanto, existe um
mapa € : Ng(t) — S, dado por €(a) = 0% Se b € T, entdo AdH = H, para qualquer
H € t. Sendo assim,

Hyar(jy = abH;b " 'a™" = aH;a™" = Hyaj) (B.38)

= 0% = 0o°, (B.39)

ou seja, podemos definir mais um mapa ¢ : W = Ng(t)/T — S,, dado por €(aT) = o*. W
é o grupo de Weyl.
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