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pela amizade, por me darem ânimo novo quando o mestrado desanimava, por estarem
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Resumo

Atualmente as observações em escala cosmológica indicam que vivemos em um uni-
verso composto por aproximadamente 70% de um componente desconhecido, com pressão
negativa, denominado energia escura. Assim, um dos principais desafios da cosmologia
é definira afinal o que é a energia escura, e existe um séria de modelos para ela. Uma
das principais fontes observacionais de informações sobre as propriedades do universo e
da energia escura são as medidas de supernovas do tipo Ia. Neste trabalho consideramos
um modelo acoplado de energia e matéria escura e utilizamos uma parametrização tanto
para este acoplamento como para a equação de estado da energia escura. Utilizando dados
de supernova Ia são obtidas estimativas para os parâmetros do modelo, assim como do
parâmetro de densidade de matéria escura, ΩDM , e verificado o efeito do acoplamento pro-
posto sobre os valores obtidos para ΩDM e os parâmetros da equação de estado da energia
escura, assim como algumas de suas implicações no que diz respeito ao comportamento da
densidade de energia escura.

Palavras Chaves: Energia ecura; parâmetros cosmológicos; supernovas Ia.

Áreas do conhecimento: Cosmologia
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Abstract

Current observations on cosmological scales indicate that we live in a universe composed
approximately by 70% of an unknown component, with negative pressure, called dark
energy. In this context, one of the main recent challenges of cosmology is define after all
what is the dark energy. There are many dark energy models in the literature which try
to solve this problem.

One of the main observational sources of information about the universe and dark
energy properties are the SNIa data. In this work, we consider a model of coupled dark
energy and dark matter. This coupling is defined using a parameterization, similar to the
usual procedure of parameterizing dark energy equation of state, which is also done. Using
supernova Ia data we estimate values for these parameters, and for dark matter density
parameter, ΩDM , and verified the effect of the coupling on the best fit values obtained for
ΩDM and the parameters of the equation of state of the dark energy, as well as some of its
implications on the behavior of dark energy density.
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1. APRESENTAÇÃO

Até o fim do século passado, o modelo cosmológico padrão previa um universo em
expansão, dominado por matéria escura, e portanto com expansão desacelerada. Na última
década, no entanto, o avanço e aumento das observações cosmológicas, e em especial as
observações de supernovas Ia e das anisotropias na radiação cósmica de fundo, indicaram
que nos encontramos num universo aproximadamente plano, composto por cerca de apenas
30% de matéria não relativ́ıstica, e acelerado.

A explicação de tais observações, que parece não poder ser feita considerando a gravitação
padrão e um universo preenchido apenas por matéria não relativ́ıstica e radiação, ou qual-
quer outro componente conhecido, é atualmente um dos principais, se não o grande desafio
da cosmologia. No contexto da gravitação padrão, associa-se 70% do conteúdo de energia
do universo à chamada energia escura, responsável também pela aceleração cósmica.

Embora o modelo de constante cosmológica ajuste de forma consistente os dados de
supernovas e radiação cósmica de fundo, ele requer um ajuste muito fino do valor de Λ
para que a energia escura tenha começado a dominar apenas recentemente, como indicam
as observações, caracteŕıstica que não é desejável em um modelo f́ısico. Tal problema é
conhecido como coincidência cósmica. Visando resolvê-lo, assim como aumentar o leque de
possibilidades para a energia escura, existe uma série de modelos dinâmicos para um fluido
ao qual esta energia estaria associada, cujas propriedades podem ser caracterizadas por
sua equação de estado. Assim, determinar, ou ao menos limitar possibilidades a respeito
do comportamento e valor da equação de estado do componente de energia escura, é de
grande importância para a cosmologia atual.

Dentre os modelos existentes na literatura, alguns propõem o acoplamento entre ener-
gia e matéria escura, que, além de constituir uma possibilidade teórica, pode resolver o
problema da coincidência cósmica.

Neste trabalho, consideramos um modelo com acoplamento entre energia e matéria
escura, implementado a partir da variação da massa da part́ıcula de matéria escura, uti-
lizando para tal uma determinada parametrização. É considerada também a parametrização
na forma wφ = w0 + w1z para a equação de estado da energia escura. A partir delas, re-
alizamos a estimação de parâmetros cosmológicos, mais especificamente do parâmetro de
densidade de matéria escura, ΩDM0, w0 e w1, utilizando dados de supernovas Ia (SNIa)
dispońıveis na literatura, para diferentes intensidades do acoplamento proposto. Pretende-
mos com isso não só realizar um estudo a respeito do valor de tais parâmetros e questões
envolvidas na estimação destes, mas principalmente verificar o efeito do acoplamento pro-
posto sobre os valores obtidos, e portanto sobre as propriedades do componente associado
à energia escura.

Para realizar esta tarefa e compreender o contexto na qual ela se insere, foi necessária
a aquisição de uma série de conhecimentos razoavelmente distintos entre si, que envolvem
desde o formalismo da teoria de campos, até métodos estat́ısticos de tratamento de dados.
Além disso, a familiarização e compreensão dos procedimentos utilizados na literatura



para a estimação de parâmetros cosmológicos utilizando dados de SNIa, envolvendo suas
nuances, muitas vezes explicados de maneira sucinta em artigos, se colocou como uma
tarefa em alguns momentos árdua.

Em vista disso, pretendemos nesta dissertação realizar uma introdução aos temas per-
tinentes à estimação de parâmetros cosmológicos a partir de dados de SNIa, que permita a
um eventual leitor iniciante nesta tarefa, se familiarizar e ser introduzido não só ao prob-
lema da aceleração cósmica e da energia escura, mas também com as questões envolvidas
na estimativa de parâmetros cosmológicos, e com o procedimento utilizado para obtenção
de medidas de supernova. Isso porque acreditamos que, para realizarmos estimativas de
parâmetros cosmológicos, é bastante importante que haja um conhecimento, ao menos
superficial, destas questões.

Devido a esta escolha, em alguns momentos podemos pecar pela pouca profundidade
ao tratar um determinado tema. No entanto, julgamos importante dar um panorama
geral sobre os temas abordados, assim como das questões principais neles envolvidas, para
posteriormente tratar o caso espećıfico estudado tendo-as como pano de fundo.

Baseados nesta idéia, faremos no caṕıtulo 2 uma introdução ao modelo cosmológico
padrão, discutindo alguns de seus fundamentos e o desenvolvimento teórico inicial, a partir
do qual é feito o estudo do universo. Destacaremos também algumas propriedades que serão
de especial importância nos caṕıtulos seguintes.

No caṕıtulo 3 pretendemos realizar um panorama sobre o problema da aceleração
cósmica, envolvendo suas evidências observacionais, algumas das principais abordagens
ao problema da energia escura e as questões envolvidas no que diz respeito à obtenção
do modelo que melhor a descreva. Introduziremos também o acoplamento entre matéria
e energia escura, assim como a abordagem e o modelo utilizado. Por fim é realizado um
estudo simplificado das propriedades deste modelo.

O método de tratamento de dados utilizados, assim como a caracterização dos dados
de supernova em questão, uma breve explicação a respeito da obtenção de distâncias de
supernovas Ia e dos procedimentos utilizados para a estimação de parâmetros cosmológicos
por nós realizada é feita no caṕıtulo 4. Devido às questões colocadas anteriormente, assim
como para facilitar a leitura e compreensão deste trabalho, tivemos o cuidado de explicitar
o procedimento utilizado, assim como as questões nele envolvidas e as opções feitas durante
o trabalho.

Os resultados obtidos para os parâmetros de interesse, nos diversos casos estudados,
assim como a análise deles é feita no caṕıtulo 5.

No caṕıtulo 6 é feita a discussão final a respeito dos resultados obtidos, ressaltando os
pontos de maior importância no comportamento das estimativas realizadas, assim como
outras questões relevantes à estimativa de parâmetros cosmológicos e ao modelo proposto.
São também levantados pontos que ficam em aberto, para um estudo futuro.

A partir da necessidade de trabalhar com os dados de SNIa, nos deparamos em alguns
momentos com escolhas que precisavam ser feitas, no que diz respeito à forma de tratar
tais medidas. Para realizar tais escolhas, assim como compreender de forma geral como
eram tomados os dados de supernovas Ia utilizados, foi feito um breve estudo dos métodos
utilizados e das questões envolvidas na obtenção das distâncias das supernovas Ia. A com-
pilação destes estudos, configurando um panorama sobre o uso de SNIa como indicadores
de distância, e uma explicação um pouco mais detalhada dos métodos com os quais foram
obtidos os dados por nós utilizados, é feita no apêndice A. Não pretendemos no entanto
com o estudo realizado, nem com tal apêndice, tornar, a nós ou ao leitor, capazes de re-

2



alizar o ajuste de curvas de luz de SNIa ou obter distâncias a partir delas, mas apenas,
como teóricos, ter uma visão geral sobre as questões e métodos envolvidos neste processo.
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2. O MODELO COSMOLÓGICO PADRÃO

Em um trabalho publicado em 1929, [1], E. Hubble mostrou que a luz de uma série
de nebulosas, quando observadas da Terra, apresentava um desvio sistemático para o ver-
melho, indicando que todas elas se afastavam de nós, de forma regular e com módulo da
velocidade proporcional à distância à qual se encontravam. Estava feita a primeira e mais
conhecida medida da expansão do universo. Este fato, em conjunto com a formulação da
Teoria da Relatividade Geral, em 1915, gerou uma significativa mudança em nossa visão
do universo e a reformulação da cosmologia, dando ińıcio a um grande desenvolvimento
que resultou no chamado modelo cosmológico padrão. Neste caṕıtulo, procuraremos ex-
por alguns dos fundamentos de tal modelo, em especial aqueles que são de fundamental
importância para o estudo da aceleração do universo e da energia escura realizado neste
trabalho.

A partir do ano de 1915, quando foi apresentada por Albert Einstein, a Teoria da
Relatividade Geral se consolidou como a teoria f́ısica padrão para a gravitação. A in-
teração predominante em escalas cosmológicas é a gravitacional, o que faz com que um
dos pilares do modelo cosmológico padrão seja a relatividade geral. Neste cenário, para
obter o comportamento do espaço-tempo do cosmológico, devemos resolver as equações de
Einstein:

Gµν ≡ Rµν − 1

2
gµνR =

8πG

c4
Tµν , (2.1)

onde Gµν é o tensor de Einstein, Rµν o tensor de Riemann, R o escalar de curvatura, e Tµν

o tensor energia-momento do universo.
O lado esquerdo da equação tensorial acima está relacionado com as propriedades

geométricas do espaço-tempo, tais como métrica e curvatura, enquanto que do lado di-
reito temos os termos de fonte, mais especificamente o tensor energia-momento. Desta
forma, ela nos diz como a presença de matéria e energia curva o espaço tempo.

I A Métrica de Friedmann Robertson Walker

Como colocado acima, o estudo do universo parte da solução das equações de Einstein
para este. Por se tratarem de dez equações diferenciais não lineares acopladas, elas não po-
dem ser resolvidas utilizando única e exclusivamente os métodos matemáticos dispońıveis.
É necessário que utilizemos condições de contorno que simplifiquem esta tarefa e impo-
nham restrições, preferivelmente associdas às observações que realizamos do universo, nas
soluções que encontraremos para ele.

Neste momento entra em cena o prinćıpio cosmológico. Ele supões que o universo é,
em larga escala, espacialmente isotrópico e homogêneo . Dizer que um espaço é isotrópico
em torno de um ponto significa dizer que ele possui as mesmas caracteŕısticas em todas as
direções, quando observado a partir deste ponto. A isotropia do universo, no entanto, diz



respeito não só às propriedades do próprio espaço, mas também da distribuição da matéria
e energia, velocidade dos corpos, e outras propriedades f́ısicas. Conforme a própria equação
de Einstein, uma coisa implica na outra, visto que a anisotropia na distribuição de matéria
e energia levaria à anisotropia das propriedades geométricas do espaço e vice-versa. O
mesmo vale para a distribuição de campos e radiação, que deve igualmente ser isotrópica.

Já a homogeneidade está associada ao fato de que, para um mesmo instante e em larga
escala, o universo é igual em todos os pontos. Num universo homogêneo e isotrópico,
um observador em repouso em qualquer lugar do universo o enxergará igual em todas as
direções.

Embora inicialmente proposto como uma condição teórica simplificadora, o prinćıpio
cosmológico é coerente com todas as observações cosmológicas feitas em escala grande o
suficiente. Em especial, as observações da distribuição de galáxias indicam que, embora
em escalas moderadas haja anisotropias, em larga escala elas se apresentam distribuidas
de forma uniforme. Outra confirmação importante do prinćıpio cosmológico são as cara-
cteŕısticas da Radiação Cósmica de Fundo (RCF), que apresenta alta homogeneidade e
isotropia, sendo que as perturbações na temperatura associada ao espectro de corpo negro
desta são da ordem de δT

T
= 10−5.

Na discussão anterior, nos referimos aos termos espaço, tempo e repouso, sem especificar
um observador ou sistema de coordenadas espećıfico. No entanto, sabemos da teoria da
relatividade que o tempo e espaço variam conforme quem os mede, e que as coordenadas
espaciais e temporais dependem do sistema de coordenadas. Assim, ao estudar o universo
como um todo, devemos ter em mente qual o sistema de coordenadas utilizado e como se
relacionam as medidas dos diferentes observadores.

Da mesma forma, ao dizermos que o universo é homogêneo e isotrópico, devemos es-
pecificar para qual observador isso ocorre. Neste sentido, podemos interpretar o prinćıpio
cosmológico como a hipótese de que exista um conjunto de observadores, caracterizados
por uma quadrivelocidade uµ para os quais a seção espacial do espaço-tempo, perpendicu-
lar à sua quadrivelocidade, é isotrópica e homogênea. Coerentemente, as componentes da
métrica no sistema de coordenadas espaço-temporais no qual estes observadores estão em
repouso apresentarão isometrias com relação à translações e rotações nos eixos espaciais.

O sistema de coordenadas em questão é o chamado sistema de coordenadas comóvel.
Ele é definido a partir das curvas geodésicas do espaço-tempo cosmológico. Conforme a ob-
servação de expansão uniforme das galáxias feita por Hubble, e confirmada posteriormente,
as geodésicas do espaço-tempo cosmológico são curvas que se afastam de forma ordenada e
regular com o tempo (no presente estágio de expansão, como veremos posteriormente, elas
podem vir a se aproximar), e não se interceptam. Assim, podemos construir um sistema
de coordenadas no qual as geodésicas definam as coordenadas espaciais, na forma

xi
geod = cte. (2.2)

Ao longo deste trabalho, os ı́ndices utilizando letras do alfabeto latino denotarão as coor-
denadas espaciais de um evento, assim como as componentes espacias de um quadrivetor,
e o ı́ndice 0 denotará a coordenada temporal x0 = ct. Para nos referirmos ao conjunto
das quatro coordenadas utilizaremos ı́ndices do alfabeto grego. Portanto, o ı́ndice i na
expressão acima diz respeito às coordenadas espaciais. Desta forma, no sistema comóvel,
as coordenadas espaciais ao longo de uma geodésica são constantes.

A coordenada temporal pode ser definida de forma que cada hipersuperf́ıcie ortogonal
às quadrivelocidades de todas as geodésicas, seja uma hipersuperf́ıcie de simultaneidade,
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caracterizada pela coordenada t = cte. Podemos ver na figura abaixo um esquema da
estrutura de tal sistema.

Fig. 2.1: Esquema da estrutura do sistema de coordenadas comóvel. As curvas a, b, c, d, e

e f são geodésicas do espaço-tempo, ao longo das quais xi é constante. As linhas tracejadas

representam as diferentes hipersuperf́ıcies de simultaneidade. Figura extráıda de [2].

No sistema de coordenadas comóvel, um observador que segue uma geodésica estará em
repouso. Sua seção espacial será, por definição, exatamente a hipersuperf́ıcie de simultane-
idade do sistema. Ele é chamado observador comóvel, e observará um universo homogêneo
e isotrópico. Devido ao repouso com relação a um mesmo sistema de coordenadas utilizado,
todos os observadores comóveis medem o mesmo tempo, que é a coordenada temporal do
sistema. Este é chamado tempo cosmológico, e a evolução do universo é descrita em função
dele.

Definido o sistema de coordenadas, resta ainda relacionar as medidas feitas por di-
ferentes observadores. Segundo o postulado de Weyl, corroborado pelas observações de
Hubble, as galáxias seguem geodésicas do espaço-tempo. Assim, observadores nelas pre-
sentes são observadores comóveis, e medem todos o mesmo intervalo de tempo entre dois
eventos (tempo cósmico) e a mesma distância espacial. Sabemos no entanto que as galáxias
apresentam velocidades peculiares, devido à interação com aglomerados e outros objetos
próximos, e não seguem exatamente as geodésicas de espaço-tempo. Estas velocidades
podem ser corrigidas de forma a obtermos medidas no referencial comóvel. Além disso, em
muitos casos elas são despreźıveis.

As propriedades de isotropia e homogeneidade da seção espacial dos observadores
comóveis implicam que as componentes da métrica no sistema comóvel devam apresen-
tar isometrias por translação e rotação dos eixos espaciais. É posśıvel mostrar que, para
tal, ela deve ter os termos [2, 3]

gi0 = 0

g00 = cte = 1.

Assim, o elemento de linha pode ser escrito na forma

ds2 = c2dt2 − dσ2, (2.3)

onde dσ2 é o elemento de linha sobre a hipersuperf́ıcie de simultaneidade, ou seja, o ele-
mento de linha espacial, dado por
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dσ2 = hijdxidxj (2.4)

Resta determinar o formato das componentes hij. Conforme a discussão acima, elas de-
vem descrever uma hipersuperf́ıcie de três dimensões, que respeite o prinćıpio cosmológico,
caracterizada por um determinado valor da coordenada temporal. Existem três possibil-
idades para tal [3]. A primeira delas possui curvatura nula e é um plano 3D. Assim, o
elemento de linha é o elemento de linha euclideano, dado em coordenadas esféricas por

dσ2 = a2
[
dr2 + r2(dθ2 + sin2 θdφ2)

]
,

onde r, θ e φ são coordenadas espaciais esféricas, que localizam um ponto sobre uma
determinada hipersuperf́ıcie de simultaneidade. O parâmetro a será discutido a seguir.

Temos também os casos com curvatura positiva e negativa. No caso de curvatura
positiva o espaço consiste numa hipersuperf́ıcie esférica de três dimensões imersa no espaço-
tempo de quatro dimensões. Ela é caracterizada por

(x0)2 + (x1)2 + (x2)2 + (x3)2 = a2

onde a é o raio da hiperesfera.
Utilizando coordenadas esféricas em 4 dimensões, o elemento de linha neste caso é dado

por

dσ2 = a2
[
dχ2 + sin2 χ(dθ2 + sin2 θdφ2)

]
, (2.5)

onde χ é o ângulo azimental em quatro dimensões. Podemos notar que, fixando χ, voltamos
ao elemento de linha de uma superf́ıcie esférica com duas dimensões caracterizada pelo raio
a sin χ. Assim, definimos como coordenada radial

r = sin χ

e temos

dσ2 = a2

[
dr2

1− r2
+ r2(dθ2 + sin2 θdφ2)

]
. (2.6)

Notemos que neste caso os observadores não têm acesso direto à coordenada r, interna
à hipersuperf́ıcie, mas somente às distâncias e coordenadas medidas sobre ela.

O terceiro caso possui curvatura negativa, e consiste numa hipersuperf́ıcie com formato
de sela. Neste caso define-se r = sinh χ, e o elemento de linha em cada hipersuperf́ıcie de
simultaneidade é dado por

dσ2 = a2

[
dr2

1 + r2
+ r2(dθ2 + sin2 θdφ2)

]
. (2.7)

As três possibilidades descritas acima podem ser escritas de maneira unificada como

dσ2 = a2

[
dr2

1− kr2
+ r2(dθ2 + sin2 θdφ2)

]
, (2.8)

onde as variáveis r, θ e φ são as coordenadas espaciais e o parâmetro k está relacionado
com a geometria do universo. Para k = 1 temos um universo com curvatura positiva, para
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k = 0 temos um universo com curvatura nula, e para k = −1 um universo com curvatura
negativa.

O elemento de linha acima considera uma determinada hipersuperf́ıcie de simultanei-
dade do espaço-tempo. O valor de a pode portanto variar de uma delas para outra, ou
seja, variar com o tempo. Assim, obtemos para o espaço-tempo um elemento de linha na
forma

ds2 = c2dt2 − a2(t)

[
dr2

1− kr2
+ r2(dθ2 + sin2 θdφ2)

]
. (2.9)

Note que, assim como ao longo de todo este trabalho, estamos utilizando a assinatura da
métrica na forma (+,-,-,-).

A métrica que resulta em tal elemento de linha é chamada métrica de Friedmann
Robertson Walker (FRW). A definição completa da métrica do espaço-tempo cosmológico
passa agora por determinar não só o valor de k mas a evolução temporal de a(t). Este é o
chamado fator de escala que, como veremos mais adiante, dá a dimensão de distância para
as coordenadas espaciais comóveis. Além disso, devido ao fato de as coordenadas comóveis
de um observador comóvel serem, por definição, constantes, a expansão do universo medida
por Hubble é expressa por uma função a(t) crescente com o tempo. O formato de a(t)
determina, portanto, a evolução temporal das seções espaciais do espaço-tempo. Assim,
com a utilização do sistema comóvel, a expansão do universo pode ser interpretada não
como o deslocamento dos corpos nele presentes, mas como a expansão do próprio espaço,
e portanto do elemento de linha.

Resolver as equações de Einstein para o universo significa agora obter uma expressão
para a(t). Como veremos mais adiante, o valor de k está diretamente ligado ao conteúdo
de energia do universo, ou seja, aos valores envolvidos no tensor energia-momento deste,
no lado direito das equações de Einstein.

A partir da métrica FRW, é posśıvel obter algumas caracteŕısticas cinemáticas do uni-
verso independentemente de sua dinâmica. Uma delas é o redshift cosmológico, e outra,
que será utilizada neste trabalho, diz respeito às medidas de distância num universo FRW.

I.1 Redshift Cosmológico

Interpretando o afastamento das galáxias proveniente da expansão do universo do ponto
de vista newtoniano, o redshift observado por Hubble seria devido ao efeito Doppler. Como
vimos, no sistema de coordenadas comóvel as galáxias estão em repouso, a menos de ve-
locidades peculiares, e não estão sujeitas ao efeito Doppler. No entanto, sabemos observa-
cionalmente que sua luz de fato apresenta um desvio para o vermelho, denominado redshift
cosmológico. Ele pode ser obtido teoricamente ao considerarmos o percurso traçado por
um fóton entre a fonte e o observador, num espaço-tempo com a métrica FRW.

Consideremos para tanto uma fonte emissora de raios luminosos que são detectados por
um observador comóvel, posicionado na origem do sistema de coordenadas, sem perda de
generalidade, onde ~r = 0. Considerando a homogeneidade e isotropia do espaço, a curva
de mundo traçada pela onda eletromagnética manterá as coordenadas θ e φ constantes,
havendo variação apenas na coordenada r. Pela teoria de relatividade, sabemos que a
trajetória da luz corresponde a uma curva de mundo caracterizada por
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ds2 = c2dt2 − a2(t)

1− kr2
dr2 = 0.

Temos então

cdt

a(t)
=

1√
1− kr2

dr.

Suponhamos agora duas cristas de uma onda eletromagnética emitidas consecutiva-
mente, sendo a primeira em tem e a segunda em tem + ∆tem, que serão detectadas pelo
observador nos tempos tobs e tobs + ∆tobs, respectivamente. Assim, integrando a equação
acima dos dois lados para cada uma destas cristas de onda temos, respectivamente,

tobs∫

tem

cdt

a(t)
=

0∫

rem

dr√
1− kr2

, (2.10)

tobs+∆tobs∫

tem+∆tem

cdt

a(t)
=

∫ 0

rem

dr√
1− kr2

, (2.11)

onde rem é a coordenada da fonte. Subtraindo a equação (2.11) de (2.10), temos

tobs∫

tem

cdt

a(t)
−

tobs+∆tobs∫

tem+∆tem

cdt

a(t)
= 0,

que pode ser escrita na forma

tem+∆tem∫

tem

cdt

a(t)
−

tobs+∆tobs∫

tobs

cdt

a(t)
= 0.

Considerando que ∆tem e ∆tobs são, respectivamente, os intervalos temporais entre a
emissão e detecção de uma crista de onda e da outra, e portanto pequenos em com-
paração com a evolução do fator de escala, podemos considerar este constante no cálculo
das integrais acima, de onde obtemos

c∆tem
a(tem)

=
c∆tobs

a(tobs)
.

Por se tratar do intervalo temporal entre duas cristas de onda consecutivas, ∆tem e
∆tobs não são nada mais que o peŕıodo T da onda, quando emitida e quando detectada
pelo observador, respectivamente. Considerando que T = λ

c
, temos

λem

λobs

=
a(tem)

a(tobs)
.

A definição usual do redshift é

z =
λobs − λem

λem

.
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Neste trabalho utilizaremos o ı́ndice 0 para denotar o valor de grandezas no presente.
Assim, considerando observações feitas no tempo presente, em t = t0, temos para a luz
emitida por um determinado objeto no instante t:

1

1 + z
=

λem

λ0

=
a(tem)

a0

. (2.12)

Quando observamos um objeto, recebemos a luz que foi por ele emitida em tem. Devido
à expansão do universo, o fator de escala cresce com o tempo, e portanto seu valor a(tem) =
a(t) diminui quanto menor é o valor de tem(t). Assim, quanto menor t, maior o redshift
do objeto. Por outro lado, a luz de objetos mais distantes demora mais para chegar até
nós, fazendo com que quanto mais distante o objeto observado, estejamos recebendo uma
imagem mais antiga, com menor valor de tem e maior redshift. Assim, redshifts baixos
implicam pequenas distâncias e a observação do universo mais recente enquanto que altos
redshifts implicam em altas distâncias e observação de objetos mais antigos. Estas relações
serão utilizadas posteriormente, além de permitirem que possamos usar o redshift como
parâmetro para a evolução do universo, assim como o fator de escala.

É importante ressaltar novamente que, no contexto da relatividade geral, este redshift
não se deve ao efeito Doppler associado à velocidade das galáxias, visto que no referencial
comóvel ela é nula, mas sim às propriedades do espaço-tempo.

I.2 Distâncias no universo FRW

Em um universo com a métrica de FRW, dada pelo elemento de linha em (2.9), a
medida de distâncias, assim como a relação destas com as coordenadas r, θ e φ pode
não ser trivial, devido aos efeitos da expansão e eventual curvatura. Além disso, distâncias
obtidas com diferentes métodos, que num universo plano e estático são equivalentes, passam
a ser diferentes umas das outras e a se relacionar de forma distinta com as coordenadas
comóveis. É necessário portanto um cuidado especial ao falarmos em distâncias.

Chamaremos distância f́ısica entre dois pontos a distância medida por um observador
comóvel entre dois eventos que ocorrem sobre uma mesma hipersuperf́ıcie de simultane-
idade. Ela pode ser obtida da integração do elemento de linha desta hipersuperf́ıcie.
Consideremos duas galáxias 1 e 2, com coordenadas (r1, θ1, φ1) e (r2, θ2, φ2), respectiva-
mente. A distância f́ısica entre dois eventos que ocorram simultaneamente nestas galáxias,
e portanto entre elas é dada por

df =

θ2,φ2,r2∫

θ1,φ1,r1

ds = a(t)

θ2,φ2,r2∫

θ1,φ1,r1

[
dr2

1− kr2
+ r2(dθ2 + sin2 θdφ2)

] 1
2

. (2.13)

Note que a integral na expressão acima consiste em uma integral de linha sobre a menor
trajetória entre os dois eventos e galáxias em questão. A partir da expressão acima,
podemos definir a chamada distância comóvel, dada por

dc =

θ2,φ2,r2∫

θ1,φ1,r1

[
dr2

1− kr2
+ r2(dθ2 + sin2 θdφ2)

] 1
2

. (2.14)

Podemos então escrever
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df = a(t)dc. (2.15)

É importante lembrar que as expressões (2.15) e (2.14) acima dizem respeito às distâncias
entre eventos pertencentes a uma mesma hipersuperf́ıcie de simultaneidade. A partir das
definições e expressões acima, vemos que a distância comóvel é afetada pela curvatura
do espaço, mas não pela sua expansão, permanecendo constante com o tempo, a menos
de velocidades peculiares. O fator de escala a(t) dá o caráter de distância f́ısica, medida
de fato por um observador, à distância comóvel. Isto significa que, embora no sistema
de coordenadas comóvel as galáxias estejam em repouso, podemos associar a elas uma
velocidade de afastamento gerada pela expansão do próprio elemento de linha, que leva
ao aumento da distância f́ısica. Ela pode ser obtida derivando esta última com relação ao
tempo:

v =
d

dt
df = ȧ(t)dc =

ȧ(t)

a(t)
df . (2.16)

Definindo

H(t) =
ȧ

a
, (2.17)

temos

v(t) = H(t)df . (2.18)

No caso de t = t0 a relação acima se reduz a

v = H0df (2.19)

Esta é a chamada Lei de Hubble. Ela foi formulada pela primeira vez pelo próprio Hub-
ble, em 1929, quando realizou suas observações. Na verdade, devido à forma de medida,
as distâncias obtidas por Hubble eram as chamadas distâncias de luminosidade, definidas
a seguir. No entanto, como mostraremos, no caso de pequenas distâncias elas são aproxi-
madamente iguais à distância f́ısica.

Distância de Luminosidade

Uma das formas mais importantes de medir distâncias cosmológicas é utilizando objetos
de luminosidade conhecida, chamados velas-padrão. Assim, medindo o fluxo de energia
que chega até nós proveniente do objeto, podemos determinar a distância à qual ele se
encontra. Considerando uma emissão uniforme em todas as direções, e um universo plano
e estático, a densidade de fluxo F medida por um observador a uma distância f́ısica df da
fonte corresponde a

F =
L

4πd2
f

=
L

4π(a0dc)2
, (2.20)

onde L é a luminosidade de fonte (energia emitida por unidade de tempo). Note que neste
caso temos o fator de escala constante, a(t) = a(t0) = a0.

Num universo com a métrica de FRW, no entanto, estas grandezas, F e L, se relacionam
de maneira mais complexa. Deve ser levada em conta não só a expansão do universo, que
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gera o progressivo aumento da distância f́ısica que um fóton emitido deve percorrer, como
também o redshift cosmológico e efeitos devidos à eventual curvatura do universo. Para uti-
lizar tal método como medida de distância, é necessário encontrar a relação correspondente
a (2.20) para um universo FRW.

Consideremos uma fonte com emissão monocromática e uniforme em todas as direções,
localizada na origem do sistema de coordenadas espaciais, sem perda de generalidade, sendo
observada por um observador comóvel com coordenadada radial r, no tempo t = t0. A
densidade de fluxo F detectada por tal observador será dada pela energia E que atravessa
uma superf́ıcie esférica de coordenada r fixa, por unidade de tempo, dividida pela área
total da superf́ıcie, A, ou seja,

F =
E

A
. (2.21)

Tal superf́ıcie é caracterizada pela coordenada radial r e temporal t = t0. Seu elemento de
área é portanto

dA = a2
0r

2 sin θdθdφ,

cuja integral resulta em
A = 4π(a0r)

2.

Precisamos agora obter a quantidade de energia E que atravessa a superf́ıcie por
unidade de tempo. Sabemos que a energia de um fóton é proporcional à frequência, na
forma

Efoton = hν.

Assim, a energia E∆tobs
que atravessa a superf́ıcie em questão em um intervalo de tempo

∆tobs é dada por

E∆tobs
= N × hνobs, (2.22)

onde N é o número de fótons que atravessa a superf́ıcie no intervalo de tempo ∆tobs. No
cálculo do redshift cosmológico vimos que duas cristas de onda que são detectadas num
intervalo temporal ∆tobs foram emitidas num intervalo ∆tem = ∆tobs

1+z
. Considerando a luz

emitida como fótons, o mesmo ocorrerá com eles: os fótons detectados dentro do intervalo
∆tobs foram emitidos no intervalo

∆tem =
∆tobs

1 + z
. (2.23)

Em consequência disso, o número N na expressão (2.22) é igual ao número de fótons emi-
tidos neste intervalo de tempo ∆tem. Este último, por sua vez, corresponde à luminosidade
da fonte dividida pela energia de cada fóton, multiplicada pelo intervalo temporal consi-
derado, no caso ∆tem. Utilizando a relação ν = c

λ
, assim como as relações (2.23) e (2.12),

obtemos

N = L×∆tem
λem

hc
=

L× λobs ×∆tobs

hc(1 + z)2
. (2.24)

Utilizando agora as expressões (2.22) e (2.24) temos
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E∆tobs
=

L×∆tobs

(1 + z)2
, (2.25)

e, por fim, substituindo a expressão acima em (2.21), a relação entre a densidade de fluxo
de energia e a luminosidade resulta em

F =
L

4π [ra0(1 + z)]2
. (2.26)

Por analogia com (2.20), definimos a distância de luminosidade:

dL = a0(1 + z)r, (2.27)

a partir da qual podemos escrever (2.35) como

F =
L

4πd2
L

. (2.28)

Para universos com curvatura não nula, a coordenada r presente na expressão (2.27)
não é pasśıvel de medida direta. No entanto, podemos obtê-la como função de H(t).

Sabemos que os eventos de emissão e detecção dos fótons em questão são unidos por
curvas do tipo luz, por estes percorridas. Considerando que a fonte se encontra na origem
do sistema de coordenadas espaciais, a variação das coordenadas angulares ao longo de
tais curvas é nula, e temos então

ds = 0 −→ dr√
1− kr2

=
cdt

a(t)
. (2.29)

Integrando a expressão acima dos dois lados da igualdade, utilizando a definição de H(t)
e a relação (2.12) temos

r∫

0

dr′√
1− kr′2

=

t0∫

tem

cdt

a(t)
=

z∫

0

cdz′

Ha0

. (2.30)

A integral do lado esquerdo, que nada mais é que a distância comóvel dc entre a fonte e
o observador, pode ser calculada analiticamente para cada um dos valores posśıveis para
k. Fazendo as substituições de variáveis r′ = sinh χ e r′ = sin χ para os casos k = −1 e
k = 1, respectivamente, obtemos

r∫

0

dr′√
1− kr′2

=





sinh−1 r, k=-1;
r, k=0;
sin−1 r, k=1.

Assim, considerando também (2.29), em cada caso podemos escrever r como

r =





sinh
z∫
0

cdz
H(z)a0

, k=-1,

z∫
0

cdz
H(z)a0

, k=0,

sin
z∫
0

cdz
H(z)a0

, k=1,
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e a distância de luminosidade é dada então por

dL = c(1 + z)





sinh
z∫
0

dz
H(z)

, k=-1;

z∫
0

dz
H(z)

, k=0;

sin
z∫
0

dz
H(z)

, k=1.

(2.31)

Caso de pequenas distâncias

Consideremos agora o caso de pequenas distâncias, no qual a coordenada comóvel r, o
redshift z e a diferença entre o tempo de emissão e de detecção de um fóton, ∆t = tobs− tem
são pequenos o suficiente para que possamos desprezar os termos quadráticos em tais
variáveis. Note que a partir de agora estamos utilizando a notação tobs = t0 = tem + ∆t.

A distância comóvel entre fonte e observador, dada pela integral do lado esquerdo da
igualdade (2.29) pode então ser aproximada por

dc =

r∫

0

dr′√
1− kr′2

≈
r∫

0

dr′
(

1 +
kr′2

2

)
≈ r. (2.32)

O fator de escala pode ser expandido em série de Taylor em torno de t = t0, na forma

a(t) = a(t0) + ȧ(t0)(t− t0) +O(t− t0)
2 = a0 (1 + H0(t− t0)) , (2.33)

onde a segunda igualdade foi obtida desprezando os termos de ordem igual ou superior a
(t− t0)

2.
Podemos também expandir em série de Taylor a expressão (2.12), que resulta em

a

a0

= 1− z +O(z2)

Comparando a expressão acima com (2.33) e desprezando os termos em z2 temos

a0 [1 + H0(t− t0)] = a0(1− z) −→ t0 − t =
z

H0

, (2.34)

Consideremos agora a integral do lado direito da igualdade (2.29). Utilizando a expansão
(2.33) temos

t0∫

tem

cdt

a(t)
=

t0∫

t0−∆t

cdta−1
0 (1 + H0(t− t0))

−1 .

Resolvendo tal integral e desprezando os termos em (t0 − tem)2 = ∆t2 obtemos

t0∫

tem

cdt

a(t)
≈ c∆t

a0

.
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Considerando a relação (2.34) para t = tem, o que é válido por estarmos no limite de
pequenas distâncias, obtemos finalmente

t0∫

tem

cdt

a(t)
≈ cz

H0a0

.

Utilizando o resultado acima e as expressões (2.32) e (2.30), temos, para pequenas distâncias

r ≈ cz

H0a0

,

o que, conforme a definição da distância de luminosidade, (2.31) resulta em

dL ≈ a0(1 + z)
cz

H0a0

,

que, desprezando novamente os termos em z2 leva a

dL ≈ cz

H0

−→ cz = H0dL. (2.35)

Por outro lado, a distância f́ısica é dada por (2.15), que, neste caso e no limite de
pequenas distâncias, leva a

df ≈ a0(1z)
−1r ≈ a0(1− z)

cz

H0a0

. (2.36)

Desprezando os termos om z, obtemos

df ≈ cz

H0

≈ dL. (2.37)

Assim, vemos que para pequenas distâncias e baixos redshifts, a distância f́ısica e a
distância de luminosidade são equivalentes. Além disso, utilizando a lei de Hubble dada
na equação (2.19) obtemos finalmente,

v = H0df ≈ H0dL ≈ cz (2.38)

onde v é a velocidade da fonte luminosa devido à expansão do universo.
Tal relação também pode ser obtida considerando o redshift cosmológico como fruto do

efeito Doppler devido ao afastamento das galáxias, no limite de baixas velocidades. De
fato, quando realizou suas obervações e obteve a relação (2.19), Hubble utilizou o redshift
como indicador de velocidade através de (2.38). A expressão obtida em (2.35) constitui
ainda hoje, em conjunto com (2.38), num dos métodos mais confiáveis para a estimativa de
distâncias até objetos de redshifts moderados, pertencentes ao chamado fluxo de Hubble,
(0.01 < z < 0.1). Para estes valores de z, temos distâncias pequenas o suficiente para
podermos utilizar a relação (2.35) e grandes o suficiente para que a velocidade peculiar
dos objetos seja pequena em relação à velocidade de expansão, minimizando os erros ao
considerarmos vexpansão = cz.
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II Dinâmica do universo

A métrica de Friedmann-Robertson-Walker (FRW) deixa em aberto tanto a curvatura
do universo quento a evolução temporal do parâmetro de escala. Estas informações virão
da resolução das equações de Einstein, que discutiremos abaixo.

II.1 O lado métrico

Do lado esquerdo da equação (2.1) temos o tensor de Einstein, associado às carac-
teŕısticas métricas do espaço-tempo. Ele pode ser obtido em função de k e a(t) a partir da
métrica FRW. Considerando o elemento de linha (2.9), suas componentes no referencial
comóvel são dadas por

gµν =




1 0 0 0

0 − a2(t)
1−kr2 0 0

0 0 −r2a2(t) 0
0 0 0 −r2a2(t) sin2 θ


 .

A partir da métrica, calculamos os śımbolos de Christoffel e o tensor de Riemann através
de suas definições:

Γµ
αβ =

1

2
gµλ

[
∂gλα

∂xβ
+

∂gλβ

∂xα
− ∂gαβ

∂xλ

]
,

Rµ
ναβ =

∂Γµ
νβ

∂xα
− ∂Γµ

να

∂xβ
+ Γµ

λαΓλ
νβ − Γλ

ναΓµ
βλ.

O tensor de Ricci Rµν é obtido a partir da contração do tensor de Riemann obtemos e,
contraindo-o novamente, obtemos o escalar de curvatura, R, na forma

Rµν = Rλ
µλν ,

R = Rµ
µ.

Assim, chegamos às componentes para o tensor de Einstein, cujas únicas componentes
não nulas são:

G1
1 = G2

2 = G3
3 = − 1

c2

[
2ä

a
+

ȧ2 + kc2

a2

]
(2.39)

G0
0 = − 3

c2

[
ȧ2 + kc2

a2

]
(2.40)

II.2 O tensor energia-momento do universo

Do lado direito das equações de Einstein temos o termo de fonte, ou seja, o tensor
energia-momento. Para resolvê-las considerando o universo como um todo, temos que
utilizar o tensor energia-momento considerando toda a quantidade de energia e matéria
contida neste. Para tal, considera-se que o universo é preenchido continuamente por um

16



fluido perfeito. Isto significa que para um observador em repouso com relação ao fluido
como um todo ele é isotrópico e homogêneo, o que vai ao encontro do prinćıpio cosmológico.
Este observador, de acordo com a discussão anterior, nada mais é que o observador comóvel.
É importante ressaltar que, quando falamos em repouso em relação ao fluido como um todo,
estamos excluindo as velocidades peculiares dos componentes do fluido. Tais componentes
são basicamente, no caso da matéria, as galáxias, e, no caso da radiação, os fótons da
radiação cósmica de fundo. As componentes do tensor energia-momento de um fluido
perfeito num sistema qualquer de coordenadas são dadas por [2]

T µν = (p + ρ)uµuν − pgµν , (2.41)

onde uµ é a quadrivelocidade do fluido e p e ρ a pressão e a densidade de energia, res-
pectivamente, medidas por um observador em repouso com relação ao fluido, como é o
caso de um observador comóvel. No referencial comóvel o fluido está em repouso, tendo a
quadrivelocidade dada por

uµ = (1, 0, 0, 0).

Obtém-se então as componentes do tensor energia-momento. As únicas componentes
não nulas são

T 0
0 = ρ, (2.42)

T 1
1 = T 2

2 = T 3
3 = −p. (2.43)

A igualdade das três componentes espaciais do tensor energia momento, assim como
das três componentes espaciais da diagonal do tensor de Einstein já era esperada, pois está
associada à homogeneidade e isotropia do espaço.

Consideremos agora a equação de conservação do tensor energia momento:

T µ
ν;µ ≡

∂T µ
ν

∂xµ
+ Γµ

λµT
λ
ν − Γλ

νµT
µ
λ = 0. (2.44)

Aplicando-a no caso do tensor energia-momento obtido, chegamos à equação de conservação
de energia para o universo,

∂ρ

∂t
+

3ȧ

a
(ρ + p) = 0. (2.45)

A equação acima vale para a densidade de energia e pressão do fluido como um todo,
considerando todos os seus componentes. Podemos escrevê-la na forma

∑
i

[
∂ρi

∂t
+ 3H(ρi + pi)

]
= 0,

onde o subscrito i diz respeito a cada um dos componentes do universo. A equação de
conservação de energia escrita na forma acima considera que possa haver troca de ener-
gia entre os diferentes componentes do fluido cósmico (por exemplo, matéria bariônica e
radiação). Se considerarmos componentes desacoplados um do outro, e que portanto não
interagem entre si, podemos escrever a equação (2.45) para cada um dos componentes
separadamente.
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Até o fim do século passado, acreditava-se que o universo era composto por radiação
e matéria não relativ́ıstica, sendo esta última dividida em matéria escura (que conforme
observações é predominantemente não bariônica) e matéria bariônica. Como veremos na
seção IV deste caṕıtulo, para z < 1100, matéria e radiação estão desacopladas, e pratica-
mente não interagem mais. Assim, podemos tratá-las separadamente, e utilizar a expressão
(2.45) para cada uma delas.

Em cosmologia, é utilizada para caracterizar o comportamento de um fluido a sua
equação de estado que associa pressão e densidade de energia, dada por

p = f(ρ). (2.46)

É frequente considerarmos a equação (2.46) na forma abaixo, chamando equação de estado
a função w, sendo esta constante ou evoluindo com o tempo.

p = w(t)ρ. (2.47)

A partir dela, podemos escrever a equação de conservação de energia para o fluido carac-
terizado pelo ı́ndice i como:

dρi

dt
+

3ȧ

a
ρi(1 + 3wi(t)) = 0, (2.48)

que pode ser escrita também na forma

dρi

ρi(a)
= −3a−1(1 + wi(a))da.

Note que podemos considerar a equação de estado tanto como função do tempo como do
fator de escala ou do redshift. Integrando esta igualdade dos dois lados, considerando que
d ln a = da

a
e utilizando como condição de contorno ρi(a0) = ρi0 obtemos

ρi(a) = ρi0

(
a

a0

)−3

e
−3

aR
a0

w(a′)d ln a′

. (2.49)

No caso de wi constante a expressão acima leva a

ρ(a) = ρi0

(
a

a0

)−3(1+wi)

(2.50)

Sabemos que atualmente as galáxias possuem velocidades peculiares não relativ́ısticas.
É posśıvel mostrar [2] que a equação de estado de um fluido de part́ıculas não relativ́ısticas
é dada por

w =
v2

c2

Para a velocidade peculiar t́ıpica das galáxias de hoje, v2

c2
≈ 10−5 [2]. Assim, podemos

desprezar a pressão da matéria bariônica, considerando sua equação de estado nula. O
mesmo é feito para a matéria escura, considerando que ela é também não relativ́ıstica,
como indicam as observações. Substituindo este valor em (2.50) obtemos a expressão para
a densidade de energia na forma de matéria não relativ́ıstica:
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ρM = ρM0

(
a

a0

)−3

. (2.51)

Conforme expressão acima, a densidade de energia de matéria não relativ́ıstica no
universo diminui com a3. Este fato pode ser compreendido se lembrarmos que a energia de
uma part́ıcula em repouso é proporcional à sua massa, e portanto constante. Além disso,
considerando que o número de part́ıculas de matéria não relativ́ıstica é aproximadamente
constante, é natural que a densidade de energia diminua conforme aumenta o volume,
e portanto com a3. O mesmo vale para a matéria escura, supondo que ela apresente
propriedades semelhantes aos bárions.

Sabemos da mecânica estat́ıstica que a equação de estado para um gás de fótons é dada
por

wR =
1

3

Assim, a expressão para a densidade de energia na forma de radiação é dada por:

ρR = ρR0

(
a

a0

)−4

. (2.52)

Como no caso da matéria, a expressão acima é compreenśıvel. De fato, a densidade
de fótons, assim como a de part́ıculas de matéria, diminui com o aumento do volume,
e portanto é proporcional a a−3, enquanto que a energia de cada fóton, proporcional à
frequência, diminui com a, devido ao redshift cosmológico. Assim, a densidade de energia
em radiação diminui com a4.

Sabe-se das observações cosmológicas que atualmente a densidade de energia na forma
de matéria domina sobre a em forma de radiação. No entanto, o fato de a densidade de
energia da radiação diminuir mais rapidamente com o aumento do fator de escala faz com
que, num universo em expansão como o nosso, ela possa, em alguma época no passado, ter
sido maior que a densidade de energia de matéria. Isso de fato ocorreu, fazendo com que
um universo composto por matéria e radiação seja inicialmente dominado por radiação,
a chamada era da radiação, e em seguida passe a ser dominado por matéria, na era da
matéria. O valor aeq do fator de escala onde a transição de uma era para outra ocorre, e
portanto para o qual ρR = ρM , pode ser obtido igualando as expressões para as respectivas
densidades. Fazendo isso obtemos

aeq =
ρR0

ρM0

a0.

II.3 As equações de Friedmann

Obtidos o tensor de Einstein e o tensor energia-momento para o universo, resta agora
substitúı-los na equação de Einstein. Por ser uma equação tensorial que envolve tensores
simétricos, esta resultará em 10 equações diferenciais acopladas. No entanto, as compo-
nentes µ 6= ν tanto do tensor energia-momento quanto do tensor de Einstein são nulas,
fazendo com que restem apenas 4 equações. Mais uma vez devido à homogeneidade e
isotropia imposta, as equações espaciais são equivalentes. Assim, as equações de Einstein
resultam nas duas chamadas equações de Friedmann, que regem a dinâmica do universo:
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H2(t) = − kc2

a2(t)
+

8πG

3c2
ρ(t), (2.53)

2ä(t)

a(t)
= − ȧ2(t)

a2(t)
− kc2

a2(t)
− 8πGp

c2
. (2.54)

A partir das equações de Friedmann podemos relacionar a curvatura do universo com
seu conteúdo de energia. Da equação (2.53) vemos que para k = 0 o universo possui uma
densidade de energia que é chamada densidade cŕıtica, dada por

ρc(t) =
3H2(t)c2

8πG
.

Em particular em t = t0 temos

ρc0 =
3H2

0c
2

8πG
. (2.55)

Podemos definir também os parâmetros de densidade para cada componente do uni-
verso, assim como o parâmetro de densidade total, dados respectivamente por

Ωi =
ρi

ρc

, (2.56)

Ωt =
ρ

ρc

=
∑

i

Ωi. (2.57)

Observando a equação (2.53) e utilizando as definições acima, vemos que os parâmetros
de densidade, a densidade e a curvatura estão associados na forma

ρ = ρc −→ Ωt = 1 −→ k = 0,

ρ > ρc −→ Ωt > 1 −→ k > 0,

ρ < ρc −→ Ωt < 1 −→ k < 0.

Assim, as três geometrias posśıveis para o universo discutidas na seção I estão diretamente
associadas ao conteúdo de energia deste. As relações acima valem especialmente quando
consideramos ρc0 e Ωt0.

Para escrever a equação (2.53) de uma forma mais conveniente, podemos definir uma
densidade de energia relacionada à curvatura do universo, assim como o respectivo parâmetro
de densidade, como

ρk = −3kc4a−2(t)

8πG
= ρk0a

−2(t),

Ωk =
ρk

ρc

.

Comparando as equações acima com (2.50), podemos associar à energia de curvatura
a equação de estado constante wk = −1

3
. Utilizando (2.50) podemos escrever a equação

(2.53) como
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H2(t) =
8πG

3c2

∑
i

ρi(t),

que, no caso em que as equações de estado de todos os componentes são constantes, como
é o caso de um universo composto apenas por matéria e radiação, pode ser escrita como

H2 = H2
0

∑
i

Ωi0

(
a

a0

)−3(1+wi)

. (2.58)

A equação (2.54) pode ser reescrita mediante a definição da quantidade q(t), associada
à aceleração/desaceleração do universo e dada por

q(t) = − ä(t)

H2(t)a
. (2.59)

O valor q0 = q(t0) é chamado parâmetro de desaceleração e seu valor adquiriu especial
importância na cosmologia recente, devido às medidas de aceleração do universo. Conforme
sua definição, valores positivos de q(t) indicam a desaceleração do universo, enquanto que
valores negativos a sua aceleração. A equação (2.54) pode então ser reescrita como

H2(t)(1− 2q(t)) = − kc2

a2(t)
− 8πGp

c2
. (2.60)

Até o fim do século passado, as observações indicavam um universo atualmente pre-
dominantemente preenchido por matéria não relativ́ıstica. Como vimos, a densidade de
energia da matéria diminui mais lentamente com o aumento do fator de escala do que a
da radiação. Em consequência, a matéria continuaria dominando o cenário cosmológico,
ao menos enquanto houvesse expansão. Neste contexto, o futuro do universo pode ser es-
tudado resolvendo as equações de Friedmann considerando apenas a densidade de energia
na forma de matéria não relativ́ıstica, como faremos a seguir.

II.4 Solução para as equações de Friedmann na era da matéria.

Como discutido na seção II.2 deste caṕıtulo, a pressão de um fluido perfeito composto
por matéria não relativ́ıstica pode ser considerada nula. Utilizando a expressão para ρM(a)
obtida anteriormente, as equações de Friedmann ficam:

H2(t) = − kc2

a2(t)
+

8πG

3c2
ρM0

(
a

a0

)−3

, (2.61)

H2(t)(1− 2q(t)) = −kc2

a2
. (2.62)

Caso plano: k = 0

Considerando um universo plano, e dominado por matéria não relativ́ıstica, temos

ρ0 ≈ ρM0 ≈ ρc0 =
3H2

0c
2

8πG
.
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Fazendo tal substituição e multiplicando a equação (2.61) por a−2, obtemos para (2.61) e
(2.62):

ȧ(t) = H0a
3
2
0 a−

1
2 , (2.63)

H2(t)(1− 2q(t)) = 0. (2.64)

A equação acima pode ser escrita como

daa
1
2 = H0a

3
2
0 dt. (2.65)

Integrando tal equação dos dois lados da igualdade, obtemos

a(t)

a0

=

(
3H0

2

) 2
3

t
2
3 + B,

onde B é uma constante de integração, que é obtida fixando a condição de contorno
a(t = 0) = 0, de onde obtemos

a(t) =

(
3H0

2

) 2
3

t
2
3 . (2.66)

Note que, para t = t0, considerando a0 = 1, temos

t0 =
2

3H0

, (2.67)

que é a idade de um universo composto apenas por matéria.
A partir de (2.66), obtemos

ȧ(t) =
2a0

3t
− 2

3
0

t−
1
3 ,

ä(t) = − a0

9t
2
3
0

t−
4
3 ,

cujos limites quando t −→∞ são

lim
t→∞

ȧ = 0

lim
t→∞

ä = 0

Além disso, em qualquer instante de tempo com t > 0, ȧ(t) > 0 e ä(t) < 0. Isso
significa que num universo dominado por matéria não relativ́ıstica e com curvatura nula, o
fator de escala cresce sempre com o tempo, com aceleração negativa, de forma assintótica.
A partir da equação (2.64) obtemos também

q(t) = q0 =
1

2
, (2.68)

o que é coerente com o comportamento observado para ä(t) e ȧ(t).

22



Curvatura positiva, k = 1

A equação (2.61) pode ser escrita de forma mais conveniente para os caso k 6= 0, dada
abaixo [2]:

da = c
[α

a
− k

] 1
2
dt, (2.69)

onde a constante α é dada por

α =
2cq0

H0 [k(2q0 − 1)]
3
2

.

A partir de (2.69), temos

da
[

α
a
− k

]− 1
2

= cdt. (2.70)

Integrando a expressão dos dois lados da igualdade, com os limites t = 0, a(t = 0) = 0 e
t, a, temos

ct =

a∫

0

da′
[α

a′
− k

]− 1
2
. (2.71)

No caso com curvatura positiva, utilizamos, para resolver a integral à direita na igual-
dade acima, a transformação de variável a seguir:

a′ =
α

2
(1− cos θ) (2.72)

Em termos de θ, a equação (2.71) resulta em:

ct =

θ(a)∫

0

α

2
(1− cos θ′)dθ′. (2.73)

Assim, no caso de k = 1, a solução impĺıcita, em termos de θ, da equação (2.69) é

ct =
α

2
(θ − sin θ). (2.74)

Note que durante a resolução de tal equação, assumimos a(t = 0) = 0 e θ(a = 0) = nπ = 0.
Tais escolhas dizem respeito apenas a onde colocamos a origem do eixo temporal, e portanto
podem ser feitas livremente. A partir das expressões acima vemos que, no caso k = 1, o
fator de escala parte de a = 0(θ = 0) , cresce até atingir um valor máximo amax, em θ = π,
e volta a se contrair até atingir a = 0 novamente, com θ = 2π. Vemos da equação (2.61)
que neste momento ȧ → ∞. Temos então o chamado Big Crunch. O tempo no qual ele
ocorre e o valor de amax podem ser obtidos das relações (2.72) e (2.74):

amax = α(k = 1) =
2cq0

H0(2q0 − 1)
3
2

, (2.75)

tcrunch =
απ

2c
. (2.76)

23



Além disso, temos de (2.62) que

q(t) >
1

2
,

ou seja, o universo sempre desacelera. Esta condição vale inclusive para os dias atuais,
fazendo com que, num universo com curvatura positiva e preenchido por matéria não
relativ́ıstica, tenhamos q0 > 1

2
.

Curvatura negativa: k = −1

No caso de curvatura negativa, a equação (2.71) pode ser resolvida utilizando a substi-
tuição de variável abaixo.

a′ =
α

2
(cosh Ψ− 1). (2.77)

De maneira análoga ao caso k = 1, a solução impĺıcita obtida, em termos de Ψ é

ct = sinh Ψ− αΨ, (2.78)

onde α é dado por

α(k = −1) =
2cq0

H0(1− 2q0)
3
2

(2.79)

Notemos que a solução obtida apresenta um termo com sinh ψ ao invés do termo em sin θ
que aparece no caso k = 1. Além disso, há o termo em Ψ, para o qual não existe análogo
no caso com curvatura positiva. Estes termos levam ao crescimento indefinido do fator de
escala, que no limite de tempos muito grandes, cresce indefinidamente. Diferentemente do
caso plano, este crescimento não é assintótico. De fato, analisando a equação (2.69) vemos
que, com k = −1 e α positivo temos

lim
a→∞

ȧ 6= 0 (2.80)

A partir da expressão para α, vemos que neste caso devemos ter q(t) < 1
2

para que
a solução não divirja, e tenha sentido f́ısico. Além disso, vemos de (2.77) que valores
negativos de α implicam valores negativos do fator de escala, o que não tem sentido f́ısico.
Assim, num universo com curvatura negativa, 0 < q(t) < 1

2
. Em especial

0 < q0 <
1

2
. (2.81)

Como discutido anteriormente, no cenário do modelo cosmológico padrão, onde o uni-
verso é composto apenas por matéria não relativ́ıstica e radiação, as soluções expostas
acima para um universo composto por matéria não relativ́ıstica permitem associar as pro-
priedades de curvatura ao futuro deste. Obtemos neste caso as seguintes relações entre
curvatura, quantidade de energia e futuro de universo:
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ρ = ρc −→ Ωt = 1 −→ k = 0 −→ expansão eterna assintótica,

ρ > ρc −→ Ωt > 1 −→ k = 1 −→ Big Crunch,

ρ < ρc −→ Ωt < 1 −→ k = −1 −→ expansão eterna livre.

III Modelos com constante cosmológica

Em 1917 [4], logo após a publicação da teoria da relatividade geral, em 1915, o próprio
Albert Einstein buscou e publicou uma solução das equações de Einstein para o universo
como um todo. Como condições de contorno ele utilizou não só o prinćıpio cosmológico,
como assumiu que o universo era preenchido por uma quantidade de matéria suficiente
para tornar sua curvatura positiva, e era estático, possuindo fator de escala constante.
Estas condições estavam intimamente ligadas à visão de universo vigente na época.

Substituindo tais condições nas equações de Friedmann, vemos que elas levam às
equações [2]

− 3

a2(t)
= −8πG

c2
ρ0,

1

a2
= 0.

A segunda das equações acima claramente não apresenta solução f́ısica. Assim, um universo
estático não era permitido pelas equações de Einstein em sua formulação original.

É neste cenário que surge a constante cosmológica. Visando obter uma solução estática,
Einstein inseriu em suas equações uma constante que era permitida matematicamente, mas
carecia de um sentido f́ısico claro. As equações de Einstein com constante cosmológica são
dadas abaixo.

Rµν − 1

2
gµνR + Λgµν = −8πG

c4
Tµν (2.82)

A partir destas equações, Einstein obteve uma solução que consistia em um universo
preenchido por matéria, fechado e estático. Tal solução, no entanto, requer ajuste muito
fino para o valor de Λ, que deve ser dado por

Λ = Λc =
4πGρ0

c4
. (2.83)

Qualquer desvio com relação a Λc faz com que a solução estática obtida deixe de existir,
tornando a solução encontrada por Einstein instável .

Com a observação da expansão do universo feita por Hubble, foi mostrado que de fato
nosso universo não era estático, e portanto a inserção da constante cosmológica se tornou
desnecessária. No entanto, um valor não nulo para Λ permaneceu como uma possibilidade
teórica, e portanto presente no cenário da cosmologia padrão, constituindo um problema
em aberto na cosmologia atual. Como veremos no próximo caṕıtulo, com a medida da
aceleração do universo, a constante cosmológica voltou ao centro das atenções na cosmolo-
gia moderna. Na seção abaixo discutiremos brevemente os efeitos de tal termo sobre os
resultados acima obtidos e a dinâmica do universo.
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III.1 Modelo ΛCDM

Na seção II.4 deste caṕıtulo obtivemos relações entre a geometria do universo e o fu-
turo deste, considerando um universo sem constante cosmológica e atualmente dominado
por matéria não relativ́ıstica. Pretendemos agora estudar como o termo de constante cos-
mológica afeta a dinâmica do universo. Para tal, continuaremos considerando um universo
dominado por matéria não relativ́ıstica, mas agora com valor não nulo para Λ. Em vista
das observações atuais indicarem que a maioria da matéria do universo é composta por
matéria escura, tal modelo é chamado ΛCDM , na sigla em inglês.

As equações de Friedmann obtidas a partir das equações de Einstein dadas em (2.82)
são

H2 =
8πGρ

3c2
− kc2

a2
+

Λc2

3
, (2.84)

2
ä

a
= −8πG

c2
p−H2 − kc2

a2
+ Λc2. (2.85)

Substituindo a equação (2.84) em (2.85) obtemos

ä

a
= −4πG

3c2
(p + ρ) +

Λc2

3
. (2.86)

No caso do modelo ΛCDM , utilizando (2.51) e pM=0, obtemos para (2.86) e (2.84):

ȧ2 =
8πGρ0Ma3

0

3ac2
− kc2 +

Λa2c2

3
(2.87)

ä

a
= −4πGρM0a

3
0

a3c2
+

Λc2

3
(2.88)

Note que, da mesma forma que definimos um parâmetro de densidade de energia asso-
ciado à curvatura, Ωk, podemos definir um parâmetro de densidade de energia associado
à constante cosmológica:

ΩΛ =
Λc2

3H2
−→ ΩΛ0 =

Λc2

3H2
0

. (2.89)

A equação (2.88) nos permite obter informações sobre o sinal da aceleração do universo
no modelo ΛCDM . Enquanto no caso Λ = 0 estudado anteriormente ä é sempre negativo,
para valores positivos de Λ, podemos ter um universo com aceleração positiva.

No caso de valores negativos para Λ, obtemos, assim como no caso anterior, ä < 0
sempre. Consideremos agora a equação (2.87). Com o crescimento de a, o termo que
envolve a constante cosmológica aumenta, enquanto que o termo de curvatura permanece
constante e o de densidade de energia da matéria diminui, levando à progressiva dominância
do primeiro sobre os dois últimos. Devido ao termo em ȧ2 do lado esquerdo da igualdade,
sabemos que o lado direito deve ser positivo. Para valores negativos de Λ, isso implica que
haja um valor máximo para a, no qual ȧ = 0. Ou seja, independentemente da curvatura
do universo, com a inserção do termo em Λ negativo, este expande até um valor máximo
do fator de escala, e depois se contrai, ocorrendo o Big Crunch, de forma semelhante ao
caso Λ = 0, k = 1.
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Os efeitos mais interessantes, e que motivam o estudo de modelos com constante cos-
mológica não nula, ocorrem para valores positivos de Λ. Neste caso, conforme a equação
(2.88) podemos ter um universo com aceleração positiva, contanto que

Λ >
4πGρM0a

3
0

a3c4
. (2.90)

Considerando que Λ é constante, enquanto que, num universo em expansão, a cresce com
o tempo, isso ocorre para a(t) > a(tac) = aac, onde

aac =

(
4πGρ0Ma3

0

c4Λ

) 1
3

. (2.91)

Note que, como era esperado, quanto maior o valor de Λ, mais cedo (considerando a(t)
crescente) o termo de constante cosmológica domina e ocorre a aceleração.

Consideremos agora os diferentes valores para a curvatura. Nos casos com k = 0 ou
k = −1, podemos ver da equação (2.87) que ȧ nunca se anula. Sabendo que atualmente
ȧ > 0, vemos que para estes casos o fator de escala cresce invariavelmente até atingir
aac, a partir de quando a constante cosmológica domina e ocorre a aceleração, levando à
expansão eterna.

Para k = 1 temos duas possibilidades para o futuro do universo. Como vimos acima, a
partir de um determinado valor do fator de escala (aac), o termo de constante cosmológica
domina e a partir de então temos ä > 0. Por outro lado, conforme mostrado no caṕıtulo
anterior, um universo fechado com Λ = 0 expande até a(t) = amax e depois se contrai,
levando ao Big Crunch. O mesmo pode ocorrer num modelo ΛCDM , pois, como vemos na
equação (2.87), ȧ pode se anular, situação a partir da qual ocorre a contração. Conforme o
valor de Λ, este valor amax é inferior a aac, (aac > amax), fazendo com que a aceleração não
se inicie e ocorra o Big Crunch, ou superior (aac < amax), quando a constante cosmológica
domina, e leva à expansão eterna acelerada. A ocorrência de um ou outro caso dependerá
da relação entre a densidade de matéria do universo, caracterizada por ρM0 e o valor da
constante cosmológica.

IV O universo primordial

Como mostrado na seção II.4, as soluções das equações de Friedmann para um universo
preenchido por matéria não relativ́ıstica prevêem a existência de uma singularidade em
t = 0, quando a = 0.

Tais soluções são razoáveis na era da matéria, mas não na da radiação, que a precede.
Para estudar a existência ou não da singularidade, devemos portanto resolver as equações
(2.53) e (2.54) para um universo dominado por radiação.

Substituindo a expressão (2.52) em (2.53) obtemos

ȧ2 = −kc2 +
8πGρR0a

4
0

3c2a2
. (2.92)

Devido ao fato da era da radiação ocorrer no universo jovem, podemos tomar o limite
para pequenos valores de a(t), caso em que o termo que envolve ρR0 do lado direito cresce
indefinidamente, fazendo com que o termo de curvatura seja despreźıvel. Neste caso, temos
para a equação (2.92):

27



ȧ(t) =

(
8πGρR0a

4
0

3c2

) 1
2

a−1, (2.93)

cuja resolução leva a

a(t) ∝ t
1
2 . (2.94)

Como vemos, a solução para o fator de escala na era da radiação também apresenta
uma singularidade, neste caso em t = 0. Note que a escolha da origem do eixo temporal é
arbitrária, e é frequente escolhermos a(t = 0) = 0.

A interpretação f́ısica de tal singularidade não é trivial e apresenta problemas, pois
a própria noção de espaço e métrica deixam de fazer sentido em tal ponto. Além disso,
nossas teorias atuais não dão conta de descrever os eventos que ocorreram arbitrariamente
próximos à singularidade.

Independentemente destas questões, vemos que a partir da relatividade geral obtemos
um universo dinâmico que teve um ińıcio, ou ao menos um momento em que possúıa
tamanho arbitrariamente pequeno, a partir da qual houve a expansão. Este processo é o
chamado Big Bang.

A idéia de ińıcio do espaço-tempo, ou do universo conhecido, que consequentemente
possui uma dinâmica e evolui, traz consigo uma série de desafios e questões adicionais. É
preciso descrever com que caracteŕısticas foi este ińıcio e como o universo evoluiu delas
para as atuais.

É com este cenário que trabalha a cosmologia atual. Assim, faz parte da tarefa desta
construir um perfil de evolução do cosmos desde este ińıcio pequeno e concentrado, quando
as densidades de energia eram bastante altas, até os dias de hoje, incluindo não só a
evolução do espaço-tempo (a forma da função a(t)) mas também a evolução dos seus
constituintes.

Uma destas questões, colocada inicialmente por G. Gamow, por volta de 1948, diz
respeito à formação dos elementos leves. Já na época sabia-se da astrof́ısica que a fusão
dos elementos pesados se dava no interior das estrelas, a partir dos núcleos leves, onde
há temperatura e pressão altas o suficiente para realizar tal processo. Gamow e seus
colegas explicaram a formação dos elementos leves no ińıcio do universo a partir da fusão
de nucleons, ocorrida durante o processo chamado nucleosśıntese. Para tal supuseram
haver, no ińıcio do universo, condições ainda mais extremas que as dos núcleos estelares,
envolvendo temperatura e pressão alt́ıssimas. A partir do modelo para a nucleosśıntese
é posśıvel prever a abundância dos elementos leves no universo, que tem bastante acordo
com as observações.

No entanto, a existência das condições de temperatura e pressão necessárias para a
ocorrência da fusão implica na existência de um gás de fótons, com espectro de corpo
negro, que permeie todo o universo. Tal gás constitui a chamada Radiação Cósmica de
Fundo , que foi descoberta em 1965 por Arnold Penzias e Robert Wilson [5], e configurou-se
como um dos mais importantes pilares observacionais do modelo cosmológico padrão.

Em concordância com a previsão teórica, a radiação cósmica de fundo possui espectro
de corpo negro, cuja temperatura atual corresponde a aproximadamente 2.7 Kelvin. Além
disso, sua distribuição pelo céu é altamente homogênea, sendo que as flutuações na tem-
peratura a ela associada são da ordem de δT

T
≈ 10−5, o que configura uma das principais

comprovações do prinćıpio cosmológico.
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Devido à sua baixa energia, a radiação cósmica de fundo encontra-se hoje praticamente
desacoplada da matéria. Mas não foi sempre assim. Com a alta temperatura do universo
primordial, a distribuição das energias dos fótons, diretamente ligada à temperatura, fazia
com que houvesse um número considerável de fótons com energia suficiente para ionizar
a matéria bariônica, o que impedia a formação de átomos estáveis. Assim, radiação e
matéria bariônica estavam acoplados, e havia transferência de energia de um para o outro.
É posśıvel mostar que, com a expansão do universo, a temperatura associada ao gás de
fótons diminui com o aumento do fator de escala. Consequentemente, a distribuição da
energia de fótons se desloca para valores mais baixos de energia, fazendo com que haja
cada vez menos fótons com energia suficiente para interagir com a matéria e, a partir de
um certo momento, estes dois componentes se desacoplem.

Este processo no qual radiação e matéria deixam de interagir, ou, a rigor, começam a
ter interação baixa, é chamado desacoplamento, e, segundo as observações atuais, ocorreu
por volta de zdec = 1100. Neste momento é gerada a radiação cósmica de fundo, que a
partir de então interage muito fracamente com a matéria. Ela constitui portanto uma foto
do universo em z ≈ 1100.

Devido à alta interação entre matéria e fótons que ocorria antes do desacoplamento,
a distribuição de fótons e da energia destes nesta época é fortemente dependente da dis-
tribuição de matéria de então. Isso faz com que, a partir das anisotropias na radiação
cósmica de fundo, possamos inferir a distribuição de matéria na época do desacoplamento.
É posśıvel também inferir a distribuição de matéria entre a região do céu que espalhou
o fóton observado pela última vez, denominada superf́ıcie de último espalhamento e nós,
considerando os efeitos sofridos pela radiação entre o último espalhamento e sua detecção.

Assim, a radiação cósmica de fundo, e em especial as suas anisotropoias, é fonte de
muitas observações importantes acerca do universo, e, com as recentes observações do
satélite WMAP (Wilkinson Microwave Anisotropies Probe) [6, 7, 8], tem tido papel central
na cosmologia moderna.
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3. ENERGIA ESCURA

No caṕıtulo 2, fizemos breve apresentação do modelo padrão em cosmologia. Baseado
nele e no universo observável, acreditava-se, até o fim do século passado, que nos en-
contrávamos num universo atualmente dominado por matéria não relativ́ıstica e com Λ = 0,
cuja curvatura determinaria a evolução do fator de escala. Assim, bastava medir Ωt0 ≈ ΩM0

para que o futuro do universo ficasse definido.
Já então sabia-se que a maior parte desta matéria encontra-se na forma da chamada

matéria escura. Existe uma série de efeitos gravitacionais observados que indicam, dentro
da gravitação padrão, a existência da matéria escura, sendo que algumas das evidências
provêem da forma das curvas de rotação de galáxias, estudo da dinâmica de aglomerados
e das anisotropias na radiação cósmica de fundo e formação das estruturas observadas.
Atualmente, acredita-se que ela constitua aproximadamente 25% do universo [8]. Além
disso, embora parte da matéria escura esteja na forma de bárions, como planetas, sabe-se
que ela é predominantemente não bariônica.

Como visto no capitulo anterior, neste cenário, de um universo preenchido por matéria
não relativ́ıstica e radiação, e com Λ = 0, o universo tem aceleração negativa, devido ao
fato da interação gravitacional, tanto no caso da matéria como da radiação, ser atrativa.

O avanço das observações cosmológicas na última década do século XX levou ao que
pode vir a ser uma revolução do modelo cosmológico padrão e abrir novas janelas na f́ısica
como um todo. Tais observações provêem majoritariamente de observações de supernovas
Ia [9, 10], e anisotropias da radiação cósmica de fundo [6, 7, 8, 11, 12].

Como colocado no caṕıtulo anterior, as anisotropias na radiação cósmica de fundo po-
dem ser utilizadas para obtenção de estimativas dos parâmetros cosmológicos [6, 8, 13].
Na figura 3.1, vemos o espectro de potências para tais anisotropias obtido pelo satélite
WMAP no seu primeiro ano de resultados [6]. A forma de tal espectro indica um universo
plano, sendo que em [7] é obtido o valor Ωt0 = 1.02(02), utilizando os dados do espectro das
anisotropias na RCF e outras observações astronômicas. No entanto, a posição e altura rel-
ativa dos demais picos implicam no valor ΩM0 = 0.29(7) [14] para o parâmetro de densidade
de matéria. Estes valores indicam que, no contexto da cosmologia e gravitação padrão, há
uma espécie de “energia faltante” no universo, responsável por aproximadamente 70% do
seu conteúdo de energia, responsável pelo valor Ωt ≈ 1.



Fig. 3.1: Espectro de potências para as perturbações na temperatura da radiação cósmica

de fundo, obtido a partir dos dados do 1◦ ano do sátélite WMAP. Figura extráıda de [11].

Em paralelo às medidas da radiação cósmica de fundo, os dados provenientes de super-
novas Ia também abriram novas portas na cosmologia moderna [9, 10].

Por volta de 1998, observações de supernovas Ia [10], utlizando os métodos que serão
descritos no caṕıtulo 4 a seguir e no apêndice A, mostraram que as supernovas Ia mais
distantes pareciam menos brilhantes do que o esperado. Todos os estudos e testes feitos até
agora indicam que tal efeito se deve ao fato de que as distâncias de tais objetos, para um
dado redshift, são maiores dos que as esperadas num universo composto apenas por matéria
e radiação, e desacelerado. Utilizando tais dados para estimar parâmetros cosmológicos,
os resultados obtidos evidenciam que nos encontramos num universo acelerado, com q0 <
−0.4, conforme [10], cuja aceleração teve ińıcio aproximadamente em z = zac = 0.46(13)
[10], após uma fase desacelerada. Além disso, considerando um universo ΛCDM plano,
tais dados indicam um universo dominado pelo termo de constante cosmológica.

Podemos ver na figura 3.2 abaixo os dados das supernovas utilizados em [10], em
conjunto com as curvas teóricas obtidas utilizando diferentes valores para os parâmetros
de densidade de energia associados à constante cosmológica e à matéria não relativ́ıstica.
Vemos que o modelo ΛCDM ajusta os dados de melhor maneira que um modelo com
constante cosmológica nula.
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Fig. 3.2: Na figura superior vemos os módulos de distância, conforme discutido no caṕıtulo

4 e no apêndice A, obtidos para as supernovas do tipo Ia compiladas em [9]. Temos

também as curvas ajustadas utilizando diferentes valores para ΩΛ e ΩDM0(ΩDM). Vemos

que, especialmente para os objetos com alto redshift, um universo dominado com constante

cosmológica se ajusta melhor aos dados. Na figura inferior temos o gráfico para os reśıduos

dos mesmos dados, com relação ao ajuste com ΩΛ = 0, ΩDM = 0.2. Mais uma vez o modelo

com constante cosmológica ajusta melhor os valores obtidos. Figura extráıda de [9].

Os intervalos de confiança para os parâmetros ΩM0(ΩDM) e ΩΛ obtidos em [9], uti-
lizando medidas de supernovas podem ser vistos na figura 3.3(a), enquanto que os obtidos
a partir dos dados do 3◦ ano do satélite WMAP podem ser vistos na figura 3.3(b). A partir
deles, vemos que as medidas de supernovas indicam fortemente um universo acelerado e
com constante cosmológica não nula, sendo que o modelo sem constante cosmológica per-
tence apenas à extremidade do intervalo de 95% de confiança, e implica em valores para
ΩM inferiores a 0.1, não compat́ıveis com o universo plano e com o valor do parâmetro
total de densidade indicado pelo WMAP . Da mesma forma, modelos com um universo
desacelerado também são permitidos apenas na região extrema do intervalo de 95% de
confiança, para valores dos parâmetros de escala também incompat́ıveis com os resulta-
dos do WMAP, observados na figura 3.3(b). Estes apontam fortemente para um universo
plano, sendo que o formato e a inclinação dos intervalos de confiança obtidos são bastante
compat́ıveis com a geometria plana.
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(a) (b)

Fig. 3.3: Na figura 3.3(a) vemos os intervalos de confiança obtidos no plano ΩΛ × ΩM

a partir de dados de supenova, em [9] (figura extráıda de [9]). Já em 3.3(b) vemos, em

linha cont́ınua escura, os intervalos de 68% e 95% de confiança obtidos a partir dos dados

de anisotropias da radiação cósmica de fundo do terceiro ano do satélite WMAP. A reta

traçada diz respeito aos valores que levam a um universo plano. Figura extráıda de [8].

Embora de menor impacto, uma terceira evidência observacional da existência de outra
forma de energia no universo é a inconsistência entre a idade do universo calculada teori-
camente, considerando um universo preenchido apenas por matéria e radiação, e as idades
dos objetos mais antigos conhecidos [12].

A idade do universo (t0) pode ser calculada a partir da integração do elemento dt, que
pode ser escrito em função de H(t). De fato, temos

t0 =

t0∫

0

dt,

que, considerando a definição (2.17) de H(t), pode ser escrito na forma

dt =
dt

da
da =

da

Ha
.

Utilizando a relação (2.12) temos então

t0 =

∞∫

0

dz

H(z)(1 + z)
.

33



Note que, ao substituirmos (2.12) na expressão acima utilizamos a0 = 1. De fato, o
valor de a0 constitui apenas uma normalização e pode ser fixado arbitrariamente. A partir
de agora utilizaremos neste trabalho a0 = 1, como é usual na literatura. Utilizando a
forma para H(z) dada em (2.58) obtemos, no caso de um universo preenchido por matéria,
radiação e com constante cosmológica não nula,

t0 =

∞∫

0

dz

H0(1 + z)(ΩM0(1 + z)3 + ΩR0(1 + z)4 + Ωk0(1 + z)2 + ΩΛ)
. (3.1)

A contribuição da radiação para a densidade de energia do universo só é relevante na
era da radiação, que ocorre para z > 1000, durante os primeiros 300.000 anos do universo.
Conforme [12], tal peŕıodo de tempo pode ser desprezado em comparação à idade total do
universo, e, portanto, podemos desprezar o termo de radiação na integral em (3.1).

Como discutido acima, as observações indicam um universo plano. Assim, para que a
quantidade de matéria seja a responsável por tal geometria, sem a necessidade de invocar
alguma outra forma de energia, e tornar compat́ıvel com as observações um universo com
ΩΛ = 0, temos que ter ΩM ≈ 1. Neste caso, a expressão (3.1) fica

t0 =

∞∫

0

dz
1

H0(1 + z)
5
2

,

cuja solução trivial é

t0 =
2

3H0

. (3.2)

Por coerência, tal solução é idêntica à obtida no caṕıtulo anterior, quando obtivemos a
solução do fator de escala para o universo plano preenchido apenas por matéria não rela-
tiv́ıstica, (2.67). Utilizando o valor para H0 obtido pelo WMAP [14], H0 = 73.5(3.2) km

sMpc
,

obtemos

t0 ∼ 109 anos.

No entanto, a idade dos objetos mais antigos observados é de 11 a 12 Giga anos [12], o
que leva à uma clara inconsistência, fazendo com que um universo plano com ΩM0 = 1 não
seja compat́ıvel com as medidas de idade de tais objetos, e indo ao encontro das outras
medidas para ΩM0, citadas anteriormente.

Considerando agora um universo plano composto por constante cosmológica e matéria
não relativ́ıstica, no qual ΩΛ = 1− ΩM0, obtemos como solução da integral em (3.1):

H0t0 =
2

3
√

1− ΩM0

ln

[
1 +

√
1− ΩM0√
ΩM0

]
. (3.3)

Podemos ver na figura 3.4 a curva da idade do universo neste caso, em função do
parâmetro de densidade de matéria, assim como a idade estimada para os objetos mais
antigos. Vemos claramente como um universo plano e dominado por matéria não é consis-
tente com tais medidas. Podemos ver também a curva obtida considerando um universo
aberto preenchido por matéria, que é consistente com a a idade dos objetos mais antigos
apenas para valores ΩM0 < 0.25. No entanto, o universo aberto é bastante desfavorecido
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pelos dados do WMAP. Por outro lado, um universo com ΩΛ > 0.45 é compat́ıvel com a
idade dos objetos mais antigos.

Fig. 3.4: Curvas para a idade do universo, multiplicada pelo parâmetro de Hubble, em

função do parâmetro de densidade de matéria. A linha cont́ınua considera um universo

plano com constante cosmológica e a pontilhada um universo aberto com Λ = 0. A reta

cont́ınua indica o valor de H0t0 associado aos objetos mais antigos observados. Figura

extráıda de [12].

Em vista de tais observações, se coloca como principal desafio da cosmologia atual
explicar tanto a aceleração do universo quanto o valor Ωt ≈ 1. Neste cenário, surge uma
gama de propostas e modelos, que consideram inclusive alterações na teoria da gravitação
vigente. No entanto, a abordagem mais utilizada é reportar tanto a aceleração do universo
quanto a “energia faltante” deste a um componente desconhecido, responsável portanto
por aproximadamente 70% do conteúdo de energia do universo, denominado energia escura
[15, 16, 17].

Embora nas discussões acima tenhamos considerado a constante cosmológica como fonte
de tal energia, existem muitos modelos diferentes para o que poderia ser a energia escura,
sendo a constante cosmológica apenas um deles.

Consideremos as equações de Friedmann. Substituindo a equação (2.53) em (2.54) e
utilizando p = w(a)ρ, obtemos

ä

a
=
−4πGρ

3c2
(1 + 3w(a)) (3.4)

Para termos um universo com aceleração positiva, é necessário então que

ä

a
> 0 −→ w(a) < −1

3
. (3.5)
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As equações acima estão escritas em termos da densidade e pressão totais do universo,
e portanto a equação de estado w diz respeito a elas, considerando seus diferentes compo-
nentes. Assim, para que tenhamos a aceleração, o universo deve atualmente ser dominado
por um fluido com wφ < 1

3
, onde o ı́ndice φ denota grandezas relativas à energia escura.

Assim, candidatos a energia escura devem ter equação de estado menor que −1
3

na época
em ocorre a aceleração.

Outro v́ınculo observacional às propriedades da energia escura é o redshift no qual
ela começa a dominar. Como colocado anteriormente, as medidas de supernova indicam
zac = 0.46(13) [10]. Além disso, para que tenha sido posśıvel a formação das estruturas
observadas no universo atualmente, tais como galáxias e aglomerados destas, sabe-se que
em algum momento o universo deve ter sido desacelerado, e dominado pela matéria. De
fato, num universo acelerado, o colapso gravitacional da matéria que levou a tais estru-
turas seria bastante dificultado. Assim, este processo implica que tenha havido uma era
dominada pela matéria, e também impõe v́ınculos sobre o valor do redshift a partir do qual
a energia escura começa a dominar.

I A constante cosmológica como energia escura

Como vimos no caṕıtulo 2, a inserção de uma constante cosmológica com valor positivo
nas equações de Einstein pode levar à aceleração do universo. Assim, ela surge como
candidata natural à energia escura [15, 17, 18].

No caṕıtulo 2, consideramos Λ do lado esquerdo das equações de Einstein. Isto significa
interpretá-la como uma caracteŕıstica geométrica do espaço-tempo, que altera o pano de
fundo do espaço-tempo cosmológico, no qual estão presente os termos de fonte, do lado
direito das equações.

Podemos no entanto considerar o termo de constante cosmológica também como mais
um fluido componente do universo, assim como matéria e radiação. Passando o termo em
Λ para o lado direito das equações (2.82), obtemos

Rµν − 1

2
gµνR = −8πG

c4

(
Tµν +

c4Λ

8πG
gµν

)
.

Conforme equação acima, podemos associar à constante cosmológica um componente do
universo com tensor energia-momento dado por

T µ
ν =

c4Λ

8πG
gµ

ν =
c4Λ

8πG
δµ

ν . (3.6)

Comparando o formato do tensor energia-momento dado acima com o de um fluido
perfeito, dado em (2.42), a densidade de energia e a pressão do fluido associado à constante
cosmológica são dadas por

ρΛ =
c4Λ

8πG
,

pΛ = − c4Λ

8πG,

de onde temos
wφ = wΛ = −1. (3.7)
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Nesta nova interpretação, o parâmetro de densidade da constante cosmológica definido em
(2.89) pode ser escrito como

Ωφ = ΩΛ =
ρΛ

ρc

.

O parâmetro de densidade total do universo é então dado por

Ωt = ΩM + ΩR + Ωk + ΩΛ, (3.8)

sendo que, conforme observações recentes, Ωk0 ≈ 0 e ΩR0 ≈ 0.
Existem diferentes interpretações posśıveis para o sentido f́ısico da constante cosmológica,

de forma que esta é uma questão que permanece em aberto. Como dito acima, considerando-
a do lado esquerdo de (2.82) associamo-na a propriedades puramente geométricas do
espaço-tempo cosmológico, sem a necessidade de maiores interpretações f́ısicas. Ela pode
também, como vimos, ser associada a um fluido com equação de estado wφ = −1. Tal
fluido possuiria, conforme (2.50), densidade de energia constante. Outra possibilidade é
que o termo Λ esteja associado à energia de vácuo. Tal interpretação vai ao encontro da
f́ısica de part́ıculas, na qual o universo estaria preenchido pela energia de ponto zero dos
campos associados às diferentes part́ıculas existentes. No entanto, as estimativas feitas
utilizando teoria de campos levam a um valor de Λ associado à energia do vácuo que difere
dezenas de ordens de grandeza do valor observacional de Λ, resultando em um problema,
não só para tal interpretação da constante cosmológica, como para a compatibilidade das
duas teorias e para o modelo padrão de part́ıculas elementares.

O modelo de constante cosmológica como fonte da energia escura é chamado modelo
de concordância cósmica por ser o que melhor ajusta simultaneamente os dados de SNIa
e de radiação cósmica de fundo. No entanto, ele dá origem ao chamado problema da
coincidência cósmica, que vai contra a sua aceitação como explicação para o problema.
Como colocado anteriormente, sabe-se que a componente responsável pela energia escura
começou a dominar o universo por volta de z ≈ 0.46. Na escala de tempo cosmológico, isto
significa que a transição entre a era dominada pela matéria e pela energia escura ocorreu
recentemente. Da mesma forma, os valores de ΩM0 e Ωφ0 atuais diferem entre si por um
fator 2 ou 3, o que, considerando a variação das escalas de energias presentes na natureza,
os torna bastante próximos. No modelo de constante cosmológica, podemos calcular o
valor de zac, dado por

zac =

(
2ρΛ0

ρM0

) 1
3

− 1 =

(
Λc4

4πGρM0

) 1
3

− 1

Na figura 3.5 vemos o gráfico para as densidades de energia de matéria e energia escura,
considerando o modelo ΛCDM . É a proximidade da época de transição da época em que
vivemos e podemos medir tais efeitos, que tem como consequência a proximidade dos
valores de ΩM0 e ΩΛ, que dá origem à coincidência cósmica. Para que tal proximidade
ocorra, é necessário um ajuste muito fino do valor de Λ(ρΛ) e de ρM0, ou, analogamente,
das densidades de energia na forma de matéria e energia escura iniciais do universo. Ou
seja, neste cenário, os valores de Λ, ρM0 e ρR0 estariam justamente no pequeno intervalo de
valores que faz com que nós nos encontremos num peŕıodo especial da história do universo.
Tal idéia não parece plauśıvel à parte da comunidade cient́ıfica, sendo que deseja-se que
uma teoria f́ısica prescinda de tais coincidências e ajustes finos.
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Fig. 3.5: Vemos no gráfico as curvas para densidade de energia em função do fator de

escala, em escala logaŕıtimica, para a matéria, radiação e energia escura. De fato, com

relação à escala de tempo cosmológico, o ińıcio da era dominada pela energia escura ocorre

recentemente. Figura extráıda de [19].

Visando resolver tal problema, assim como ampliar o leque de possibilidades para a
fonte da energia escura, é que surge uma série de modelos dinâmicos que atribuem-na a
fluidos cuja densidade de energia varie com o tempo, podendo quem sabe evitar o problema
do ajuste fino. Uma das formas de fazê-lo seria encontrar uma descrição para a energia
escura que possua um regime atrator que faça com que, quaisquer que sejam as condições
iniciais do universo, a transição entre a era da matéria e a fase dominada pela energia
escura tenha acontecido em baixos redshifts, compat́ıveis com o observado.

Em tais modelos, a energia escura é associada a um fluido, normalmente minimamente
acoplado com a matéria, cuja equação de estado, como no caso de um fluido genérico,
pode variar com o tempo/fator de escala. As componentes de seu tensor energia-momento
no referencial comóvel são T µ

ν = diag(ρφ,−pφ,−pφ,−pφ) e as equações de conservação de
energia (2.45) e da evolução da densidade de energia escura com o fator de escala (2.50)
ficam

dρφ

dt
+3H(1 + wφ(a)) = 0 (3.9)

ρφ = ρ0φ

[(
a

a0

)−3

e
−3

aR
0

wφ(a′)d ln a′
]

. (3.10)

Note que, utilizando tal abordagem, não estamos entrando no mérito de qual a com-
posição do fluido considerado, ou seja, não estamos fixando o que é de fato o componente
responsável pela energia escura. As propriedades deste componente, como no caso da
matéria não relativ́ıstica e da radiação, estão impĺıcitas na expressão para wφ(a), que pode
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ser obtida a partir de suas caracteŕısticas, em especial sua lagrangeana. Sabemos, no en-
tanto que ele deve ter dinâmica e propriedades tais que wφ(a0) < −1

3
e tenha começado a

dominar o universo recentemente.
Existem muitos modelos dinâmicos para o fluido responsável pela energia escura, sendo

que a maioria deles utiliza um ou mais campos escalares para modelá-lo. Dentre eles, um
dos tipos de modelos mais utilizados são os chamados modelos de quintessência [12, 20, 21],
cujo formalismo discutiremos brevemente a seguir.

II Quintessência

Os modelos de quintessência propõem como componente do fluido responsável pela ener-
gia escura um campo escalar geralmente minimamente acoplado com a matéria, com termo
cinético canônico e distribúıdo espacialmente de forma aproximadamente homogênea. Suas
pequenas inomogeneidades, assim como as da matéria, são relevantes apenas no estudo de
formação de estrutura, mas não influenciam no estudo da evolução de sua densidade de
energia e do universo como um todo. Assim, consideraremos φ homogêneo espacialmente.
Sua lagrangeana é dada por

L =
1

2
∂µφ∂µφ− V (φ), (3.11)

em que o termo que envolve as derivadas é chamado termo cinético e V (φ) é o potencial
do campo. Considerando a homogeneidade da distribuição de φ, temos

∂iφ = ∂iφ̇ = 0,

e obtemos para sua densidade lagrangeana

L =
φ̇2

2c2
− V (φ). (3.12)

O tensor energia-momento de um campo escalar é dado por

T µν = ∂µφ∂νφ− gµνL,

que, considerando a lagrangeana (3.12) e a homogeneidade do campo, resulta num tensor
energia-momento para o campo de quintessência φ diagonal, com as componentes dadas
por

T 0
0 =

φ̇2

2c2
+ V (φ),

T i
i = − φ̇2

2c2
+ V (φ).

Conforme a definição do tensor energia-momento, e considerando a densidade de energia
e a pressão medidas por um observador comóvel, em repouso em relação ao fluido, temos

ρφ =
φ̇2

2c2
+ V (φ), (3.13)

pφ =
φ̇2

2c2
− V (φ). (3.14)
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A partir das equações acima, podemos escrever a equação de estado da energia escura em
função da derivada temporal do campo e de seu potencial, na forma:

wφ =
pφ

ρφ

=
φ̇2

2c2
− V (φ)

φ̇2

2c2
+ V (φ)

. (3.15)

Note que, devido à evolução do campo φ com o tempo, a equação de estado acima não
necessariamente é constante. Isto só ocorrerá para potenciais e regimes para φ(t) tais que

φ̇2 ∝ V (φ(t)).

Mais especificamente, o campo terá uma equação de estado constante wφ(a) = wφ0 em
regimes tais que

φ̇2(t)

2c2
=

1 + wφ0

1− wφ0

V (φ(t)).

Devido à evolução temporal de φ(t) e V (φ(t)), assim como do fator de escala e das den-
sidades de energia dos outros componentes do universo, a condição acima pode não ser
satisfeita para qualquer t, mas apenas durante um época da evolução do universo. Desta
forma, teŕıamos um componente que durante um peŕıodo de tempo possui equação de es-
tado aproximadamente constante, e, em outras épocas, no passado ou no futuro, tenha wφ

variável. A partir da equação (3.15) vemos que o valor da equação de estado em modelos
de quintessência está limitado ao intervalo

−1 < wφ < 1. (3.16)

Levando em conta a condição (3.5), nos peŕıodos em que há aceleração do universo
devemos ter

φ̇2

2c2
− V (φ)

φ̇2

2c2
+ V (φ)

< −1

3
−→ φ̇2

c2
< V (φ).

A obtenção da equação de movimento do campo pode ser feita utilizando as equações
de Euler-Lagrange na sua forma covariante :

∂L
∂φ

−
[

∂L
∂(∂µφ)

]

;µ
= 0 (3.17)

a partir da qual obtemos
φ̈φ̇

c2
+

3H

c2
φ̇2 +

dV (φ)

dt
= 0, (3.18)

que, escrita em função da derivada do potencial com relação ao campo resulta em

φ̈

c2
+

3H

c2
φ̇ +

dV (φ)

dφ
= 0. (3.19)

Devido ao acoplamento mı́nimo do campo φ com os campos associados aos outros
componentes do universo, tal equação pode também ser obtida através da substituição de
(3.13) e (3.14) na equação de conservação de energia para o fluido associado ao campo de
quintessência, (3.9).
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A dinâmica do campo φ é dada pela equação de campo (3.19). A partir dela, vemos que
esta dinâmica é determinada predominantemente pela forma do potencial V (φ), sendo que

o campo evolui temporalmente de forma a se aproximar do mı́nimo de V (φ), onde dV (φ)
dφ

= 0.

No mı́nimo do potencial, ou suficientemente próximo dele, temos φ̇ ≈ 0 e wφ = −1, e o
campo tem comportamento semelhante ao de constante cosmológica. Em analogia a um
sistema de uma part́ıcula sujeita a um potencial V (x), tal processo é chamado rolagem do
campo. O termo 3H

c2
φ̇ age como um termo de fricção, que dificulta a rolagem do campo,

pois age no sentido contrário de φ̇.
Conforme (3.13), a densidade de energia escura depende de φ̇ e V (φ). Assim, sua

evolução será definida por este processo de rolagem do campo em direção ao mı́nimo do
potencial.

Um universo plano composto por matéria, radiação e o campo de quintessência será
então descrito pelas equações a seguir:

H2(t) = H2
0

[
ΩM0

(
a

a0

)−3

+ ΩR0

(
a

a0

)−4

+
φ̇2

c2
+ V (φ)

]
, (3.20)

dρi

da
+

3ρi

ac2
(1 + wi) = 0, (3.21)

φ̈φ̇

c2
+

3H

c2
φ̇2 +

dV (φ)

dt
= 0. (3.22)

onde o ı́ndice i diz respeito à matéria e radiação. Note que a equação (3.22) é equivalente
à equação (3.21), para o campo de quintessência, e pode, como visto, ser escrita na forma
(3.21), como feito em (3.9).

Dado um determinado potencial V (φ), as expressões para φ(a), φ(t), assim como para o
fator de escala a(t), podem ser obtidas resolvendo o sistema de equações acopladas acima.
Nos casos de matéria e radiação discutidos no caṕıtulo 2, t́ınhamos um sistema composto
apenas pelas equações (3.20) e (3.21). Assim, ele pode ser resolvido obtendo as expressões
para ρR(a) e ρM(a) da equação (3.21) e substituindo-as na equação de Friedmann, que,
quando resolvida, resultou na expressão para a(t). Para tal, foi necessário conhecer a
equação de estado wi. Caso conhecêssemos a expressão para wφ(a), podeŕıamos fazer o
mesmo para o caso da energia escura, resolvendo a equação (3.21), para este componente.
No entanto, a equação de estado da energia escura não é conhecida, a menos que resolva-

mos a equação (3.22) e obtenhamos φ(t). Devido ao termo 3Hφ̇
c2

, isto não é posśıvel sem a
resolução da equação de Friedmann, fazendo com que não possamos desacoplar o sistema,
como feito no caso de matéria e radiação. Tal acoplamento torna a resolução deste sistema
bastante complexa, fazendo com que, para a maioria dos potenciais, ela só possa ser obtida
numericamente. No entanto, frequentemente soluções anaĺıticas podem ser obtidas para
situações espećıficas, a partir de aproximações ou limites da equação (3.20). Uma abor-
dagem comum, que permite estudar a dinâmica do universo e da energia escura nas eras da
matéria e radiação, consiste em considerar um destes fluidos como dominante, fazendo com
que a equação (3.20) possa ser resolvida independentemente do conhecimento de ρφ(a), e
então obtida a forma para a(t), que permita a solução da equação (3.22).

Como dito anteriormente, os modelos de campo escalar como um todo visam, entre
outras coisas, resolver o problema da coincidência cósmica. Para tal, busca-se encontrar
potenciais que gerem regimes atratores nos quais as densidades de energia escura e matéria
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evoluam de forma que a razão entre os respectivos parâmetros de densidade permaneça
constante. Caso tais soluções atratoras ocorram para um vasto intervalo de condições
iniciais ou valores para os parâmetros do modelo, evitando a necessidade de ajuste fino de
uns ou de outro, o problema da coincidência cósmica é resolvido.

Para realizar tal busca, são feitos estudos da dinâmica do sistema de equações (3.20),
(3.21), (3.22), e em especial dos pontos fixos apresentados, dado um determinado poten-
cial. Isto pode ser feito tanto propondo de ińıcio uma determinada expressão para V (φ)
como fixando um determinado comportamento para as densidades de energia e buscando
o potencial que apresente soluções na forma desejada. Neste trabalho, utilizaremos no
entanto uma abordagem diferente do problema, discutida na seção V deste caṕıtulo.

III Energia escura phantom

Modelos do tipo quintessência são os mais utilizados para a modelagem de energia
escura utilizando campos escalares. Como visto na expressão (3.16), eles resultam numa
equação de estado cujo valor pertence ao intervalo −1 < wφ < 1. No entanto, como
veremos no caṕıtulo 5, as estimativas observacionais para wφ incluem valores menores que
-1, e, em alguns casos, o fazem com probabilidade considerável, como os resultados obtido
em [10]. Componentes associados à energia escura que apresentam wφ < −1 são chamados
energia escura do tipo phantom [22, 23].

Utilizando um único campo escalar para modelá-lo, podemos obter wφ < −1 a partir
de um termo cinético não canônico na lagrangeana, dada por

L(φ) = −1

2
∂µφ∂µφ− V (φ). (3.23)

Neste caso, considerando a homogeneidade espacial do campo, obtemos de forma análoga
ao caso do campo de quintessência,

wφ =
φ̇2

2c2
+ V (φ)

φ̇2

2c2
− V (φ)

, (3.24)

que apresenta valores wφ < −1 para φ̇2

2c2
< V (φ).

Os modelos do tipo phantom no entanto apresentam problemas tanto do ponto de vista
do formalismo de teoria de campos quanto do ponto de vista da cosmologia. Considerando
uma equação de estado constante, vemos da equação (2.50) que, no caso wφ < −1, a
densidade de energia escura cresce com o tempo, de forma que

lim
a→∞

ρφ(a) = ∞.

Tal divergência acarreta também na divergência do valor do fator de escala, que ocorre
num tempo finito, como veremos a seguir.

Com o crescimento de ρφ com a, o universo permanecerá, invariavelmente, dominado
pelo componente de energia escura. Neste caso, podemos, para valores suficientemente
grandes de a, desprezar os outros componentes do universo (matéria e radiação) e, con-
siderando a0 = 1 e k = 0, escrever a equação de Friedmann (2.53) como

ȧ

a
= H0

√
Ωφ0a

− 3(1+wφ)

2 , (3.25)
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que leva a

daa
3
2
(1+wφ)−1 = H0

√
Ωφ0dt.

Integrando a equação acima dos dois lados da igualdade, utilizando como limites t = tdom

e a(t) = a(tdom) = adom, sendo tdom um instante qualquer onde a energia escura domine o
universo o suficiente para que a expressão (3.25) seja válida, temos

2

3(1 + wφ)

[
a

3
2
(1+wφ) − a

3
2
(1+wφ)

dom

]
= H0

√
Ωφ0(t− tdom),

que pode ser escrita como

a(t) =

[
(t− trip)

H0

√
Ωφ0

α

]α

, (3.26)

onde

trip = tdom − aα
dom

α

H0

√
Ωφ0

,

α =
2

3(1 + wφ)
.

Nos casos em que wφ < −1, α se torna negativo. Assim, podemos escrever (3.26) como

a(t) =

[
(t− trip)

1

H0

√
Ωφ0α

]−|α|
. (3.27)

A partir da expressão acima, vemos que, em t = trip ocorre a divergência do fator de escala,
para um valor de tempo finito, dado por trip, sendo que, consistentemente, para α < 0,
trip > tdom. Verificamos portanto que modelos de energia escura do tipo phantom, com
equação de estado constante e menor que −1, levam à divergência tanto da densidade de
energia escura, quanto do fator de escala, em um tempo finito. Na figura 3.6 temos os
gráficos de ρφ(a) e a(t) para valores de wφ maiores, menores e iguais a −1, em unidades de
tempo arbitrárias. Vemos que, de fato, para wφ < −1, a densidade de energia escura cresce
e a(t) diverge num tempo finito. Note que, quando a →∞, ρφ →∞. Assim, considerando
ρφ(t), quando t = trip também a densidade de energia escura diverge.
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Fig. 3.6: Na figura 3.6(a) vemos as curvas para a densidade de energia escura em função do

fator de escala, para w0 = −0.8, linha pontilhada, w0 = −1, linha tracejada e w0 = −1.2,

linha cont́ınua. Já em 3.6(b) temos a evolução do fator de escala com o tempo, nos mesmos

casos e com a mesma legenda. Ambos os gráficos estão em unidades arbitrárias de tempo,

enquanto que a densidade de energia está em unidades de densidade cŕıtica atual.

A expressão para valor de trip pode ser simplificada ao considerarmos que em t = t0 o
universo já se encontra dominado pela energia escura. Assim, podemos fazer tdom = t0 e
adom = a0 = 1, caso no qual obtemos

trip = t0 +
1

H0

√
Ωφ0α

.

Note que para a obtenção da solução acima não foram impostas condições a respeito
do valor de wφ. Assim, para wφ = wM = 0 e Ωφ = ΩM = 1, retornamos à solução para
matéria não relativ́ıstica, com k = 0. Para 0 > wφ > −1, α é positivo, e obtemos um
parâmetro de escala que cresce com o tempo, mas vai para ∞ apenas num tempo infinito.
A divergência obtida acima é conhecida como Big Rip e constitui um dos principais pro-
blemas de um componente de energia escura do tipo phantom.

Para obtenção da solução (3.27) para o fator de escala, consideramos o caso de uma
equação de estado constante. No caso de wφ variável, no entanto, a equação de estado
wφ(t) pode assumir valores menores que -1 em uma determinada época e posteriormente
evoluir para um valor wφ(t) > −1, num tempo finito no futuro, evitando a divergência.

Notemos, no entanto, da equação (3.24), que para wφ(t) = −1 temos φ̇ = 0, e o
campo deixa de evoluir, se comportando como constante cosmológica e permanecendo com
equação de estado constante wφ = −1. Assim, um modelo de um único campo escalar,
com densidade lagrangeana na forma (3.23) não permite que o valor da equação de estado
passe de wφ < −1 para wφ > −1, ou vice-versa, cruzando a chamada barreira phantom.
Na seção VI discutiremos os efeitos de uma determinada expressão para wφ(t) sobre o
problema da divergência do fator de escala.

Embora não exclua a possibilidade de o universo possuir uma componente do tipo
phantom, o crescimento da densidade de energia escura com o fator de escala, a consequente
divergência desta e do fator de escala são dois dos principais problemas dos modelos de
energia escura phantom. Tais propriedades e suas consequências têm sido tema de estudos
na literatura [23, 24, 25, 26, 27].
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IV Acoplamento entre matéria e energia escura

Até agora, consideramos o fluido responsável pela energia escura desacoplado tanto da
radiação quanto da matéria bariônica e da matéria escura. A natureza da energia escura
no entanto é desconhecida, e portanto é posśıvel haver um acoplamento entre esta e os
outros componentes do universo. O acoplamento com a matéria bariônica é altamente
desfavorecido pelas observações da estrutura do universo, em conjunto com os modelos
de formação de estrutura, assim como apresenta problemas do ponto de vista teórico.
Também o acoplamento com a radiação não ocorre pois, caso contrário, observaŕıamos a
energia escura a partir da interação desta com os fótons. Já o acoplamento com a matéria
escura é, em prinćıpio, posśıvel. Considerando isso, existem muitos modelos que propõem
tal acoplamento [28, 29, 30, 31]. Além de consistir em uma possibilidade teórica, a inserção
da interação entre matéria e energia escura leva ao surgimento de novos comportamentos
para tais componentes do universo, podendo inclusive vir a solucionar o problema da
coincidência cósmica.

O acoplamento entre energia escura e matéria escura é feito normalmente considerando
part́ıculas de matéria escura que possuam massa variável, na forma

MDM = M(φ(t)), (3.28)

onde MDM é a massa das part́ıculas de matéria escura. Tais modelos são chamados de
V AMP , sigla em inglês para Variable Massive Particles.

Devido a tal acoplamento, a conservação do tensor energia-momento dada pela equação
(2.44) só pode ser utilizada considerando o tensor energia-momento total de matéria e ener-
gia escura, obtido a partir da lagrangeana total dos campos associados a estes componentes.

Assim, a equação (2.45) resulta em

ρφ

dt
+

ρDM

dt
+ 3Hρφ(1 + wφ) + 3HρDM(1 + wDM) = 0. (3.29)

Como discutido anteriormente, no caso de um fluido de part́ıculas não relativ́ısticas, como
estamos considerando a matéria escura, a pressão é despreźıvel com relação à densidade
de energia, e pode ser desprezada. O acoplamento não altera tais resultados, e portanto
podemos considerar wDM = 0. Neste caso, a equação anterior fica

dρφ

dt
+

dρDM

dt
+ 3Hρφ(1 + wφ) + 3HρDM = 0. (3.30)

A densidade de energia de um fluido composto por part́ıculas não relativ́ısticas pode
no entanto ser escrita como

ρDM = nDMMDMc2, (3.31)

onde nDM é a densidade numérica de part́ıculas de matéria escura. Atualmente, podemos
considerar o número de part́ıculas de matéria escura no universo constante, pois processos
de aniquilação são bastante raros. Assim, temos

dnDMa3

dt
= 3a2ȧnDM + a3ṅDM = 0 −→ dnDM

dt
= −3HnDM . (3.32)

Por outro lado, considerando (3.31) obtemos
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ρ̇DM = ṅDMMDMc2 + nDMṀDMc2,

que, utilizando (3.32), pode ser escrita como

ρ̇DM = −3HnDMMDMc2 + nDMṀDMc2. (3.33)

Substituindo a expressão acima em (3.30) obtemos finalmente

dρφ

dt
+ 3H(1 + wφ)ρφ = −nDMṀDM (3.34)

As equações (3.33) e (3.34) são equivalentes à equação (2.45) para matéria e energia
escura, respectivamente, num modelo com acoplamento através de VAMPS, e são resul-
tantes do desmembramento da equação (3.29) em duas. Note que, somando uma à outra,
de fato reobtemos (3.29).

O acoplamento entre matéria e energia escura discutido acima pode, de uma forma
mais fundamental, ser tratado a partir do formalismo de campo.

Substituindo as expressões (3.13) e (3.14) para a densidade de energia e pressão do
campo φ em (3.34), obtemos

φ̈

c2
+ 3

Hφ̇

c2
+

dV (φ)

dφ
+ nDM

dMDM

dφ
c2 = 0.

Notemos que

nDMc2dMDM

dφ
=

dρDM

dφ
.

Assim, obtemos a expressão (3.34) em termos do campo φ:

φ̈

c2
+ 3

Hφ̇

c2
+

d(V (φ) + ρDM(φ))

dφ
= 0. (3.35)

A partir da equação de movimento para φ dada acima, e comparando-a com a equação
de uma campo escalar genérico, (3.19), vemos que, num modelo com acoplamento entre
matéria e energia escura na forma de VAMPS, o campo está sujeito, não só ao potencial
V (φ), mas a um potencial efetivo dado por

Vef = V (φ) + ρDM(φ) = V (φ) + nDMMDM(φ)c2.

Tal efeito pode ser compreendido a partir do formalismo lagrangeano. De fato, ao in-
cluirmos o acoplamento, a lagrangeana do campo φ será dada por

L =
1

2
∂µ∂

µφ− V (φ) + ρDM(φ). (3.36)

Ao escrevermos a equação de Euler-Lagrange na sua forma covariante (3.17) a partir de tal
densidade lagrangeana, obtemos para o primeiro termo em (3.17), que envolve a derivada
da lagrangeana com relação a φ:

∂L
∂φ

=
∂V (φ)

∂φ
+

∂ρDM(φ)

∂φ
,
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enquanto que o segundo termo em (3.17) obtido é igual ao caso sem acoplamento, uma vez
que ρDM(φ) não depende das derivadas do campo φ. Assim, a equação de Euler-Lagrange,
considerando a lagrangeana na forma (3.36) de fato leva à equação de campo (3.35).

Um tratamento mais rigoroso pode ser feito utilizando a abordagem de campo também
para a matéria escura. No caso de bósons de spin zero, modelados por um campo escalar
φDM , o termo de massa tem a forma M2

DM(φ)φ2
DM e no caso de férmions de spin 1

2
,

modelados por uma campo spinorial Ψ, este termo é escrito como MDM(φ)Ψ̄Ψ.
As equações de campo derivadas a partir das lagrangeanas obtidas, feita a quantização

do campo de matéria, resultarão em equações na forma de (3.30), a partir da qual podemos
obter (3.33) e (3.34). Tal procedimento, no caso de bósons, é feito em [28].

Note que, embora o campo esteja sujeito ao potencial Vef (φ), na expressão para a
densidade de energia a ele associada, (3.13) consideramos apenas V (φ). Isto ocorre por
estarmos associando o termo de interação, no caso o termo de massa da matéria escura, à
energia do fluido de matéria escura, e não à energia escura.

V Uma abordagem independente de lagrangeanas

Nas seções anteriores discutimos brevemente as equações da dinâmica da energia escura
desacoplada ou acoplada com a matéria escura. Em ambos os casos, a expressão para a
equação de estado pode ser obtida ao considerarmos uma determinada composição para
o fluido de energia escura. Considerando a abordagem da teoria de campos, escalares ou
não, podemos propor uma lagrangeana, obter as equações de campo e, a partir de sua
resolução, em conjunto com a resolução da equação de Friedmann (3.20), a expressão para
a densidade de energia e para a equação de estado do fluido como função do tempo, ou
do fator de escala. Possuindo tais expressões, que são funções dos parâmetros do modelo
considerado, podemos, a partir dos dados observacionais, testar o modelo em questão e
verificar se ele ajusta tais dados. Tal procedimento é válido tanto para energia escura
acoplada como desacoplada da matéria escura. Desta forma, podemos selecionar modelos,
afim de obter o que melhor descreve a energia escura.

A necessidade da existência tanto da matéria escura quanto da energia escura vem, no
entanto, não da teoria, mas das observações. Outra abordagem posśıvel para tal problema
permite, a partir somente das observações e de forma mais independente de modelos e La-
grangeanas espećıficas, delimitar as propriedades do componente responsável pela energia
escura para, posteriormente, buscarmos os modelos que dêem origem à tais propriedades.
Desta forma, utilizamos os dados observacionais como um guia para a busca e formulação
destes.

A utilização das observações para a obtenção destas propriedades, de forma mais ou
menos independente do modelo utilizado, considerando tanto os casos de energia escura
desacoplada como acoplada com a matéria escura, pode ser feita utilizando parametrizações
para a equação de estado, no caso da primeira, e para a equação de estado e para a expressão
MDM(φ(a)), no caso da segunda.

Para a equação de estado, é bastante comum a parametrização associada à expansão
de Taylor de wφ(z) em torno de z = 0, na forma

wφ(z) = w0 + w1z. (3.37)
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Por se tratar de uma expansão de Taylor, esta parametrização não é válida para altos
redshifts. Da fato, vemos que

lim
z→∞

wφ(z) = ±∞,

o que não possui sentido f́ısico.
Outra parametrização frequente na literatura consiste na expansão de Taylor da equação

de estado escrita como função do parâmetro de escala wφ(a) em torno de a = 1:

wφ(a) = w0 + w1(1− a). (3.38)

Note que, ao contrário de (3.37), esta parametrização é válida para altos redshifts (a → 0)
mas não o é no limite a →∞.

O mesmo pode ser feito para o acoplamento. Em [31] é proposta uma parametrização
na forma

MDM = MDM0e

aR
0

δ(a′)d ln a′
, (3.39)

onde δ é a função que caracteriza o acoplamento. Considerando tal acoplamento, as
equações (3.34) e (3.33) ficam

ρ̇DM + 3HρDM = δ(a)HρDM , (3.40)

ρ̇φ + 3Hρφ(1 + wDE) = −δ(a)HρDM . (3.41)

Na discussão acima, consideramos a parametrização das caracteŕısticas de um fluido
responsável pela energia escura, ou seja, um quinto componente do universo. A abordagem
utilizando parametrizações pode também ser aplicada no caso mais geral de estudo de
energia escura, considerando inclusive modificações na gravitação. Neste caso, é feita a
parametrização da expressão para H(z), independentemente de quais densidades de energia
os termos de H(z) representem, ou a que fluidos que eles estejam ligados [32].

VI O modelo considerado

Neste trabalho, utilizamos a parametrização (3.37) para a equação de estado. Para o
acoplamento, foi utilizada a forma (3.39) com δ constante. Neste caso, δ passa a ser o
parâmetro caracteŕıstico do acoplamento. De (3.39) temos

MDM = MDM0a
δ. (3.42)

Considerando também a parametrização utilizada para a equação de estado, as equações
de fluido para energia e matéria escura resultam em

ρ̇DM + 3HρDM = δHρDM , (3.43)

ρ̇φ + 3Hρφ(1 + w0 + w1z) = −δHρDM , (3.44)

sendo que a equação (3.43) pode ser escrita na forma
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ρ̇DM + HρDM(3− δ) = 0,

e resolvida de forma análoga a (2.48), para wef
DM = −δ, constante. Assim, conforme (2.50)

temos

ρDM = ρDM0a
−3+δ. (3.45)

A solução da equação (3.44) foi obtida utilizando o software Mathematica e é dada por

ρφ(a) = ρ0
φ(a) [1 + ∆(a, w0, w1, δ)] , (3.46)

onde

ρ0
φ = ρφ0e

3w1za−3(1+w0−w1), (3.47)

∆(w0, w1, δ, a) = δe3w1(3w1)
3(w0−w1)+δ ΩDM0

Ωφ0

Γ(−3(w0 − w1)− δ, 3w1,
3w1

a
), (3.48)

sendo ρ0
φ(a) a solução obtida no caso sem acoplamento, e Γ[y, x0, x1] a chamada função

generalizada de Euler incompleta, dada por

Γ(y, x0, x1) =

∫ x1

x0

ty−1e−tdt,

que, no nosso caso leva a

Γ(−3(w0 − w1)− δ, 3w1,
3w1

a
) =

3w1
a∫

3w1

t−3(w0−w1)−δ−1e−tdt. (3.49)

Note que, coerentemente, no caso δ = 0, temos ∆ = 0.
Para o caso de equação de estado constante, (w1 = 0), a equação (3.44) muda quali-

tativamente. De fato, a solução (3.46) não é válida para tal valor. Resolvendo a equação
(3.44) no caso w1 = 0 obtemos

ρφ(a) = ρφ0a
−3(1+w0) +

δρDM0(a
−3(1+w0) − a−3+δ)

3w0 + δ
. (3.50)

O comportamento da solução de (3.44) em relação a w1, no entanto, é cont́ınuo em
w1 = 0, ou seja, no limite w1 → 0, a solução (3.46) tende à solução (3.50). Podemos ver
na figura 3.7 como de fato isso ocorre.
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Fig. 3.7: Curvas para ρφ(a), em unidades de densidade cŕıtica atual, ρc0, obtidas utilizando

a solução geral dada por (3.46) e a solução (3.50). As soluções obtidas no caso geral

para os valores w1 = 0.5, w1 = 0.1 e w1 = 0.02 são mostradas nas curvas em linha

pontilhada, tracejada e cont́ınua, respectivamente. A curva cont́ınua em negrito mostra a

solução particular para o caso w1 = 0. Vemos que de fato, a solução geral tende à solução

particular de forma cont́ınua conforme w1 → 0. Foram utilizados os valores w0 = −0.8,

δ = 1.0, ΩDM0 = 0.3, ΩB0 = 0.05. e Ωφ0 = 0.65

Nosso objetivo neste trabalho é estudar o efeito do acoplamento proposto sobre as
estimativas provenientes dos dados de SNIa para os parâmetros ΩDM0, w0 e w1. Embora
fosse de grande interesse um estudo teórico mais aprofundado do modelo que utilizamos,
ele foge do escopo deste trabalho.

No entanto, é importante termos um conhecimento ao menos qualitativo sobre o com-
portamento das densidades de energia e do fator de escala no modelo proposto, assim
como do papel que desempenham os parâmetros que iremos estimar e a região do espaço
de parâmetros que possui sentido f́ısico. No que segue, faremos um breve e qualitativo
estudo de algumas propriedades do modelo proposto, tanto com equação de estado con-
stante quanto variável, no que diz respeito à eventual ocorrência de valores negativos para
a densidade de energia escura, ao comportamento do modelo no caso de energia escura do
tipo phantom, com w0 < −1, e ao v́ınculo observacional de que o universo apresente um era
dominada pela matéria e posteriormente uma dominada pela energia escura, o que implica

que, ao menos na região de transição, a razão entre as densidades de energia,
ρφ(a)

ρDM (a)
seja

uma função crescente com o fator de escala.
Embora a existência de energia escura negativa possa ser interpretada de formas alter-

nativas, como por exemplo modificações na equação de Friedmann, no caso estudado ela
implica num valor imaginário para H(t), o que não possui, em prinćıpio, sentido f́ısico. As-
sim, seria interessante proceder à identificação de eventuais regiões do espaço de parâmetros
para as quais isto ocorra, assim como evitar tais regiões.

VI.1 Equação de estado constante

A expressão para a densidade de energia escura, no caso de equação de estado constante,
é dada por (3.50). Considerando as densidades de energia em unidades de densidade cŕıtica
atual, um universo plano, onde ΩDM0 + ΩB0 + Ωφ0 = 1, e w0 < 0, podemos escrever (3.50)
como

ρφ(a) = a−3
[
Aa3|w0| + Baδ

]
(3.51)
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onde

A(ΩDM0, ΩB0, w0, δ) = 1− ΩDM0 − ΩB0 +
δΩDM0

δ − 3|w0| ,

B(ΩDM0, w0, δ) = − δΩDM0

δ − 3|w0| .

Como vemos, a evolução da densidade de energia escura, assim como de matéria escura,
será determinada pelos valores dos parâmetros ΩDM , ΩB, w0 e δ. Discutiremos a expressão
acima no que diz respeito aos três diferentes aspectos levantados. Pretendemos verificar
inicialmente se existem conjuntos de valores para os parâmetros considerados que levem
à existência de densidade de energia escura negativa, assim como impor a necessidade de

que a razão
ρφ(a)

ρDM (a)
seja crescente no passado, sendo que estes v́ınculos podem ser utilizados

para limitar regiões posśıveis do espaço de parâmetros do sistema.
As propriedades levantas acima serão determinadas basicamente por três caracteŕısticas

da solução (3.51) e dos parâmetros nela envolvidos: o sinal de δ, do termo δ − 3|w0| e de
A. Comecemos por discutir as implicações do sinal do parâmetro δ.

Consideremos δ < 0. Neste caso, temos A > 0 e B < 0. O módulo do termo Aa3|w0|

cresce com o fator de escala, enquanto que o termo Baδ diminui com ele. Isto faz com que,
no limite a → 0, o segundo domine sobre o primeiro. Dado que B < 0, tal dominância
implica na ocorrência de densidade de energia escura negativa para valores suficientemente
pequenos de a. Conforme discutido na seção V, a parametrização (3.37) utilizada não é
válida no limite a → 0. No entanto, ela deve ser válida até z ≈ 1.6, valor dos maiores
redshifts das supernovas utilizadas neste trabalho para a estimação de parâmetros. Isso
corresponde a a ≈ 0.38. Podemos ver no gráfico mostrado na figura 3.8 como valores com
δ < 0 levam à densidade de energia negativa para valores do fator de escala pertencentes
ao intervalo de validade da parametrização.
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Fig. 3.8: Evolução da densidade de energia escura, em unidades de densidade cŕıtica atual,

para a < a0, obtida da solução para equação de estado constante, utilizando ΩDM0 = 0.30,

ΩB0 = 0.05, Ωφ0 = 0.65, w0 = −0.5, w1 = 0 e δ = −0.8. Vemos que, para este valor de

δ, a densidade de energia escura se torna negativa em a ≈ 0.42, valor do fator de escala

pertencente ao intervalo no qual estão os dados de supernova que serão utilizados.

Outras restrições podem ser impostas aos valores de δ e w0 considerando o ritmo de
queda da densidade de energia escura, com relação ao da energia na forma de matéria,
assim como, mesmo no caso δ > 0, a existência de densidade de energia escura negativa no
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futuro. As observações atuais indicam que, assim como a matéria bariônica, a densidade
de matéria escura diminui com o tempo e com a expansão do universo. Observando a
expressão para a densidade de energia na forma de matéria escura, dada por (3.45), vemos
que o valor do parâmetro δ deve satisfazer à condição

δ < 3,

para evitar o crescimento de ρDM com o tempo. Embora não tenhamos realizado um
estudo sobre quais seriam os efeitos de tal crescimento sobre o universo que observamos,
consideramos que que ele resultaria em uma dinâmica para o universo bastante distinta do
caso com ρDM(a) decrescente, que já teria sido notada pelas observações.

Consideremos agora os diferentes valores assumidos para δ − 3|w0|, e a relação entre
estes dois parâmetros, dado δ > 0. No caso em que δ > 3|w0|, temos, assim como quando
δ < 0, A > 0 e B < 0. Além disso, embora tanto o primeiro quanto o segundo termo
em (3.51) cresçam com o fator de escala, o segundo o faz mais rapidamente, fazendo com
que o termo em a−3−δ domine no limite a → ∞. Lembrando que B < 0, isto faz com
que, para valores de δ e w0 tais que δ > 3|w0|, a densidade de energia escura evolua para
valores negativos no futuro. Além disso, notemos que mesmo para a < a0, região na qual o
primeiro termo, proporcional a a3|w0|, domina, temos uma situação na qual a densidade de
energia de matéria, proporcional a a−3+δ diminui mais lentamente que a de energia escura,
impedindo que tenha havido a transição entre a fase da matéria e a dominada pela energia
escura, na qual nos encontramos. Em vista da tais questões, optamos por trabalhar na
região do espaço de parâmetros na qual é satisfeita a condição

δ + 3w0 < 0 −→ 3|w0| > δ. (3.52)

Na figura 3.9 podemos ver a evolução da densidade de energia escura, assim como da
razão

ρφ

ρDM
em função do fator de escala, para um caso em que (3.52) é satisfeita e um

em que não é. Vemos como de fato, no segundo caso temos densidade de energia escura
negativa, assim como, para a < 1, a queda da razão

ρφ

ρDM
.
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Fig. 3.9: Na figura da esquerda vemos a evolução de ρφ(a) com o fator de escala, em

unidades de densidade cŕıtica atual. Foram utilizados os valores ΩDM0 = 0.18, ΩB0 = 0.05,

Ωφ0 = 0.65, w0 = −0.5 e w1 = 0. A curva cont́ınua foi obtida utilizando δ = 2.4, caso no

qual a condição (3.52) não é satisfeita, e a curva pontilhada utilizando δ = 1.2, com (3.52)

satisfeita. Na figura da esquerda temos a evolução da razão
ρφ

ρDM
com o fator de escala,

para os mesmos casos e utilizando a mesma legenda.

52



1 2 3 4 5
a

-0.05

0

0.05

0.1

0.15

0.2

0.25

Ρ
Φ
Ha
L

Fig. 3.10: Curva para a densidade de energia escura, em unidades de densidade cŕıtica

atual, obtida utilizando ΩDM0 = 0.18, ΩB0 = 0.05, Ωφ0 = 0.65, w1 = 0, δ = 1.0 e w0, caso

no qual a condição (3.53) é satisfeita.

Notemos também que, nos casos com 3|w0| = δ a solução (3.51) diverge, fazendo com
que os valores de δ e w0 que respeitem tal igualdade não possuam sentido f́ısico. Como
desejamos trabalhar com uma região cont́ınua do espaço de parâmetros, devemos nos
limitar ou à região com 3|w0| < δ ou à região 3|w0| > δ. Considerando que o caso sem
acoplamento, no qual 3|w0| > δ, deve estar presente na região considerada, mais uma vez
a utilização de valores tais que 3|w0| < δ se mostram problemáticos.

Dentro da região do espaço de parâmetros onde (3.52) é satisfeita, devemos ainda
analisar a solução (3.50) com relação à ocorrência de densidade de energia escura negativa,
no que diz respeito ao sinal de A. Notemos que, quando (3.52) é satisfeita, temos B > 0. No
entanto, para determinados valores de ΩDM0, w0 e δ, A pode se tornar negativo, o que, nas
condições dadas acima, com δ > 0 e a expressão (3.52) respeitada, levaria invariavelmente
à ocorrência de densidade de energia negativa no futuro, pois o termo em a−3+3|w0| domina
para grandes valores de a. Considerando a expressão para A, dada por (3.52), tal termo
será negativo quando

(1− ΩB0 − ΩDM0)3|w0| > δ(1− ΩB0). (3.53)

Nos casos em que a condição acima é satisfeita temos a ocorrência de densidade de energia
negativa no futuro, para valores do fator de escala suficientemente grandes, como vemos
na figura 3.10.

Outra questão importante ao analisarmos o modelo proposto diz respeito ao compor-
tamento de ρφ(a) e a(t) no caso de w0 < −1. Como discutimos na seção III deste caṕıtulo,
no caso sem acoplamento, tais valores levam ao chamado Big Rip. Vejamos se tal compor-
tamento se confirma mesmo com a inserção do acoplamento.

Tomando o limite da expressão para ρφ(a) neste caso, dada por (3.51), para grandes
valores de a, vemos que, nos casos com w0 < −1, o termo em a−3(1+w0) tende a ∞, já que
cresce com a. Já o termo em a−3+δ diminui com a, para valores de δ tais que δ < 3. Como
já discutido, valores com δ > 3 não são permitidos. Desta forma, temos para a densidade
de energia escura:

lim
a→∞

ρφ(a) = Aa−3(1+w0), (3.54)

solução igual à obtida para o caso sem acoplamento. Assim como neste último, valores para
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w0 tais que w0 < −1 levam ao Big Rip. Na figura 3.11 abaixo vemos as curvas para ρφ(a) e
a(t) no caso com acoplamento e w1 = 0, para diferentes valores de w0, que corroboram tal
conclusão: a curva para a densidade de energia escura no caso com w0 > −1 diminui com
o fator de escala, enquanto que, para w0 < −1, ela cresce com este, caso em que, como
mostrado na figura 3.11(b), ocorre o Big Rip.
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Fig. 3.11: Na figura 3.6(a) vemos as curvas para a densidade de energia escura, em

unidades da densidade cŕıtica atual, em função do fator de escala, para w0 = −0.5, linha

pontilhada, w0 = −1, linha tracejada e w0 = −1.5, linha cont́ınua. Já em 3.6(b) temos

a evolução do fator de escala como tempo, em unidades arbitrárias, nos mesmos casos e

com a mesma legenda. Foi utilizado ΩDM0 = 0.18, ΩB0 = 0.05, Ωφ0 e δ = 1.0.

VI.2 Equação de estado variável

A expressão para a densidade de energia escura no caso geral com acoplamento e
equação de estado parametrizada por (3.37) é dada em (3.46). Devido ao maior número de
parâmetros envolvidos e à presença do termo ∆(ΩDM0, w0, w1, δ, a) e da função Γ(−3(w0−
w1)− δ, 3w1,

3w1

a
), ela apresenta uma gama muito maior de comportamentos do que o caso

de equação de estado constante, e implica numa maior dificuldade na classificação dos
diferentes comportamentos posśıveis, assim como na identificação das regiões do espaço de
parâmetros a eles associadas. Considerando isso, não pretendemos realizar tal tarefa aqui,
mas apenas indicar alguns pontos e questões que devem ser levadas em conta e para as
quais devemos permanecer atentos.

Consideremos inicialmente o caso desacoplado, com δ = 0, mas equação de estado
variável, na forma (3.37). Neste caso, ∆(a, w0, w1, δ) = 0 e a densidade de energia escura
em função de a é dada por ρ0

φ(a), dada em (3.47), que claramente não apresenta valores
negativos, quaisquer que sejam os valores adotados para ΩDM0, w0, w1 e δ e o fator de
escala.

A partir de (3.37) e (2.12), considerando a0 = 1, podemos escrever a expressão para a
equação de estado em função do fator de escala, que resulta em

wφ(a) = w0 + w1
1− a

a
= w0 − w1 +

w1

a
.
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Tomando o limite da expressão acima obtemos

lim
a→∞

wφ(a) = w0 − w1.

Assim, para grandes valores de a, a solução para a densidade de energia escura, dada por
(3.46), se comporta como

lim
a→∞

ρφ(a) = ρφ0e
−3w1a−3(1+w0−w1),

e pode ser escrita na forma

ρφ(a) = ρφ0e
−3w1a−3(1+wef ), (3.55)

onde
wef = w0 − w1.

A solução acima difere da obtida no caso de equação de estado constante, utilizando
wφ = wef , apenas por uma constante de multiplicação, o que faz com que o comportamento
assintótico de ρφ(a) seja o mesmo que no caso de wφ constante, com wφ = wef = w0 −w1.
Assim, a densidade de energia escura, para valores grandes de a, será crescente com o
tempo desde que tenhamos wef < −1. Da mesma forma, considerando a equação (3.25)
para grandes valores do fator de escala, e substituindo a expressão para ρφ(a) dada em
(3.55), obteremos novamente uma solução do tipo (3.27), tendo no lugar de wφ, wφ = wef .
Assim, no caso equação de estado variável e utilizando a parametrização (3.37), o problema
da divergência de ρφ e do fator de escala num tempo finito se mantém, mas agora para

valores de w0 e w1 tais que w0−w1 < −1. É interessante notar que tal condição possibilita
inclusive que o Big Rip ocorra mesmo para valores de w0 maiores que −1, conforme o valor
de w1, no caso de valores suficientemente positivos para este. Por outro lado, para valores
de w1 suficientemente negativos, podemos ter w0 < −1 sem que isso leve ao Big Rip.

Na figura 3.12 vemos o comportamento da densidade de energia escura e do fator de
escala para diferentes valores de wef , que corrobora o comportamento acima discutido.
Nela podemos notar não só a ocorrência do Big Rip no caso com wef < −1 como também
o comportamento assintótico da densidade de energia, que, no caso wef = −1, se aproxima
do comportamento de constante cosmológica.

É importante lembrar no entanto que, como discutido na seção III deste caṕıtulo, o
cruzamento da barreira phantom não é permitido num modelo de um único campo escalar.
Assim, caso consideremos um modelo deste tipo, o valor de wφ(z) não pode passar de
valores menores que −1 para maiores que −1, e portanto o termo w1 não pode nem causar
nem evitar o Big Rip, cuja ocorrência ou não será determinada apenas pelo valor de w0.

A parametrização utilizada para a equação de estado é válida para grandes valores de a,
fazendo com que o comportamento assintótico obtido também o seja. No entanto, caso ela
seja interpretada como uma expansão para baixos valores de z, sua validade para grandes
valores de a, assim como o comportamento assintótico da densidade de energia e do fator
de escala obtidos, deve ser discutida com mais cuidado.
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Fig. 3.12: Na figura 3.6(a) vemos as curvas para a densidade de energia escura em função

do fator de escala. Utilizamos w0 = −2 em todas as curvas e w1 = −1.5 → wef > −1, em

linha pontilhada, w1 = −1 → wef = −1, em linha tracejada, e w1 = −0.5 → wef < −1,

em linha cont́ınua. Já em 3.6(b) temos a evolução do fator de escala com o tempo, nos

mesmos casos em com a mesma legenda. Ambos os gráficos estão em unidades arbitrárias

de tempo, enquanto que a densidade de energia está em unidades de densidade cŕıtica atual.

A partir destas figuras podemos ver como, para wef < −1, ρφ(a) cresce e a(t) diverge em

um tempo finito. Utilizamos ΩDM0 = 0.18, ΩB0 = 0.05 e δ = 1.0.

Consideremos por fim o caso com acoplamento não nulo e equação de estado variável,
cuja densidade de energia é dada pela expressão em (3.46). O comportamento de ρ0

φ(a) já
foi estudado. No entanto, a densidade de energia pode se tornar negativa no futuro nos
casos em que

lim
a→∞

∆(ΩDM0, ΩB0, w0, w1, δ) < −1. (3.56)

Notemos que o limite superior da integral presente na expressão para ∆, a qual chamaremos
daqui em diante de I(w0, w1, δ, a), tende a 0 no limite a →∞, de onde temos

lim
a→∞

∆ = δe3w1
ΩDM0

ΩB0

(3w1)
y

0∫

3w1

t−(y+1)e−tdt, (3.57)

onde

y = 3(w0 − w1) + δ.

O integrando em I(ΩDM0, w0, w1, δ) é uma função positiva. Assim, um eventual valor
negativo para ∆ será proveniente ou do termo (3w1)

y, ou de valores para os limites de
integração que tornem a integral negativa, ou seja, valores positivos para w1, para os quais
3w1 > 0.

Consideremos inicialmente w1 > 0. Neste caso, o termo (3w1)
y é positivo, enquanto

que a integral é negativa, o que resulta em ∆ < 0. No caso w1 < 0, podemos escrever ∆
como
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∆ = e3w1
δΩDM0

Ωφ0

3y(−1)y|w1|y
0∫

3w1

(−1)−(y+1)|t|−(y+1)dt = −e3w1
δΩDM0

Ωφ0

0∫

3w1

|t|−(y+1)e−tdt,

(3.58)
cujo valor é mais uma vez negativo, pois neste caso o valor da integral na expressão
obtida acima é positivo. Este comportamento pode ser compreendido se lembrarmos que
a inclusão do acoplamento δ representa um acoplamento entre matéria e energia escura de
forma que, no caso δ > 0, haja transferência de energia da componente de energia escura
para a matéria escura. Assim, a densidade de energia do primeiro será menor que no caso
sem acoplamento, o que implica em ∆ < 0. Notemos no entanto que ocorre densidade
de energia negativa apenas quando ∆ < −1. O fato de ∆ ser negativo não garante que
não ocorra densidade de energia negativa, mas também não assegura ou implica que esta
ocorrerá. A obtenção dos limites inferiores de ∆, que permite obter as regiões do espaço de
parâmetros associadas à ρφ < 0 requer um estudo mais detalhado da função Γ(−y, 3w1,

3w1

a
)

e não será feita aqui, permanecendo como um problema em aberto. Foi posśıvel verificar
que de fato existem combinações dos valores para ΩDM0, ΩB0, δ, w0 e w1 que levam a
ρφ < 0, porém tais estudos não foram conclusivos.

Notemos que ∆ pode não só assumir a valores menores que −1 no limite a →∞, mas
também divergir nestes casos. É posśıvel mostrar que de fato isso ocorre para os casos
em que y > 0, pois então o integrando em I(ΩDM0, w0, w1, δ) diverge em a = 0 de forma
mais rápida que 1

t
. Isso leva à divergência da integral na expressão (3.58). Considerando

a presença da exponencial que multiplica o polinômio no integrando, no entanto, vemos
que, nos casos em que wef > −1 e y > 0, a divergência ocorre de forma mais lenta do que
a queda de ρ0

φ(a). Assim, embora o valor de ∆(ΩDM0, δ, w0, w1, a) determine o sinal da
densidade de energia, ele nada influi na divergência ou convergência desta no limite a →∞,
que, assim como no caso sem acoplamento, será determinada pelo valor de wef = w0−w1.
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4. AJUSTE DE PARÂMETROS COSMOLÓGICOS UTILIZANDO

MEDIDAS DE SUPERNOVAS IA - PRELIMINARES.

I Ajuste de parâmetros e intervalos de confiança

Ao utilizarmos dados observacionais para extrair informação acerca da natureza, é
preciso que saibamos como fazê-lo. Para tal, existem diversos métodos de tratamento de
dados, assim como ferramentas para, dado um conjunto de medidas, estimar grandezas,
testar hipóteses e teorias. Tais procedimentos estão baseados nos conceitos da teoria de
probabilidade e da estat́ıstica [33, 34].

Neste trabalho, utilizamos basicamente o chamado método da Máxima Verossimilhança
para realizar estimativas dos parâmetros cosmológicos, assim como obter os respectivos
intervalos de confiança. Nesta seção, apresentaremos alguns dos elementos envolvidos
neste processo.

Para tal, é importante deixar clara a situação com a qual tratamos, assim como a
notação que será utilizada.

Consideramos o caso em que temos um conjunto de n medidas de duas grandezas x
e y ,{(xi, yi)} = [(x1, y1), (x2, y2), (x3, y3), ...(xn, yn)], que no nosso caso corresponderão ao
redshift zi e a distância de luminosidade dLi, entre as quais há uma relação matemática
dependente dos parâmetros ~θ = (θ1, θ2, θ3, ...), que desejamos estimar, na forma

y = Y (xi|~θ).
Associado ao conjunto de dados, temos os erros σxi

e σyi
.

I.1 Abordagem frequentista e Bayesiana: intervalos de confiança e uso de Função

densidade de probabilidade a priori

A teoria de probabilidades e a estat́ıstica podem ser utilizadas seguindo duas diferentes
abordagens: a frequentista e a bayesiana.

Na primeira, a probabilidade de um evento está ligada à frequência de ocorrência dele
caso realizássemos muitas medidas. Isto significa que, ao associarmos a um conjunto de
parâmetros ~θ, que se deseja estimar, um determinado intervalo de valores com proba-
bilidade α, estamos dizendo que, caso realizássemos muitas medidas de tal parâmetro,
obteŕıamos um valor pertencente a tal intervalo α% das vezes. Em outras palavras, pode-
mos dizer que tal intervalo contém o valor verdadeiro do parâmetro com probabilidade
α.

Nesta abordagem, não é correto associar ao valor do parâmetro uma probabilidade
de ocorrência, pois esta está sempre associada a medidas. Não podemos também falar
em probabilidade de ele ter um determinado valor, pois não existe um espaço amostral



associado ao valor de ~θ. Os parâmetros que se deseja estimar têm um conjunto único e
exato de valores, com probabilidade 1.

Na abordagem bayesiana, a idéia de probabilidade está associada à de credibilidade,
ou confiança que temos em um determinado resultado, no caso uma determinada região
no espaço de parâmetros que se deseja estimar. Assim, quando associamos aos parâmetros
em questão um intervalo de valores com probabilidade α, estamos dizendo que os valores
verdadeiros de tais parâmetros se encontram naquele intervalo com probabilidade α. Note
que, diferentemente da abordagem frequentista, neste caso podemos associar aos valores
desses parâmetros uma função densidade de probabilidade sem nos referirmos à qualquer
tipo de medida. Tal função dá a probabilidade do parâmetro ter determinado valor, in-
dependente de estarmos ou não medindo-o, e de que forma o fazemos. Tal probabilidade
está associada à confiança que temos em que o valor esteja naquele intervalo.

Devido a esta interpretação, a abordagem bayesiana abre espaço para que utilizemos
funções densidade de probabilidade para quantificar nosso conhecimento a respeito de um
determinado parâmetro ou sistema f́ısico estudado, independentemente de um conjunto de
medidas ou mesmo de uma experiência ou observação.

Isto é frequentemente feito utilizando-se a chamada função densidade de probabilidade
a priori. Tal uso tem como suporte o Teorema de Bayes. Considerando dois eventos A e
B, tal teorema enuncia que

P (A|B) =
P (B|A)P (A)

P (B)
,

onde P (A|B)(P (B|A)) é a probabilidade de A(B) ocorrer dado que B(A) ocorreu e
P (A)(P (B)) é a probabilidade de ocorrência do evento A(B).

Quando estamos estimando parâmetros, associamos ao evento B a obtenção de um
determinado conjunto de medidas {(xi, yi)}, e ao evento A um determinado conjunto de

valores para os parâmetros ~θ. Assim, P (B|A) = P ({(xi, yi)}|~θ) é a probabilidade de, dado

que os parâmetros ~θ tenham um determinado conjunto de valores, obtermos a medida
que foi obtida. Analogamente, P (A|B) = P (~θ|{(xi, yi)}) é a probabilidade de, sabendo

que foi obtido tal conjunto de medidas, ~θ assumir um conjunto determinado de valores.
Considerando ~θ e {(xi, yi)} cont́ınuos, podemos escrever o teorema de Bayes em termos de
funções densidade de probabilidade (f.d.p.) como

f~θ(
~θ|{(xi, yi)}) =

fy({(xi, yi)}|~θ)f~θ(
~θ)

f({(xi, yi)}) , (4.1)

onde f~θ(
~θ|{(xi, yi)}) é a função densidade de probabilidade de ~θ dado que foi obtido de-

terminado conjunto de dados e fy({(xi, yi)}|~θ) é a função densidade de probabilidade de
obtermos tais dados, dado um conjunto de valores para os parâmetros.

A função f~θ(
~θ) é interpretada como a função densidade de probabilidade dos parâmetros,

e está associada à probabilidade de que os parâmetros assumam um determinado conjunto
ou intervalo de valores, independente dos dados obtidos. Ela é chamada função densidade
de probabilidade a priori, por preceder a realização do experimento/observação em questão.
A partir de agora utilizaremos para funções densidade de probabilidade a notação f.d.p..

Existe uma grande liberdade no que diz respeito à forma da f.d.p. a priori. No geral,
ela considera a informação que temos a respeito dos valores para ~θ, independentemente ou
anteriormente ao experimento ou observações consideradas. Tal informação pode provir
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de expectativas e previsões teóricas ou medidas realizadas por outros experimentos. Ela
pode ainda ser utilizada para corrigir erros experimentais sistemáticos, introduzindo um
desvio no sentido oposto a tais erros, ou limitar o intervalo de valores posśıveis de forma
a excluir valores sem sentido f́ısico.

Podemos interpretar o teorema de Bayes considerando que já há um conhecimento
a respeito dos parâmetros ~θ, quantificado na f.d.p. a priori, e as observações feitas vão
acrescentar mais informação, agindo sobre esta função e gerando a chamada função densi-
dade de probabilidade a posteriori, f~θ(

~θ|{(xi, yi)}), a partir da qual obteremos os resultados
desejados.

A função f({(xi, yi)}) diz respeito à probabilidade de obtenção de um determinado

conjunto de medidas quaisquer que sejam os valores de ~θ, e pode ser escrita numa forma
com a qual possamos operar. No entanto, ela tem o papel apenas de uma constate de
normalização na função densidade de probabilidade dos parâmetros ~θ e portanto podemos
ignorá-la, sem que isso afete os resultados obtidos, contanto que posteriormente normali-
zemos a função.

A partir da discussão acima fica clara a diferença com relação à abordagem frequen-
tista, na qual não faz sentido atribuir uma função densidade de probabilidade a ~θ, tanto
considerando o conjunto de dados utilizados (f~θ(

~θ|{(xi, yi)})), quanto mais sem considerá-

lo, como é o caso de (f~θ(
~θ)), visto que em tal abordagem ele possui um valor espećıfico e

não existe um espaço amostral a ele associado. Uma boa revisão a respeito das diferentes
abordagens acima citadas, assim como dos métodos estat́ısticos por elas utilizadas pode
ser vista em [33].

I.2 Método da Máxima Verossimilhança

Existe uma série de métodos distintos para a obtenção de estimativas de parâmetros
a partir de um conjunto de medidas [33, 34]. Um deles é o chamado Método da Máxima

Verossimilhança (MMV), que consiste em considerar como estimativa para ~θ o conjunto de
valores que maximiza, na abordagem frequentista, a probabilidade de obtermos o conjunto
de medidas que foi obtido e, na bayesiana, a f.d.p. a posteriori dos parâmetros.

A probabilidade de, dado um conjunto de valores para ~θ, obtermos um par de me-
didas (xi, yi) é dada pela função densidade de probabilidade fy((xi, yi)|~θ), cuja forma é
conhecida considerando as caracteŕısticas e distribuição dos dados utilizados. Assim, a
função densidade de probabilidade de obtermos todo o conjunto de medidas é

L({(xi, yi)}|~θ) =
i=N∏
i=1

fy((xi, yi)|~θ).

Tal função é chamada função de verossimilhança. Na abordagem frequentista, o procedi-
mento adotado para a estimação dos parâmetros ~θ é utilizar os valores que maximizam a
função de verossimilhança. Isto significa utilizar como estimativa os valores dos parâmetros
que maximizam a probabilidade de obtermos o conjunto de medidas obtido.

Na abordagem bayesiana, podemos obter a função densidade de probabilidade a poste-
riori f~θ(

~θ|{(xi, yi)}) a partir da função de verossimilhança utilizando o teorema da Bayes,

dado em (4.1). Note que a função fy({(xi, yi)}|~θ), definida na expressão (4.1) é justamente
a função verossimilhança. Nos casos em que não temos, não é adequado ou opta-se por
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não usar utilizar uma função densidade de probabilidade a priori, podemos considerá-la
como constante, e a relação (4.1) nos dá

f~θ(
~θ|{(xi, yi)}) = NL(~θ|{(xi, yi)}),

onde N é uma constante de normalização. Daqui em diante, utilizaremos a notação N
para englobar quaisquer constante de normalização que venham a surgir.

É comum, principalmente nos casos com f.d.p. a priori constante, ao invés de proceder-
mos à maximização de L(~θ|{(xi, yi)}) ou f~θ(

~θ|{(xi, yi)}), procurarmos o mı́nimo da função

L(~θ|{(xi, yi)}) dada por

L = − ln f~θ(
~θ|{(xi, yi)}),

que, no caso de f.d.p. a priori constante ou da abordagem frequentista, é dada por

L = − lnL(~θ|{(xi, yi)}) = −
i=n∑
i=1

ln fy((xi, yi)|~θ). (4.2)

Obtida a função f~θ(
~θ|{(xi, yi)}), com a utilização de uma f.d.p. a priori constante

ou não, as estimativas para os valores de ~θ podem ser obtidas maximizando a função
f~θ(

~θ|{(xi, yi)}), de forma semelhante à abordagem frequentista. Podemos utilizá-la também
para obter intervalos de confiança nos parâmetros desejados. Note que isso a rigor só é
posśıvel segundo a abordagem bayesiana, sendo que a partir daqui é nela que trabalhare-
mos.

É frequente termos dados cujos erros são gaussianos, fazendo com que a própria dis-
tribuição dos dados seja gaussiana. Neste caso, temos

f((xi, yi))|~θ) =
1√
2πσi

e
− (yi−Y (xi|~θ))2

2σ2
i , (4.3)

onde a incerteza σi deve considerar os erros σxi
e σyi

. A função L(θ|{(xi, yi)}) neste caso
será dada por

L =
i=n∏
i=1

1√
2πσi

e
− (yi−Y (xi|~θ))2

σ2
i = e−

χ2({(xi,yi)}|~θ)

2 , (4.4)

onde χ2 é o chamado qui-quadrado do ajuste, dado por

χ2 =
n∑

i=0

(yi − Y (xi|~θ))2

σ2
i

. (4.5)

Considerando uma função densidade de probabilidade a priori constante, temos uma
relação linear entre a função L e o χ2 do ajuste:

L =
χ2({(xi, yi)}|~θ)

2
. (4.6)

O fato de a distribuição dos dados ser gaussiana não implica em que a distribuição
dos parâmetros seja uma gaussiana, no caso uniparamétrico, ou uma multinormal, no caso
multiparamétrico.
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Nos casos em que isso ocorre, ou seja, em que a função densidade de probabilidade a
posteriori a posteriori é gaussiana ou multinormal, é posśıvel obter relações que permitem
obter os intervalos de confiança mais facilmente, assim como estimativas para os desvios
padrão dos diferentes parâmetros.

No caso uniparamétrico, considerando a forma da distribuição gaussiana, podemos
mostrar [33, 34] que o intervalo de um desvio padrão é aquele tal que

ln f~θ(
~θ|{(xi, yi)})|θ=θ0+σθ

− ln f~θ(
~θ|{(xi, yi)})|θ=θ0 =

1

2
, (4.7)

onde θ0 é valor verdadeiro do parâmetro em questão θ. Nossa estimativa para o valor
verdadeiro é o máximo da função fθ(θ|{(xi, yi)}). Assim, podemos obter uma estimativa de
σθ cortando da função L(θ|{(xi, yi)}) obtida a partir da função densidade de probabilidade
a posteriori na linha em que temos

∆L ≡ L(θ|{(xi, yi)})−min L(θ|{(xi, yi)}) =
1

2
,

onde min L significa o mı́nimo da função L. Segue de (4.6) que, no caso em que consider-
amos função densidade de probabilidade a priori constante temos

∆L =
∆χ2

2
=

1

2
−→ ∆χ2({(xi, yi)}|θ) = 1

Para uma distribuição normal uniparamétrica, os intervalos de 68%, 95% e 99% de
confiança são dados por θ = θ0 ± 1σ,θ = θ0 ± 2σ e θ = θ0 ± 3σ, respectivamente. No
caso de um maior número de parâmetros, em que a distribuição gaussiana é generalizada
para uma multinormal, tais relações vão se tornando mais complexas. Consideremos por
exemplo o caso de dois parâmetros, no qual ~θ = (θ1, θ2). A função multinormal neste caso
é

f~θ(
~θ, ~θ0) = Ne

− 1
2(1−ρ2)

[(
θ1 − θ10

σθ1

)2

+

(
θ2 − θ20

σθ2

)2

− 2ρ

(
θ1 − θ10

σθ1

)(
θ2 − θ20

σθ2

)]

,

onde ρ é a correlação entre os dois parâmetros e ~θ = (θ1, θ2).
O intervalo obtido utilizando o procedimento acima, ou seja, cortando a f.d.p. a pos-

teriori (ou a função verossimilhança, no caso de abordagem frequentista) no plano em
que a condição (4.7) é satisfeita, tem o formato mostrado na figura 4.1(b) e se relaciona
com os parâmetros da distribuição como mostrado na figura. Embora possamos obter
estimativas para os desvios padrão nos diferentes parâmetros através do formato de tal
região, ela não possui 68% de conteúdo probabiĺıstico. A obtenção das regiões com deter-
minados conteúdos probabiĺısticos deve ser feita então utilizando a integração da função
multinormal.

Realizando tais integrações, para diferentes números de parâmetros e ńıveis de con-
fiança, é obtida a tabela mostrada na figura 4.1(a) abaixo. É importante ressaltar que,
como comentado acima, ela só pode ser utilizada para estimar intervalos de confiança
quando a função densidade de probabilidade dos parâmetros corresponde a uma multinor-
mal.
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(a) (b)

Fig. 4.1: Na figura 4.1(a) vemos tabela com os valores de ∆χ2=2∆L que podem ser uti-

lizados na obtenção de diferentes intervalos de (1−α)% de confiança, para m parâmetros,

no caso de f.d.p. dos parâmetros multinormal. Na figura 4.1(b) temos o formato da região

obtida ao cortarmos a binormal em ∆L = 1
2
. Os desvios padrão nos parâmetros θi e θj

são dados por, respectivamente,σi e σj, mostrados na figura. Figuras extráıdas de [33].

II Obtenção de estimativas para os parâmetros cosmológicos a partir de

medidas de supernovas.

As supernovas do tipo Ia são utilizadas como indicadores de distâncias para que, a
partir destas, possamos estimar parâmetros cosmológicos.

Embora não sejam objetos homogêneos, sendo que a luminosidade pode variar de uma
supernova Ia para outra, existem relações entre caracteŕısticas observáveis de uma su-
pernova Ia e sua luminosidade, o que permite a determinação desta última a partir de
observações feitas na Terra.

Por ser um evento transiente, o brilho de uma SNIa varia com o tempo, dando origem
à chamada curva de luz, que nada mais é do que a curva da magnitude aparente mi

da supernova em questão, na banda i considerada, em função do tempo. Assim, uma
supernova possui diferentes curvas de luz nas diferentes bandas. Há diversos trabalhos
na literatura [35, 36, 37, 38, 39, 40, 41] que mostram a existência de relações entre o
formato das curvas de luz de uma supernova Ia, assim como seus ı́ndices de cor, e a
sua luminosidade, ou magnitude absoluta. Existem diversos métodos que calibram estas
relações e permitem, a partir das curvas de luz de uma supernova Ia, determinar sua
magnitude absoluta [35, 39, 40, 41, 42]. Uma introdução e um panorama geral a alguns
destes métodos, assim como ao uso de SNsIa como indicadores de distância é feita no
apêndice A.

As magnitudes absolutas e aparentes de um objeto celeste se relacionam com a distância
deste na forma

µ ≡ mi −M i = 5 log dL + 25, (4.8)

onde µ é chamado módulo de distância e a distância dL está em MegaParsecs (MPc).
O subscrito i diz respeito às diferentes bandas de frequência na qual o objeto pode ser
observado.

Devido à variabilidade das magnitudes absolutas das supernovas Ia, podemos definir
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M i = M
i
+ ∆i, (4.9)

onde M
i

é a magnitude absoluta de uma SNIa padrão na banda em questão. Podemos
também, a partir da expressão para a distância de luminosidade (2.31), definir a distância
dh, que independe do valor de H0, na forma

dh =
H0

c
dL. (4.10)

Substituindo (4.9) e (4.10) em (4.8) podemos definir um módulo de distância relativo, dado
por

µi
r ≡ mi −∆i = 5 log dh +Mi, (4.11)

onde

Mi = −5 log
H0

c
+ M

i
+ 25. (4.12)

Notemos que o valor de Mi é constante para todas as supernovas, e depende apenas do
valor de H0 e da magnitude absoluta da supernova padrão na banda considerada. Notemos
ainda que, para a determinação de dh para uma determinada supernova, é necessário que
conheçamos apenas suas magnitudes aparentes, que são medidas observacionalmente, o

valor de ∆i, e o de Mi, independente do valor de H0 ou M
i
.

Voltemos agora ao problema espećıfico que pretendemos abordar. Utilizando as relações
acima, dado um grupo de supernovas Ia observadas, é obtido um conjunto de medidas
{(zi, µi)} para diferentes objetos, a partir do qual podemos utilizar o método da máxima
verossimilhança descrito na seção I e estimar valores e intervalos de confiança para os
parâmetros cosmológicos de interesse.

A relação entre distância de luminosidade e redshift foi obtida no caṕıtulo 2 e é dada por
(2.31). De forma análoga à colocada na seção I deste caṕıtulo, temos então dLi = f(zi|~θ),
onde o vetor de parâmetros ~θ é composto pelos parâmetros cosmológicos, dependentes do
modelo considerado. No nosso caso, temos os parâmetros de densidade Ωφ0 e ΩDM0, que
a partir de agora chamaremos apenas ΩDM , Ωφ, respectivamente, além de w0, w1 e δ .
No entanto, ao invés de considerarmos δ como um parâmetro a ser ajustado, que pode
assumir um cont́ınuo de valores, realizamos os ajustes considerando apenas 4 valores para
δ: δ = 0, δ = 0.2, δ = 0.6, δ = 1.0. Isto foi feito para reduzir o tempo de trabalho
computacional. Como discutido na seção VI do caṕıtulo 3, não foram utilizados valores
negativos para δ. O valor do parâmetro de densidade da matéria bariônica foi tomado
ΩB0 = 0.05, em consonância com observações recentes. Embora tal valor não seja obtido
diretamente de algumas das formas observacionais de estimativas para ele, como os dados
do satélite WMAP , ele é bastante próximo destas estimativas, sendo que os dados do
primeiro ano do WMAP, por exemplo, indicam ΩB0 = 0.044(4) [7], e eventuais diferenças
não acarretarão em efeitos consideráveis.

De acordo com as medidas do WMAP [6, 8], foi considerado um universo plano, e com
ΩR0 ≈ 0 de forma que

Ωφ = 1− ΩDM − ΩB0 = 0.95− ΩDM .

Neste caso, a expressão (2.31) resulta em
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dL(z|~θ) =

∞∫

0

cdz

H0

√
ΩDM(1 + z)3(1+δ)ΩB(1 + z)3 + (0.95− ΩDM)e3w1z(1 + z)3(1+w0−w1) [1 + ∆(z)]

,

(4.13)
onde ∆(z|ΩDM , z, w0, w1, δ) é dado por (3.48).

Foram utilizados os dados das supernovas Ia do chamado grupo Ouro (Gold set), publi-
cados em [10] e de 71 novos objetos publicados em [43] pelo Supernova Legacy Survey. Por
utilizarem técnicas de detecção, critérios de classificação e métodos de ajuste das curvas
de luz diferentes, optamos por tratar os dois conjuntos separadamente. Chamaremos tais
conjuntos, respectivamente, de Ouro e SNLS.

II.1 Os dados do grupo Ouro

No artigo [10], são apresentadas 186 supernovas Ia, classificadas em dois conjuntos,
Ouro e Prata, conforme a qualidade dos dados e confiança na classificação de tais obje-
tos como SNIa. Pertencem ao primeiro grupo os objetos cuja classificação não apresenta
dúvidas e ao segundo os que apresentaram alguma caracteŕıstica que dificultou a classi-
ficação. Por conta disso, optamos por trabalhar apenas com o conjunto Ouro. Tais dados
podem ser vistos na figura 4.2(a).

Os valores fornecidos no artigo incluem o redshift zi e o módulo de distância relativo
µri de cada objeto. Tais valores foram obtidos utilizando o método de ajuste de curva de
luz MLCS2k2, comentado no apêndice A, e consideram não as magnitudes absolutas dos
objetos, mas apenas a relativa entre eles, independentemente do valor exato de Mi. São
consideradas as estimativas na banda V das supernovas, sendo obtidos os valores de ∆V .
Podemos escrever então

µr ≡ µV
r = mV −∆V = 5 log dh +MV ,

onde dh segue a definição (4.10). São também fornecidos os desvio padrão σi associados
a cada µri. Tais valores incluem as incertezas associadas às medidas e ajustes de curva
de luz e a incerteza associada ao redshift. Para estimativa da última foi considerada uma
incerteza na velocidade de σv = 400km

s
para todos os objetos, que leva em conta as eventuais

velocidades peculiares das supernovas.
Os dados possuem distribuição gaussiana, o que faz com que, conforme (4.4), a função

de verossimilhança seja dada por

L(~θ|{(zi, µri)}) =
i=157∏
i=1

1√
2πσi

e−
χ2(MV ,ΩDM ,w0,w1)

2 ,

onde

χ2(ΩDM , w0, w1,MV ) =
i=157∑
i=0

(µri − 5 log dh(zi|ΩDM , w0, w1)−MV )2

2σ2
i

.

A partir de tal função verossimilhança, podemos obter a função densidade de probabil-
idade para os parâmetros MV , ΩDM , w0 e w1 utilizando o teorema de Bayes e uma função
densidade de probabilidade a priori, constante ou não. No entanto, neste trabalho não
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estamos interessados em estimar os valores de H0 e M
V
, ou MV . Assim, marginalizare-

mos a função densidade de probabilidade com relação a este último. Tal marginalização
independe de eventuais f.d.p. a priori que dependam apenas dos parâmetros ΩDM , w0

e w1. Assim, considerando uma f.d.p. a priori constante em MV , podemos realizar a
marginalização com relação a este parâmetro, através da integração da própria função
de verossimilhança em MV . Tal integração pode ser feita analiticamente, como feito em
[44, 45]. Abrindo o termo quadrático dentro da somatória na exponencial, podemos escr-
ever L como

L(~θ|{(zi, µri)}) = Ne−A(MV )2+BMV +C

onde novamente N é uma constante de normalização, que englobará também constantes
multiplicativas que eventualmente surjam durante a integração, e

A =
1

2

i=157∑
i=1

1

σ2
i

,

B =
i=157∑
i=1

(µri − 5 ln dh(zi|ΩDM , w0, w1))

σ2
i

,

C = −1

2

i=157∑
i=1

(µri − 5 ln dh(zi|ΩDM , w0, w1))
2

σ2
i

.

Assim, temos

L(ΩDM , w0, w1|{(zi, µri)}) =

∞∫

−∞

dMV e−
χ2(ΩDM ,w0,w1,MV )

2 =

∞∫

−∞

dMV e−A(MV )2+BMV +C .

Consultando uma tabela de integrais [46], temos

∞∫

−∞

dxe−p2x2+qx =

√
π

|p| e
q2

4p2 , (4.14)

sendo que no nosso caso

p =
√

A,

q = B,

o que leva a

L(ΩDM , w0, w1|{(zi, µri)}) = N

√
π

A
e

B2

4A
+C .

Considerando que A independe de ΩDM , w0 e w1, assim como englobando todas as con-
stantes em N , podemos escrever

L(ΩDM , w0, w1) = Ne
B2

4A
+C ,

que é a função verossimilhança por nós utilizada para os dados do grupo Ouro.
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Uma das formas de avaliarmos a qualidade de um ajuste de parâmetros é o valor do χ2,
cuja expressão é dada por (4.5). No entanto, ao realizarmos a marginalização em MV , não
é mais posśıvel obter o valor do χ2 do ajuste, para o qual o conhecimento deste valor seria
necessário. Assim, não será feito o cálculo do χ2 do ajuste, e portanto não utilizaremos ele
como teste da qualidade do ajuste.

II.2 Os dados do SNLS

Em [43] são publicados os dados de 117 SNIa, sendo 44 já anteriormente apresentadas
na literatura e 73 novos objetos detetados pelo SNLS. As estimativas de distância para
tais objetos foram obtidas através do método Spectral Adaptative Light curve Template
(SALT) [47], comentado no apêndice A.

Dos 73 novos objetos, dois (SNLS-03D4au e SNLS-03D4bc) mostraram uma dispersão
muito alta com relação ao diagrama de Hubble do conjunto, e por isso foram exclúıdos
do ajuste de parâmetros cosmológicos em [43]. Em nosso trabalho, optamos por utilizar
apenas os dados referentes aos 71 novos objetos restantes, que podem ser vistos na figura
4.2(b) abaixo.
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Fig. 4.2: Na figura 4.2(a) vemos o gráfico de µr × z para os 157 objetos do grupo Ouro

publicado em [10]. Em 4.2(b) temos o gráfico de µ × z dos 71 objetos do grupo SNLS,

publicados em[43], obtidos considerando H0 = 70 km
sMpc

.

O método SALT utilizado em [43] obtém os valores de ∆B para as diferentes supernovas
utilizando a relação

∆B = −α(s− 1) + βc, (4.15)

onde s e c são parâmetros obtidos para cada supernova a partir do ajuste das curvas de
luz, e α e β são os parâmetros que caracterizam a relação ∆B× curva de luz, iguais para
todos os objetos. Uma discussão um pouco mais detalhada do método SALT pode ser
vista no apêndice.

Os parâmetros α e β podem ser obtidos tanto utilizando SNsIa cujas distâncias, e por-
tanto as magnitudes absolutas, já sejam conhecidas, como através do ajuste dos próprios
dados de [43]. Neste último caso, eles são adicionados ao conjunto de parâmetros cos-
mológicos a serem ajustados. O mesmo pode ser feito com MB. Em [43] é feito o ajuste
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destes parâmetros e são obtidos os valores α = 1.52(14), β = 1.57(15) e MB = −19.31,
sendo que a estimativa deste último é feita fazendo H0 = 70 km

sMpc
. Devido à degenerescência

entre MB, e H0, que podem ser unificados no parâmetro MB, a fixação de um valor es-
pećıfico de H0 para que seja feito o ajuste de MB é válida, e significa na verdade um ajuste
para MB na forma:

MB = MB − 5 log
H0

c
+ 25 = −19.31− 5 log 70 + 25.

Devido à degenerescência em MB e H0, caso tivesse sido fixado outro valor para H0

obteŕıamos um valor diferente para MB, de forma que o valor final paraMB seria o mesmo.
Em [43] são fornecidos os valores dos módulos de distância calculados utilizando os

valores de melhor ajuste para α, β e MB e H0 = 70 km
Mpcs

, com os respectivos desvios
padrão, assim como as magnitudes aparentes e os parâmetros s e c de cada objeto, e as
respectivas incertezas. Em vista de tais informações, os dados podem ser trabalhados de
duas maneiras diferentes. Nos resultados apresentados aqui utilizamos os valores fornecidos
por [43] para os módulos de distância. Para que possamos fazê-lo, devemos utilizar em
nossa análise H0 = 70 km

sMpc
, pois só para este valor de H0 o valor utilizado para MB é

válido. Assim, a função de verossimilhança dos dados tem a forma

L(~θ|{(zi, µi)}) = exp−1

2

71∑ (µi − 5 log dl(H0 = 70 km
sMpc

, w0, w1, ΩDM , zi)− 25)2

σ2
µi

+ σ2
v + σ2

int

,

onde σµi
é a incerteza associada aos erros observacionais em s, c, e nas magnitudes

aparentes, σv a associada às velocidades peculiares das galáxias e σint a dispersão intŕınseca
nas magnitudes absolutas das SNIa não corrigida pelo modelo. Foram utilizados os valores
para as incertezas publicados na tabela fornecida pelo SNLS em [48], que já incluem as
três variâncias citadas acima, considerando σv = 300km

s
. Podem ser utilizadas também as

incertezas fornecidas em [43], que não incluem no entanto as incertezas nos redshifts. Para
a faixa de valores dos redshifts considerados, porém, tais incertezas são bastante inferiores
com relação às outras, e podem ser desprezadas sem afetar os resultados de forma con-
siderável. Optamos por utilizar os valores para as incertezas que as incluem apenas por
completeza.

Devido ao fato dos valores para µi utilizados terem sido obtidos utilizando os valores
de melhor ajute para MB, α e β, o desvio padrão de µi deve levar em conta também as
incertezas a eles associadas. No entanto, a matriz de covariância não é fornecida em [43],
e, segundo comunicação privada com P. Astier, é de fato desconhecida. Desta forma, tais
incertezas não foram consideradas.

Uma forma de considerar a dispersão nos valores de tais parâmetros (α, β e MB) no
ajuste dos parâmetros cosmológicos seria considerá-los como parâmetros livres de nossa
função densidade de probabilidade, neste caso dada por

L = e
−

71P
1

(mi−MB+α(s−1)−βc−5 log dl(zi|H0,w0,w1,ΩDM )−25)2

σ2
µi

+σ2
v+σ2

int (4.16)

Para obter L(ΩDM , w0, w1|{(zi, µi)}), devemos marginalizar a função verossimilhança
acima com relação a α, β e MB, o que pode ser feito de forma análoga à marginalização
em MV realizada para os dados do grupo Ouro acima. A integração em MB pode ser feita
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de forma indêntica, sendo que o resultado dela é uma exponencial cujo argumento pode
ser escrito como um polinômio de grau 2 em β, e procede-se à integração nesta variável
da mesma forma feita em (4.14), levando a um resultado que, pela terceira vez da mesma
forma, será integrado em α.

Como colocado acima, nos resultados aqui apresentados foram utilizados os valores
fornecidos em [43], e não feita a marginalização. Veremos a seguir que os resultados obtidos
são bastante compat́ıveis com os apresentados em [43], onde é feita a marginalização,
indicando que o tratamento utilizado é válido e tem resultados consistentes.

Por coerência com os dados do grupo Ouro, também no caso do SNLS não será calculado
o valor de χ2 dos ajustes.

No próximo caṕıtulo apresentaremos e discutiremos os resultados obtidos para os val-
ores dos parâmetros ΩDM , w0 e w1, melhores ajustes e intervalos de confiança, tanto para
os dados do grupo Ouro quanto do SNLS, e para os diferentes valores de δ considerados.

Tais resultados foram obtidos utilizando o software Mathematica, onde a obtenção do
ponto de máximo da função de verossimilhança foi feita de forma numérica. Os intervalos
de confiança foram obtidos a partir da integração numérica da função densidade de proba-
bilidade a posteriori, para os parâmetros considerados, normalizada. Para tal, buscou-se
obter o plano no qual a função deveria ser cortada para que sua integral na região interna
à curva de intersecção plano/função correspondesse ao conteúdo probabiĺıstico desejado.
Obtido tal plano, a região interna à curva de intersecção plano/função, na qual foi feita a
integração, corresponde ao intervalo de confiança com o respectivo conteúdo probabiĺıstico.

Existem na literatura trabalhos que utilizam a tabela mostrada na figura 4.1(a) para
a obtenção de tais intervalos, como por exemplo [49]. No entanto, veremos que as funções
densidade de probabilidade a posteriori obtidas por nós na maioria das vezes não têm a
forma de uma multinormal, fazendo com que a rigor não possamos utilizar tal tabela. Isso
nos levou a optar pelo procedimento de integração direta.

Também devido ao fato de tais funções densidade de probabilidade muitas vezes não
consistirem em multinormais, não foram estimadas incertezas para os valores de melhor
ajuste para os parâmetros, no caso de estimação simultânea de mais de um parâmetro.

No caso uniparamétrico, utilizamos como incerteza para o valor estimado do parâmetro
θ os valores

σ+ = θmax − θ̂, (4.17)

σ− = θ̂ − θmin, (4.18)

onde θ̂ é o valor de melhor ajuste, θmin e θmax são os valores inferiores e superiores que de-
finem o intervalo de 68% de confiança, respectivamente. Adotamos então como estimativa
θ = θ̂

+σ+

−σ− .
Consideremos agora o caso de dois parâmetros. Quando temos uma distribuição multi-

normal, a forma da região associada a um determinado conteúdo probabiĺıstico pode ser
obtida a partir da função densidade de probabilidade binormal, conhecida. Os interva-
los de confiança e desvios padrão podem ser obtidos conforme discutido na seção I deste
caṕıtulo.

Pelo fato de nossa função densidade de probabilidade a posteriori não constituir uma
multinormal, não podemos utilizar tais procedimentos e o desvio padrão enquanto parâmetro
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da distribuição não faz mais sentido. Além disso, diferentemente do caso de um único
parâmetro, a região com um determinado conteúdo probabiĺıstico não pode ser descrita
através valores máximos e mı́nimos apenas. Por isso, no caso de ajuste simultâneo para
os valores de dois parâmetros, não foram feitas estimativas de incertezas, mas apenas do
intervalo no espaço de parâmetros que possui 68% de confiança.

II.3 Esolha do intervalo de parâmetros considerado

Como vemos da expressão para ∆(z, w0, w1) (3.48) e dL (4.13), a distância de lumi-
nosidade para um dado valor do redshift só pode ser obtida por integração numérica. Isso
faz com que o tempo de trabalho computacional envolvido no cálculo e uso da função
verossimilhança, ou da função densidade de probabilidade a posteriori, seja bastante alto.
Visando diminúı-lo, trabalhamos com funções para dh(z|ΩDM , w0, w1) interpoladas a par-
tir de tabelas. Para gerá-las foi necessário escolher um intervalo de valores para cada
parâmetro considerado, assim como definir um passo de discretização. Este último foi
escolhido levando em conta a qualidade da interpolação obtida e o tempo de trabalho
computacional gasto para a obtenção da tabela. Foram utilizados os passos 0.06 para
ΩDM , 0.15 para w0 e w1. Para o redshift, realizamos a discretização na forma z = 10log z,
utilizando como passo de discretização para log z o valor 0.1275.

A função densidade de probabilidade a posteriori deve ser normalizada, o que pode ser
feito dividindo-a por

N =

∞∫

−∞

dΩDM

∞∫

−∞

dw0

∞∫

−∞

dw1f~θ(ΩDM , w0, w1|{(zi, µi(µri)}), (4.19)

onde f(ΩDM , w0, w1) é a função densidade de probabilidade a posteriori não normalizada.
A integral acima pode ser limitada à região do espaço de parâmetros em que a função
f(ΩDM , w0, w1) é não nula. Como veremos no caṕıtulo 5, em alguns casos o intervalo do
espaço de parâmetros considerado não engloba toda a região na qual isso ocorre. Isto
faz com que, a rigor, não possamos normalizar a função integrando-a apenas no intervalo
considerado, nem estimar intervalos de confiança considerando apenas tal região do espaço
de parâmetros.

No entanto, a extensão desta região muitas vezes acarretaria num aumento muito
grande do tempo de trabalho computacional envolvido, em especial no tempo gasto na
geração das tabelas utilizadas na interpolação. Por outro lado, os testes feitos indicaram
que, a partir de uma certa região considerada, o aumento desta provocava mudanças bas-
tante pequenas nos intervalos de confiança obtidos, sem mudá-los de forma considerável e
sem mudar o comportamento destes com a alteração do valor de δ. Assim, em cada valor
de δ, foi considerada uma determinada região no espaço de parâmetros (ΩDM , w0, w1), de
forma que ela inclúısse grande parte da região na qual a função densidade de probabilidade
a posteriori é não nula, assim como a região de valores com interesse e sentido f́ısico. Tal
limitação pode ser interpretada como o uso de uma f.d.p. a priori quadrada, constante no
intervalo de parâmetros considerado e nula fora dele. Os intervalos utilizados são vistos
na tabela 4.1 a seguir. Note que os intervalos utilizados para w0 satisfazem, em todos os
casos, a condição (3.52). Utilizando tais intervalos e passos de discretização, foram obtidas
tabelas de em média 190.000 linhas.
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δ ΩDM w0 w1

0.0 {0, 0.66} {−9.0,−0.4} {−8, 6}
0.2 {0.0, 0.72} {−10,−0.4} {−8, 6}
0.6 {0.0, 0.8} {−11.8,−0.4} {−8, 6}
1.0 {0.0, 0.8} {−13.5,−0.4} {−8, 6}

Tab. 4.1: Intervalo considerado para cada parâmetro, na forma {θmin, θmax}, para os diferentes
valores de δ

II.4 Função densidade de probabilidade a priori utilizada.

Como discutido na seção I.1, segundo a abordagem bayesiana, para obtermos a função
densidade de probabilidade a posteriori a partir da função de verossimilhança, é necessária
uma f.d.p. a priori para os parâmetros que desejamos estimar. Neste trabalho, foram uti-
lizadas duas f.d.p. a priori distintas. A primeira delas é constante em todos os parâmetros,
a menos da limitação dos valores de w0 e w1 a um determinado intervalo, e da imposição
ΩDM > 0.

A segunda f.d.p. a priori utilizada também é constante em w0 e w1, e consiste em uma
gaussiana na forma

f~θ(ΩDM) = e
− (ΩDM−0.18)2

2×0.042 , (4.20)

Tal função densidade de probabilidade foi constrúıda a partir dos valores para os
parâmetros de densidade de matéria escura obtidos utilizando os dados do terceiro ano
do WMAP, em [8]. Neste artigo é publicado o valor obtido para o parâmetro de densidade
da matéria, ΩM = 0.234(0.035), mas não o parâmetro de densidade da matéria escura
especificamente. Por estarmos utilizando ΩB = 0.05, utilizamos como função densidade
de probabilidade a priori uma gaussiana, centrada em ΩDM = 0.23 − 0.05 = 0.18 e com
o desvio padrão fornecido pelo WMAP, apenas limitando o número de casas decimais a
duas.

Utilizamos esta f.d.p. a priori para considerar em nossas estimativas o valor obtido
a partir dos dados do WMAP para o parâmetro de densidade de matéria. Como será
mostrado a seguir, tal valor é bastante distinto das estimativas obtidas utilizando dados de
supernova do grupo Ouro e f.d.p. constante, sistematicamente maiores. Os valores obtidos
pelo WMAP são, no entanto, mais compat́ıveis com outras estimativas, e são utilizados
como referência na literatura. Devido a isso foram feitas estimativas utilizando tal f.d.p.
a priori.

Comparando os resultados obtidos com as diferentes f.d.p. a priori será posśıvel também
tirar conclusões a respeito da forma da função verossimilhança obtida para cada conjunto
de dados. A motivação do uso da f.d.p. a priori dada acima será discutida novamente no
próximo caṕıtulo, à luz dos resultados obtidos com f.d.p. a priori constante.
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II.5 Teste do procedimento: comparação com os resultados da literatura

Antes de aplicarmos o método estat́ıstico e computacional utilizado, é importante ve-
rificar a validade deste. Para tal, foram feitas comparações dos resultados por nós obtidos
com os apresentados em [10] e [43]. Tais trabalhos foram escolhidos para comparação por
serem referências na literatura, e utilizarem tratamento de dados e modelos mais próximo
dos nossos. Para realizarmos tais comparações, foram obtidos os resultados considerando os
mesmos intervalos de parâmetros e funções densidade de probabilidade a priori utilizadas
em tais trabalhos, mesmo sendo estas diferentes das que utilizaremos no restante deste
trabalho. No caso sem acoplamento, matéria bariônica e matéria escura têm o mesmo
comportamento. Assim, para efetuar tais comparações, trabalharemos não mais com o
parâmetro ΩDM , mas com ΩM .

Utilizando o conjunto Ouro, realizamos, assim como em [10], estimativas no plano
(w0 × ΩM), para o caso de w1 = 0, δ = 0 de duas formas distintas: utilizando função
densidade de probabilidade a priori constante e também utilizando

f~θ(ΩM) ∝ e
− (ΩM−0.27)2

2×0.42 . (4.21)

Podemos ver na figura 4.3 a seguir o resultado por nós obtido, ao lado do apresentado
em [10]. Vemos que a semelhança é bastante alta, indicando que o procedimento por nós
utilizado, conseguindo reproduzir tal resultado, é válido.
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Fig. 4.3: Intervalos de 68%, 95% e 99% de confiança no plano w0×ΩM . Na figura 4.3(a),

extráıda de [10], vemos os intervalos obtidos em [10] e na 4.3(b) os obtidos por nós, ambos

utilizando os dados do grupo Ouro. As linhas pontilhadas dizem respeito aos intervalos

obtidos utilizando f.d.p. a priori constante, e em linha cont́ınua utilizando 4.21.

Ainda comparando com os resultados obtidos em [10], podemos ver na figura 4.4 os
intervalos de confiança no plano w1 × w0 obtidos em tal trabalho e por nós, considerando
a função densidade de probabilidade a priori dada por (4.21) e marginalizando a f.d.p. a
posteriori sobre ΩDM . Comparando as duas figuras, vemos que, como no plano w0×ΩM , os
dois resultados são bastante semelhantes, indicando novamente a validade do procedimento
adotado.
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Fig. 4.4: Intervalos de 68%,90% e 95% de confiança obtidos no plano w1 × w0 utilizando

a f.d.p. a priori dada em (4.21) e marginalizando a f.d.p. a posteriori sobre ΩDM . Na

figura 4.4(a), extráıda de [10], vemos os intervalos obtidos em [10] e na 4.4(b) os por nós

obtidos.

Também foram feitas comparações com a literatura no que diz respeito aos resultados
obtidos com os dados SNLS. Na figura 4.5 vemos o intervalos de confiança no plano w0×ΩM

obtidos com tais dados, com função densidade de probabilidade a priori constante, ao lado
do gráfico apresentado em [43]. Neste último, no entanto, é feita a marginalização sobre
os parâmetros α, β e MB, e são considerados os 115 objetos publicados no trabalho em
questão (117 objetos, exclúıdas as supernovas SNLS-03D4au e SNLS-03D4bc). Novamente,
vemos que a semelhança entre os dois resultados é bastante alta. Vemos também que os
intervalos de confiança na figura 4.5(a) são mais alargados que os na figura 4.5(b) nossos,
efeito que pode ser explicado considerando as diferenças no que diz respeito ao tratamento
de α, β e MB, e aos objetos considerados. A semelhança verificada indica no entanto que
nosso procedimento, embora não leve em conta a dispersão em α, β e MB , é confiável.
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Fig. 4.5: Intervalos de 68%, 95% e 99% de confiança obtidos no plano w0×ΩM , utilizando

os dados do SNLS e f.d.p. a priori constante. Na figura 4.5(a), extráıda de [43], vemos o

resultado obtido em [43] e na 4.5(b) o obtido por nós.
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5. RESULTADOS OBTIDOS

I Energia e matéria escura desacopladas

Neste caṕıtulo apresentaremos e discutiremos os resultados obtidos para a estimativas
dos parâmetros ΩDM , w0 e w1, utilizando os dois conjuntos de dados e as duas f.d.p. a
priori utilizadas. Nosso objetivo final é estudar o efeito do acoplamento proposto, na forma
de (3.43) e (3.44), sobre as estimativas obtidas a partir dos dados de supernovas Ia para
tais parâmetros.

Antes de considerar o caso com acoplamento, discutiremos o modelo de energia e
matéria escura desacopladas, com equação de estado parametrizada na forma (3.37). A
partir dele, podemos inferir caracteŕısticas da energia escura desacoplada. Além disso, o
modelo sem acoplamento serve como referência para que estudemos os efeitos do acopla-
mento.

É importante lembrar novamente que, no caso sem acoplamento, matéria bariônica
e matéria escura se comportam da mesma forma. Como colocado no caṕıtulo anterior,
utilizamos ΩB = 0.05 Assim, quando obtemos estimativas para ΩDM , estamos também
estimando ΩM , que é dado por ΩM = ΩDM + 0.05.

Modelo ΛCDM

Devido ao fato de estarmos considerando um universo plano e com ΩB = 0.05, temos

Ωφ = 1− ΩDM − ΩB = 0.95− ΩDM .

Assim, num modelo ΛCDM , no qual w1 = 0 e w0 = −1, o único parâmetro livre é
o parâmetro de densidade de matéria escura, ΩDM . Foram obtidos os valores ΩDM =
0.26(04) e ΩDM = 0.19(02), respectivamente, para os conjuntos Ouro e SNLS. No caso sem
acoplamento entre energia escura e matéria escura, tais valores implicam em ΩM = 0.31(04)
e ΩM = 0.24(02), para os dados do grupo Ouro e SNLS, respectivamente, o que leva a
Ωφ = 0.69(04) e Ωφ = 0.76(02), para cada um dos casos. O valor para ΩDM que corresponde
a ΩM = 1 é exclúıdo, em ambos os conjuntos de dados, com ńıvel de confiança superior
a 99%. Tais resultados confirmam uma das principais evidências para a energia escura
discutidas no caṕıtulo 3: a necessidade de um outro componente para que, conforme as
observações do WMAP, o universo seja plano. Considerando um modelo ΛCDM , vemos
que os dados favorecem fortemente um universo com parte considerável preenchida por
energia escura, no caso, do tipo constante cosmológica.

O resultado obtido a partir dos dados do WMAP, considerando o modelo ΛCDM ,
publicado em [14], é ΩDM = 0.237(34). Assim, o valor obtido para ΩDM utilizando os
dados do SNLS é compat́ıvel com a estimativa do WMAP dentro do intervalo de um
desvio padrão, e o valor obtido a partir do conjunto Ouro é compat́ıvel dentro de um



intervalo de 2 desvios padrão. No entanto, ambos os valores são maiores que a estimativa
do WMAP, sendo o do grupo Ouro o caso no qual a diferença é maior, comportamento
que vai no sentido da tensão entre os dados do grupo Ouro e os de anisotropias na RCF,
apontada em [32].

I.1 Equação de estado constante

Um caso espećıfico da parametrização utilizada é o com equação de estado constante,
no qual w1 = 0, e, considerando δ = 0, a expressão para ρφ(a) é dada, conforme (3.50),
por

ρφ(a) = ρφ0a
−3(1+w0).

Podemos ver na figura 5.1 os intervalos de confiança, assim como os melhores ajustes
obtidos no plano w0×ΩDM para ambos os conjuntos de dados e utilizando função densidade
de probabilidade a priori constante. Os intervalos mostrados, assim como em todos os
gráficos que serão apresentados a partir de agora, são de 68%, 95% e 99% de confiança.
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Fig. 5.1: Intervalos de 68%, 95% e 99% de confiança obtidos no plano w0 × ΩDM , no

caso δ = 0 e equação de estado e f.d.p. a priori constantes, para os dados do grupo Ouro

e SNLS. Os valores de melhor ajuste são, respectivamente: ΩDM = 0.44, w0 = −2.4, e

ΩDM = 0.21, w0 = −1.05

Foram obtidas também estimativas uniparamétricas, ou seja, considerando apenas um
parâmetro, independente do valor dos outros parâmetros envolvidos. Para tal, a função
densidade de probabilidade a posteriori foi marginalizada no restante dos parâmetros.
No caso de equação de estado constante, temos apenas dois parâmetros, w0 e ΩDM .
Desta forma, a função densidade de probabilidade de ΩDM(w0), independente do valor
de w0(ΩDM) é obtida integrando a função densidade de probabilidade a posteriori total em
ΩDM(w0). Os resultados obtidos, utilizando f.d.p. a priori constante, podem ser vistos na
tabela 5.1. Nela apresentamos ainda as mesmas estimativas obtidas a partir dos resultados
dos dados do WMAP, publicadas em [14], considerando um modelo de energia escura com
equação de estado constante. Em [14] é disponibilizado o valor obtido para o parâmetro de
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densidade total de matéria. Para obtenção do valor correspondente de ΩDM , que possa ser
comparado com nossas estimativas, fizemos Ωwmap

DM = Ωwmap
M − ΩB = Ωwmap

M − 0.05, sendo
que o superescrito wmap denota valores obtidos a partir dos dados deste satélite.

− Ouro SNLS WMAP

ΩDM 0.48+0.05
−0.05 0.29+0.1

−0.14 0.256+0.089
−0.081

w0 −2.27+1.07
−2.13 −0.97+0.24

−0.43 −0.81+0.22
−0.20

Tab. 5.1: Estimativas para os valores de ΩDM e w0 obtidas no caso sem acoplamento e equação
de estado constante, marginalizando a função densidade de probabilidade a posteriori
em w0 e ΩDM , respectivamente, considerando a f.d.p. a priori constante. Na quarta
coluna vemos as estimativas obtidas a partir das publicadas em [14], que utilizam os
dados do WMAP , para um modelo com equação de estado constante.

Consideremos inicialmente o resultado obtido no plano w0 × ΩDM utilizando os dados
do grupo Ouro. Vemos na figura 5.1 que há uma longa cauda da função densidade de
probabilidade a posteriori obtida neste caso, e em consequência dos intervalos de confiança,
para valores negativos de w0, que ocorre para valores maiores de ΩDM . O intervalo de 68%
de confiança exclui tanto valores para w0 maiores que -1 como o modelo ΛCDM , que só
são permitidos dentro da região de 95% de confiança. O valor de melhor ajuste de w0 é
também consideravelmente menor que -1. A estimativa uniparamétrica para o valor de w0

independentemente do valor assumido por ΩDM corrobora os resultados obtidos no plano
w0 × ΩDM , pois resulta em w0 < −1 com 68% de confiança. Tais resultados indicam um
componente responsável pela energia escura do tipo phantom. Como discutido no caṕıtulo
3, tais modelos levam à divergência do fator de escala em tempos finitos, especialmente
para equação de estado constante, como é o caso.

Embora compat́ıveis dentro de dois desvios padrão, os valores obtidos tanto para ΩDM

quanto para w0 a partir do grupo Ouro são bastante distintos dos obtidos a partir dos
dados do WMAP, mostrados na tabela 5.1. Em especial o valor de ΩDM por nós obtido
dista de Ωwmap

DM por mais de dois desvios padrão. Tais resultados evidenciam a tensão
existente entre as estimativas provenientes dos dados do grupo Ouro e dos de anisotropias
na radiação cósmica de fundo.

Apesar de também apresentar uma cauda para valores negativos de w0, os resultados
obtidos utilizando os dados do SNLS diferem bastante dos resultantes do grupo Ouro. A
cauda dos intervalos de confiança no plano w0 ×ΩDM para valores negativos de w0 é bem
menos acentuada e o intervalo de 68% inclui valores com w0 > −1. Além disso, embora
ligeiramente menor que -1, o valor de melhor ajuste para w0 em tal plano aponta para
uma componente de energia escura com comportamento bastante próximo de constante
cosmológica e, levando em conta o intervalo de 68% de confiança, podemos concluir que
os resultados são compat́ıveis com o modelo ΛCDM .

O mesmo ocorre com a estimativa uniparamétrica de w0, ligeiramente maior que -1,
mas que inclui este valor no intervalo de 68% de confiança.

Os valores obtidos para ΩDM são bem menores que no caso do grupo Ouro. Tanto o
valor de melhor ajuste no plano w0×ΩDM quanto a estimativa uniparamétrica para ΩDM

são bastante próximos do valor Ωwmap
DM , e compat́ıveis com ele dentro do intervalo de 68%
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de confiança. Também as estimativas para w0 são compat́ıveis com a do WMAP mostrada
na tabela 5.1. Desta forma, a tensão com os dados de RCF apresentada nos resultados
dos dados do grupo Ouro deixa de existir, no caso dos dados do SNLS. É interessante
notar que, assim como no caso ΛCDM , mesmo sendo compat́ıvel com o valor obtido pelo
WMAP, a estimativa para ΩDM obtida a partir dos dados do SNLS é, assim como no caso
do grupo Ouro, maior que Ωwmap

DM . Isto pode indicar que de fato as estimativas provenientes
de supernovas sejam superestimadas com relação às das anisotropias na radiação cósmica
de fundo.

Até meados do ano passado, quando ainda não estavam dispońıveis os dados do SNLS,
a tensão entre os dados do grupo Ouro e da RCF, já notada em [32], se colocava entre
estimativas obtidas a partir dos dados de SNIa como um todo e dos dados do WMAP, e
portanto como uma questão que devia ser resolvida. Isso porque espera-se que um modelo
que de fato descreva o universo ajuste os diferentes conjuntos de dados com um mesmo
conjunto de valores para os parâmetros cosmológicos. Com a obtenção dos dados do SNLS,
que, como vimos, levam à estimativas mais compat́ıveis com as do WMAP, tal tensão parece
ter sido aliviada. No entanto, a incompatibilidade com os resultados obtidos a partir dos
dados do grupo Ouro permanece, e a compatibilidade entre eles, assim como entre dados
de supernovas em geral e das anisotropias da radiação cósmica de fundo permanece como
um ponto importante na seleção de modelos cosmológicos, e na determinação de valores
para os parâmetros cosmológicos.

Como vemos na figura 5.3 há forte correlação e degenerescência entre os valores de
ΩDM e w0. Ela ocorre de forma que, quanto maior o valor de ΩDM , mais negativo o de w0.
Consideremos um determinado objeto com redshift z. No caso de energia e matéria escura
desacopladas, a distância de luminosidade de tal objeto será dada por

dL =

z∫

0

dzc(1 + z)

H0

√
(ΩDM + ΩB)(1 + z)3 + (1− ΩDM − ΩB)(1 + z)3(1+w0)

(5.1)

Consideremos o termo no denominador dado por

K ≡ (1− ΩDM − ΩB)(1 + z)3(1+w0).

O aumento do valor de ΩDM leva à queda do valor de (1 − ΩDM − ΩB), enquanto a
queda do valor de w0 leva ao aumento do valor de (1 + z)3(1+w0). Assim, podemos em
prinćıpio aumentar o valor de ΩDM e diminuir o de w0 de forma que o valor do termo
K permaneça o mesmo. Desta forma, é compreenśıvel que, para um mesmo conjunto de
dados, o aumento do valor de ΩDM leve à queda do valor de w0, e podemos de alguma
maneira compreender a origem da degenerescência apresentada em tais parâmetros. É
importante notar no entanto que há também o efeito do termo do denominador de (5.1)
que envolve apenas ΩDM . Com o aumento de ΩDM , ele começa a dominar com relação a K,
que passar a assumir valores baixos, e, portanto, a correlação diminui bastante, como de
fato é observado nos intervalos de confiança. Trabalhando com a f.d.p. a posteriori obtida
a partir dos dados do grupo Ouro, vimos que de fato, para valores de ΩDM em torno de
0.45, ela varia de forma razoavelmente suave com w0, mostrando uma menor sensibilidade
ao valor deste parâmetro.

Conforme [10], a correlação notada dificulta a obtenção de estimativas mais precisas
e intervalos de confiança mais estreitos tanto no plano w0 × ΩDM quanto para cada um
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dos parâmetros isoladamente. Devido à ela, deixando variar livremente os dois parâmetros,
existe uma gama de pares de valores (w0, ΩDM) que ajustam os dados, e para muitos valores
de w0, por exemplo, encontramos um valor de ΩDM que o faça. Este fato leva à dispersão
da função de verossimilhança e em consequência da função densidade de probabilidade
a posteriori obtida utilizando f.d.p. a priori constante, como mostrado na figura 5.1.
Tal dispersão gera intervalos de confiança no plano w0 × ΩDM bastante extensos, como
observado, e faz com que, quando marginalizamos a f.d.p. obtida para obter estimativas
uniparamétricas, esta resulte numa f.d.p. também bastante alargada, levando aos grandes
valores para as incertezas nas estimativas uniparamétricas. Isto ocorre especialmente nas
estimativas para w0, eixo no qual a dispersão da f.d.p. a posteriori é maior, como atesta a
cauda observada no plano w0 × ΩDM .

Esta degenerescência é bem mais acentuada no caso dos dados do grupo Ouro. É
interessante notar que a discrepância entre os resultados obtidos a partir deste conjunto
de dados e do WMAP pode estar associada a esta degenerescência. De fato, observando o
gráfico da figura 5.1 vemos que ao fixarmos o valor obtido para ΩDM ou w0 pelo WMAP,
o valor do parâmetro restante (w0 e ΩDM , respectivamente), fica bem mais próximo da
estimativa resultante dos dados do satélite. Da mesma forma, as estimativas obtidas para
o modelo ΛCDM eram de fato mais compat́ıveis.

Os efeitos resultantes da degenerescência podem ser minimizados utilizando uma f.d.p.
a priori que limite os valores posśıveis de um dos parâmetros ajustados. Em paralelo
aos dados de supernova, temos as estimativas para o parâmetro de densidade de matéria
obtidas a partir dos dados do WMAP, a partir de uma das quais foi obtida a f.d.p. a priori
dada por (4.20). Baseados nas considerações acima, utilizamos também tal função para
obter estimativas dos parâmetros desejados. Note que podeŕıamos utilizar também uma
f.d.p. a priori dependente de w0.

Os intervalos de confiança obtidos no plano w0 × ΩDM utilizando a f.d.p. a priori
gaussiana em ΩDM podem ser vistos na figura 5.2, e as estimativas uniparamétricas obtidas
são apresentadas na tabela 5.2.
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Fig. 5.2: Intervalos de confiança obtidos no plano w0 × ΩDM , no caso sem acoplamento,

utilizando a f.d.p. (4.20), para os dois conjuntos de dados, em linha cont́ınua. Com linhas

pontilhadas, vemos os mesmos intervalos obtidos com f.d.p. a priori constante.
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− Ouro SNLS

ΩDM 0.20+0.03
−0.04 0.18+0.04

−0.03

w0 −0.87+0.12
−0.14 −0.97+0.08

−0.1

Tab. 5.2: Estimativas uniparamétricas para os valores de ΩDM e w0 obtidas no caso sem acopla-
mento e equação de estado constante, marginalizando a função densidade de probabil-
idade a posteriori em w0 e ΩDM , respectivamente, e considerando a f.d.p. a priori
gaussiana.

Como esperado, tanto os valores de melhor ajuste obtidos para ΩDM quanto as esti-
mativas uniparamétricas para tal parâmetro são bastante próximos do valor central da
gaussiana utilizada como f.d.p. a priori e, por consequência, os valores obtidos para w0 são
bem menos negativos e compat́ıveis com a estimativa do WMAP. Devido ao baixo valor
do desvio padrão da gaussiana utilizada, em comparação à dispersão nos valores de ΩDM

apresentada pela função verossimilhança, o deslocamento da função densidade de probabil-
idade a posteriori para valores mais baixos de ΩDM é bastante intenso. Na verdade ocorre
que ao utilizarmos a f.d.p. a priori dada por (4.20), passamos a trabalhar apenas com a
região da função de verossimilhança em torno de ΩDM = 0.18, pois tal f.d.p. a priori torna
o valor da f.d.p. a posteriori despreźıvel em outras regiões do espaço de parâmetros.

No caso dos dados do grupo Ouro, onde havia discrepância com relação às estimativas
do WMAP, a mudança nos valores de melhor ajuste e nos intervalos de confiança é bastante
grande. Valores maiores que -1 passam a integrar a região de 68% de confiança, o que não
ocorria anteriormente. Além disso, embora os intervalos de confiança ainda incluam valores
para w0 tais que w0 < −1, a cauda destes para valores negativos de w0 deixa de existir.
O valor de melhor ajuste para tal parâmetro também passa a ser maior que -1, não mais
indicando um componente de energia escura do tipo phantom e sendo compat́ıvel com o
modelo ΛCDM , que passa a integrar o intervalo de 68% de confiança. Este comportamento
é observado também no caso das estimativas uniparamétricas.

Para os resultados obtidos dos dados do SNLS, as mudanças nos valores de melhor
ajuste e intervalos de confiança ocorrem no mesmo sentido, mas em intensidade bem menor,
visto que já com a f.d.p. a priori constante eles indicavam valores menores para ΩDM e
maiores para w0.

Assim, a discrepância entre os resultados dos dois conjuntos de dados verificada no caso
de f.d.p. a priori constante e a discrepância das estimativas resultantes do conjunto Ouro
com as do WMAP não mais se verificam, e eles passam a apresentar resultados semelhantes
e compat́ıveis.

Nenhum dos conjuntos de dados, no entanto, permite tirar informações conclusivas a
respeito do valor de w0, e se ele é maior ou menor que −1. Mesmo no caso de f.d.p. a
priori constante, quando, especialmente no caso do grupo Ouro, valores maiores que −1
são desfavorecidos, em ambos os conjuntos de dados o intervalo de 95% de confiança inclui
tais valores.

I.2 Equação de estado variável

Para a obtenção dos intervalos de confiança no plano w0×ΩDM , no caso da parametrização
genérica dada em (3.37), foi feita a marginalização da função densidade de probabilidade a
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posteriori em w1. Podemos ver na figura 5.3 os resultados obtidos utilizando f.d.p. a priori
constante em ΩDM e na figura 5.4 utilizando a f.d.p. a priori gaussiana dada por (4.20). Na
tabela 5.3 apresentamos as estimativas uniparamétricas obtidas utilizando ambas funções
densidade de probabilidade a priori.
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Fig. 5.3: Intervalos de confiança obtidos no plano w0 × ΩDM , no caso sem acoplamento e

equação de estado variável, utilizando os dois conjuntos de dados e f.d.p. a priori constante.

Os valores de melhor ajuste são, ΩDM = 0.47 , w0 = −3.17 e ΩDM = 0.37 , w0 = −0.85,

utilizando os dados do grupo Ouro e do SNLS, respectivamente.
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Fig. 5.4: Intervalos de confiança obtidos no plano w0 × ΩDM , no caso sem acoplamento e

equação de estado variável, utilizando os dois conjuntos de dados e f.d.p. a priori gaus-

siana. Na figura da esquerda vemos os resultados obtidos para os dados do SNLS e da

direita para os dados do grupo Ouro. Os valores de melhor ajuste são, respectivamente,

ΩDM = 0.19, w0 = −1.21 e ΩDM = 0.19, w0 = −0.99.

ΩDM w0

f.d.p. a priori Ouro SNLS Ouro SNLS

constante 0.48+0.03
−0.04 0.37+0.08

−0.08 −2.27+1.07
−2.13 −0.97+0.24

−0.43

gaussiana 0.20+0.03
−0.04 colocar −0.87+0.12

−0.14 −0.97+0.08
−0.1

Tab. 5.3: Estimativas para os valores de ΩDM e w0 obtidas no caso sem acoplamento, margi-
nalizando a função densidade de probabilidade a posteriori nos parâmetros (w0, w1) e
(ΩDM , w1), respectivamente.

Os resultados são bastante semelhantes ao caso de equação de estado constante, sendo
que utilizando f.d.p. a priori constante obtemos resultados bastante diferentes para os dois
conjuntos de dados.

Novamente os intervalos de confiança, assim como o valor de melhor ajuste para w0 no
plano w0 × ΩDM e a estimativa uniparamétrica para tal parâmetro, no caso dos dados do
grupo Ouro, apontam para um componente associado à energia escura do tipo phantom.
Notemos que neste caso com w1 6= 0 os valores obtidos para w0 e ΩDM a partir do grupo
Ouro são mais negativos e maiores, respectivamente, do que no caso de equação de estado
constante. Devemos lembrar que, no caso de equação de estado variável, os efeitos de
valores com w0 < −1 estão sujeitos ao valor de w1, conforme discutido no caṕıtulo 3. Os
resultados obtidos dos dados do SNLS também apresentam estimativas para ΩDM maiores
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que no caso de equação de estado constante, tanto o valor de melhor ajuste no plano
w0×ΩDM quanto a estimativa uniparamétrica. No entanto, os valores obtidos para w0 são
menos negativos que no caso w1 = 0. Tal comportamento faz com que a discrepância entre
os dois conjuntos de dados aumente no caso de w0 e diminua para os valores de ΩDM .

Como vemos na figura 5.4, os efeitos devido ao uso da função densidade de probabilidade
a priori gaussiana nas estimativas obtidas são semelhantes ao caso de equação de estado
constante, no que diz respeito ao deslocamento dos intervalos de confiança, assim como
dos valores de melhor ajuste e estimativas uniparamétricas de ΩDM , para valores mais
baixos deste parâmetro. Também o valor de melhor ajuste para w0 no plano w0 × ΩDM

e a estimativa uniparamétrica para w0 obtida utilizando o grupo Ouro se tornam bem
menos negativos e se aproximam dos valores usuais, publicados na literatura [44, 49, 45].
É interessante notar no entanto que os valores obtidos para w0 utilizando os dado do SNLS
se tornam mais negativos quando utilizamos a f.d.p. a priori gaussiana, ao contrário do
que ocorreu no caso de equação de estado constante. Outro efeito que pode ser notado é
que a correlação entre os dois parâmetros é bastante atenuada quando utilizamos tal f.d.p.
a priori.

Para a equação de estado variável parametrizada na forma (3.37), não podemos efetuar
a comparação com os dados do WMAP. Isto ocorre pois as estimativas dos parâmetros
são dependentes do modelo utilizado para ajustar os dados, sendo que diferentes modelos
podem inclusive envolver parâmetros diferentes. Tanto em [8] quanto em [14] não são
fornecidos os valores para ΩDM e w0 utilizando a parametrização (3.37).

Na verdade, conforme discutido na seção V do caṕıtulo 3, tal parametrização não é
válida para grandes redshifts, situação na qual w(z) diverge. A superf́ıcie de desacopla-
mento tem z ≈ 1.000, redshift no qual a parametrização utilizada não é válida, fazendo
com que não possamos usá-la para ajustar dados relativos à radiação cósmica de fundo.
Uma parametrização mais conveniente para tal seria a dada por (3.38).

Foram obtidas também estimativas no plano w1 × w0. Para tal, operamos a margina-
lização em ΩDM . Utilizando f.d.p. a priori constante para este parâmetro, a integração
em ΩDM resultou, no conjunto de dados do grupo Ouro, em uma função densidade de
probabilidade extremamente suave e cuja região onde a função é não nula extrapola em
muito a região do espaço de parâmetros considerada.

Realizando estudos da f.d.p. a posteriori, foi posśıvel notar que tal função apresentava
seu valor máximo, bem maior do que no resto do espaço de parâmetros, para grandes valores
do parâmetro de densidade de matéria escura, (ΩDM ≈ 0.5), região na qual ela possui a
forma de um platô aproximadamente constante em w1 e w0, ao menos no intervalo do
espaço de parâmetros considerado. Isto faz com que, ao integrarmos a f.d.p. em ΩDM , tal
região domine sobre as demais e gere a função suave em w0 e w1.

Acreditamos que este comportamento, como colocado em [10] seja, analogamente ao
comportamento no plano w0×ΩDM , gerado pela alta degenerescência entre os três parâmetros
ΩDM , w0 e w1, que dificulta também a obtenção de estimativas para três, dois ou mesmo
um destes parâmetros sem fixar ou limitar o intervalo de valores posśıveis para um deles.
Sem fazê-lo, para qualquer valor de w0, por exemplo, encontraremos um par de valores
(ΩDM w1) que ajuste os dados. Além disso, parece haver uma certa insensibilidade da
função verossimilhança com relação aos valores de w0 e w1 na região com ΩDM ≈ 0.5, de
forma análoga à que ocorria no plano w0 × ΩDM no caso de equação de estado constante.
Devido a este comportamento, consideramos que não fazia sentido estimarmos intervalos
de confiança no plano w1 × w0 utilizando a f.d.p. a priori constante.
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Os intervalos de confiança e melhores ajustes obtidos utilizando a f.d.p. a priori gaus-
siana podem ser vistos na figura 5.5, para os dois conjuntos de dados.
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Fig. 5.5: Intervalos de confiança obtidos no plano w1 × w0, utilizando a f.d.p. a priori

gaussiana e marginalizando a f.d.p. em ΩDM . Em linha pontilhada vemos os intervalos

obtidos com os dados do grupo Ouro (∗) e em linha cont́ınua com os dados do SNLS

(+). Os melhores ajustes são, respectivamente, w0 = −1.20, w1 = 1.49 e w0 = −1.00,

w1 = 0.20.

Os resultados obtidos para os dois conjuntos de dados apresentam diferenças entre si.
Embora haja uma região de intersecção dos intervalos de confiança para os dois casos, eles
estão deslocadados de forma regular, sendo que os dados do grupo Ouro indicam valores
menores para w0 e maiores para w1. Esta diferença está de acordo com a degenerescência
apresentada: conforme o formato dos intervalos de confiança, valores mais negativos de
w0 implicam em valores maiores para w1. Este comportamento pode ser compreendido a
partir da expressão (3.37): dado um valor para o redshift, o valor de w0 pode ser mais
negativo, contanto que o de w1 seja mais positivo, resultando em um mesmo valor para
w(z).

Ambos os conjuntos de dados incluem dentro do intervalo de 68% de confiança valores
para w0 maiores e menores que −1. Além disso, o modelo ΛCDM pertence ao intervalo
de confiança de 68% dos dados do SNLS e de 95% do grupo Ouro. É importante notar
que os resultados obtidos com o grupo Ouro praticamente excluem a possibilidade de
w1 < 0, o que leva a w(z) crescente com o redshift, e portanto decrescente com o tempo.
Considerando a discussão feita no caṕıtulo 3, e o valor de wef , vemos que os resultados
obtidos a partir do grupo Ouro favorecem quase que totalmente valores para w0 e w1 tais
que wef < −1. Já os intervalos do SNLS incluem de forma considerável tanto regiões com
wef < −1 quanto com wef > −1, assim como valores positivos e negativos de w1, e maiores
e menores que −1 para w0.
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II Energia e matéria escura acopladas: efeitos do acoplamento no espaço

de parâmetros

De forma análoga ao caso sem acoplamento, foram obtidas estimativas para os parâmetros
ΩDM , w0 e w1, assim como os intervalos de 68%, 95% e 99% de confiança, para os difer-
entes valores de δ utilizados. Desta forma, podemos estudar o efeito do acoplamento sobre
tais estimativas. Assim como no caso sem acoplamento e equação de estado variável, não
podemos comparar os resultados obtidos com acoplamento diferente de zero com os obtidos
pelo WMAP. Para fazê-lo, seria necessário ajustarmos os dados deste satélite utilizando
o modelo com acoplamento, e os diferentes valores de δ. Feito isso podeŕıamos comparar
o efeito do acoplamento sobre os resultados obtidos dos dados de SNIa e do WMAP, e a
discrepância ou não entre eles. Uma comparação simplificada é feita na seção III deste
caṕıtulo. Como no caso sem acoplamento, discutiremos inicialmente o caso com equação
de estado constante.

II.1 Equação de Estado Constante

Podemos ver na figura (5.6) os intervalos de confiança obtidos no plano w0 × ΩDM

para os diferentes valores de δ, utilizando f.d.p. a priori e equação de estado constante. A
legenda para os diferentes valores de δ que será utilizada ao longo de todo este caṕıtulo,
salvo quando ela for explicitamente alterada, é: δ = 0: linha pontilhada, (*) δ = 0.2: linha
tracejada, (+) δ = 0.6: linha cont́ınua, (†) e δ = 1.0, linha em negrito, (x). Os valores de
melhor ajuste dos parâmetros podem ser vistos na tabela 5.4.
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Fig. 5.6: Intervalos de 68% de confiança obtidos no plano w0 × ΩDM , para os diferentes

valores de δ, os dois conjuntos de dados e no caso de equação de estado e f.d.p. a priori

constantes.
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ΩDM , w0

δ Ouro SNLS

0.0 0.44,−2.4 0.21,−1.05

0.2 0.49,−3.01 0.24,−1.08

0.6 0.58,−5.68 0.29,−1.19

1.0 0.65,−10.59 0.38,−1.36

Tab. 5.4: Melhores ajustes obtidos no plano w0×ΩDM , para os diferentes valores de δ e conjuntos
de dados utilizados, considerando equação de estado e f.d.p. a priori constante.

Observando a figura 5.6 vemos que o feito do acoplamento é deslocar os intervalos de
confiança, assim como os valores de melhor ajuste, para valores maiores de ΩDM e mais
negativos de w0. Em ambos os conjuntos de dados a cauda para valores negativos de w0 é
progressivamente acentuada com o aumento do valor de δ.

No caso do grupo Ouro, o deslocamento das estimativas é bastante acentuado e tanto
o intervalo de 68% de confiança quanto os valores de melhor ajuste atingem valores para
w0 bastante negativos.

Já nos resultados obtidos utilizando as dados do SNLS, o acoplamento, embora atue
no mesmo sentido, tem efeito bastante reduzido, especialmente sobre o valor de melhor
ajuste de w0.

Em ambos os casos, no entanto, vemos que, ao menos para equação de estado constante,
o acoplamento não diminui a tendência, no caso do grupo Ouro, e possiblidade, no caso
do SNLS, de termos modelos do tipo phantom, mas a acentua.

As estimativas uniparamétricas obtidas são apresentadas na tabela 5.5 e apresentam
a mesma tendência. Na figura 5.7 vemos as funções densidade de probabilidade obtidas
para w0 e ΩDM , após a marginalização em ΩDM e w0, respectivamente, para os diferentes
valores de δ, no caso de f.d.p. a priori constante.

ΩDM w0

- Ouro SNLS Ouro SNLS

0.0 0.48+0.05
−0.05 0.29+0.1

−0.14 −2.27+1.07
−2.13 −0.97+0.24

−0.43

0.2 0.51+0.03
−0.04 0.33+0.11

−0.16 −2.84+1.64
−1.56 −0.99+0.27

−0.51

0.6 0.57+0.04
−0.03 0.43+0.11

−0.19 −5.71+2.49
−3.88 −1.03+0.31

−0.77

1.0 0.65+0.04
−0.04 0.60+0.13

−0.21 −11.67+4.53
−1.83 −1.04+0.59

−1.36

Tab. 5.5: Melhores ajustes obtidos para ΩDM e w0 e respectivas incertezas, para os dois conjuntos
de dados utilizados, no caso de equação de estado e f.d.p. a priori constante.
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Fig. 5.7: Nas figuras superiores vemos as f.d.p. obtidas para ΩDM após a marginalização

em w0, para os diferentes valores de δ e os dois conjuntos de dados. Nas figuras infe-

riores temos as f.d.p. para w0, obtidas após a marginalização em ΩDM . Tais funções

foram obtidas utilizando equação de estado e f.d.p. a priori constante. Devido aos difer-

entes intervalos de parâmetros considerados nos casos de diferentes valores de δ, as curvas

terminam em diferentes pontos dos gráficos.

Como vemos nas figuras e na tabela acima, as estimativas e funções densidade de
probabilidade uniparamétricas seguem a mesma tendência apresentada no plano w0×ΩDM

com a inserção do acoplamento e o aumento do valor de δ. É interessante notar que,
embora o deslocamento dos valores de ΩDM no plano w0 × ΩDM seja limitado e menor
para o conjunto de dados do SNLS que nos resultados do grupo Ouro, o deslocamento
das estimativas uniparamétricas e o alargamento das f.d.p. a posteriori, para um mesmo
parâmetro é mais acentuada para o primeiro do que para o segundo. Mais ainda que no
plano w0×ΩDM , o deslocamento dos valores estimados para w0 é despreźıvel no resultado
obtido para os dados do SNLS. A queda da f.d.p. quando w0 se aproxima de -0.45 e ΩDM

se aproxima de 0.8 ocorre de maneira incomum devido ao fato de que, para estes valores,
tal função se desloca no eixo ΩDM e extrapola o intervalo considerado para w0.

Na figura 5.8 podemos ver os intervalos de 68% de confiança obtidos no plano w0×ΩDM

utilizando a f.d.p. a priori gaussiana. Os valores dos melhores ajustes e as estimativas
uniparamétricas para w0 são apresentados nas tabelas 5.6 e 5.7, respectivamente. Para o
conjunto de dados do grupo Ouro foram obtidas as funções densidade de probabilidade
a posteriori para ΩDM , marginalizadas em w0, no caso com a f.d.p. a priori gaussiana,
para os diferentes valores de δ. Os valores obtidos apresentaram o mesmo deslocamento
para valores maiores que o caso com f.d.p. a priori constante, mas com valores menores,
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deslocados pelo efeito da gaussiana, e com deslocamento despreźıvel. Por julgar que este
era de fato o comportamento esperado e previśıvel, e que não nos fornece informação
adicional sobre os dados e valores de tal parâmetro, não realizamos tal procedimento para
o conjunto SNLS e não trataremos de tais estimativas aqui.
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Fig. 5.8: Intervalos de 68% de confiança obtidos no plano w0 × ΩDM , para os diferentes

valores de δ, considerando equação de estado constante e f.d.p. a priori gaussiana em

ΩDM , para os dois conjuntos de dados.

- Ouro SNLS

ΩDM , w0

0.0 0.19,−0.87 0.18,−0.98

0.2 0.19,−0.84 0.18,−0.96

0.6 0.19,−0.79 0.18,−0.94

1.0 0.18,−0.76 0.18,−0.91

Tab. 5.6: Melhores ajustes obtidos no plano w0 × ΩDM , para os diferentes valores de δ, con-
siderando uma equação de estado constante e a f.d.p. a priori gaussiana em ΩDM .
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w0

- Ouro SNLS

0.0 −0.87+0.12
−0.14 −0.97+0.08

−0.01

0.2 −0.83+0.11
−0.14 −0.96+0.08

−0.08

0.6 −0.80+0.10
−0.09 −0.93+0.07

−0.08

1.0 −0.76+0.09
−0.08 −0.91+0.06

−0.07

Tab. 5.7: Melhores ajustes e incertezas obtidos para ΩDM e w0, utilizando f.d.p. a priori constan-
te, para os dois conjuntos de dados utilizados, no caso de equação de estado constante.

A partir dos resultados apresentados acima, vemos que a utilização da f.d.p. gaussiana
inibe o efeito do acoplamento sobre as estimativas, fazendo com que tanto os intervalos
de confiança e os valores de melhor ajuste no plano w0 × ΩDM , quanto as estimativas
uniparamétricas mudem bem menos com o valor de δ. No entanto, tais mudanças apre-
sentam uma tendência definida para valores menos negativos de w0. É interessante notar
a diferença com relação aos resultados obtidos utilizando a f.d.p. a priori constante. Neste
caso, o acoplamento levava a valores mais negativos, enquanto que no caso com f.d.p. a pri-
ori gaussiana o acoplamento age no sentido inverso. Isto indica que, caso obtenhamos uma
medida que confirme o valor ΩDM ≈ 0.18, independentemente do modelo, o acoplamento
pode evitar a energia escura do tipo phantom.
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Fig. 5.9: Funções densidade de probabilidade obtidas para w0, no caso de equação de estado

constante, obtidas após a marginalização em ΩDM , utilizando a f.d.p. a priori gaussiana

em ΩDM , para os diferentes valores de δ.

Densidade de energia negativa

Como discutido na seção VI do caṕıtulo 3, para determinados valores dos parâmetros
ΩDM , w0 e δ, o modelo estudado apresenta densidade de energia escura negativa, para
valores suficientemente grandes do fator de escala. Isto ocorre para valores para estes
parâmetros tais que a condição (3.52) é satisfeita. Considerando os valores para δ utiliza-
dos, podemos obter as condições para ΩDM e w0 nas quais isso ocorre, a partir de (3.52),
para os respectivos valores de δ.
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δ = 0 −→ ΩDM > 0.95, (5.2)

δ = 0.2 −→ ΩDM > − 0.19

3|w0| + 0.95, (5.3)

δ = 0.6 −→ ΩDM > − 0.57

3|w0| + 0.95, (5.4)

δ = 1.0 −→ ΩDM > − 0.95

3|w0| + 0.95. (5.5)

No caso sem acoplamento, é automático ver que, como esperado, não há ocorrência
de densidade de energia negativa. Para os outros casos, podemos obter o valor mı́nimo
assumido pelo termo à direita nas expressões (5.3, 5.4, 5.5). Ele está associado ao valor
mı́nimo de |w0|, ou seja, |w0| = 0.40. Fazendo isso, obtemos, no caso δ = 0.2, a condição
ΩDM > 0.81, região que não está presente no nosso espaço da parâmetros. Assim, também
para δ = 0.2 não há casos que apresentem densidade de energia escura negativa neste
caso. Para os casos δ = 0.6 e δ = 1.0, existem regiões no espaço de parâmetros nas
quais isto ocorre, que podem ser vistas na figura 5.10, em conjunto com os intervalos de
confiança obtidos neste plano. Como vemos, tais regiões são bastante reduzidas, e não
possuem intersecção com os intervalos de confiança obtidos, não comprometendo portanto
os resultados obtidos ou o modelo utilizado, para estes valores de δ e equação de estado
constante.
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Fig. 5.10: Intervalos de confiança obtidos no plano w0 × ΩDM , para δ = 0.6 e δ = 1.0,

utilizando os dados do grupo Ouro e do SNLS. As regiões acima das curvas traçadas em

negrito, marcadas com ρφ < 0, representam os valores de ΩDM e w0 nos quais ocorre

densidade de energia negativa.

II.2 Equação de estado variável

Na figura 5.11 podemos ver os intervalos de 68% de confiança obtidos no plano w0×ΩDM

no caso de equação de estado variável, para os diferentes valores de δ, utilizando f.d.p. a
priori tanto constante como gaussiana. Os valores para os melhores ajustes obtidos podem
ser vistos na tabela 5.8.

Como no caso de equação de estado constante, o efeito do acoplamento no plano w0 ×
ΩDM , quando utilizamos a f.d.p. a priori constante, é deslocar tanto os valores de melhor
ajuste como os intervalos de confiança para valores maiores de ΩDM e mais negativos de w0.
Neste caso, com equação de estado variável, porém, este efeito é também acentuado para
os resultados obtidos dos dados do SNLS, especialmente no que diz respeito ao aumento
dos valores para ΩDM . Novamente ocorre o aumento da cauda da função densidade de
probabilidade para valores negativos de w0, fazendo com que também no caso de equação
de estado variável o acoplamento não atenue a tendência dos resultados para modelos do
tipo phantom, mas a torne mais acentuada. É importante lembrar no entanto que, no caso
de equação de estado variável, a ocorrência ou não do Big Rip era determinada não pelo
valor de w0, mas sim de wef = w0 − w1.

Quando utilizamos f.d.p. a priori gaussiana, o efeito do acoplamento pode ser con-
siderado despreźıvel, resultando em deslocamentos nos valores de melhor ajuste, que são
muito pequenos com relação aos intervalos de 68% de confiança e, ao contrário do caso
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com equação de estado constante, não apresentam tendência clara de mudança.
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Fig. 5.11: Intervalos de 68% de confiança e melhores ajustes obtidos no plano w0 × ΩDM

para os diferentes valores de δ, com os dois conjuntos de dados. Nas figuras superiores

temos os resultados obtidos utilizando f.d.p. a priori constante e nas inferiores utilizando

a f.d.p. a priori gaussiana. Os valores de melhor ajuste para δ = 0.6 e os dados do grupo

Ouro não podem ser vistos nas figuras, mas sim na tabela abaixo.
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- ΩDM , w0

- f.d.p. a priori constante f.d.p. a priori gaussiana

δ Ouro SNLS Ouro SNLS

0.0 0.47,−3.17 0.37,−0.85 0.19,−1.21 0.19,−0.99

0.2 0.51,−3.83 0.40,−0.096 0.19,−1.20 0.18,−1.01

0.6 0.68,−6.16 0.48,−1.29 0.18,−1.17 0.18,−1.02

1.0 0.65,−10.63 0.57,−1.89 0.18,−1.14 0.18,−1.03

Tab. 5.8: Melhores ajustes obtidos no plano w0×ΩDM , para os diferentes valores de δ, conjuntos
de dados e f.d.p. a priori utilizadas.

As estimativas uniparamétricas obtidas para ΩDM utilizando a f.d.p. a priori constante
e para w0 utilizando ambas f.d.p. a priori podem ser vistas na tabela 5.9. Na figura
5.12 vemos as f.d.p. uniparamétricas obtidas no caso de f.d.p. a priori constante, para os
diferentes valores de δ. Notemos que, no caso de f.d.p. constante, o aumento do valor de
δ leva ao aumento da dispersão da f.d.p. a posteriori, e em consequência dos intervalos de
confiança e da cauda destes para valores negativos de w0. Isso leva ao alargamento das
f.d.p. uniparamétricas.

− f.d.p. a priori constante f.d.p. a priori gaussiana

− w0 ΩDM w0

δ Ouro SNLS Ouro SNLS Ouro SNLS

0.0 −2.6+1.2
−2.1 −0.95+0.32

−0.42 0.48+0.03
−0.04 0.37+0.06

−0.08 −1.20+0.21
−0.23 −0.98+0.22

−0.21;

0.2 −3.2+1.5
−2.8 −1.00+0.35

−0.52 0.51+0.04
−0.05 0.40+0.07

−0.08 −1.19+0.21
−0.23 −1.00+0.22

−0.21

0.6 −6.0+2.4
−3.7 −1.15+0.42

−0.82 0.58+0.03
−0.04 0.48+0.48

−0.09 −1.17+0.18
−0.19 −1.01+0.19

−0.20

1.0 −7.18+4.47
−1.85 −1.42+0.63

−1.62 0.65+0.04
−0.04 0.59+0.12

−0.10 −1.15+0.19
−0.2 −1.02+0.18

−0.19

Tab. 5.9: Melhores ajustes obtidos para w0 e ΩDM , e respectivas incertezas, utilizando as f.d.p.
marginalizadas nos parâmetros restantes, para os dois conjuntos de dados utilizados.
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Fig. 5.12: f.d.p. obtidas para w0 e ΩDM , marginalizadas nos outros parâmetros, obtidas

com ambos os conjuntos de dados, para os diferentes valores de δ e f.d.p. a priori constante.

Em consonância com o comportamento observado no plano w0 × ΩDM , o acoplamento
leva ao aumento dos valores estimados e ao alargamento da f.d.p. para ΩDM , considerando
os dois conjuntos de dados, sendo que os valores obtidos a partir dos dados do grupo Ouro
sistematicamente são mais elevados. Já o alargamento da f.d.p. é mais acentuado no caso
do SNLS. Também o efeito sobre as estimativas de w0 é o mesmo que o observado no
plano w0 × ΩDM : o deslocamento para valores mais negativos e o aumento da dispersão
da função verossimilhança, e portanto das incertezas. No caso dos dados do SNLS, o
deslocamento é bastante pequeno, muito menor que as incertezas associadas, sendo pouco
significativo, enquanto que no caso dos dados do grupo Ouro ele é bastante significativo,
assim como o alargamento da f.d.p. É interessante notar que, embora o deslocamento
seja pequeno, as estimativas uniparamétricas obtidas para w0 utilizando f.d.p. a priori
gaussiana apresentam tendências diferentes para os diferentes conjuntos de dados.

Obtivemos também estimativas e intervalos de confiança no plano w1 × w0, após efe-
tuarmos a marginalização em ΩDM , utilizando a f.d.p. a priori gaussiana, que podem ser
vistos na figura 5.13, e os valores de melhor ajuste na tabela 5.10.
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Fig. 5.13: Intervalos de 68% de confiança obtidos no plano w1×w0, após a marginalização

em ΩDM , utilizando a f.d.p. a priori gaussiana, para os dois conjuntos de dados. No eixo

das abcissas temos w0 e no das ordenadas w1.

w0, w1

- Ouro SNLS

0.0 −1.2, 1.49 −1.00, 0.20

0.2 −1.8, 1.47 −1.01, 0.33

0.6 −1.16, 1.46 −1.02, 0.52

1.0 −1.14, 1.44 −1.02, 0.64

Tab. 5.10: Melhores ajustes obtidos no plano w1 X w0, para os diferentes valores de δ e os dois
conjuntos de dados utilizados, utilizando a f.d.p a priori dada em (4.20) e marginali-
zando em ΩDM .

Assim como no plano w0×ΩDM , o efeito do acoplamento sobre as estimativas no plano
w1 × w0 quando utilizamos a f.d.p. a priori gaussiana é muito pequeno e pode ser consid-
erado despreźıvel. É interessante notar no entanto que há um estreitamento dos intervalos
de confiança, e um leve deslocamento das estimativas para valores menos negativos de w0,
no caso do grupo Ouro, e para valores mais negativos, no caso do SNLS. Esta diferença
está de acordo com o comportamento observado para as estimativas uniparamétricas para
w0 no caso com f.d.p. a priori gaussiana.

III Comparação simplificada com os dados da Radiação Cósmica de

Fundo

Conforme discutido na seção II.1 deste caṕıtulo, para verificarmos o efeito do acopla-
mento proposto sobre a compatibilidade ou não entre as estimativas para ΩDM e w0 obti-
das a partir dos dados de SNIa, especialmente do grupo Ouro, e dos dados do WMAP,
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é necessário que façamos o ajuste destes últimos utilizando o modelo com acoplamento.
Devido à divergência da parametrização (3.37) para z = zdec, isso só é posśıvel no caso
w1 = 0.

Embora seja de grande importância para avaliarmos o efeito do modelo sobre os parâmetros
estimados a partir dos dados de RCF, o ajuste de todo o espectro de potências requer um
estudo mais aprofundado e não será feito neste trabalho. Uma comparação bastante sim-
plificada no entanto, pode ser feita utilizando a posição do 1o pico do espectro mostrado
na figura 3.1 [6]. Tal posição indica o multipolo de menor valor obtido na decomposição
em harmônicos esféricos das anisotropias observadas na RCF e está associada ao ângulo no
céu de maior valor no qual é observada oscilação, e portanto estrutura, nestas anisotropias,
ΘA. Por outro lado, sabemos que as perturbações não podem apresentar correlação ou es-
trutura em escalas maiores do que a distância máxima que o som tenha percorrido desde o
ińıcio do universo até a época do desacoplamento, chamada distância de horizonte sonoro,
ds. Assim, ΘA é o ângulo no céu associado a um arco com diâmetro ds localizado sobre a
superf́ıcie de último espalhamento, e é dado portanto por:

ΘA =
ds

rdecadec

=
dc

s

rdec

, (5.6)

onde o subscrito dec diz respeito aos valores assumidos para a e r sobre a superf́ıcie de
último espalhamento, e dc

s é a distância comóvel de horizonte sonoro.
Note que, no caso de um universo plano, como estamos considerando, rdec é a distância

comóvel entre nós e a superf́ıcie de último espalhamento. O valor de dc
s(zdec) pode ser

obtido, em função dos parâmetros cosmológicos, integrando o elemento de distância per-
corrido por uma onda sonora em um intervalo dt, desde o ińıcio do universo, onde z = ∞,
até a época do desacoplamento, onde z = zdec e t = tdec, conforme [13]. Assim, utilizando
também as igualdades (2.12) e (2.17), temos

dc
s =

t=tdec∫

t=0

vs

a(t)
dt =

zdec∫

z=∞

vs

H(z)
dz, (5.7)

onde vs é a velocidade do som, que, conforme [50] é dada por

vs =
1√

3(1 + 3ΩB(1+z)
4ΩR

)
.

A distância comóvel rdec entre nós e a superf́ıcie de último espalhamento pode ser
obtida considerando a curva do tipo luz seguida por um fóton emitido nesta superf́ıcie, em
t = tdec, z = zdec e observado por nós em t = t0, z = 0. Considerando a0 = 1 temos então

rdec =

0∫

zdec

cdz

H(z|ΩB, ΩDM .Ωφ, w0)
, (5.8)

Assim, utilizando a expressão obtida em (5.6), além de (5.8) e (5.7), obtemos o valor de
ΘA em função dos parâmetros cosmológicos, ΩDM , w0 e δ, no caso do nosso modelo, com
acoplamento e equação de estado constante. Por outro lado, como colocado no ińıcio desta
seção, o valor de ΘA pode ser obtido, de forma razoavelmente independente do modelo
cosmológico, da posição do primeiro pico do espectro das anisotropias na RCF.
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Em [8] é obtido, a partir dos dados do terceiro ano do WMAP, o valor ΘA = 0.595(2).
A função verossimilhança deste valor é portanto uma gaussiana centrada em ΘA = 0.595
e com desvio padrão σ = 0.002. Considerando f.d.p. a priori constante em todos os
parâmetros e em ΘA, a função densidade de probabilidade a posteriori é dada por

f(ΩDM , w0, δ|ΘA = 0.595) = e
− (ΘA(ΩDM ,w0,δ)−0.595)2

2×0.0022 .

De forma análoga ao procedimento utilizado na obtenção de estimativas a partir dos
dados de SNIa, obtivemos os intervalos de confiança no plano w0×ΩDM utilizando a f.d.p.
a posteriori obtida. Os intervalos de 99% de confiança, para os diferentes valores de δ,
podem ser vistos nas figuras 5.14 e 5.15 abaixo, em conjunto com os mesmos intervalos
obtidos utilizando os dados do grupo Ouro e SNLS, respectivamente.
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Fig. 5.14: Intervalos de 99% de confiança no plano w0 × ΩDM obtidos utilizando os dados

do grupo Ouro, e f.d.p. a priori constante, em linha tracejada, e o valor para ΘA obtido a

partir dos dados do 3◦ ano do satélite WMAP, reportado em [8], em linha cont́ınua, para

os diferentes valores de δ.
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Fig. 5.15: Intervalos de 99% de confiança no plano w0 × ΩDM obtidos utilizando os dados

do SNLS e f.d.p. a priori constante, em linha tracejada, e o valor para ΘA obtido a partir

dos dados do 3◦ ano do satélite WMAP, reportado em [8], em linha cont́ınua, para os

diferentes valores de δ.

Consideremos inicialmente os resultados obtidos a partir do valor de ΘA em comparação
com os provenientes dos dados do grupo Ouro, mostrados a figura 5.14. Neste caso, o
acoplamento parece eliminar a tensão existente entre os intervalos de confiança resultantes
das medidas de supernovas e da radiação cósmica de fundo, especialmente no caso δ = 1.0.
Assim, ele torna compat́ıvel com tais observações um universo com valores mais elevados
do parâmetro de densidade de matéria, ΩDM ≈ 0.6. É interessante notar que, para δ = 0.2,
o intervalo de confiança resultante do valor de ΘA se desloca para valores menores de ΩDM ,
e inicia a deslocar-se para valores mais altos de ΩDM para maiores valores de δ.

No caso dos resultados obtidos com os dados do SNLS, já para δ = 0 há uma estreita
região de compatibilidade entre os intervalos de confiança obtidos a partir destes últimos
e do valor de ΘA. Com a inserção e o aumento do acoplamento, tal região vai se deslo-
cando para valores maiores de ΩDM , conforme tendência geral dos intervalos de confiança,
como observado nos outros intervalos obtidos. Além disso, para δ = 1.0 há uma maior
região de compatibilidade, mais uma vez indicando que, para este valor, há uma maior
compatibilidade entre as duas observações do que no caso de matéria e energia escuras
desacopladas.

A comparação feita acima no entanto é bastante limitada. Podemos ver nos gráficos
que o intervalo de confiança obtido utilizando o valor de ΘA é excessivamente estreito e
alongado. Acreditamos que tais caracteŕısticas com certeza não são representativas da
precisão obtida, mas sejam resultantes do fato de estarmos utilizando apenas um único
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valor para estimar os dois parâmetros. Desta forma, a degenerescência entre ΩDM e w0 faz
com que, para qualquer valor de w0, haja um valor para ΩDM que resulte na estimativa
obtida para ΘA.

Podemos notar também que o intervalo de confiança obtido para δ = 0 apresenta,
próximo à região com w0 ≈ −1, ΩDM ≈ 0.1, valor bem menor que as estimativas para
o parâmetro de densidade de matéria escura num modelo ΛCDM , obtidas a partir do
ajuste do espectro de potências das anisotropias da RCF feito pelo grupo do WMAP, que,
conforme [14] assumem o valor ΩDM = 0.237(34). O sentido da correlação entre ΩDM e
w0 apresentada, que leva a valores mais negativos para w0 quando aumentamos o valor de
ΩDM , é oposto ao observado nos intervalos de confiança obtidos a partir do ajuste de todo
o espectro, como os mostrados na figura 5.16. Nesta figura vemos também os intervalos
de confiança obtidos em [8] considerando conjuntamente os dados de RCF e do SNLS, que
ocupam uma região bem mais limitada do espaço de parâmetros. Isto ocorre devido às
diferentes correlações entre ΩDM e w0 apresentadas pelos dois conjuntos de dados.

Tais questões tornam a comparação feita bastante limitada. Além da subestimação
dos valores de ΩDM , a diferença na correlação dos intervalos de confiança indica que uma
comparação com os resultados obtidos a partir da análise completa dos dados da radiação
cósmica de fundo pode apresentar comportamento bastante diferente, no que diz respeito
às regiões de compatibilidade entre estes e os intervalos obtidos a partir de supernovas
Ia, assim como o comportamento destas no espaço de parâmetros em função do valor de
δ. Assim, o efeito do acoplamento proposto sobre a compatibilidade das duas observações
permanece em aberto, sendo necessária a análise completa do espectro de potências das
anisotropias na RCF para uma conclusão a respeito.

Fig. 5.16: Intervalos de 65% e 95% de confiança mo plano w0 × ΩDM obtidos em [8], a

partir do 3◦ ano do WMAP, considerando um universo plano e equação de estado para a

energia escura constante. Figura extráıda de [8].
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6. DISCUSSÃO FINAL

A partir dos resultados e discussões apresentadas neste trabalho, podemos destacar
alguns pontos e obter algumas conclusões no que diz respeito não só ao efeito do acopla-
mento entre matéria e energia escura sobre as estimativas de parâmetros cosmológicos
realizadas, como era o objetivo inicial do trabalho, mas também sobre questões que dizem
respeito à estimativa de parâmetros cosmológicos em geral, e em especial as dificuldades
inerentes a esta tarefa, com algumas das quais nos deparamos ao longo deste trabalho. Em
primeiro lugar, tais estimativas são altamente dependentes do modelo considerado. Antes
mesmo das estimativas em si, a definição dos próprios parâmetros que devem ser ajustados
já depende do modelo utilizado. Além disso, mesmo considerando modelos usuais, que
propõem um universo FRW, com equações de Einstein e de Friedmann padrão, composto
por matéria, radiação e energia escura, e resultam portanto num conjunto bastante seme-
lhante de parâmetros a serem estimados, os valores obtidos dependem das variações do
modelo estudado, como, por exemplo, parametrização para a equação de estado da energia
escura, variabilidade ou não dela, a existência ou não de acoplamento, entre outras.

Esta dependência dificulta não só a comparação entre estimativas obtidas na literatura,
provenientes das mesmas ou de diferentes observações, como no caso da impossibilidade
de compararmos nossos resultados para o modelo com acoplamento diretamente com os
obtidos pela colaboração do WMAP, mas também a seleção de quais modelos se adequam
mais ou menos ao universo observado e quais os valores assumidos de fato pelos parâmetros
cosmológicos de interesse. Isso porque, conforme o modelo a partir do qual o observarmos,
tais observações podem levar a valores de parâmetros e comportamentos diferentes . As-
sim, quando consideramos um determinado modelo e ajustamos os valores dos parâmetros
envolvidos, obtemos valores assumidos por tais parâmetros caso o universo seja da forma
suposta pelo modelo utilizado. É posśıvel que, utilizando um outro modelo alternativo,
consigamos ajustar as observações com a mesma precisão e qualidade de ajuste, resultando
em valores diferentes para os parâmetros estimados.

Além desta dependência, foi presente em nosso trabalho, sempre que realizamos esti-
mativas simultâneas de mais de um parâmetro, a degenerescência e correlação entre os
valores destes. Isto faz com que, para um região extensa de valores para ΩDM , por e-
xemplo, haja valores de w0 e w1 que ajustem os dados observacionais. Como vimos, por
exemplo, no plano w0×ΩDM , os intervalos de confiança são extensos e possuem dispersão
e degenerescência tal que acabam permitindo uma larga faixa de valores tanto para w0

quanto para ΩDM . Acreditamos que tal caracteŕıstica é fruto não só da limitação dos
dados utilizados, mas também da correlação entre os dois parâmetros em questão. Mostra
disso é que, com a utilização da f.d.p. a priori gaussiana em ΩDM , houve uma redução
bastante grande da região do espaço de parâmetros ocupada pelos intervalos de confiança,
aumentando bastante a precisão dos resultados obtidos para o valor de w0. Além disso, em
especial no caso dos dados do grupo Ouro, a alteração nos valores obtidos para w0 foi bas-
tante grande: no caso sem acoplamento, por exemplo, utilizando f.d.p. a priori constante



obtivemos w0 = −2.6+1.2
−2.1, enquanto que utilizando f.d.p. a priori gaussiana em ΩDM foi

obtido w0 = −1.20+0.21
−0.23. Isto mostra que a determinação precisa de um dos parâmetros

cosmológicos em questão, independente do valor dos demais, tem papel bastante impor-
tante na determinação do conjunto de parâmetros de interesse. Desta forma, é importante
a obtenção de estimativas independentes de um deles.

Frente à estas questões, se torna também importante a obtenção de observações prove-
nientes de diferentes fontes e grandezas observáveis, que dependam de forma distinta dos
diferentes parâmetros de interesse. Com base nesta diversidade de observações, certamente
um dos principais critérios tanto para seleção de modelos cosmológicos, ou, mais especifi-
camente, de energia escura, quanto para a adoção de um determinado conjunto de valores
para os parâmetros envolvidos, é que o modelo ajuste o maior número de observações
utilizando o mesmo conjunto de valores.

O cruzamento de testes observacionais independentes, em especial aqueles que possuam
correlação oposta, adquire especial importância para que limitemos a região do espaço de
parâmetros permitida, através da superposição de intervalos de confiança, restringindo
mais intensamente a região permitida. Isto é feito atualmente com os dados de supernovas
e RCF. Podemos ver na figura 5.16 como de fato os intervalos de confiança se tornam bem
mais limitados ao combinarmos os dois conjuntos de dados.

Tais questões se aplicam diretamente ao que hoje é um dos grandes desafios da cos-
mologia moderna e o pano de fundo deste trabalho: a resolução do problema da aceleração
cósmica e da “energia faltante”, e a determinação da origem e das propriedades da energia
escura, assim como do modelo que melhor a descreve. Neste cenário, é de fundamental im-
portância a obtenção de novos dados, provenientes de diferentes observações, que auxiliem
nesta tarefa e possibilitem de fato a seleção dos diversos modelos presentes na literatura.
Atualmente, devido às questões levantadas acima e limitação do número de observações,
os v́ınculos observacionais impostos aos modelos de energia escura presentes na literatura
não são, na maioria deles, fortes o suficiente para descartar totalmente um modelo, ou
selecionar apenas um de forma definitiva. O número crescente de observações no entanto
caminha neste sentido.

Em vista destas questões, presentes de uma forma geral neste trabalho, podemos agora
discutir mais especificamente os resultados por nós obtidos.

Um ponto que salta aos olhos no caso das estimativas realizadas com f.d.p. a priori
constante é a discrepância entre os dois principais conjuntos de dados de supernovas Ia pre-
sentes na literatura, por nós utilizados. Como colocado no ińıcio do caṕıtulo 3 e mostrado
no caṕıtulo 5, os dados do grupo Ouro apresentam uma tensão com relação às estimativas
obtidas pelo WMAP, indicando valores maiores para ΩDM e mais negativos da equação de
estado da energia escura. Como vimos, tal tensão desaparece no caso dos dados do SNLS,
cujos resultados são bastante distintos dos do grupo Ouro. Embora ambos apresentem o
mesmo sentido da correlação, e uma cauda para valores negativos de w0, que ocorre para
valores mais elevados de ΩDM , os dados do SNLS indicam sistematicamente valores menos
negativos para w0 e menores para ΩDM do que os do grupo Ouro. Os valores para ΩDM

obtidos a partir dos dados do SNLS também são maiores que os obtidos a partir dos dados
do WMAP, o que pode indicar uma sistemática superestimação deste valor pelos dados de
supernovas com relação aos de RCF. No entanto, eles são compat́ıveis com estes últimos
dentro do intervalo de confiança de 68%.

A discrepância sistemática entre os resultados dos dados do SNLS e do grupo Ouro
parece indicar que de fato algum procedimento, seja na detecção, medida ou método de
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ajuste de curvas utilizado nos dois grupos esteja causando tal diferença. A maior com-
patibilidade dos dados do SNLS com as estimativas do WMAP, pode refletir uma maior
qualidade destes últimos em relação aos dados de grupo Ouro. É interessante notar que
esta diferença está fortemente ligada, senão aos valores de ΩDM favorecidos pelos diferentes
conjuntos de dados, ao deslocamento dos valores de w0 e ΩDM no espaço de parâmetros,
seguindo a direção de correlação entre eles. Isso é notável pois, ao utilizarmos a f.d.p. a
priori gaussiana em ΩDM a diferença entre os resultados provenientes dos dois conjuntos,
como visto nas figuras 5.6, 5.8, 5.11, assim como entre os do grupo Ouro e do WMAP, desa-
parece. Ou seja, considerando os dados do grupo Ouro, se fixarmos o valor de ΩDM ≈ 0.18,
obtemos valores para w0 totalmente compat́ıveis com os obtidos dos dados do SNLS e do
WMAP. Como visto nas figuras 5.1 e 5.3 e levando em conta os valores para ΩDM obti-
dos no caso do modelo ΛCDM , acreditamos que, caso utilizássemos uma f.d.p. a priori
gaussiana em w0 centrada em w0 ≈ −1, o resultado seria análogo.

Pudemos verificar também como de fato as observações não excluem, quando não fa-
vorecem, modelos de energia do tipo phantom, especialmente os dados do grupo Ouro.
Isto ocorre tanto no caso de equação de estado constante quanto no de equação de estado
variável.

Quanto ao efeito do acoplamento proposto sobre as estimativas obtidas, vimos que
ele varia bastante entre o caso em que utilizamos f.d.p. a priori constante e em que
usamos f.d.p. a priori gaussiana em ΩDM . No primeiro, o acoplamento leva, tanto no
caso de equação de estado constante como variável, ao aumento dos valores de ΩDM e
à diminuição dos valores obtidos para w0, acentuando ainda mais a tendência à energia
escura do tipo phantom, especialmente no caso do grupo Ouro. Isto significa dizer que,
caso o universo seja composto por uma componente de energia escura acoplada à matéria
escura na forma proposta, ele é, segundo os dados de supernova Ia, compat́ıvel com um
valor maior para o parâmetro de densidade de matéria escura e mais negativo para w0,
que chega, especialmente no caso do grupo Ouro, a valores bastante negativos, tais como
o valor de melhor ajuste no caso δ = 1.0, w0 = −10.59. Levando em conta o problema
da ocorrência do Big Rip, assim como outras restrições a modelos do tipo phantom, tal
comportamento não é desejado, e desfavorece a inserção do acoplamento.

Quando utilizamos a f.d.p. a priori gaussiana em ΩDM , este efeito é bastante reduzido,
tanto no plano w0 × ΩDM quanto no plano w1 × w0. No primeiro, ele age no sentido
contrário ao observado para f.d.p. a priori constante, e leva a valores menos negativos
de w0, portanto diminuindo a probabilidade de ocorrência de modelos do tipo phantom.
Neste sentido, caso o valor do parâmetro de densidade ΩDM obtido pelo WMAP seja de
fato o correto, o acoplamento proposto minimiza a tendência à energia escura phantom.
Por outro lado, esta tendência não é muito acentuada, fazendo com que mesmo neste caso
talvez o modelo considerado não apresente grandes vantagens com relação aos presentes
na literatura. É importante ressaltar que este valor foi obtido pelo WMAP utilizando um
modelo ΛCDM , e não o modelo com acoplamento considerado.

Devemos lembrar no entanto que, no caso de equação de estado variável, a ocorrência
ou não do Big Rip depende não do valor de w0, mas de wef = w0 − w1, o que dificulta a
análise dos intervalos obtidos no plano w0 × ΩDM no que diz respeito à esta questão. No
entanto, mesmo considerando o menor valor posśıvel para w1, -8, o valor de melhor ajuste
para w0 obtido no caso δ = 1.0 a partir dos dados do grupo Ouro, w0 = −10.63 continua
levando a wef < −1 e portanto à ocorrência do Big Rip.

No que diz respeito ao efeito do acoplamento à compatibilidade ou não dos resultados
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obtidos a partir dos dados de supernovas Ia e da radiação cósmica de fundo, foi feita
apenas uma comparação bastante simplificada. Também nas estimativas feitas utilizando
os dados do WMAP, a inserção do acoplamento leva, a partir de δ = 0.2, ao aumento de
ΩDM , fazendo com que o acoplamento proposto aumente a compatibilidade e diminua a
tensão entre os resultados dos dados do grupo Ouro e da RCF. Além disso, eles indicam
que, caso haja de fato o acoplamento entre matéria e energia escura na forma proposta, o
universo observado é compat́ıvel com valores maiores de ΩDM . No entanto, como discutido
no caṕıtulo 5, a comparação realizada é por demais simplificada, sendo que os resultados
obtidos a partir somente do valor de ΘA apresentam diferenças considerávais em relação
aos resultados obtidos pela colaboração do WMAP, a partir da análise de todo o espectro
de potências das anisotropias da RCF, mostrados na figura 3.3(b). Assim, para uma
comparação conclusiva com os dados de RCF, é necessária a realização do ajuste dos
dados do WMAP considerando todo o espectro de potências e o modelo considerado, ou
ao menos uma estimativa mais refinada e utilizando um método mais adequado do que a
aqui realizada. Ressaltemos mais uma vez, no entanto, que a compatibilidade mostrada
entre os dados do WMAP e do SNLS, indica que talvez a tensão com os dados do grupo
Ouro não esteja relacionada com questões maiores do modelo cosmológico utilizado, mas
apenas das metodologias utilizadas no que diz respeito aos dados.

Por fim, é também de interesse cosmológico o valor do parâmetro w1. Caso o compo-
nente de energia escura tenha equação de estado constante, deve-se obter w1 = 0. Além
disso, no caso w1 6= 0, seu valor indica o sinal da derivada de wφ com o redshift, e conse-
quentemente está associado com a variação de wφ com o fator de escala. Desta forma, a
determinação do valor de w1 tem papel importante na caracterização das propriedades do
componente de energia escura e portanto, conforme expressão (3.15), pode dar pistas do
formato da densidade lagrangeana deste. No entanto, não foi posśıvel chegar à conclusões
significativas a respeito dele. Enquanto os dados do SNLS apresentam valores compat́ıveis
com w1 = 0 dentro do intervalo de 68% de confiança, que inclui valores positivos e nega-
tivos, os dados do grupo Ouro indicam fortemente valores positivos para w1.

Independente do efeito que o acoplamento considerado teve sobre as estimativas dos
parâmetros envolvidos, um estudo teórico do comportamento de tal modelo, e de um uni-
verso dominado por um componente de energia escura com estas propriedades é necessário.

Como discutido no caṕıtulo 3, ele apresenta densidade de energia negativa para deter-
minadas regiões do espaço de parâmetros. Considerando equação de estado constante, foi
feita a caracterização destas regiões, especialmente das que integravam a região do espaço
de parâmetros considerada, escolhida também de forma a minimizar este problema. Nestes
casos, vimos que tais intervalos de parâmetros estão bastante exclúıdos dos intervalos de
99% de confiança obtidos, e portanto não se colocam como possibilidades efetivas, segundo
os dados utilizados. No caso de equação de estado variável no entanto, esta é uma questão
ainda em aberto, sendo que mesmo a região considerada pode envolver conjuntos de va-
lores dos parâmetros que levem à densidade de energia negativa. Assim, a determinação
de quais as regiões do espaço de parâmetros que leva à existência de ρφ < 0 é de grande
importância para a validade ou não do modelo considerado.

Outros elementos que devem ser estudados com mais atenção, são o comportamento
do modelo no caso de equação de estado wφ < −1, e a compatibilidade deste ou não com
o v́ınculo observacional da existência de uma época dominada por matéria, seguida pela
era da energia escura. Tais questões permanecem em aberto especialmente para modelos
com equação de estado variável. Neste caso, vimos que a densidade de energia escura

104



diverge no limite a →∞ quando wef = w0−w1 < −1. No entanto, devido à possibilidade
de termos ∆ < −1, que de fato ocorre para alguns casos, a divergência pode ocorrer para
valores negativos, o que não mais levaria ao Big Rip, mas implicaria em outras dificuldades
do ponto de vista teórico e de intepretação da energia escura como um fluido. Em uma
análise mais aprofundada desta questão, devemos levar em conta também a impossibilidade
de modelos com um único campo escalar cruzarem a barreira phantom. Caso consideremos
modelos deste tipo, portanto, não podemos associar a divergência à valores de w0 e w1 com
w0 > −1 e wef < −1, visto que wφ não chegará a atingir o valor wef .

Ao utilizarmos as parametrizações propostas para a equação de estado e para o acopla-
mento, estamos supondo, implicitamente, a existência de uma ou mais lagrangeanas que
levem a elas. É importante também verificar quais formatos de lagrangeanas realizam esta
tarefa, de onde poderemos então obter propriedades deste eventual componente de energia
escura. Tal tarefa se mostrará mais premente caso ambas as parametrizações se confirmem
como descrições adequadas do universo observado.

No que diz respeito à parametrização utilizada para a equação de estado da ener-
gia escura, seria interessante realizar o ajuste de parâmetros considerando uma segunda
parametrização, em especial a apresentada na expressão (3.38), que, pelo fato da não di-
vergir para altos valores do redshift, poderia ser utilizada na comparação com os dados da
RCF. Além disso, utilizando duas parametrizações distintas, podeŕıamos verificar também
a influência da parametrização considerada sobre os resultados obtidos.
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A. SUPERNOVAS IA COMO INDICADORES DE DISTÂNCIA

I Alguns Tópicos Sobre Observações Astronômicas

Sistemas de magnitudes

Ao estudarmos os objetos celestes, é de fundamental importância sabermos quantificar
a intensidade de luz proveniente deles. Na astronomia e astrof́ısica, isto é feito principal-
mente pelo que chamamos magnitude. A magnitude de um objeto está relacionada com a
intensidade de luz emitida por ele e com o fluxo (energia por unidade de tempo) que chega
até nós. Este conceito foi criado cerca de dois séculos antes de Cristo, por Hipparchos,
para classificar as estrelas e objetos celestes conforme o brilho destes, quando observados
da Terra. Na classificação de Hipparchos havia 6 magnitudes, sendo as mais brilhantes de
primeira magnitude, de segunda magnitude as com brilho duas vezes menor e assim suces-
sivamente. Esta classificação era, no entanto, demasiadamente vaga e nada quantitativa
ou objetiva. Atualmente temos definições operacionais e precisas de magnitude, sendo que
a magnitude associada ao brilho de uma fonte quando observada da Terra é hoje chamada
magnitude aparente, em contraposição à magnitude absoluta que veremos a seguir. As
definições atuais, por razões de evolução histórica, foram criadas de modo a se adequar
o máximo posśıvel ao sistema de Hipparchos, sendo que uma estrela de maior magnitude
possui brilho menor, de forma pouco intuitiva. Devido à época em que foi desenvolvida, a
classificação de Hipparchos era baseada na observação a olho nu. A sensibilidade deste à
uma fonte luminosa não é, no entanto, linear com o fluxo de luz dela proveniente, mas sim
logaŕıtimica. Assim, a diferença de magnitudes aparentes entre uma fonte com densidade
de fluxo F1 e outra com densidade de fluxo F2 é dada por

m2 −m1 = −2.5 log
F2

F1

. (A.1)

A definição da magnitude aparente de um único objeto é feita fixando-se um ponto zero
para a escala de magnitudes. Ou seja: é considerada como tendo magnitude aparente zero
uma fonte com uma determinada densidade de fluxo F0. Assim, temos

m = −2.5 log
F

F0

= −2.5 log F + β, (A.2)

onde β é uma constante ligada a densidade de fluxo de referência escolhida.
Quando utilizou o termo magnitude pela primeira vez, Hipparchos com certeza se refe-

ria ao brilho na região do viśıvel. Atualmente, sabemos que os objetos celestes emitem
luz nas mais diferentes frequências. Na maioria das vezes as observações são mediadas por
filtros, e portanto medimos apenas a radiação em um determinado intervalo de frequência,
conforme o filtro e aparelho utilizado. Para padronizar as observações feitas, são definidos
alguns intervalos de comprimento de onda preferenciais para observação, associados aos



diferentes filtros. Tais intervalos são chamados bandas. Em cada banda temos um fluxo de
referência diferente, e portanto um determinado valor para β. A um determinado conjunto
de bandas, cada uma com o respectivo valor para β, chamamos sistema de magnitudes. O
mais conhecido deles, e ao qual nos referimos neste trabalho, é o de Johnson. Inicialmente
composto pelas bandas U, na região do ultravioleta, B, na região do azul e V, na região
do v́ısivel, ele foi posteriormente extendido, incluindo as bandas R, na região do vermelho
(frequências viśıveis mais baixas), I, J, H e K, sendo estas últimas ne região do infraver-
melho. A sensibilidade destas bandas aos diferentes comprimentos de onda pode ser vista
na figura A.1.

Fig. A.1: Formato das curvas de transmissão para os filtros correspondentes às diferentes

bandas. Figura extráıda de [51].

A cada uma destas magnitudes aparentes chamaremos mi = mB,mV ,mR..., conforme
a banda correspondente. Para cada um destes casos temos

mi = −2.5 log F i + βi, (A.3)

onde F i e βi são, respectivamente, a densidade de fluxo do objeto e a constante associada
à magnitude de ponto zero na banda i.

A magnitude aparente de um objeto, como dito acima, está relacionada com o fluxo
de radiação medido por um determinado observador, posicionado a uma determinada
distância da fonte. No entanto, muitas vezes é necessária uma medida do brilho ou lu-
minosidade intŕınseca do objeto. Esta é dada pela magnitude absoluta, M, que é, por
definição, a magnitude aparente que o objeto teria caso estivesse a 10 Parsecs (Pc) de nós,
ou caso estivesse sendo observado por um observador a 10 Pc dele. Assim, dois objetos
com a mesma luminosidade terão a mesma magnitude absoluta, independentemente de sua
distância, o que não ocorre com a magnitude aparente. Assim como no caso das magnitudes
aparentes, podemos falar em diferentes magnitudes absolutas para uma mesma fonte, cada
uma associada a uma banda, sendo que designaremos cada uma delas, analogamente ao
caso das magnitudes aparentes, por M i = MB,MU ,MV , ....Considerando o caso de uma
fonte com emissão esféricamente simétrica, vale a relação (2.28), e temos para cada banda:

M i = −2.5 log
Li

4π102
+ βi = −2.5 log Li + γi, (A.4)
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onde γi = +2.5 log 4π + 5 + βi.
A partir da expressão (A.4) e de (A.2) podemos definir o chamado módulo de distância

de um determinado objeto, dado por

µ ≡ mi −M i = 5 log
dL

Pc
− 5, (A.5)

Note que µ ele independe da banda considerada.
Diferentes escalas de distância utilizadas implicarão em diferentes valores para cons-

tante do lado direito da relação (A.7). Assim, numa escala de distância arbitrária temos

m−M = 5 log dL + α, (A.6)

onde, dL se encontra na escala considerada. Lembremos que o valor de α varia conforme
a escala escolhida. É frequente encontrarmos a expressão acima na forma apresentada em
(A.5) a seguir, na qual a distância é dada em MPc.

µ = 5 log dL − 25. (A.7)

Cores e Extinção

Conforme exposto acima, a luz emitida pelos objetos celestes possui um espectro
cont́ınuo de frequências, fazendo com que possamos observá-los em diversas bandas. Os
processos f́ısicos neles envolvidos determinam qual será a distribuição do espectro, ou seja,
qual a intensidade de luz emitida em cada comprimento de onda. Da mesma forma como
o que chamamos de cor para um objeto, podemos definir ı́ndices de cor para um objeto
celeste emissor. Eles são dados pela diferença entre a magnitude de tal objeto em duas difer-
entes bandas. Para um mesmo objeto podem ser definidos diferentes ı́ndices de cor, con-
forme as duas bandas consideradas. Alguns frequentemente utilizados são cB−V = B − V ,
cV−R = V −R, cR−I = R− I, onde B, V, R e I são as magnitudes nas respectivas bandas.
Um objeto de aspecto avermelhado, por exemplo, terá um ı́ndice de cor B − V bastante
alto.

Devido ao fato da densidade de fluxo diminuir com d−2
L independentemente da frequência,

o ı́ndice de cor pode ser calculado utilizando tanto as magnitudes absolutas M i de um ob-
jeto quanto as aparentes mi, obtendo-se o mesmo resultado, a menos de efeitos devidos à
extinção, como veremos a seguir. É importante lembrar que diferentes bandas possuem
diferentes magnitudes de ponto zero, fazendo com que o ponto zero de cada ı́ndice de cor
dependa do sistema de magnitudes considerado e não necessariamente corresponda a fluxos
iguais nas duas bandas envolvidas. Neste trabalho, denominaremos ci−j o ı́ndice de cor
envolvendo as bandas i e j.

Ao observarmos um objeto celeste, frequentemente a luz por ele emitida passa por
nuvens de poeira interestelar antes de chegar até nós, que absorvem parte da luz, reduzindo
o fluxo em relação ao que seria detectado na ausência de poeira. A absorção ocorre com
intensidade diferente para cada frequência, conforme a composição e caracteŕısticas do
meio atravessado. Desta forma, a relação (A.7) pode ser escrita na forma

mi −Mi = 5 log dL − 25 + Ai, (A.8)
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onde Ai é a magnitude associada à luminosidade que foi absorvida. Ao realizarmos o
tratamento de dados observacionais, ela pode ser considerada explicitamente, como na
equação acima, ou ser aplicada como correção aos dados, alterando o valor de mi.

Para que tenhamos acesso ao fluxo que chegaria até aqui na ausência de poeira, a partir
do qual possamos utilizar as equações (A.3) e (A.7), é necessária a obtenção do valor de
Ai, para que seja feita a correção explicitada acima.

Devido ao fato da absorção variar com a banda/frequência, esta causará também a
alteração dos ı́ndices de cor observados, que é caracterizada pelo excesso de cor, dado por

Ei−j = cobs
i−j − c0

i−j, (A.9)

onde o superescrito obs diz respeito ao ı́ndice observado e 0 ao ı́ndice de cor intŕınseco
à estrela, sem os efeitos da extinção. A magnitude absoluta está ligada à luminosidade
intŕınseca e portanto não é afetada pela extinção, sendo considerado o fluxo detectado a
uma distância de 10MPc da estrela, em não havendo absorção. Desta forma, o ı́ndice de
cor observado cobs deve ser calculado utilizando as magnitudes aparentes . O ı́ndice c0 pode
ser entendido como a diferença entre as magnitudes absolutas, M i ou entre as aparentes
que seriam observadas na ausência de poeira, mi

0 equivalentemente. Neste trabalho, utili-
zaremos a segunda notação, c0 = mi

0 −mj
0 = (mi −mj)0. Consideremos, por exemplo o

ı́ndice de cor cB−V . Conforme (A.7) temos

mB
obs = MB + AB + 5 log dL − 25,

mB
0 = MB + 5 log dL − 25,

mV
obs = MV + AV + 5 log dL − 25,

mV
0 = MV + 5 log dL − 25,

de onde obtemos

EB−V = AB − AV , (A.10)

que vale para bandas quaisquer na forma

Ei−j = Ai − Aj. (A.11)

A razão entre a absorção em duas diferentes bandas depende, como já colocado, das
caracteŕısticas do meio atravessado, tais como tamanho dos grãos de poeira, composição
e distribuição espacial destes. Ela é caracterizada pela chamada lei de extinção, dada na
forma

Aλ

AV

= F (λ) (A.12)

A partir desta lei e de (A.11), obtemos:

Ei−j = [F (λi)− F (λj)] AV , (A.13)

que, no caso da banda B resulta em
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AV

EB−V

=
1

F (λB)− 1
≡ RV (A.14)

Frequentemente, a curva de extinção galática é parametrizada por RV , fazendo com
que ela seja caracterizada por ele.

Existem trabalhos que visam compreender e obter a lei de extinção, assim como modelar
a absorção da luz por poeira cósmica, tanto em nossa como em outras galáxias. Estes
indicam a variação desta lei não só de uma galáxia para outra mas entre diferentes linhas
de visada dentro de nossa galáxia, que pode ser implementada pela variação do valor de
RV . Por intermédio de estudos feitos na Via Láctea é posśıvel obter uma lei de extinção
média para ela, caracterizada por RV ≈ 3.1. Na figura A.2 vemos o formato esquemático
da lei de extinção na nossa galáxia.

Fig. A.2: Lei de extinção média (RV = 3.1) para nossa galáxia, a menos da nomalização

para AV . Figura extráıda de [51]

Como vemos na figura acima, a extinção na Via Láctea diminui com o comprimento de
onda. Em especial na região do viśıvel, ela é maior na região do azul (banda B) do que na
do vermelho. Isto gera o avermelhamento da luz das estrelas devido à extinção.

Através das relações (A.12), (A.13) e de estudos observacionais a respeito da extinção,
é posśıvel, ao menos na nossa galáxia, usar medidas do excesso de cor de uma fonte para
estimar a extinção sofrida por sua luz. Atualmente, estimativas do excesso de cor causado
à luz de um objeto pela absorção dentro da Via Láctea podem ser obtidas utilizando mapas
de extinção galática, como [52], e as relações acima.

Ao estudarmos objetos extragaláticos, como é o caso da maioria das SNsIa, devemos
corrigir tanto a extinção na nossa galáxia quanto na galáxia hospedeira. Por depender
do meio, a lei de extinção (em especial o valor de RV ), e consequentemente as relações
numéricas entre Ei−j e Ai podem variar de uma galáxia para outra, o que faz com que não
possamos a rigor utilizá-las para a correção de toda a extinção sofrida pela luz do objeto.
Esta questão é fonte de discussão atual, existindo diferentes abordagens do problema, que
permeiam os estudos observacionais de SN que serão utilizados neste trabalho.

Redshift Cosmológico e Correção K

Ao observarmos a luz emitida por um objeto celeste, devemos levar em conta o redshift
cosmológico, que leva ao deslocamento não linear das linhas espectrais. Um fóton detetado
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com λ = λ1, está associado ao comprimento de onda com o qual ele foi emitido (no
referencial da estrela), λem = λ1

1+z
. Isto faz com que, ao nos referirmos a uma determinada

banda, tenhamos que explicitar se nos referimos ao referencial de repouso (fótons que
foram emitidos naquele intervalo de frequência), ou no referencial do observador (fótons
que foram detectados naquele intervalo).

Além disso, observações feitas em uma determinada banda são mediadas por um filtro
caracterizado pela função de transmissão T (λ), no referencial do observador, e devem ser
corrigidas para que seja obtido o fluxo que chega até nós e foi realmente emitido nesta
banda, no referencial de repouso. Estas correções são chamadas correções K.

Para redshifts pequenos são necessárias apenas pequenas correções, pois o deslocamento
das linhas espectrais/bandas é pequeno, e os comprimentos de onda centrais de cada banda
não se deslocam o suficiente para serem detectados em outra banda. Neste caso são uti-
lizadas correções K na forma (A.15). Para redshifts mais altos o deslocamento das linhas
pode ser tal que um fóton emitido com o comprimento de onda central de uma determi-
nada banda seja detectado em outra banda. Nestes casos é utilizada a chamada correção
K de filtros cruzados, dada por (A.16), e cuja visualisação pode ser feita na figura A.3.
Para z=0.45, por exemplo, a região da banda R no nosso referencial corresponde à região
da banda B no referencial da estrela. As correções K dependem do espectro da fonte, e
normalmente são calculadas utilizando espectros médios, [53, 54, 55].

mi
kcorr = mi + Ki (A.15)

mi
kcorr = mj + Kij (A.16)

Fig. A.3: Visualização esquemática do efeito do redshift cosmológico sobre o fluxo detec-

tado através de um filtro. No caso z = 0.45 o comprimento de onda central da banda

B no referencial de repouso da estrela pertence à banda R no referencial de observação.

Devido à dilatação do comprimento de onda dos fótons e à diferença no formato da função

de transmissão das diferentes bandas, é necessária a utilização das correções K. Figura

extráıda de [53]
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I.1 O uso de supernovas Ia como indicadores de distância.

A primeira supernova (SN) registrada pelo homem foi observada pelos chineses em
1054. Certamente os observadores daquela época não deram ao evento a mesma explicação
que damos hoje, e a descrição utilizada foi a do aparecimento de uma nova estrela no
céu. É exatamente este efeito aparente, o surgimento de uma nova estrela, que levou aos
nomes nova e supernova, para os respectivos objetos celestes, sendo os segundos bem mais
brilhantes que os primeiros, e por isso o prefixo super .

Supernovas são grandes explosões que ocorrem no final do processo de evolução de
estrelas massivas, ou em sistemas binários com a presença de anãs brancas.

Para obter informações observacionais a respeito de tais objetos, dispomos de medi-
das fotométricas e espectrais. As fotométricas fazem com que consigamos reconstruir a
chamada curva de luz da supernova. Por se tratar de um evento transiente, as magnitudes
absolutas e aparentes de uma SN variam com o tempo, ao longo do processo de explosão.
Assim, na sua observação, o evento é acompanhado por telescópios de forma que meçamos
a magnitude aparente em diferentes momentos. A partir destas observações é reconstrúıda
a curva de luz de uma SN, ou seja, a curva da magnitude aparente em função do tempo.
É importante lembrar que, como discutido na seção I.1, na qual tratamos do redshift cos-
mológico, existe uma diferença entre a escala temporal associada à emissão dos fótons e
a escala de detecção, o que gera a necessidade de correção do tempo medido na detecção
para o de emissão, na estrela, na forma tSN = tobs

1+z
, que deve ser considerada no ajuste das

curvas . As SN possuem curvas de luz diferentes para cada banda. Frequentemente são
obtidas curvas de luz na banda B, V, R e I, no referencial de repouso da estrela. Como
exemplo, podemos ver na figura (A.4) as curvas de luz da supernova SN2001el. Todas
elas apresentam um crescimento inicial da luminosidade até atingir um máximo mi

max, em
timax, respectivo à curva de luz na banda i, e após iniciam a queda.

A partir da obtenção das curvas de luz em diferentes bandas, podemos obter também
os ı́ndices de cor da SN, assim como as curvas de cor (evolução de um determinado ı́ndice
de cor com o tempo).
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Fig. A.4: Curvas de luz nas diferentes bandas da supernova Ia SN2001el. Figura extráıda

de [53]

Outra forma de obter informações das supernovas é a partir de seu espectro. Ele se al-
tera conforme a evolução da estrela, e portanto são tomados espectros em diferentes épocas
desta, que apresentam caracteŕısticas diferentes. O espectro da SN pode nos fornecer in-
formação não só a respeito de seu redshift como da composição da estrela e da velocidade
de ejeção do material, além de ser necessário para o cálculo da correção K e ajudar na sua
identificação e classificação.

Tipos de Supernovas

Os processos que geram as explosões de Supernovas ainda não são totalmente compreen-
didos, mas, conforme as caracteŕısticas e diferenças observacionais, que estão diretamente
ligadas a eles, as supernovas são classificadas em diferentes grupos: Ia, Ib, Ic e II (IIL e
IIP)

Supernovas do tipo I não possuem linhas de absorção de hidrogênio, e são explosões
de estrelas localizadas em sistemas binários, geralmente sendo uma das estrelas uma anã
branca e a outra uma gigante vermelha. Supernovas do tipo Ia são as mais brilhantes,
apresentam fortes linhas de absorção de siĺıcio no espectro da época próxima ao máximo
de luz e não apresentam linhas de hélio. Acredita-se que elas sejam explosões da anã
branca do sistema binário, resultante do acréscimo de massa da companheira. Com o
crescimento da gigante vermelha, sua massa começa a ser atráıda gravitacionalmente pela
anã branca, de forma lenta. Esta atração leva à transferência de massa da primeira para a
segunda estrela que, ao atingir o limite de Chandrasekar de 1.4 MJ, a partir do qual a anã
branca deixa de ser estável, dá ińıcio a um processo de explosão, gerando a supernova. As
supernovas do tipo Ia são as mais homogêneas e luminosas, o que as torna, como veremos,
as mais úteis para observações cosmológicas.

Supernovas do tipo Ib apresentam, na época próxima ao máximo da luminosidade,
fortes linhas de absorção de hélio, enquanto que as do tipo Ic apresentam linhas fracas de
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hélio ou não as apresentam.
Supernovas do tipo II, ao contrário das do tipo I, não ocorrem em sistemas binários.

Elas apresentam fortes linhas Lyman α no espectro e não apresentam linhas de siĺıcio
ou hélio. Tanto SN II quanto SN Ib e Ic são explosões de estrelas massivas nos estágios
finais da evolução. A estabilidade de uma estrela da sequência principal é consequência do
balanço entre a força gravitacional, que trabalha no sentido da contração da estrela, e a
pressão no seu interior, gerada principalmente pela energia liberada no processo de fusão
nuclear dos elementos presentes. O esgotamento dos elementos leves no núcleo da estrela
ocorre num momento em que a temperatura ainda não é suficiente para fundir elementos
mais pesados, fazendo com que a fusão cesse e levando à contração da estrela. Este processo
gera o aumento da temperatura, que atinge o valor necessário para a fusão do hélio. Após
o esgotamento deste, cessa a fusão novamente e ocorre o mesmo processo de contração e
aquecimento, iniciando a fusão de elementos ainda mais pesados. Este processo continua
até a criação do carbono ou ferro (conforme a massa da estrela), dos quais não ocorre mais
a fusão. Ocorre então o colapso gravitacional da estrela, gerando a explosão da supernova.
No caso das supernovas Ib e Ic a matéria das camadas superficiais da estrela é perdida
anteriormente ao colapso, na maioria das vezes através da interação com a companheira no
sistema binário, e não toma parte na explosão, o que explicaria a ausência de hidrogênio
em seu espectro, enquanto que nas SN II, que não se encontram em sistemas binários, isso
não ocorre.

As SNII são separadas em duas famı́lias, conforme sua curva de luz: SNIIP, cuja curva
de luz apresenta um platô no decĺınio após o máximo, e as SNIIL, que não o apresentam.
Em todos os casos de supernovas ocorre a ejeção de parte da matéria estelar, fazendo
com que estes processos tenham grande importância na produção de elementos pesados no
universo.

Até hoje foram observadas SNsIa em todos os tipos de galáxias, enquanto que as demais
não são observadas em galáxias eĺıpticas ou do tipo S0. Este fato, que não possui explicação
ou limitação teórica, pode indicar uma relação entre o tipo de SN e a população estelar.

As caracteŕısticas acima apresentadas são de fundamental importância na identificação
de objetos observados como supernovas e na classificação destes. Devido à sua alta lumi-
nosidade, a explosão de uma supernova faz com que uma estrela que não era observada
pelos nossos telescópios passe a ser detectada durante o processo de explosão. Assim, a
procura por supernovas é feita através de mapeamentos do céu em diferentes épocas, bus-
cando a presença de objetos novos. Após a detecção de uma série de candidatos, estes são
classificados e identificados. Para a obtenção da medida do fluxo proveniente da supernova
é feita a subtração do fluxo proveniente da galáxia hospedeira, medido na ausência da
primeira. O redshift pode ser obtido a partir do deslocamento observado para as linhas
espectrais da própria supernova, ou da galáxia hospedeira.

Como vimos no caṕıtulo 2, as medidas de distâncias em escala cosmológica como função
do redshift dependem fortemente dos parâmetros e modelos cosmológicos. Assim, torna-se
de grande utilidade obtermos a distância até objetos com redshift conhecido, para po-
dermos excluir e selecionar modelos cosmológicos, assim como estimar os parâmetros neles
envolvidos. Um processo bastante frequente para obter tais medidas é utilizar as chamadas
velas-padrão: classes de objetos cuja luminosidade seja igual para todos eles e conhecida,
para que, através das relações (A.6) e (A.7) possamos inferir sua distância. Podem ser
utilizados também objetos cuja luminosidade não seja igual para todos, mas pasśıvel de
ser conhecida através da relação com alguma caracteŕıstica observável deste. É o caso por
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exemplo das estrelas do tipo cefeidas, para as quais existe uma relação peŕıodo de oscilação
× luminosidade que permite determinar a magnitude absoluta de cada uma delas, a partir
da observação de seu peŕıodo.

II Supernovas Ia na cosmologia

Como visto no caṕıtulo 2, as distâncias medidas no universo dependem fortemente do
modelo cosmológico utilizado e dos valores dos respectivos parâmetros cosmológicos, e o
uso de velas-padrão para medidas de distância tem grande potencial como métodos de es-
timação de parâmetros cosmológicos. Desde o ińıcio do estudo e observação de supernovas,
estas têm sido consideradas posśıveis velas padrão devido à sua homogeneidade e alta lu-
minosidade. Inicialmente, o baixo conhecimento e a falta de observações destes eventos
não possibilitava a distinção entre os diferentes grupos, fazendo com que fosse considerado
o uso de supernovas quaisquer como vela-padrão. O progressivo aumento do conhecimento
a respeito delas levou à distinção dos diferentes tipos descritos anteriormente, na metade
dos anos 80. A partir desta época o foco desta busca por indicadores de distância foi as
SNsIa, por serem as mais brilhantes e mais uniformes dentre todos as classes destes obje-
tos, sendo que sua luminosidade máxima equivale a aproximadamente 10 bilhões de Sóis,
chegando a ser maior do que a de algumas das galáxias hospedeiras. Devido a esta intensa
luminosidade, elas podem ser observadas em altos redshifts, configurando-se como bons
candidatos ao uso em cosmologia. No entanto, SNs Ia são eventos muito raros (em uma
galáxia t́ıpica ocorrem algumas a cada milênio) e transientes, sendo pasśıveis de observação
durante cerca de apenas dois a três meses: 2 ou 3 semanas até atingirem seu máximo de
luminosidade e um ou dois meses até seu fluxo diminuir abaixo do que podemos detectar
com nossos melhores telescópios. Além disso, estes eventos ocorrem de forma aleatória no
céu, e não é posśıvel prever onde ocorrerá o próximo. Estas caracteŕısticas dificultam a ob-
servação de um número grande de objetos, e assim também seu estudo e uso para obtenção
de medidas de distâncias. Apesar das dificuldades acima levantadas, o uso de supernovas
Ia é atualmente uma das principais formas de obtenção de medidas cosmológicas.

Assim como no caso das supernovas como um todo, a homogeneidade das SNIa, no que
diz respeito à sua luminosidade, forma da curva de luz, cor e caracteŕısticas espectrais,
e, consequentemente, a possibilidade do uso destas na determinação de distâncias, foi
polêmica desde a sua distinção dos demais tipos de SN.

A dificuldade de observação acima citada, assim como a baixa qualidade dos dados
dispońıveis e a falta de um modelo teórico que explicasse totalmente o processo envolvido
em tais eventos dificultavam a conclusão a respeito.

Supernovas Ia como velas padrão.

Inicialmente as SNIa foram utilizadas como velas-padrão. Neste cenário, a obtenção da
distância até uma delas é relativamente simples, utilizando a relação (A.7). As correções
K são calculadas utilizando um espectro padrão, e a extinção causada pela nossa galáxia
pode ser obtida utilizando mapas de extinção galáticas dispońıveis na literatura [52].

Para a obtenção da distância à qual uma supernova se encontra, podemos considerar
a magnitude aparente em qualquer ponto da sua curva de luz cuja luminosidade seja
conhecida. Por convenção, utilizam-se as magnitudes nas mais diversas bandas no tempo
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t = tmaxB, ou seja, o tempo no qual a curva de luz na banda B é máxima. A escala de
tempo utilizada na descrição das curvas de luz/cor de uma supernova é a de dias. É comum
utilizar-se como zero da escala t = tmaxB = 0.

A partir dos dados obtidos para as curvas de luz nas diferentes bandas é feito um
ajuste para as curvas e determinado tmaxB e mi

maxB = mi(tmaxB) para cada curva. Quando
consideramos as SNs Ia como homogêneas e perfeitas velas padrão, tal ajuste pode ser
feito utilizando um molde de curva médio. É chamado molde uma curva de luz ajustada
utilizando dados de uma SN que possua uma boa amostragem na sua curva de luz, tanto no
que diz respeito ao número de pontos antes e depois do máximo, para que a forma do pico
seja bem caracterizada, quanto à precisão das medidas. Estes ajustes são frequentemente
feitos utilizando funções diferentes para cada região da curva. Podem ser feitos moldes
também a partir da combinação de dados de dois ou mais objetos semelhantes, ou moldes
médios, a partir da média de diferentes moldes. Uma das formas de construção de moldes
pode ser vista em [38], sendo que outras formas serão vistas mais adiante. A partir do
momento em que temos um molde, ele pode ser utilizado para ajustar eventos com poucos
dados, sem o qual o ajuste de uma curva seria imposśıvel ou muito precário. O uso de
moldes possibilita também um tratamento mais sistemático e coerente das curvas de luz
observacionais.

Conhecendo-se mi
maxB e M i

maxB, obtém-se o módulo de distância, ou a distância de
luminosidade a partir da relação (A.7).

O valor para M i
maxB pode ser obtido utilizando um conjunto de supernovas Ia cujas dis-

tâncias sejam conhecidas através de outros métodos. A partir de mi
maxB e desta distância

calcula-se M i
maxB para cada uma delas e obtém-se o valor geral através da média ou do

ajuste de uma reta à relação (A.7), como mostrado no gráfico superior da figura (A.7).

SNIa como velas padronizáveis

Com o aumento do número e qualidade das observações, foram sendo detectadas su-
pernovas Ia cujas luminosidades, curvas de luz, ı́ndices de cor e espectros apresentavam
variações consideráveis, indicando a não uniformidade de tais objetos e respectivas magni-
tudes absolutas. Como consequência, as distâncias calculadas via o procedimento descrito
acima se mostravam imprecisas.

Um artigo de fundamental importância neste processo é [35], no qual são analisadas nove
supernovas Ia, selecionadas de forma a excluir observações muito precárias ou imprecisas.
Utilizando distâncias relativas destes objetos calculadas por métodos já conhecidos, e a
magnitude aparente do máximo de cada uma das curvas de luz, Phillips obteve magnitudes
absolutas M i

maxB nas bandas B, V e I, que mostraram dispersão intŕınseca considerável
entre os valores obtidos, evidenciando sua variação entre diferentes objetos e mostrando
que, de fato, as SNIa não constituem velas-padrão precisas.

No entanto, para nossa sorte, os mesmos artigos que indicaram a variação da luminosi-
dade de supernovas Ia indicaram também a correlação entre esta e outras caracteŕısticas
observáveis de tais objetos, tais como o formato da curva de luz, ı́ndices de cor, carac-
teŕısticas espectrais, a localização do segundo pico existente na curva da banda I, e em
especial o ritmo de crescimento/queda da curva de luz antes/depois do máximo. Podemos
ver na figura (A.5) como de fato isto ocorre: as SNs mais brilhantes apresentam decĺınio
mais lento da curvas de luz, e as menos brilhantes apresentam decĺınio mais rápido. Esta
relação, se bem calibrada, permite obter a magnitude absoluta de uma SNIa através do
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formato de sua curva de luz, e assim determinar a distância até tal objeto, fazendo com
que, apesar de não serem velas padrão, as supernovas do tipo Ia sejam velas padronizáveis.
Como veremos mais adiante, há relação também entre a luminosidade e os ı́ndices de cor
da SN, a qual atualmente também é utilizada na determinação de distâncias.

Fig. A.5: Curvas de luz obtidas para as supernovas do Calán/Tololo Survey.

Há na literatura alguns métodos diferentes para a determinação da luminosidade a
partir da forma da curva de luz de uma SN. Na grande maioria deles, a relação ritmo de
decĺınio da curva × luminosidade é determinada utilizando-se supernovas mais próximas
cujas distâncias relativas são conhecidas (conjunto de calibração), para que ela possa pos-
teriormente ser aplicada a objetos com distância desconhecida. Para tal, é necessário
parametrizar as curvas de luz, utilizando algum parâmetro que quantifique seu ritmo de
crescimento e queda.

Já em [35], Phillips propõe um método e calibra uma relação curva de luz × luminosi-
dade. O ajuste das curvas é feito utilizando interpolação simples, sem utilização de moldes
prévios. O parâmetro proposto para caracterizar a curva de luz é ∆m15, que é a diferença
entre a magnitude aparente da curva na banda B no máximo desta e quinze dias depois
deste. A partir das magnitudes absolutas em tmaxB em cada banda (M i

maxB) e ∆m15 para
cada estrela, obteve-se o gráfico mostrado na figura (A.6). Além de explicitar graficamente
a inomogeneidade das magnitudes absolutas, ele mostra a reta ajustada por Phillips, que
define a relação linear M i

maxB×∆m15 conforme (A.17), sendo determinados os parâmetros
ai e bi.

M i
maxB = ai + bi∆m15. (A.17)

Este método foi tomado como referência em parte dos trabalhos subsequentes que
visavam desenvolver novos métodos de obtenção da magnitude absoluta de supernovas Ia,
ou estimar parâmetros cosmológicos.
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Fig. A.6: Gráfico com as magnitudes M i
maxB das supernovas consideradas em [35], nas

diferentes bandas, em função do parâmetro ∆m15. Vemos também as retas ajustadas.

Figura extráıda de [35].

Escala de distância, magnitudes absolutas e valores de H0

Para estimar parâmetros cosmológicos, em prinćıpio são necessárias medidas de distância
absolutas de objetos com redshift conhecido. Devido à dependência logaŕıtimica do módulo
de distância com a distância de luminosidade, podemos, no entanto, realizar algumas ma-
nipulações de forma a contornar este problema, ao menos em parte, na calibração de uma
relação M i

maxB × curva de luz.
O processo básico de calibração de tal relação se dá na forma a seguir. Utiliza-se um

conjunto de supernovas cuja distância absoluta pode ser obtida por métodos alternativos,
que não a relação (2.31), que chamaremos conjunto de calibração. De posse das curvas
de luz, obtém-se o valor do parâmetro escolhido para caracterizar seu formato e o valor
de mi

maxB. A partir deste último e da distância do objeto, podemos calcular a magnitude
absoluta M i

maxB e ajustar uma relação entre seu valor e o parâmetro caracteŕıstico da curva
de luz, no caso proposto em [35], ∆m15.

No entanto, podemos utilizar outra abordagem que prescinde de medidas de distância
absoluta para os objetos do conjunto de calibração. Considerando a variação de M i

maxB en-
tre diferentes supernovas, podemos adotar uma notação conveniente, como feito no caṕıtulo
4, na forma

M i
maxB = M

i
+ ∆i, (A.18)

que pode ser interpretada como a escolha de uma supernova padrão com magnitudes ab-

solutas M i
maxB = M

i
, à qual faremos correções ∆i. Como supernova padrão podemos

escolher qualquer objeto, para o qual tenhamos as curvas de luz nas bandas de interesse.
Pode ser escolhido inclusive um conjunto de moldes médios, composto por observações de
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várias supernovas. Tal escolha possui um alto grau de arbitrariedade, contanto que, como
veremos, trabalhemos com medidas relativas ao objeto padrão considerado.

Equivalentemente, o termo ∆i pode ser considerado não como uma correção nas mag-
nitudes absolutas, mas nas magnitudes aparentes observadas, levando às mesmas relações.
Tal notação é utilizada em alguns trabalhos da literatura.

Encontrar uma relação entre as curvas de luz e as magnitudes absolutas de uma super-
nova Ia se torna então encontrar uma relação entre o parâmetro caracteŕıstico da curva de
luz e ∆i que, quando aplicada à supernova padrão, resultará em ∆i = 0. Considerando

uma escala de distância arbitrária, podemos, utilizando a relação (A.6), escrever ∆i e M
i
,

respectivamente, como

∆i = mi −M
i − 5 log dL − α, (A.19)

M
i
= M

i

maxB = mi
maxB − 5 log dL − α. (A.20)

onde as variáveis barradas dizem respeito ao objeto padrão. Substituindo (A.20) em (A.19),
obtemos

∆i ≡ M i −M
i
= mi −mi − 5 log

dL

dL

. (A.21)

Note que, para obtenção de ∆i, não é necessário o conhecimento de M
i
, ou das distâncias

absolutas dL e dL, mas apenas das distâncias relativas entre as supernovas do conjunto
de calibração e a supernova escolhida como padrão. Isto pode ser feito utilizando um
método alternativo de medida de distâncias que forneça distâncias relativas com precisão,
independente da correção de sua escala absoluta. Para a calibração da relação ∆i× curva

de luz é desnecessário inclusive que conheçamos o valor da magnitude absoluta M
i
. Um

dos métodos para determinação de distâncias relativas mais confiáveis consiste em usar
supernovas do fluxo de Hubble. Para elas, temos de (2.35):

d =
cz

H0

,

de forma que podemos estimar suas distâncias relativas apenas a partir de medidas do
redshift. A divisão por H0 pode ser interpretada como a utilização de distâncias numa
escala de H0, e não afetará as distâncias relativas.

Também podem ser utilizados outros métodos alternativos, independentemente da qual-
idade de sua calibração de distância absoluta, contanto que as distâncias relativas sejam
confiáveis.

Obtida a relação curva de luz × ∆i, podemos encontrar a diferença de magnitude de

uma supernova em questão com relação à M
i
, utilizando a sua curva de luz . No entanto,

como colocado, para obter estimativas para parâmetros cosmológicos, precisamos, ao menos
em prinćıpio, de medidas de distância absoluta, numa escala conhecida e confiável.

Conforme visto em (2.31) e definido em (4.10), a distância de luminosidade em função
do redshift pode ser escrita como

dL =
cdh(z|~θ)

H0

, (A.22)
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onde ~θ é o conjunto de parâmetros cosmológicos, à exceção do parâmetro de Hubble e dh(~θ)
é uma função adimensional.
Podemos então, a partir de (A.6), escrever para uma SNIa:

mi = 5 log dh(~θ) + ∆i + M
i − 5 log H0 + α (A.23)

Considerando que tanto M
i
quanto os valores de H0 e da constante α são iguais para

todas as supernovas, podemos, independente de conhecermos o valor de M
i
, definir a

constante Mi na forma

Mi = M
i − 5 log H0 + α. (A.24)

É importante lembrar que o valor da constante α dependerá da escala de distância que

está sendo utilizada, assim como M
i
. A expressão (A.23) pode então ser escrita como

mi −∆i = 5 log cdh(~θ) +Mi, (A.25)

sendo que o lado direito da equação pode ser obtido da curva de luz, e portanto é conhecido.
A formulação acima da equação (A.6) permite uma certa flexibilidade na determinação

das distâncias necessárias para a obtenção de estimativas para parâmetros cosmológicos
que não H0. Vemos que para tal, é necessário apenas conhecer o valor da constante Mi, e

não especificamente o de H0 e M
i
. Se optarmos por trabalhar com H0 e M

i
separadamente,

existe uma degenerescência nos valores para estes parâmetros. Podemos fixar um valor para

H0 = H∗
0 , por exemplo, desde que usemos para M

i
um valor obtido observacionalmente

também utilizando H0 = H∗
0 , de forma que o valor total de Mi seja o correto. De fato, este

foi o procedimento que adotamos para os dados do SNLS, conforme descrito no caṕıtulo

4. Assim, considerando M
i
e H0 como parâmetros a serem ajustados, em conjunto com ~θ,

há uma degenerescência entre eles, de forma que podemos unificá-los em Mi, tanto para
estimá-lo quanto para estimar outros parâmetros, efetuando a marginalização da função
verossimilhança sobre Mi, como foi feito no caṕıtulo 4 para os dados do grupo Ouro.

A obtenção de um valor para Mi pode ser feita também utilizando objetos cuja
distância relativa seja conhecida, em especial pertencentes ao fluxo de Hubble. Para eles,
a equação (A.25) resulta em

mi −∆i = 5 log cz +Mi, (A.26)

sendo que o valor de ∆i para cada supernova pode ser obtido a partir da curva de luz.
Portanto, Mi pode ser obtido do valor em que a reta ajustada ao diagrama de Hubble
corrigido através da relação acima corta o eixo vertical.

Utilizando a formulação discutida acima, a não uniformidade das SNsIa e a relação
proposta por Phillips foram confirmadas e novamente calibradas numa série de artigos
publicados entre 1995 e 1997, [36, 37, 38], onde são apresentados e analisados os dados de
29 supernovas Ia detectadas pelo Cerro Tololo Inter-American Observatory (CTIO), que
tiveram importante papel no progresso da modelagem de curvas de luz. A obtenção do
parâmetro ∆m15 para estas supernovas é feita não mais através de interpolação simples,
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mas utilizando o ajuste de diferentes moldes, cada um com um valor de ∆m15, para a
mesma curva de luz. A cada molde ajustado, calcula-se o χ2 do ajuste, de forma que ao
final obtém-se um gráfico de χ2 × ∆m15, ao qual é ajustado um parábola cujo mı́nimo
determina o valor de ∆m15 utilizado. Utilizando este método, foram obtidos os ∆m15

das SN do CTIO. Todas elas pertencem ao fluxo de Hubble, fazendo com que, utilizando a
relação (A.26) e os redshifts das galáxias hospedeiras, tenham sido determinadas as relações
correspondentes às relações obtidas por Phillips, considerando esta nova formulação, dadas
por

∆B = −0.784(182)(∆m15− 1.1)

∆V = −0.707(150)(∆m15− 1.1)

∆I = −0.575(178)(∆m15− 1.1)

Neste ajuste, a SN escolhida como padrão tem ∆m15 = 1.1, pois para este caso a
correção será nula. Podemos ver na figura (A.7) o diagrama de Hubble obtido para as
SN do CTIO em [37] tanto considerando as SNsIa como velas-padrão como aplicando a
correção acima nas magnitudes aparentes observadas. É posśıvel perceber claramente a
diminuição da dispersão do diagrama no caso em que é aplicada a correção.

Fig. A.7: Diagrama de Hubble obtido em [37] para as supernovas do CTIO. Na figura

superior vemos o diagrama obtido considerando as supernovas como homogêneas, e na

figura inferior aplicando a correção obtida a partir das curvas de luz. Figura extráıda de

[37].
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Um segundo método bastante conhecido, referência na literatura [39, 40, 47, 56] e que
serviu de base para outros métodos [47], foi proposto por Perlmutter em [39]. Um estudo
dele é feito em [56]. Inicialmente proposto para ajustar apenas a curva de luz na banda B,
tal método utiliza apenas um molde padrão para esta curva, diferentemente da abordagem
acima, que usa vários moldes para os diferentes valores de ∆m15. O ajuste às diversas
curvas das diferentes supernovas é feito através da dilatação do eixo temporal do molde, o
suficiente para que ele ajuste os dados da melhor maneira. Tal dilatação é caracterizada
pelo parâmetro s, na forma [56]:

F (t)

Fmax

= Φ

(
t− tmax

s(1 + z)

)
+ b (A.27)

onde F é a densidade do fluxo detectado, Fmax = F (t = tmax = 0), e Φ o molde padrão,
normalizado em Φ(0) = 1. O termo (1 + z) diz respeito à correção temporal para o
referencial da estrela e o termo b nos dá a linha de base da curva, normalmente associada
a reśıduos do fluxo da galáxia hospedeira.

O valor do parâmetro s refletirá o quanto a curva de luz da supernova em questão se
distancia de curva padrão. Da mesma forma, podemos fazer a transformação temporal
inversa, utilizando s−1, para, a partir da curva de luz de uma supernova, caracterizada por
um valor de tal parâmetro, obter a curva de luz padrão, que possui s = 1. Neste caso, s é
o parâmetro a partir do qual caracterizamos a curva de luz, analogamente a ∆m15.

Em [56] é utilizado tal método para o ajuste de 52 SNsIa. Na figura (A.8) podemos
ver as curvas de luz na banda B de tais objetos: na figura (A.8a) sem correção alguma no
eixo temporal, desconsiderando inclusive a transformação para o referencial da estrela, na
figura (A.8b) havendo apenas a correção temporal de referencial e na figura A.8c havendo
a correção de referencial e utilizando a dilatação através do parâmetro s obtido a partir
do ajuste ao molde utilizado. Vemos que de fato há diminuição considerável da dispersão
das curvas, que, após a deformação feita utilizando o valor de s ajustado, se adequam ao
molde padrão.
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Fig. A.8: Pontos obtidos para as curvas de luz das supernovas consideradas em [56]. Na

figura superior vemos os dados sem qualquer tipo de correção. Na figura do meio é apli-

cada apenas a correção relativa ao tempo de emissão dos fótons, e na inferior ambas as

correções, incluindo a deformação das curvas utilizando o parâmetro s. Figura extráıda

de [56].

Da mesma forma que ao parametrizarmos a curva de luz por ∆m15, pode ser calibrada
uma relação entre s e ∆i. Em [39] é obtida uma relação dada por

∆B = 2.35(1− s−1) (A.28)

É posśıvel obter um paralelo entre as duas parametrizações da curva de luz apresentadas
acima, através de relações como a obtida em [40]:

∆m15 = 1.96(0.17)(s−1 − 1) + 1.07 (A.29)

Este método se aplica bastante bem para o ajuste de curvas de luz na banda B e com
t < 35, mas, conforme colocado em [42] falha para as bandas R e I, além de apresentar
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dispersão muito grande para as bandas U e V. Como veremos adiante, no entanto, ele será
utilizado como base para outro método que considera também estas bandas.

Cores, extinção e luminosidade de SNsIa

Embora a relação entre a forma da curva de luz e a luminosidade de uma SNIa tenha sido
a primeira a ser utilizada para a obtenção da última, ela não é a única. Existem relações
entre a luminosidade da supernova e suas caracteŕısticas espectrais, ı́ndices de cor, além
de outras caracteŕısticas das curvas de luz. Assim como a curva de luz e a luminosidade,
inicialmente considarava-se que todas as SNsIa possúıam a mesma evolução espectral e os
mesmos ı́ndices de cor. Com o tempo, percebeu-se não só que as SNsIa possuem diferentes
ı́ndices de cor, mas também que há uma relação entre estes e a luminosidade, sendo que
as mais avermelhadas possuem menor luminosidade enquanto que as menos avermelhadas
(mais azuladas) possuem maior luminosidade.

A relação cor/luminosidade pode ser intŕınseca ou gerada pela extinção na galáxia
hospedeira. Como colocado na seção I deste apêndice, os ı́ndices de cor das supernovas
são afetados pela extinção devida à poeira tanto de nossa galáxia quanto da hospedeira.
A correção feita utilizando os chamados mapas de extinção galática dá conta da extinção
ocorrida dentro da Via Láctea, mas não na galáxia hospedeira, que na maioria das vezes é
desconhecida. O deslocamento para o vermelho fruto da extinção faz com que as estrelas
cuja luz tenha sido mais absorvida sejam mais avermelhadas do que as estrelas cuja luz
sofreu menos extinção, fazendo com que as mais avermelhadas sejam observadas com menos
brilho e as mais azuladas com maior. Assim, a variação nos ı́ndices de cor de uma SNIa,
assim como a relação avermelhamento/luminosidade pode ser tanto intŕınseca quanto fruto
da extinção na galáxia hospedeira. Distinguir entre um e outro caso é um problema que
deve ser resolvido e ainda está em aberto. Atualmente acredita-se que haja uma mistura
dos dois efeitos, e existem formas de estimar o avermelhamento causado pela extinção na
galáxia hospedeira. Caso esta tenha a mesma natureza que na Via Láctea, espera-se que o
decréscimo de magnitude absoluta da SN numa determinada banda obedeça uma relação
na forma de (A.14) e das outras relações discutidas na seção I deste apêndice.

O uso desta relação para melhorar as estimativas de distância, no entanto, pode ser
feito independentemente de sua origem, conforme [57]. Neste trabalho são utilizados os
dados referentes a 35 SNsIa.

Em adição à correção pela curva de luminosidade proposta em [35], Tripp propõe uma
relação na forma

MB
maxB = −19.48 + b(∆m15 − 1.05) + R(B − V )maxB (A.30)

A SN padrão considerada neste caso tem MB
maxB = −19.48, ∆m15 = 1.05 e (B −

V )maxB=0 e foi obtida pela média das magnitudes absolutas no pico da banda B, obtidas
por distância de cefeidas, e dos ritmos de queda de sete SNs Ia não pertencentes ao conjunto
utilizado. Considerando isso, a relação acima pode ser escrita na forma:

∆B = b(∆m15 − 1.05) + RcB−V (tmaxB) (A.31)

Os valores obtidos para R em [57] giram em torno de 2. O valor esperado para tal
parâmetro no caso em que o avermelhamento fosse causado pela extinção é R = 4.1
[57]. Assim, os valores obtidos neste trabalho descartam a possibilidade de que todo o
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avermelhamento, assim como a relação ı́ndice de cor/luminosidade das SNsIa, seja causado
por extinção na galáxia hospedeira, indicando que, de fato, as SNIa possuem ı́ndices de
cor diferente e que estes estão ligados à sua luminosidade.

A partir destas duas relações cor/luminosidade e curva de luz/luminosidade a obtenção
de magnitudes absolutas de SNIa, e estimativas de distância utilizando-as podem ser feitas
de algumas maneiras distintas, encontradas na literatura [9, 41, 42, 47, 56, 57, 58]. Uti-
lizamos em nosso trabalho as SNIa publicadas em [10] e [43]. Em cada um destes trabalhos,
as distâncias são obtidas utilizando métodos diferentes. A seguir, faremos breve explicação
destes.

II.1 Multicolor Light Curve Shape

O Multicolor Light Curve Shape (MLCS) foi proposto inicialmente por A.G. Riess,
William H. Press e Robert P. Kirshner em [41], como uma generalização e refinamento do
método proposto em [58], e foi progressivamente aperfeiçoado, gerando diferentes versões.

No MLCS são utilizadas não só as curvas de luz e os ı́ndices de cor em tmaxB das
SNsIa, mas também suas curvas de cor, ou seja, curvas de um determinado ı́ndice de cor
em função do tempo, obtidas a partir das magnitudes aparentes observadas. Tais curvas
permitem, a partir das relações (A.13), e da lei de extinção galática, estimar a extinção
sofrida pela luz da estrela, além de serem utilizadas na obtenção de distâncias através da
relação cor/luminosidade acima tratada. É considerado um único molde padrão para cada
curva de luz ou cor utilizada.

Consideremos agora uma supernova qualquer e sua curva de magnitudes absolutas,
M i(t). Em cada momento ela terá uma determinada diferença em relação à mesma curva
associada à supernova padrão. Assim, podemos construir uma curva em função do tempo

para a correção da curva M i(t) em relação à curva M
i
(t) padrão. O mesmo vale para

as curvas de cor. No MLCS são constrúıdos moldes para estas correções. Dada uma
supernova, suas curvas nas diferentes bandas e ı́ndices de cor serão caracterizadas pelo
conjunto de moldes de correção que melhor as ajusta.

Assim como nos outros métodos, é necessária a escolha de um parâmetro que carac-
terize os moldes de correção e possa ser relacionado com a luminosidade da supernova. O
parâmetro escolhido é a própria diferença de magnitude ∆i, no máximo da curva B. Isso
faz com que as etapas de ajuste das curvas e calibração da relação luminosidade/curva e
luminosidade/cor se fundam em uma só. Estas últimas são na verdade consideradas de
forma impĺıcita, pela necessidade de ajuste das curvas de cor e luz para a obtenção de ∆i.

MLCS linear

A primeira versão deste método é apresentada em [41]. Neste trabalho são utilizadas
observações feitas nas bandas B, V, R e I, a partir das quais obtém-se a curva de luz na
banda V e as curvas nas cores B-V, V-R e R-I de cada supernova. Para seguir o proce-
dimento apresentado em [41], trabalharemos aqui com estas curvas, mas o procedimento
descrito pode ser utilizado facilmente com outras curvas de cor/luz, de outras bandas. São
consideradas portanto as seguintes relações:
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mV (t) = MV (t) + µ + n(t), (A.32)

cobs
i−j(t) = c0

i (t) + Ei−j + ni−j(t), (A.33)

onde n(t) e ni−j(t) são os erros, ou seja, a diferença entre os valores medidos, respectiva-
mente, para mV (t) e cobs

i−j(t) e os verdadeiros, que seriam obtidos utilizando MV (t), µ e
Ei−j verdadeiros. cobs

i−j(t) representa os ı́ndices de cor observados para cada cor considerada,
como função do tempo, e c0

i−j(t) os ı́ndices de cor intŕınsecos ao objeto, sem levar em conta
a extinção devida à poeira.

Nas expressões acima não estamos considerando a extinção no viśıvel AV . Assim,
os módulos de distância obtidos devem, ao final do processo, ser corrigidos, na forma
µcorr = µ − AV . As correções K e a correção do tempo para o referencial da estrela são
feitas separadamente.

Como discutido anteriormente, podemos escrever

MV (t) = M
V
(t) + f(t),

c0
i−j(t) = c0

i−j(t) + gi−j(t),

onde f(t) e gi−j(t) são as funções de correção.
Em [41] é proposta e utilizada uma relação linear entre as funções de correção e o

parâmetro ∆V , na forma

MV (t) = M
V

+ ∆V R(t),

c0
i−j(t) = c0

i−j(t) + ∆V Ri−j(t),

onde R(t) e Ri−j são os chamados moldes de correção para a curva de luz na banda V e
para a curva do ı́ndice de cor c0

i−j. A partir das expressões anteriores, obtemos

mV (t) = M
V
(t) + ∆V R(t) + µ + n(t) (A.34)

ci−j(t) = c0
i−j(t) + ∆V Ri−j(t) + Ei−j + ni−j(t). (A.35)

A partir da relação (A.13), e da lei de extinção galáctica empiricamente conhecida,
utiliza-se em [41] as relações abaixo

EB−V =
1

3.1
AV (A.36)

EV−R =
1

3.9
AV (A.37)

ER−I =
1

1.9
AV (A.38)

Os ajustes feitos aos dados observacionais não são anaĺıticos, de forma que tanto para

mV (t), M
V
(t), quanto para ci−j(t) e ci−j(t) não possúımos formas anaĺıticas. Assim, utiliza-

se as relações (A.34) e (A.35) em diferentes momentos das curvas de luz e cor ajustadas
aos dados observacionais, utilizando notação matricial, na forma:
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


mV (t1)
mV (t2)

...
mV (tn)
cB−V (t1)
cB−V (t2)

...
cB−V (tn)
cV−R(t1)
cV−R(t2)

...
cV−R(tn)
cR−I(t1)
cR−I(t2)

...
cR−I(tn)




=




M
V
(t1)

M
V
(t2)

...

M
V
(tn)

c0
B−V (t1)

c0
B−V (t2)

...
c0
B−V (tn)

c0
V−R(t1)

c0
V−R(t2)

...
c0
V−R(tn)
c0
R−I(t1)

c0
R−I(t2)

...
c0
R−I(tn)




+




1 0 R(t1)
1 0 R(t2)
... ... ...
1 0 R(tn)
0 1

3.1
RB−V (t1)

0 1
3.1

RB−V (t2)
... ... ...
0 1

3.1
RB−V (tn)

0 1
3.9

RV−R(t1)
0 1

3.9
RV−R(t2)

... ... ...
0 1

3.9
RV−R(tn)

0 1
1.9

RV−I(t1)
0 1

1.9
RV−I(t2)

... ... ...
0 1

1.9
RV−I(tn)




∗



µ
AV

∆V


 + n(t) (A.39)

onde o vetor n(t) é uma composição de n(t) e ni−j(t). Podemos nomear as matrizes na
relação acima, de forma que ela possa ser escrita como

Y = s + L ∗ q + n. (A.40)

Assim, seguindo procedimento padrão no método dos mı́nimos quadrados [34] escreve-
mos:

n = Y − s− L ∗ q,

e obtemos então

χ2 = nTC−1n, (A.41)

onde C é a matriz de covariância dos dados observacionais em Y, obtida conjuntamente
com os mesmos.

Observando a equação (A.40), vemos que, dadas as matrizes L e s, conseguimos de-
terminar os parâmetros da matriz q para uma SN. Desta forma, para utilizar o MLCS na
determinação de distâncias, assim como da extinção AV , precisamos antes obter valores
para as matrizes acima citadas, ou seja, obter o formato dos moldes padrão para as curvas
de luz e de cor envolvidas, assim como os moldes de correção R(t) e Ri−j(t). Esta necessi-
dade faz com que o uso do método, assim como sua calibração, seja, da mesma forma que
os métodos anteriores, dividido em duas etapas. Primeiro são utilizadas SNs Ia próximas
com curvas de luz, distâncias relativas e extinção conhecidas (conjunto de calibração) para
a obtenção dos moldes R(t), Ri−j(t) e para as curvas de luz e cor padrão. Após esta cali-
bração, o método está pronto para ser utilizado na determinação dos parâmetros AV , ∆V

e µ de objetos para os quais eles sejam desconhecidos, e assim determinar as distâncias até
eles.
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Calibração do método

Em [41] é feita a calibração do método utilizando um conjunto de supernovas próximas
cujas distâncias relativas são obtidas utilizando métodos alternativos ( Tully-Fisher, Sur-
face Brightness Function (SBF) e Plenetary Nebulae Luminosity Function (PNLF)). Os
valores para AV são obtidos a partir da relação (A.13), sendo que os valores para Ei−j são
estimados através da comparação dos ı́ndices de cor observados da supernova em questão
com os ı́ndices de cor intŕınsecos de outra SNIa, fotometricamente e espectralmente semel-
hante e cuja luz não sofra extinção, ou sofra extinção conhecida, possibilitando a obtenção
dos ı́ndices intŕınsecos.

Devido à linearidade de n(t) em R(t) e Ri−j(t), pode ser utilizado o método dos mı́nimos
quadrados linear [34] para obtenção dos moldes de correção, que não possuem expressão
anaĺıtica e são utilizados no formato da matriz L. Podemos ver na figura (A.9) tais moldes
(∆V RV (t) e ∆V Ri−j) para cada ∆V , obtidos em [41].
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Fig. A.9: Curvas de luz obtidas a partir dos moldes de correção em [41], para diferentes

valores de ∆V (∆). Figura extráıda de [41].

Vemos pelos moldes das curvas de cor que, após t = tmaxB + 35, as SNIa apresentam
valores para os ı́ndices de cor com pequena variação temporal e semelhantes, mesmo para
objetos com diferentes luminosidades. Este fato, verificado e comprovado posteriormente,
é utilizado atualmente para estimar os valores dos ı́ndices de cor intŕınsecos de SNIa neste
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estágio de sua evolução. A partir deles á calculado Ei−j, e assim obtidas estimativas para
a extinção sofrida por estes objetos.

A partir dos moldes de correção e do molde padrão para as curvas de luz e cor, podemos
aplicar o MLCS para obter o vetor q e determinar distâncias e extinção de supernovas Ia
distantes.

A versão inicial do MLCS proposta em [41] e apresentada acima corrige toda a ex-
tinção utilizando a lei de extinção empiricamente conhecida para a Via Láctea. Como
discutido anteriormente, uma correção como esta supõe que a extinção ocorrida na galáxia
hospedeira siga as mesmas relações que na Via Láctea, o que contraria as observações.
Desta forma, considerar tais variações é um aperfeiçoamento importante no tratamento
dos dados observacionais de SNIa.

Outro ponto relativo à extinção que deve ser levado em conta é o fato de sabermos pela
teoria que Ai deve sempre ser positivo, visto que a extinção sempre diminui o fluxo de luz.
Quando as estimativas para este parâmetro são feitas livremente, a distribuição obtida
para tal pode incluir valores negativos. Assim, a consideração da informação AV > 0 é
feita utilizando uma função densidade de probabilidade à priori (conforme discutida no
caṕıtulo 4), que exclua tais valores, multiplicando a função de verossimilhança obtida a
partir dos dados. A f.d.p. a priori pode incluir também o conhecimento a respeito da
extinção nas galáxias hospedeiras proveniente de modelos ou observações de extinção em
galáxias distantes.

MLCS2k2

A versão linear apresentada acima para o MLCS foi aperfeiçoada em trabalhos sub-
sequentes, [9], [42], tendo como versão mais atual o MLCS2k2, apresentado de forma
detalhada e calibrado em [42]. Com ele foram obtidos os dados publicados em [10], aqui
utilizados.

A relação linear entre o parâmetro ∆V e os moldes de correção R(t) e Ri−j(t) é uma
aproximação para uma relação desconhecida e que pode ter um formato mais complexo.
No entanto, segundo apontado em [41], eventuais termos de ordem superior levariam à
correções despreźıveis em comparação aos erros provenientes do baixo número e qualidade
restrita das observações dispońıveis até então. O aumento tanto de um como de outro
possibilitou que, num artigo publicado em 1998 [9], fosse adicionado um termo quadrático
em ∆V nos moldes de correção, na forma

M
i
(t) = M

i
+ ∆V Ri(t) + ∆V 2

Qi(t), (A.42)

onde Qi(t) é o termo quadrático em ∆V do molde de correção.
A extinção galática é tratada no MLCS2k2 de forma razoavelmente distinta do método

original. Primeiramente, é feita distinção entre a extinção ocorrida na Via Láctea, que é
corrigida utilizando mapas/tabelas de extinção, e a extinção na galáxia hospedeira.

Devido ao fato da extinção ser diferente para cada comprimento de onda, a evolução
espectral da supernova faz com que também a extinção sofrida pela luz varie com o tempo.
Além disso, como colocado na seção I, os valores de RV , que caracterizam a lei de extinção
galática variam de uma galáxia para outra. Considerando estas questões, o MLCS2k2
inclui a variação temporal da extinção entre diferentes galáxias na correção para esta
realizada, sendo que os valores de RV são ajustados para cada supernova, dizendo respeito
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à extinção na respectiva galáxia hospedeira. Uma descrição mais detalhada de tal correção,
assim como de todo o MLCS2k2 e do MLCS pode ser obtida em [42].

Esta abordagem trata a extinção sem lançar mão dos excessos de cor, fazendo com que
ela possa ser obtida diretamente das diversas curvas de luz. Assim, em [42] são obtidos
inicialmente moldes não mais para as curvas de luz e cor, mas para as curvas de luz em
diversas bandas.

Os moldes para o MLCS2k2 são obtidos de forma análoga ao método original. Diferen-
temente deste, no entanto, é utilizado em [42] um conjunto de supernovas de calibração
pertencentes ao fluxo de Hubble, com as respectivas distâncias relativas. Os moldes padrão
considerados são ajustados em conjunto com os moldes de correção, configurando uma
média das curvas dos objetos utilizados.

Outro aperfeiçoamento do método MLCS2k2 em relação ao original é a aplicação do
método também à banda de repouso U, o que possibilita a aplicação deste para altos
redshifts. Nestes casos, o comprimento de onda máximo que é detectado pelos instrumentos
utilizados corresponde à banda U. Além disso, o MLCS2k2 facilita o uso de f.d.p. a priori
nos diferentes parâmetros utilizados no método.

Podemos ver na figura A.10 os moldes obtidos utilizando o MLCS2k2 em [42].
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Fig. A.10: Moldes de obtidos para as curvas de luz, (curva padrão mais moldes de correção),

para diferentes valores de ∆V , utilizando o MLCS2k2 em [42]. Figura extráıda de [42].

III Spectral Adaptative Lightcurve Template

Proposto em [47], o Spectral Adaptative Lightcurve Template, (SALT) cria um molde
semi anaĺıtico para as curvas de luz de supernovas Ia, que trata explicitamente a de-
pendência do fluxo detectado com o espectro médio destes objetos e com o comprimento
central da banda consideradas. Ou seja: ao invés de termos um molde para cada banda,
temos um único molde, que possui dependência em λ e na distribuição espectral de fótons.
Desta forma, as correções K são implementadas no molde diretamente.

Como o MLCS, o SALT busca levar em conta para o ajuste das curvas de luz e de-
terminação da distância de SNsIa o formato de suas curvas de luz e também a cor do
objeto. Assim, as curvas de luz de uma supernova são caracterizadas por 2 parâmetros.
O primeiro deles é s, análogo ao utilizado no método de dilatação temporal proposto em
[39] e apresentado anteriormente e o segundo um parâmetro de cor, c = c0

B−V (tmaxB). São
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ajustados também para cada curva a intensidade do fluxo no pico desta, f0 e o tempo de
máximo tmax.

O fluxo de fótons detectados numa determinada banda caracterizada pela função de
transmissão T (λ), proveniente de uma SNIa pode ser escrito na forma

f(p, λ, s, c) = f0(1 + z)

∫
dλφ(p, λ, s, c)

λ

hc
T (λ(1 + z)). (A.43)

onde p = t − tmax e φ(p, λ, s, c) é a distribuição de energia, por unidade de comprimento
de onda, no referencial da estrela, por ela emitida. O termo em z na função transmissão
caracteŕıstica da banda leva em conta o redshift cosmológico, considerando que a função
φ(p, λ, s, c), assim como os próprios p e λ, estão no referencial da estrela.

A função φ(p, λ, s, c) possui peculiaridades de cada estrela, especialmente no que diz
respeito à dependência do número de fótons emitidos com λ, e à relação desta com p. No
entanto, o número e qualidade de dados dispońıveis hoje faz com que não seja posśıvel
construir φ(p, λ, s, c). Baseado em estudos e trabalhos que investigam as relações acima
citadas, é proposta em [47] a seguinte forma para o fluxo de fótons detectado em uma
determinada banda:

f(ps, z, T ) = f0(1 + z)e−0.4 ln 10K(ps,λT ,s,c)

∫
dλφ(ps, λ)

λ

hc
T (λ(1 + z)) (A.44)

onde ps = t−tmax

s
.

No formato acima, φ(ps, λ) é responsável pela consideração das caracteŕısticas espec-
trais da supernova, assim como, conjuntamente com a integração em λ e a multiplicação
pela função T (λ(1 + z)), aplicar a correção K, que é portanto abarcada pelo modelo.
Variações intensas da curva de luz tanto com o comprimento de onda da banda consi-
derada como com o tempo são modeladas por este termo. Para φ(ps, λ) é utilizado um
molde médio para a distribuição espectral, normalizado de forma a reproduzir, na banda
B, um dos moldes obtidos para tal banda em [56]. Por se tratar de um molde espectral
médio, ele não leva em conta a eventual variabilidade da cor da SN, tanto intŕınseca quanto
fruto de extinção na galáxia hospedeira. Além disso, por se tratar de um molde para a
banda B, e cuja única dependência em s é pela da dilatação temporal, ele não descreve
adequadamente a região t > tmaxB + 35 da banda B e outras bandas. Assim, a função
K(ps, s, c, λT ), que varia lentamente com λ ( e por isso pode ser deixada do lado de fora
da integral), tem o papel de modelar caracteŕısticas da curva de luz não ajustadas pela
dilatação temporal, assim como diferenças no formato das curvas em outras bandas com
relação à banda B e diferenças na curva de luz fruto da dispersão nas cores da SN. Para
explicitar estes diferentes papéis, K(ps, λ, s, c) é escrita na forma

K(ps, λ, s, c) = Ks(ps, λ, c) + Kc(λ, c). (A.45)

As funções Kc e Ks são implementadas por polinômios com respectivos graus. Elas
são ajustadas em [47] utilizando um conjunto de SNIa de forma recursiva: propõe-se uma
forma original para cada uma delas, a partir das quais são determinados os parâmetros s
e c das supernovas utilizadas. São calculados os reśıduos s das curvas obtidas com relação
às observacionais, ajustadas funções δKs(ps, λ, c) e δKc(λ, c) para estes, a partir das quais
serão geradas novas funções Ks = Ks + δKs e, Kc = Kc + δKc, e assim sucessivamente até
a convergência.
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Com a determinação destas funções, obtém-se então moldes para as curvas de luz em
diferentes bandas, em função de s e c, que podem ser ajustados às curvas de um objeto
para os respectivos valores destes parâmetros, assim como f0 e tmaxB. Na figura A.11
podemos ver os moldes obtidos para alguns valores diferentes de s e c = 0.

Fig. A.11: Curvas obtidas em [47], utilizando o método SALT, para diferentes valores de

s (strech), nas diferentes bandas e um mesmo valor de c. Figura extráıda de [47].

Para obtenção da magnitude absoluta e portanto distância até a SN é utilizada no
SALT uma relação análoga à proposta por Tripp em [57], dada por

∆B = −α(s− 1) + βc. (A.46)

Tal relação é calibrada de forma semelhante às anteriores, utilizando SNIa próximas
cuja distância possa ser estimada por outras formas que não a relação luminosidade ×
curva de luz, luminosidade × cor. Os parâmetros α e β podem também ser ajustados em
conjuntos com parâmetros cosmológicos, como feito em [43], para obtenção dos valores a
partir dos quais foram obtidos µ para as supernovas do SNLS.
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em: < http : //lambda.gsfc.nasa.gov/product/map/current/parameters.cfm >.
Acessado pela última vez em 16/11/2006.

[15] Peebles, P. J. E. e Ratra, B., The Cosmological Constant and Dark Energy, Rev. Mod.
Phys. 75, 559 (2003).

[16] Padmanabhan, T., Dark energy: mystery of the Millenium, AIP Conf.Proc. 861, 179
(2006). Living Rev. Rel. 4, 1 (2001).

[17] Padmanabhan, T., Cosmological constant: The Weight of the vacuum., AIP
Conf.Proc. 861, 179 (2006). Phys.Rept. 380, 235 (2003).

[18] Carroll, S. M., The Cosmological Constant, Living Rev. Rel. 4, 1 (2001).

[19] Dodelson, S., Modern Cosmology, Academic Press (2003).

[20] Sahni, V. The cosmological constant problem and quintessence, Class. Quant. Grav.
19, 3435 (2002).

[21] França, U. L., Fenomenologia de modelos cosmológicos com campos escalares expo-
nenciais., dissertação de mestrado pelo Instituo de F́ısica Teórica da Unesp (2004).
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Baixar livros de Literatura
Baixar livros de Literatura de Cordel
Baixar livros de Literatura Infantil
Baixar livros de Matemática
Baixar livros de Medicina
Baixar livros de Medicina Veterinária
Baixar livros de Meio Ambiente
Baixar livros de Meteorologia
Baixar Monografias e TCC
Baixar livros Multidisciplinar
Baixar livros de Música
Baixar livros de Psicologia
Baixar livros de Química
Baixar livros de Saúde Coletiva
Baixar livros de Serviço Social
Baixar livros de Sociologia
Baixar livros de Teologia
Baixar livros de Trabalho
Baixar livros de Turismo
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