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Resumo
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O Amor Bate na Aorta

Cantiga do amor sem eira nem beira,
vira o mundo de cabeca para baixo,
suspende a saia das mulheres,
tira os 6culos dos homens,

0 amor, seja como for,

é o amor.

Meu bem, nao chores,

Hoje tem filme de Carlito!

O amor bate na porta
O amor bate na aorta,
fui abrir e me constipei.
Cardiaco e melancélico,
0 amor ronca na horta
entre pés de laranjeira
entre uvas meio verdes

e desejos ja maduros.

Entre uvas meio verdes,
meu amor, nao te atormentes.
Certos acidos adogam
a boca murcha dos velhos
e quando os dentes nao mordem
e quando os bragos nao prendem

o amor faz uma cocega
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o amor desenha uma curva

propoe uma geometria.
Amor é bicho instruido.

Olha: o amor pulou o muro
o amor subiu na arvore
em tempo se estrepar.
Pronto, o amor se estrepou.
Daqui estou vendo o sangue
que escorre do corpo andrégino.
Essa ferida, meu bem,
as vezes Nao sara nunca

as vezes sara amanha.

Daqui estou vendo o amor
irritado, desapontado,
mas também vejo outras coisas:
vejo corpos, vejo almas
vejo beijos que se beijam
ougo Maos que se conversam
e que viajam sem mapa.
Vejo muitas outras coisas

que nao ouso compreender...

Carlos Drummond de Andrade






Preambulo

Em anos recentes instaurou-se um elevado pragmatismo no que diz respeito as
politicas cientificas e ao desenvolvimento dos programas de pds-graduacao brasileiros.
As agéncias de fomento reduziram o prazo para a titulacao, exemplo que foi regiamente
seguido e ratificado pela totalidade dos programas de pés-graduacao. Incidentalmente,
institui-se a cultura de que fazer doutorado é “produzir uma tese”, o que levou a
maioria dos pés-graduandos a acatar também o costume de cursar o ntimero minimo
necessario de disciplinas, focando-se ao maximo apenas no seu projeto de pesquisa. Por
outro lado, consolidou-se também a nogao de que “quanto mais artigos, melhor” sem
mesmo se discutir a utilidade da pulverizacao de resultados de uma tese em uma série

de pequenas letters.

Tendo sido escrita como parte dos requerimentos para a obtengao do titulo de
“Doutor em Fisica”, esta tese pode ser vista também como um exemplo de que esse
modelo pragmético de administracao da producao do conhecimento estd fundamen-
talmente errado. Ao iniciarmos este projeto, tinhamos por objetivo estudar diversos
aspectos da teoria de Duffin-Kemmer-Petiau quantizada. Porém, ao cursar disciplinas
optativas que nao estavam diretamente relacionadas ao corpo principal do projeto, o
autor passou a se interessar por outras questoes de cunho fundamental contidas ape-
nas marginalmente no mesmo. A mudanca de foco demandou tempo, mas rendeu
frutos mais saborosos do que se podia imaginar ao inicio [1, 2, 4, 3]. Nao obstante,
prosseguimos perseguindo o objetivo da diversificacdo e ampliacdo de horizontes, es-
forgo que foi recompensado apenas apés um longo periodo de trabalho [5, 6, 7]. Com

isso, queremos destacar que a producao de artigos cientificos nao é o objetivo, mas a
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conseqiiéncia do trabalho de pesquisa. Fugindo ao escopo principal da tese, escrevemos
um artigo com parte dos resultados de nosso Mestrado [8], e ainda pudemos editorar
dois anais de eventos [9, 10] e realizar duas publicagoes internas de cunho didatico [11].
Isso demonstra, segundo nosso ponto de vista, que a pluralidade é mais fecunda que
a ultra-especializacao, desde que seja observado o tempo necessario para o amadureci-
mento do trabalho.

Vemos, portanto, que um doutorado nao é apenas a producao de uma tese mas, antes
de mais nada, é um aprendizado que passa por um periodo natural de amadurecimento
do pésgraduando, com vistas & sua capacitacao enquanto pesquisador auto-suficiente
e futuro orientador/professor de outros estudantes. De fundamental importancia para
que alcangassemos esse objetivo, foi a compreensao, colaboragao e estimulo encontra-
dos na figura de nosso parecerista anénimo da Fundacdo de Amparo & Pesquisa do
Estado de Sao Paulo (FAPESP), que soube reconhecer a necessidade de tempo adi-
cional aos trés anos iniciais de bolsa e também nos estimulou a complementar nossa
formagao estudando assuntos que nao eram relacionados ao corpo do projeto, tais como
as Mecanicas Estatistica e Classica.

Esperamos que a nossa comunidade reflita melhor sobre as desventuras do pragma-
tismo exacerbado e da ultra-especializacao, de modo a concluir como ndés que, em um

doutoramento, o menor dos beneficios é o paper.
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1. Introducao

Logo apds ter proposto a relatividade geral [1], e do seu sucesso em explicar o problema
da precessao do periélio de Mercurio, Einstein passou a investigar uma teoria unificada
das interagoes nos moldes da relatividade geral, ou seja, uma teoria que pudesse ex-
plicar as forcas da Natureza como efeitos geométricos do espago-tempo. Esse programa
de geometrizacao foi mesmo extendido até a idéia de que as particulas elementares
poderiam também ser descritas por configuragoes complicadas da geometria, em geral
com o auxilio de topologias nao-triviais.

Entretanto, quem conseguiu dar os primeiros passos nesse programa nao foi Ein-
stein, mas sim Hermann Weyl que, em 1918 [2], propds uma geometria que incorporava
além das transformacoes de coordenadas, também transformacoes de escala, chamadas
por ele de transformacgoes de gauge. O intuito de Weyl era descrever o campo eletro-
magnético como um ente geométrico associado a essas transformacoes. Porém, a ge-
ometria de Weyl padece do mal de nao ser métrica, o que a inviabiliza como descricao
unificada da gravitacao e eletromagnetismo.

Alguns anos depois, Cartan [3] propoe uma extensao da geometria riemanniana,
onde resgata o conceito de tor¢ao origindrio dos trabalhos de Gauss [4] e Frenet [5] em
trés dimensoes, lancando aif as bases do que hoje é conhecido por geometria afim [6].
Em 1951 Lyra propoe [7] uma generalizagdo da geometria riemanniana que também
incorpora transformagoes de escala, mas que é vista como um difeomorfismo adicional

as transformacgoes de coordenadas, ou seja, as transformacoes de escala passam a at-
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uar na variedade ainda desprovida de estrutura métrica e de paralelismo. No ano
seguinte essa teoria foi completada por Scheibe [8], e de 14 para cd pouco foi feito com
relacdo ao estudo da geometria per se [9, 10]. A geometria de Lyra possui tor¢ao —
embora aparentemente o préprio Lyra ignorasse tal fato — ligada exclusivamente as
transformagoes de escala, o que nos motivou a estudar essa geometria como proposta
para uma teoria com torcao dindmica. Mas por que é interessante ter uma torcao
dinamica?

Um dos aspectos mais intrigantes da pesquisa atual em gravitacao diz respeito a
existéncia e natureza da dindmica da tor¢ao [11]. As geometrias usuais, aplicadas como
modelos da interacao gravitacional, fornecem descri¢oes para a torcao que nao estao em
pleno acordo com a fisica esperada desse fendomeno. Por exemplo, a geometria riemanni-
ana [12] ignora completamente a presenca de spin enquanto caracteristica fundamental
da matéria. Entretanto, a mecanica quantica nos ensina que spin e massa estao em
pé de igualdade como propriedades fundamentais na caracterizagao das particulas el-
ementares, uma vez que a classificacdo de Wigner [13] das representagoes irredutiveis
do grupo de Poincaré usa exatamente esses dois invariantes de Casimir como rétulos

fundamentais.

A relatividade restrita estabeleceu a equivaléncia entre massa e energia, enquanto
que a relatividade geral (RG) nos mostrou a equivaléncia entre massa e curvatura.
Assim, se confiarmos nesta licao basica de que as propriedades fundamentais da matéria
estao ligadas a estrutura geométrica do espaco-tempo, entao é de se esperar que o spin
possua uma contraparte na geometria. A geometria de Riemann-Cartan incorpora a
torgao como essa contraparte [14], no entanto a torgao comparece como uma quantidade
nao-propagante, como revela a analise dos seus dados de Cauchy, confinada a um valor
nao-nulo apenas no interior da matéria. Além disso, na geometria de Riemann-Cartan
o acoplamento com a tor¢ao quebra a simetria de gauge do campo eletromagnético.

Por outro lado, a relatividade geral também promoveu a geometria a um ente dinamico
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na descricao do mundo fisico, de forma que perturbagoes locais devam se propagar e
afetar, apos um determinado lapso de tempo, observadores distantes. Uma tor¢ao nao-
propagante estd, portanto, em desacordo com essa premissa fisica de que a geometria
deve ser dinamica.

H& varias propostas ad hoc na literatura de construcao de uma torcao propagante
[15, 16], nao obstante, até o momento, nenhuma delas consegue obter esse resultado
como uma conseqiiéncia natural da geometria escolhida para modelar o espaco-tempo.
A geometria de Lyra aparece entdo como candidata natural para resolver esse problema.

Nesta tese, buscamos estudar a geometria de Lyra com vistas a confirmar essa
idéia. Esses estudos nos levaram entdo a propor um extensao afim da geometria de
Lyra, batizada de geometria invariante de escala, cujas bases sao descritas no capitulo
3. Essa geometria incorpora as geometrias de Lyra, Riemann e Riemann-Cartan como
casos particulares. Pudemos entao verificar a aplicabilidade dessas idéias através de
um estudo cldssico do acoplamento entre a geometria de fundo de Lyra e os campos
de matéria. esse estudo resultou numa série de artigos contidos no capitulo 4. Para
isso, escolhemos utilizar a teoria de Duffin-Kemmer-Petiau, descrita no capitulo 2, e
o Principio Variacional de Schwinger [17]. Abordagens de primeira ordem, como a
de Duffin-Kemmer-Petiau, sao largamente utilizadas em teoria dos campos em fungao
de varias vantagens, tais como uma dinamica hamiltoniana mais transparente e uma
abundancia de métodos para tratar sistemas vinculados de primeira ordem [18]. Além
disso, para sistemas de primeira ordem também é possivel dar provas bastante gerais e
elegantes dos teoremas CPT e spin-estatistica por meio de métodos variacionais [19].

No capitulo 5 comentaremos sobre as implicagoes do trabalho desenvolvido na tese
e os rumos futuros desse trabalho.

Com o intuito de manter esta tese um pouco mais autocontida, foram adicionados
apéndices matematicos aos capitulos 2 e 3. Esses apéndices nao tém a intencao de ser

completos ou rigorosos, tendo sido incluidos mais em fungao do processo de aprendiza-
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gem do autor, e também pensando em futuros leitores que venham a utilizar a tese
como referéncia para seus estudos. Além disso, em consonancia ao que foi dito no
preambulo, incluimos um apéndice adicional ao final da tese com alguns dos resultados

obtidos pelo autor fora da linha principal de pesquisa do seu doutoramento.
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2. A Teoria de Duffin-Kemmer-Petiau

Buscando resolver o problema dos estados de energia negativa da equacao de Klein-
Gordon-Fock (KGF) [1], Dirac [2] propds a equagao de onda linear (ou de primeira

ordem)

(1700 —m) P(z) = 0, (2.1)

invariante pelas transformagoes de Lorentz, onde o campo ¥ (x) tem mais de uma

componente e os fatores 7* sao matrizes que obedecem a algebra

’Ya’Yb + ,yb,ya — 2nab‘
A expressao (2.1), cujas solugoes também devem satisfazer a equagao de KGF, passou
a ser conhecida como a equagao de Dirac.

Com o sucesso da equagao de Dirac para a descrigdo de particulas relativisticas
de massa m e spin 1/2, surge o interesse em propor para outras classes de particulas
equacoes de onda linearizadas', ou seja, de primeira ordem nas derivadas, e que pudessem
ser usadas como alternativa a equacao de onda de Klein-Gordon-Fock. Utilizando a
notagao spinorial, Fierz e Pauli [3] formularam equagoes lineares para particulas rel-
ativisticas de spin arbitrdrio (inteiro e semi-inteiro) tomando como principio-guia a

hipdtese de que cada componente do campo deveria satisfazer uma equagao de segunda

LA expresséo linearizada é utilizada aqui no sentido em que a relacdo de dispersdo obtida a partir

da transformada de fourier da equagao de onda é linear no quadrimomento da particula.
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ordem. Nesta formulagado, as componentes do campo nao sao todas independentes, pois
obedecem a relacoes subsidiarias.

Outra investigacao foi feita por de Broglie [4], que buscou combinar dois 1éptons
para obter um féton massivo. As equagoes de onda obtidas foram dadas em termos de
matrizes 16 x 16 resultantes do produto direto de duas matrizes de Dirac. Mais tarde,
Petiau [5] efetuou algumas modificagoes na algebra, obtendo matrizes 5% também 16x 16

que satisfazem a algebra
ﬂaﬂbﬁc + ﬁcﬁbﬂa — ﬁanbc + Bcnba' (22)

cujas trés representagoes irredutiveis sdo de dimensodes 1, 5 e 10 [6]. As representagoes
de dimensoes 5 e 10 estao associadas aos campos escalar e vetorial respectivamente, e
a trivial, unidimensional, é dita sem significado fisico. Inspirados na equagao de Proca
[7] para campos vetoriais massivos e pela possibilidade de expressé-la numa equacao de
primeira ordem, Duffin [8] e Kemmer [9] propuseram uma equagdo de onda da forma
(2.1) onde as matrizes correspondentes sao 16 x 16 e satisfazem a dlgebra (2.2). Esta
equagao passou a ser conhecida como a equagao de Duffin-Kemmer-Petiau (DKP).
Outras contribuicoes foram dadas no estudo da teoria de equagoes lineares de onda, e
uma boa revis@o histérica do assunto foi feita por Krajcik e Nieto [10].

Mesmo tendo inspirado um grande ntmero de trabalhos, o estudo da teoria DKP
teve seu declinio a partir dos anos 1950 tendo como um forte motivo a impressao de que
esta teoria e a de Klein-Gordon-Fock eram totalmente equivalentes [10]. A complexi-
dade aparente da teoria DKP, quando comparada & de KGF, foi o fator de maior con-
tribuicao para que aquele formalismo fosse preterido em favor deste. Entretanto, alguns
resultados como os obtidos pelo estudo de quebras de simetria e processos hadronicos
[10] mostraram que os dois formalismos citados acima podem produzir resultados difer-
entes. O formalismo DKP também mostrou-se mais rico quanto as possibilidades de

introdugao de interagoes [11]. Estes e outros resultados apontam no sentido contrario
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da equivaléncia completa das teorias DKP e de Klein-Gordon-Fock.

Investigando a equivaléncia entre as teorias DKP e de segunda ordem, alguns resul-
tados mais recentes foram adicionados, como a prova de equivaléncia entre os elementos
fisicos da matriz de espalhamento para o campo escalar interagindo com campos ex-
ternos eletromagnético, de Yang-Mills e gravitacional [12]. A teoria DKP quantizada
também mostrou-se equivalente a de segunda ordem quando na presenga do acopla-
mento minimo eletromagnético (também quantizado) onde foram analisados os termos
andmalos que surgem na hamiltoniana da equacao [13].

Neste capitulo, pretendemos dar uma breve introducao a teoria classica livre do
campo DKP. Uma descricao detalhada da interacao minima eletromagnética pode ser

consultada na referéncia [14].

2.1 Construindo a Teoria de Duffin-Kemmer-Petiau livre

Vamos seguir aqui um roteiro simples e direto, elucidado pelos comentarios histéricos
feitos acima, para obter a teoria DKP livre.

Nosso objetivo é colocar a equacao KGF,
(O+m*) p=0
numa forma a la Dirac:
(i6“0a —m) ) =0 (2.3)

Como toda equagao de segunda ordem, KGF pode ser transformada em um sistema

de equagoes de primeira ordem,

8%/}(1 = —iWP
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Esse sistema pode ser posto de maneira explicita, como

i0%g + 0l 4+ 0%y + i0%ps — me = 0
10y + 0 + 0 + 0 — myyg = 0
0 + e + 0 + 0 — mipy = O
0 + 0 + ike + 0 — mps = 0
o + 0 + 0 + i0p — myp3 = 0
ou ainda, na seguinte forma matricial:
01 0 0O 0 01 0O
1 00 00 00000
=looooo0|.8=[10000 (2.4)
00000 0 00 00O
00000 0 00 00O
00 0 10 0 0 0 01
00000 0 0000
#=looooo0|.8=]00000
1 0 0 00 0 00 0O
00 0 0O 100 00
12
Yo
v=| ¢y |, 8% —mip=0
(2>
V3

que € exatamente a forma linear procurada. Com isso, acabamos por encontrar também

uma representacao particular para a chamada dlgebra de Duffin-Kemmer-Petiau.
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2.2 A Algebra DKP

A principal caracteristica que diferencia a teoria de DKP da de Dirac é a dlgebra
satisfeita pelas matrizes que comparecem na equacao de movimento. Sendo assim, é
natural que comecemos nosso estudo pelas caracteristicas particulares dessa algebra. O
termo “dlgebra” serd usado nessa secdo com um sentido um tanto vago. A nocao precisa
do que denominamos dlgebra de Duffin-Kemmer-Petiau serd dada na secao seguinte.

A partir da relacao
ﬁaﬁb,@c + ,Bcﬂbﬁa _ ﬂanbc + ﬁcnba (25)

podemos tirar uma série de relacGes subseqiientes, que sao de extrema utilidade nos
célculos. Na derivacao dessas relagoes devemos, no entanto, ser extremamente cuida-

dosos com as manipulagoes, uma vez que todas as matrizes [ sao singulares.

A primeira relacio importante é encontrada fazendo-se a = b = ¢ na relacio acima,?
(B3 = %% (sem soma) (2.6)

Um conjunto de matrizes que complementa as 60 é dado por
n' =28 - (2.7)

Apesar das matrizes [ serem singulares, as 1 sdo inversiveis:

(T,a)Q —4 (6(1)4 + (naa)Q 4 (/Ba>2 naa —

— 4(BY" — 48" (B + (1) = 1

onde fizemos uso da relacao (2.6).

2 A convencéo da soma sé serd empregada caso os indices repetidos estejam devidamente posicionados
como inferior e superior. Quando houver soma com ambos os indices na mesma posi¢do, esta serd

explicitamente citada.
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A comutatividade entre as nn e as 33 pode ser estabelecida multiplicando, a direita,
a definicao (2.7) por 3%
2
nB =2 ()25 — e
O primeiro termo no segundo membro dessa expressao pode ser obtido da relagao (2.5)

fazendo-se a = b,
(8°)° 8"+ B°(8)° = B0 + "
Assim,
naﬁb -9 (ﬂanab + ﬂbnaa _ ﬁb (ﬁa)2) . naaﬁb —
_ 25a77ab + ﬁbnaa _ 2ﬂb (ﬁa)Q _
_ —ﬁb <2 (ﬁa)Q o naa) + 2ﬁanab _
— _ﬂbna + 2ﬂanab
{na7ﬁb} _ QBanab
Esta relacao nos informa que, num sistema ortogonal de coordenadas,
{08} =0 at
{n*, B} =2n*p"
Por outro lado, partindo diretamente da defini¢ao (2.7), obtemos
naﬂa — (2 (ﬁa)Z o naa) l@a —9 (ﬂa)fi _ naaﬁa _ (5a)3 — naaﬂa
g = 57 (287 =) = 2(8°)° = nB” = (8)° =y °
logo,
naﬁa _ ﬁana _ (ﬂa)S _ naaIBa
7%, 8% =0
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A relagao de comutagao das nn entre si pode ser obtida diretamente da definigao

(2.7):
ab_ ,a b\2  bb a(a\% _  bb a apb\ gb b a
nn’ =n <2(ﬁ) -1 )=277 <ﬁ) —n"n =2(nﬁ)ﬁ —nnt =
_9 (2ﬁa,,7ab _ 51)77@) B — e = 4y gegb — 2 (naﬁb> — oty =
— 4ybgegh — 2 <2Banab _ ﬂbna> — e =
2
— 4 3o8° — anbabe 4 2 (6b> e — e =
2
— 4y [ﬁa’ﬂb} i (2 <ﬂb) _ nbb) e =
— 4nab |:ﬁa”8bi| + nbna
|:77a 77b:| — 4nab |:ﬁa /Bb]
Num sistema de coordenadas ortogonal, isto se reduz a
[n“,nb} =0 (2.8)
Agora, se escolhermos uma representacao tal que
gt =t (2.9)
as matrizes 1 tornam-se hermiteanas:

ot =289 — e = 2 (5a1>2 -

= 2( %) — " = 2(5)* —

Vamos agora tentar encontrar uma matriz tal que

DD =

D?>=1
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Usando repetidas vezes as relagoes deduzidas anteriormente, obtemos

DﬁG/D — ﬁana
Dg* = p*n"D , p°D = D3n"

[D7ﬁa] = [5a77a7D] =p* [naaD] + [6G7D] n*

D/Ba — naaﬂ(lD , IB(ZD — nCLG,Dl@a

(6%, D] = n** D, 5] = (n** +1)[D, 5] =0
Como esta ultima identidade deve valer para todo a, temos
[D,3%1=0

e portanto concluimos que

[D,n*] =0

Assim, em um sistema ortogonal de coordenadas, podemos, em virtude da relagao (2.8),

escolher D tal que

D= An"

Lembrando que o quadrado dessa matriz deve ser a identidade, restringimos ainda mais

a sua forma:

D2 = AaAbTIaﬁb = Z Az + Z AaAbTIan =1
a a#b

A maneira mais simples de satisfazer essa restricao, é se todos os coeficientes A, forem
nulos, com excessao de um em particular, que denotariamos por C. Nao obstante, a

imposicdo D? = 1 novamente nos faz escolher C' = 1. Ficamos entdo com

D=n"
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Por outro lado, se substituimos isso para o cdlculo da hermiteana de 8%, encontramos
BaT — naﬁana — naaﬁa
/6(17704 — naanaﬁa — naaﬁana
ﬁa — naaﬂa
(1 _ naa) 50, — 0
Desta forma, somos levados a concluir que

77(10,:1

o que s6 é possivel para a = 0, de acordo com a nossa convencao de métrica, (174) =

diag (1,—1,—1,—1). Finalmente, podemos afirmar que
ﬁaT _ nOﬁanO _ naaﬁa

E importante observar que a condicdo (2.9) implica que a representagdo 5 x 5 dada
na segao anterior (eq. 2.4) deve ser alterada. Sendo assim, deste ponto em diante

passaremos sempre a usar a seguinte representagao para o setor escalar de DKP:

01000 0 0100
10000 0 0000
F=ooo0oo0oo0f| B'=|-10000 (2.10)
00000 0 0000
00000 0 0000
0 0010 0 000 1
0 00 0 0 0 000 0
=0 o0oo0o00]| =] 0 0000
10000 0 0000
0 00 0 0 10000
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Consideremos agora as relagoes de DKP (2.5). Se tomarmos ainda as matrizes 7%,

pode-se mostrar que as 126 matrizes,

Matrizes | Quantidade

1 1
B¢ 4
[BegP 12
B b3 12
pepbpepd 6
n* 4
naﬁb 12
n"p°se 24
n B p? 12
'’ 6
n*n°Be 12
n*n’ BB 12
n°n°n° 4
nn’n° B 4
0 1
Total 126

formam uma base para a dlgebra definida pela relagao de produto (2.5). Calculando-
se diretamente a métrica de Pauli-Artin, podemos ver também que essa &dlgebra é
semisimples. Além disso, por meio de um célculo direto, mas também laborioso, pode-
se mostrar que ha trés elementos da base que comutam com qualquer elemento de base,

sejam eles,

a<b

1, Zna o Znanb , 770771772773 (1 o Zna>
a a

ou seja, a algebra DKP possui um ideal nao-abeliano de dimensao trés. Pelo teorema de
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Frobenius-Schur, essa dlgebra deve possuir entao trés representacoes irredutiveis cujas

dimensées devem respeitar a relacao®

126 = 12 + nj + ni

A primeira dessas representacoes irredutiveis é a trivial, sempre presente. A segunda,
como vimos acima, é uma representacao de dimensao 5 que descreve o campo escalar,

restando entao uma representagao de dimensao 10.

E interessante notar que estas consideracoes algébricas nos levam a concluir que
a equacao de Duffin-Kemmer-Petiau contém mais do que apenas a teoria de KGF de
onde partimos, dado que existem outras duas representagoes. A representacdo unidi-
mensional nao pode possuir nenhum significado fisico, dado que nessa representacao
B% =0, o que implica que ¢ = 0. A representagdo decadimensional por outro lado, tem
um significado fisico. O fato do vetor DKP ) ter dez componentes nos remete imedi-
atamente ao campo de Proca, que pode ser descrito em termos de seis componentes
de um tensor antissimétrico e mais quatro para um potencial vetor. De fato, em sua

formulacao de primeira ordem, as equagoes para o campo de Proca se escrevem

O —m?A® =0

8aAb_abAa_Fab:0

Usando a mesma linha de raciocinio do caso escalar, e agora lembrando que queremos

uma representagao que respeite a condicao (2.9), chegamos a seguinte representagao

30bseve que esta relacio também possui a solugdo 126 = 11 + 22 + (11)27 entretanto nao existem
representacoes de dimensao 2 ou 11 das matrizes DKP, o que apenas ilustra a necessidade, mas nao
a suficiéncia, da relagdo (2.25) para a determinagdo das dimensdes das representacoes irredutiveis de

uma algebra semissimples.
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para as matrizes (:

000O0O0OOOO0OO0OO 000 0 00 O -1 00
000 0O0OO0O0OT1TTGO0OO0 000 0 00 O 0 00O
000 0O0OO0O0OO0OT1F@O0 000 0 00 -1 0 00
000O0O0OOO0O®O0TQO0T1 06000 0 01 0 O 0O
50 000 0O0OO0OO0OO0OTGO0OOQ 0 5l 000 -100 0 0 0O
000 0O0OO0O0OO0OTO0OOQ 0 0oo0o1 0 00 0 0 0O
000O0O0OOOO0OO0OO 06000 0 00 O O 0O
01 00O0O0O0O0GO0OQO0 100 0 00 O 0 OO
001 00O0O0O0TO0OOQ 0 000 0 00 O 0 00O
00010O0O0O0OO0OO 06000 0 00 O O 0O
(2.11)
00 00 0 000 —10 00 0 00 O 000 —1
00 00 0 010 0 0 00 0 00 -1000 0
0o 0o 0o 0 00O O O 00 0 01 0 O0O0O0 O
0O 0o 00 -1000 0 O 00 0 00 O O0O0OO0O O
0o 0o 01 0 O0O0O0 O O 00 -100 0 O0OO0O O
B = B =
0o 0o 00 0 00O O O 0601 0 00 O OOO O
0 -1 00 0 O0O0OO0O O O 00 0 00 0 O0O0OO0O O
0o 0o 00 0 O0O0OO0O O O 00 0 00 0 O0O0OO0O O
10 00 0O 00O O O 00 0 00 O O0OO0O O
0O 0o 00 0 O0O0OO0O O O 10 0 00 O OOO O

Essas matrizes obedecem a relagao (2.5) e portanto formam uma representagao 10 x 10
da algebra DKP.
Podemos entao “colecionar” as representagoes irredutiveis de DKP na forma de uma

realizagdo em termos de matrizes 16 x 16 redutiveis.
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Mostramos aqui como sao obtidas as representacoes irredutiveis dessa dlgebra de
matrizes Bigx16, porém de uma maneira simples e sem nenhum rigor. A prova mais
rigorosa dessa decomposicao, bem como a expressao das matrizes G16x16 €m termos das

matrizes de Dirac,

1
B = 5(7“®1+1®7“) (2.12)

pode ser encontrada em [16]. Uma vez que o campo DKP pode representar tanto
particulas de spin 0 quanto as de spin 1, fica claro que a representagao escalar deve
corresponder a decomposicao

D = D22 @ DY

em termos das representacoes irredutiveis do grupo das rotacoes no espago de Minkowski,

enquanto que a representacao vetorial corresponde a

D:DlO@D(]l@D%%

2.3 Covariancia de Poincaré em DKP

Nesta secao vamos estudar a covariancia da equagao de Duffin-Kemmer-Petiau sob
trasformagoes de Poincaré no espaco de Minkowski. A dita covariancia expressa que

sob as transformacoes
=N+ A D= (A1) 8, m=m
b () =U (M) (2)

a equacao de DKP permanece invariante:

i5°0%) (z) —mi (7) = 0
Nosso intuito é encontrar a forma explicita das transformacdes U (A) e 3%. Para

tanto, substituimos as transformacoes acima na equacao transformada e comparamos
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com a equagao original:
iA (A1), 0y (U (A) ¢ () — mU (A) ¢ () = 0

Lembrando que estamos estudando transformacoes globais ([0,U] =0 ou 0A =0), e

aplicando a inversa & esquerda, encontramos
c(rr—1 2a (A—1\0
(U7 (1) 8 (A7) U (A)) By () = mtp () = 0

Comparando com a forma da equacao de DKP, vemos que as matrizes 3 devem se

transformar como
U1 (M) B°U (A) = AG° (2.13)
Tomemos agora o caso de uma transformagao infinitesimal:

U(A) =1+ i0wS® + 0 (w2)

% = 5% + w% +0 (w2) Wah = —Wha
Substituindo isso em (2.13),

B + w3250 = (1 + iawchbc> (6% +wh) 3 +0 (w2)

B + iawp 328 = (1 + iawchbc> (ﬂ“ + w%ﬂb> +0 (wz)

B + iauwy 328" = B + w%ﬂb + iawpe S B + O (wQ)

Pelo principio de identidade de polindémios (em w),

g =g iaw, [ﬂa’sbc] _ w%ﬁb

A primeira destas relagoes estabelece, juntamente com a transformagao (2.13),

que as matrizes § devem ser independentes das coordenadas escolhidas no espaco de
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Minkowski. A segunda equacao pode ser usada para determinar a forma explicita do
gerador infinitesimal S. Para isso, devemos em primeiro lugar simetrizar o segundo

membro:

(ﬁ“bWbcﬁc - U“C%Cﬁb) =

N | —
N | =

wiB = n*wa b’ = (n“cwcbﬂb - n“cwbcﬂ”) =

1
—_ §wbc (nabﬁc _ nacgb)

de modo que
i [ﬁa’sbc} _ % (nabl@c _ nacgb) (2.14)

Como S estd no espaco da algebra de Duffin-Kemmer-Petiau, é possivel expandi-lo

como
S = Auf* + BapBB° + Cupes8°6° + Dapea3° 8236 + ...

Entretanto, uma maneira mais rapida de obter essa expansao é usar diretamente a
relagdo (2.5):
Beb3e 1+ Bepb B = panbe — Benbe
Bagegb 4 BoBeBe = pane — gopee
5157, ] = [3%, A1 5 = — (037 — ")

Comparando isto com (2.14) vemos que

[ =3[ 5]
ou seja,

o = % gbe _ [Bb’ﬁc]

Uma vez que temos o gerador infinitesimal, a transformagdo continua finita fica

completamente determinada:

U(A) =exp <—;wab5“b>
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E importante destacar que isso nos da a lei de transformacao do campo DKP e das
matrizes 3 sob acao do subgrupo préprio ortocronomo continuo a identidade do grupo
homogéneo de Poincaré. As transformagoes discretas devem ser estudadas como um
caso a parte.

A parte nao-homogénea do grupo de Poincaré (translagoes) é estudada da maneira

convencional. Realizamos uma translacao infinitesimal,
F=xte,d (@) =U@E)v @), UlE)=exp (igbﬁ,,)
ou ainda,
Y (x4e) = (1 +i?P+ O (52)> Y ()
V(@) + PO (x) = ¥ () + ie" Py (2) + O (£7)
ot (1) = o' () = ¥ (@) = " (iBy = 0) ¥ () + O (?)

Uma vez que estamos nos restringindo a estudar as variagoes induzidas pelas translacoes,
devemos ter que uma variagao funcional nula, dp) (z) = 0, o que nos leva a concluir

que o operador que gera as translagoes se realiza por

DBy (z) = —idy (z)

Por outro lado, a partir de uma densidade Lagrangeana para o campo DKP podemos
calcular seu tensor energia-momento canonico associado:?

oL oL
70 aw)azﬂ/} + alﬂ/J WL

0 (0av)
que serve para definir o quadrimomento,

P, = / d3xT9,
1%

4As definicoes da densidade Lagrangeana do campo DKP e de seu campo conjugado serdo dadas na

T =

préxima secao. Nos adiantamos aqui apenas para completar a argumentacgao referente a translagoes e

momento linear.
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e como é sabido da teoria cldssica de campos, o quadrimomento é a funcao geratriz da

transformacao canodnica de translagao,

{Py, b} = Oyt

que é a forma compacta das equagoes de Hamilton quando consideramos coordenadas

de espaco e tempo em pé de igualdade.

2.4 O Campo Conjugado v

Nosso préximo passo é encontrar quem corresponde ao conjugado de 1, no sentido de
respeitar uma equagao de movimento de forma andloga a (2.3), e cujo produto matricial
com Y gere um escalar.

Como ponto de partida para a construcao desse campo conjugado, apliquemos a

conjugacao hermiteana a equagao de DKP:
—i0,0T 1 — myT =0

Essa equagdo nao tem uma forma “conjugada” (a la Dirac) a da equagao de Duffin-

Kemmer-Petiau, mas usando a expressao de 37 obtida na secao 2.2, temos:
—id 5 — met =0 — id, (1) 5+ m (vn°) =0
Portanto, parece-nos antural definir o campo DKP conjugado como sendo
=iy
10,03 +mip =0

Podemos agora olhar para a lei de transformacao de 1 sob uma transformacao de

Lorentz,

W =Ug, =l
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Se a transformag@o de Lorentz é realizada entre dois sistemas de coordenadas carte-

sianos, entao

¢ = TUin® = yiy° (nOUTUO)

Mas,
1
Ut = exp <—2wabSTab>
gtab _ (Baﬁb)T _ (ﬁbﬁa)T _ ﬁTbﬂTa _ ﬂmﬁﬂ; _
— 77OSba 0 _ _nosabno
Logo,
1
UOUTUO _ 770 (1 + §wabn05ab770 + 7700 (w2) 770) 770 _
1 ab 2 1 ab -1
:1+§wabS —i—O(w ) = exp §wabS =U
e portanto,

que € a lei de transformacao esperada para um objeto conjugado. Além disso, essa lei

se mostra bastante conveniente, pois com ela uma densidade Lagrangeana do tipo

L= 2 ($B°0u) — 0uB%) — mip)

DO | =

escolhida de forma a gerar ambas as equagoes de movimento, permanece invariante sob

uma transformacao de Lorentz:

= 2 (BUT A U — AT POUT B — mpU T U =

N S

S (B [umteast o] o — o [U A U] ) — iy =
= ¢ (080 — aybo"e) —miw = £

onde lancamos mao de (2.13).
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2.5 Contetudo de spin e contetido de particulas em DKP

A primeira vista, o fato de o campo DKP se transformar sob rotacées de acordo com
gerador S matricial pode parecer algo estranho, levando-nos a imaginar se o contetido
de spin dessa teoria estaria em acordo com a proposta de descricao alternativa para
campos escalares e vetoriais. Tomemos como exemplo o caso escalar. A componente

do vetor de spin na direcio z é dada por®
3_ Do 2 o1
S =2 (6'0° - 58")

que, na representacao (2.10) tem a forma:

000 0 O
000 0 O
3 h
5—; 000 -1 0
001 0 O
000 0 O

Essa componente do spin possui entao autovalores 0, 0, 0, —h, h, sendo que os respec-

tivos autovetores sao

(

0 0 1 0 0
0 1 0 0 0
0 0 0 0 ! h ! h
9 ) —s=U, —&«= - s S= =N, —(= S =
\/5 1 \/i 1
0 0 0 1 1
1 0 0 0 0

Para interpretar como é possivel haver estados de spin +A em uma teoria para

um campo de spin 0, vamos analisar o caso simples da teoria ndo-quantizada (ou em

5Nesta secdo reintroduzimos as constantes ¢ e i de modo a tornar a anélise dimensionalmente

transparente.
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primeira quantizagao, como preferem alguns). Para tanto, a partir da equacao de

Duffin-Kemmer-Petiau e da sua conjugada, obtemos a equacdo de continuidade:

18%0,0 —map =0
i0ap 3" +mip =0
0uj® = D (Vi) = 0

onde ¢é interpretada como a quadricorrente de densidade de probabilidade da teoria,

sendo que a componente zero nos fornece a densidade de probabilidade,
_ 710
p =i Y

que, usando a representacao (2.10) mais uma vez podemos colocar isto na forma

10 0 0 0 @

01 0 0 0 %o
=100 -1 0 0o |,v=]|
00 0 -1 0 (0>

00 0 0 -1 s

p =1 ("o + o) = — . (" — pp")

mc
Observe que, em contraste ao caso do campo de Dirac, esta densidade nao € positiva
definida. Agora, perceba que os dois auto-estados de spin 4/ possuem as duas primeiras
componentes do multipleto nulas, e estas sao as Unicas componentes que contribuem

para a densidade de probabilidade. Portanto, concluimos que a probabilidade de se

observar esses estados é nula. No caso do autovalor de spin s = 0, vemos que existem
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auto-estados possiveis cuja densidade de probabilidade é nao-nula, e.g,

N

0 1

1 0
o+ o
V2

0 0

0 0

7

Em suma, vimos que a teoria DKP livre é realmente uma maneira alternativa para
a descrigao de particulas de spin 0 e/ou 1. No entanto, equanto a formulagao KGF (ou
a de Proca) é eminentemente uma descrigao em termos de equagoes de onda a teoria
DKP parece destacar de maneira contundente a descricao de particulas do sistema,
sendo que p, por exemplo, pode ser interpretado como uma densidade de particulas

correspondente ao estado .

2.6 Campos de massa nula e liberdade de gauge

A representacdo de campos bosdnicos numa descricdo de primeira ordem nao é de
construgao trivial, dado que campos de spin inteiro e massa nula sao, associados & uma
simetria de gauge [15]. A melhor descricao desse tipo, i.e., que mimetiza a de Dirac,
foi dada por Harish-Chandra [16] complementando a dlgebra DKP com uma matriz ~
adicional. A construcao sistemdtica que leva & essa descricdo é por demais longa para
ser incluida aqui, e portanto nos limitaremos a descrver seus resultados dando especial
énfase ao problema da simetria de gauge.

A densidade Lagrangeana proposta por Harish-Chandra é
L = itpy30ut) — i0up By — Yyt (2.15)

A condicao de hermiticidade dessa Lagrangeana nos leva a duas condicbes para a matriz
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LY =ity 340,97 — i,y T Tyl — yTytel =
= i) (noano) B3*Oat) — 1001 3" (7707*770) )=ty
i.e.,
=7, "] =0
As equacoes de movimento para a Lagrangeana de Harish-Chandra sdo obtidas

facilmente por meio das equacoes de Euler-Lagrange,
i(Y8* + %) Ot — i =0
i0at) (B +7B%) + 1y =0
Para que estas equagoes tenham a forma correta, faz-se necessario que
By + 8" = p* (2.16)
o que é consistente com a condigao de hermiticidade colocada acima pois, uma vez
que estamos utilizando uma representacéo na qual 5% = 30 e gt = —3¢, temos que a
condicao (2.16) implica em
B 4 Atpet = pot
O 4180 = 8% +98° se a=0
BT A1 = By + 48 se a#0
ou seja,
(m (=)} -

cuja solugdo mais simples é escolher 7' = ~. Com isso, a equacdo de movimento para

o campo DKP de massa nula passa a ser

i3°0u) — v = 0 (2.17)
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Por outro lado, a simetria de gauge é representada aqui por meio da seguinte trans-

formacao infinitesimal:

Sp=(1-®, Sp=>(1—7) (2.18)
que implica numa variagio da acao dada por
55 = / da [ 66 (130t — 70) — i (0a50) 7] +
- /Q do [(i0a0B%) + ) 0% — iy B (9a00)]
Na camada de massa, essa variacio serd
5S:/Qda: [0 (V=) v +v (v =) oy +
+ /Q dx [ipyB* (1 =) a® — i0,® (1 — ) fv¢]

Assim, para que isto constitua uma simetria do sistema em questao, devemos ver sat-

isfeitas as condicoes

72 —~y=0 (2.19)

i (1—-9)0,2=0 e i0,2(1—7)3"=0 (2.20)

onde a primeira é mais uma condicao sobre v, enquanto que a segunda corresponde
a uma condicao de gauge. Pode-se também verificar diretamente que a condicao de
invariancia da equacao de movimento (2.17) sob a transformacgao (2.18) implica nas

condigoes (2.19) e (2.20):
18000 — o) =0 — %0, (1 —7) P —v(1—7v) P =0

De fato, apds propor essa formulagao de primeira ordem, Harish-Chandra [16] ver-
ificou que ela descrevia na verdade quatro tipos diferentes de campos de gauge, sendo
um deles escalar, outro vetorial e outros dois potenciais de gauge topoldgicos, um anti-

ssimétrico de posto 2 e outro totalmente antissimétrico de posto 3. Uma vez que estes
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dois tltimos nao possuem graus de liberdade propagantes [17, 18], nos concentraremos
apenas nos dois primeiros como uma descricao DKP de massa nula.

Para ver que isso realmente descreve campos de spin 0 e 1 com simetria de gauge,
devemos nos concentrar em representacgoes especificas da dlgebra DKP, ou alternativa-

mente, utilizar os projetores de Umezawa, que serao descritos na proxima secao.

2.7 Projetores de Umezawa

Para sistemas bosonicos em interacdo com campos externos ha problemas em se es-
tabelecer a equivaléncia da descricao DKP e a de KGF/Proca. De fato, no caso de
interagao com uma variedade com torgao, hé varios resultados na literatura que apon-
tam no sentido da nao-equivaléncias destas descricoes.

De forma a facilitar a identificagdo das componentes fisicas do campo DKP, Umezawa
[19] formulou um conjunto de “projetores” que selecionam componentes do multipleto®
1 que se transformam sob Lorentz de acordo com as leis de transformagao usuais de es-
calares, vetores e tensores de ordem 2. A razao pela qual a selecao destas componentes
auxilia na identificacao do setor fisico da teoria, esta ligada a classicacao de Wigner das

particulas elementares segundo representagoes irredutiveis do grupo de Poincaré [20].

2.7.1 Setor escalar

Tomemos uma realizagdo, em coordenadas ortogonais, das matrizes 3, e.g. (2.12).

Defina-se os operadores
2 2 2 2
P=—(8)"(6") (8% ("), pPr=pp
que satisfazem as seguintes relacoes algébricas:

Paﬂb _ PT]ab 7 PSab — SabP =0, PaSbc — nach _ nach (221)

5A palavra multipleto constitui aqui um claro abuso de linguagem.



Capitulo 2. A Teoria de Duffin-Kemmer-Petiau 37

Esses operadores, que foram definidos de forma independente da representacao, sao
) )
chamados de projetores do setor escalar, pois selecionam as componentes do multipleto
1 que se transformam como o campo escalar de Klein-Gordon-Fock, e como o seu vetor
gradiente associado, ou seja, dada uma transformacao de Lorentz, /¢ = 3%, P’ = P,

Pt = Poe

(Py) = PUG = P (1 ~ w40 (w2)> Y= PY— LwuP (590"~ 0°6°) 6+ 0 (&%) =

= Py — s (P — Pi) ¢+ 0 () = Py

onde usamos o fato de que todos os termos de ordem superior se anulam igualmente ao
termo de primeira ordem”.
Logo, vemos que Pt transforma-se como um campo escalar entre sistemas ortogo-

nais. Para o projetor P%, temos

(P = 7 (1= e+ 0 () ) = P g (3097 9°) -+ 0 (*) =

1 1 a
= P%) — 5 Whe <17“ch — naCPb> v+ 0 (w2) = <5ad — —Wpe (EZ{C) d> P+ 0 (w2) =

2
1 a
= exp (—wbc <EZ{C> ) Py
2 d
onde usamos que todos os termos de ordem superior se comportam de maneira analoga
ao termo de primeira ordem, e sendo (ZZ{C) ¢ g = n“bécd —nacébd a representacao matricial
de spin 1 da algebra de Lorentz. Concluimos assim, que P%) se transforma como um
vetor de Lorentz.
Observe que estas leis de transformacao sao completamente independentes do fato

do multipleto ¥ representar um campo massivo ou um campo de gauge, como seria de

se esperar, ja que estamos nos referindo apenas a cinematica desses campos.

"Observe-se que isto nada mais é do que uma aplicacéo das propriedades algébricas anunciadas para

os projetores, vide (2.21).
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Mais acima, dissemos que P e P selecionam componentes que podemos associar ao

campo KGF e seu gradiente. Isso pode ser visto de maneira explicita escolhendo uma

realizacao explicita para as matrizes 3. Por exemplo, no caso da representacao escalar

(2.10), vemos que

1
0
P=10
0
0
01000
00000
PP=0000 0
00000
00000
00010
00000
PP=0000 0
00000
00000
e portanto,

@

wO
v= ||, Py

1/]2

w3

o o o o o

o o o o o

P3_

o o o o ©

o o o o o
o o o o o

00
00
=100
00
00
00
00
=100
00
00
, Pl =

o o o O

o o o o o

o o o O

Uma outra maneira (independente da realizacao) de ver

o o o o o
o o o o o

—_

o o o o o
o o o o

que P representa um
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campo escalar e que P* é o seu gradiente, é aplicarmos esse projetores a equacao de

Duffin-Kemmer-Petiau:

0o (P)) = —imPip (2.22)

O (Py) = —imP%)p (2.23)

cuja combinacao resulta

(O+m?) Py =0

ou seja, cada componente da matriz representa um campo escalar de massa m que
satisfaz a equagao de Klein-Gordon-Fock. Da segunda das equagoes projetadas, (2.23),
vemos também que P*) representa o gradiente de P.

Temos também chamado a atencao ao fato de que estamos utilizando sempre sis-
temas de coordenadas ortogonais. A importancia disto estd ligada ao fato de que é
somente nesses sistemas de coordenadas que vale a propriedade P? = P (que é uma
das propriedades exigidas para que esse operador seja um projetor em um sentido

matemético preciso) pois, relembrando o inicio da sec¢ao 2.2:
(ﬂa)Q ﬁb + ﬁb (ﬁa)Q _ ﬁanab + ﬁbnaa ’ (ﬁa)ii _ 7,’(JLaﬁa

e portanto segue que é somente em sistemas ortogonais (n® = 0 se a # b) que podemos
reordenar adequadamente as matrizes em P? de modo a obter P. Nio obstante, pode-
mos ver também que mesmo em sistemas ortogonais P% ndo é idempotente, e portanto
chama-lo de projetor constitui um abuso genuino®.

A razao pela qual os projetores sdo importantes, estd ligada, como dissemos an-

teriormente, a presenca de interacao com campos externos. Em particular, no caso

de acoplamento com variedades nao-euclideanas”, que é nosso principal interesse aqui,

8Talvez a melhor forma de denominé-lo seja como um operador complementar ao projetor P.
9Perceba que aqui subentende-se outro abuso de linguagem que toma o espaco-tempo de Minkowski

como um espaco euclideano.
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podemos notar que a maneira mais natural de obter a equagao de DKP acoplada, ¢é
utilizando-se do formalismo de tetradas, definindo-se ai, imediatamente, os projetores
em espacos curvos, por P* = e/'P% e, uma vez que cada P possui indices matriciais
“Internos”, vemos que as propriedades algébricas (2.21) se generalizam automatica-

mente. Mas deixemos essa discussao para as aplicacoes.

Campos de Gauge

Para analisar o caso de massa nula, faremos uso tanto dos projetores quanto da rep-
resentagao (2.10), de modo a explicitar que ha dois campos escalares descritos pela
Lagrangeana de Harish-Chandra, sendo um deles o de KGF e outro topoldgico.

Antes de mais nada, devemos observar que a relacao (2.16) implica que yP = P~y
e Py + ~P* = P?% de modo que a aplicacao dos projetores escalares a equacao de

movimento (2.17) leva & equagao de KGF de massa nula,
0,0* (PY) =0.
Em termos do campo escalar Py a tranformagao de gauge (2.18) se escreve
Py =P+ (1—-~)Pd |, P%W =P%+P1-7)®,
equanto que a condi¢ao de gauge (2.20) se torna
0, P'1—7)®=0 , 0'P1—7)®=0.

Até aqui todos os resultados obtidos sao independentes da escolha de representacao
para as matrizes 3 e 7. Nao obstante, para estudarmos a simetria de gauge em maior
detalhe, vamos nos focar na representagao (2.10). Nessa representagao, pode-se verificar

diretamente que a matriz v mais geral satisfazendo a condigao (2.16) é dada por

v =diag(\,1 =X\, 1 =X\ 1—=X\1-=X\).
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onde A € C é uma parametro determinado pela invariancia de gauge, como veremos
mais adiante.
Nesta representacao, a matriz coluna da funcao de onda de Duffin-Kemmer-Petiau,

€ suas projecoes, sao

A
v=| "), Pe=| 7 |, Pw=| 7 |,
dﬂ [0]4><1 [O]4><1
a 1 — )@
Paw — ¢ 7 Pa’)/l/} _ ( )@Z’
[0]4><1 [0]4><1

Entretanto, a condi¢ao (2.19) implica que o parametro A deve satisfazer a equagao
NM-A=0—-X=0,1.

Para verificar que tipo de campo de gauge esta associado a cada valor de A, devemos
analisar como se comportam os vinculos e a condicao de gauge do campo DKP. Em

primeiro lugar, temos que os vinculos ficam na forma
(1= MNy®* =id%, Ap =1 000", (2.24)
enquanto que, se denotarmos
@ = (i, 8", 0", 6%, 6%)"

a transformagao de gauge (2.18) para as componentes de 1) serd

o=+ (1=Ng,, P =9v"+r¢",
enquanto que a condi¢ao de gauge (2.20) fica

X0 =0 , (1—=XN)0%, =0.

Dessas equagoes podemos ver que o valor A = 0 corresponde ao campo escalar de

Klein-Gordon-Fock com massa nula, 9,0% = 0, e transformagao de gauge dada por



Capitulo 2. A Teoria de Duffin-Kemmer-Petiau 42

¢ = ¢+, com ¢, constante. Além disso, pode-se verificar também por célculo direto

que a densidade Lagrangeana de Harish-Chandra (2.15) se reduz nesse caso a de KGF:
L, o =0""0up

Das equagoes (2.24) vemos também A = 1 corresponde a um campo ¢ constante.
Esse campo topoldgico,'” foi originalmente encontrado por Harish-Chandra em termos
de uma descrigao utilizando um potencial de gauge de posto 3 totalmente antissimétrico.
Entretanto, como se trata de um sistema sem graus de liberdade dindmicos, o deixare-

mos de lado.

2.7.2 Setor vetorial

Analogamente ao caso escalar, podemos definir “projetores”
— (a\2 (42\2 (332 0 0 b— b
R'=(8')"(6%)(8°)" [p*6" —n™] , RV=RP
em sistemas de coordenadas ortogonais, que respeitam as relacoes algébricas

Rab _ _Rba ’ Rabﬂc _ Ranbc . Rbnca
RaSbc _ ﬂabRC . ncaRb ’ SbcRa -0

Rabscd - <nacRbd + nchda + nbdRac + ’I’]daRCb)

Tal como antes, em um sistema de coordenadas ortogonal pode-se mostrar que
(Ra)2 = R® embora o mesmo néo seja valido para R®. E importante salientar que,
apesar da idempoténcia, os operadores P e R* nao sao projetores genuinos, dado que
lhes falta, essencialmente, a propriedade de completeza.

Dito isso, cabe observar que foi definido de modo a selecionar as componentes de

Que nio possui graus de liberdade propagantes.
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1 que se transformam como um vetor de Lorentz:
a, a 1 be) d
(R) = RUY = exp ( —guwne (2H) ) B
ab ! ab 1 cd ab ef
(R ¢) — ROUY = exp —gwcd(Ez) BES
€
onde Egd é a representacgao de spin 2 da algebra de Lorentz.

Novamente, por meio da aplicagao dos projetores do setor vetorial a equacao DKP

temos
O (R™) = —im Ry
Rabw _ _anb , Uab =92 (wa> _ ab (Raw)
m
e combinando essas duas equagoes encontramos
(O+m?) R =0, 9, (R"Y) =0

que sao as equagoes de campo de Proca. Vemos assim que as componentes R* devem
descrever um campo vetorial massivo. Da mesma forma que no caso escalar, isso
também pode ser visto através de uma realizagao especifica das matrizes 3, e.g., a

(2.11).

Campos de Gauge

Analogamente ao que fizemos no caso escalar, temos que a relagao (2.16), implica em
YR* = R%y e R%y +~vR»® = R® de modo que a equacdo de movimento para R%) se
torna

ay |0 (Rby) — ab(Rw)} ~0.

A transformagao de gauge (2.18) e a condigao de gauge (2.20) serao

R = R+ R'(1-7)® , Ry =R+ R™(1-7)2,

HRP(1—7) =0 , OR(1—7)®—3"R*(1—~)® = 0
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Mais uma vez, para estudar a liberdade de gauge de forma apropriada, langamos
mao da representacao (2.11). Nessa representagdo, vemos por inspegao que a forma

mais geral da matriz «y satisfazendo (2.16) é dada por
v =diag A AT =1 =1 =X\ 1T—-XN1-X\1-)),
e mais uma vez a condigao (2.19) implica em
MN-_A=0—-X=0,1.

Nessa representagao, temos explicitamente

o [wa]4ml a ) wa a . )\Zba
Y= ] , R = 0 , Ry = 0
6zl 9zl 9zl
ab - ab
I I , a=0,1,2,3.
[O]Qxl [0]9:):1

Os vinculos da teoria sao agora expressos por

Xt = i ™,

i(l _ )\)wab _ 8a'¢b _ 8bwa )

Adotando a representacao

[¢a]4><1
[(Z)ab] 6x1

d —
a transformacgao de gauge (2.18) fica
PP (=N Y = g A,
enquanto que (2.20) serd

AP =0 , (1-2)) (awb - a%a) ~0.
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Novamente, podemos ver que o caso A = 0 corresponde ao campo de gauge dindmico

(Maxwell), cuja transformagao de gauge é
wla — wa + ¢a , ¢a — 80,‘/&(1,)7
onde A(x) é uma funcio C? arbitraria.
Finalmente, usando essa representagao explicita e a normalizacao

a_i a

encontramos a densidade Lagrangeana de Maxwell,!!

1
ﬁszl = _Z abFab7 Fab = 8{1Ab - abAa .

Para finalizar, devemos observar que o caso A = 1 corresponde a outro campo
escalar topolégico, cuja descrigao mais natural se d4 por meio de um tensor de posto 2

antissimétrico.

UE claro que aqui nos restringimos a um campo de carga elétrica nula, enquanto que, em geral, o

que obtemos é a Lagrangeana de campos carregados.



Apéndice: Algebras e Grupos

Neste apéndice enuciaremos algumas estruturas elementares de dlgebras e grupos que
sao de importancia para um melhor entendimento do contetdo desta tese. Nosso intuito
aqui nao é o de produzir um texto rigoroso e completo sobre o assunto, mas sim dar as
idéias béasicas necessarias a aplicacao dessas teorias. Sempre que possivel ilustraremos
os conceitos expostos por aplicacoes simples, especialmente & fisica, de modo a ressaltar

o sentido pratico dessa construcao.

Definicoes Basicas

Admitiremos a nocao de par ordenado como conceito primitivo'?. A cada elemento a

e a cada elemento b estd associado um terceiro elemento indicado por
(a,b)
e denominado par ordenado, de modo que
(a,b) = (c,d) <= a=c N b=d

Diremos ainda que a é o primeiro elemento e b o segundo do par ordenado (a,b).

12Em lugar disso poderfamos ainda defini-lo utilizando-nos da composicéo de trés conjuntos, mas tal

grau de sofisticacdo analitica ndo é necessario aqui.
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Note que:

a#b= {a,b} ={b,a}, (a,b)# (b,a)
a=b= {a,b} ={a}, (a,b)=(b,a)

portanto, os conceitos de conjunto e par ordenado sao distintos.

Produto Cartesiano Chama-se produto cartesiano de um conjunto A # () por outro
B # ) ao conjunto de todos os pares ordenados (a,b) : a € A A b € B.
Indicaremos o produto cartesiano pela notacao A x B (lé-se: “A cartesiano B”);
portanto,

AxB={(a,b) Jae A AN be B}
Exemplo: A ={1,3} B={1,2,3}

Ax B=1{(1,1),(1,2),(1,3),(3,1),(3,2),(3,3)}
BxA=1{(1,1),(1,3),(2,1),(2,3),(3,1),(3,3)}

—AxB#BxA

Relagao Sejam E e F dois conjuntos. Todo subconjunto R de E x F' é denominado
relagao de E em F (ou relagao entre elementos de E e elementos de F'). No caso

de F = F diz-se, simplesmente, que R é uma relagao sobre F.

Se R é uma relagao de F em F usaremos a notacao aRb (leia-se: “a estd na relacdo
R com b”). para indicar que (a,b) € R. A negagao serd indicada aRRb.

As primeiras estruturas da Algebra que comparecem de maneira destacada nas
teorias fisicas, sao as chamadas classes de equivaléncia. Classes de equivaléncia sao
conjuntos caracterizados por um tipo especial de relacao denominada de relagao de

equivaléncia.

Relacao de Equivaléncia Diz-se que uma relagao R sobre um conjunto E é uma

relacao de equivaléncia se, e somente se, sao validas as seguintes condicoes:
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E1 Propriedade Reflexiva: Va € F  aRa
E2 Propriedade Simétrica: Va,b € E aRb = bRa

E3 Propriedade Transitiva: a,b,c € E aRbANbRc = aRc

Veremos a seguir alguns exemplos de relagoes de equivaléncia e ao mesmo tempo
mostraremos que, em geral, as condicoes E1, E2 e E3 sao independentes.

Exemplo 1: Considere o conjunto E de todas as retas de um plano « e seja R a
relacao

XRY <= X=YVvXNY =0

A relacao R é, simplesmente, a relagao de paralelismo da Geometria Plana, e sabemos
ser uma relacao de equivaléncia sobre FE.

Exemplo 2: Com as notagoes do exemplo anterior, considere R definida por
XRY <= X 1Y

Esta é a relacao de perpendicularismo da Geometria Plana, e sabemos que R sé satisfaz

E2, logo, R nao ¢ relagao de equivaléncia sobre E.

Classe de Equivaléncia Seja R uma relacao de equivaléncia sobre E # ). Ya € FE o

conjunto

a={x€E /zRa}

¢é denominado classe de equivaléncia de a sob R, e a é chamado representante da

classe de equivaléncia a.

Exemplol: Em sua breve, porém eloqliente, discussao acerca do sincronismo de dois
M )
relégios posicionados em pontos distantes A e B feita no “Sobre a Eletrodinamica dos

Corpos em Movimento” de 1905, Einstein conclui que:
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1. “Se o relégio em B é sincrono com o relégio em A, também o relégio em A é

sincrono com o relégio em B.”

2. “Se o reldgio em A é sincrono com o relégio em B e também com o relégio em C,

entao os relogios em B e C sdo sincronos entre si.”

Uma vez que o sincronismo de um relégio consigo mesmo é um fato fisicamente
Obvio, vemos que o conjunto dos relégios relacionados pela operacao de sincronismo
formam uma classe de equivaléncia, ou, o que d4d no mesmo, que o conjunto dos relégios
sincronos forma uma classe de equivaléncia.

Exemplo 2: A Lei Zero da Termodinamica assegura que, se um sistema termodinamico
A esta em equilibrio térmico com outros dois sistemas B e C, entdo os sistemas B e
C estao em equilibrio térmico entre si. Isso, juntamente com outras propriedades fisi-
camente evidentes do equilibrio térmico, nos assegura que o conjunto dos sistemas ter-
modindamicos relacionados pelo equilibrio térmico formam uma classe de equivaléncia.
Com efeito, podemos trocar a expressao da Lei Zero, destacada no inicio deste exemplo,
por esta ultima frase enfatizada, que nenhuma alteracao se verifica em nossa teoria.

Exemplo 3: A relacdo de movimento relativo uniforme é claramente simétrica e
reflexiva. Além disso, a experiéncia demonstra que essa relacao também é transitiva,
ao menos enquanto admitirmos uma lei linear de adicdo de velocidades. Assim, temos
que o conjunto dos referénciais inerciais, mais a relacdo de movimento relativo uniforme,
formam outra classe de equivaléncia, de suma importancia em teorias relativisticas, a

classe dos referenciais inerciais.

Anéis Um anel é um conjunto A junto com duas leis de composigao chamadas de adigao
e multiplicagdo, e escritas como uma soma @ e um produto o respectivamente,

satisfazendo as seguintes condigoes:

A1l Com respeito a adigdo, A é um grupo abeliano.
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A2 A multiplicacao é associativa e possui elemento identidade.
A3 A multiplicagao é distributiva, ou seja,
Vr,y,z € A (x@y)oz=zoz®yoz A zo(xdy)=zoxdzoy

Observe que, em geral, a multiplicacdo nao é comutativa. Assim, é comum fixar-
mos a nossa atencao em um elemento da multiplicacao de nosso particular inter-
esse, e falarmos em produto a direita e produto a esquerda. Por exemplo, x oz é o

“produto a direita de z por 2”7, ou ainda o “produto a esquerda de z por z”.
)

Um anel cuja operacao de multiplicagdo é comutativa, ou seja, tal que
Ve,y € A roy=yox

¢é dito um anel comutativo.
Um anel cujos elementos nao-nulos formam um grupo sob a multiplicagao, é chamado
de anel-quociente. Um anel quociente comutativo é chamado de campo, ou corpo.
Como é usual, nés denotaremos o elemento identidade da adicao por 0 e o da
multiplicacao por 1, e a partir daqui j4 podemos notar o aparecimento das regras de

operacao basicas a que estamos acostumados. Os teoremas a seguir ilustram bem isso.

Teorema 1 Vz € A Oox =0. Prova: Doz dzxz=(0®1l)ox=1lox=2=0012 —
OQox=0

Teorema 2 Sejam z,y € A, (—z)oy = — (zoy). Prova: zoy®(—x)oy = (z & (—x))o

y=00y=0-— (—z)oy=— (oY)

Outras regras de operagao usuais tais como (—z) o (—y) = x o y sdo também facil-

mente provadas.
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Moédulo Seja K um anel. Um mddulo sob K ou K-mddulo, é um tripleto ordenado

tt‘”

(E,+,-) tal que (E,+) é um grupo abeliano e ¢ uma funcao K x £ — F

satisfazendo as condigoes:

ML XN (z+y)=Xz+Xy
M2 (A@Qu)-z=X-x+p-x
M3 Ap-z=X-(p-x)

M4 JleK/lz=x

Ve,ye E N VA ue K.

Os elementos de K sao chamados de escalares, e K em si é chamado de anel es-
calar. Observe que aqui tivemos o cuidado de explicitar todas as diferentes operacoes
envolvidas, representando de maneira diferenciada a adigdo em K (@) e a adi¢ao em F
(4+), bem como os produtos (denotado em K pela justaposicao e em E por “”). Esse
cuidado justifica-se para que tenhamos uma noc¢ao muito clara da natureza de todas as
operagoes envolvidas. Entretanto, uma vez que tenhamos os conceitos claros em mente,
torna-se desnecessario sobrecarregar a notacao utilizando-se de tantos simbolos. Uma
vez que todas as operagoes de adi¢do tem as mesmas propriedades bdsicas (formam
grupos abelianos nos conjuntos que as definem), e todas as operacoes de multiplicagao
sao associativas e distributivas, onde nao houver risco de confusao, denotaremos todas
as adigoes pelo mesmo simbolo, +, e também as multiplicagoes entre escalares e por
escalares simplesmente pela justaposicao.

Agora estamos prontos para definir a mais rica das estruturas algébricas que nos

interessam, a dlgebra:

Algebra Seja K um anel comutativo. Uma K -dlgebra, ou uma dlgebra sobre K é uma

K-estrutura algébrica (A, +,-,0) com trés composigoes tais que

Al (A, +,-) é um K-mdédulo.
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A2 (A,+,0) é um anel.

A3 a-(zoy)=(a-z)oy=zo0(a-y) Ve,y € A N Va e K

Observe que, apesar da algebra ser definida em termos de um anel comutativo
isso ndo implica que estamos tratando apenas com &dlgebras comutativas. As tunicas
operagoes assumidas comutativas aqui, sao as somas e a operagao de produto dentro
do anel escalar, ou seja, somente a operagao de produto entre os escalares é admitida
ser comutativa, e esta nada tem a ver com a operacao de produto da dlgebra.

Alguns K-médulos sao também muitas vezes denominados espacos vetoriais lin-
eares. Esta é, talvez, a estrutura mais largamente utilizada pela Fisica, entretanto, é
importante enfatizar que nem todos K-maodulos sdo espacos vetorais lineares, e também,
nem todos os espagos vetoriais sao K-mddulos. Para compreender bem essa diferenca,

vejamos a definicao de espago vetorial linear:

Espaco Vetorial Linear Seja F' um campo e V um grupo abeliano (sob +) tal que
Vs € F A Yz € V 3 um tunico elemento y € V : sz = y. Entao, V' é chamado de

espaco vetorial sobre F' se, e somente se,

V1 s(z+y) =sx+ sy
V2 (s+t)z =sx+tz
V3 s(tx) = (st)x Vs,te FF N Vz,yeV

Vi3dleF:lx==zx

Observe que aqui ja nos utilizamos extensivamente do abuso de linguagem que
denomina as estruturas matematicas pelos conjuntos sob as quais elas estao definidas.
Portanto, apenas como observacao, é sempre bom lembrar que espaco vetorial linear
nao é o grupo V, mas sim o tripleto (V,., F') onde o ponto estd denotando o produto
entre os elementos de V' e os de F', ou seja, o produto por um escalar, tal como definido

acima.
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No caso mais geral de um espago vetorial nao-linear, as propriedades V1, V2 e V3
que garantem que a operacao de produto por um escalar é uma aplicacao linear, sao
suprimidas. Assim, para formar um espaco vetorial, bastam um campo, um grupo
abeliano e uma aplicacao injetora f : F' x V — V que possua um elemento identidade
associado em F'. Atente ao fato de que, uma vez que esta aplicacao define o produto por
um escalar, basta que ela seja injetora, entretanto, muitas vezes ¢ mais til trabalharmos
com produtos por escalares que sejam também sobrejetores, ou seja, definidos como
aplicacoes bijetoras. No caso desses produtos serem definidos como funcoes, estaremos
pensando neles como homeomorfismos.

Assim, caso a aplicagao f seja nao-linear, nao poderemos identificar o espaco vetorial
com um K-médulo. Da mesma forma, caso o anel K, na definicao de médulo, seja
nao-comutativo, ndo poderemos idenficar o K-médulo como um espago vetorial linear.
Estamos supondo deste ponto em diante que o leitor estd bem familiarizado com os
teoremas e procedimentos da algebra linear.

Agora, vamos tratar de trés teoremas que tém importancia fundamental no es-
tudo da dlgebra de Duffin-Kemmer-Petiau. Em primeiro lugar, consideremos um certa
algebra gerada por certos elementos de base e4. Suponha que temos também uma
representagao dessa algebra e que imagem dos elementos de base e4 é denotada por

D (A). Considere agora as n? quantidades
Gap=Tr[D(A)D (B)]

Pauli e Artin [9] mostraram que essa quantidade é andloga & métrica de Killing-Cartan'3
e que uma condicao necesséria e suficiente para saber se a dlgebra A é semisimples é
que

det ||Gap|| #0

130s conceitos de métrica de Killing-Cartan, semisimplicidade, etc., serfo apresentados de maneira

mais rigorosa na préxima se¢do. Nos adiantamos aqui apenas para concluir as idéias relativas a Algebra.
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O segundo teorema que enunciaremos é o teorema de Frobenius-Schur.

Teorema de Frobenius-Schur Seja A uma élgebra de ordem n. Seja k o nimero de
representacoes irredutiveis inequivalentes dessa dlgebra, e denote as dimensdes de

cada representacdo por nq, ng, ..., ng. Entao,
_ 2 2 2
n=(n1)"+ (n2)" + ... + (ng) (2.25)

O terceiro e tltimo teorema limita o nimero de representagoes irredutiveis de uma

algebra.

Teorema do Niumero de Representagoes Se a dlgebra é semisimples, entdo o niimero
de representacdes irredutiveis possiveis é igual ao niimero maximo de elementos de

base comutantes com todos os outros elementos.da base.

Combinando esses dois tltimos teoremos podemos ver que para algebras semisim-
ples de baixa dimensao, torna-se um jogo simples adivinhar as dimensoes das repre-
sentacoes irredutiveis. Isso foi aplicado quando discutimos as representacoes irredutiveis
da dlgebra de Duffin-Kemmer-Petiau.

Uma das estruturas mais utilizadas tanto em fisica quanto na matemaética, é o

conceito de grupo:

Semigrupo a Esquerda Um semigrupo a esquerda é definido como sendo o par (G, *)
onde G é um conjunto e * é uma operagao * : G — G respeitando as seguinte

propriedades:
G1. Associatividade: (a*b)*xc=ax (bxc), Va,b,c € G.
G2. Identidade a Esquerda: de € G\ exa =a, Va € G.

G3. Inversa a Esquerda: Va € GJa ' € G\a lxa=e.
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O conjunto G pode ser finitio ou infinito, continuo ou discreto. A operacao * pode
ser diferencidvel, ou nao.

Seguindo a mesma linha de raciocinio, podemos definir um semigrupo a direita com
alteracoes simples das propriedade G2 e G3. Um grupo é o par (G, *) tal que (G, *) é
um semigrupo a direita e a esquerda simultaneamente.

H& inimeros exemplos simples de grupos em nosso cotidiano.

Exemplo 1: Conjuntos dotados de relacoes de equivaléncia entre seus membros, con-
stituem grupos. Assim, por exemplo, o conjunto de todos os relégios de um referencial
mais a operacdo de sincronismo (que é reversivel), constitui um grupo.

Exemplo 2: O conjunto de ntmeros (Z, Q ou R) constitui um grupo sob a adigao,
cuja identidade é o elemento 0.

Na préxima secao vamos nos centrar num ramo particular da teoria de grupos,

especialmente caro a fisica: os grupos de Lie.

Grupos de Lie

Tomemos um grupo continuo com parametros «. Expandindo um elemento do grupo
para um parametro infinitesimal da, temos

ou

U (ba) =U (0) + o« ot |

Vamos escolher a parametrizacao de tal forma que

U(0) =1

A quantidade 60?“ define o chamado gerador infinitesimal G, do grupo:

., ou
zGa:%

a=0

Assim,
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U (0a) = 1+ idaG,

De acordo com a regra de composicao do grupo, e pela continuidade da operagao de
multiplicagdo no grupo, segue que uma transformacao finita pode ser construida por

uma aplicacao sucessiva de transformagcoes infinitesimais,

U(a)= lim (1+1i0a"G,)"

n—oo

com uma escolha apropriada da particao da parametrizacao «, resulta que
U (a) = " Ca
Se o grupo é unitdrio, segue que
Ul (a) = e ia"Ca

A partir da analiticidade da funcao exponencial, vemos que uma expansao até se-

gunda ordem nos da:

U (50) = 1 +i60"Gy — 60%00"CaGy
U™t (6a) =1 —i6a°Gy — %5@“50/’(?,1(};,
Com estas expressoes, podemos avaliar o efeito de se realizar um “ciclo fechado” no
espaco dos parametros, ou seja,
U~ (68) U (50) U (30)U (6a) =

= (1 — i3 Gy — ;MkéﬁIGkGl) <1 — 609Gy — ;6ah5aiGhGi> X

X <1 +i03%G, — %we(sﬁf Ger> (1 + 600Gy — ééaado/’GaGb>
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= <1 — 007Gy + 5ag5ﬂdG9Gd — (5ﬂj6angGg — ;5ah5aiGhGi> X

X <1 +i6a"Gy — ;(saaaabeaab>

=1+ 60963 [GyGq — GaGly)

Agora, a composicao de elemntos do grupo deve, novamente, ser equivalente a um

outro elemento do grupo:
U~ (668) U (3a) U (68) U (6ar) = U (&)
Até segunda ordem, isto nos leva a seguinte identidade:
14609504 (Gy, Ga) = 1 4 107Gy — %waybaacb

Por outro lado, pela continuidade dos parametros, as variagoes §v* devem ser funcoes

de §a9 e 6%, logo,
57" = C%6a° + DU + E%psadal —if 60968 + HE ;68087
Pelo principio de identidade de polinémios, temos que
50968 Gy, Gq] = 60963 £} 4G
[Gga Gd] = fgadGa

Passemos a considerar agora realizacoes matriciais dessas relagoes. Comecaremos
por considerar um grupo de transformacgoes unitdrias com n parametros reais continuos
designados por A%, a € {1,...,n}. Se U (\) é um elemento tipico do grupo, o fechamento

da lei de composicao do grupo exige que

U(X)U(S\) U\, A:A(X,X)
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Uma tranformacao infinitesimal, por sua vez, deve ser construida a partir dos geradores

infinitesimais (G, através de uma combinacao linear genérica:

U @SN = 1+iG
G =6)\G,

O que implica ainda que os geradores podem ser redefinidos por uma transformagao
linear nao-singular qualquer, desde que os parametros sofram, igualmente, uma re-
definicdo correspondente. Ao submetermos um operador infinitesimal U (6\) a uma
transformagao unitaria arbitraria do grupo, devemos obter, de acordo com a lei de

composi¢ao, uma outra transformacao infinitesimal no préprio grupo:

UT NG U (N =ul (V) Gy (2.26)

b

- sa&o reais, pois os A também o sdao. Alternativamente, podemos

onde os numeros u

apresentar a mesma transformacao na forma
U GU™(N) = Gaiy (V)

Os dois conjuntos de matrizes podem ser relacionados substituindo uma tranformacao
na outra:

G, = ul

a

MU N GU ™ (A) = ug (A) a5 (A) Ge
ou ainda,
wi =1 — i = (u") " (2.27)

Perceba que isto é equivalente a conjugagao hermiteana, uma vez que w é real.
Vemos, portanto, que as matrizes u correspondem, de fato, a uma realizacao matri-
cial real do grupo em questao. Uma vez que o operador unidade corresponde a matriz

identidade, a forma infinitesimal das matrizes u sera

w(6A) = 1460, , @ (0A) = 1+ i0A%Fa



Capitulo 2. A Teoria de Duffin-Kemmer-Petiau 59

A correspondéncia (2.27) implica que
-1 . ~ . . ~
(uT) ul = (1 +i07%G,) (1+ 16)\“9?;) =1+i62" (G + g?;)
Ja = *gg = gl

onde a udltima identidade segue do fato de w ser real.
A regra de composigao (2.26) do grupo unitédrio, implica que os geradores infinites-

imais satisfazem uma algebra de Lie:
U1 (6)) GoU (6)) = (1 _ i(S)\bi> G, (1 + z'd)\bi> = Gy + 07 [Ga, Gy
ul (6X) G = (1 + iéAbgb>:Gc = G+ 0N (g0)C Ge
Se denotarmos os elementos de matriz imaginarios das matrizes g, por

(96)a = 9ap €

vemos a forma familiar das algebras de Lie:
(G, Gy] = g “Ge (2.28)

de onde extraimos imediatamente a propriedade de antissimetria das constantes de
estrutura g, ©,

Yab ‘= ~9ba ¢
Em vista da correspondéncia multiplicativa entre os elementos do grupo U e suas re-

alizacOes finitas u, segue que as matrizes g também obedecem as mesmas relagoes de

comutacao:

[9a 95] = Gap “9e (2.29)

Isto nada mais é do que uma outra forma de expressar a identidade de Jacobi para os

comutadores.
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Em termos das matrizes u, a regra de composicao do grupo é mapeada na regra de

multiplicacdo de matrizes:

ug (1) = ulb (W g (3)

Concluimos entao que as matrizes u constituem uma representagao matricial do grupo.
Correspondentemente, as matrizes ¢ constituem representagoes matriciais dos ger-
adores. Uma vez que esta representacao é sugerida muito naturalmente pelas constantes
de estrutura do grupo, dé-se a ela um nome especial: representacdo adjunta.

Assim, vemos que associados a regra de composicao de um grupo de Lie, os seus
geradores infinitesimais devem satisfazer uma édlgebra (2.28). Qualquer algebra (2.28)
cujas constantes de estrutura satifazem (2.29), ou seja, constantes de estrutura satis-

fazendo exatamente a mesma dlgebra, é chamada de dlgebra de Lie.

Exemplo: O grupo das rotagoes, SO(3). O grupo das rotacoes no espago euclideano
a trés dimensoes é denominado de grupo SO(3), em virtude da sua representagao
adjunta aparecer, naturalmente, na forma de matrizes ortoganais com determi-

nante unitario.

A algebra dos geradores desse grupo é dada por

[Ji, ;] = ie; " Ty
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No entanto, observe que para os elementos do grupo o que importa nao é cada

gerador individualmente, mas sim uma combinacao linear geral destes:
U (X)) =1+1idX\%J,

Assim, podemos trocar um determinado conjunto de geradores por qualquer outro
conjunto de combinacoes lineares linearmente independentes dos mesmos ger-
adores, e as transformagoes do grupo permanecerao as mesmas. Em mecanica
Quantica, por exemplo, é muito comum o uso dos operadores de criagao-aniquilagao
Ji = Jy £ iJ2 em lugar dos geradores canonicos. Uma vez que os geradores sao
transformados por combinacoes lineares, os parametros, bem como as constantes

de estrutura, também o serao. No presente caso, a nova algebra serd

[J37 J:t] =+Jy, [J+a J*} = 2J3

Subgrupos Invariantes, Ideais, Classes de Equivaléncia e Outras Definicoes

A operacdo de conjugacao de elementos de um dado grupo é definida por

U, = U U U

dizemos entao que U, é conjugado a U, por U,. Observe que a operacao de conjugacao

¢é na realidade um operagao de equivaléncia:

U, = EU,E™!
U, = U, UU, " = U, = UpU U, Uy = UG
U, = U, UU; Y AUy =U,,UU L =

= U, = U Up UUTUTY = (U Up) Ue (UnUyy) ™
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Isto implica que os conjuntos de todos os elementos do grupo, conjugados entre si,
formam classes de equivaléncia, sendo que essas classes podem ou nao constituirem-se
em subgrupos™.

Todo grupo de Lie que ndo possui subgrupos de Lie invariantes!® é chamado de
simples. Um grupo de Lie é dito semisimples se ele nao possui subgrupos invariantes
abelianos de Lie'S.

A invariancia de um subgrupo implica em uma propriedade analoga para a algebra

de seus geradores. Essa propriedade pode ser facilmente encontrada lembrando que, se

os elementos U, formam um subgrupo invariante, i.e.,
F 7 rr—1
U, = U UpU,,

entao

U.=U,0, " = U,0,U,'U; !

Seguindo o mesmo raciocinio que desenvolvemos para encontrar as algebras de Lie,

temos
[Gi, Ak] = fe A (2.30)

onde

Uy =1+ NGy

O indice b serve para indicar que cada elemento do subgrupo é construido a partir de

uma combinacao linear apropriada.

M f4cil ver que a identidade, por exemplo, sempre faz parte de uma classe de equivaléncia, j& que
o elemento identidade é sempre conjugado a si mesmo por qualquer membro do grupo.

5 . . ~ . . ’ .
50u seja, classes de equivaléncia que sejam também grupos de Lie.
8 Em outras palavras, é um grupo que pode possuir subgrupos invariantes, mas pelo menos eles nio

sao abelianos.
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Por outro lado, os geradores de um subgrupo formam uma sub-algebra:
(A, A] = fLe Ay (2.31)

Toda sub-dlgebra (2.31) dotada da propriedade (2.30) é denominada um ideal. Por
analogia as definicoes utilizadas no caso dos grupos, uma algebra é chamada de simples

117

se ela ndo possui nenhum ideal'’, ou de semisimples se ela nao possui nenhum ideal

abeliano.

Invariancia sob uma Simetria

Vamos denotar por U («) os operadores de um grupo de simetria de um determinado
sistema quantico. Uma vez que U («) é uma operagao de simetria, tanto o estado |v)

quanto U («) [¢) devem satisfazer a mesma equacao de evolugao:

Ol
Zhw =H(t)|¥)
n? D _ 14y 7 (a) oy

Isto implica que

LU (a)|y)) . 0U ()
=5 = ih 5

) + int () Y 20 (@)

- Sl 1)+ U (o) H (8) )

oU ()
ot

ik YU (), H (£)] =0

Em particular, caso nenhum dos parametros envolvidos na simetria tenha dependéncia

temporal, isto se reduz a

ou ainda,

TExceto pelo ideal trivial nulo.
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Uma vez que operadores comutantes podem ser simultaneamente diagonalizados,
segue que os auto-estados de energia de um determinado sistema sao degenerados entre
os possiveis valores esperados dos geradores (e consequentemente dos operadores de
simetria também). Essa degenerescéncia implica que os estados referentes a uma dada
classe de equivaléncia de um grupo, formam um sub-especo invariante pela agao dos
membros do grupo de simetria U («), ou seja, a partir de um estado qualquer [¢y) desse
subespaco, todos os outros estados do mesmo subespaco sao gerados pela aplicacao

sucessiva dos elementos do grupo de simetria:
[9) = A(a) U (o) [¢)

Exemplo: Subespago invariante das Rotagoes

Os harmonicos esféricos servem para caracterizar os auto-estados invariantes sob o
grupo das rotagoes, pois qualquer um dos geradores J; pode no méaximo alterar o
indice m de um esférico harmonico Yj,,, mas nunca o seu indice (nimero quantico) I,

assim,:

Ji Vi) = VI +1) —m(m=£1)|Yimir)

Consideremos, por exemplo, o conjunto de quatro vetores {Ypo, Y11, Yio, Y1i—1}. esse
conjunto forma um subespago do grupo de rotacées. No entanto, esse subespaco ainda
pode ser reduzivel a subespacos ainda menores, denominados de multipletos. Uma vez
que os geradores Jj nao podem alterar [, vemos que o estado |Yyo) forma por si s6 um
subespaco unidimensional, chamado singleto. Os vetores {Y11,Y10,Y1-1}, por outro
lado, formam um espago tridimensional, denominado tripleto. O subespago original é

entao dito ser uma soma direta dos dois multipletos.
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Operadores Invariantes

Operadores invariantes, ou operadores de Casimir, sao definidos como sendo aqueles

que comutam com todo o conjunto de geradores de um determinado grupo:

[C;,Ga] =0

A importancia dos operadores de Casimir reside na sua relacdo com as simetrias de um
sistema quantico.

Uma vez que os operadores de Casimir comutam com todos os elementos da algebra
de Lie, e lembrando que os geradores formam uma base para o espago dessa algebra,

segue os operadores invariantes devem ser fungdes dos geradores:

e portanto,

C;,C5]1 =0

Por outro lado, vimos acima que os geradores das simetrias devem comutar com a

Hamiltoniana, segue entdao que

(Ci, H] = 0

Concluimos portanto que o operadores de Casimir servem para descrever as propriedades
de simetria de um sistema, de modo que os seus auto-estados devem classicar as de-
generescéncias dos auto-estados de energia do sistema.

Em geral, nao existe método algum para a construcao dos operadores invariantes
para grupos arbitrarios. Somente no caso dos grupos SU (N) sabemos que os operadores

de Casimir tem a forma simples de polindomios homogéneos nos geradores:
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) = A°G,
Cy = A®G,G,

onde as constantes A sdo fungdes das constantes de estrutura.

Um dos operadores de Casimir é sempre dado por
Cy = 1" GGl

onde 1 é a métrica de Killing-Cartan:

Nab = fadcfbcd =Tr (gagb)

onde na ultima identidade usamos que as constantes de estrutura fornecem-nos a rep-

resentacao adjunta da algebra.

Aplicagoes
Quatérnions GI (1,Q)

Um quatérnion é uma generalizagdo do conceito de ntmero complexo, e pode ser

definido pela combinacao linear geral
q=q" \u =" 2o+ "M + o+ s
onde os coeficientes g sao todos reais e os “geradores” A, obedecem a seguinte tabela
de multiplicagao:
Ao A A2 A3
X | Ao M A2 A3
A A=A Az S
Ayl A2 —As3 =X A\
A3 | A3 A —A1 =X
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Esta tabela pode também ser expressa de forma algébrica pela relacao
)\i/\j = —51']' + €ij k)\k

Para os quatérnions, a identidade sob a multiplicacao é 1\, enquanto que a identi-

dade sob a adigao é 0. A adigdo de quatérnions forma um grupo. Se excluirmos o zero,

Q)\ {0}, os quatérnions formam um grupo GI (1, Q) sob a multiplicaco.!®

Para encontrarmos os geradores do grupo multiplicativo dos quatérnions, con-

strufmos um quatérnion infinitesimalmente préximo da identidade:
U (6q) = 1o + dg = (1 +66°) Ao + 60"\
Agora, podemos reconhecer aqui os geradores e a algebra associada:'?
1
G, = _5)‘u [Go,Gi] =0
[Gi, G]] = 5ij k)\k
Um subgrupo dos quatérnons pode ser especificado pelo conjunto dos quatérnions

de norma unitéria, Sl (1,Q). Isto claramente deve se dar por meio de uma restrigdo no

espaco de parametros do grupo, que pode ser encontrada através da relacao
(1)\0 + 5q)* (1)\0 + 5(]) = 1)\0
[(1466%) Ao — 60" Ni] [(1+66°) Ao+ 60°N;] = (1 +66°) Ao + 60°\; + 66°Xo — 660"\ =
= (14266%) Ao

Segue entdo que esse subgrupo corresponde a sub-dlgebra de Lie com d6° = 0, cujos

geradores infinitesimais sao os Gj.

18Caso o zero ndo seja excluido, dizemos que os quatérnions formam um anel sob a multiplicacéo.
190 fator f% foi escolhido de tal forma a manter a relacao

(G, Gy) = &4 "M

que é a forma comumente encontrada na literatura.
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A partir destas dlgebras de Lie, podemos construir os elemntos correspondentes do

grupo através da exponenciagao:
S1(1,Q) 2 U () = exp (0'G;) = i e —10% '
' 2

n!
n=0

Uma vez que, devido a algebra dos quatérnions temos

1,..\? 0\> )
1.\° AAR
(-2) =-(2) (-2%)

podemos separar a soma acima na forma

n=0

3

(6")°

1=

0 . .0
= )\g CcoS 5 + 0" \; sin 5

onde A
v

éi
0

Os elementos do grupo GI (1,Q) também podem ser construidos por exponenciacao
direta, mas aqui é mais simples lembrar que se dois operadores comutam, [A, B] = 0,
entao

exp(A+ B) =expAexp B
logo,
exp (6"'\,) = exp (—;90/\0> exp <—;6i)\b> = e*% </\0 Cosg + 6%\, sin g)
Grupo Unitério U (2)

As matrizes complexas que preservam a métrica euclideana sdo chamadas de unitarias:

U‘*rérngs - 62]

)
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ou em notagao matricial,
UlU =1

Seguindo o procedimento padrao, encontramos os geradores construindo uma matriz

unitaria infinitesimalmente préxima da identidade:
U60)=1+iM

Neste caso, a condicao de unitariedade implica que a matriz infintesimal M deve ser

hermiteana,
(1—Mﬂ>ﬂ+ﬁM}:l+i@4—Aﬂ):l

M- M =0

No que segue, trabalharemos apenas com matrizes a duas dimensoes, ou seja, 2 x 2.

A matriz hermiteana de duas dimensao mais geral pode ser escrita como

bl 560 1+ 503 50" — 562
2\ 50t +i00% 56° — 503
1 10 1 1 1 0
= =56° + =501 + =667 + =663 =
2 0 1 2 10 2 i 0 2 0 —1
1
= 5(50”0#
onde
10
oy =
01
01 0 —i 1 0
o] = g9 = o3 =
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sao as matrizes de Pauli.

i

A dlgebra dos geradores G, = 50, é dada por

[G()a G’L] =0
Gi,Gj] = ¢;; "Gy,

Esta algebra é isomorfica a algebra dos quatérnions. Vemos daqui que ambos os grupos
devem entdo estar relacionados. De fato, o isomorfismo dessas duas algebras de Lie
permite que se construa uma representacao matricial para os quatérnions.

Um subgrupo de U (2) é o grupo das matrizes unitérias de determinante unitério,
denominado SU (2). Uma vez que os elemntos do grupo sao construidos pela exponen-
ciacao direta dos geradores da &lgebra, segue que a subdlgebra associada ao SU (2) é

determinada pela condicao de trago nulo:

U=exp(0'G,) detU =exp[0'Tr(G,)]

TrM = 66° =0

e novamente as subalgebras associadas também sao isomérficas.
O mapeamento da algebra no grupo também é feito por exponenciacao direta, como
no caso anterior, e uma vez que as algebras sao isomorficas, podemos inferir diretamente

o resultado final:

0 N 0
SU (2) 2 exp (Gka) = 0gcos + i0* oy, sin B

g0 .
U(2)sexp(0MGy) = ei'r (00 cosg + i0% oy, sin Z)

O fato de os subgrupos SU (2) e SI(1,Q) apresentarem formas idénticas é matem-

aticamente especificado dizendo-se que existe um isomorfismo entre esses eles. O fato
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dos parametros associados serem exatamente metade dos parametros correspondentes
ao grupo das rotacoes em trés dimensoes no espaco euclideano, é especificado dizendo-se

que SU (2) (ou Si(1,Q)) é o grupo de recobrimento das rotagoes.
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3. A Geometria Invariante de Escala e a

Geometria de Lyra

Nas préximas linhas iremos dar uma breve introdugao a um novo tipo de geometria
diferencial, proposta como uma modificacdo da geometria de Weyl, onde a condicao
de metricidade é respeitada. Essa geometria é construida como uma generalizacao da
geometria de Lyra, utilizando variedades base nao-riemannianas. Veremos também a
restricao de Lyra sobre a variedade base, demonstrando que ela é um caso particular

da geometria invariante de escala desenvolvida aqui.

A linguagem adotada aqui para descrever espagos com curvatura e torgao é a mesma
empregada nos textos cldssicos, tais como [1] e [2]. Para o estudo de formas diferenciais,
usamos especialmente a referéncia [3]. O roteiro que utilizaremos para apresentar os
conceitos basicos da geometria invariante de escala é baseado naquele utilizado no
capitulo 2 da referéncia [4], ao apresentar a geometria diferencial usual. As convengoes
quanto a assinatura da métrica, ordenamento de indices nas derivadas covariantes,
curvatura, torcao e qualquer outra convencgao de indices, serao as mesmas adotadas na
referéncia [5], pois sao aquelas que o nosso grupo de pesquisa vém adotando desde o

principio.
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3.1 Sistemas de Coordenadas e Sistemas de Referéncia

A maneira mais simples de se visualizar a construcao de variedades diferencidveis, é
tomé-las como subconjuntos do RY equipados com certas propriedades'. A primeira,
e mais fundamental dessas propriedades, nos diz que esse subconjunto de pontos deve
formar uma superficie suave. O conceito chave para vermos o que se entende por
“suave”, é o de um sistema de coordendas: Sejam M C RN e U um aberto do R, e
seja x : U ~ M. Como x é injetivo (), fica estabelecida uma relagao de equivaléncia
univalente entre pontos no dominio U e na imagem x (U). Dado um ponto P =
X (PU) € M, a n-nupla PV € U é chamada coordenadas de P em U (vide figura 3.1).

A primeira vista, parece-nos entdo que a suavidade de M significa simplesmente
dizer que x é suave. Porém, isto estd longe de ser suficiente! Para ser de alguma
utilidade, x deve respeitar a topologia de M, ou seja, dois pontos sobre M sao préximos
entre si se, e somente se, suas coordenadas sdo proximas. Isto significa que, dada uma
seqiiéncia (P;), ¢ € N, diremos que que a mesma converge a Py, se, e somente se, a
seqiiéncia de coordenadas correspondente, (acll, ,x?) = (PiU) converge para (PO%), o
que é o mesmo que exigir que x seja um homeomorfismo. Observe que na definicao
de convergéncia, encontra-se implicito o uso da métrica definida sobre? U. No que
segue, estaremos sempre supondo que a métrica em U é euclideana (ou pseudo), tanto
ao falarmos da geometria invariante de escala ou de uma outra geometria qualquer.

Assim, a distancia entre pontos em U é dada por

d(wsy) = |z — yll = /(@ — g1)2 + o (a7 — )2

'Embora isto possa ser visto como uma espécie de imersdo da variedade diferencigvel, tentaremos
sempre que possivel falar apenas na variedade em si, de modo a enfatizar que as suas propriedades
geométricas sao intrinsecas, ou seja, independem de como olhamos essa variedade, seja a partir de um
espago maior ou da prépria variedade.

2 Ainda mais implicita, estd a nocdo de distancia (ou diferenga entre pontos) sobre a variedade.
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(xl,-,x ) (x1+el. Lxtrg)

>

Figura 3.1: Representacdo de um sistema de coordenadas na variedade M.

Temos, portanto, que em geometria diferencial ordinaria, um sistema de coorde-
nadas ¢é definido como o par (x,U), onde x é um homeomorfismo definido da maneira
exposta acima.

A geometria invariante de escala (SI) é construida com base em uma variedade
conhecida que chamaremos de variedade base. Para se construir a variedade invariante
de escala a partir da variedade base, associamos, a cada sistema de coordenadas (x,U)
sobre a variedade base, uma fungao de escala ¢ (r), e construimos um novo espago

tangente cujas componentes intrinsecas sao agora dadas por
det = ¢ (z) dat (3.1)

Dizemos entao que a vizinhang¢a de um dado ponto P na variedade invariante de escala é

descrita por um sistema de referéncia (x, U, ¢), ou seja, continuamos a utilizar o sistema
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de coordenadas da variedade base, incorporando a funcao de escala como uma espécie
de “elemento externo”. E importante notar que a mudanca de sistema de referéncia
se da tanto por uma mudanca no sistema de coordenadas, quanto por uma mudanca
na fungao de escala, onde a primeira é independente da segunda (embora a segunda
nao seja completamente independente da primeira). Isto se tornard mais claro na segao

seguinte.

De fato, veremos adiante que a associagao (3.1) serve para definir vetores SI, em
geral, e ndo apenas no espaco tangente, i.e., dado um vetor A* na variedade base,

definimos o seu vetor SI correspondente por &# = ¢ () A*.

E importante salientar que, apesar do nome, a triada (x, U, ¢) ndo esta ligada ao
conceito fisico de um referencial. Como sabemos dos fundamentos da Fisica, é possivel
mudar de sistema de coordenadas sem fazer qualquer tipo de alteracao no referencial,
e portanto (x, U, ¢) nao especifica um referencial fisico. A representagdo geométrica
para as mudancas entre referenciais inerciais emergird ao tratarmos das tetradas dessa

variedade.

Abaixo ilustramos a riqueza de transformagoes possiveis na geometria SI, no caso

simples de uma variedade bidimensional, por meio de uma tabela

Sist. Ref. (x,0(x)) (X, 0 (X)) ()‘(, qg ()‘()) (x, o (x)
Sist. Coord. B " " B
y 0 0 y

Escala | ¢(x) =22+ 12+ R2 | ¢(X) =12+ R | (%) = (") | §(x) = (" +0*+7)

3.2 Vetores, Tensores e Sistemas de Base

A lei de transformacao de vetores SI é construida com base na lei de transformacao

de vetores da variedade base. Nesta, sabemos que o vetor deslocamento transforma-se
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como

ozY
v "
dz’ = ort dx

onde T e x sdo coordenadas referentes a dois sistemas de coordendas distintos. Assim,
cada um desses sistemas de coordenadas sera associado a um sistema de referéncia
distinto na variedade invariante de escala, e podemos escrever a lei de transformacao

de vetores SI multiplicando a lei acima por fatores de escala apropriados:

_ ) Oz

(@) de" = S0 ) do”
o, 90"
&= Eaxﬂgu

Nao obstante, para que a suavidade da variedade base seja respeitada, algumas re-

strigoes se impoem. Em primeiro lugar, temos que

oz
det <8x“) #0

como consequéncia direta do fato de utilizarmos um espago Riemanniano como base.

Em segundo lugar, a transformacao entre as funcoes de escala também deve ser “suave”,
entretanto a suavidade aqui deve ser tomada num sentido mais amplo, pois equivale
a admitir algum tipo de dependéncia funcional entre essas escalas. Denotaremos isso
exigindo que

5 (1) = 6 (x (2):6 (x (2))) ﬁj

onde o ponto e virgula serve para separar a dependéncia funcional da transformacao

£0

explicita de coordenadas. Da lei de transformacao acima, fica claro também que a
funcao de escala deve ser uma aplicacao do tipo ¢ : U — R*. Desse modo, ao re-
alizarmos uma mudanca no sistema de coordenadas (e exclusivamente nele!), induzimos

uma mudanca de escala dada por

(. U) = (x.U) = ¢(z) = ¢ (x (7))
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(.U, ¢) = (x.U, ¢ = ¢ (x()))

Nao obstante, também podemos mudar de sistema de referéncia sem mudar o sistema

de coordenadas, bastando para isso uma mudanca funcional na funcao de escala, i.e.,

(x. U, 0) = (x, U, 9)

onde ¢ é uma funcao ¢ : U — R* completamente diferente de ¢, mas ainda especificada
por ¢ por meio de um funcional,
T
6@ = [ dnFlow:l
Yo
onde F' é o nucleo do funcional, p, ¢ a medida de integracao nas coordenadas y e o
limite de integracao inferior, yo, depende da natureza da fungéo de escala original.

A generalizacao da lei de transformacao para tensores de ordem arbitraria é imedi-

o _ (@Y (D5 (0aY (05 (05
P Br ¢ () Azt ) 7\ Qms ) \ OB ) T\ 9P )

3.3 Transporte Paralelo

ata:

Em geometria diferencial, o transporte paralelo é definido como uma aplicacao linear
associando vetores em um dado ponto de uma variedade, a vetores em outro ponto,

infinitesimalmente vizinho, da mesma variedade,
oVHE =LK (V) dz®
Além da linearidade,

SV + V3 = L (W) da® + L, (Vo) da® =

= ALK (V1) dz® + LK, (Vo) dz“
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costuma-se exigir também que o deslocamento paralelo respeite uma regra de com-

posicao do tipo Leibniz,
o (VI'Vy) = L, (V1) Vy'da® + LY, (Va) V{'da®

Entretanto, o ponto crucial na definicao de um transporte paralelo, esta na propriedade

de linearidade,
LE (AV) = ALE (V)

que, em conjunto com o carater infinitesimal da transformacao, leva a conclusao de
que esse mapeamento linear é necessariamente proporcional ao préprio vetor que esta

sendo transportado, ou seja,?

SVH = =TV VP dx®

Na verdade, é simples provar que toda aplicacdo linear infinitesimal tem esta propriedade?.

Tendo em vista essas consideracdes, o transporte paralelo de um vetor SI é definido

de maneira similar ao de uma variedade afim qualquer,

oM (x) = =T 5¢” (z + d) ¢ (x) d® (3.2)

3Perceba que nesta expressio I' denota a conexdo da variedade em discussiio, e nio necessariamente

a conexao ST definida mais abaixo.
‘Prova: A linearidade

F (\z) = AF (z)

implica que a funcdo F' é homogénea de Euler de grau 1, e como tal

OF
9 _F
v ox (z)
Consequentemente,
F(0)=0

F (z) ~ 2F (0)

infinitesimalmente.
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A lei de transformacao dessa conexao é definida exigindo-se que a diferencga entre a
diferencial de um vetor invariante de escala,

a2

90",

¢ Oxt

& =

¢ ¢ 0 0%, 00z 9 . _
>axu t oo ot T pou o
0 D O gy OO O gy 0O O 06T
¢ ) 0z Ozt ¢ 0T* Ox O ¢ Ozt O Oz

o> O

_ 9
- Oz@

o0& 9 <

[IRSS

g+ (z) = ggdA dz* = gxd:z

iy a <¢> o 0°z"
$ dr 6) " ¢ 0zedun

e a variacao dada pelo transporte paralelo, seja um vetor invariante de escala, ou seja,

dg” (x) = ¢tda”

¢ax
¢ Ox

Dg” (z) = d&” (x) — 66" () = D¢ (z)

A diferencial absoluta é dada por

DE" (z) = d€” (x) + [ 5" dz" =

(0 (o\ O, & 0T _,  ¢0OT” OE" gbf oz 0z° 4
B <(9a:“ ((]5) Oxt +$8xa({)x/~‘£ +$8$“ Ox™ 54) A Qe 8x5€ d
(3.3)
Por outro lado, temos que
POT ., (90T 9 qs 5\ 5 a
ComDe (o) = (S50 o+ 0Tt 56 ) da (3.4)

Igualando (3.3) com (3.4), obtemos a lei de transformacao para a conexao invariante

de escala,

0 qg +é ot é&f oz Oz° é e oz
Oz \ ¢ 8375 qﬁ(?xa@wﬂ o Moz xB ¢ P oxr
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M=

A P AFA AFE P 2~V Iy
¢, Oxf 0z 0T 10zP 0°% 1 0 m(qﬁ) 5% (3.5)

6 X017 000 028 T ¢ 0z oxo0r® T g0z "\ g
Assim, vemos que a lei de transformagdo da conexao SI é perfeitamente andloga ao
caso de uma geometria afim qualquer, mas agora temos dois termos nao-homogéneos,
sendo o ultimo devido, exclusivamente, a mudanca de escala ocorrida ao efetuarmos
uma transformacao de sistema de referéncia.

Da expressao para a diferencial covariante, podemos definir um operador derivada
covariante SI, como sendo o coeficiente oriundo de uma mudanga de ponto e de escala

(ou seja, de sistema de referéncia) em um objeto da geometria invariante de escala

(vetor, tensor, etc.). Por exemplo, para o caso de um vetor SI,

D¢ (x) = <g§2 + F’;ﬂéﬁqb) dz® =

_ <1 350 —|—F€Xﬁf’6> ¢d$a

¢ 0ae
1N
Vad’ (z) = Mfa + T8

E fécil perceber, desta defini¢ao e da lei de transformacao de tensores SI, que as regras
para a composicao das derivadas covariantes dos objetos da geometria invariante de
escala sao exatamente as mesmas que as da geometria diferencial ordindria, bastando
trocar-se as derivadas parciais por %a%. Assim, a derivada covariante de um tensor

covariante de segunda ordem qualquer é dada por

vaguu = E I - Pao-,ugow - Focéruglwé

De modo que a variacao que esse tensor sofre por um tranporte paralelo na variedade

invariante de escala, é dado por
09w = dguy — Dgyw =

109 , , o 109w  a a o

= (F%ugau + F%ugua) ¢dx?
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3.4 Intervalo
Consideremos agora a combinacao
5 = gu€he”
que é 6ébviamente, um escalar SI. Sob um tranporte paralelo, temos que

65> =6 (Quugufu) = 59#1/5#5” + guvéfﬂfy + guvfuééy =

(P ar + T ua) 7€ = gy (T €702 ) € = g (T 0da") =
(U590 €6" + U5, 9ua€"€” = 95,03, E"E" = usT5,8€") dda” =

(F%uga,, + 1%, Gua — ga,,FCfm — gual—‘%y) EHEYpdx® =0

Isto nos mostra, de maneira consistente, que qualquer escalar SI é preservado pela
operacao de transporte paralelo na variedade. Agora, atente-se ao fato de que, em
virtude de £*£Y ser um objeto simétrico pela permuta de seus indices, somente a parte
simétrica de g, comparece no invariante s2. Isto inspira-nos entdo a definir o tensor

métrico na variedade invariante de escala pela combinacao
ds® = Guvpdat pda”

onde g, é um tensor SI simétrico. Dessa expressdo, vemos que ¢ (z) deve ser uma
funcao real de sinal definido, ou seja, que nao se anula em nenhum ponto, pois caso
contrario a estrutura do cone de luz, i.e., o carater absoluto da classificacao dos inter-
valos entre géneros espaco, tempo e luz, nao é preservado. Para ilustrar isso, observe a
figura 3.2.

Considerando dois pontos P e Q de uma variedade bidimensional localizados em
lados opostos da regiao de anulamento da fungao de escala, e cujas coordenadas diferem

infinitesimalmente por uma quantidade dx. O intervalo entre esses dois pontos sera
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Figura 3.2: Funcdo de escala para uma variedade bidimensional. Observe que se a
funcdo de escala se anula numa regido, entdo todo intervalo infinitesimal que cruze

essa regiao também serd nulo.

ds* = g, (z) ¢ (v) datdx” =0,  gu (v) #0

pois ¢ () = 0 no ponto médio x. Agora, se escolhermos um novo sistema de referéncia

tal que a funcao de escala nunca se anule
ds* = g (z) ¢* (x) datdx” #0

de modo que o cardter do tipo do luz do intervalo nao seria preservado por essa trans-

formagao de sistema de referéncia. Para sanar essa patologia, devemos exigir que ¢ ()
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jamais se anule, o que implica que ela serd uma funcao de sinal definido que, por
convencao e sem perda de generalidade, escolhemos como sendo positivo.

E importante salientar, no entanto, que o papel da funcao de escala em alterar a
estrutura do cone de luz pode ser de muita utilidade em diversos casos, tais como no
estudo de corpos em queda em buracos negros ou quando queremos estudar a estrutura

de curvas fechadas do tipo tempo em um espago-tempo de Goedel.

3.5 Metricidade

A relagdo entre a conexao Sl e o andlogo da conexao de Levi-Civita é deduzida da

maneira usual em geometria diferencial [6],

1

vag;u/ = gaagw/ - F%ugau - F%ug,ua
1

v,uguo = gaugucr - F(iiygcw - Fiagua
1

Vigou = gaugo,u - F%agau - F?/,ugcra

1
57 (aag;w - 8ugua - &JQUM) +

1
5 (vag;w - vugua - vVgO'M) = 26

2

1 1
—5 (05900 + 05, 000) + 5 (Fiuac + Thogva + Tiogap +T%900) =

2 2

Definindo o tensor de nao-metricidade,

voguv = Nuvo

podemos reescrever a equagao acima como

1 1
§gpa (Nuwvo — Nugp — Now) = _%gm (OuGvo + Ovgop — OoGuv) +

+FC[YW] Gra + F‘[“W} Yo + Fc(ym/)gom
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ou ainda, definindo o andlogo do simbolo de Christoffel na variedade invariante de
escala,
r

9" (Ougvo + Owgop — O Guw) (3.6)

N =

1
Qv
1 po 1. a a po « po
39" Nuwo = Nuoy = Now) = ¢Fuv + o1 9va9” + Tyg19an9™ + T 9a0g

De modo que

1 o
gp (NVU[A+NUMV_NMVU)

_F/E/»”’) = ¢PNV + Fa o]gyag + e [ya]gaug + 9
ro, 12 = Llfe _pa S 0 4 L0 Ny — Nyope — N
o = D) = Gl = Duoi9vad” = Tog)9and™ + 597 (Nuwvo = Nuop = Now)
1. 1
F;;)uz - EI‘%I/ +17 (] — (ﬁw]guagpg - F?yg]gaugpa + 59'00 (N,uyo’ - Nyou - Ncr,uu)

Na geometria diferencial ordinaria, as componentes F‘EW] constituem um tensor

antissimétrico nos indices inferiores, usualmente identificado com a nogao geométrica
de torcdo da variedade. Entretanto, devido a mudanca de escala, essas componentes
nao formam um tensor SI:

= Ff;ﬁ .

14 _
20 fo =

ozl 07> 0z 1 oz 0%z N 19 n 0
€0zv O axﬁ ¢ 0TV 0x*0xP ¢ Ox™
_ OzP 07 0z° 1 0zP 0T 1 0 <> 5p>

=i
yt

_¢
QS_

14

PR T Wi W S WL F e W

¢

GoxP . 07 0z 1[0 o\ O &

= PO gpw OT OT 2 L m(8) s
607 1950 98 T 6 |82 P\ 5) 08 T 5aB Oa

Em funcdo desse cardter nao-tensorial, ndo podemos associar a componente antis-

|
7N

simétrica da conexao com a tor¢ao da variedade. A expressao correta da torcao emergira

mais tarde, ao analisarmos a sua definicao geométrica.
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Mostramos acima que um escalar formado pela contracao de um tensor qualquer
com dois vetores, é invariante por um transporte paralelo. Em certo sentido, isso
nos garante que o invariante ds?> pode mesmo ser associado a nocido de distancia na
variedade. Nao obstante, exigiremos também, como é usual, que o tensor métrico
seja transportado paralelamente pela conexao SI, ou seja, exigiremos que o tensor de

nao-metricidade seja identicamente nulo,
vag;w = Npyve = 0
Isto simplifica entdo a relacao (3.7) para:
p 1. p P @ po el po
I_‘p,y = 7]~—"u,y + F - F [Mo-}gl/ag - [yo-}goqug (38)

o (mv]

’

E importante destacar que isto constitui tdo somente em uma restricio a mais
b invariante d la®, d d tensdes nao-métricas da teori
sobre o espago invariante de escala®, de modo que extensGes nao-métricas da teoria
(Nuwe # 0) também sao possiveis. Também ¢ importante relembrar que I}, é apenas
andlogo & conexao de Levi-Civita da variedade base, dado que é construido da mesma
maneira a partir do tensor métrico. Entretanto, g,,, ¢ um tensor SI, de modo que a lei
de transformagao de I}, é a mesma que (3.5), e nao a que se obtém na variedade base.
E interessante também notar a parti¢do da conexao (3.8) em suas partes simétrica

e antissimétrica. Para isso, introduzimos a notacao

Qs =%~ T 900" — T 9o (3.9)
;[]W} - FTW] ’ Q?W’) = D1 9vag”™ + Ulyo)9ong™
de forma que
FITW} - QIEW] ’ FP(MV) - glbfll)w + Qp(w)

5De fato, isso constitui um vinculo entre a conexéo e a métrica, ou se preferirmos, entre os simbolos

de Christoffel e a conexao afim.
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3.6 Curvatura Como Uma Medida de Nao-Integrabilidade

das Rotacoes, ou de Nao-Holonomia

A curvatura de uma variedade pode ser encarada como uma medida da integrabilidade
das curvas autoparalelas definidas sobre a mesma. Uma curva autoparalela é definida

por
10g
¢ Ox™

onde £” denota o vetor tangente a curva. A integrabilidade dessa equacao diferencial

Vol (x) =

parcial é baseada na comutatividade das derivadas covariantes. Se a geometria fosse
trivial, a condicao de integrabilidade seria escrita como

o2 &P 5 &P
Ox2dxP  OxPor™

enquanto que a equacao de autoparalela se reduziria a

9 _
ox®

Em geometrias nao-euclideanas, a ingrabilidade deve ser definida em termos da

comutatividade das diferenciais absolutas. Assim,

D€ (0) = (o + Tl ) da® = 40
D ) = D0 = (528 4 10,05 ) =

0 0 og°
— (0 | (5o + T ) s 10, (G55 4 1280 ) o ) ae” =

oz)\) )\ og° o A o
OxPox™ A qbrow\a 7T ¢Fﬁga — + oI5, dT%0E ) dz®dx’
Por outro lado, também poderiamos ter calculado as diferenciais com indices trocados

DeP (z) = (gf + 17 g%) dzP = AP
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D?¢P (z) = DAP = (gA +17° A’\qﬁ) dx

. o 0&° 0 p o af)\ ) . ;
n <a$a 8l‘ﬁ + oxre (Fﬁo'g (b) +¢Fo¢>\8 3 +¢F )\(ZSF 0—5 dz” dz®

o
[ o oer 0 (r%9) %
=\ znger T gpe & T B gpa O

Maﬁﬂar \O0%,E7 | daPda®

Dizemos que a curva ¢ integravel quando

D*¢* () — D" (z) =0

Ou seja, devemos ter que a diferenca

o2¢r 0 (qﬁF‘;)\) \ ) o , . )
(81‘58:3@ + oxP § +¢F06>\8 ] +¢Fﬁaa Py +¢F ¢F /\f dz*dz®

82§p a(¢r%g) . bl ) ag)\ , . ,
81‘0‘61'6 T 8;1:04 f er)rﬁlfa « +¢Fo¢)\8 3 +¢F )\QSF 05 dx d:L‘

0
8 (¢FP040) J (¢F BU) o a
5F ot STy — 1%, 0T, | €7 dada”

seja identicamente nula. Isso pode ser expresso em termos do tensor de Riemann (ou
de curvatura):

o
_ 1 [0(¢T0) a(¢F5”) A A
= 5 (2 - ) s, orons,

(3.10)
exigindo que todas as suas componentes sejam nulas

Assim, podemos dizer que o tensor de Riemann é uma medida da nao-integrabilidade

das curvas autoparalelas de uma dada variedade
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3.7 Tetradas

Podemos definir, em analogia ao caso da variedade base, um campo de tetradas para a

variedade SI através da seguinte expressao:
ds? = Guodrt pdx” = nabeZeZ¢dx“¢de

onde 74, € a métrica de Minkowski, que em coordenadas cartesianas toma a forma
N = (Nap) = diag(1,—1,—1,—1). Em analogia a variedade base, definiremos que a
métrica de Minkowski se transforma como um tensor de Lorentz, e que as tetradas se
tranformam como vetores de Lorentz nos indices internos (latinos), e como vetores ST

nos indices de espaco-tempo,

Observe que estas definigoes sdo consistentes com toda a construcao colocada acima.
Em particular, vemos que o intervalo é invariante nao apenas por transformacoes gerais
de sistemas de referéncia, mas também por transformacoes de Lorentz em cada ponto

da variedade invariante de escala,

ds? = n-l;e_ﬁeé;q;diﬂqux =AZ? AbnabAaecﬂAgde‘équjﬂqua—jf/ —
= Nave’s ey pdzl ¢dz” =

B ¢83: . 608 —83: —837 -
b o %saxv ﬁ¢ 70 5 B

= nape’clydda pda”

Assim, podemos ver que a relagao entre a tetrada SI e e a da variedade base h, é da

forma

€a

1
a :*h?x
¢
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A principal diferenca entre o campo de tetradas SI e o da variedade base, é que
enquanto nesta as tetradas levam vetores, tensores, etc,. da variedade para o espaco
tangente, e vice-versa, na outra ndo. Os vetores SI sdo mapeados, via tetrada, em
vetores de Poincaré, que ndo estdo no espago tangente da variedade invariante de escala.
De fato, o espaco-tempo de Minkowski adquire, na teoria SI, um cardter muito mais
semelhante ao dos espagos internos (fibrados) das teorias de gauge usuais, enquanto
que nas teorias relativistas mais comuns (Relatividade Geral, Teleparalelismo, Einstein-
Cartan, etc.) essa identificacdo é muitas vezes nublada pelo fato do fibrado principal

se confundir com o espago tangente.

3.8 Curvatura, Torcao e o Grupo de Poincaré

Modelos gravitacionais geométricos tém grande similaridades com as chamadas teorias
de gauge. De fato, em certos casos particulares (como o do Teleparalelismo), pode-se

76 onde o grupo de simetria

mesmo descrever a gravitacao como uma teoria “de gauge
interna, local, é tomado como o grupo de Poincaré (ou algum dos seus subgrupos,
tais como o das translagoes). Nesta segao, veremos como podemos encarar a teoria
invariante de escala como uma teoria “de gauge” para o grupo de Poincaré utilizando o
formalismo de formas diferenciais. Uma rapida introducao a esse formalismo pode ser

encontrada no apéndice ao final deste capitulo.

Os geradores do grupo de Poincaré sao
ZL/A - {Paa Mab}

onde P, sao os geradores das translagoes, e M, sao os geradores das rotacoes espago-

SA razdo para as aspas é que certos autores nio consideram teorias “de gauge” aquelas que sio
baseadas em grupos nao-compactos, em virtude de certas dificuldades e ambigiiidades que aparecem

ao se introduzir os campos compensadores (campos de gauge).
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temporais de Lorentz. A dlgebra de Lie satisfeita por esses geradores é

[Po, Py] =0
[Maba Pc} = Mpe Lo — Nac by (3'11)

[Mab7 Mcd} = nadec + nbcMad - naCMbd - nbdMac

Conforme discutido no apéndice, ao tornar esse grupo uma simetria local da teoria
em questao, faz-se necessaria a introducao de campos de gauge “compensadores”. Pode-

se mostrar [7] que os campos de gauge requeridos para isso sao as 1-formas SI
AA — {ea wab}

e = e, pd’ w® = w,qubdm“

ab

onde e sao as tetradas, e w)

L é conhecido como conexdao de spin (ou conexao de

Lorentz). A conexdo de spin é definida pela relacio”

1 0e?
a K P a0 _ _,,a b
Vae, 6 90 ey = —wave,

Essa definigao é andloga a equagao (3.2) usada para definir a conexao SI. O lado es-
querdo nos dé a variacao total da tetrada ao sofrer um deslocamento paralelo no espago
de Minkowski (lado direito).

As constantes de estrutura do grupo de Poincaré sao facilmente obtidas comparando-

se a algebra acima com a expressao
[tasts] = fapto
O field strength associado a esse grupo ¢ dado por
FAty = (dAA + %AB A ACfBCA> th =
= 1pod + %R““Mik

2

"Como a tetrada é um vetor de Lorentz, os indices latinos, tanto das tetradas como da conexéo de

spin, sao levantados e abaixados usando-se a métrica de Minkowski.
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Para facilitar os calculos, vamos dividir o “dominio” do indice A da &dlgebra em dois

subconjuntos: A associado aos geradores P,, e A associados aos geradores My;. Assim,

1

1
. 1 ,
+ (dA““ + 5AB A AC fBC““> M;
Comparando
[tasts] = fap’te = fap'Fa

com (3.11), vemos que os unicos fBCA nao-nulos sao dados por

d d d
fag" = fA'B = fab,c

My Pl = fanePa = (medi! = 1acdi’) P
Similarmente, as constantes de estrutura f BCA sao obtidas a partir da ultima linha
da algebra de Poincaré (3.11),
[ta tB] = fap’te = Fap™M;
[Mab, Mea) = fapea ™ Mir =
= (a8 + med0F — nacdiof — madiol) M
Portanto, as componentes, na algebra, de 7¢ sdo dadas por

1 4 a1 a d
57 =de —|—§wa Nefop e’ =
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1
= de? + §w“b A e (nbcég - nacdbd>

=de? +w? A
enquanto que as componentes de R** sao

1_. ) 1 )
§Rzk — dwzk + §wab A defab,cd ik

1 . . . 4
5 A (MaadfSE +Mocdidf — nacdidf —madiok) =

1 . . ) .
_ 5 (nadwm A wkd + nacww A ka o nacwm A ka o nadwm A wkd) _
1 : , ,
— 5 (nadwm A wkd _ nadwm A wkd) _ nadwm A wkd —
:wj/\wkd :wid/\wdk

1 . A .
§R2k = dw™® + Wi A w

(3.12)

(3.13)

As equagoes (3.12) e (3.13) sdo conhecidas em geometria como equagoes de estrutura

de Cartan. Para projetar essas expressoes em termos de componentes do sistema de

coordenadas da variedade base, é preciso apenas lembrar que w e e sao 1-formas SI, e

aplicar entao os resultados do apéndice. Para a parte translacioal,temos:

%Tfl =d <eﬁ¢)d:c#) + 1 (w;}bgbd:c“) A (epdz) fab,cd _

2
= de¢dat + eldpdz’ +

1 a c v
+ §w,ubelz (nbcéél - nacébd) ¢dx'u N ¢d$

= ;aye;j (pda” A pdat) + (;2 voel (pdz” A pdzt) +

+ che,f (pdzt N pdx”)
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1 1
=3 a8,,63 — aﬁuef + w,flce/f uc o+ ¢8 In ¢e ¢6M In qﬁe,ﬂi odx’ pdat =

1
= 5Ty da pda”

onde definimos

1 1 1
" $8,, ¢8 ed + wl,ceu jceyc + 5&, In ¢€,il - gaﬂ In ped
(3.14)

Para a parte de rotacao do grupo de Poincaré, encontramos

%R““ =d (wﬁkéf)d:c“) + (wpgdda) A (wlflkgﬁdxl/) -

1 . 1 .. /1
(d)&,wﬁk(ﬁdx”) A ¢dxt + —wﬁk (¢

+%(w#dwdk—w W), )((bdx“/\qﬁd:):)

a,,¢¢de> A pdz +

11
= 2¢ (8 ik auwlk—l—qzﬁw,jdw ¢w wd’“+w’“a Ing — w’k8 lnqb) odx” pdxt =

= iszqudx”gbda:“

onde definimos

1
R,,* 5( Wk = i + pwi W — pw? w4+ WD, In G — wiko 1n¢>)
(3.15)

Nas teorias usuais de gravitacao, as quantidades (3.14) e (3.15) s@o, respectivamente,
associadas com a torcdo e a curvatura da variedade. Antes de verificar se essa mesma

associacao pode ser feita aqui, precisamos analisar um pouco mais de perto a conexao

de spin.
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3.9 Mais Sobre Conexao de Spin

Como vimos na se¢ao anterior, a conexao de spin é uma 1-forma SI definida de maneira
analoga ao processo de transporte paralelo. Conforme discutido na referéncia [7], essa
conexao também pode ser interpretada como sendo o potencial de gauge do grupo de
simetria local cujo conjunto de parametros é dado pela transformacgao de Lorentz de-
pendente do ponto, i.e., o grupo de simetria é tomado aqui como o grupo de Poincaré.
Entretanto, para que a definicdo de conexao de spin fique completa, é necessario es-
pecificar como a mesma se transforma sob uma transformagao de Lorentz e sob uma

8. Ambas as leis de transformacdo podem ser

mudanca de ponto na variedade base
obtidas diretamente a partir da definicdo da conexao de spin, sob a exigéncia que essa
defini¢ao seja covariante sob as tranformacoes requeridas.

Assim, fazendo uma transformacio de Lorentz, temos

Vae) = —e0;
. 10e _
Vach = oo = Thuef = 50n (\ief) T, Mes =
1 - = (1
= gaaA‘;e/ff + A% <¢8ae/‘f — F’gue;‘) =
= 18 Ale® + <— a,b )e“
- ¢ attaty baa | “u
de modo que
1 _ s
0N+ (—A%w3a> el = —Ab e
- - 1
Oae = Ajwa oA — = (0aAG) AL

que ¢é totalmente analoga a lei de transformagao usual. E importante salientar que a

diferenca aqui nao esta na transformacao de Lorentz em si, a qual é feita exatamente

8Dado que a conexio é uma 1-forma invariante de escala, suas componentes wﬁb devem se transfor-

mar como vetores invariantes de escala, em principio.



Capitulo 3. A Geometria Invariante de Escala e a Geometria de Lyra 97

com a prescricao padrao, e portanto tendo a interpretacao fisica usual, mas sim na
conexdo de spin que nao ¢ o mesmo objeto encontrado nas teorias de gauge usuais da
gravitacao (e.g., Teleparalelismo), reduzindo-se aquele somente no limite de ¢ — 1.
Efetuando agora uma mudanca de sistema de referéncia (que incorpora a mudanga
de ponto na variedade base), temos
o ¢ O0x* ¢ Oxt o ¢ O0x™ ¢ Oxt b oa
Vae, = 5015 § 0T aly = 3975 4 07F (‘%%yb)

e portanto
ox®
O w(;zlb

e O
Wab—g

conforme esperado.
Outro aspecto interessante da conexao de Lorentz, é que ela pode ser vista como

definindo dois novos operadores diferenciais, conhecidos como derivada de Fock-Ivanenko®,

1
DoB® = EOQB“ +w B

e derivada covariante total,

1
VB = gaaBg ~-T%, B+ wocbe/f

Com estas defini¢oes, podemos ver facilmente que

V'oBj = VB! +wl,B} (3.16)
V'aB) = DoB* —T%, B} (3.17)
e também,
1
Ve, = gaae/‘j —TRue, + wgbeﬁ =0

9F importante destacar que essas defini¢bes sdo validas em variedades SI, ou seja, construidas como

extensOes naturais das defini¢oes conhecidas na literatura.
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de forma que a definicdo da conexao de spin pode ser vista como uma espécie de
condicao de “paralelismo absoluto” para o campo de tetradas. Se relembrarmos agora

da condicao de metricidade, escrevendo-a em termos de tetradas, temos que
b
Vaguw =0=V, (nabeie l,) =0
\v4 a b + a \V/ b _ 0
Tlab aeuey nabeu a€y, =
ou ainda,
vaab+ avab_ acb_|_ abc_O
77ab aelu,e v nabeu Oée v nabwa celj,ey nabe uwa CeV -
O termo entre parénteses pode ser escrito como
b b
Wabc€y, €, + Wach€), e, =0

devido & simetria de Lorentz:

Wabe = —Wach

Portanto, vemos que

Vaguw =0= V'ae; =0

Dessa maneira, embora, em geral, as condi¢oes de metricidade e paralelismo absoluto

da tetrada, sejam ligadas por relagoes do tipo

Vae, =0= Vagu =0
Vaguw =07 Vae, =0

a conexao de spin pode ser vista como um objeto que visa restaurar a correspondéncia !’

Vaguw =06 Vige; =0

0P rovamos aqui somente a suficiéncia do paralelismo para a metricidade. A necessidade pode ser

também provada de maneira igualmente simples.
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ou seja, a conexao de spin pode ser vista como um objeto geométrico definido tal que
o paralelismo absoluto da tetrada seja equivalente a metricidade da variedade.

A conexdo de spin, tal como qualquer outra conexao, pode ser decomposta numa
parte ligada a geometria Riemanniana e outra complementar a esta. Para ver isso, par-
timos do paralelismo absoluto da tetrada ante a derivada covariante total, e empregamos
a decomposicao (3.8):

1
wyy =Ll el — —

_1ony pa
ob o€p ¢eb8aeu

1

1 3
wgb = elZ <¢Fpa'u + Fp[a“] — gpo']_—‘/‘fao_}g‘uﬂ — ngF [#g]gﬁa> epa qb@'lgaaes' =
1. 1
= e’;gl“’zweg — Ee’g@aeﬁ - K% =
1,
= 5'70% - Kaab

onde definimos as quantidades

P ea

oa /6
I foy] &0

[ao] [po]
Yoy = €y <F’2W> e, — €h0aey = ¢ (fpau — 5";8&) e,

o =eT egpte ggach — €l

A derivada de Fock-Ivanenko é definida de modo a se transformar covariantemente

sob uma transformacao de Lorentz local:

_1 1
¢ ¢

_ /1 _
=A% <¢8aBd +wgaBa> = A%D,B?

Oa ( @Bd) + AGw! A2AY B — = (9,A%) ASAY B =

Com isso, fica facil ver das expressoes (3.16) e (3.17) que a derivada covariante total é

covariante tanto por transformacoes de Lorentz locais quanto por mudancas no sistema
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de referéncia,

5 a_gb@x“Qﬁ@x“ a a b
VB = S g o (Veli +wnl)
V'oBi =A% (DoBS T, B2)

o que justifica a nomenclatura.

3.10 Torcao Como uma Medida de Nao-Integrabilidade

das Translacoes, ou de Nao-Paralelismo

A torcao pode ser vista geometricamente como uma medida de nao-paralelismo de
vetores usuais, quando transportados paralelamente sobre a variedade SI. O conceito
de paralelismo estd ligado as translacoes, de maneira andloga ao modo pelo qual a
curvatura é ligada as rotagdes (holonomia). A figura 3.3 ilustra o esquema geométrico
a ser desenvolvido.

O elemento crucial para o que pretendemos é descobrir qual a conexao, na variedade
SI, que realiza o mesmo papel da conexao da variedade base. Para tanto, lancamos mao
do fato de que o deslocamento paralelo é definido como um mapeamento linear, de modo

que

5¢d$/ (qﬁdm“) = 5¢dz’ ((25) dxt + ¢5¢d:c’ (dm“)

1 1
Opder (dat') = gécbdz’ (pdxt') — g%dz%dﬂr“

onde g4, () representa o deslocamento do objeto ao longo da curva gerada por dz’.

Da definigao (3.2) da conexao SI, vemos que

Opdar (¢dat) = =T soda b’

S

(5¢de (dl‘u> = — (FI';/B + ¢2 (5%8a¢> de,ﬁ(ﬁdl'/a
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Figura 3.3: Deslocamento paralelo de vetores nao-ST sobre uma variedade ST. O vetor
dx € deslocado ao longo de dx’ chegando ao ponto C', enquanto o deslocamento na
ordem oposta encontra o ponto C. A diferenca entre os vetores C e C' é a anolonomia

da variedade.

de forma que F’; gt %5%30[ In ¢ faz o papel da conexao linear na variedade SI para tran-
porte de vetores de espaco-tempo. Agora, comparamos isso com o efeito de transportar

dz' ao logo de dux:

S

5¢d96 (dxm) == (F%a + ¢2

5’38@) daP pda’™

A nao-integrabilidade (ou nao-paralelismo) do transporte paralelo € definida(o) como
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a diferenca

1
¢

1

0400 In ¢ — 5

Opde (dx'™) — Oganr (dat') = <F/;5 -, + 0405 In ¢> da’ pda’™ =

= Taﬁ“d:pﬂgbdm’a

Taﬂ” =2 <F‘[Laﬁ] + ;5’[}}606] In gb)

Na proxima secao, veremos que esta é exatamente a forma da torcao quando ex-
pressa em termos de vetores de base da variedade SI (compare com (3.18)), de modo que
a torcao pode ser interpretada como uma medida da nao-integrabilidade das translacoes
numa variedade.

O termo éé%@al In ¢ na torgdo constitui os chamados coeficientes de rotacao de
Ricci, que podem ser definidos como as constantes de estrutura da algebra de Lie dos
vetores de base do espaco tangente da variedade. No caso de uma variedade SI, os

vetores contravariantes de base sao d§ = ¢dx e seus duais sao dados por J; = ¢ 10,

de forma que

[185, 1aa] _cr Lo = 1o, (1> O + 050 — | =200 I+ — 0005 =

¢ "9 Pag™ ¢ " ¢ ¢? ¢ ¢?
1 1
_ [ Zsp bl
= <¢5[58a] lan)) ¢8p
Essa é uma diferenga fundamental entre o espago tangente da variedade SI e o espago

de Minkowski: a base deste é holonoma, equanto que a daquele nao.

3.11 Ainda Sobre Curvatura e Torcao de Gauge

Podemos agora voltar as expressoes (3.14) e (3.15) e tentar reescrevé-las em termos da
conexao invariante de escala, fazendo uso entao da condigéo de paralelismo absoluto das

tetradas que, como vimos na secao anterior, vincula os valores de tetradas e conexoes
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uns aos outros, de modo que

1
—0,eh = w,, ey — T2 e

b a va vpta
Substituindo isso em (3.14), temos
P d P d ¢ 1 d 1 d
TW Fwep —wybe <ijep —wube ) +wd € #Cey—kg@l,lnqbe# —gf‘)uln(;ﬁey =
1
_ P P d — d
=2 [F vl T 55[”(%] ln¢] e, =1, "€,

Temos portanto que as componentes espaco-temporais da torcao de gauge do grupo

de Poincaré na geometria invariante de escala sao dadas por

» ¢5’fuay] In¢ (3.18)

Tuu =2 [Fp
Usando a lei de transformagao (3.5), é facil ver que o tltimo termo da expressao

acima compensa exatamente os termos oriundos de I'” P de tal maneira que a torcao

vu
se transforma como um tensor SI. Para provar isso, basta ver que a parte antissimétrica

da conexdo se transforma como

b, 0Pl (0P 0w oo 11/, ¢\ _ s A\ _
[aﬁ] Qbr Eaxy2 <6.Ta al’ﬁ axg O + ¢2 6580‘ In ¢ 5046,3 In ¢ —
é
¢

_ P o7 O 11 - T

19zv Oz 8xﬁ 2 ¢ 2
de modo que, até este ponto, a lei de transformagao para a torcao fica
1 ¢ OxzP O O7° — 1 -
- p_ 7 zr Y o _ 8P
9Tk = ¢ 0T 0¥ 8:U“F [l ¢6[V8M] ing

Agora, perceba que o dltimo termo pode ser escrito como

1 — 11 [/ OxP oz - oxP 0x°
Pa}lngb— <8 8”581n¢ 957 Dr

g(s[l/ m = 55 (508 ln¢>

G O0xP 0T 0T 11 ey + = 9 1 =
= 607 90 G 2 930106 = 20\ Ing) =

¢ OzP 97 07° 1 -

= 4057 92 oar 5O P09
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Entao,

1 6 OxP 97> 97° [ - 1. i
Z p_ 0020077 07° (o,  lg, _
27'u,u ¢ 0Z° DV Qxt < e ¢5[Aas} In ¢>

¢ OxP 02 017 1 _

= $ 077 dav dzrn 2 N

g

O paralelismo absoluto das tetradas também nos diz que

0,0ues = 0y (qﬁFiaea) — 0, <qﬁwﬁcncbeab>

0,0ues = 0y (qbf";m) e, + ol 0ve, — qba,,wﬁcncbeg — qbw/fcncba,,eg — wﬁcncbeg&,qb

. 1 ‘ . . .

&,wﬁk = gngkez {81, (qﬁf‘ia) e, + ¢2I";m (Ff,pej. — w,fcncdepd> — ¢2wﬁeneb (I"Zae},’ — w,fcncdeg) +
—wﬁcncbegﬁygb — 81,8“6;;}
Substituindo isso em (3.15),

; 1/1 . . . .
Ry =2 <¢ngke§§ 10, (670 ep + 67T (T8 = winuaey!) = 0w nen (Thae) — winaed) +

—w,ﬁcncbeg&,qﬁ — a,,aue;} +

1 ) . . .
= 31 |0 (0T%0) e + 67T (D700 — wiimeae]) — Pl (o) — wlmacd) +
—w,fcncbeabau¢ - auayeé} +
+¢w,f dw/fk — qﬁwﬁdw,,dk + wﬁk&, In¢ — wlfkau In qb)
que apé6s uma pequena algebra, pode ser escrito como
. 1 4
Ry = 25 {00 (90%) = 0 (61%0) + 9°T0al'y, — 9T, } eoen®”

ou ainda,

ik _ po i o, gk
Ryu - Ruuaeaegn



Capitulo 3. A Geometria Invariante de Escala e a Geometria de Lyra 105

onde

1
Ri,ua = ? {81/ (¢F(La) - aﬂ (d)rclr/a) + ¢2F€Lar(i/p - ¢2rp ng}

(3.19)

Comparando com (3.10), vemos que a curvatura pode ser vista ndo apenas como
uma medida de nao-integrabilidade de curvas autoparalelas, mas também como um field
strength associado as rotagoes de Lorentz vistas como uma simetria local da variedade

A relagdo (3.18) entre a torcao e a parte antissimétrica da conexao pode ser utilizada
para reescrever a decomposicao (3.8) na forma

1
e, = grgw + = (

P—TMPV_ ) ¢5€u8 ]111(25 ¢(5 0, ]ln¢gyag +
- Lo

Os tdltimos trés termos podem ser postos na forma
! 5 o1 1 pr _ 1 07,0511
g [H V] neo— gb ] N oguag”’ — 5 [v n¢gaug
11
= ai (gaua Ing — gazxa,u Ing — gl/,uaa Ing + gl/O'a,LL Ing — guuao Ing + ga,ua In ¢)

1
= g (g;wau In ¢ - guuaa In QZ)) gp =

1
= 2gua$5?ﬂalj} ln (ﬁgpﬂ'
de modo que a decomposicao da conexao seja

1
e, = frﬂ + = (

1
T p_Tlf;ﬂ'T’Zw)jLQ*

¢5C[“0,8,,] In ¢gaug” (3.20)

Na secao 3.14 veremos que, no caso particular da geometria de Lyra, todas essas
expressoes ficam bem mais simplificadas

Podemos calcular o trago da conexao invariante de escala nos seus tltimos indices

_ p
FZP EF[/:P + F

1.
(bfup ¢8 Inv/—g

uo) ~ Vuo19009™ = Do 9ong”™

(3.21)
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e também o trago entre o indice da derivada covariante (primeiro inferior) e o indice

superior:

1. 1o
S N K re . =-re +2r?

F[;W - o P [pv] — * [val o [pv]

Usando a defini¢ao (3.18) da torgao, isto pode ser reexpresso como

e, = ;ay In (¢*/=g) — 7. (3.22)

3.12 Anulamento de Curvatura e Torcao e o Espaco de

Minkowski

Vamos agora tentar analisar sob que condiges gerais curvatura e/ou tor¢ao se anulam,

e se hé alguma relagao disto com o espago de Minkowski.

3.12.1 Curvatura Nula

Da expressao (3.19) e usando a decomposi¢ao (3.8) temos:

1 r loa g
Rl = 53 100 (P 0Ty = 019050 = T 19900 ) +
_ P P _ B po B po
a,u (F Vo T L [val o' [vo)9es9 oI’ [ac])9BvY ) +
(P 0y — 01, 0030 — 119300 ) %
X (ff,A + QSFp[VM - Qbre[ydgkegpc - ¢F9[A<}90V9PC> +
— (% + 6Ty = 01 0039 — 017, 19306 ) ¥

’ 0 0
x (T3 + 0T%,) = 9T, 909" — 6T 909" ) }
Podemos compactar essa expressao usando (3.9):

p L 5 g 1
Ry,ua = 7R1/,ua + Ruua + =

¢2 & (Fitanu)\ - F)z\/aQZ)\ + Q)/\MFI;/A - iarfﬂ)

(3.23)
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onde

RO = 0,00, — 0,00, + TN, — 2,17

QP 1 o P 209\ P 20N OF
uua_?{a” (¢Qua)_au(¢Qva)+¢ Qua@yr — 9" Ca “)‘}

=
11

A expressao (3.23) é interessante por nos mostrar de maneira explicita que caso a
parte antissimétrica da conexao SI se anule, entéo a curvatura SI se reduz, basicamente,
a uma transformacao de escala do tensor de curvatura construido com base no analogo
do simbolo de Christoffel. Por outro lado, lembremos a relagao (3.15):

R ik:

” (8,,wlik — wiF 4w dwjk — gbw/j wik 4 wﬁk&, In¢ — wi*9,In qS)

=

Essa expressao nos mostra que no caso de termos uma conexao de spin identicamente
nula, a curvatura do espaco se anula. Em virtude do paralelismo das tetradas com
respeito a derivada covariante total, temos que o anulamento da conexao de spin implica

que

- 1
%, = 56%80[65 (3.24)

que podemos chamar, em analogia ao Teleparalelismo, de conexao de Weitzenbock SI.
Um caso ainda mais restrito ocorre se tomarmos a prépria conexao de Weitzenbock
SI nula''. Nesse espaco a curvatura também se anula, mas a torcdo adquire a forma

simples

1
Tl’;u' P = 255/{“81,] IHCZJ

em que a dependéncia com a transformacdo da escala'? foi completamente eliminada.

110 que equivale a admitirmos que as tetradas sdo constantes.

1205 termos que expressam essa dependéncia sio sempre expressos em termos da razio

e
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3.12.2 Torgao Nula

Analisemos agora o caso de um espaco em que a tor¢ao seja nula. Pela relagao (3.18),

isso implica que

. 1
P s
D = 507,00 0 (3.25)
O objeto (3.9) para essa conexao sera
< 1
Ql/)w = g (5zau Ing — guuap In ¢) (3.26)

Enquanto que a conexao em si se resume a

o 1 /o
o= (1% + 0,00 06 ~ 9o 6) (3.27)

Vemos aqui que, no caso de tomarmos o limite ¢ — 1 isso se reduz ao espago

riemanniano.

3.12.3 Curvatura e Torgao Nulas, ou Espacgo Flat

Agora, analisemos o caso em tanto a curvatura quanto a torcao se anulam. Pelas
condigoes (3.24) e (3.25), temos

e L

a 1
(wa] = gbe‘;@[uea} = —01 00 In ¢

¢

ou seja,

@Leb - 3ae£ = eﬁ@a In¢ — 626# In ¢

«

Oy (¢e§) = Oy ((Z)ellj) (3.28)

Essas equacoes sao equivalentes a condigao de integrabilidade para as tetradas “triv-

iais” da geometria usual.



Capitulo 3. A Geometria Invariante de Escala e a Geometria de Lyra 109

3.12.4 Minkowski-SI

Outro caso interessante é o de um espago em que a métrica SI possa ser posta numa
forma de componentes constantes'®, de tal sorte que o andlogo da conexdo de Levi-
Civita seja identicamente nulo. Com isso vemos que um espago, na geometria SI, cujo
intervalo é definido por

ds® = n,,¢* (z) da*dz”

possui curvatura

torgao,
1 1
P = P v = I —5*
€ conerao
FZV = pv = F/[],u,u] B Fo[[,u(r]n’/anpa - F?yo]naﬂnpg

p TP p _ o o a o
Q= Thups Uy = = (Thuoman” + Ty )

todas nao nulas. Perceba, pela tltima identidade, que a condicdo de metricidade im-
plica que a parte simétrica e a antissimétrica da conexao sao relacionadas, mas nao
determina uma forma especifica para a conexao. Denominamos um espago desse tipo
de Minkowski-SI.

Aqui ficam claros dois casos particulares. No primeiro, se tormarmos I’ ’[’W} =0a
curvatura e a conexao se anulam, e a tor¢ao se torna

1
T,, " =2-0

" p ’[Juay] In¢

3Por uma trnaformacio de equivaléncia, sabemos que essa forma de componentes constantes pode
ser posta numa forma diagonal

(M) = diag (1,-1,—-1,-1)
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que é um espaco que ja tinhamos encontrado antes. O segundo caso, é aquele em que
a torgao se anula, e portanto a conexao passa a ser (3.26), que difere do espago mais

geral de torcao nula apenas pelo anulamento do simbolo de Christoffel*4,

3.13 Isometrias e Simetria Conforme

Nosso intuito nesta secao é estudar, brevemente, as isometrias permitidas numa var-
iedade de geometria SI e estabelecer uma ligacao com a simetria conforme. Comegaremos
por discutir quais sao as isometrias gerais da variedade SI, e em seguida discutiremos
como tranformagoes conformes na variedade base se refletem na geometria SI e, por

fim, qual a equagéo que determina a simetria conforme da variedade SI.

3.13.1 Isometrias

Considere a transformacao da métrica

¢ (2)\? 0z 0P
& (5:)) oz oz I8

ao efetuarmos uma tranformagao de coordenadas infinitesimal,

g 2) = (

e uma mudanca na funcao de escala. Mantendo apenas termos de primeira ordem em

X, obtemos
1 \? 1 \? 1 2 1 \? _
<¢<x>> %<$<x)> <1+XA3AIH<5(90)> %<¢<>> (1-200m9 @)
s )00 )~ (SE0) (1= 200010 50) (30 0) — 0 ()" — 05 ) 00")

14Esse anulamento também pode ser obtido no caso mais geral, mas apenas localmente, equanto que

neste exemplo estamos fazendo a exigéncia de que ele se anule globalmente.
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Portanto, a variagao funcional na métrica é dada por

00Gur = Guv (T) — G (T) =

= g (@ [(jg) (1- 2006 (@) - 1] -

- X)\akg,ul/ (‘/E)

<

) (@)
5 ()

)2 (ga” () X + g (2) DX ) +

ou ainda, considerando que em ordem zero

=m0 (5)
temos
Pt = e (2] [(i 8)2 (1 —2x*0xIn¢ (m)) - 1] - (Zi) Eg)Q (Ouxw + Buxu) +
! <m> 2 X" (Ougor (%) + Ovgpa (%) — Oapu (7))

Se lembrarmos agora a defini¢ao (3.6), e que este objeto é simétrico nos seus indices

inferiores, vemos que

009 = Guv (z) [(g Ei;)Q (1 - 2X)\a>\ Ing (37)) - 1] - (Z Eg)Q (614Xl/ + auXu) +

(82 et

Agora, da relagao (3.8), e usando a definigao (3.9), temos

o = g (@) [(j ) (1200 mo @) - 1] (LY o T+ ) +

¢ (2)\?
+ <¢—5($)> 2¢ (z) XPQZW)

ou ainda, em termos do vetor de Killing-SI £, = ¢xu,

o =0 23) < o jometa) 1| - (5) @ v+

( x) - 5P l,)lnq§> (3.29)

l‘
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Dada uma métrica g,, () a condi¢do dpg,, = 0 define uma isometria, cujos ger-
adores infinitesimais sdo os vetores de Killing x°. Nesse caso, a equacio doguw = 0 ¢é

denominada equacdo de Killing,

Vb + Vi€ + (3.30)

n 2
— G (z) |1- 2£>\;8>\ In¢(z) - <z2i;) ] -2, <QFE/W) + ;5[()#81,) ln¢> =0

3.13.2 Isometrias Conformes em Minkowski-SI

Nosso préximo passo serd estudar as isometrias de um espago-tempo cuja métrica possa
ser posta numa forma diagonal idéntica a de Minkowski, mas no qual transformacoes

de escala ainda sao permitidas, i.e., um espaco cuja métrica seja

Guv (‘77) = Nuv
ds® = nw,(;ﬁ2d33“das”

Como vimos na secdo anterior, este é um espaco SI que possui curvatura e torgao
dependentes exclusivamente da parte antissimétrica da conexao e da funcao de escala.
Oberve também que este tipo de transformacao preserva os angulos entre os vetores
tangentes da variedade base, dx*, mas nao entre os vetores de base SI d¢#*. Na préxima
secao veremos como construir a equagao para transformagoes que preservem angulos
na base SI.

Neste caso, as equagoes de Killing serao

(nauauxa + nuﬁauxﬁ) = Nuv [1 - 2X)\8)\ 1n¢ (x) - (

©- |
|
Sl&
N———
N

com uma escolha de coordenadas tais que

(M) = diag (1,-1,-1,-1)
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Tomando-se o trago desta equagao encontramos
" 2
¢ ()
2(0-x)=D |1-2x"0\In¢ (z) — <
) @~ (5
de modo que a equacgao de Killing pode ser reescrita como
2
aMXV + auXu = Bnuu (8 . X)
que idéntica a equacao de Killing conforme, que pode ainda ser posta na forma
2
Oxo +0, (8- x) = 50, (9 x)
[nmﬂ + (D - 2) 8#&/] (8 ’ X) =0
e cuja solucao é
=M+ wi‘tx“ + pz + (c)‘x2 —2c- xx)‘> (3.31)

Uma comparagao ingénua com a equagao de Killing conforme no espaco-tempo de

Minkowski, usualmente definida pela relagao
9uv ('75) =S ('T) Um

Ouxv + X = v [1 — 5 (2)]

nos indica que o termo

n 2
(@) =200 o@) - (50)

desempenha aqui um papel andlogo ao do fator conforme, onde aparecem claramente

separados os termos devidos a anolonomia da base e devido a liberdade de mudanca de

escala. Entretanto, observe que as solucoes (3.31) foram encontradas como isometrias

da métrica SI g, e ndo como transformagoes conformes da mesma. A determinagao da

equacao para os vetores de Killing conformes sera o assunto da préxima secao.



Capitulo 3. A Geometria Invariante de Escala e a Geometria de Lyra 114

3.13.3 Transformacoes Conformes na Geometria SI

Se fizermos
doguv () = [s (z) — 1] g (2)

vemos que a relagao (3.29) se reduz a

-
—~
&
N~—
~__
(]

Vuf,, + vugu — Guv (:C) [1 - 2§>\;8)\ In¢ (x) - S (x) <

que determina os vetores de SI-Killing conformes. Seguindo o mesmo roteiro da secao

anterior, tomamos o trago dessa equagao,

2V, — D |1 262 Loy ng (x) — 5 () (¢<x)>2 +
g ¢ ¢ (x)
-2 (60", + €0 mo) =0
Definindo,
=g"Q,,) = 9"
temos
1 p(x)\’| 2 1
[1 - 25/\$8>\ Ing(x) —s(x) (Zgg) ] =5 [VP(SP -2, <QP + aaﬂ lnqbﬂ
de modo que a equacao conforme serd
Vb + Vi€, +
2 1
- Do (@) 9, =26, (@ + 50 m0) | 26, (1, + 5,00 o) =0

Um caso particular interessante, consiste em aplicarmo essa equagao para um espago

Minkowski-SI, onde @) é a conexao, de modo que

S0+ 20,6+
—2 (x) 18 P_QFr &Y —2 P lapl -2 1 1
me x P p§ pl/§ gp QF + P no §p ¢ (u ng
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Reescrevendo isso em termos dos vetores de Killing para as coordenadas, £ = ¢x,

a,uXu + 81/Xu + (332)

2
= v () [9pX” = 6QT X" = 20X,Q” = X", In ¢] =0

Agora, da definigao (3.9), vemos que

Q° = 2%, "

[ao]

Usando a relagao entre tor¢ao e conexao (3.18), encontramos

1 1

:T(J+(1—D);ap1n¢

e
Y = 2 lsh a1
vp = Tp Tt P A0l ng
Assim, podemos deixar a equagao de Killing (3.32), neste caso, com a forma
OuXv + Ouxpu +
2
= i (2) [0pX° + X7y + (D = 2) P9, Ing] = 0
Agora, se tomarmos o traco dessa equacdo, chegamos a uma relagdo bastante cu-
riosa:

X’ |1+ (D —2) ;@Jlnqﬁ =0

Isso no diz que, em (14 1)-dim, os vetores de Killing conformes sdo ortogonais ao
trago da tor¢do para uma geometria Minkowski-SI, e que este resultado torna-se geral

no limite ¢ — 1.
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3.14 A Restricao de Lyra

A geometria de Lyra pode ser vista como um caso particular da geometria escalar
tensorial desenvolvida até aqui. A restricao é que a variedade base seja riemanniana,
de modo que a parte antissimétrica da conexao (e conseqiientemente a tor¢do) é dada
apenas pela funcao de escala.

A restricdo sobre o tipo da variedade base é realizada impondo-se que o efeito de
distorcao das autoparalelas euclideanas, causado por uma transformacao de sistema de
referéncia, seja absolutamente compativel (ou equivalente) & um transporte paralelo.

Ou seja, dado um sistema de referéncia no qual vale

0,&" =0 (3.33)

aplica-se uma transformacao B

5/1 — ? ozt f“

¢ Oxt

e impoe-se que a equagao (3.33) transformada, seja equivalente a um transporte paralelo
dado por

fi— _THE _Bpdz®

ogt = I B{ odx

Assim,

. o\ OzH b .. [OTF b 0"

Opét = 03 <¢) 7 Kt gaﬂ (8%“) &+ *7 & =
_ (5 . $8x>‘ 0 ozt
= () €+ oo (501)

. O\ i O 9 [(9T\] .4
= [orn (3) 3+ S (5 -0

Para que essa expressao seja compativel com o efeito de um transporte paralelo, faz-se

necessario que

(P g 0 0 (007
[a”ln<¢)5@+axvaxa o2




Capitulo 3. A Geometria Invariante de Escala e a Geometria de Lyra 117

A conexao I' é denominada conexdo de Lyra. A primeira coisa importante que
podemos notar nessa escolha de conexao, é que ela faz com que a parte antissimétrica

da conexao dependa somente da funcao de escala:

=0 (00

@ ¢ 0z 91 \ Ox*
g 10000 0 (0r  10d% 0 (0N _
W 072077 0z \ 0P ) T $ox” 0z \oxP ) T T
Ou seja,
2 ¢
o= ¢ o 8,y In <¢) (3.34)

Substituindo isso na relagao geral (3.8), vemos que a conexao de Lyra fica comple-

tamente determindada pela restricao sobre o tipo de variedade base,

ottt fon()an(er]  on

que ¢é a forma originalmelmente proposta por Lyra para a conexao da sua geometria.
Agora, se usarmos essa expressao para calcular as componentes da torcao (3.18),

obtemos

1. L o\ 1 _
37’ = 3000 mo ¢ 5,0, In <¢) = 50 0nInd (3.36)

o que nos mostra que na geometria de Lyra a funcdo de escala pode ser interpretada
como uma espécie de potencial de tor¢ao. Nao obstante, outra caracteristica peculiar
dessa teoria, é que a torcao aparece nao apenas por conta da funcdo de escala, mas
especialmente por causa da transformacao da funcéo de escala entre os sistema de re-
feréncia. Assim, em analogia ao que ocorre com a curvatura e a conexao nas geometrias
usuais, é sempre possivel encontrar um sistema de referéncia (e portanto também um

referencial), local, tal que a torgao se anule naquele ponto, i.e.,

Oa lngf)‘

T=Xg
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entretanto, a torcao nunca podera se anular em todo o espaco, exceto no caso trivial em
que a solucdo da equacio de movimento de ¢ sejal® ¢ = constante. essa caracteristica
pode ser compreendida de maneira simples através do seguinte argumento: a torcao
depende exclusivamente da funcao de escala; se estamos num sistema de referéncia cuja
escala nao é constante, e passamos a um sistema no qual a escala é agora constantelﬁ,
¢é natural que a torcao se anule, haja vista que um espaco de escala constante é com-
pletamente equivalente a um sem nenhuma escala.

A transformagao da torcao de Lyra, entre sistemas de referéncia, é peculiar em

virtude da sua dependéncia exclusiva na funcao de escala:
e =2 (FTAE] + ;5((@] In d_’) =
=2 <—;5f[;5ﬂ In <z> + %8‘[’5@] In ¢_5> = 2%5({55” In ¢
Comparando esse resultado com (3.36) vemos que o efeito final é o mapeamento de
uma funcao de escala na outra mais a transformagao do sistema de coordenadas.
Um caso particularmente interessante ocorre se escolhermos manter a mesma fungao

de escala em todos os sistemas de referéncia, ou seja, se tomarmos a funcao de escala

como um esclar sob transformagoes gerais de coordenadas,

¢(z) = ¢ (x)
Neste caso, a torcao se torna
1 1
ZF P = P
27-”# = ¢5[M0V] ID(Z)

O mais interessante aqui é que, dado que a parte antissimétrica da conexao de Lyra
depende exclusivamente de uma mudanca de escala, se mantivermos a escala fixa, a

torcao se torna consequéncia direta da anolonomia do sistema de bases coordenadas.

15Por exemplo, se escolhermos um sistema de referéncia onde ¢ = 1, segue imediatamente que 7 = 0.

1E que portanto pode ser absorvida através de uma redefinicéo global das coordenadas.
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Devido a forma extremamente simples, dentro do contexto da geometria invariante
de escala, da conexao de Lyra, todas as quantidades calculadas a partir dela sao mais

simples que o caso geral. Um exemplo disso é o traco da torgao (3.36),

1. 31 31 -
5T = 2¢ <8 In <z> —aulnd)) = §$8u1n¢

1 _
Ty =3=0,In¢
K ¢ H
Podemos ainda definir um segundo traco, tomando o primeiro indice inferior da
torcao:
1. 1 11 - - 31 - 1.
57'.” = ¢ [o. N] ln(b = —Ei (5(;'611 1n¢ — (57;80— In ¢) = —558,1 h’l(b = —57'“.

T = —3;8“ In ¢

Como era de se esperar, esse traco difere do primeiro apenas por um sinal, dado que a
torcao é antissimétrica em seus indices inferiores.
Usando a forma (3.35) da conexao de Lyra, podemos calcular diretamente o seu

traco no indice da derivada covariante:

e = 1te 13lo,m (Z) ~ o myv=g+3lom <z> _

o M9 ¢ ¢
3
o)

o que ¢ consistente com a relagao (3.22):

P, = Lo 1n(¢3\ﬁ)—310 g = Lo, |(2 3\/T
pv (z)y g ¢V ¢M (Z) g

Também podemos calcular o trago no segundo indice inferior

1.
F’Lp—gb o = d)(? ) In\/—

que também estd em acordo com (3.21) obtida no caso de uma geometria SI geral.



Apéndice: Formas Diferenciais!’

Nosso objetivo neste apéndice é fornecer os elementos formais basicos para o trabalho
com as estruturas matematicas conhecidas como formas diferenciais, e estabelecer a
partir dai algumas das suas mais importantes aplicagoes como as generalizacoes dos
teoremas de Gauss, Green e Stokes, além da sua aplicagao as Teorias de Gauge. Ao
final, indicaremos como esse formalismo se extende naturalmente para o caso de uma

geometria invariante de escala.

Objetos Basicos

Definicao. Seja K C R? um conjunto aberto. Uma 0-forma em K ¢é uma funcio
f: K — R, de classe C*, para algum k € N conveniente. Estd bem definido o par
de operagdes (+,-) sobre o conjunto das 0-formas. Podemos entdo formar a soma e o

produto entre O-formas, para tanto, seja fi e fo 0-formas, entdao podemos determinar

fi+ fae fifo.

Exemplo: Sejam f1 (z,y,2) = zy +yz e fa(x,y,2) = ysinzz, entdo

(fr+ f2) (z,y,2) =2y +yz+ysinzz

(fif2) (m,y, 2) = y?xsinzz 4+ y?zsinxz

17Sou grato ao velho amigo A. J. Maccori pelas elucidativas discussdes e pelo apoio na redacéo deste

apéndice.
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Definigao. Chamamos de 1-formas bdsicas as expressoes (diferenciais) dz, dy e dz.
Considere-as por enquanto, como simbolos formais. Uma I-forma w em um conjunto

aberto K C R? é uma combinacdo linear de 1-formas bésicas

w=P(z,y,2)dr+Q (z,y,2)dy + R(x,y,2)dz

ou simplesmente

w = Pdz + Qdy + Rdz

onde P,QQ,R : K — R. Dadas duas l-formas, wy = Pidr + Q1dy + Ridz e wy =

Podx + Qody + Rodz, podemos estabelecer uma nova 1-forma w; + wo definida por
w1 +wy = (P + P2)dz + (Q1+ Q2) dy + (R1 + Rz) dz

Por outro lado, dada uma O-forma f, podemos formar o produto fw; definido por

fwr = (fP1)dx+ (fQ1)dy + (fR1)dx

Exemplo: Sejam wi = (z + y?) dz + (2y) dy + (€"Y%) dz e wy = sinydx + sinady

1-formas. Entao
w1 twy = ($ + yQ + siny) dr + (zy + sinz) dy + (e"™*) dz

Se f(z,y,z) = x, entao

fwo = xsinydxr 4 x sin xdy

Definigao. Chamamos de 2-formas bdsicas as expressoes dxdy, dydz e dzdx. Por
enquanto, podemos pensar nestas expressoes como produtos de dx e dy, dy e dz e dz e
dz. Sendo assim, uma 2-forma n em um conjunto aberto K C R? é uma combinacao

linear de 2-formas béasicas

n=F(x,y,z)dedy + G (z,y,z)dydz + H (x,y, z) dzdz
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ou simplesmente

n = Fdxdy + Gdydz + Hdzdx

onde F,G e H sao fungoes a valores reais definidas em K. E importante observar que
os pares dxdy, dydz e dzdx estao em ordem ciclica, uma vez que temos a orientacao
dx — dy — dz — dx e assim por diante (nessa ordem!). Podemos formar a soma
entre 2-formas, para tanto, sejam w; = Fidxdy + G1dydz + Hidzdr e wy = Fodxdy +
Gaodydz + Hodzdx entao,

w1 +wy = (F1 + Fy) dxdy + (G1 + Ge) dydz + (Hy + Hs) dzdx

Podemos também formar o produto de uma 2-forma por uma 0-forma. Seja entao f

uma O-forma e n = Fdxdy + Gdydz + Hdzdx uma 2-forma, temos entao que
fn=(fF)dzdy + (fG)dydz + (fH) dzdz
Exemplo: Sejam 1, = 22dxdy + y3xdydz + sin zydzdx e ny = ydydz, entdo
m + e = 22dxdy + (y3x + y) dydz + sin zydzdx

Se f(z,y,z) = zy, entdo

fe = ay’dydz

Definicao. Uma 3-forma bdsica é a expressao drdydz (na ordem ciclica). Uma

3-forma v em um conjunto aberto K C R3 é uma expressao
v=F(z,y,z)dzdydz

ou simplesmente

v = Fdzxdydz

onde F' é uma funcao a valores reais definida em K.
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De um modo andlogo, podemos somar 3-formas e multiplicar O-formas por 3-formas.
Para tanto, sejam vy = F (z,y, 2) dedydz e vo = Fy (x,y, z) drdydz 3-formas e f uma
0-forma. Entao

V1 + vy = (F1 + FQ) dxdydz

fvr = (fF1) dadydz

Exemplo: Sejam vy = ydzdydz e vo = em2d:ndydz 3-formas e f (z,y,2) = xyz uma
1-forma. Entao

v+ vy = (y + em2) dxdydz

fv1 = y*ezdedydz

Nao definimos a soma de formas diferenciais diferentes, isto é, sejam uma k-forma
e uma j-forma, para k # j, entdo some a k-forma com a j-forma, este objeto nao
pretendemos definir. Na realidade queremos explorar a correlagao entre uma k-forma
em geral com subconjuntos de um subconjunto aberto X C R3. Colocando isso com
mais precisdo, seja K C R3 aberto. Distinguiremos 4 tipos de subconjuntos de K que
nos interessam:

(i) pontos em K,

(ii) curvas simples orientadas e curvas C fechadas simples orientadas em K,

(iii) superficies orientadas S C K,

(iv) subregices elementares R C K que podem assumir qualquer dos tipos anteriores.

Comegaremos analisando o caso das 1-formas. Seja
w=P(z,y,z)dv+ Q(x,y,2)dy + R(x,y,2) dz

uma 1-forma em K e seja C uma curva orientada simples. O ntimero real w esta bem
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definido, quando relacionado com a curva C, se colocarmos a ja conhecida expressao

/w=/P(ﬁf,y,Z)dx+Q(ﬂf,y72)dy+R(9:,y,Z)dz
C C

Essa integral pode ser reescrita como se segue. Seja o : [a,b] — K, o (t) =

(z(t),y(t),z(t)) uma parametrizagdo que preserva a orientacao de C. Entao

b dx dy
/Cw:/aw:/a [P(x(t),y(t),z(t))dt+Q($(t)>y(t)az(t))cﬁ+

dz

dt
No caso das 2-formas 1 em um conjunto aberto K C R3, podemos interpretar de
maneira analoga como uma funcéo que associa a cada superficie orientada S C K um

nimero real. Isso serd feito quando discutirmos integracao de 2-formas. Seja
n=F(z,y,2)dzdy + G (z,y,2)dydz + H (z,y, 2) dzdx

uma 2-forma em K, e seja S C K uma superficie orientada parametrizada por uma
transformagao

d:DcCR?>—>R?

D (u,v) = (z (u,v),y (u,v), 2 (u,v))

etc.
Definicao. Se S é uma superficie dada e 1 é um 2-forma em um aberto K C R3,

definimos [ 7 pela expressao

U
- 3(1},3/)
/SFda;dy + Gdydz + Hdzdx = /D [F (x (u,v),y (u,v), z (u,v)) o) +
+G (x (u,v) ,y (u,v), 2z (u,v)) 9 (y, Z)+
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0(z,z
+H (z (u,v),y (u,v), 2 (u,v ’ dudv
(@ 0.0) 3 () 2 0,0) G20
onde
o) 0. 2] 0 o) el
0wy _| % 2| 0w | % 2| seo_| & %
9 (u,v) oy oy | 9(u,v) 9z 0z 0 (u,v) ox Oz
ou  Ov ou  Ov ou  Ov
k
Caso S seja composta por diversas superficies, isto é, S = ] S;, sendo que cada S; estd
i=1

parametrizada por uma ®; correspondente, entao

Jor=

Produto Exterior

Se w é uma k-forma e 1 é uma [-forma em um aberto K C R3, satisfazendo a condicio
0 < k41 < 3, entao existe um produto chamado de produto exterior w An de w e n que
é uma k + [-forma em K.

O produto exterior satisfaz as seguintes propriedades:

(i) Para cada k existe uma k-forma 0, com a propriedade de que 0 +w = w para
toda k-forma w e 0 An =0 para toda l-forman se 0 < k+1 < 3.

(ii) (Distributividade) Se f é uma O-forma, entdo

(fwr +w2) An = f(wi An)+ (w2 An)

(iii) (Anticomutatividade) w Am = (—1)F (n Aw).
(iv) (Associatividade) Se w1, we e ws sao k1, ko e ks formas, respectivamente, com

ki + ko + k3 < 3, entdo
w1 N (WQ A wg) = (wl /\WQ) N\ ws
(v) (Homogeneidade com respeito a fungoes) Se f € uma 0-forma, entdo

wA(fn)=(fw)An=f(wAn)
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Note que as propriedades (i) e (iii) implicam em (v).

(vi) Cumprem-se as sequintes regras de multiplicagdo para 1-formas
dx N\ dy = dzdy, dy N dz = —dzdy = (—1) (dx A dy)
dy N dz = dydz = (—1) (dz A dy)
dz Ndx = dzdr = (—1) (dz N dz)
deNdx =0, dyndy=0, dzNdz=0
dx A (dy A dz) = (dz A dy) A\ dz = dzdydz

(vii) Se f é uma 0-forma e w uma k-forma qualquer, entao f Aw = fw.
Usando as propriedades de (i) a (vii) podemos encontrar o produto de quaisquer

I-forma n e k-forma w, se 0 < k+1 < 3.

Derivacao de Formas Diferenciais

E o dltimo passo de mossa teoria, antes de estabelecermos a unificacdo dos teoremas
cldssicos em analise vetorial, os teoremas de Green, Gauss e Stokes

A derivada de uma k-forma é uma (k+1)-forma se k < 3 e a derivada de uma
3-forma é sempre zero. Se w é uma k-forma, denotaremos a derivada de w por dw.

A operacao d goza das seguintes propriedades

(i) Se f: K — R é uma 0-forma, entao

of of

9
af =5 /

d —d —d
- x—l—ay y+82 ¥4

(ii) (Linearidade) Se wi e we sdo k-formas, entao
d (w1 + w2) = dwy + dwo
(iii) (Liebniz) Se w é uma k-forma e n uma l-forma, entao

d(wAn)=(dwAn)+ (—1)k (wAdn)
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(iv) (Fechamento) d (dw) = 0, d(dz) = 0, d(dy) = 0, d(dz) = 0, ou simplesmente
d* = 0.

As propriedades de (i) a (iv) permitem-nos diferenciar, de maneira tnica, qualquer

forma.

Exemplo: Seja w = P(x,y,z)dx + Q(x,y,2)dy uma l-forma em algum aberto

K C R3. Encontre dw.
d[P (z,y,2)de + Q (x,y,2) dy] = d [P (z,y,2) Ndz] + d[Q (z,y,2) N dy] =

= (dP Adz) + P Ad(dx) +dQ Ady + Q Ad(dy) =

<8de+apdy+ adz> Adx + (an +8—Qd + anz> ANdy =

0 0 0 oy
0P oP 0Q oQ
= a—d rdy + 8—dzdx + a—dmdy 8—dydz =
_(0Q oP oP 0Q
= < ar 9y ) dzdy + 5, dzdx 5, dydz.

Exemplo. Se n = F (x,y, z) dzedy + G (z,y, z) dydz + H (x,y, z) dzdz, obtenha dn.
dn = d (Fdzdy) + d (Gdydz) + d (Hdzdx)
Calculemos entao d (Fdzdy), usando das propriedades ja definidas, obtemos
d (Fdzdy) = d (F A dxdy) = dF A (dzdy) + F A d (dzdy)
——

=0

dF A (dzxdy) = <(§)Fdw (Z—de + gdz> A (dx A dy) =

OF OF oF
=—d dr Nd —d dx Nd —d dx N dy) .
e x A (dz A y)+8y y A (dx A y)+8z z A (dx A dy)

Mas como,

dz A\ (dx A dy) = (dx ANdx) ANdy =0,

dy A (dz ANdy) = —dy A (dy ANdz) = — (dy A dy) A\ dz = 0,
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dz A (dz A dy) = (—1)? (dz A dy) A dz = dedydz.

Em conseqiiéncia,

F
d(Fdzdy) = {;dedydz
De forma andloga, temos

d(Gdydz) = %dmdydz e d(Hdzdxr) = %Zldxdydz

Portanto,

+ =+ > dxdydz.

dn — oF oG  0OH
-\ 9z Oz oy

Teoremas da Andlise Vetorial (Unificagao)

Com a teoria desenvolvida até o presente momento, ji somos capazes de enunciar os

teoremas de andlise vetorial unificados pela linguagem das formas diferenciais.
Teorema (de Green). Seja D uma regiao elementar do plano xy, com 9D com

orientacao anti-hordria. Suponha que w = P (x,y)dz + Q (z,y) dy seja 1-forma em

algum aberto K C R3 com D C K. Entéao

/w:/dw
oD D

Aqui dw é uma 2-forma em K e D, representando uma superficie em R3, parametrizada
por ® : D — R3.

Teorema (de Stokes). Seja S uma superficie orientada em R? com uma fronteira
formada por uma curva fechada simples 95 orientada segundo a fronteira de S. Suponha

que w seja uma 1-forma em algum aberto K C R3, com S C K. Entéo

/w:/dw
oS S

Teorema (de Gauss). Seja  C R? uma regido elementar com 9 com orientacio

exterior. Se 1 é uma 2-forma em alguma regido aberta K C R3 que contenha 2, entdo

Jur=
oN Q
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O estudo das formas diferenciais nos proporciona agora ferramentas adequadas para
o tratamento dos teoremas fundamentais da Anélise Vetorial, como pudemos ver. Nao
¢ dificil ver como toda a teoria desenvolvida até aqui pode ser extendida ao R", o que
¢é de grande valia no estudo dos sistemas Lagrangeano e Hamiltoniano, que em geral
possuem muitas dimensoes, e também no da Relatividade Geral, onde trabalhamos com

variedades diferencigveis no R%.

Teoria de Gauge

A generalizagao dos conceitos enunciados até aqui acerca de formas diferenciais generalizam-
se de maneira imediata para o R™. Com base nessa generalizagdo, mostraremos nessa
secao como o formalismo usual das teorias de gauge a la Utiyama [7] pode ser posto na
linguagem das formas diferenciais.

Consideremos um grupo de Lie G, cujos geradores satisfazem as regras usuais para

uma algebra de Lie (indices maidsculos latinos denotam membros do grupo),
[ta, tB] = fap to

A passagem desse grupo para um grupo local G’ é feita introduzindo-se, para cada

gerador t 4, um vetor covariante A f e definindo a seguinte 1-forma (potencial de gauge):
A= AfMtada”

que assume valores na algebra de Lie de G’.

A derivada exterior covariante de gauge é entao definida como
D=d+ A

e tomando-se o produto externo de duas derivadas covariantes exteriores, obtemos uma

2-forma F' denominada field-strength (ou curvatura, em alguns textos). O field-strength
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é independente de qual tipo de forma (ou campo) estd sofrendo a agdo da derivada
covariante de gauge, de maneira que podemos toma-lo como escalar ¢ (0-forma), por

simplicidade,

(DAD)p=DA(dp+ Ap) =D ANdp+ DN Ap =

=dANdp+ANdp+dAN(Ap)+ AN Ap =
1
:(dA+A/\A)<p:§F<p
F=dA+AANA

Colocando isso em componentes da dlgebra, temos

Flig = (dA?) ta + % (APtp N A%te + A%t N APtp) =

= (dAY) ta+ % (AP A ACtpte — APtg A ACto) =
= (dA*) ta + %AB N A [tg,tc] =
— (dAA + %AB A ACfBCA) ta

Projetando agora em coordenadas da variedade,

FAty = F,, tadatda” =

= (0,A) — 0, A + AP AL fp ) tadada”

F, A=9,A0 — aVA,j‘ + AfAVC I’

que é a forma mais conhecida e utilizada, na Fisica, para a curvatura de Utiyama-Yang-

Mills.
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Formas na Variedade Invariante de Escala

Tudo o que foi exposto acima para formas diferenciais pode ser reescrito em termos
de vetores SI simplesmente adicionando-se fatores de escala apropriados. Assim, por

exemplo, as 1-formas basicas SI sao
¢odr  ¢dy ¢dz

equanto que a derivada exterior de uma 0-forma é dada por

_Lof . v0f . 10f
df_¢8x¢dx+¢8y¢dy+¢8z¢dz

As regras (i) a (vil) para o produto exterior (secao 3.14) nao sao alteradas, uma
vez que a fungao de escla é uma 0-fomra, assim como as propriedades de linearidade,
fechamento e a regra de Leibniz. Nao obstantes, os resultados finais explicitos da
diferenciagdo sao, em geral, muito distintos daqueles obtidos usualmente. Tomemos,
como estudo de caso, o primeiro exemplo da se¢ao 3.14:

Exemplo: Seja w = P (z,y,2)¢dx + Q (z,y, 2) pdy uma 1-forma SI em algum
aberto'® K c R3. Calcule dw.

d[P (v,y,2) pdx + Q (2,9, 2) pdy] = d [P (2,y, 2) A\ ¢pdx] + d[Q (2, y, 2) N ¢pdy] =

:dP/\d>dx+dQ/\q§dy+E/\dchqbdx—l—Q/\d(b/\qbdy:

s P
_(19Q Q19 10P P109¢
‘<¢8x+¢¢ax %y ¢>¢ay>‘f’dm¢dy+
10P P109¢
<¢8z+¢¢az)¢d2/\¢d$+
10Q Q106

B Observe que neste exemplo tomamos a variedade base como o espaco euclideano R?.
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10Q 10P 190In¢ 190In¢

= e — — —P—
w (Mx 5oy 95 o To oy
10P 10ln¢
+Qw%+P¢az

) pdxopdy +

10Q 10In¢
0. 198 as

) bdoide + ( ) bdzddy

que é bem diferente do resultado obtido naquela secao, a saber,

_[(0Q oP oP 0Q
dw = <(99: 8y> dxdy + &dzdaz Edydz.

mas que se reduz a este no limite de ¢ — 1.
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4. Aplicacoes

Neste capitulo apresentaremos algumas aplicacoes das idéias desenvolvidas nos dois
capitulos anteriores. A idéia bésica é estudar o acoplamento dos diversos campos
fisicos com a geometria de fundo, descrita aqui por meio do formalismo de tetradas e da
conexao afim, além da funcao de escala ¢. Todas as aplicacoes se focam no caso partic-
ular da geometria de Lyra, uma vez que a generalizacao proposta no capitulo 2 ainda
precisa ser melhor estudada, especialmente no que tange ao seu conteido dinamico.

Todas as aplicagoes foram publicadas [1, 2], ou se encontram submetidas [3, 4], a
revistas arbitradas, razao pela qual preferimos aqui reproduzi-las na integra, tal como
foram aceitas/submetidas.

Em geral, nos interessamos em estudar os campos por meio das suas descri¢oes
de primeira ordem, seja via equacdo de DKP ou de Dirac. Além disso, para os ca-
sos bosoOnicos, procuramos também verificar, ou nao, a equivaléncia com as descri¢oes
usuais (KGF, Proca e Maxwell) tanto analisando os acoplamentos, quanto em termos
da simetria de gauge. No caso de campos massivos foi sugerido que a nao-equivaléncia
das duas descrigoes com respeito aos acoplamentos, pode ser explicada em termos de
uma andlise dos termos de superficie, segundo o Principio Variacional de Schwinger. Ja
para o caso de campos de gauge, mostramos que mesmo na presenca de interacdo com
a tor¢ao, a simetria de gauge pode ser mantida desde que a transformacao seja gerada
a partir da funcao de escala da variedade de Lyra. Para campos de spin 1/2 mostramos

que a torcao da geometria de Lyra pode ter um contetido dinamico, dado que se acopla
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com os contetidos de spin e energia-momento do campo de Dirac. Mostramos ainda a
existéncia de uma relacao de trago analoga aquela encontrada em teorias com simetria

conforme, e falaremos mais sobre isso nas nossas consideracoes finais.
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4.1 Campos Escalar e Vetorial Massivos na Variedade de

Lyra

Resumo: O problema do acoplamento entre spin e torcao é analisado para uma var-
iedade de fundo de Lyra nos casos de campos escalares e vetoriais massivos via teoria
de Duffin-Kemmer-Petiau (DKP). Mostra-se que a propagagao da torgao é dinamica e
que o acoplamento minimo do campo DKP corresponde a um acoplamento nao-minimo
nas abordagens padrao de Klein-Gordon-Fock e Proca. A origem desta diferenca nos

acoplamentos é discutida em termos de equivaléncia por termos de superficie.
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1. Introduction

After Einstein’s approach to gravitation, several others theories have been developed, as part
of efforts to cure problems arising when the gravitational field is coupled to matter fields. In
particular, the problem of spin coupling to gravitation has a central role in some recent years.
The principal path to incorporate spin in geometrical theories of gravitation is the use of so called
Riemann-Cartan geometry. This geometry has a nonsymmetric connection, in such a way that a
new geometrical concept enters in scene: the torsion. However, analysing the Cauchy data, one
can proof the torsion is a nonpropagating entity and therefore must be different of zero only in the
interior of matter.

As soon as Einstein presented the General Relativity, Weyl [1] proposed a new geometry in
which a new scalar field accompany the metric field and change the scale of length measurements.
The aim was to unify gravitation and electromagnetism, but this theory was briefly refuted by
Einstein because the nonmetricity had direct consequences over the spectral lines of elements which
never has been observed.

After some more years, Lyra [2] has proposed a new geometry, with scalar field for scale
changes, that respect the metricity condition. This theory was developed by Scheibe [2], Sen [3]
and several others as an alternative to describe the gravitational field, and more recently has been
applied to study viscous [4] and higher dimensional [5] cosmological models, domain walls [6],
and several others applications. In context of spin-gravitational coupling, the importance of Lyra’s
geometry resides in the fact that the torsion is propagating.

On the other hand, to study the behaviour of scalar and vector massive fields in non-euclidean
manifolds is extremely important in the context of astropatrticle physics and unified theories since a
great part of our knowledge about cosmological data and fundamental interactions is described by
this type of field. A profitable manner of describing these fields is to use the Duffin-Kemmer-Petiau
(DKP) theory. In DKP theory, both particles are described by only one field with a linear first order
differential equation, very similar to Dirac equation. This similarity can be employed to facilitate
the study of interactions between several fields, just as in General Relativity [7, 8] and Einstein-
Cartan spacetimes [9, 10]. However, in the last case is found that DKP theory is not equivalent to the
correspondent Klein-Gordon-Fock (KGF) and Proca Lagrangians. Notwithstanding, the Harisch-
Chandra theory for massless DKP field [11] was extended to Riemann-Cartan manifold in such a
way that a complete equivalence with KGF and Maxwell theories can be proved [12]. Therefore,
the equivalence between DKP and the more usual theories is not trivial, and the question of what
is the most fundamental theory arises. Evidently, only a very accurate experiment could decide.

Here, we propose look for coupling of spin 0 and 1 massive fields and torsion in Lyra manifold
via DKP formalism. A good introduction to DKP theory can be found in [13, 14]. In section 2 we
present the essential elements of Lyra geometry, and in the subsequent sections the coupling of
DKP field with curvature and torsion in this manifold as well as a comparison between the results
of the more usual KGF and Proca formalisms. Finally, in the last section we make some comments
on the results.
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2. TheLyra Geometry

The Lyra manifold [2] is defined given a tensor metji¢ and a positive definite scalar function
@ which we call the scale function. In Lyra geometry, one can change scale and coordinate system
in an independent way, to compose what is calledfarence systemnansformation: leM € RN
andU an open ball irR", (N > n) and letx : U ~ M. The pair(x,U) defines aoordinate system
Now, we define a reference system(xyU, ¢) wheregtransforms like

#(0 = 0(x(R0((D)) 50 £0 @D

under a reference system transformation.
In the Lyra’s manifold, vectors transform as

5 QX

T (2.2)

In this geometry, the metric connection is

- 1. 1 o 1
rpW = 6rpu" + 6 {6?16" In <%> - gwgpcacln (%)} ) rﬁv = Egpc (0uGvo + Ovbop — 06w )
(2.3)
whose transformation law is given by
. P=, PO IE 10X 95 1, 0 ®
Py =-"T% —— =+ = —— “H—In(=]. 2.4
W@ Mox0 oxtoxY | @OXC OxHIXY | @ Y OxH : I (2.4)
One can define the covariant derivative for a vector field as
A 1 vV Vv o — 1 ra
0A" = (—pauA +MAY, O = 6auA\, — A (2.5)
The richness of the Lyra’s geometry is demonstrated bytineature[3]
= P
o 1 (o) 2(0h) oo oo
R%ac = E ( B o +(P|_%)\(Prqc*(|3rz)\(ﬂ_ﬁo (2.6)
and thetorsion[15]
~ ~ ~ 1
T P =P — TPy~ o (800, — 800,) Ing (2.7)
where the second term is the anholonomic contribution, thus, we get
~ 1 o - . _. p 3 —
W= (8f0y — o) Ing, Tu=Ty," = (—p@uln(p. (2.8)
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3. TheMassive DKP Field in Lyra Manifold

In Minkowski space—time the massive DKP theory is given by the following Lagrangian den-
sity
i i
L= quﬁaaaw - Eaafﬁﬁalb —mQy, (3.1)
whereQ = yn%, n®=2 ([30)2 — 1, and theB? are matrices satisfying the massless DKP algebra
BoB°B°+ BB = B+ B (3.2)
The resulting equation of motion for the DKP fialdis
iB2W—mp=0. (3.3)

The above equations can be generalized to Lyra space-tinie tffough the formalism of
tetrads (or vierbeing together theminimal coupling procedurgl6, 17]. Here we shall simply
quote the main results we need. For details, in Riemann and Riemann—Cartan manifolds, we refer
respectively to [7, 8] and [9, 10, 12] and references therein.

We consider a Lyra space-tiniewith metricg,,, whose point coordinates are labell¢d To
each pointirL we attach a Minkowski space-tintd with metricna,, whose point coordinates are
labelledx®. The DKP fieldsy areLorentz grouprepresentations in Minkowski space-time. The
projections intdL of all tensor quantities defined dvi are donevia the tetrad fieldg(x) :

gw(¥) =nat(x)a’(x), e’eh=35, e=detq?)=y-g, (3.4)

whereg = det(gy).
The resulting action for massive DKP fields minimally coupled to Lyra’s manifold is

Sokp = / dxgte ('Ewsaé*amuw — S0Py mmm) : (3.5)

wherel], is the Lyra covariant derivative associated to the affine conneﬁmn
The covariant derivatives of DKP fields are

1 1 1 1
Ou = (*paullJJr éwpabsablp , Uug= (*pauw* éumabﬂisab,

whereS? = [?, B°] andwyanis the spin connection.
The Euler-Lagrange equation for tipefield is

ipH <Du+%fu) Y-myp=0 (3.6)

where we have used the metricity conditiai,e,® = %aaqﬂ —Pau€p? + (b ?8,° = 0.

1We choose a representation in Wh[&‘hT =, BiT =-p.
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3.1 The Scalar Sector

In Minkowski space—time, the “projector§’andP? select the spin 0 sector of the theory (see
[13, 7]) such thaPy is a scalar an&2y is a vector field. Thus, from these projectors definehlin
we can construct the projectors in Lyra manifoldRis= e*,P? = e*,PR? = PBH.

From the definitions above and the propertiePadnd P? it is easy to verify thaP*p’ =
Pg", PSY =0, and it can also be seen tRiflY = 0, (PY) andP’O,p = O, (P'Y) due to the
metricity condition. Therefore, under general coordinate transformatfanss a scalar ané’y
is a vector.

By applying the projector® andP* to the equation (3.6), we get respectively,

mPy =i <[Ip+ %Tu> PiY, mPy=i <D“+ %T“) Py (3.7)

by mixing both equation, we obtain the equation of motion for the s€allaiVe choose a represen-
tation where DKP field is a 5-vector column suchjas (¢, @t w2 ¢*)T, Py = (¢,0,0,0,0)T
andP3y = (¢?,0,0,0,0)". Thus, we have

<Du+%f“> (D“Jr%f“) d+mPhp=0 (3.8)

As we can see above, the interaction with torsion does not disappear, even after we selected the
spin 0 sector of the DKP field. This interaction is present both in the connd?:‘@gmsed in the
calculation of the covariant derivativé, and in the explicit presence of terms containing the trace
torsionty in the equation above.

On the other hand, when the Lyra geometry is minimally coupled to the massive Klein-
Gordon-Fock field, we get

Sto = [ d'xgty=a (0,00 —Pe°) (3.9)

where the covariant derivative of the KGF scalar redgi = %auq).
The KGF action (3.9) results in the following equation of motion

(Op+T) 04 + P =0, (3.10)

We can see that there exist interaction with the trace torsion. It is a different situation to what
happened in Riemann-Cartan spacetime where the scalar field does not couple with torsion [9].
However, the spin 0 DKP equation (3.8) is different of KGF equation (3.10).

The difference will be better understood if we project the DKP action (3.5) to its spin 0 sector.
Thus, by using the equation (3.7) to relate the vegtdto the scalarh, and after some integration
by parts and a rescaling— /m¢, the DKP action (3.5) reads as

Shero— [ a'xtva (DT -0 - SO0 - R0 (31)

from this action we can obtain the spin 0 DKP equation given in (3.8). And it has two non minimal
coupling which do not appear in the KGF action (3.9).
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3.2 The Vectorial Sector

Now we use the Umezawa'’s “projector®* andR¥ in order to analyze the spin 1 sector of
the theory. We remember thRt'yp = g* is a vector and?"( = ¥ is a second rank antisym-
metric tensor in a Lyra sense. Applying these operators on the equation of motion (3.3) we get,
respectively,

myH =i <DB + %%) We, myt =i <Du + %r) (g"PyH - gy (3.12)
by mixing both equations, we found the equation of motion for the vectorield
Op+ 55 ) (O + % (g“%“— g““LpB) SRyt =0 (3.13)
B 2 B o 2 a .

We project the massive DKP action (3.5) to its spin 1 sector. Then, by using the equation (3.12)
which relates the tensor fielpt” to the vectonp* and, after some integration by parts and a rescal-
ing Y* — /myH the DKP action (3.5) becomes
1 1 . 1 .
4., 4 * * * * *
Skp1 = /d X¢ e(—ﬁ IV, -+ mPgLH — & (P + f2) = 52T+ (3.14)
(S % )~ S (EWSy + 59 T,) - S5, )

where

1. - 3
5 Ty -ty , Swv= zp(lpvau— Wov) In(@) . (3.15)

fiv =0y — 0y, I =
Otherwise, the Proca’s lagrangian in Minkowski space—time is given by
1 X X
Lor= 3 (0al 0 (aaAb - abAa) + MRALAR (3.16)

By making the minimal coupling procedure to the Lyra spacetime, we get

1 1 2
S%R:/d“X(p“e(—EFWF;V+n?A3A“+§p(FWz;V+F;VzW)—§sz:,v+ 3.17)
1 2 2
3PS S F) 5 (EH S + S - §§W3,>

4. Comments

A simple comparison between the Lagrangians and equations of motion shows us the unequiv-
alence of DKP theory with KGF and Proca descriptions of scalar and vector massive particles.
However, a more accurated inspection reveals the spin 0 case as a problem of honminimal cou-
pling. In the spin 1 case the situation is more complicated, because all terms in DKP Lagrangian
are also present in the Proca, but with modified coupling constants.

Now, from (3.14) we can see that

1
ien = [’ 0t —0) (PO - P0) 4rPu | — S @D
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by the prescription
1
0a— D= Du+§Tu. 4.2)
One can see that the prescription (4.2) only changes the strength of the coupling with respect

the usual minimal coupling procedure. It can be explicitly observed by analysing the proportion
between the coefficients of the interactions in the act®ps, (3.14) andSsy (3.17).

In our future perspectives we will do a study of the relationship between Lyra geometry and
gauge theories, which is now in course using the Utiyama general theory. At same time, the cou-
pling of Dirac field with this manifold is in preparation. We hope that these studies can clarify if
the nonequivalence is restricted to manifolds with torsaad curvature, or if it is related to the
structure of the field theory used to describe the particles.
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4.2 Campo Eletromagnético na Variedade de Lyra: Uma

Abordagem de Primeira Ordem

Resumo: Nos discutimos o acoplamento do campo eletromagnético com uma var-
iedade de Lyra com curvatura e torcao usando a teoria de Duffin-Kemmer-Petiau.
Mostraremos como obter as equagoes de movimento e os tensores de densidade de spin

e energia-momento por meio do Principio Variacional de Schwinger.
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4.3 Campo DKP sem Massa na Variedade de Lyra

Resumo: Campos escalares e vetoriais sem massa sao acoplados a geometria de Lyra
por meio da teoria de Duffin-Kemmer-Petiau (DKP). Usando o Principio Variacional
de Schwinger, as equagoes de movimento, leis de conservacao e simetria de gauge sao
implementadas. No6s encontramos que o campo escalar se acopla com a parte nao-
holénoma da tensor de torcao, e a simetria de gauge do campo eletromagnético nao é

quebrada pelo acoplamento com a torgao.
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4.4 Campo Espinorial e Geometria de Lyra

Resumo: O campo de Dirac é estudo em um espago-tempo de fundo de Lyra por meio
do Principio Variacional classico de Schwinger. No6s obtemos as equagoes de movimento,
estabelecemos as leis de conservagao e damos uma relagao de escala ligada aos tensores
de energia-momento e spin. Essa relagao de escala é um propriedade intrinseca dos

campos de matéria na geometria de Lyra.
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5. Comentarios Finais

Faremos a seguir alguns comentérios finais acerca de tudo que foi discutido até este
ponto, com o intuito de destacar pontos importantes e introduzir outros que nao foram
contemplados no corpo principal.

Comegaremos comentando sobre a geometria invariante de escala. Como citamos
na introducao, essa geometria foi constrida de modo a ser a generalizacao métrica afim
da geometria de Lyra. embora tenhamos delineado uma construgao do ponto de vista
de uma variedade afim pré-existente a qual é adicionada uma funcao de escala, é facil
ver que essa geometria também poderia ser postulada de principio através dos mes-
mos axiomas da geometria afim tracional, suplantada em pontos chave pelas mudancas
decorrentes da presenca de uma transformacao de escala que segue uma lei de trans-
formacao de um funcional. Alids, essa é outra diferenca fundamental entre a geometria
invariante de escala e a de Lyra, que admite apenas que ¢ se transforme segundo um
difeomorfismo com respeito a ¢. Essa diferenca pode ser crucial ao imaginarmos essa
geometria como um elemento presente numa abordagem de integracao funcional para
teorias de campo, pois afeta diretamente a escolha da medida de integracao.

As transformacoes de escala aqui sdao muito semelhantes as transformacoes con-
formes da geometria diferencial usual, porém, como mostramos na secao 3.13, as trans-
formagoes conformes da geometria invariante de escala encerram uma gama muito mais
ampla de casos a serem explorados. Em particular, as aplicacoes demonstraram, no

caso particular da geometria de Lyra, que essas transformacoes podem ser implemen-



Capitulo 5. Comentarios Finais 174

tadas mesmo no caso de campos massivos, o que amplia os horizontes dos métodos
matematicos que podemos aplicar para o estudo da teoria de campos em espacos cur-
vos. Nao obstante, mesmo o estudo das transformacoes conformes ainda se encontra in-
completo, pois faz-se necessario derivar os casos particulares analogos as tansformacoes

conformes fraca e forte.

Outro ponto a ser explorado futuramente diz respeito ao estudo de modelos ho-
mogéneos e isétropos. Até o momento, todas as aplicagoes feitas da geometria de Lyra
para modelar o espago-tempo langcam mao da métrica de Friedmann-Robertson-Walker
como a métrica natural representando um espago homogéneo e isotrépico. Entretanto,
dada a presenca da funcao de escala, a nocdo de homogeneidade precisa ser revista, de
modo que essa fungao possa tomar parte ativa na determinagdo das componentes do
tensor métrico. Naturalmente, um estudo sistemédtico de tais modelos deve partir da
construcao de espacos maximalmente simétricos, cuja base de estudo é a solugao da
equagao de Killing (3.30) sob condicoes de contorno apropriadas.

Também entre as nossas perpectivas futuras estd a construcao de um modelo grav-
itacional baseado na geometria invariante de escala com torcao propagante. Para isso
¢ fundamental estudar qual o invariante correto a ser colocado como fonte da acao
gravitacional, de modo a reproduzir os fendmenos observados e ainda prover as pro-
priedade desejadas (propagacao da torgao, transformagoes de escala, etc.). Um método
alternativo ao geométrico para essa construcao, é o método algébrico das teorias de
gauge a la Utiyama. Essa abordagem esta atualmente em fase de desenvolvimento pelo
autor, em conjunto com os colegas Pedro José Pompéia e Rodrigo Rocha Cuzinatto,
nos moldes do trabalho exposto no apéndice 7?7, porém os resultados ainda nao sao
maduros o suficiente para serem incluidos ao corpo desta tese.

Com relagao as aplicagdes da geometria de Lyra a teoria de campos, nosso préximo
passo deve ser o desenvolvimento semiclassico da teoria, talvez por meio do Principio

Variacional de Schwinger, dado que fungbes de Green parecem ser os objetos mais
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adaptados para se tratar da propagacgao dos efeitos da geometria sobre so campos,
ainda que as divergéncias sejam de tratamento extremamente mais dificil.! Como passo
preliminar nessa direcao, pretendemos estudar qual a reacdo do campo ¢ de fundo a
uma dada alteracao macroscépica dos campos de matéria. Esse tipo de estudo pode
nos fornecer informagoes tanto do comportamento da funcao de Green, em primeira
ordem de aproximacao, quanto da dindmica da torgao.

Para finalizar, gostaria de dizer que acredito que para onde quer que inclinagao,
acaso ou oportunidade levem o homem, quaisquer que sejam os fenémenos que lhe
despertem a atencao e prendam seu interesse, isso sempre trard vantagens a ciéncia.
Pois qualquer relacao nova que vem a luz, qualquer nova técnica, mesmo inadequada,
e até mesmo o erro sdo uteis, estimulantes e indispensaveis para o futuro.

Neste sentido, o autor pode rever o seu trabalho com alguma trangiiilidade e, a
partir dessas consideragOes, criar coragem para, num futuro préximo, fazer o que resta.
Com confianga, embora nao inteiramente satisfeito, pode recomendar o que ja realizou
e o que resta por realizar aqueles que, agora ou no futuro, venham a se interessar por

esses assuntos.

'Em geral, a melhor método de regularizacio nesses casos é o da funcio zeta, por nio alterar nem
a dindmica dos campos com a introdugao de novas massas (como o método de Pauli-Villars-Rajzinsk),

nem a do espago de fundo pela alteragdo do nimero de dimensoes (como na regularizacao dimensional).



Apéndice: Teoria de Gauge de Segunda Ordem

O assunto deste apéndice é quase que totalmente desconectado do restante desta tese.
Estamos os incluindo aqui apenas para ilustrar o ponto de vista exposto na introducao.
A teoria de gauge de segunda ordem nasceu a aprtir de uma discussdo do autor com
dois outros colegas apds um semindrio como um exercicio puramente tedrico, porém
depois que a teoria estava pronta verificamos que as suas aplicagoes eram bastante
interessantes, seja do ponto de vista fundamental, seja do ponto de vista de uma teoria
efetiva.

Em primeiro lugar devemos observar que termos de ordem superior sao comns em
aproximagoes efetivas a partir de expansoes em loops de teorias quéanticas de campo.
Ao regularizarmos a QED, a 1-loop, a Lagrangeana efetiva que emerge apds a renor-
malizacao é a de Podolsky. Em gravitacao, sabe-se hd muito tempo que os termos
quadraticos na curvatura sao os primeiros contratermos naturais. Por outro lado, o au-
tor e seus colegas Rodrigo Rocha Cuzinatto e Pedro José Pompéia demonstraram que
era possivel obter diretamente os mesmos resultados dessas teorias efetivas partindo do
ponto de vista de uma teoria de gauge dependente de derivaadas de até segunda ordem
no potencial de gauge, L (A, 0A, 82A). Em particular, pudemos demonstrar por meio
dessa abordagem que a Lagrangeana de Podolsky é a tnica extensao (linear) possivel
da eletrodinamica de Maxwell compativel com a invariancia local de gauge. Mostramos
também que os efeitos da renormalizacao podem ser entendidos em termos da presenca

de um modo massivo para o féton, cuja massa pode ser estimada por meio da corrente
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conservada da teoria. KEssa corrente difere da corrente de Noether usual pela incor-
poracao de termos topoldgicos que surgem naturalmente da estrutura de gauge local.
No caso da gravitacao riemanniana, pudemos também encontrar todos os invariantes
possiveis para a teoria de segunda ordem, e mostramos que os contratermos naturais
nessa abordagem sao todos proporcionais & derivada covariante da curvatura (e suas
contragoes), o que nos leva a propor um novo ponto de vista para quantizagao da
gravitagao, em que o campo base para a quantizacao passa ser a conexao de Lorentz

(potencial de gauge).
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Baixar livros de Literatura

Baixar livros de Literatura de Cordel
Baixar livros de Literatura Infantil
Baixar livros de Matematica

Baixar livros de Medicina

Baixar livros de Medicina Veterinaria
Baixar livros de Meio Ambiente
Baixar livros de Meteorologia
Baixar Monografias e TCC

Baixar livros Multidisciplinar

Baixar livros de Musica

Baixar livros de Psicologia

Baixar livros de Quimica

Baixar livros de Saude Coletiva
Baixar livros de Servico Social
Baixar livros de Sociologia

Baixar livros de Teologia

Baixar livros de Trabalho

Baixar livros de Turismo
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