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Resumo.

A realizacao experimental dos condensados de Bose-Einstein (BEC) e dos su-
perfluidos fermidnicos teve uma grande importancia dentro da fisica dos ultimos
20 anos. Como € bem sabido, os BEC sao bem descritos pela equacao de Gross-
Pitaevskii (GP) a qual € uma equacao de campo médio ou efetiva, devido ao termo
de interacao entre particulas presente nesta equacdo. Em uma completa analo-
gia com o BEC foi derivada uma equacao nao-linear para a descricao do super-
fluido de Fermi conhecida como equacao de densidade funcional (DF) por S. K.
Adhikari. Neste trabalho apresentaremos nos dois primeiros capitulos estudos
sobre os BEC e superfluido de Fermi usando a GP e a DF. Serao mostradas as
solucdes para as duas equacoes nos limites de Thomas-Fermi e de acoplamento
fraco, assim como serao discutida a relacdao das GP e DF com as equacodes da
hidrodinamica. Nos dois tltimos capitulos serao derivadas equacoes reduzidas
da GP e DF com o fim de estudar condensados em uma e duas dimensoes na
presenca de um potencial harmoénico com simetria cilindrica. Estas equacoes
reduzidas serao resolvidas nos limites de Thomas-Fermi e acoplamento fraco.
Finalmente o método sera comparado com a aproximacao variacional com o fim

de mostrar a sua validez.

Palavras Chaves: Condensacao de Bose-Einstein, Superfluido de Fermi, Equacao

de Gross-Pitaevskii, Aproximacao de Thomas-Fermi.
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Abstract

The experimental realization of Bose-Einstein condensate (BEC) and the
Fermi superfluid had great importance in the physics of the last 20 years. As is
well known, the BEC is well described by the equation of Gross-Pitaevskii (GP)
which is a mean field or effective equation because of the term of interaction
between particles in it. In a complete analogy with the BEC was postulated a
non-linear equation to describe the superfluid fermionic condensate known as
the equation of density functional (DF) by S. K. Adhikari. This work presents in
the first two chapters studies of the BEC and superfluid fermionic condensate
using GP and DF. It will show the solutions for both equations in the Thomas-
Fermi limit and weak coupling, as will be discussed the relationship of the GP
and DF equations with the equations of hydrodynamics. In the last two chapters
are postulated reduced equations for the GP and DF in order to study condensed
into one and two dimensions in the presence of a harmonic potential with cylin-
drical symmetry. These reduced equations are solved in the Thomas-Fermi and
weak coupling limit. Finally the method is compared with the variational ap-

proach in order to show its validity.

Key Words: Bose-Einstein Condensation, Fermi Superfluid, Gross-Pitaevskii

Equation, Thomas-Fermi Approximation.
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1 Introducdo

A historia dos condensados de Bose-Einstein condensation (BEC) comecou
com a predicao feita por Albert Einstein em 1925 baseada na grande idéia do
fisico indiano Satyendra Nath Bose que desenvolveu a fisica estatistica para fo-
tones sob a consideracao de qual é a distribuicao de particulas sobre um estado

acessivel do sistema de particula tnica.

Einstein conseguiu entender que abaixo certa temperatura critica o com-
portamento dos bosons (particulas de espim inteiro) mudava, uma vez que eles
sofriam uma transicao de fase de um estado normal a um estado onde uma parte
deles preenchia o estado de mais baixa energia de particula tnica. A estatistica
que descreve o fenomeno é conhecida como Estatistica de Bose-Einstein. A
transicao de fase ocorre para um gas de particulas nao interajentes e € determi-
nada pela estatistica e nao pelas interacdes. Porém a BEC é manifesta na na-
tureza em um gas inhomogéneo de particulas interajentes sob certas condi¢oes
de dilues e estes efeitos sao descritos pela Mecanica Quantica Estatistica (MQE).
Os efeitos da MQE s6 sao relevantes quando a temperatura 7, e baixa o sufi-
ciente para que a longitude de onda de De Broglie comeca a ser da ordem das

dimensoes do sistema
h

(mkgT)?
embaixo desta temperatura critica 7, os atomos se condensam e sofrem um
fenémeno conhecido como crise de identidade. Esta crise de identidade € sofrida
por bosons devido ao sobrelapamento da sua fun¢ao de onda. Quando a temper-
atura € suficientemente baixa o tamanho do pacote de onda comeca a ser maior
e se o sistema esta frio o suficiente o sistema nao se comporta como particulas
individuais mais sim como particulas que perderam a sua identidade. Pode-
mos afirmar entdo que o sistema esta em um grande estado quantico. Setenta
e cinco anos depois da predicao da BEC, esta foi feita experimentalmente us-
ando o método de esfriamento laser em atomos de rubidio e s6dio. Em uma
analogia direta com a BEC sete anos depois da sua realizacao experimental foi

realizado o superfluido de Fermi. Definimos a condensacao de pares de atomos
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Figura 1: BEC e superfluido de Fermi em uma armadilha harmoénica

fermionicos ou equivalente a condensacao de Fermi, como a condensacao na
qual a estatistica de Fermi cumpre um papel fundamental. Isto quer dizer que o

principio de exclusao de Pauli sera muito importante neste tipo de condensacao.

O estudo dos sistemas de muitos fermions € em algum sentido complementar
ao estudo dos sistemas de muitos bosons. Em contraste a idéia do gas de bosons
o gas de fermions nao sofre uma transicao de fase nas temperaturas baixas, eles
s0 sofrem um passo suave de um regime classico para um regime quantico. Isto
€ uma consequéncia direta do principio de exclusao de Pauli, a qual proibe
que dois fermions com os mesmos numeros quanticos ocupem o mesmo estado
quantico. O que nos mostra que a componente s da funcao de onda de particula
unica no sistema de fermions idénticos é proibida. Este efeito tem uma grande
consequéncia no mecanismo de esfriamento. No limite da temperatura zero os
fermions preenchem o estado de mais baixa energia da armadilha com exata-
mente um fermion por estado, em um sistema conhecido como mar de Fermi.
Porém, no caso do gas de Fermi de dois componentes na presenca de interacoes
fracas e atrativas dentro de uma armadilha o sistema sofre uma transiciao de
fase do estado normal a um estado superfluido descrito pela fisica dos pares de
Cooper. Esta transicao de fase € conhecida como transicdao de fase BCS (John
Bardeen, Leon Cooper, y John Robert Schrieffer). Os pares de Cooper com mo-
mento e espin oposto tem a tendéncia a formar um estado ligado. Como veremos
existe uma grande diferenca no superfluido de Fermi dependendo do valor da
comprimento de espalhamento que descreve o espalhamento entre os dois tipos

de particulas.

O nosso interesse esta dirigido a estudar o superfluido de Fermi por meio
da equacao de densidade funcional DF. O sistema que estudaremos sera um

gas de fermions com dois estados de espin diferentes confinados por uma ar-



madilha harmonica. O processo de interacao sera considerado elastico. No
regime que trabalharemos esta caracterizado pelas colisoes de dois corpos, tem-
peratura zero e uma grande distancia entre particulas. Isto define o alcance
espacial do potencial interatomico Ry << Ap € Ry << k:}l onde sabemos que
Ap € kr sao a longitude de onda De Broglie e o momento de Fermi respetiva-
mente. Esta condicdao R, faz que a contribuicao ao espalhamento esteja dada

pelos estados com momento angular [ = 0.

Mesmo que muitos autores apontem a impossibilidade de escrever uma
equacao correta para descrever exatamente os condensados de Fermi super-
fluidos nos limites BCS e unitario o nosso interesse esta em usar o fato de que
sendo o condensado um superfluido podemos derivar, usando as equacoes da
hidrodinamica, uma equacao nao linear um pouco diferente da GP mais for-
malmente na mesma linha de pensamento, o que quer dizer, uma equacao
de Schrodinger nao linear com o termo de energia cinética mais o termo de
energia potencial mais o termo nao linear, que no caso dos Fermions estara
dado pela energia de Fermi do gas homogéneo. Assim nosso objetivo neste tra-
balho esta justificado pelos bons resultados mostrados pela DF, como mostra a

figura(Tomada de [9] do primeiro capitulo). A segunda parte do trabalho esta
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Figura 2: Energia do gas de Fermi superfluido usando a DF que corresponde a
3D NLS

motivada em estudar equacodes reduzidas para BEC e condensados de Fermi em
uma e duas dimensoes ja que estes podem ser criados experimentalmente com a

aplicacao de um campo externo em alguma direcao privilegiada, no nosso caso o
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campo tera simetria cilindrica e as direcoes que apontamos serao a radia e axial.
Assim poderemos estudar condensados tipo cigarro (se a dinamica do conden-
sado estiver confinada na direcao axial e o campo forte for aplicado na direcao
radial) e condensados tipo disco (se a dinamica estiver confinada na direcao
radial e o campo forte for aplicado na direcao axial), racao pela qual nos dois
ultimos capitulos da dissertacao estao orientados a reduzir dimensionalmente a

GP e DF para uma e duas dimensoes.

Desta forma o trabalho esta distribuido como segue: Nos primeiro capitulos
estudaremos os BEC por meio da equacao GP e mostraremos algumas carac-
teristicas desta equacao. O segundo capitulo estara dedicado ao estudo do
superfluido de Fermi por meio da equacao DF. Mostraremos como derivar a
equacao de DF e algumas caracteristicas desta nos limites BCS e unitario. Os
capitulos 4 e 5 estarao dedicados a mostrar o método de reducao dimensional
das equacoes de GP e DF assim como mostraremos como solucionar estas nos

limites de Thomas-Fermi e de acoplamento fraco.
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2 Condensados de Bose-Einstein

Neste capitulo da dissertacao estudaremos a equacao de Gross-Pitaevskii
(GP) a qual descreve o condensado de Bose-Einstein (BEC) na presenca de uma
armadilha criada por um campo magnético externo. Na presenca do poten-
cial confinante o gas de bosons € altamente diluido e este fato € usado para
aproximar o termo de interacao entre pares de particulas. O capitulo esta
distribuido como segue: a primeira parte introduz o parametro de ordem e o
porque do potencial quimico e nao a energia estar presente na equacao de GP
quando tratamos estados estacionarios. A deducao da equacao de GP usando
a aproximacao de Bogoliubov é deixada para o apéndice (c) e vamos discutir as
principais caracteristicas fisicas do sistema e s6 comentaremos generalidades da
conta; A solucao analitica da equacao GP é feita para diferentes limites (limite
de Thomas-Fermi e limite de acoplamento fraco) e algumas das caracteristicas
mais importantes da equacao nesses limites serao discutidas. Finalmente dis-
cutiremos a invariancia de Galileo da equacao de GP em termos do parametro de
ordem e como este muda dependendo do referencial usado. Todo este capitulo
€ uma introducao para o capitulo 2, no qual vamos usar os mesmos métodos
utilizados para estudar a equacao de GP no estudo da equacao para descrever o

superfluido de Fermi, conhecida como equacao de funcional densidade (DF) [9].

2.1 Parametro de Ordem

Nesta secao discutiremos as consequéncias fisicas da aproximacao de Bo-
goliubov para apresentar a razao de escrever a equacao de GP para estados
estacionarios em termos do potencial quimico e nao em termos da energia, como
seria usual na equacao de Schrédinger. Desta forma, usaremos a aproximacao
de Bogoliubov para o operador de campo bosonico e o expandiremos este em
termos de variaveis classicas, neste caso funcoes de onda do estado de particula
unica. Esta aproximacdo esta respaldada fisicamente pelo fato de existir uma

macro ocupacao de um dos estados de particula tnica do sistema. O nosso for-
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malismo e trabalhado a temperatura zero (7' = 0) onde consideramos que todas
as particulas se encontram no estado condensado. O parametro de ordem pode
ser escrito (apéndice A) da forma [1]
U() = pi(a; = po(Fao + Y @i(F)ai, (2.1)
i i#0
onde a; (d}
tado ¢;. Aqui temos separado a componente condensada (: = 0) das outras

) sao os operadores de aniquilacao (criacao) de uma particula no es-

partes do sistema as quais nao contribuem na 7' = 0. Os operadores de criacao

e aniquilacdo cumprem as relacoes de comutacao [1]

[@i,&ﬂ = by,
i a;] = 0. 2.2)

As relacoes de comutacao dos operadores sao da ordem um ou zero, mais se €
calculado seu valor esperado no estado de condensacao, no qual consideramos
que o numero de particulas € muito grande, vemos que o seu valor esperado €
de ordem N (Ny e o numero total de particulas no estado condensado). Desta
forma, a aproximacao de Bogoliubov [1] consiste em substituir os operadores da
e dJ{) pela raiz do numero de particulas no estado condensado /Ny sempre que
Ny = <&$do> >> 1 no estado condensado. Com esta aproximacao poderemos

escrever o operador bosoénico (2.1) na forma [1,2,4]

U(7F) = Uo(F) 4+ 6U(F), (2.3)

onde temos definido ¥y = /Nypo* € o = > @i(F)a;. conforme apresentamos
anteriormente podemos fazer zero os term(;:odiferentes ao estado condensado
60, assim o operador de campo coincide com a funcido de onda classica ¥, e
podemos descrever o nosso sistema agora em termos da funcao de onda do
estado de particula tnica [1,2,3,4,7]. A separacao (2.3) € particularmente util
no caso de gases diluidos porque poderemos obter uma equacao que descreve
o comportamento de ¥, e a sua validez esta garantida pela macro ocupacao do
estado de particula unica (Ny >> 1) [7]. A funcédo ¥, é chamada de funcao de

onda do condensado e cumpre o papel de parametro de ordem[1,2,3,4,7]. Esta

“U(7) aparte da normalizacdo é a funcao de onda do estado de particula tinica do estado no
qual ocorre a condensacao.

fO parametro de ordem é a quantidade que caracteriza a transicdo de fase. Isto significa que
o parametro de ordem € zero em uma fase e diferente de zero na outra fase, neste caso a fase
condensada.
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quantidade esta caracterizada por um modulo |V, ()| e uma fase S(7) [1,2,7]
Wo(7) = [Wo(7)| exp[iS()], (2.4)

o modulo determina a contribuicdo da parte condensada a densidade total e a
fase S(7) € um parametro importante no fenomeno da superfluidez como vere-
mos quando apresentarmos a equivaléncia entre a equacao de GP e as equacoes
da hidrodinamica. A aproximacao de Bogoliubov (2.3) para o operador de campo
pode ser entendida mostrando que o valor esperado <\f/> ¢€ diferente de zero. Isso
nao seria possivel se o estado da direita tivesse o mesmo numero de particulas
que o estado da esquerda. Do ponto de vista fisico, isso significa que o con-
densado equivale a um reservatorio, sempre que Ny >> 1, assim, adicionar uma
particula no condensado nao muda as propriedades fisicas do sistema. Desse

modo os estados [1]

[N) — N,
IN+1) o al|N),
IN—-1) « a|N), (2.5)

sao fisicamente equivalentes. Concluindo, pode-se escrever ¥V, = <\il> e Uh =
<\iﬁ>. Agora mostraremos porque o potencial quimico &€ o valor proprio do
parametro de ordem na equacao de GP para estados estacionarios e nao a ener-
gia. Para isso, vamos usar o fato de que \i/(v?, t) para estados estacionarios pode
ser escrito da forma exp|—iFEt/h]|N) e usando <@(F,t)> = Uy [1]

<\i/(77,t)> = (N —1|exp[iH (N — 1)t/h|¥ exp[—iH (N)t/H] |N)

() exp PO 1})1—1'E(N)

1] (2.6)

onde podemos usar a conhecida relacdo y = E(N)—E(N —1) ~ 0E/ON para obter

finalmente temos a relacdao do parametro de ordem para estados estacionarios

do condensado[1,2,4,7] .
W (7, ) = Wo(7) expl— 4]

onde u € o potencial quimico. € interessante reafirmar que a evolucao temporal

(2.7)

do parametro de ordem nao esta governada pela energia, como acontece na
equacao linear de Schrédinger, mas sim esta governada pelo potencial quimico,
que resulta ser uma quantidade muito importante na fisica dos BEC. Como
mostraremos mais adiante, na auséncia do termo de interacdao a expressao da

energia e do potencial quimico sao as mesmas.
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2.2 Equacao de Gross-Pitaevskii

Nesta topico usaremos a aproximacao de Bogoliubov e o fato que dentro do
condensado sO as interacoes entre dois corpos a baixas energias sao relevantes
[1], para mostrar como pode ser derivada a equacao de GP, as contas detalhadas
encontram-se no apéndice C. Consideremos um sistema de N bosons idénticos
(dentro do nosso trabalho nao consideraremos particulas com espin [1,4,7]) car-
acterizados pela coordenada espacial 7, e a interacdo entre particulas V(¥ —7). A
aproximacao de Bogoliubov implica (a temperaturas muito baixas) que podere-
mos substituir o operador ¥ (7, ¢) com a funcao de onda classica V(7 t) [1]. Neste
caso a presenca de um grande numero de particulas em um s6 estado (estado
condensado) permite a introducao da funcao classica ¥ (7, ¢). Com o fim de esta-
belecer a equacao que descreve o BEC, usaremos a equacao de Heisenberg para
0 campo \iJ(F, t)[1]

o
a\IJ(T,t) - [\I/(’I“,t),H], (28)

onde H é o Hamiltoniano aproximado do sistema [1,2]

th

. h2 R R 1 A A A
o / (quﬁv\p> di + 3 / GOy (7O’ dF dF, (2.9)

aqui ¥ = U(71), 0" = U7 1), ¥ = U, 0), 07 = OH(7 1), O = O(,1),01" =
‘iJT(F” ,t). O primeiro termo em Héa energia cinética do sistema, o segundo
termo € a energia de interacao entre particulas que € dada por o potencial de
interacao de dois corpos V(7 — 7) [2,7]. A equacao de GP e derivada usando as

relacoes de comutacao
[ (7), UT(7)] = o(7 —7), (2.10)

[ (), ¥ ()] = 0, (2.11)
e o fato que o campo tem que comutar com o potencial de interacdo. A dilues

do gas na armadilha permite aproximar o potencial real de interacdo entre

particulas pelo potencial de contato (apéndice B)[1,2,3,4,7]
V(' =) = Vegr = go(i" = 7), (2.12)

onde temos g = 47h?/2m. Resumindo, em um gas de bosons diluido em tem-
peraturas baixas s0 as colisdoes entre pares de particulas sao relevantes e estas
colisdes estao caracterizadas por a comprimento de espalhamento da onda s [7].

Usando a aproximacao de Bogoliubov para o campo e as condicoes anteriores
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dentro da Eq. (2.9) teremos [1,2,3,4,7]

L0 . h? ., S o
iho- Wy (7, ) = —%V2+Vext('r)+g\\llo(r,t)]2 o (7,1), (2.13)

que € a conhecida equacao de Gross-Pitaevskii dependente do tempo. A equacao
de GP descreve as propriedades na temperatura zero de um gas de bdsons inter-
ajente quando a comprimento de espalhamento a € menor que o espacamento
meio entre as particulas. O signo de a define o tipo de interacao, se a for positiva
a interacdo € repulsiva e pode-se visualizar como o raio de um potencial tipo
esfera rigida [7]. Se a for negativa a interacao € atrativa e a estabilidade do sis-
tema depende do nuimero de particulas [10]. O comprimento de espalhamento
¢ uma quantidade fundamental que determina a formacado do condensado, i.e.
se a interacao interatomica € muito repulsiva a tendéncia para a condensacao e
maior. Os efeitos da intera¢dao no BEC estao descritos pelo termo nao linear na
equacao de GP, este termo pode ser entendido como o resultado da interacao de
uma particula com as demais numa proximacao de campo meio (Mean Field The-
ory)(apéndice C). Esta aproximacao nos permite escrever a funcao de onda total
do sistema como um produto simetrizado de fun¢ées de onda de uma particula
no estado fundamental [1,2,4,11]. Em conclusao a aproximacao de campo meio

nos permite escrever a energia de interacao como [7]

(Bint) = g > [To(F — 0)]?, (2.14)
.3

que € a energia de interacao meia do sistema de muitas particulas[7]. A primeira
e talvéz mais importante aproximacao dentro da teoria de campo meio € que os
estados internos dos atomos sao ignorados [7]. Outra caracteristica € que as
colisoes entre particulas nao mudam estes estados internos dos atomos. O que
significa que todas as colisdes consideradas no sistema sao elasticas. O po-
tencial de interacao real entre atomos € complexo. Porem esta complexidade é
manifesta s6 quando os atomos estao proximos [1,2]. Na armadilha as temperat-
uras baixas e as condicoes de densidade (a << n~'/?) fazem com que os eventos
de espalhamento ocorram em energias baixas[1]. Entao os atomos nao estarao
proximos uns aos outros, assim a interacao entre atomos estara caracterizada
pela comprimento de espalhamento da onda s, o que nos permite escrever o
potencial de interacdo na forma (2.12) [1,2,4,7]. O potencial confinante Veyx €
comumente uma armadilha harmoénica e muitas vezes tem um eixo de simetria
de forma, que em um potencial tridimensional duas das frequéncias sao iguais.
A forma do potencial vai repercutir na forma do condensado como veremos adi-

ante. Aqui iremos considerar potenciais com simetria cilindrica por razoes que
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serao claras nos capitulos 3 e 4.

Se a temperatura do sistema é suficientemente baixa 7" — 0 poderemos ig-
norar os efeitos de deplecao quanticos e térmicos dentro do condensado [1],
assim o parametro de ordem na temperatura zero coincide com o nimero total

de particulas no sistema [1,2]
N:/|\110]2dﬁ (2.15)

isto implica que a densidade total do condensado coincide com a densidade total
do gas[1,2]
n(i) = [Wo (7). (2.16)

A condicao de normalizacdo para a funcdo de onda do condensado pode ser es-
crita como [ n(f)dF = 1. Sempre que a funcao de onda do estado de particula
Unica esteja normalizado a 1, o parametro de ordem estara normalizado ao

numero total de particulas N como mostra a Eq.(2.15) [4].

Outra forma diferente de derivar a equacdao de GP € usando a condicao de

fase estacionaria [2]
. . 0 o
0| —ih \Iloélllodrdt + | Edt| =0, (2.17)

onde F € a energia do sistema. A condicao de fase estacionaria leva a equacao

P 5E
B Wy (Ft) = — 2.18
tha o™ ?) HGOR (2.18)
onde )
K
B = [ (4 V0P + Vo) 0 + 0] a7 2.19)

Esta relacao para a energia sera particularmente util quando estabelecermos
a equacao que governa a dinamica dos condensados fermionicos. O fator 1/2
na frente do termo de interacao garante que sob variacoes de U* a energia seja
minima e o termo néao linear seja o mesmo que na equacao de GP. Este fator de
1/2 estabelece uma notavel diferenca entre a energia e o potencial quimico como

sera percebido quando discutirmos os estados estacionarios do BEC.

A equacao de GP pode ser derivada também usando a densidade Lagrangiana

_ih( ov \I}E)\Il*

h? 2 9 4 2
— — |VVU|" — = |U" -V |T|“. 2.2
ot 875) Qm‘v | 2| M-V (2.20)

e as equacoes de Euler-Lagrange|3]

d 0 0 0

) £o. (2.21)
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O uso da Lagrangiana (2.20) e a introducao do momento candnico € o momento

canonico conjugado para as variaveis ¥*e ¥ [3]

0Ly ih
P, = — = _y* 2.22
v ag, ~ 2 ( )
0Ly ih
P * = = —7\:[/ 2.2
v o 5 ¥ (2.23)

nos levara a densidade Hamiltoniana da forma

ov ov*
H — —_— * ———— — £
pPw ot + pw ot 0
h? 2 3
= 5 VU + g [P+ Vet [, (2.24)

integrando sob as coordenadas espaciais teremos a expressao da energia

h? 2 2, 9 4 q
E_/<27n ’V\I/[)‘ +‘/eXt(f>|\Il()’ +§‘\I/()| )d’f',

onde a interpretacao de cada termo da energia € claro. O primeiro termo corre-

sponde a energia cinética e usualmente e chamado termo de pressao quantica

h2
Exin = / ( W‘I’0|2> dr, (2.25)
2m

este termo desaparece para sistemas uniformes e a sua contribuicao na ener-
gia total do sistema € menos importante no limite de Thomas-Fermi [1,2,4]. O

segundo termo € a contribuicao da energia do oscilador harmonico
By = /n(F)Y/eXt(F)dF. (2.26)
O terceiro termo € a energia devida a interacao entre dois corpos [1,2]

Eint = g / n?(7)dF. (2.27)

Todas as formas mostradas para derivar a equacao GP serao usadas no seguinte
capitulo para estabelecer a equacao que descreve os condensados superfluidos
fermionicos DF. A Eq. (2.20) também sera usada para solucionar analiticamente
a equacao GP com uma técnica conhecida como aproximacao variacional, a qual
consiste basicamente em usar a Lagrangiana efetiva para calcular valores das
diferentes quantidades que caracterizam o BEC usando as equacoes de Euler-
Lagrange (2.21). Esta técnica variacional [4] também pode ser usada na solucao

da equacao de GP dependente do tempo.
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2.3 Leis de conservacao

Agora queremos discutir algumas das quantidades conservadas pela equacao
de GP como sao a energia e o numero total de particulas do condensado. Us-
aremos a conservacao do fluxo dentro do condensado para estabelecer uma
relacao entre o BEC com o fenéomeno da superfluidez por meio do uso da fase do
parametro de ordem e mostraremos que a equacao GP € totalmente equivalente
as equacoes da hidrodinamica. O objetivo de mostrar esta equivaléncia sera en-
tender como essa relacao entre o BEC e a superfluidez pode ser usada analoga-
mente para garantir a validade da equacao nao linear que descreve os superflui-
dos fermionicos a qual sera também equivalente as equacoes da hidrodinamica,
desta véz com alguns fatores diferentes devido a fisica que descreve o fendomeno

da superfluides fermionica.

A equacao de GP garante a conservacao do numero total de particulas N =
J n(7,t)d¥ dentro do condensado, isso pode ser mostrado se conseguirmos mostrar
que a GPE cumpre uma equacao de continuidade. Para tal temos que multi-
plicar a equacao de GP por ¥, calcular o complexo conjugado da equacao de GP
e multiplicar-la por ¥, e subtrair as duas equacoes resultantes. Assim teremos

o resultado [1,4]

gt |Wo)? = —%v (TpVTo — UV IS, (2.28)

o qual se pode reescrever usando n(7,t) = |¥y(7)|* na forma da equacdo da con-
tinuidade .

ang; D yvi—o, (2.29)

onde temos definido a densidade de corrente j
, ih .
J=—5 (UoVUy — Uy VI;). (2.30)

Que a equacao de GP cumpra uma equacao de continuidade garante conservacao

do numero total de particulas dentro do condensado dN/dt = 0.

Agora mostraremos como estabelecer uma relacao entre o BEC e a superflu-

idez. Usando a Eq. (2.30) e definindo o parametro de ordem como [1,2,4,7]
U (7, t) = \/n(F,t) expliS(7, )], (2.31)

podemos derivar uma equacao que descreva a dinamica da fase S(7,t) e rela-
cionar a superfluidez com o BEC[5]. O uso da Eq. (2.31) dentro da Eq. (2.30)
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tem como resultado

. ih _, (expliS] , ih (exp[iS] ,
j = —2m\110< 51/ Vn+\/ﬁzvs> —I—\I/02m< 5172 Vn —+/nivVs |,

ih

= 5 nexp[—i5] (exp[iS]

nl/2
exp[—i9]
anl/2

Vn ++/nivVs exp[iS])

—H/ﬁexp[iS]% ( Vn —/nivVs exp[—i5]> :

fazendo uma algebra simples encontramos que a densidade de corrente esta
definida como
h

Jj= %n(F,t)VS(F, t) = n(7, t)vs, (2.32)

onde a fase S(z,t) define o vetor [1,2,4]

v = US(F1) (2.33)
que pode ser interpretada como a velocidade do fluxo condensado. A identificacao
da velocidade do superfluido vs com a fase do parametro de ordem S representa
a relacao procurada, que estabelece a relacdo entre o BEC e o fenomeno da su-
perfluidez (apéndice E) [1]. Embora tenha sido mostrado que existe uma relacao
direta entre a superfluidez e BEC existem algumas diferencas que devem ser
esclarecidas. 1) O BEC é confinado por um potencial externo, entao a sua den-
sidade nao € homogénea, assim o BEC no pode ser bem descrito por uma funcao
de onda espacialmente uniforme como ocorre no caso do liquido ‘He [8]. 2) Os
BEC alcalinos sdao intrinsecamente metastaveis[4]. O equilibrio do estado do
sistema alcalino confinado, nas temperaturas da ordem dos micro Kelvin, € um
solido. Porem, o tempo de recombinacao do gas e longo no limite diluido (exper-

imentalmente € da ordem dos segundos).

Agora mostraremos que a equacao de GP € totalmente equivalente as equacoes
da hidrodinamica. Usaremos o parametro de ordem Wy (7,t) = /n(7, t) exp[iS(7,t)]
dentro da equacdo de GP. As equacgdes da hidrodinamica serao a equacao de
continuidade e a equacao que descreve a evolucao temporal da fase S(7,t). A
equacao para a fase contara com um termo chamado precao quantica, este
termo nao aparece nas equacoes quando o numero de particulas N — co, num
regime conhecido como limite de Thomas-Fermi. Introduzindo a Eq.(2.31) na
equacao de GP encontramos a equacao da continuidade e da densidade de cor-

rente (apéndice D)
on(r,t)

= 2.34
5 T Vi=0 (2.34)
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dS(7,t) h? 9 = L2 L
h = — S - ‘/ex 3 )
ot 2m/n(7, 1) (7, ) [(V n( ”) Vi (VS(71) ﬂ Foul gn(r(;)]ga
que pode ser escrita como
L (VZ\/n(F t)) L 4 gn(F 1) + Ve ()| =0, 2.36)
ot 2m+/n(7,t) 7 2" I R |

onde o termo proporcional a 47 € o termo de pressao quantica, que nao esta
presente nas equacoes classicas. A equacao (2.36) estabelece a natureza irrota-
cional (V x vs) = 0 do movimento do superfluido. Assim, temos mostrado como
a equacao da continuidade (2.34) e a equacao (2.36) que descreve a fase do

parametro de ordem sao totalmente equivalentes com a equacao de GP [1,2,5].

2.4 Estados estacionarios da equacao de Gross-Pitaevskii

A equacao de GP tem uma forma simples no caso de solucdes estacionarias
para o parametro de ordem, isso € quando o parametro de ordem evolui com o
tempo de acordo a [1,2] ‘

Wo(7, 1) = Wo(7) exp[~7), (2.37)

o uso da Eq. (2.37) na equacao de GP dependente do tempo tera como resultado
L 2 -
() = | =5~ V" + Vet (7) + g [Wo (7| Yo (), (2.38)

onde como sabemos, ;= OE/ON é o potencial quimico, g = 4rh%a/2m € o termo
de interacao de dois corpos e Ve € 0 potencial externo independente do tempo.

O potencial quimico é calculado na equacao

2
= [ a0 |5 () + Vi) + 9 00 0, 2.39

o potencial quimico (2.39) e a energia (2.19) tem o mesmo valor na auséncia
de interacdes entre particulas. Como foi falado, a diferenca entre o potencial
quimico e a energia € o fator 1/2 que multiplica o termo de interacdo na expressao
da energia. A expressao (2.39) para o potencial quimico pode ser escrita em

termos das energias do sistema FExin,Epo € Eint COmo
1
p= 57 (Bign + Eno + 2Eint) (2.40)

onde usamos a condicdo de normalizacdo para o parametro de ordem [ |¥,(7)|* dr =
N. Outra importante relacao pode ser encontrada usando o teorema do virial [2].

Usando a transformacao de escala ¥y(z,y,2) — A2 (\z,y, 2) e impondo que a
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variacdo da energia na primeira ordem em \ seja zero 9E/0\|y—; = 0, encon-
tramos a relacao entre as energias cinética, potencial e de interacao em uma
das direcoes espaciais

1
(Ekin)x + iEint — (Eho)x

. Expressoes analogas sao encontradas nas direcoes espaciais y e z, pelo qual,

somando nas trés direcoes encontramos a relacao geral
2Exin + 3Eint = 2Eno, (2.41)

que € conhecida como o teorema do virial. Podemos definir a energia de liberacao
(2]
Erel = Ekin + Eint (2.42)

a qual depende fortemente no ntiimero total de particulas no condensado devido

a presenca do termo de interacao.

2.4.1 Limite de Thomas-Fermi

Vamos mostrar nessa secao quais sao as possiveis solucoes analiticas para
a equacao de GP dependendo basicamente da intensidade da interacao entre
particulas. O limite de Thomas-Fermi € estabelecido usando o fato de que a
interacao entre particulas é grande o suficiente para nao considerar a contribuicao
da energia cinética na energia total [2,7]. O segundo limite € devido a que a
interacao entre as particulas € suficientemente pequena a — 0 e a solucao da
equacao de GP pode ser considerada como aproximadamente Gaussiana. Este
limite é conhecido como o limite de acoplamento fraco. Nesta secao discutiremos
o limite de Thomas-Fermi [12,13]. Se assumirmos que a densidade do gas varia
suficientemente devagar e que o numero de atomos no condensado ¢ suficiente-
mente grande aN — oo o termo da energia cinética (proporcional a h?) pode ser

desprezado na Eq.(2.39), que tera a forma
HWo(7) = |Vext(7) + g [Wo(7)|*| Wo(#), (2.43)
e o potencial quimico p agora toma a forma
1= Vext(P) + g o (7)?, (2.44)

esta ¢ uma condicao de equilibrio local ;i = ¢|¥(7)|* na auséncia do potencial

externo Vexi (7). Da Eq. (2.44) podemos encontrar uma expressao para a funcao
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de onda nesse limite

mmzmwmfz”‘f“ﬁ. (2.45)

Esta equacao tem solucao positiva ¥, () > 0 na regiao onde o potencial quimico
varia de zero a p e a forma da solucao depende da forma do potencial, enquanto
é zero V() = 0 fora desta regiao [1,6,7]. Este procedimento estabelece um limite
para o tamanho do condensado p = V(7). O valor do potencial quimico na Eq.
(2.45) ¢ fixo impondo a condicao de normalizacdo no parametro de ordem

N—/\\IIO(F)\QCZF—/M_‘;;”“(F)F, (2.46)

resolvendo a integral para um potencial externo com simetria cilindrica encon-

tramos o valor do potencial quimico no limite de Thomas-Fermi

(2.47)

 [1582Na]*?
2 m '
Integrando a relacdo termodinamica y = 0E/ON podemos também encontrar o

valor da energia por particula
E 5

Nt

¢ interessante notar como a presenca das interacdes na nossa teoria modifica a

(2.48)

forma da solucao Gaussiana para um sistema de bosons nao interagentes. O
sinal da comprimento de espalhamento cumpre um papel fundamental na forma
do parametro de ordem, dependendo se for uma interacao repulsiva ou atrativa.
Se a interacao for repulsiva a densidade central da solucdo do condensado é
menor que a densidade central para a solucao Gaussiana. Se a interacao for
atrativa a densidade central da solucao para o condensado e maior que a densi-
dade central para a solucao Gaussiana. Em consequéncia o raio do condensado

aumenta ou diminui dependendo do tipo de interacao (retirado de [7])

05

a>0
0.6 [ \03
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Figura 3: Funcao de onda do condensado na T=0 para interacoes repulsivas a>0
e interacoes atrativas a<0 en termos do numero de particulas N.
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2.4.2 Solucao variacional da equacao de Gross-Pitaevskii

O segundo limite no qual podemos solucionar analiticamente a equacao de
GP é o limite de acoplamento fraco. Neste limite a interacao nao contribui de
forma significativa para a energia total do condensado (Na — 0). Devido a esta
consideracao a solucao da equacao de GP é aproximadamente uma funcao Gaus-
siana da forma [2,4,7]

1 2 2 2
exp |- - Y __ 2 (2.49)

Po(r) = 7T3/4(

a1a2a3)1/2

onde ¢(7) = ¥y(7)/N/? & a funcao de onda de particula tnica e as a;(i = 1,2,3) =
h/mw,; sdo as longitudes do oscilador. Neste caso entdo, a distribuicao da den-
sidade n(7) = |¥y(7)|* = N ¢2(7) € uma Gaussiana. Como foi mostrado na secio
anterior a introducao da interacao na nossa teoria modifica o tamanho do con-
densado, por esta razao nao podemos continuar usando os parametros a;. Com
esta restricdo, adotamos uma funcao de onda prova () com a mesma forma de

(2.49)

1 2 y? 52

1/1(7"‘):W6XP T Tl W (2.50)
aqui os parametros b;(: = 1,2,3) sdo os parametros variacionais. A esséncia
da aproximacao variacional esta na vantagem que da o fato de o termo nao
linear ser aproximadamente zero. Assim com a solucao (2.50) podemos calcular
a energia total (2.19), potencial quimico (2.39) e os parametros variacionais b;
que serao calculados usando a expressao para a Lagrangiana efetiva (2.19) nas

equacoes de Euler-Lagrange. A energia (2.19) com o uso de (2.50) toma a forma

b? gN?

E=NS Rw, | % ! _ 2.51

Z {452 ] T 2 2m)3 bbby (2.51)

Usando a relacao ja encontrada p = % (Exin + Eno + 2Eint) o potencial quimico
toma a forma ) )

a b; gN
hw; | —_— 2.52
Z e [41)2 } T 27 2b1babs (2.52)

Estes valores foram calculados usando a funcdo Gamma para resolver as in-

tegrais, as quais sao basicamente integrais Gaussianas. Os parametros varia-
cionales b; tem que ser calculados usando as equacoes de Euler-Lagrange (2.21)
para cada parametro a;,b; e a Lagrangiana efetiva L.;; = [ Ld” onde L e a La-

grangiana (2.20).

E interessante relembrar que toda a teoria desenvolvida nesse capitulo foi
feita sob a consideracdo de 7' = 0 consequentemente a densidade total do gas

coincide com a densidade total superfluida n = ng € ndo se tem a componente
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normal. Devemos ter especial atencao com dois pontos: primeiro a relacao exis-
tente entre a equacao de GP e as equacoes da hidrodinamica, e segundo a massa
que esta presente no termo de energia cinética da GP, isso porque no proximo
capitulo esse termo de massa sera fundamental na descricio dos condensados
fermionicos, os quais sofrem uma transicao de fase do estado normal ao estado
superfluido devido a presenca dos pares de Cooper, e entao a entidade funda-
mental que domina essa transicao nao sera um s6 atomo, sera entdo um par
de atomos, assim esperamos que todas as relacoes nas quais esta envolvida a
massa, mudem. Esta sera a principal diferenca na descricao dos condensados

bosonicos e os superfluidos fermionicos.
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3 Gas de Fermi Superfluido

O capitulo anterior consistituio uma revisao dos conceitos da condensacao
de Bose-Einstein (BEC) usando a equacao de Gross-Pitaevskii (GP) e foi o em-
basamento para a apresentacao deste capitulo. Numa completa analogia com
a teoria do BEC estudaremos as propriedades mais importantes do superfluido
de Fermi e mostraremos como estabelecer uma equacdo nao linear equivalente
as equacoes da hidrodinamica para férmions chamada equacao de densidade
funcional (DF). O capitulo comenca com um estudo estatistico de um gas in-
homogéneo usando a aproximacao de que o gas se comporta localmente como
unas gas ideal, a qual nos levara diretamente a introducao da equacao DF para
o superfluido de Fermi. Estudaremos os limites conhecidos para o superflu-
ido de Fermi nos quais poderemos ter resultados analiticos; esses limites estao
definidos em termos do valor da comprimento de espalhamento a. Como no
caso do BEC, a dimensao da interacao entre particulas (¢ — 0 ou a — oo0) define
esses limites conhecidos como limite BCS (Bardeen, Cooper, e Schrieffer) e limite
unitario. Como veremos o limite BCS e o limite unitario diferem pelo valor de
uma constante no termo nao linear, pelo qual poderemos estudar relacoes gerais

validas para os dois limites.

A diferenca com os bosons, o gas de Fermi nao interagente nao sofre uma
transicao de fase na temperatura zero. Vocé poderia pensar que este fato se
manteria ainda na presenca de interacoes, pelo menos quando elas sido fracas o
suficiente. Isto acontece na presenca de interacoes repulsivas e nao sera tratado
aqui [5]. Porém, na presenca de interacoes atrativas a situacao muda consid-
eravelmente. Mesmo quando as interacoes sao fracas, os férmions conseguem

formar pares e se tornar um superfluido.

E importante ressaltar como sao feitos os condensados num gas de Fermi.
Existem duas maneiras de fazer estes condensados. A primeira e baseada no
fenomeno da condensacao de Bose-Einstein de bosons compostos. Neste caso
a ressonancia de Feshbach [9] é usada para converter os atomos aparelhados

em moléculas diatomicas as quais tem um tamanho menor que o tamanho meio
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entre particulas. Estas moléculas sdao bosons € podem sofre a condensacao de

Bose-Einstein da mesma forma que atomos bosoénicos.

A segunda forma vem de uma analogia da Superconductividade a baixas
temperaturas e confirma a bem provada teoria BCS. Aqui uma interacao fraca
e atrativa resulta na formacado de pares de Cooper. Os pares de Cooper sao
grandes e nao podem ser pensados como particulas individuais ja que seu
tamanho e maior que a separacao media entre férmions. Assim teremos a
formacao de um superfluido, se os férmions tivessem carga teriamos a formacao
de Superconductividade. E notavel perceber que a diferenca entre o fenomeno
de BEC e a superfluides no caso de Férmios sem carga e s6 que tao firmemente
estao ligados os férmios como pares. Alem disso temos que ressaltar que no
caso dos férmions o mar de Fermi nao € superfluido. Para existir superfluidez
precisamos da formacao de pares de Cooper, o que implica uma interacao do

tipo atrativo entre fermions.

3.1 Gas de Fermi numa armadilha harmonica. Gas in-
homogéneo.

Nesta secao usaremos o ensemble grao canonico para derivar uma equacao
de estado para um gas na presenca de um potencial confinante. O calculo da
equacao de estado sera feito usando a consideracao de que o gas se comporta

localmente como um gas ideal.

Para o caso de um gas ideal a funcao de particao no ensemble grande

canoénico tem a forma [1]

Q= exp[-4) n;E;] = exp[-fy), (3.1)

{n;} J
onde 3 = kT, kp € a constate de Boltzmann, E; € a energia do nivel j preenchido
por o numero de particulas n; e ¢ = —In@Q /3. No caso dos férmions numa
armadilha harmoénica podemos expressar a energia do sistema como a energia

usual do ensemble grande canonico mais a energia do potencial externo
Ej =€ — 1% + Vext(my (32)

o potencial harmonico & Vext(”) = mwiaz?/2 + mwiy®/2 + mw2z*/2, p € o poten-
cial quimico, m a massa de um fermion, w; a frequéncia angular nas direcoes
i = x,y,z. Como é usual o potencial externo define a simetria do problema, se

as trés frequéncias w; foram diferentes entre elas o potencial sera totalmente
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antisimétrico, se tiver um eixo de simetria teremos uma simetria cilindrica, a
qual sera usada de aqui para frente. Usando o potencial externo V4,(7) dentro

da funcao de particao (3.1) teremos

Q= exp |—fn; Y (e — pu+ Vext(7)) | - (3.3)

{n;} J
Os férmions, como é bem sabido, cumprem o principio de exclusao de Pauli,
este principio impoe uma restricao no niimero de ocupacao deles por estado de
energia, assim o numero de ocupacao € n = 1,0, isto reduz a soma sobre os
estados possiveis de ocupacdo a um produto das func¢oes de particiao para cada

nivel de energia

Q=[] (exp[-B (€ + Vho(P) — )] + 1). (3.4)
J
Podemos escrever a funcao de particao Q da forma

g = —; Zln(l +exp [0 (65 + Vext () — 1)])
J

1 2v

~ B / In (1 + exp [~ () + Vho(7) — ) d°p, (3.5)

e calcular o valor esperado do numero de particulas por nivel de energia [1]

v =99 _ L
it = de;  1+exp[B (e + Vext () — p)]’ (3.6)

que € a distribuicdo de Fermi-Dirac com o termo do potencial externo. O niamero

total de particulas fixa o valor do potencial quimico

i

1
N = 2= D [+ Vel — ) &7

No limite termodinamico (N — oo, V — oo, N/V — constante) podemos mudar a

soma sobre estados pela integral sobre o volume de uma esfera [1]

2V . 1
No= <2wh>3/ TP exp 1B (6 1 Vet (7) — @)
7V 1

— e .
~ (2nh)? /d b dp(l + exp [B (& + Vext(F) — p)])

Para resolver esta integral vamos assumir a condicao de que o gas inomogéneo

(3.8)

se comporta localmente como um gas homogéneo, isso significa que o potencial
confinante varia mais lentamente que a funcao de onda tal que o potencial local-
mente seja quase plano. Usando o fato de que o gas se comportara localmente
como um gas ideal, o numero total de particula sera

_ 8V [ s 1
N = (27h)? /p dp(l—i—exp ACEGE (3.9)
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onde o potencial quimico u(7) = p — Vext(7) varia espacialmente. Aqui u(7) € o
potencial quimico do sistema nao uniforme e u € o potencial quimico do sistema

uniforme. Com a densidade total de particulas p no volume V a 7' = 0 definida

N 87 P, 8T p}
_N_ dp = >~ _Po 3.10
P=V = @2rh)3 /0 PP = 9nn)3 3" (3.10)

encontraremos a expressao para a energia de Fermi Er = kpTr a qual € mod-

como

ificada pelo potencial confinante o — Vext(¥) € como sabemos € igual a p2/2m.

Dessa forma teremos
(2m)3 /2

P= "3

e o potencial quimico estara agora modificado pela presenca do potencial harmonico

(1 — Vext (7))*/?, (8.11)

I 2/3
p="Vext(7) + 5 — (37%p) " (3.12)

Este potencial quimico na aproximacao de TF é o potencial quimico de um gas
inhomogéneo. A energia de Fermi representa uma escala de energia grande no
sistema de muitas particulas devido a presenca da densidade e sera o termo nao
linear na equacao dos férmions superfluidos. Como um exercicio prévio aos dois
proximos capitulos o sistema de férmions sera confinado em uma armadilha
com simetria cilindrica Vexi(p,z) = (mw?p? + mw?z?)/2 com p = (a2 + y?)1/? e

calcularemos a densidade linear n.(z) ao longo de o eixo z [2]

1 (2m\*? R 1 1
. _ 1 fam d doli — —maw?o? — ~mw?22)3/2
n.(2) 33 <h2> /0 90/0 pdp(p — Smuwpp® — Smw;z")
1 2m\*? | (2u — mw?22)%/?
p

o limite de integracdo em p € dado por R = [2(pg — mw?2z%/2)/mw?]'/? para manter
positiva a densidade linear. Também podemos calcular a densidade radial n,(p)

ao longo do eixo p

1 [2m\*? (% 1 1
o) = g () e g gt
1/2
1 om, 3/2 4u—2mw2p2
nole) = 2<n> <mw (20— mugp®)*?. (3.14)

Os dois exemplos mostrados serao de grande utilidade nos proximos capitulos,
nos quais investigaremos como calcular a densidade linear e radial para os con-
densados bosonicos e fermionicos usando a equacao GP e a equacao DF. Um fato
interessante de porque estamos usando a simetria cilindrica € porque experi-
mentalmente podem ser produzidas armadilhas com esta simetria e mediante a

aplicacao de um campo externo forte (diferente do potencial de confinamento),
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podem ser produzidos condensados em 2D e 1D. Por esta racao sera importante
saber como calcular a contribuicao da densidade radial e linear na densidade
total.

3.2 Aproximacao de Thomas-Fermi para férmions super-
fluidos

Com o uso da consideracao de que um gas na presenca de uma armadilha
externa podia comportasse localmente como ideal, mostramos na se¢ao anterior
como derivar a densidade de um gas na presenca de uma armadilha. Agora us-
aremos essa mesma aproximacao com o fim de escrever uma expressao para
a energia total do gas em termos da energia por particula do sistema. Us-
ando variacoes infinitesimais sobre a expressao da energia encontraremos uma

equacao no linear para descrever um gas de férmions superfluido.

A primeira expressiao a derivar estara dada em termos da aproximacdo de
Thomas-Fermi, na qual s6 contribui para a energia total o termo da energia de
Fermi e a energia potencial devida a armadilha externa. € importante destacar
que o termo de interacao no superfluido de Fermi é considerado como pequeno
(BCS) e pode ser apontado como zero, e s6 modificar a energia de Fermi por uma

constante (regime unitario), como veremos.

A aproximacao de TF nos permite escrever a densidade de energia do gas
ep(n,) como n vezes a energia por particula E,/N, de um gas uniforme (o sub-

indice indica quantidades em termos de pares de particulas )
E
ep(ny) = np—L. (3.15)
p\'"p pr

Na presenca de uma armadilha V), () as propriedades do condensado fermionico

podem ser descritas pelo funcional de energia [3]

E :/[ep(np)+v;,(f‘)|\11(f)|2 d7, (3.16)

aqui escrevemos a energia em temos de pares de atomos, nao de férmions indi-
viduais*. As quantidades em termos de pares estao relacionadas com as quan-
tidades de atomos individuais pelas equacgées p, = 24, V,(7) = 2V (7), m, = 2m,

np, = n/2. Os termos na energia (3.16) correspondem a energia de liberacao

E.q = /ep(np)df’, (3.17)

*A condensacao do gas de Fermi gas implica uma transicao de fase para o estado superfluido.
Esta transicéo esta descrita pela teoria BCS.
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e a energia do oscilador
Eyno = /V},(F)np(vf)df, (3.18)

Minimizando o funcional de energia (3.16) 6(E—uN/)on(r) = §(E,/2—ppNp) /020, (T)
(onde N = 2N, = [2n,(7)di = [n(F)d7 T € o numero total de particulas), encon-
tramos a equacao de Thomas-Fermi para o potencial quimico do condensado em
termos de pares de atomos

Ep

— 3.19

que em termos da densidade de energia pode ser escrito como

tp = p[np (7)) + Vi (7), (3.20)

onde p[n,(7)] = 868(7’:;) E,/N, = 2(67%)%/ 3%71]23/ ® & 0 "bulk chemical potential”de
um gas uniforme determinado pela equacao de estado. O p, € o potencial
quimico na aproximacao de TF para o gas de férmions em termos das quan-
tidades para pares de atomos. A equacao (3.20) entao toma a forma
h
pip = 2(67%)%—n2/3 + V(7). (3.21)
mp
Para construir a equacao (3.21) temos usado a relagao y, = 2uy. Este resultado

esta em concordancia com o resultado da referéncia [3].

Agora, usaremos o termo de energia cinética como uma correcao para a
aproximacao de TF [11] € mostraremos como calcular a DF. Podemos reescrever
a Eq. (3.16) como

B = [ o 00OF + 0 0 + )| dr
h2

2
= [ [ WA+ V10 + 225 25 10,7, (3.2
P

que pode ser escrita para da forma (por simplicidade escreveremos ¥, (") = ¥ ()

2
o /{ VU + 2V (7 )|\1;(1#)|2+22/365"pr(f)110/3} dF (3.23)

O parametro ¢ = 22/36xh2 ¥, (7)|'"% /5m, onde temos usado a densidade total
de pares definida como n,(7) = |¥(7)> = n(7)/2 onde ¥(7) é o parametro de
ordem. Introduzimos o termo x = (372)%3¢/2 um pouco cedo com o intuito de
esclarecer que este termo depende do regime no qual estamos trabalhando (BCS
ou unitario), assim as equacgdes para o superfluido de Fermi s6 mudam de um

regime para outro pelo valor da constante {. O parametro de ordem V(7) é

TEsta é a condicdo de normalizacio para a densidade n a qual fixa o potencial quimico do gas
na armadilha.
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introduzido para descrever o estado superfluido e esta normalizado ao numero
de pares superfluidos
/df‘|\11(f‘)|2 = N, =N/2, (3.24)

como temos descrito a dinamica do superfluido de Fermi pode ser apresentada
em termos de pares de férmions ou de férmions individuais, € por esta razao que
o parametro de ordem esta normalizado a o numero de pares N, = N/2. E bom
esclarecer que de aqui para frente trabalharemos com as equacoes en termos de
Fermions, so por facilidade e concordancia com os resultados encontrados em

outros trabalhos.

Para encontrarmos o parametro de ordem devemos minimizar a energia total
Eq.(3.23) §(FE — uN)/d¥*(7) = 0 o que nos permite encontrar a equacao DF para

fermions superfluidos
[ o/3. 20 4/3] =

esta equacdo esta escrita a temperatura zero e tem como termo nao linear a
energia de Fermi. Em analogia com a equacao de GP podemos escrever uma
equacao geral, nao so6 para estados estacionarios do condensado, mais também

para estados nao estacionarios, assim esta tera a forma

a1

h? . . . L0
—Rv%zvmm%x - (W (7, )| Y3 | (7, 1) = ih—W, (7, 1). (3.26)

ot

Para recuperar a Eq.(3.25) temos que escrever o parametro de ordem da forma
U (7, t) = U(F) exp|—i2ut/h).

A DF pode também ser derivada da densidade Lagrangiana

) ) o [ S T 2
£0_2<\1/at—\118t>+4m\1:v\1/—52 X P =V 1, (3.27)

usando as equacoes de Euler-Lagrange

0Ly 0 0%
el A ol Y 2
oV~ 9t g (2L) (528

A densidade Lagrangiana (3.27) sera util no momento de resolver variacional-
mente a equacao nao linear para férmions superfluidos. Como foi mostrado no
capitulo anterior a introducao de momentos canodnicos e o uso da transformada
de Legendre para encontrar a densidade Hamiltoniana nos leva diretamente a

expressao (3.22) para a energia total do sistema. Usando a equacao (3.27) e
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introduzindo os momentos candnicos para as variaveis ¥* e ¥

0Ly ih
Py = — =—U*
v ov, 2
0Ly ih
Py = =y 2

onde os sub-indices estao indicando as derivadas respectivas. Podemos calcular

a densidade Hamiltoniana

oW o
H = — i— £
Py + pu ot 0
h2 h?
= f|v\11|2+§22/3><7\m\10/3+2w\m2, (3.30)
4m 5 m

integrando sob as coordenadas espaciais finalmente obtemos o funcional de en-

ergia para o superfluido de férmions
R? h?
E_/ — VI + 922/3X7|x1/|10/3+2vy\m? dr (3.31)
im ) m

que muda para o regime BCS e o regime unitario s6 por o valor da constante
£. € interessante perceber que o potencial quimico (3.25) e a energia (3.31) se

diferenciam s6 na constante que multiplica o termo néo linear.

3.2.1 Regime BCS

Nesta secao estabeleceremos o primeiro dos regimes nos quais podemos es-
tudar o condensado de férmions superfluidos. O gas de Fermi em temperaturas
suficientemente baixas sofre uma transicdo de fase na presenca de interacoes
fracas e atrativas (kp|a| << 1), entre os atomos fermionicos, os quais formam
um par conhecido como par de Cooper. O par de Cooper € a entidade basica que
domina o mecanismo da superfluidez no sistema fermionico . Este conceito foi
primeiro introduzido Leon N. Cooper para explicar a forma na qual os elétrons
interagem atrativamente por meio de um fonon da rede para formar o estado
supercondutor; Cooper explicou a instabilidade do mar de Fermi sob a presenca
de interacoes fracamente atrativas e como consequéncia a formacao de estados

ligados chamados pares de Cooper.

Neste caso o conceito do par de Cooper € diferente no sentido que nao esta-
mos trabalhando em uma rede de atomos e nao temos um meio natural para que
os férmions interajam atrativamente, assim o uso da ressonancia de Feshbach
[4] permite-nos variar o tipo de interacao (atrativo ou repulsivo) e a magnitude
desta, com o qual poderemos ter o superfluido fermionico no limite de BCS

(@ — 0) [1,5,8,9]. O par de Cooper no nosso sistema faz referéncia a que o tipo



34

de interacao e fraca e atrativa. No caso de atomos fermidnicos, a interacao por
meio da ressonancia envolve atomos em dois estados de espim diferentes. No

regime BCS o "bulk chemical potential”’toma a forma [13]

2
pu(n) = ;—m (3772n)2/3, (3.32)

neste regime £ = 1 e o termo de interacao € praticamente zero, uma vez que a
energia de Fermi e considerada muito maior que o termo de interacao. Assim a

equacao DF que descreve o superfluido de Fermi no limite BCS toma a forma
h? h?
— V20 + 5 (670)°° [ () () = 200 (7). (3.33)

Como no caso dos BEC podemos derivar desta equacao as equacoes da hidrodinamica
e vice-versa mostrando a validade do estudo do gas de férmions superfluido nos

dois modelos teodricos, os quais entao resultam ser totalmente equivalentes.

3.2.2 Regime unitario

No regime unitario a comprimento de espalhamento diverge e deixa a distancia
entre particulas como a unica escala de longitude relevante no sistema. Desta
forma a unica escala de energia é a energia de Fermi Ep = h?k%/2m. O regime
entao € chamado universal. No caso de um gas confinado podemos usar esta
relacao localmente e relacionar o potencial quimico local u(7) = p — V(¥) com a
energia local de Fermi Er = lik2 /2m = h?(67°n(7))?/3 /2m, onde n(7) é a densidade
de atomos em um estado de espin. Poderemos entao encontrar uma relacao para
a densidade do gas de Fermi no regime unitario n(7) = (%)2/3 (1w — V(7))3/2 /672,
Veremos como neste limite ndo podemos s6 fazer zero o termo de interacao mais
pelo contrario construir o termo nao linear para a equacao em termos da energia

de Fermi.

A energia do gas de Fermi no regime unitario ¢ encontrada usando fixed-
node Green’s function Monte Carlo method (FN-GFMC) (que nao é parte deste

trabalho) dando como resultado

E 3 6 h2
N =56 =2 (334

onde ¢ = 0.44 e x = (372)?/3¢/2. Aqui temos usado nE(n)/N = n,2E(n,/N,. O
potencial quimico p pode ser escrito como uma constante universal multiplicada
pela energia de Fermi y = 0F/ON = {FEr. O valor da constante £ vem do termo
(16]

E 3
N = 5EF(1 + ﬂ)’ (3.35)
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utilizando apenas a expansao até a primeira ordem na constante adimensional
B € claro que o termo [ tem valor —0.56 o qual leva ao resultado E/N = 3¢Er/5
. Estas caracteristicas da energia por particula no regime unitario foram confir-
madas experimentalmente e numericamente [12]. Finalmente a DF possuem a
mesma forma no regime unitario que no regime BCS, isso nos permitira encon-

trar relacoes validas para os dois limites.

3.3 Equacoes Hidrodinamica para féermions superfluidos

Em analogia com o caso dos condensados de bosons, as equacoes da hidrodinamica
podem ser derivadas usando a Eq. (3.26). O procedimento € o mesmo que o feito
para o caso da BEC. O calculo da equacao DF pode ser feita também usando
as equacoes da hidrodinamica e a correta definicao da velocidade do superflu-
ido [11]. Esta conta tem um ingrediente especial que € o valor do parametro de
massa, se nao se considera corretamente a massa do par como a quantidade
fundamental dentro do superfluido a descricao dos parametros como a energia
e potencial quimico nao sera correta, como foi mostrado nos trabalhos de Ad-
hikari [13], Adhikari e Salasnich [14] e Salasnich[11]. Assim baseados nestes

trabalhos as equacodes da hidrodinamica corretas serao

0 L
J R Vi/moo1

A equacao (3.36) € a conhecida equacao da continuidade do fluxo hidrodinamico
e a equacao (3.37) é a equacao de conservacdao do momento linear. Aqui u(n) =
d(ne(n))/On € o "bulk chemical potential’dado pela equacédo de estado do gas
uniforme. € bom lembrar que a relacao das quantidades descrevendo pares de
férmions estao relacionadas com as quantidades que descrevem férmions pelas
relacoes m, = 2my, p, = 2uy, V, = 2V, Ny = 2N,. Note que as equacoes (3.36)
e (3.37) sao formalmente similares as equacoes da hidrodinamica para bosons,
mas as quantidades envolvidas sdo muito diferentes. Em particular o "bulk
chemical potential’da BEC é completamente diferente do "bulk chemical poten-
tial”para o superfluido de férmions [13]. Por exemplo, o termo de energia cinética
para férmions é « (8m)~! e para bosons é x (2m) " isso &€ uma consequéncia di-
reta das relacoes entre a fase do parametro de ordem e a velocidade superfluida
(11]

U= ive (3.38)

2m
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enquanto para bosons a relacdo esta dada por v = hV6/m. Este termo esta
relacionado diretamente com a pressao quantica, a qual para o caso de férmions

toma a forma

n? V2\/n
Top = —— .
@p 8m +/n (3-39)
para o caso de bosons esta relagdo tem a forma Tpp = —(h%/2m)V2\/n/\/n. € bom

remarcar que o termo de pressao quantica € visto por muitos autores como uma

correcao para a aproximacao de TF [11].

3.4 Relacoes Gerais

Estabeleceremos as relacoes do virial, la relacao para a energia o potencial
quimico e o radio cuadratico medio en termos da constante ¢ para estabelecer
estas relacoes em termos dos dois limites. S6 para lembrar o valor de £ € um no

limite BCS e 0.44 no limite unitario.

3.4.1 Teorema do viral

Mostraremos agora o teorema do virial para o caso dos condensados de
férmions. No regime BCS e no regime unitario o "bulk chemical potential”u(n,a)
tem respectivamente as formas %2 (372n)%/3 /2m e (0.44)h2(37%n)%/3 /2m, os dos mostrando

que (n,a) ~n?/3. Nos dois limites o funcional de energia tem a forma

p= [a [ VO + V0?4 S ey g s

= <Ekm> <Eho> <Efermi> ’ (340)

que corresponde a o valor esperado da energia cinética, potencial e de Fermi e
sera um minimo para o correto parametro de ordem. Tomando vantagem da
transformacéao de escala

U(7) — VIp(\z,y, 2), (3.41)

onde \z = Z e ¥ = (z,y, z) no sistema de coordenada cartesiano. Podemos calcu-

lar as energias promedio (Eyin), (Eho) € (Etermi) Para a novo parametro de ordem
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Pz, y, 2)

(Bkin)g = /dmdydz [

2 P2 &2 2
— + 2w
(dw2 dy? dy2>

A h2 , 2 &
_|_

2
d(Ax)?  dy? ]
2
/dxdydz [ 7 + 55 i T 2> d(Ax,y, 2) ]

<d2 2 d?
= N (Bgin)g - (3.42)

Da mesma forma encontramos (Ep,)q = A2 (Epo) 5 € (Efermi)y = N3 E ferma) 5

Usando a condi¢ao do minimo de energia dE/d\ |y—1= 0 encontramos

(Eho) = (Ekin) + % (Efermi) (3.43)
que somando nas trés direcoes toma a forma
(Eno) = (Ekin) + (Efermi) » (3.44)
o equivalentemente
E =2 (Epo) - (3.45)

A relacao (3.45) € igual para o regime BCS e o regime unitario. Usando a energia

de liberacao (E,.;) = (Fk) + (Fr) o teorema do virial toma a forma
1
<E7"el> = <Eh0> = §E7 (346)

que continua sendo dependente do regime no qual estamos trabalhando so6 por
meio de ¢, isso significa s6 que a relacdo matematica nos dos regimes sera a

mesma, nao que os valores das energias serao iguais.

3.4.2 Energia, potencial quimico e radio quadratico meio

Como ja foi mostrado, podemos escrever a equacdo DF para férmions no

regime BCS e unitario da forma
[—hvz HV g 22/3(3772)2/3\11(7’_')4/3] U(7) = puo¥ (), (3.47)

Na aproximacao de TF podemos encontrar solucoes para a energia e o potencial

quimico usando a equacao

|V + BIU@)P] v ) = pow (), (3.48)
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onde B = ¢ %22/ 3(372)%/3. Da equacao (3.48) podemos obter uma expressio para

o parametro de ordem

1\ 3/2
<“°B‘/> = [w(MP, (3.49)

usando simetria esférica para o potencial V = %mwzr2 e a condicao de normalizacao

para o parametro de ordem | A7 |0 (7)|* = N/2

32
f:m/#%@ﬂ;v , (3.50)

onde por simplicidade temos usado 7 = w =1 e m = 2, assim a constante B toma

a forma B = £22/3(37%)%/3 /4. A integral a ser resolvida é

% - % /FQdF(uo — )% (3.51)
que tem como resultado ,
assim o potencial quimico sera
1o = 3312 N1/3. (3.53)

que € o potencial quimico para uma particula. A forma para N particulas sera

entao [13]
172 (BN)A/3
3

Esta expressao depende do regime BCS ou unitario so6 através da constante &.

po =§ (3.54)

Calcularemos agora a energia, a qual na aproximacao de TF tem a expressao

0.6 f f 1 f f —— f f f

2 Unitariedade
. --—--BCS

Figura 4: Potencial quimico para os limites BCS e unitario em termos do ntiimero
total de particulas dentro do condensado.
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o /{va\y )2 +22/36h g( w2)2/3yq/(f)|10/3] dr, (3.55)

onde B = 2%/3¢(37%)%/%/4 e h = w = 1, m = 2. Usando o potencial externo U =

mw?r?/2 teremos

2\ 3/2 2\ 5/2
— 12 —
E — / lw (MOBT> +€22/3§(37rz)z/3 (MoBT> ]df

47 3/2 12 52|
= B3/2/[2T4(M0_r2)/ + — 5 2(#0—7“) ]dr

A 37wé
= 332 64 (3.56)
que tem finalmente a expressao para a energia [13]
4 4/3
E— Ho _ 51/2 (SN) (3.57)

4 4 7
onde temos usado a expressdo para o potencial quimico pg = 3'/3¢1/2N1/3. De

novo esta expressao depende do regime BCS ou unitario s6 através do parametro

¢ como € esperado. O radio quadratico meio do condensado de férmions esta

06 : : : : : it i
i Phe
-, L
05+ N .7
- Ve -7
---- Unitariedade PN -
04+ . -
- -----BCS s L
0 o
03+ s - ]
‘/ I"
0.2+ PO 1
./. ”’
01+ /.”,’ 4
«/’l’
e
0.0 f==="y . : . a a a a .

Figura 5: Energia para os limites BCS e unitario em termos do numero total de
particulas dentro do condensado.

definido como
(3.58)
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reescrevendo esta definicao para pares de férmions, e usando o parametro de
ordem (3.49)

) = 5 [ P

_ 16771— 7—,»2d7—,» MO_TQ i
N B

16w 3ugw
~ NB3/2 256 (3-59)

que finalmente usando a expressao para o potencial quimico (3.54)e simplifi-

cando termos comuns teremos [13]

4/3¢1/2771/3
2y =3 54 N (3.60)

Com estas propriedades gerais nos limites unitario e BCS temos concluido o es-

1.0 " F— : 1 : 1 — — F——t—

—
Y-
.-

0.8+ L
0.7+ e =
06—+ P
05+ '/‘

1l 7
04+ . Unitariedade
03+-

/ -----BCS
02+

0.1
0.0 f f 1 1 f f f f f

<rz>
\

Figura 6: Radio quadratico meio para os limites BCS e unitario em termos do
numero total de particulas dentro do condensado.

tudo do gas de férmions superfluido por meio da equacao DF. Nos seguintes
capitulos reduziremos as equacoes de Gross-Pitaevskii e de Densidade Fun-
cional de trés a duas e uma dimensao com o fim de estudar os condensados
tipo cigarro (1D) e tipo disco (2D). Estes tipos de condensados sao possiveis
gracas a aplicacao de uma armadilha magnética com uma certa simetria. No
nosso caso usaremos uma armadilha com uma simetria cilindrica (r = (p, 2)) a
qual com a aplicacadé do campo mais forte na direcao z confinara a dinamica do
condensado na direcao p com o que teremos um condensado bidimensional. Se
o campo for mais forte na direcao p a dinamica estara confinada na direcéo =z e

teremos um condensado unidimensional.
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4 Reducao dimensional da equacdo
de GP

Os dois primeiros capitulos foram dedicados ao estudo das propriedades
das equacoes de Gross-Pitaevskii (capitulo 1) e a equacao DF para condensa-
dos de férmions (capitulo 2) e por meio delas foram estudados alguns aspectos
relevantes dos condensados de Bose-Einstein e do superfluido de Fermi. Neste
capitulo estudaremos a forma de reduzir para duas e uma dimensoes a equacao
de GP.

Trabalhos experimentais [1,2] mostram que podem ser construidos conden-
sados em duas e uma dimensodes aplicando um campo externo que confine a
dinamica do condensado. No caso de um potencial com simetria cilindrica, a
aplicacao do campo na direcao radial confinada a dinamica do condensado na
direcdo axial e teremos um condensado unidimensional, chamado condensado
tipo cigarro. Se o campo for aplicado na direcao axial a dinamica do conden-
sado sera confinada na direcao radial e teremos um condensado bidimensional,
chamado condensado tipo disco. Por estas razoes o estudo da solucao da GP em

uma e duas dimensodes tem especial importancia.

A proposito deste capitulo sera escrever uma expressao para a equacao de
GP em duas e uma dimensodes e ter um modelo tedrico que nos permita cal-
cular as quantidades importantes do condensado em duas e uma dimensoes
e comparar-las com as quantidades em trés dimensoes. Existem muitas pro-
postas para o estudo do BEC em 1D e 2D [3,4] em termos de equacoes efetivas
que mostram ser muito exatas. A partir de algumas idéias que estes trabal-
hos apresentam proporemos um procedimento para a reducdo da equacao de
GP. Usaremos entao este capitulo para introduzir este procedimento. No final
de cada topico mostraremos como podera ser solucionada a equacao de GP no
limite de Thomas-Fermi e no limite de acoplamento fraco usando a conhecida

aproximacao variacional.
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4.1 Reducao de 3D-1D e 3D-2D da equacao de GP

Como foi mostrado no primeiro capitulo a equacao de GP dependente do

tempo, tem a forma

o  h? .
—ih— — —V? )+ N | B2 | ®(7, 1) = 4.1
th ZmVﬁV(ng |®|7| ®(7,t) =0, 4.1)

onde o potencial confinante esta dado por V(#) = mw? (p* + A\?2?) /2 com p a
coordenada radial e Z a coordenada axial (7 = (p, 2)), § = Ath?a;m com & a com-
primento de espalhamento, m a massa do atomo e as frequencias w e A\w as
frequencias nas direcoes p e z. A condicdo de normalizacao para a funcao de

onda de particula tinica ®(#,t) é

/df

Vamos usar a transformacao de coordenadas em termos das unidades adimen-

o(7,0)° = 1. 4.2)

sionais do oscilador harménico (que ndo é a tnica escolha possivel) t = fw,
a=ajay,, T ="/ay, 2= Z2[a, p=play = @az/z onde a, = \/h/mw para reescrever
a equacao de GP. Assim a Eq. (4.1) pode ser escrita como

o 1
i = SV V() + gN [P (7 1) =0, (4.3)

onde g = 47a e a normalizacido [ dr|y(7,t)|> = 1 . Esta equacdo sera reduzida
a uma equacao em uma e duas dimensoes. Sera usado o parametro A como
o portador do valor magnético do campo nas direcoes p e z, assim se A > 1
teremos um condensado bidimensional, se A\ < 1 teremos um condensado unidi-
mensional. Nestes limites (A < 1 cigar-shaped e A > 1 disk-shaped) as escalas de
longitude nas direcoes axial e radial sao muito diferentes. Consequentemente as
correlacoes entre estas duas direcoes podem ser esquecidas e a funcao de onda
(7, t) pode ser fatorizada nas variaveis p e z [3,4]. Para solucdes estacionarias
Y(7) da Eq. (4.3) em uma armadilha 1D podemos definir a densidade linear
$*(z) = [ d?py(7). Da mesma forma, para uma armadilha 2D podemos definir a

densidade radial como ¢(p) = [ dzi(F).

4.1.1 Reducao 3D-1D da equacao GP (Cigar-Shaped BEC)

No caso da aplicacao de um campo externo forte na direcéo p (A < 1) a funcao

de onda do condensado pode ser escrita como

U(7 1) = p(p,n1(2,1)) (2, 1), (4.4)
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onde a densidade linear n,(z, t) esta definida como n;(z,t) = N |¢(z,t)]> = N [ d?p |¢[*.

A normalizacao para a funcao ¢(z,t) e p(p,n1) €

/ Pplo(p.mn)? = / dz 6(= D) = 1. (4.5)

A substituicao da Eq. (4.4) na Eq. (4.3) e a assuncao de que ¢(p,n;) nao depende
explicitamente do tempo nem da direcdao z leva a (aqui por facilidade vamos

escrever ¢ = ¢(p,ny) € ¢ = ¢(z,t))
0 1( 62 1
{—watcﬁ -3 (@aj + WZ@) + 50"+ /\QZQ)W] + [gN ol IW} pp=0, (4.6)

onde temos usado o operador Vi = V3 + 9°¢/02*> em coordenadas cilindricas.

Separando as dependéncias das funcoes ¢y € p em z € p

0 19 1
P19t T 2022 2

1 1
— — /\2z2] o=09 [—QV/% + gnq |<p|2 + Qpﬂ ® 4.7)
e multiplicando por [ ¢*d?p teremos

2 * 6 162 1 2.2 * 72 1 2 2 12
Epp'plig, + 555 5N | 0=0 [ @'dp | =Vt gmlel™+ 507 o, (4.8)

onde do lado direito da Eq. (4.8) definimos a quantidade

% 1 1
fip(n1) = /w d*p [—Qvﬁ +glel*n + 2/)2] ©, (4.9)

que € o potencial quimico emergindo da equacao bidimensional

1 1
to(n1)p = {g o n1 + §p2 - ZV?,] . (4.10)

Usando (4.9) a equacao (4.8) toma entao a forma

0 10%2 1
g7 55~ 9 ) 6 =0, 1

onde o potencial quimico p,(n;) sera o termo nao linear da equacao de GP em
uma dimensao (4.11). Temos entdo duas equacoes basicas para o condensado
em 1D, uma equacao principal (4.11) e uma equacao auxiliar (4.9). Como foi
proposto no inicio do capitulo temos desacoplado os graus de liberdade axial
e radial na presenca de um campo confinante com simetria ciliindrica, neste
caso o grau de liberdade axial € que tem a informacao sobre a dinamica do
condensado. A solucao da equacao (4.10) leva ao potencial quimico da equacao

(4.9) que € o termo nao linear da equacao (4.11).

Resolveremos a equacao (4.10) para encontra o potencial quimico. No limite

do acoplamento fraco, como foi mostrado no primeiro capitulo, a funcdo de onda
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do condensado ¢(p,n;) pode ser aproximada pela fun¢ao Gaussiana

2
w(p,n1) = exp [—] : (4.12)

o?m
onde o € a largura. Quando n; — 0 o parametro o — % e a equacao (4.12)
satisfais a equacao (4.10). A substituicao da equacao (4.12) dentro da equacao
(4.10) resulta no potencial quimico

a? 1 2anq

,up(nl) = ?+Tﬂ+?' (4.13)

Agora, no limite de Thomas-Fermi o potencial quimico pode ser calculado da
equacao (4.11) assumindo que o termo de energia cinética nao contribui consid-
eravelmente com o potencial quimico

1
i) = [am ol + 62| @.14)

Desta equacao extraimos o valor da funcédo de onda do condensado

_ 1.2
2 = Helm) Z 507 (4.15)

1%
gni

Sabemos que |p|? ndo pode ser negativa, assim o limite superior de integracio
para calcular o potencial quimico sera p = /2pu,(n1) , que € o maximo valor que
pode tomar p. usando a condicdo de normalizacao para a funcao de onda do

condensado ¢(p,n1) teremos

2pp(n1) _ 1,2
/fpwwmﬁ2=/' ' (”””2p)d%=1, (4.16)
0

gni

que tem como resultado o potencial quimico

pp(ni) = 2¢/ang. (4.17)

Nosso objetivo € construir uma funcao suave que possa reproduzir os dois lim-
ites. O fato de usar uma funcao suave no passo do limite de acoplamento fraco
para o limite de Thomas-Fermi foi mostrado por Adhikari e Salasnich [5]. As

equacoes (4.17) e (4.13) podem ser reproduzidas pelo potencial quimico

1 2
_ +vat+4dan,. (4.18)

Holm) =502~ 3

que para os limites de an; — 0 reproduz o potencial quimico (4.13)e para o limite

an1 — oo reproduz o potencial quimico (4.17)



46

4.1.2 Reducao 3D-2D da equacao de GP (Disk-Shaped BEC)

Vamos supor agora que aplicamos um campo externo grande na direcao
axial (A > 1), assim esperamos que o movimento na direcao p seja aplacado pelo
campo externo, deste modo a funcao de onda do condensado pode ser escrita
como [3,4]

U(7,t) = @(p,t)d(z,n2(p, 1)), (4.19)

onde a densidade superficial esta definida como ny(p,t) = N |p(p, t)]* = N [d= |42
e a normalizagio [ d?p|p(p,t)]> = [dz|¢(z,n2)]> = 1. A substituicdo da Eq. (4.19)
na Eq. (4.3) da como resultado

1 92

1
992 + 5)\222 + gna W’F #(z,n2),
(4.20)

onde g = 47. Temos separado as diferentes dependéncias das funcoes ¢(p,t) e

?(z,n2) {igt + %Vﬁ - ;pﬂ e(p,t) = ¢(p, ) [

¢(z,m2). Multiplicando a Eq. (4.20) por ¢* e integrando em z teremos

0

1, 1
{iat +5Vo - 2,02} p(p,t) = p(n2)e(p, t). (4.21)

onde temos definido o potencial quimico i,(n2) como

10° 1
pz(ng) = /¢*d2 [_2622 + 5)\222 + gna |¢|2} o, (4.22)

esta definicdo nos permite estabelecer que 1, (n2) € o potencial quimico emergindo

da equacao unidimensional

102 1

Como no caso anterior, a solucao da Eq. (4.23) da como resultado o potencial

quimico dado pela equacao (4.22) que € o termo nao linear da equacao (4.21).

Vamos introduzir as variaveis z = z/a,, ¢ = \/a¢, fi, = p.a’, a, = \/1/) para
reescrever a Eq. (4.23) e (4.22)

1 92 _ _ _
[_2882:2 + %52 +aZgny ‘Qsﬂ ¢(z,n2) = fi-(n2)o(z,n2), (4.24)
- 102 1 _2] -
ﬁz(nQ) = /(b*dz |:_2822 + 5)\252 + gna ‘¢‘2 ®. (4.25)

Como no caso da reducao 3D-1D vamos solucionar Eq. (4.24) nos limites de
Thomas-Fermi e no limite de acoplamento fraco. O potencial quimico tem solucao

no limite de acoplamento fraco, esta solucao pode ser aproximada por uma
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funcao Gaussiana da forma

)

d(z,n2) = (ﬁ%rl)lﬂlexp [_2252} , (4.26)

onde j é a largura com ¢(z,ns) desta forma (4.26) o potencial quimico (4.24) sera

fiz(ng) = 4152 + ﬁ: + 2aazn2\/ﬁ27r. (4.27)

No limite de Thomas-Fermi podemos aproximar o potencial quimico pela equacao
1, —12 _

[22 + a.gna | 9| } = [iz(n2), (4.28)

que nos da a forma da funcao de onda neste limite

-2 _ 1 _9 1
— ( f.(ng) — = , 4.29
o7 = (maea) - 52) o (.29
substituindo \&\2 na condi¢ao de normaliza¢do [ dz |q§‘2 =1 teremos
V2 1 2
/ dz (gz - 52) =1, (4.30)
0 2 agna

solucionando a integral (4.30) teremos o potencial quimico no limite de Thomas-

Fermi

_ 3maa,ns 2/3
Mz = T (4.31)

Como foi falado temos que construir a funcao de interpolacao para o potencial
quimico i, com o fim de reproduzir os limites de acoplamento fraco e de Thomas-

Fermi. O funcao de interpolacao sera

1 @@ ([ 3maams\”
,UZ—E_ 4 + 1 + \/Q

o potencial quimico (4.32) para valores de aa,ns — 0 se reduz a o potencial

(4.32)

quimico (4.27). Para valores grandes de aa,ns o potencial quimico adquiri a
forma (4.31).

4.2 Solucao Variacional da equacao de GP

O objetivo desta parte do capitulo € mostrar a validade da aproximacao feita
na secao anterior e compara-la com os resultados da solucgao variacional das

equacoes (4.11) e (4.24) os quais sao ja conhecidos|6].
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4.2.1 Condensado tipo cigarro

A equacao (4.11) pode ser derivada da densidade Lagrangiana

10p*0p 1 gni
o, 2 9P 9y Lo o 9T 4
£lpl = —ppp Yoo, T2 T (4.33)
usando a equacao de Euler-Lagrange
d 1\ 0f£ 0f
—+ = = . (4.34)
(dp p) o, Op*

Na aproximacao variacional podemos escrever a funcao ¢(p,n;) como

2

VA d ] , (4.35)

80(/% nl) = W €xp {_M

onde « e a largura da funcao e o parametro A foi introduzido para calculo do po-
tencial quimico. A Lagrangiana efetiva para calcular os parametros variacionais

sera

Lefr = pp+2m / L[] pdp, (4.36)
onde u € o potencial quimico total e foi introduzido para garantir que o parametro
A mantenha a correta normalizacao da funcao ¢(p,n1). A substituicao da funcao
(4.35) na Lagrangiana efetiva (4.36) tem como resultado

A 1 A?
+ —Ad® + o

Leps = pp(l — A) + 22 T3 o2

(4.37)

O uso das equacgdes de Euler-Lagrange 0Lc¢s/0p = 0,0Lcss/ON = 0,0Lcf¢ /00 =0
tem como resultado respectivamente N =1 e p, = a?/2 + 1/2a% + 2any /a? (que €

o mesmo resultado (4.13)) e a resultado para a variaver «
ot = 14 2an;. (4.38)

Temos que ressaltar que a vantagem da aproximacao variacional sob a aproximacao
feita neste trabalho é que temos um valor para o parametro a dependendo de
anie nao temos que impor um valor para ele. Desta forma, usando a Egs. (4.38)
para o € para o potencial quimico p, teremos os valores numeéricos para j,. Os
valores de p, da primeira coluna sao obtidos resolvendo a equacao (4.9), a se-
gunda coluna vem do potencial quimico (4.18) e a equacao (4.11) com o valor de

a =0.98
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an; Numérico Presente Variacional MMD SPR

0 1 1 1 1 1

0.2 1.346427 1.34983 1.35225 1.34165 1.35225
0.6 1.859095 1.85816 1.88776 1.84391 1.88776
1 2.257135 2.25314 2.3094 2.23607 2.30940
5 4.612953 4.60640 4.82418 4.58258 4.82418
10 6.432456 6.42877 6.76475 6.40312 6.76475

Os dados "Numérico’e "Presente”foram tomados de [7]. Os dados MMD e SPR
foram tirados de [8] e [4] respectivamente. A comparacdao mostra que os métodos
ja existentes sao comparaveis com a solucao variacional do nosso método o que

sugere a maior exactitude do método aqui apresentado.

4.2.2 Condensado tipo disco

A equacao (4.25) pode ser derivada usando a densidade Lagrangiana

109" 09 1

72, 109700 1 5,002 g <14
L0 = —p |0 + 55755 + 57 9] +Jamna o], (4.39)
e a equacao de Euler-Lagrange
d\ 0L[g] _ 9£[g]

Na aproximacao variacional a func¢ao de onda do condensado pode ser aproxi-

mada pela funcao Gaussiana

- VB z2
o= G [~ A
que usada dentro da Lagrangiana efetiva

Lefy = iz + / £[pld= (4.42)

tem como resultado

_ BB? B aa.ne(2m)'/?B?
Lepr=p,(1—B)+ ——+ — .

O uso das equacdes de Euler-Lagrange 0L.¢s/0fi, = 0,0Le¢fs/ON = 0,0Lcrs /03 =0

tem como resultado B =1 e fi, = 32/4+1/46% 4+ 2aa.ny(27)'/? /5 e o resultado para

(4.43)

a variavel ¢

B = ;+2aaz(27r)1/2n2. (4.44)
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O uso da Eq. (4.44) para o parametro g e o potencial quimico i, tem como re-
sultado os dados da coluna Variacional. Os dados "Numérico’e "Presente”foram

tirados de [7] que soluciona a equacao (4.24) e (4.32) onde o parametro 3 = 0.93.

aniy Numérico Presente Variacional MMD SPR

0 0.5 0.5 0.5 0.5 0.5

0.2 1.348783 1.35611 1.36149 1.31186 1.36149
0.6  2.596146 2.57522 2.65111 2.51976 2.65111
1 3.599892 3.56301 3.69266 3.50165  3.69266
) 10.37932 10.2967 10.7161 10.2104 10.7161
10 16.45405 25.9920 17.0012 16.2547 17.0012

os dados das colunas MMD e SPR foram tirados de [8] e [4] respectivamente.
Como pode ser notado, a solucao feita aqui pelo método variacional coincide
com a solucao na SPR, que se mostrava como a aproximacao mais exata para a

reducao da GP.

4.2.3 Solucao Variacional da equacao 3D de GP

A equacao tridimensional de Gross-Pitaevskii €

i SRV + N | 07 ) = 0, (4.45)

onde g = 4wa e a normalizacdo da funcao de onda é [ dr W\Q = 1. Esta equacao
pode ser escrita para estados estacionarios usando a separacao de ¢(7,t) =

¢(7) exp [—iut], com p o potencial quimico em trés dimensdes. Desta forma a

equacao de GP en 3D toma a forma
= V2 V() + 9N 62| o) = 0. (4.46)
Esta equacao pode ser derivada usando a densidade Lagrangiana
£g] = 16 — 3 161" P6 + 55" + 222%) + N [o]? @.47)

dentro da equacao de Euler-Lagrange

0L
8(;5[?] =0. (4.48)
Na aproximacao variacional podemos tomar a funcao de onda do condensado
como
U= ve exp [—p2/2oz2 - 22/2ﬂ2] (4.49)

(ma2)1/2 (7 32)1/4
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que usada dentro da Lagrangiana efetiva

Lejs = ,u—|—27r/£[¢]d2pdz, (4.50)
tem como resultado
C 1 \2p2C C gNC?
Less = p(l — — 4 ZCa? — 4y .
eff = (1= C)+ 55 + 50" + —7—+ 172 T 9Eears (4.51)

Usando as equacoes de Eule-Lagrange OL.¢r/Opu = 0,0Lc¢/0C = 0,0L¢rs/0c =
0,0L¢¢f/0B = 0 teremos C =1 e os valores de u, v e

a 22 " 92 4 43 T 225023
o0 - b 29Ny

203 212720283
e — L 21/2g Ny

Fv N2r2a23

se o nimero de particulas N; for zero a = 1/(2)'/* e § = A~! e o potencial quimico
@ = 1.31066 + A\?/4. Usando A\ = 1/4

aN1 « 16} funcao de Onda 1

0 0.840896 4 0.141047 exp[—0.06252?] 1.32629
0.2  0.810407 4.2502 0.132744 exp[—0.0553581z2] 1.5148
1 0.709916 5.19627 0.108576 exp[—0.0370354z2] 2.36282
2 0.61898  6.31108 0.0893967 exp[—0.0251069z2] 3.61456
5 0.467686 9.31238 0.0605849 exp[—0.01153132%]  8.1732
10 0.360674 13.4438 0.0419665 exp[—0.0055329422] 17.0301
20 0.27429 19982  0.0282349 exp[—0.00250451z2] 36.8779

onde a funcio de onda é encontrada a partir de 27 [ dpp|¢(7)|* = W exp [—2%/(?]

que sera a densidade linear.

Com o uso de A = 4 teremos os valores para a densidade radial 2 [~ dz o(7)|* =

ﬁ exp [—p?/a?] teremos os resultados
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aN1 « Ié) funcao de Onda 7

0 0.840896  0.25 0.450159 exp[—1.41421p%]  5.31066
0.2 0.542862  0.473188 1.08012exp[—3.39329p%]  6.43867
1 0.299762  1.09724  3.54239exp[—11.1288p%]  28.8957
2 0.227305  1.64596  6.16073 exp[—19.3545p?]  62.9788
5 0.157455  2.83867  12.8392exp[—40.3355p?]  180.372
10 0.119283  4.29742  22.3714 exp[—70.2818p2] 403.518
20 0.0903794 6.51047  38.9683 exp[—122.422p%]  907.946

A idéia de calcular variacionalmente a solucao da equacao de GP em uma e
duas dimencoes e mostrar que o método introduzido aqui é equivalente a esta
aproximacao e que além disso, com o nosso método encontramos expressoes
analiticas simples para o potencial quimico em 1D e 2D. Temos mostrado o
procedimento para a reducao da equacao de GP e comparamos este com a
aproximacao variacional. Este procedimento sera o mesmo usado no proximo
capitulo onde estudaremos a reducédo para a equacao de DF para fermions su-

perfluidos.
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5 Reducao dimensional da equacdo
de DF

No capitulo anterior foi introduzido o modelo para a reducao da equacao de
GP de 3D-1D e 3D-2D. Neste capitulo usaremos esse mesmo procedimento para
mostrar como podem ser construidas equacodes reduzidas da equacao DF para

1D e 2D com o fim de estudar os superfluidos de fermions nessas dimensoes.

Estudaremos a solucao das equacgoes reduzidas em 1D e 2D usando o limite
de Thomas-Fermi e de acoplamento fraco, além de solucionar a equacao tridi-
mensional e as equacoes reduzidas para uma e duas dimensoes pelo conhecido

meétodo da aproximacao variacional.

Como foi mostrado no capitulo anterior construiremos uma expressao aprox-
imada para o potencial quimico com o fim de reproduzir os resultados do poten-
cial quimico nos limites de Thomas-Fermi e de acoplamento fraco. Finalmente
mostraremos os resultados para a densidade de atomos e como esta varia de-

pendendo da direcao de aplicacao do campo confinante.

5.1 Reducao de 3D-1D e 3D-2D da equacao DF para um

superfluido de Fermi.

Como foi mostrado no capitulo 2, a dinamica do condensado de férmions

superfluidos pode ser descrita pela equacao DF [1,2,3]

I 12 o
zha—iwp(r,t): —T%V%+Up+up(np) W, (#,1), (5.1)

onde N é o numero total de atomos, U, = m,w?(p* + \?2%) &€ o potencial confi-
nante atuando sob pares de férmions e p,(n,) = %(671’2711,)2/ 3 € 0 "bulk chemical
potential’dado pela equacao de estado do gas homogéneo. A normalizacao do
parametro de ordem esta dada por [ d7|¥,|* = N, = N/2, onde o indice p indica

que as quantidades estao em termos de pares.
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A Eq. (5.1) pode ser escrita usando as relacdes entre pares e férmions indi-

viduais m, = 2my, U, = 2Uy, pp = 2p15 da forma

L0 L h? -

m&\yp(r t) = —Mvg +2U¢ + 2us(ny) | U,u(7, 1), (5.2)
onde o pus(ny) = %Xn f37r2/ 3 esta generalizando a equacao para o regime BCS e
unitario com a constante y = (372)%/3¢/2 onde ¢ = 1 para o regime BCS e ¢ = 0.44
para o regime unitario [2]. Usando o potencial quimico para pares a Eq. (5.1)

toma a forma

0 ) h2 .
z’h&xlfp(f i) = [4mv2+2U +22/3 X|\If |43 W, (7, 9), (5.3)

onde temos usado a relacio n, = |¥,|>. Reescreveremos a equacao (5.3) usando

as variaveis adimensionais do oscilador harménico t = tw, r = fw, z = 2w, p = pw,
. 3/2 .
a=a/ay P\/5 = \I/ap/ . Assim (5.3) toma a forma

0

i V() = HV? + (07 + 2%2%) + 2Nyl V2| (7 ), (5.4)

com a normalizacao dada por [ dr l4|* = 1. A equacao para férmions superfluidos
nesta forma sera reduzida para o caso do condensado em uma (cigar-shaped) e

duas (disk-shped) dimensoées.

5.1.1 Reducao da equacao DF de 3D-1D (Cigar-Shaped condensate)

Consideraremos que aplicamos um campo externo forte na direcao radial
(A < 1 na Eq. (5.4)), assim conseguimos um condensado unidimensional. Sob

esta condicao a funcao de onda do condensado pode ser escrita como

iﬁ(ﬁ t) = gp(p,nl(z,t))qb(z,t), (5.5)

onde a densidade linear esta definida como

ni(z,1) = N (2, 1) = N/d?,)w(m)ﬁ, (5.6)
e as condicoes de normalizacdo para as funcées ¢(p,ni(z,t)) e ¢(z,t) sdo
/d% (7 )7 = /dz 6z 1) = 1. (5.7)
A substituicao da (5.5) na equacao (5.4) da como resultado
¢(p,n1) i% + i;; - AQZQ} $(2,1) = (2,1 [ V2 + 0+ 2xn) [0 (2,0)| 3 | wlp,m).

(5.8)
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Multiplicando Eq (5.8) por ¢*(p,n1) e integrando em p reescrevemos a Eq. (5.8)

nas equacoes

0 107
|:’Lat + Z@ - )\222 - ,Ltp(nl):| QS(Z,t) = 0. (5.9)
. 1
fp(n1) = /dgw (p,n1) [—4V§ + 0%+ 2xn3" p(p, ma)| 4/3] e(p,n1), (5.10)

onde 1,(n;) € o potencial quimico emergindo da equacao bidimensional

1 \
[—ﬂi + 0%+ 20y o (p,m)| 4/3} e(p;n1) = pp(n1)e*(p,m). (5.11)

A solucao da Eq. (5.11) da como resultado o potencial quimico da Eq. (5.10) o
qual sera o termo nao linear da Eq. (5.9). No limite de acoplamento fraco a Eq.
(5.10) pode ser resolvida assumindo que a funcao de onda do condensado pode

ser aproximada pela funcao Gaussiana

1
SO(Panl) = \/W

a substituicao da Eq. (5.12) na equacao (5.10) tem como resultado o potencial

exp[—p? /207, (5.12)

quimico
>, 1,6 n2/3
402 T 5N 2B

No limite de Thomas-Fermi fazendo o termo de energia cinética na Eq. (5.11)

(5.13)

Z€ero encontraremos

2+ 2xn2" |o(p, )| V3] = pp(na), (5.14)

usando a condicao de normalizacao para a funcao de onda ¢(p,n;), integrando
sob a coordenada p e lembrando que \go(p,n1)|2 tem que ser sempre positiva,

teremos o potencial quimico no limite de Thomas-Fermi

() = | o (2072 7 < Lasaaon?/ s 5.15
po(n) = |51 (2x) ~ 1.38336n)" " X", (5.15)

Com o potencial quimico no limite de acoplamento fraco e no limite de Thomas-
Fermi podemos construir uma funcao de interpolacao para reproduzir o com-
portamento do potencial quimico nao so6 nos limites, mas sim na passagem de

um limite para ou outro. A funcao de interpolacao esta dada por

5/3 2/373/°
<5a2> + 2y (5”1) ] , (5.16)
2 2w

que se reduz ao potencial quimico (5.13) para valores de n; — 0 € ao potencial

1 3
pp(n) = 12 5042 +

quimico (5.15) para n; — oco. A figura (1) mostra que a funcao de interpolacao

reproduz corretamente os limites de acoplamento fraco e de Thomas-Fermi e
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8
61
e
=
21 L7 —— Limite de acoplamento fraco [T
' - ---Limite de Thomas-Fermi
A Funcao de interpolacao
0 : | | | : | : | :
0 1 2 3 4 5

N1

Figura 7: Potencial quimico para os limites de acoplamento fraco, Thomas-Fermi
e a funcao de interpolacao. Todos como solucao da Eq. (5.11) no condensado
tipo cigarro.

tem um comportamento suave quando n; vai de zero a infinito. O valor do
parametro a e assumido como 1/v/2 como sendo a melhor escolha para o correto

comportamento da funcao de interpolacoes nestes limites.

5.1.2 Reducao da equacao DF de 3D-2D (Disk-Shaped condensate)

Podemos considerar que sob o nosso sistema aplicamos um campo externo
forte na direcao axial z. Deste modo, formaremos um condensado bidimensional
e confinaremos a dinamica do mesmo na direciao radial. Sob estas condicoes a

funcao de onda do condensado pode-se escrever da forma

@Z}(Fat) = go(p,t)qb(z,ng(p,t)), (5.17)

onde a densidade superficial na(p, t) esta definida por

na(p,t) = Np(p.t)> = N / dz (7, 6)2 (5.18)

As condicoes de normalizacao das funcgoes ¢(p,t) e ¥(7,t) estao dadas por

/de\go(p, I = /dz\d)(z,ng)]Q =1. (5.19)
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A substituicao da Eq. (5.17) na Eq. (5.4) tem como resultado

1

82
— a2 TN 203 6(zn2)| 2| 6(zma).
(5.20)

Multiplicando Eq. (5.20) por ¢*(z,n2) e integrando em z teremos o conjunto de

o) i35+ 51952 elp.0) = ol.0)|

equacoes
0 1
[Zat + ZVZ - 02} o(pt) = pz(n2)e(p,t), (5.21)
* 19 2.2 2/3 4/3
pz(ng) = /dzcb (z,n2) ~19.2 + X274+ 2xny 7 o2, )| o(z,n2), (5.22)

onde o termo pu,(ny) na Eq. (5.22) nao é outra coisa que o potencial quimico
emergindo da equac¢ao unidimensional

2
pena)o(eum) = |7 4 % 4 2 o)) e, 6529

A solucao da Eq. (5.23) resulta no potencial quimico da Eq. (5.22) o qual sera o

termo nao linear da Eq. (5.21).

. = . — N — 2
Podemos usar uma mudanca de variaveis z = z/a,, ¢ = \/a ¢, i, = p.as,

a. = 1/v/X para simplificar um pouco a Eq. (5.23)

_ 1 H? _ _
fz(n2)d(z,ng) = 102 +z22 4 2xa§/3n§/3 }qb(z, ng)‘ 4/3 o(z,mn2). (5.24)
Consistentes com a aproximacao feita para a funcao de onda, temos desacoplado

os graus de liberdade relevantes z dos nao relevantes p.

Agora vamos solucionar a Eq. (5.24) no limite de acoplamento fraco. Neste
limite a funcao de onda do condensado pode ser aproximada pela funcao Gaus-

siana

d(z,n9) = exp[—22/2n%), (5.25)

1
(n?m)t/4
onde n e a largura da funcdo. Com esta funcao de onda o potencial quimico

fi-(n2) toma a forma

2 4/3 2/3
_ n 1 2xa;’ "n, 3

No limite de Thomas-Fermi a Eq. (5.24) toma a forma
fiz(nz) = [\222 + 2 |62, ma) | V7] (5.27)

que usando a condicao de normalizacao para ¢(z,n2) tem como solucao para o
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potencial quimico

Xa§/3n2/3

3/4
. 8
fiz(ng) = [W] ~ 1.54947a,ns/? (5.28)

A funcao de interpolacao é construida de forma que para valores de a,ny — 0 a
funcao reproduza o potencial quimico (5.26) e para valores a.ny — oo reproduza
o potencial quimico (5.28)
3/4

(5.29)

e (n2) =

TR 97 (3m)2/3

7]2 1 153/27]2 153/2772 4/3 8XCL§/3TL§/3
TreE et G

Podemos representar os poténcias quimicos Eq. (5.26), Eq. (5.28) e Eq. (5.29),
mostrando que a funcdo de interpolacdo reproduz os limites de acoplamento

fraco e de Thomas-Fermi.

8 —
—— Limite de acoplamento fraco
----Limite de Thomas-Fermi

6+ - . - —+
e Funcao de interpolacao

Figura 8: A reproducao dos limites de Thomas-Fermi e de acoplamento fraco é
suave na medida que ny vai de zero ate o infinito. O valor de n é 1/ v/2 como a es-
colha mais aproximada para o correto comportamento da funcao de interpolacao
nos limites de Thomas-Fermi e de acoplamento fraco.
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5.2 Solucao das equacoes reduzidas usando a aproximacao
variacional

Com o objetivo de mostrar a equivaléncia entre a aproximacao feita neste tra-
balho e a aproximacao variacional, solucionaremos as equacoes reduzidas para
condensados fermionicos em uma e duas dimensodes. Resolveremos primeiro a
Eq. (5.11).

5.2.1 Condensado tipo cigarro
A equacao (5.11) pode ser derivada usando a densidade Lagrangiana
1, 3
£=—pplel* + gop00+ 0% ol + Zalel 7, (5.30)

(onde g = 2Xn?/ %), usando a equacao de Euler-Lagrange

d £ £
d (oL _ oL (5.31)
dz \ O¢;, Op*

onde temos simplificado a notacao % = d% + %. A idéia da aproximacao varia-

cional é usar o fato que o condensado dentro da armadilha esta no estado de
mais baixa energia; por ser uma armadilha harmonica esperamos que a solucao
seja uma funcao Gaussiana da forma

A 2
o(p,n1) = (7ro¢\/2;/2 exp {—2[;2] . (5.32)

A aproximacao variacional consiste em usar esta funcao de teste na densidade

Lagrangiana (5.30) e com ela calcular a Lagrangiana efetiva dada por

Lefy = pp + CD/ £(p)pP dp, (5.33)
0

onde temos introduzido o potencial quimico ., para manter a correta normalizacao
na funcao (5.32). O parametro Cp = 27 ou 47 nos casos 2D ou 3D. seguindo o
procedimento padrao, a Lagrangiana efetiva (5.33) com o uso da funcao (5.32)

sera da forma
1A 9 gA%/3

_ 2
Usando as equacoes de Euler-Lagrange 8%2‘/‘ =0, agi{f =0, 6%—‘;” = 0 encon-

tramos N = 1 que mantém a correta normalizacdao da funcao (5.32). O potencial
2/3
quimico p, = o+ 135 + X =747 que é o mesmo potencial quimico dado pela Eq.

(6.13). O resultado mais importante da aproximacao variacional € a seguinte
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equacao

2/3
1 12 xnj
=1 + % 2B (5.35)

porque com ela poderemos calcular como varia o potencial quimico i, em termos
da densidade linear e para diferentes valores de a para valores diferentes de n; e
o parametro ¢ = 0.44. Assim para os valores « = 0.70711, 0.760544, 0.83063, 0.912482,1.11101, 1.29985

teremos

ny Numérico AS Presente o =1/ v/2 Variacional
0 1 1 1 1

0.1 1.374014 1.37619 1.36783 1.37619
0.4 1.86102 1.87129 1.83897 1.87129

1 2.438935 2.46380 2.39749 2.4638

4 3.943426 4.01637 3.86401 4.01637

10 5.563762 5.69170 5.45885 5.69171

onde os dados da coluna AS foram tirados de [3], os dados da coluna Numeérico e
Presente foram tirados de [6]. A aproximacao variacional mostrou concordancia
com os valores do trabalho anterior [3] o qual da para o presente trabalho uma
maior importancia ja que poderemos ter valores mais exatos a partir da solucao
de equacodes analiticamente mais simples. Tendo solucionado a equacao auxiliar
para i, teremos que solucionar a Eq. (5.9). Com tal fim usaremos mais uma vez

a aproximacao variacional; a qual com o uso da funcao de onda teste

_ A 2 70, 2
danos os resultados A =1,
1 A2772
Mz = 82 + N + Hps (5.37)
e
_ L (5.38)
77 - \/ﬁ’ °

onde podemos ver que 1 = v/2 com o uso de A\ = 1/4. E claro com este resultado
que o uso da aproximacao variacional trais com sigo a facilidade da solucao
das equacoes (5.9) e (5.10), mais com esta aproximacao, como podemos ver na
equacao (5.38), temos perdido informacdo no parametro n, € nao poderemos

variar este com respeito ao niamero de particulas.
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5.2.2 Condensado tipo disco

Podemos fazer as mesmas contas da secao anterior, desta vez para a Eq.

(5.24) para o condensado tipo disco, com a densidade Lagrangiana dada por

= 172 1@32 22172 § 7110/3
£(p) = —hiz | 9] +4<82> + 26| * + k0] 7, (5.39)

onde k = 2x(a?ny)?/3. Mais uma vez usando a aproximacao variacional calculare-

mos a Lagrangiana efetiva

Legy = fiz +/ £(p)p"dp, (5.40)
0
usando as equacoes de Euler-Lagrange (5.31). Note que o fator dois no potencial

quimico esta para manter a correta normalizacao na funcao Gaussiana

d(z,n2) = (7727T\/)§1/46Xp[—§2/2772]. (5.41)

Com esta funcao de onda do condensado na Eq. (5.39) a Lagrangiana efetiva

toma a forma

) N 1., 3 [3 kN®3
Leff_NZ(l_N)—’_g—i_iNn +]_O\/;7’2/37T2/3 (542)
O uso das equacoe de Euler-Lagrange 6%—;” =0, 8?)%” =0e % = 0 na La-
4/3 2/3
grangiana efetiva (5.42) damos como resultados N =1 i, = % + # %\/g

que € o mesmo potencial quimico (5.26). Finalmente a equacao para o parametro

n da funcao de onda tem a forma

4/3 2/3
1 4 /3 xaz’ "ng
n—w+5ﬂw> (5.43)
com esta equacao podemos calcular os valores do potencial quimico para difer-

entes valores da densidade superficial n, e usando o parametro ¢ = 0.44 e os
valores n = 0.707107,0.790385, 0.906096, 1.04566, 1.38992, 1.72142 teremos os valores

a,no Numérico AS Presente a = 1/ V2 Variacional
0 0.5 0.5 0.5 0.5

0.1 1.071781 1.07375 1.05892 1.07375
0.4 2.035143 2.04762 1.98472 1.85402

1 2.798613 2.82290 2.72154 2.82291

4 6.101262 6.18240 5.95041 5.5368

10 8.597820 8.72108 8.4144 8.7211
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Os dados Numérico e Presente foram tirados de [6], os dados AS foram tira-
dos de [3]. Os dados calculados a partir da aproximacao variacional mostram
concordancia com dados calculados a partir das equacoes reduzidas efetivas no
trabalho de Adhikari e Salasnichh[1]. A variacdo do paramétro a pode levar a
valores mais exatos do potencial quimico. Tendo solucionado a equacao auxiliar
para u, teremos que solucionar a Eq. (5.21). Com tal fim usaremos mais uma

vez a aproximacao variacional; a qual com o uso da funcéao de onda teste

B
o(p) = W eXp[—PQ/QCMQ] (5.44)
_ _ 1
danos os resultados B=1, a = 7%
1 2
Hp = m +a” + pg, (5.45)

E claro com este resultado que o uso da aproximacdo variacional trais com sigo
a facilidade da solucao das equacodes (5.21) e (5.22), mais com esta aproximacao
temos perdido informacdao no parametro «, ja que nao poderemos variar este

com respeito ao niimero de particulas.

5.3 Solucao variacional para a equacao DF tridimensional

Nesta ultima secao vamos aplicar a aproximacao variacional na Eq.(5.4).
Escreveremos a DF para estados estacionarios e usando as equacoes de Euler-
Lagrange na Lagrangiana efetiva (a ser resolvida usando a funcao de onda teste),
vamos encontrar os parametros como o potencial quimico, e as larguras de cada
funcao de onda nas direcoes radial e axial, para com esta informacao representar
a variacao da funcao de onda em termos do numero de particulas. Os graficos
das densidades linear ¢? e radial p? serdo feitos em termos do parametro \ =

1/4, 4 respectivamente.

A Eq. (5.4) para estados estacionarios (7, t) = ¢ (7) exp[—i2uot] tem a forma
1 : .
2u0%0(7) = | = V7 + (0° + X°2%) + 2XN>2 | 72 | 4o (7), (5.46)

que tem como condi¢ao de normalizacdo [ di)y(7) = 1 e onde r? = p? + 2%, A Eq.

(5.46) pode ser derivada usando a densidade Lagrangiana

1, 3
£(p) = =2p0 [Yol” — 65 (V7o) + 7 [tol* + A2 [gol” + 22xN?/2 || 1%, (5.47)



64

com o uso da equacao de Euler-Lagrange 8(:’951!(}1") =0.
oo
Legr = po+ 277/ £(p)pdpdz (5.48)

esta integral em p deve ser resolvida de zero a infinito e devemos usar o operador

Laplaciano V2 = apQ +1 ; 8p + az . Usando a funcao de onda de prova

. VA 0 52
Po(r) = ar/Ai/2 expl—5 5 — W} (5.49)
a Lagrangiana efetiva (5.47) sera
A ) A 1., o 18¢N?83 \/§ AB/3
Leff—MO*MOAJriﬁLA Ot+8 5 +§)\ An® + B 50_4/3772/3 (5.50)

o uso das equacoes de Euler-Lagrange O0L.fs/0a = 0, onde o = {uo, o, n, No},

encontramos o resultado A = 1 e as expressoes analiticas para a 7 e ug

A 1 12yN?/3 \F a?/3
o = + =
25 237

4
1 192 XN2/3 4/3
4

2BV 5E5 at3 «
1 1 5 9 6XN2/3\/§ 1
po = @—’_ +W+ )\ 5m 5 a4/392/3

Se o nuimero de particulas é zero a = 1/v/2, n = 1/(AV4/2) e o = 1 +

)\1/2

Com a solucao das equacoes acopladas (5.51) para n e o com a variacao do
numero de particulas N podemos representar a densidade linear ¢, com o uso

da constante A = 1/4 para o condensado tipo cigarro

9 2 /
A
¢ (Om:a/4771/2)2 PP

calculando os valores de 7 e ¢ para diferentes numeros de particulas construimos

2 2 |2 2
| A 2
exp| 207 217 51| = 177 exp[ 772] (5.51)

a tabela seguinte

N n « Function

0 V2 1/v/2 0.398942 exp[—0.527]

2 2.33287 0.817492 0.241844 exp[—0.18374622]
10 3.13736  0.935617  0.17983 exp[—0.10159222]
100 4.76228 1.25143  0.11847 exp[—0.04409322

No caso da densidade radial ¢?, com a solucdo das equacoes acopladas (5.51)

para n € o com a variacao do numero de particulas N, podemos representar a
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044

Figura 9: Densidade linear para a solucao da DF en 3D usando a aproximacao
variacional

densidade radial ¢?, com o uso da constante A = 4 para o condensado tipo disco

1 2
2 _
¢ = <a7r3/4771/2> /dz

calculando os valores de 7 e o para diferentes niimeros de particulas

2 2 |2 1 2

N | I SR S
exp| 507 2772] — exp| aQ] (5.52)

N 7 Q Function

0 0.353553 0.707107 0.63662 exp|—2p?]

2 0.387879  0.99821 0.319452 exp[—1.00359p?]
10 0.423667  1.2776 0.195012 exp[—0.612649]
100 0.52571  1.89395  0.0887388 exp[—0.278781p?]

podemos representar as densidades radiais em termos de N

As solucoes das densidades radial e linear tem grande concordancias com os
valores calculados em [6] o0 que mostra primeiro o util que pode ser a aproximacao
variacional e segundo a exatitude da separacao de variaveis da funcao de onda
usada para a reducao da equacao de DF. O estudo das propriedades do super-
fluido fermionico no regime unitario esta ainda em desenvolvimento o que torna

interessante o uso da DF com tal objetivo.

5.4 Conclusoes

Concluimos varias coisas importantes do estudo apresentado nesta dissertacao:

1)A reducao adimensional da equacao de GP para uma e duas dimensoes
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Figura 10: Densidade radial com N = 2,10,100 para a solucao da DF en 3D
usando a aproximacao variacional

permite o estudo de condensados e das suas propriedades na presenca de um
potencial harmonico confinante que tem um valor forte em uma das direcoes
radial o axial dependendo se o condensado a ser estudado for tipo cigarro ou

tipo disco.

2)A forma analitica simples das equacoes para o condensado bosonico tipo
cigarro, que consistem em uma equacao unidimensional e uma equacao auxiliar
para o termo nao linear que sera o potencial quimico de uma equacao tipo GP

em duas dimensoes, apresenta vantagens na solucao variacional das mesmas.

3)A forma analitica para as equacdes do condensado bosonico tipo disco,
que consistem em uma equacao principal em duas dimensoes € uma equacao
auxiliar para o termo nao linear que sera o potencial quimico de uma equacao

unidimensional tipo GP, sera de facil solucao usando a aproximacao variacional.

4) Os resultados dos potenciais quimicos . € u, (como os termos nao lin-
eares das equacoes auxiliares) usando a aproximacao variacional comparados
com os resultados ja existentes para a reducao dimensional da GP estao em
grande concordancia o que sugere que os resultados numeéricos serao mais ex-

atos ainda que os ja existentes, o que foi mostrado no capitulo 4.

5)As equacoes reduzidas para o condensado bosonico nao sao equivalentes
em nenhum momento a equacao de GP. Estas equacoes reduzidas perdem informacao
do sistema no momento de fazer a separacao da funcao de onda no caso do BEC
tipo cigarro e disco. Mais mesmo com o uso desta aproximacao foram encon-

trados bons resultados usando a aproximacao variacional em comparacao aos
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dados numeéricos.

6)O estudo do superfluido fermionico com o fim de apresentar a equacao DF
esta respaldado pela equivaléncia desta com as equacoes da hidrodinamica com
a inclusao do termo de pressao quantica. A exatitude da DF na reproducao do
superfluido de fermidnico nao foi apresentada neste trabalho mais foi respaldada
pelos trabalhos de Adhikari e Salasnich [1].

7)As equacoes reduzidas para uma e duas dimensodes para o superfluido de
Fermi mostram uma forma analitica simples comparadas com as reducées ja

existentes para superfluidos de fermi[3].

8)A solucao variacional das equacodes reduzidas 1D e 2D para o superfluido
de Fermi mostra os mesmos resultados que as reducoes ja existentes[3] o que

sugere uma maior exactitude na solucao numerica.

9)A equacao DF introduzida neste trabalho é de grande importancia para o
estudo do superfluido de Fermi e gera grandes expectativas para o estudo do
superfluido de Fermi tanto nos limites BCS e unitario como no crossover de um

limite para outro, um tema ainda por pesquisar.

10)A similitude matematica das equacoes de GP e DF sugere um formalismo
amplo para o estudo dos dois sistemas usando uma equacao geral que descreva
os dois sistemas, mudando claro esta o termo de interacdo dependendo das

particulas a ser estudadas e o limite de interacao no qual estas se encontrem.
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APENDICE A - Off-diagonal long ranged order

A matriz densidade de uma particula esta definida como

pu(F=17) = ($* (D) ) (A1)
que usando as transformacoes de the Fourier
) = le/Q Zk: exp[—ik - r]a;
W(F) = # Zk: explik - r|ag, (A.2)

toma a forma

o 1 1 ’
pi(F—r) = <U1/2 > oxp[—ik- Uy >_explik v ]ak>
k k
1 —
= - g exp[—ik - (7 —")] (a}f ay)
- i%:exp[—ik (7= )]p(k = k), (A.3)

a qual é a transformcao de Fourier da distribuicdo no espaco de momentos
p(k—k"). No espaco das coordenadas a matriz densidade é zero para (7— 77) — 00.

Porem, no espaco dos momentos
p(k — k') = Nod(k — k') + plk — k), (A.4)

¢ diferente de zero para a mesma condicdo. Aqui temos definido no limite ter-
modinamico o termo de macro-ocupacao do estado de particula tinica Nyd(k—k')
que coincide com o momento zero p = 0, e a contribuicdo dos outros estados
ﬁ(k—k/). Esta macro-ocupacao do estado de particula tinica serve como definicao

geral da condensacao de Bose-Einstein BEC. Tomando (4) e substituindo em (3)
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teremos

=i
N—
I

(7 — LS explik - (7= )] [Nod(k — K) + ok — )
k

= D0 LS explik (7 ok~ K), (A.5)
k

v

e a matriz densidade para r — r’ — oo tera o comportamento
p1(7 — T/)r—r/—wo — No/v (A.6)

que pode ser escrita como

(G @06) =, (A7)
onde ng = Ny/v. Este comportamento da matriz densidade para r — ' — oo e
comumente chamado "off-diagonal long range order”. Sempre que Eq. (7) for

valida poderemos identificar o operador de campo como

A~

Y(r) — /no, (A.8)

e como sabemos (afa;) = N o que tem como resultado Yo(7) — (agao) =
v/no >> 1 devido a macro-ocupacao do condensado. Desta forma poderemos

€SCrever

() = D it = podo + 0
= o+, (A.9)

onde como ja foi falado o primeiro termo e devido ao estado macro-ocupado e o
segundo aos outros estados que nao sao macro-ocupados na hora da condensacao.

Finalmente consideraremos a aproximacao de Bogoulivov para escrever

ap — +/no, (A.10)

com o que o operador de campo pode ser escrito em termos do parametro de

ordem

() =0 = pov/iio (A.11)
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APENDICE B - Interacées Efetivas

Na aproximacao de Born o comprimento de espalhamento € dado pela relacao

m

m
- 47Th2 V(O)’

ABorn = — [ drV (7 — )

s (B.1)

onde temos escrito V(7—7") = V(0)d(7—+") o potencial de contato, correspondendo
a |r —r'| = 0. Nesta mesma aproximacao a matriz de transicao 7" pode ser escrita

como
T(0) = (o[V(7)]¢) = V(0) (B.2)

aqui temos escrito 7'(0) para caracterizar a matriz a energia zero. Podemos rela-

cionar o valor da constante V' (0) com a matriz 7(0) na aproximacao de Born

2
7(0) = V(0) = 47: ABorn (B.3)

desta forma a termo nao linear na equacao de GP sera escrito como

4T h?
aBorn|¥|%. (B.4)
m

Eint ~ T(0)|0)? =

Como foi usado no capitulo 1 e 3 a constante V(0) e a mesma constante g.
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APENDICE C - Deducdo da equacéo de GP

C.1 Equacao de Heisenberg

O uso das equacoes (1.2) e (1.9) dentro da equacao de Heisemberg (1.8) tem

como resultado os comutadores

[SE

. K2 S 1 -1 C e PR
(7 8), H] = 5 — / [\II,V\IJT’V\II’} dr' + 5 / [\If,qJT’\lfT’V(r—r’)\If’\If’] dr'dF, (C.1)
m

aqui a funcao ¥(7, t) nao depende das variaveis de integracao e pode ser colocada

dentro das integrais sem problema. As relacoes de comutacao para os campos

2 —

[0 (7), BT (r")] = 6(7 — 17), (C.2)
[(7), ¥(r")] = 0. (C.3)
O primeiro comutador na equacao (C.1) sera
[, VIV = [§, VIV + vl [, v,

onde o operador Laplaciano atua so6 sob a coordenada ' pelo que podemos es-

crever

VI, BV + VTV, ) = (V(S(f‘— F/)) VI 4 VTV, 8] = [Vd(F— Ff)} v,

Integrando por partes esta ultima relacdo ([ Vé(7 — )0 = — [ §(F — r/)VO)
podemos escrever a primeira relacao de comutacao para a equacao (C.1)

K2 I N - K2 - Y- K2 .
2/ [\If,v\lﬁ’v\lf’} dr =~ [ 87— )V dr = — VR ). (C.4)
m

m 2m

O segundo comutador na Eq. (C.1) €

% / [0, WY (! — YO dr i
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que pode ser calculado usando de novo as relacoes de comutacao (1.2) e o fato

de que o potencial deve comutar com o operador de campo
1 o 2is AN - 1 [y s 2 L s -
5 / [, OOV (" — )OS A" dr 4 3 / G, OV (7 — 7 88" dr"dr’,  (C.5)

usando (C.2) e (C.3) teremos

A

§(F— )TV (7 = UV dr" dr’ + = 5 / s — YV (7 = P)U" dr" dr?
= 5 U V(@ — 70" dr ”] U+ = 5 [/ (' — F’)\if’dﬁ} 0, (C.6)
onde temos tomada vantagem da funcao delta §(7 — /) e 6(r — ") para resolver a
integral. Estas duas quantidades podem ser somadas para finalmente ter
% / [0, Iy (7 — YO e dr = [ / Uty (7 — f’)\if’dﬁ} 0 (C.7)
A soma dos resultados (C.4) e (C.7) a equacao de Heisenberg sera

2
g (70) = [0, ] = 5 SR+ | [EVE -] e e

O segundo termo desta equacao tem que ser resolvido usando as condicoes

fisicas do gas diluido, as quais ja foram discutidas no primeiro capitulo
V(" =) = Vegr = g8(7" — ), (C.9)

com o uso deste potencial de interacao e o aproximacao de Bogoliubov para o

campo ¥(7,t) finalmente teremos
0 h2 9 .
mat\yo( t) = 3V + Vext (7) + g | o (7, 1) |* | Wo(F, 1), (C.10)

que € a conhecida equacao de Gross-Pitaevskii.
C.2 Aproximacao de Hartree
O jeito mais simples em que podemos aproximar a funcao de onda de muitos

corpos VY € usando a aproximacao de Hartree, quer dizer, assumimos que todos

os bosons ocupam o mesmo estado

Uy (rirg.rnit) = [ [ xo(ri,t), (C.11)
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onde xo(r;,t) € alguma funcao de onda normalizada de particula tinica. Chamare-

mos xo(r;,t) a funcao de onda do condensado. O Hamiltoniano efetivo sera

H:Z[

o uso de H na equacao de Hartree para uma particula tera como resultado

P2
ot V(n)] +V(0) Z 5(ri — 1) (C.12)

2m

4+ V(r) + /dT’V(T’ — 1) Z |Xi(F)|2] Xi(7) = Exi(7), (C.13)

da onde vamos tirar o termo de interacao para montar a equacao para estados
nao estacionarios que como ja vimos no capitulo 1 nao esta dado pela equacao
anterior porque o valor proprio da funcao x((7) € o potencial quimico e nao a en-
ergia. Para estados nao estacionarios, assumindo que ¥y tem realmente a forma
(C.11) é claro que a equacao que cumpre xo(r;,t) € a equacao de Schrodinger para

particula tnica

_ Oxo(F t h? . S -
71hX06(t) = —%V2X0(T,t) + ‘/ext(Tat)XO(Tat)‘ [C14)

Somando o potencial de interacao

Amrash? Aragh? .
Verr = — 2= > [ (ris ) = = 2=N o7 6) (C.15)
JF
onde temos aproximado N — 1 ~ N para um numero de particulas grande. Na

equacao (C.14) teremos finalmente

_Oxo(7t h? S = 7
thoa(t) = —%VQXO(’I", t) + Vvext(ra t)X(](T‘, t) +

Amagh?

N |xo(7 1) xo(7, ). (C.16)

com a normalizacdo dada pela expressao [ dr|xo(7, t)> =1. AEq. (C.16) em

termos do parametro de ordem VU (7,t) = /Nxo(7,t) sera

_OU(F ¢ h? - F V(7
ih ét ) = —%VQ\I/(T,t) + Vext (7, ) U (7, t) +

Arragh?
T P (). (C.17)

com a normalizacao neste caso dada por [ dr|¥(7, t> = N.
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APENDICE D - Invaridncia de Galileo da
Juncao de onda do condensado

D.1 Equacao GP

Mostraremos como o parametro de ordem que descreve o fenéomeno da condensacao
muda dependendo do sistema coordenado no qual observamos o sistema. Isso
significa que o parametro de ordem nao é invariante sob transformacodes de
Galileo. A mudanca na fase do parametro de ordem esta ligada com o fendmeno
da superfluidez uma véz que essa fase do parametro de ordem € a fase que de-
fine a velocidade do superfluido. O parametro de ordem tem que se escrever da
forma '

U (7 t) = U(r — vt, t) exp —%(mv T — %mv%) , (D.1)
para manter a equacao de GP invariante. Aqui v € a velocidade do superfluido.
No equilibrio o parametro de ordem tem a forma conhecida ¥y = n(l)/ 2 exp|—iut/h]
enquanto no marco de referéncia onde o superfluido se movimenta com veloci-
dade v o parametro de ordem toma a forma ¥, = né/ 2 exp[iS], onde a fase esta
definida por X

_ L
Sfﬁ(mv‘r (zmv + p)t) (D.2)

que define a velocidade do superfluido vy = %VS. A substituicao da Eq. (D.1)

dentro da equacao de GP com o uso das transformacoes de Galileo

!

r = r—ut,
t = t, (D.3)
e os operadores transformados
V2 — V2
0 0 0

W ~ o Ve (D-4)
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sera (neste caso sO para a direcao z, a generalizacao a 3 dimensoes € imediata)

d d i 1
ih <6t + v(%u) exp [h(mvx 5 t)}
R _, . NE: i
= |:—V + ‘/ext('r') + g ’\110(7’, t)’ :| \Ij exp |:h

2m

(mv-r— ;mv2t)] , (D.5)

calculando o lado esquerdo da equacao (D5)

L (0 0 i 9
ih (875 + U@x) U exp [—h(mvx - 5mu t)]

. ) 1 1 ] 1
= ih [\Il exp [—;(mvx - 2mv2t)} + %\IlimeQ exp [—;(mvx — 2m1)2t)”

. 1 . . 1
+ihv [\I/x exp [—;(mvx - 2mv2t)} - \I/%mv exp [—;(mvx - QmUQt)H ,

onde ¥ = 9¥/dt e U, = 9V /0z e o operador V atua neste caso por facilidade s6

sob a coordenada z. Calculando o lado direito (D5)

2 ; 1
—h—VZ (\I/ exp [—;(mvx - 2mU2t)}>

2m
52 . 1 ; ' 1
= 5 <‘I’m exp {—;(mvx - 2mv2t)] - \Ifx%mv exp [—;(mvm - 2”“)275)])
, ' ' . . 2 : 1
2 (o] o]

encontramos depois de somar os dois termos

|
ihU — 5mv2\11 + ihoW, + mo? W
h2

h h 1 o
= —%\sz + 157)\1’3; + Z§U\IJ$ + 57’7“)2\1] + [‘/vext(f;) + g ]‘l’o(r,t)|2 \117

que finalmente sera
. T h? ond 2
ih¥ = —%\Ifm + |Vext(7) + g |Wo(7, )] } v
que € a equacao de GP. O termo completo da energia cinética € recuperado

quando usamos o operador V atuando nas direcoes z,y € z
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D.2 Equacao DF

Na equacao DF o parametro de ordem muda pela fato que a equacao tem um

termo de energia cinética diferente

L (0 0 i 9
ih (875 + U@J;) U exp [—h(vax —mu t)]

n? _, , p A3
= [—4mv + Vext(7) + g |07 )| ]\Ilexp[

—%(vax —mv?t)|, (D.6)

o calculo do primeiro termo da como resultado
ih 9 + 02 ¥ ex —2(2mvx — m?t)| =ik + iV, + mo?U (D.7)
ot Ox PITh N * '

o segundo termo tem como resultado

h? , 4/3
—%\anz + ihvWy, + mv*U + [Vext(r_') +g ‘\IIO(F, t)‘ } 1 (D.8)

a soma dos dois termos resulta
2

o ) T

que € a equacao DF. Onde de novo por facilidade as contas estao feitas s6 na

direcao = mais sao facilmente generalizadas.
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APENDICE E - Superfluidez

E.1 Teoria Hidrodinamica de superfluidos (Bosons): Tem-
peratura zero

A teoria macroscopica que descreve os superfluidos a temperatura zero é
conhecida como Hidrodinamica; as equacoes da Hidrodinamica coincidem com a
descricao feita pela equacao de Gross-Pitaevskii sem o termo de energia cinética
e constituem a ligacao mais importante entre a condensacao de Bose-Einstein
e o fenomeno da superfluidez. A descricao do estado macroscopico do super-
fluido pode ser feita em termos de duas variaveis, a densidade e a velocidade
do superfluido. A equacao que descreve a densidade esta dada pela equacao da

continuidade
on

at

que expressa a conservacao da massa. A segunda equacao descreve a conservacao

+V-(j)=0, (E.1)

do momento linear
Ovg

ot
onde o potencial quimico pg € avaliado localmente tomando o valor do fluido

m

1
+ V(imvz + Vext (7)) + o) = 0, (E.2)

uniforme a densidade . Nesta equacao temos tido em conta a presenca de um

potencial externo. O termo de pressao quantica para bosons esta dado por

T
@F = Tom Vn

(E.3)

e a velocidade do superfluido esta definida pela fase do parametro de ordem

Vg = EVS (E.4)
m

Como foi mostrado as equacdes da Hidrodinamica (E1) e (E2) podem ser
derivadas a partir da equacao de Gross-Pitaevskii (desprezando o termo de en-
ergia cinética), porém as equacoes da Hidrodinamica sao mais gerais e podem-se
aplicar a sistemas que interagem fortemente. O termo de pressao quantica den-

tro da equacao de Gross-Pitaevskii tera como resultado as equacoes da Hidrodinamica



79

mostradas no capitulo 1.

E.2 Teoria Hidrodinamica de superfluidos (Férmions): Tem-
peratura zero

Nas temperaturas suficientemente baixas um gas de Fermi interagindo com
forcas atrativas sofrem uma transicao de fase ao estado superfluido (Transicao
BCS). O comportamento macroscopico dos superfluidos fermionicos neutros
esta descrita pelas equacoes da Hidrodinamica. Na temperatura zero as equacoes
descreverao a densidade a e velocidade do superfluido. As equacdes tomam a
forma

0
anJrV - (nvs), (E.5)

Para a densidade, que € a equacao da continuidade e

0 1

Mg Us +V imv2 + Vext(7) + p[n] | , (E.6)
para a velocidade do superfluido. Aqui p € o potencial quimico por particula,
fixado pela equacao de estado do gas ideal. O termo de pressdo quantica entra

nas equacoes da superfluidez da forma

(E.7)

A fase do parametro de ordem define a velocidade do superfluido fermiénico
como
h
vg = — V0, (E.8)
2m
que constitui a principal diferenca entre as equacdes da Hidrodinamica para
Bosons e Férmions. Nesta equacao m € a massa da particula e esta relacionada
com a massa do par pela relacao 2m = m,. Na descricao Hidrodinamica dos
superfluidos fermionicos temos levado em conta que os dois componentes de

espin (ny =n| = %) sao iguais e movem em fase (densidade e velocidade).
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