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Resumo

Existem muitos casos onde a inclusdo de restrigoes bilaterais e unilaterais na analise
de equilibrio de elementos estruturais ¢ inevitavel. Tais restricdes podem alterar
substancialmente o comportamento da estrutura. Isto ¢, em particular, verdadeiro na analise de
alguns tipos de fundagdes, trilhos de ferrovias, na analise de estruturas formadas por
compositos laminados (problemas de delaminacao), entre outros.

O objetivo deste trabalho €, entdo, desenvolver uma metodologia numérica para
analise de placas com restrigdes bilaterais e unilaterais de contato que sdo impostas por bases
elasticas. Nos problemas de contato unilateral, a base elastica oferece reacdo apenas quando
comprimida e, no caso de contato bilateral, a base oferece reagao, também, quando tracionada.
Desprezam-se, nas formulagoes, os efeitos decorrentes das forgas de atrito entre a placa ¢ a
base elastica.

O método dos elementos finitos ¢ usado para discretizar a placa ¢ a base elastica ¢ o
problema de contato unilateral é tratado diretamente como um problema de minimizacao,
envolvendo apenas as variaveis originais sujeitas a restricoes de desigualdade. A partir dai, o
problema de complementaridade linear resultante ¢ resolvido utilizando-se o algoritmo de
Lemke.

A eficiéncia das formulagdes numéricas propostas sdo verificadas através de exemplos

apresentados no final do trabalho.



Abstract

Many cases exist where the inclusion of bonded and unilateral constraints in the
equilibrium analysis of structural elements is unavoidable. Such constraints can change
substantially the behavior of the structure. That is particularly true in the analysis of some
types of foundations, railway tracks, in the analysis of structures formed by laminate
composites (delamination problems), among others.

The objective of this work is, then, to develop a numerical methodology for analysis of
plates with contact constraints (bonded and unilateral) imposed by elastic foundations. In the
unilateral contact problem, the elastic foundation reacts only when compressed and, in the
bilateral contact case, the foundation reacts, also, when tensile stresses are present. The effects
of the friction forces between the plate and the elastic foundation are neglected.

Finite elements are used for discretization of the plate and the elastic foundation and
the unilateral contact is treated directly as a minimization problem involving only the original
variables subjected to inequality constraints. Then, the resulting linear complementarity
problem is solved by the Lemke’s algorithm.

The efficiency of the numerical formulations proposed is verified through examples

presented at the end of the work.
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Lista de Simbolos
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2 2
0%() Operador diferencial de 2* ordem representado por : 0 (2) + i (2)
0x dy
a,b Dimensdes do retangulo definido ao redor do ponto nodal do elemento finito.
c Razao entre as dimensdes a e b.
D Rigidez a flexao da placa.
Dy Matriz que relaciona esforcos solicitantes-curvatura para a teoria de
Kirchhoff.
Dwm Matriz que relaciona esforcos solicitantes-curvatura para a teoria de Mindlin.
E Matriz que relaciona tensdao-deformagao.
E Modulo de elasticidade do material que compde a placa.
E, Modulo de elasticidade do material da fundagao elastica.
EI Rigidez a flexao da viga.
E, Modulo de elasticidade determinado a partir de Ej, € Vy,.
fi; Coeficiente de flexibilidade.
G Parametro de rigidez cisalhante de uma camada incompressivel.
H Profundidade da fundacao.
k Vetor de curvaturas.
K Parametro de rigidez elastico da fundagdo.
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Txya Txz, Tyz

Esforcos cortantes por unidade de comprimento, segundo os eixos X € Y,
respectivamente.

Reagdo exercida pela base elastica.

Distancia radial entre dois pontos.

Espessura da placa.

Intensidade do campo de tracdo na membrana.

Deslocamentos de um ponto qualquer da placa, na dire¢do dos eixos x, y € z,
respectivamente.

Deslocamento da base elastica.

Deflexdo sofrida por um ponto i qualquer da placa quando uma carga
concentrada unitaria sobre ele mesmo.

Deflexdo sofrida por um ponto n qualquer da placa quando uma carga
concentrada unitaria atua no ponto nodal i.

Coordenadas cartesianas.

Fungao utilizada para descrever o deslocamento da fundagao.

Fator que considera o empenamento da secdo transversal da placa.

Vetor de deformacoes.

Deformag6es normais e cisalhante.
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Matriz resultante do produto da matriz N com a matriz A.
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Matriz que relaciona esfor¢os solicitantes-curvatura para a teoria de
Kirchhoff.

Matriz que relaciona esforgos solicitantes-curvatura para a teoria de Mindlin.
Carga concentrada na diregdo z.

Matriz de flexibilidade para o semi-espaco infinito.
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Vetor de curvaturas.
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Matriz de rigidez global da base elastica.

Matriz de rigidez da base elastica para o elemento finito.

Matriz de rigidez global da placa.

Matriz de rigidez para o elemento finito de placa.

Deflexao lateral.

Deslocamento da base elastica.

Matriz que contém as fungdes de interpolacdo da geometria e do campo de
deslocamentos da placa.

Numero de elementos finitos utilizados para modelar a placa.

Matriz que contém as fungdes de interpolagdo para a deflexdo lateral da base
elastica.

Derivadas cartesianas da fungdo Ny, em relagdo aos eixos x e vy,
respectivamente.

Carga concentrada na direcdo z.

Vetor de cargas concentradas.

Vetor de carga uniformemente distribuida sobre o elemento.

Vetor de carga uniformemente distribuida ao longo de um bordo do

elemento.
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u Vetor que representa o campo de deslocamentos da placa.

up Vetor que representa o campo de deslocamentos da placa.

u,u Parte positiva e negativa do vetor u.

U Componentes de deslocamento.

u' Vetor de deslocamentos nodais obtido na iteracdo corrente.

Vetor de deslocamentos nodais obtido na iteragao i+1.
\Y% Volume da estrutura.
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Wi, Zi Par complementar (Algoritmo de Lemke).

Wi Deslocamento vertical da fundag¢ao sob um bordo da placa paralelo a y.

Wi Deslocamento vertical da fundag¢ao sob um bordo da placa paralelo a x.

X1, X2, X3 Eixos cartesianos.

Y.,Y Espacos vetoriais que contém, respectivamente, as solugdes de 1, ¢ ¢ do

problema de contato analisado.

Z Variavel adicional artificial (Algoritmo de Lemke).

Z1, Z2, 73 Vetores utilizados para definicdo do PCL padrao.

a K%, -

&ij Componentes de deformagdes.

¢ Distancia entre os dois corpos em contato.

Tjj Componentes cartesianas do tensor de Cauchy.

( Fator de tolerancia.

Capitulo 6

E, E, Modulos de elasticidade para o material da placa e da base elastica,
respectivamente.

fp fndice de flexibilidade da placa.

Wr Deslocamento para uma placa rigida.

a, B, B2 Coeficientes que aparecem nas equagdes para se determinar a solugdo

analitica da deflexdo w e dos momentos M, e My, respectivamente.

Y Parametro de rigidez relativo entre a placa e o semi-espago infinito.
V, Vp Coeficientes de Poisson para o material da placa e da base elastica,
respectivamente.

Xvi



Capitulo 1

INTRODUCAO

1.1 - CONSIDERACOES GERAIS

A analise do comportamento de elementos estruturais basicos como vigas, placas e cascas
¢ uma das dreas mais importantes da analise estrutural, uma vez que a maioria das estruturas
encontradas nos diversos ramos da engenharia ¢ formada a partir da unido desses elementos.

Em muitas situacdes praticas, esses elementos estruturais encontram-se apoiados em
outros corpos ou meios que oferecem resisténcia aos seus movimentos apenas em certas
dire¢des. Problemas onde a estrutura pode entrar ou perder o contato com outros corpos, ou
mesmo deslizar sobre o seu suporte s3o, usualmente, encontrados na literatura com a
denominacdo “Problemas de Contato Unilateral” (Barbosa, 1986; Silveira e Gongalves, 1993,
1994; Silveira, 1995).

Entre esses problemas, pode-se destacar, nas engenharias civil ¢ mecanica, a analise de
elementos estruturais usados, por exemplo, em estruturas de fundagdo, pavimentos, estruturas
flutuantes, pecas de compdsitos, cascas de protecdo em ambientes agressivos (usinas
nucleares) e tubulagdes em contato com o fundo do mar.

A andlise do problema de contato ¢ um dos topicos mais complexos da Mecanica dos
Soélidos devido a dificuldade existente na formulagdo e solu¢do do problema. Mesmo para os
casos onde se consideram pequenos deslocamentos e material com comportamento linear
elastico, a inclusdo das restrigdes unilaterais de contato, na analise, torna o problema a ser

resolvido uma tarefa realmente dificil.



1.2 - OBJETIVO E DESCRICAO DO TRABALHO

Este trabalho tem como objetivo principal o desenvolvimento e a implementacdo
computacional de uma metodologia de solucdo numérica capaz de resolver problemas de
equilibrio de placas com restricdes de contato, considerando pequenos deslocamentos e
deformagdes e material elastico linear. Na formulagdo proposta, essas restrigdes de contato
sdo impostas por bases elasticas ou apoios discretos. No caso em que a base eldstica reage
tanto as solicitagdes de tracdo quanto as solicitagdes de compressdo, o contato ¢ denominado
bilateral e, no caso em que a base reage apenas as solicitagdes de compressdao, o contato é
chamado unilateral. Desprezam-se, na analise, os efeitos decorrentes das forgas de atrito entre
a placa e a base elastica, uma vez que, para a classe de problemas estudados esses efeitos nao
sdo de grande importancia.

E importante destacar que o presente trabalho ¢ parte integrante da linha de pesquisa
Analise Numérica e Computacional em Engenharia, do Mestrado em Construcdo Metalica
(Deciv/EM/UFOP), que tem como objetivo a aplicacdo de métodos numéricos, como o
Me¢étodo dos Elementos Finitos (MEF) e/ou o Método dos Elementos de Contorno (MEC), na
determinagdo das respostas de sistemas de engenharia. A eficiéncia computacional das
estratégias envolvidas e a visualizacdo grafica dos dados processados e gerados sdo, também,
topicos de interesse.

Em geral, o primeiro passo para se obter a solugdo numérica para os problemas de contato
consiste em reformula-los em espagos de aproximagao. Para isso, pode-se recorrer geralmente
ao MEF, que é uma técnica de discretizacdo muito utilizada na analise de problemas
estruturais complexos. Apos a discretizagdo, a atencao € voltada para a selecdo e escolha das
metodologias que possibilitem o tratamento, de forma adequada, da restricio imposta a
analise, ¢ que, normalmente, se requer que o problema tenha dimensdo finita. Dentre as
alternativas encontradas na literatura para tratamento da restri¢do unilateral, as técnicas de
programacao matematica sao as utilizadas neste trabalho. Essas técnicas, que permitem obter
a solucdo do problema de contato sem que as restrigdes unilaterais sejam eliminadas
explicitamente da analise, mantendo-se, portanto, a filosofia original do problema, ddo origem
a inequagdes variacionais, que, ao serem satisfeitas, geram um conjunto de equagdes e
restri¢des que sdo resolvidas utilizando-se técnicas de pivoteamento.

Os tdpicos necessarios para o entendimento e a validagdo da metodologia de solugdo
proposta sdo apresentados nos demais capitulos que compdem este trabalho. Na Segdo 1.3,

ainda neste capitulo, ¢ feita uma revisdo bibliografica onde aten¢do especial ¢ dada aos



trabalhos que tratam da analise do problema de contato unilateral entre uma placa e uma base
elastica.

No Capitulo 2 ¢ feito um estudo sobre placas e sdo apresentados os modelos de bases
elasticas consideradas neste trabalho. Nele sdo descritas as teorias de Mindlin e de Kirchhoff
para analise de placas espessas ¢ delgadas, respectivamente e, ainda, sdo fornecidas as
equacdes matematicas que descrevem o comportamento dessas bases elasticas.

Como a técnica de solugdo adotada para o problema de contato baseia-se na
discretizagdo por elementos finitos dos corpos, o Capitulo 3 apresenta os elementos utilizados
na modelagem da placa e da base elastica.

O Capitulo 4 fornece as formulagdes desenvolvidas neste trabalho para solugdo do
problema de contato bilateral e unilateral. Para resolver o problema de contato unilateral sao
apresentadas trés formulacdes que transformam o problema de minimizag¢do com restrigdo em
um problema equivalente de complementaridade linear. Ao final do capitulo, Se¢do 4.4, ¢
dada atengdo particular ao algoritmo adotado para solu¢do do problema de
complementaridade linear (PCL).

O Capitulo 5 fornece um resumo dos procedimentos adotados na implementacdo
computacional do modelo numérico proposto no Capitulo 4. Uma descri¢do do programa
principal ¢ fornecida na Se¢do 5.2, que esclarece os passos mais importantes usados na
implementagdo desse programa.

Exemplos que validam a formulagdo proposta sdo apresentados no Capitulo 6.
Inicialmente, sdo fornecidos quatro exemplos de placas com a finalidade de se comprovar a
eficiéncia dos elementos adotados. Com o intuito de se verificar a eficiéncia computacional
das formulagdes desenvolvidas no Capitulo 4 para solucdo do problema de contato, sdo
analisados, na Secdo 6.3, cinco exemplos de placas em contato bilateral com uma fundagao
elastica, cujos modelos foram descritos no Capitulo 2. Ainda na Secdo 6.4, sdo apresentados
quatro exemplos de placas com restricdes unilaterais de contato provocadas por uma base
elastica modelada segundo Winkler ou como um semi-espaco infinito.

E, finalmente, no Capitulo 7 sdo apresentadas as conclusdes e observagdes sobre o
emprego da formulagdo proposta na solugdo dos diversos problemas estudados no Capitulo 6.

Sdo fornecidas, também, algumas sugestoes para o desenvolvimento de trabalhos futuros.



1.3 - REVISAO BIBLIOGRAFICA

Interagdes de contato entre dois corpos deformaveis, onde um deles é considerado
como uma base elastica, sdo, usualmente, modeladas por meio de condi¢des de contorno
bilaterais; ou seja, através de deslocamentos e/ou de forgcas prescritas em alguma regido do
corpo. Tais modelos sdo satisfatorios para algumas aplicagcdes de engenharia, mas deixam de
ser confiaveis quando o comportamento dos corpos na regido de contato ¢ o assunto de
principal interesse e quando ha variagdo na regido de contato entre eles. Geralmente, nesses
casos, ¢ necessario estabelecer condi¢des de contorno unilaterais (impenetrabilidade entre os
corpos, por exemplo) como parte da solu¢dao, uma vez que nao se conhece a verdadeira area
de contato.

Um dos estudos sobre as bases elasticas foi feito por Kerr (1964), que apresentou uma
descri¢dao dos modelos de Winkler, Pasternak, Filonenko-Borodich, entre outros, apresentando
as equacdes matematicas que os representam.

Entre as aplicagdes envolvendo condigdes de contorno bilaterais e algum modelo de
base elastica, pode-se citar o caso de uma placa circular, submetida a uma carga concentrada,
em contato, sem atrito, com uma base elastica modelada segundo Winkler. Nesse modelo, a
intensidade da reacdo exercida pela base eléstica ¢ proporcional a deflexdo sofrida por ela.
Solugdo analitica para o problema foi dada por Timoshenko e Woinowsky-Krieger (1970).

Utilizando o modelo de base elastica com dois parametros para descrever o
comportamento da fundagdo e ainda a hipotese de contato bilateral, Yang (1972) apresenta
uma aproximacao iterativa que combina as vantagens do método dos elementos finitos e o
método das diferengas finitas para a analise de placas, sobre uma base elastica, sujeita a
carregamentos ¢ condi¢gdes de contorno quaisquer. A aproximacao introduzida ¢ aplicavel a
qualquer elemento de placa e utiliza o modelo de base elastica com dois parametros, que leva
em conta o efeito das deformacoes cisalhantes na fundacao.

Em 1965, Cheung e Zienkiewicz (1965) fizeram uma andlise linear elastica de placas e
tanques em contato com um semi-espaco infinito, utilizando o método dos elementos finitos.
O contato foi considerado, também, como bilateral e o atrito existente entre os corpos foi
desprezado. Continuando esse trabalho, Cheung ¢ Nag (1968) resolveram o problema de
contato de placas e vigas sobre um semi-espaco infinito. Utilizando o mesmo método para
modelagem dos corpos, foi feita uma andlise dos efeitos que surgem devido a separagdo dos
corpos. Duas caracteristicas importantes da técnica de solucdo, utilizada nesses dois trabalhos,

sd0 o uso de elementos retangulares de flexdo de placas e a consideracdo da pressdo de



contato ser constante em uma area retangular em torno de cada um dos pontos nodais do
elemento.

Svec e McNeice (1972) e Svec e Gladwell (1973) resolveram o problema de contato
bilateral entre uma placa delgada, de forma retangular, triangular ou circular, e um
semi-espacgo infinito pelo MEF. Nesses estudos, foi usado um elemento triangular. Uma
caracteristica da formulacdo utilizada ¢ a consideracdo, agora, da distribui¢do da pressdo de
contato continua em cada elemento triangular.

Em 1969 foi apresentado por Weitsman (1969) um método variacional para o calculo
do raio de contato entre uma placa elastica de extensdo infinita € um semi-espaco infinito. A
placa estava pressionada contra a regido elastica por uma carga concentrada atuando no seu
centro. Na auséncia de contato, considerou-se que nenhuma tensdo de tracdo poderia ser
transmitida através da interface entre a placa e a base elastica, ou seja, o contato foi
considerado como unilateral. Os resultados mostraram que a regido de contato, para essa
situacdo de carregamento, ¢ definida por um circulo.

Weitsman (1970) apresentou uma formulacdo variacional para andlise de placas e
vigas, sujeitas a uma carga concentrada, em contato unilateral com uma base elastica
modelada segundo Winkler. O desenvolvimento de regides de perda de contato é examinado
em varios exemplos.

Uma das primeiras formulagdes do problema de contato unilateral como um problema
de programacdo quadratica é encontrada no trabalho de Conry e Seireg (1971). Usando o
método das forgas, hipoteses de pequenos deslocamentos e material linear-elastico e, ainda,
conhecimento prévio de pontos que entrariam em contato, eles resolveram o problema
classico de contato Hertziano (Johnson, 1982) através do método Simplex modificado.

Seguindo o trabalho feito por Svec e McNeice (1972), Svec (1974) resolveu o mesmo
problema considerando, entretanto, que a fundagdo reagia apenas aos esfor¢os de compressao.

Gladwell e Iyer (1974) estudaram o problema de contato unilateral, sem atrito, entre
uma placa circular e um semi-espaco infinito. Nesse estudo, considerou-se a placa delgada, de
raio a finito e sujeita, além do seu peso proprio, a uma carga distribuida sobre uma regido
circular central de raio b.

Chand et al. (1976) formularam o problema de contato unilateral entre dois corpos
elasticos como problemas de programagdo quadratica (PPQ) cujos teoremas foram aplicados
para mostrar que a solucdo de um problema de contato, se existe, ¢ Unica e pode ser
facilmente encontrada pelo método Simplex modificado de programacdo quadratica.

Problemas classicos de vigas e arcos sobre bases elésticas sdo apresentados.



O problema estatico de contato de placas sobre solos modelados como um semi-
espaco infinito ou segundo Winkler foi estudado por Ascione e Grimaldi (1984). O contato foi
considerado como unilateral. Algumas formulagdes variacionais para se obter aproximagoes
numéricas da soluc¢do pelo método dos elementos finitos sdo discutidas e os resultados, para o
caso de uma placa circular, sdo apresentados. Em uma das formulag¢des propostas nesse artigo
e utilizada no presente trabalho, chega-se, apds a discretizagdao usando o MEF e as condig¢des
de Kuhn-Tucker (Luenberger, 1973) a um problema de complementaridade linear (PCL) que
¢ resolvido através do algoritmo de Dantzig (Cottle e Dantzig, 1968).

Em 1985, Ascione e Olivito (1985) apresentaram uma formulagdo, baseada no método
das Penalidades, para resolver o problema de contato unilateral entre uma placa retangular e
um semi-espaco infinito. Para se levar em conta os efeitos das tensdes cisalhantes, a teoria de
Mindlin foi utilizada.

Em 1986, surgem trabalhos que utilizam o método dos elementos de contorno para
analise do problema de contato. Puttonen e Varpasuo (1986) examinam a aplicabilidade do
método para analisar uma placa sobre uma fundagao eldstica modelada segundo Winkler ou
Pasternak. Katsikadelis e Kallivokas (1986) desenvolvem uma solugdo para analise de placas
delgadas, engastadas, de forma qualquer e submetidas a qualquer tipo de carregamento, em
contato com uma fundacdo elastica modelada segundo Pasternak.

Rajapakse e Selvadurai (1986) fizeram um estudo comparativo sobre a eficiéncia de
alguns elementos de placas baseados na teoria de Mindlin e na técnica de integracdo reduzida
para descrever a interagdo entre a placa e um semi-espago infinito.

Li e Dempsey (1988) apresentaram uma soluc¢do para o problema de contato unilateral
sem atrito entre uma placa quadrada sujeita a uma carga vertical e um semi-espago infinito.
Consideraram, também, o modelo de base elastica proposto por Winkler.

Ainda em 1988, dois trabalhos foram feitos para analisar o problema de contato
unilateral sem atrito. Um deles, desenvolvido por Celep (1988) utiliza o método de Galerkin
para descrever o comportamento de placas retangulares, submetidas a cargas concentradas e
distribuidas, em contato com uma funda¢ao tipo Winkler. O outro, desenvolvido por Celep et
al. (1988), estuda o problema de contato unilateral entre uma placa circular e uma base
elastica constituida por molas discretas através do método de Ritz.

Tentativas mais modernas de resolugdo de problemas de contato, além de utilizarem o
método dos elementos finitos ou o método dos elementos de contorno, utilizam técnicas de

programacdo matematica para tratamento das restri¢des unilaterais. Bjorkman et al. (1995)



utilizaram a programagdo quadratica seqiiencial (SQP) para o estudo de problemas
geometricamente ndo-lineares de contato sem atrito.

Também em 1995, uma solugdo numérica para resolver problemas de equilibrio de
elementos estruturais esbeltos com restrigdes unilaterais de contato, impostas por bases
elasticas que reagem apenas quando comprimidas, foi apresentada por Silveira (1995). Na
metodologia de solugdo foram utilizadas, juntamente com o MEF, técnicas de programagio
matematica, em particular, o algoritmo de Lemke ¢ o MEF.

Trabalho recente sobre problema de contato unilateral foi apresentado por Akbarov e
Kocatiirk (1997), que utilizaram o método de Galerkin para estudar a flexdo de placas
anisotropicas em contato com bases elasticas, que reagem apenas a compressdo. Essas bases

sdo modeladas segundo Winkler ou como um semi-espaco infinito.



Capitulo 2

EQUACOES BASICAS PARA A PLACA
E PARA AS BASES ELASTICAS

2.1 - INTRODUCAO

E importante destacar o caso de placas em contato com uma base elastica deformavel
como uma das aplicagdes de grande interesse tanto da engenharia geotécnica quanto da
engenharia estrutural, constituindo uma categoria importante de problemas de engenharia.

O objetivo deste capitulo € apresentar as teorias para flexdo de placas e os modelos de
bases elésticas a serem considerados neste trabalho.

A analise de placas ¢ feita baseando-se na teoria de flexdo proposta por Kirchhoff
(Timoshenko e Woinowsky-Krieger, 1970) e na teoria proposta por Mindlin (Hinton e Owen,
1970; Zienkiewicz e Taylor, 1991), que referem-se a placas delgadas e espessas,
respectivamente. Na Secdo 2.2 sdo apresentadas as equagdes basicas referentes a essas duas
teorias.

E, para finalizar este capitulo, a Secdo 2.3 apresenta as formas de modelagem das

bases elasticas utilizadas na andlise do problema de contato.



2.2 - TEORIAS DE PLACAS

Uma placa ¢ uma estrutura plana caracterizada por apresentar uma das dimensdes
muito pequena quando comparada com as outras duas, considerando um sistema cartesiano de
referéncia.

A placa, assim como a viga, esta submetida a esfor¢os de flexdo, provocados por
carregamentos transversais ao seu plano. A Figura 2.1 ilustra as tensdes atuantes na sec¢ao
transversal de uma placa constituida por um material homogéneo e elastico linear, submetida
a uma carga distribuida q. Verifica-se que as tensdes normais Oy € Oy variam linearmente com
a direcdo z e estdo associadas aos momentos fletores My e My, € a tensdo cisalhante T, varia
linearmente com z e estd associada a0 momento de tor¢do My,. As tensdes de cisalhamento
transversais Ty, € Ty, variam quadraticamente em relagdo a dire¢do z e, a tensao normal g, é
considerada desprezivel em relagdo a magnitude das tensdes Ox, Oy € Tyy.

Uma observagdo importante a ser feita ¢ quanto a auséncia de tensdes de membrana na
superficie neutra, ou seja, Ox = Oy = Ty, = 0 no plano médio z = 0. Com exceg¢do da tensdo Ty,
o estado de tensdes caracteristico do problema de placas pode ser visto como uma extensao da
teoria de vigas (unidimensional) para o caso bidimensional.

| dx

QE

Q 1 4%@

TXZ

Figura 2.1 — Tensoes Atuantes em uma Placa.
Conforme a Figura 2.1, as seguintes equacdes de equilibrio podem ser escritas:

t/2
M, = IUXZdZ (2.1a)
—-t/2
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t/2

My = Icyzdz (2.1b)
-t/2
t/2
Myy = ITxyzdz (2.1¢)
—-t/2
t/2
Qy = IszdZ (2.1d)
-t/2
t/2
Qy = J'Tyzdz (2.1e)

-t/2

onde My e My sdo momentos fletores por unidade de comprimento atuantes em torno dos
eixos X € Yy, respectivamente; M,, refere-se ao momento de tor¢do por unidade de
comprimento; Qy € Qy sdo esforgos cortantes, também por unidade de comprimento, segundo
0s eixo0s X e y, respectivamente.

Na analise de placas, existe a teoria de flexdo de placas que considera os efeitos de
cisalhamento transversal — Teoria de Reissner-Mindlin — e a teoria que despreza tais efeitos —
Teoria de Kirchhoff (Classica) — que ¢ utilizada apenas para placas consideradas delgadas.

A teoria de flexdo de placas proposta por Kirchhoff considera as seguintes hipoteses:

(i) as deflexdes sdo pequenas;
(i) as normais a superficie média indeformada permanecem normais a superficie média
deformada;

(ii1) a tensdo normal O, é considerada desprezivel.

A segunda hipdtese € equivalente a desconsiderar o efeito de forcas cisalhantes na
deflexdo de placas. Essa hipotese ¢ usualmente satisfatdria, mas, em alguns casos (por
exemplo, placa com orificios), o efeito de cisalhamento torna-se importante e algumas
correcdes na teoria de placas delgadas devem ser introduzidas.

A teoria de Kirchhoff ¢ imposta considerando que a normal a superficie média no
estado deformado gira de pequenos angulos dw/dx e dw/dy. Assim, o campo de
deslocamentos de um ponto P qualquer da placa, como mostra a Figura 2.2 a seguir, pode ser

aproximado por:
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__ ow 2.2

u V4 Ix (2.2a)
0

v=—z— (2.2b)
oy

W=Ww (2.2¢)

dx

eoP

t/2
(0] X
t/2 4

Figura 2.2 — Comportamento da Secdo Transversal (Plano x-z) — Hipdtese de Kirchhoff.

A partir das Equagdes (2.2a,b,c), pode-se escrever as relagdes cinematicas

(deformacdo - deslocamento) para a formulagdo baseada na teoria de Kirchhoff:

€ —@——az—w (2.3a)
X_aX_ Zaxz .Da
€ _@__62_w (2.3b)
y_ay_ Zayz .
B (2.3¢)
V"Y_ay ox Zaxay ¢

Utilizando a lei de Hooke para tensdes planas com 0, = 0, as relagdes constitutivas

(tensdo — deformacdo) podem ser expressas, para materiais is6tropos, por:

B E
T (1-v?)

Ox

(sx + vsy) (2.4a)
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E
0'y (8 +V€)
(1-v?)
_E
Txy_2(1+v)yxy

Escrevendo (2.4a,b,c) na forma matricial, tem-se:

o=E¢

onde:

T
o= { oy Oy Txy}

T
e={e, & v

S =<
Ioo

OoOOoOo™d

a1
- vz)
i

[\

(2.4b)

(2.4¢)

(2.5)

(2.5a)

(2.5b)

(2.5¢)

sendo E o moédulo de elasticidade e v o coeficiente de Poisson do material que compde a

placa.

Utilizando (2.1a,b,c) e (2.4a,b,c), os esforcos solicitantes que atuam ao longo da

espessura da placa podem ser escritos, em termos dos deslocamentos, como:

M, =-D " +V—62W%
* ox? oy’ D
ML = pPw 9w
Y 6y2 ox?
M D(1 -V) Ow
-D(1 -v
0x0dy
t3
sendo D = arigidez a flexdo da placa.

12(1-v?)

(2.6a)

(2.6b)

(2.6¢)
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Na forma matricial, as equagdes anteriores podem ser expressas como

M = DyK, 2.7)

onde: M ¢ o vetor que contém os esforgos solicitantes, Dy é a matriz que relaciona esforcos

solicitantes e curvaturas, dada por

t u
0D vD 0 0
D,=4D D o O (2.7a)
gﬂ) o (1-wDD
U 2 U
e K ¢ o vetor de curvaturas, expresso por
2 2 2
v Pwh
K = _Bw ow Y I W (2.7b)

U u .
Box> ay> Oxdy{

As placas espessas sdo analisadas utilizando-se a teoria de flexdo proposta por
Mindlin (Hinton e Owen, 1970; Zienkiewicz e Taylor, 1991) que, ao contrario da teoria de
Kirchhoff, admite que as normais a superficie média indeformada permanecem retas, mas ndo
necessariamente normais a superficie média deformada. Nesse caso, os dngulos de rotagdo da
normal a superficie média 6, e 8, ndo sdo tomados iguais a derivada do deslocamento
transversal w, ou seja, Ox # Ow/0x e 6, % dw/0y.

Dessa forma, o campo de deslocamentos de um ponto qualquer da placa, como

ilustrado na Figura 2.3, pode ser representado por:

u=-z06, (2.8a)
v =-z6, (2.8b)
W =W (2.8¢)

onde 6y e B, correspondem a rotacdo da normal a superficie média indeformada em relagdo

aos planos x-z e y-z, respectivamente.
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Considerando o campo de deslocamentos baseado na teoria de Mindlin e definido
pelas Equagoes (2.8a,b,c), as relagcdes cinematicas para o problema de flexao de placas sao

expressas por:

90
€ = Z 6; (2.9a)
90
€ = —z—2 (2.9b)
y ay
(9. 00,0
Yxy = —zEaa—yX +6_XyE (2.9¢)
ow
Vie =5 -0, (2.9d)
ow
Yyz = o -6, (2.9¢)

sendo 6, e B, angulos de rotagdes pequenos.

Figura 2.3 — Comportamento da Se¢do Transversal (Plano x-z) — Hipotese de Mindlin.

De forma analoga a teoria de Kirchhoff, € possivel obter as relacdes cinematicas para a

teoria de Mindlin, ou seja,

= O0—X+v—20 (2.10a)
O



E (P8,

o, =~ +V
YT -y day | ox O

E [0,

T =

Xy = "% +v)Oay

E v
Tz =51+ v) Dox GXQ

E [DOw

vz = 50 +v)Hay ~OH

Expressando (2.10a,b,c,d,e) matricialmente tem-se:

o=E¢

onde, agora,

a v

Vol

E 90

Ez(l—vz)é) 0
0

H) 0

<

OOoOoOoOoooood

~
—

\S]

(2.10b)

(2.10c)

(2.10d)

(2.10¢)

(2.11)

(2.11a)

(2.11b)

(2.11c)

Através das Equagdes (2.1a,b,c,d,e) e (2.10a,b,c,d,e), os esforcos solicitantes sdo

definidos como:

(006,
M, = -DLH—+v

[ 0x

[l 08,
My - DEV 0x

(o))
D

<«

>
I | I [ [

<

+
‘ (o9}
D
<

(3
<

(2.12a)

(2.12b)



16

_ _D(l—v)EBBX +66y%

- 2.12

Myy 2 Ooy oxO (2.120)
S gﬂ—e @ 2.12d
—a B Y g (2.12¢)

Q=50+ Hay 0 e

O fator de corre¢do O introduzido nas Equagoes (2.12d,e) é considerado para se levar
em conta o empenamento da secdo transversal, uma vez que as tensoes Ty, € Ty, sdo admitidas
constantes ao longo da espessura da placa. Considera-se, neste trabalho, a = 5/6.

As Equagdes (2.12a,b,c,d,e), na forma matricial, tornam-se:

M =Dy K (2.13)

onde Dy representa a matriz que relaciona esforgos solicitantes-curvatura, ou seja:

O 0 0 O
5 Dy 0 0 -
O 0 0 O
Dy = % 0 aEt 0 B (2.13a)
O 2(1+v) 0
0 0 aEt [
@ 2(1+v)H

e K define o vetor de curvaturas, caracteristico da teoria de Mindlin, definido como:

T
K=—{9X,X Gy,y Gx,y+%,,x 6, —w,x q,—w,)} (2.13b)
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2.3 - MODELOS DE BASES ELASTICAS

O principal objetivo deste trabalho ¢ a investigacdo de problemas de contato nos quais
um dos corpos ¢ considerado como uma base elastica deformavel, como ilustrado na
Figura 2.4. Como o comportamento real do sistema estrutura-fundacao ¢ de dificil descrigao,
diferentes modelos matematicos foram desenvolvidos para descrevé-lo simplificadamente.
Além disso, em muitas situagdes praticas, o interesse da resposta na base elastica limita-se a
obtencdo das for¢as na regido de contato dessa com a estrutura, no caso uma placa, ndo
importando o campo de deslocamentos ou estado de tensdes que se desenvolvem no seu
interior. Surge, com isso, também, a necessidade de se buscar modelos matematicos
relativamente simples para descrever, com razoavel precisdo, o comportamento da base
elastica na regido de contato.

Antes da existéncia de modelos matematicos, a dificuldade de se determinar as
pressoes de contato era superada adotando-se algumas simplificagdes arbitrarias como, por

exemplo, assumindo a pressdo de contato linear.

estrutura

AN

ftmh
X1
S.
X3

Base elastica

Figura 2.4 — Base Elastica.

Os modelos matematicos considerados mais simples sdo aqueles que apresentam
apenas um paradmetro definindo as propriedades do material que compde a fundaciao elastica.
Destacam-se, entre eles, o sistema de molas discretas dispostas ao longo da regido de contato
e o modelo proposto por Winkler (Hetényi, 1946; Kerr, 1964). Esse ultimo modelo ¢

equivalente a uma camada formada por molas estreitamente espacadas e independentes entre
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si. Esses modelos ndo consideram as interacdes entre as molas e, por isso, ndo representam
precisamente as caracteristicas de muitas fundacdes praticas.

Em algumas situagdes praticas, o comportamento dos solos difere consideravelmente
da hipdtese de Winkler. De acordo com Winkler, uma carga atuando em um dado ponto da
fundagdo causa deflexdo apenas nesse ponto, como mostra a Figura 2.5a. Entretanto, o solo é,
na realidade, um corpo continuo e, portanto, uma curva de deflexdo continua deve ser obtida
(Figura 2.5b).

Modelos como os de Pasternak, Filonenko-Borodich e Vlasov (Kerr, 1964; Harr et al.,
1969; Yang, 1972; Zhaohua e Cook, 1982; Horvath, 1993), apresentam dois parametros
definindo o comportamento da base elastica, sendo entdo chamados modelos de bases com
dois pardmetros. Esses modelos assumem, de alguma forma, as intera¢des entre as molas,

melhorando, portanto, 0 modelo proposto por Winkler.

Ll

Figura 2.5 — Curvas de Deslocamento da Base Elastica.

A falta de evidéncia experimental para se verificar se esses modelos fornecem a
resposta correta da fundagdo ¢ comentada no trabalho de Harr et al. (1969). Em Keer (1964),
questionam-se algumas metodologias utilizadas na determinagdo dos parametros adotados nos
modelos de bases elasticas, uma vez que estabelecer o parametro de rigidez de um solo ¢
bastante complicado.

E conveniente, entio, modelar alguns solos como um solido elastico continuo,
homogéneo e isotropico representado por um semi-espaco infinito (Cheung e Nag, 1968;
Cheung, 1977; Timoshenko e Gere, 1980; Silveira, 1995).

Os modelos de bases elasticas citados nesta se¢do sdo apresentados, com detalhes, a

seguir.
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2.3.1 — Modelo de Molas Discretas

Nesse modelo de base elastica de um parametro, a fundacdo é representada por um
sistema de apoios discretos constituidos por molas como mostra a Figura 2.6, onde, para a

reacdo da base elastica, tem-se a seguinte expressao:

Iy = KWb (XiaYi) (214)

onde 1, € Wy s30, respectivamente a reacdo e o deslocamento da base elastica, K representa o
parametro de rigidez da mola e (x;, yi) caracteriza a posi¢ao dos nds da estrutura e da base

elastica que estdo em contato.

pontos da estrutura em
contato com a base elasticat™——

estrutura

Figura 2.6 — Apoios Discretos.

2.3.2 — Modelo de Winkler

Esse modelo, ilustrado na Figura 2.7, assume que a intensidade da reacdo normal r,
exercida em um dado ponto da base elastica ¢ diretamente proporcional a deflexdo que ocorre
nesse ponto, ou seja,

Iy = KWb (215)

onde K ¢ o parametro de rigidez eléastico da fundacao.
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’ q
1] -
=

Figura 2.7 — Modelo de Winkler.

L

vl

Observe que nas Equagoes (2.14) e (2.15) existe apenas um parametro modelando a
base elastica. Para melhorar esses modelos, alguns autores assumem interagdes entre as molas
adicionando a Equacdo (2.15) um segundo parametro, gerando, assim, os chamados modelos

de bases elasticas com dois parametros, definidos a seguir.

2.3.3 — Modelo de Filonenko — Borodich

Para encontrar algum grau de interacdo entre as molas, esse modelo assume que as
molas s3o conectadas a uma membrana elastica sujeita a um campo constante de tragdo T,
como ilustra a Figura 2.8.

Esse modelo ¢ representado matematicamente através da relaco:

1, = Kwy, = TPwy, (2.16)

onde T ¢ a intensidade do campo de tragdo na membrana e K € o pardmetro de rigidez elastico

da fundag@o, como ja definido anteriormente.

q laca
\ Y yd P
T | | T
.
Y K - membrana elastica

Figura 2.8 — Modelo de Filonenko — Borodich.
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2.3.4 — Modelo de Pasternak

No modelo ilustrado na Figura 2.9, assume-se considerando que as molas sdo
interligadas por uma camada incompressivel que resiste apenas as deformagdes cisalhantes.

Tem-se:
1, = Kwp, —Gwy, (2.17)

com G representando o parametro de rigidez cisalhante da camada.

Figura 2.9 — Modelo de Pasternak.

2.3.5 — Modelo de Vlasov

De acordo com o trabalho de Yang (1972), considere uma fundacdo elastica de
espessura H, como ilustra a Figura 2.10. Supde-se que o deslocamento horizontal seja
desprezivel e que o campo de deslocamentos e o estado de tensdes normais, ao longo da
dire¢do z, sejam determinados por uma funciao W(z).

Considere, também, que a tensdo cisalhante na interface entre a camada compressivel
e a estrutura seja igual a zero. Assim, o deslocamento vertical da fundagdo pode ser expresso

comao:

Wp(X,¥,2) = W(X,y)¥(2) (2.18)

onde w(x,y) ¢ a deflex@o da superficie da fundagdo e W(z) é a fun¢do de distribuicdo de

deslocamentos que depende da natureza da fundacgao.
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21

2m

H Es, Vo

Figura 2.10 — Modelo de Vlasov.

Para uma fundacdo relativamente rasa, a variacdo das tensdes normais com a
profundidade ¢ pequena e, portanto, pode ser considerada constante. Sob essas condicdes, a

funcdo W(z) € representada, segundo Vlasov e Leont’ev (1966), por

H-z
Y(z) = T (2.19)

Para uma fundagdo profunda, as tensdes normais variam, consideravelmente, com a

profundidade e, nesse caso, a fungdo W(z) ¢ definida, segundo os mesmos autores, como

y(H-2)

sinh———
W(z) = —\;ﬁ , (2.20)

sinh—
m

onde m ¢ uma das dimensodes da placa (ver Figura 2.10) e y é uma constante que define a
razdo de decréscimo dos deslocamentos com a profundidade.

Baseando-se nas relagoes tensdo-deformacdo e deformacdo-deslocamento, com os
deslocamentos expressos pela Equacao (2.18), a condigdo de equilibrio da fundagao sujeita a

uma pressao distribuida rp(x,y), segundo Vlasov e Leont’ev (1966), é dada pela equagdo

Kwy(x.y) = Ki P W (.5 15(x,y)¥(0) (2.21)
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onde K e K, s3o os parametros eldsticos da fundagdo que dependem da fungao W(z).

Para W(z) dado pela Equacgao (2.19), os parametros K e K; s3o expressos por:

E

—_ o)
K= —H(l - voz) (2.22a)
E,H
K;=—>— (2.22b)
6(1+V,)
e, para W(z) representado por (2.20),
H yH
E sinh— coshL + L
=—of —_ m Vi (2.23a)
2m(1-v,°) sinh2 1
m
H yH
E sinhfcoshyf e
Kj=— = yﬁ“ = (2.23b)
4y(1- Vo ) smh2 =
m
onde,
E v
E,=—2 5 (2.24)

= c Vv =
° 1-vy? ° " 1-vy
sendo Ey e v, 0 modulo de elasticidade e o coeficiente de Poisson do material da fundacio
elastica, respectivamente.
2.3.6 — Semi-Espaco Infinito
A Figura 2.11 ilustra uma base elastica modelada como um sélido homogéneo e

isotropico, representado por um semi-espaco infinito. Seguem-se, nesse caso, 0s

procedimentos sugeridos nos trabalhos de Cheung e Zienkiewicz (1965) e Cheung (1977).
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Conforme esses trabalhos, ¢ conveniente assumir uma pressao constante atuando em
uma 4rea retangular ab, ao redor de cada ponto nodal, de intensidade P; / ab. Essa pressdo
varia de n6 para no.

A deflex@o de qualquer ponto n, devido a uma forca de contato vertical F no ponto i,

centro da area retangular ab, é dada pela equagdo de Boussinesq:

_Fl-vy?)

2.25
TEor, (2.25)

Whni

onde E, e Vv, sdo, respectivamente, o modulo de elasticidade e o coeficiente de Poisson da

fundagdo elastica e 1, € a distancia radial entre os pontos i e n.

Figura 2.11 — Semi - Espago Infinito.

A deflexdo no centro da area retangular ab, devido a uma carga uniformemente

distribuida, € obtida integrando-se (2.25) sobre a area ab, ou seja

a/2 b/2 2 2
P(1-v P(1-v
wi=2[2] i1~ V) dxdyzl(—b)fﬁ, (2.26)
0 0 aleEb\/x2 +y? attEy,

sendo fj; o coeficiente de flexibilidade, que é fungdo de a/b, definido por
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£ =2§na+ Egﬂam%ﬂ/cm 2.27)
g &0 g

a . o " . .
com c = b (razdo entre as dimensdes do retdngulo definido em torno do ponto 1).



Capitulo 3

DISCRETIZACAO POR ELEMENTOS FINITOS
DA PLACA E DAS BASES ELASTICAS

3.1- INTRODUCAO

O objetivo deste trabalho, como mencionado no Capitulo 1, ¢ apresentar uma
metodologia numérica capaz de solucionar problemas de equilibrio de placas, considerando
pequenos deslocamentos ¢ deformagdes, em contato com uma fundacdo elastica,
desprezando-se os efeitos decorrentes do atrito existente entre esses corpos.

Para isso, foram apresentadas no Capitulo 2, as equagdes basicas baseadas nas teorias
de flexdo existentes para a analise de placas espessas e delgadas e, também, as equacdes
matematicas que representam o comportamento de cada um dos modelos de bases elésticas
utilizados.

Entretanto, como o método de solugdo numérica do problema de contato se baseia na
técnica de discretizagdo por elementos finitos, como serd mostrado no Capitulo 4, este
capitulo, na Secdo 3.2, trata da apresentacdo dos elementos adotados na analise. Para analise
de placas espessas ¢ usado o elemento isoparamétrico com oito pontos nodais baseado na
teoria de Mindlin e, para analise de placas delgadas, o elemento retangular com quatro pontos
nodais baseado na teoria de Kirchhoff. A eficiéncia desses elementos ¢ comprovada na
primeira parte do Capitulo 6, onde sdo apresentados alguns exemplos numéricos.

E, ao final deste capitulo, na Secdo 3.3, é feita a modelagem das bases elasticas
apresentadas no Capitulo 2, em termos de elementos finitos. Os mesmos elementos finitos
utilizados para a discretizacdo da placa sdo usados para discretizar a base elastica. Nesta se¢ao
sdo descritas as expressdes para a matriz de rigidez para os modelos de bases elasticas

adotados.
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3.2 -PLACAS

Esta secdo destina-se a apresentacdo dos elementos utilizados na discretizagdo da
placa, sendo fornecidas as expressdes para a matriz de rigidez do elemento e para os vetores
de cargas externas atuantes. Esses elementos sdo, também, usados para a modelagem da

fundacdo elastica.

3.2.1 — Elemento de Placa de Mindlin

Os elementos de placa de Mindlin consideram a deformacdo de flexdo e a deformacao
cisalhante na analise da flexdo de uma placa, e podem ser utilizados para modelar placas
espessas ¢ delgadas. Entretanto, quando usados para modelar placas delgadas, podem ser
menos precisos que os elementos de placa de Kirchhoff, que ndo consideram as deformacdes
cisalhantes.

O campo de deslocamentos para o elemento de Mindlin é definido por uma deflexdo
(w) e duas rotagdes (Ox e 6y), que referem-se as rotagdes da linha que foi normal a superficie
média da placa indeformada. Esse campo de deslocamentos ¢ interpolado usando-se os pontos

nodais do elemento, ou seja,

O
BWB N g\ll 0 0 Wi
M,0=>00 N; 0080 ou u=Nd (3.1)
[l =1 [
%YD SHo o Nl%ylﬁ
onde
d={w; 64 6, w2 B 6y ... Wy B By}’ (3.1a)

caracteriza o campo de deslocamentos nodais, com n representando o ntimero de pontos
nodais do elemento e N é a matriz que contém as fung¢des de interpolagdo utilizadas.
O ponto de partida para a obten¢do da matriz de rigidez do elemento é a expressao

para a energia interna de deformacao, ou seja,
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t/2

_1 T
U—ZIJ'E E € dz dA (3.2)
A-t/2

onde €= { & €, Yy Yz Yoz } ', sendo as deformagdes expressas em termos dos deslocamentos
através das Equacdes (2.9a,b,c,d,e); E é a matriz que relaciona tensdo-deformacdo definida na

Equagdo (2.11c) e t € a espessura da placa.

Ao efetuar-se a integragdo ao longo da espessura da placa, obtém-se:

1
U=-
2

IKTDMK dA (3.3)
A
sendo Dy a matriz que relaciona esforgos solicitantes-curvatura e K o vetor de curvaturas para

o elemento de Mindlin, definidos nas Equagdes (2.13a) e (2.13b), respectivamente.

O vetor de curvaturas K do elemento pode, agora, ser definido como

O 0 O

0% 3 %0

O O

0 8x O 0o o 20

% Y.y 0 9 a0
K=-Pxy+60y,x0=Qu, sendo Q=-00 — —[ (3.4)

Og —wx O o . 9 oxg

0, —w,x

ox ™0 0o , ,O

H Sy ~W.¥ O ax O

U o U

0— 0 10

O 0y O

Utilizando-se as Equagoes (3.1) e (3.4), obtém-se:

K=Bd, (3.5)

onde
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0o Nix 0 .. 0 N
0 0
g 0 0 Npy .. 0 0 Nyyp
B:QN:—% 0 Niy Nix - 0 Ny Nn,xg (3.6)
TNix Ny 0 .. -Nux Ny 0
H—Nl’y 0 N, Npy O N, H

e d é o vetor que caracteriza o campo de deslocamentos nodais do elemento, definido na
Equagao (3.1a).

Finalmente, a partir das Equacdes (3.3) e (3.5), chega-se a seguinte expressao:

_1

U=7 d'K$d (3.7)

na qual Kg° define a matriz de rigidez para o elemento de placa, sendo expressa por:

Kg = [ B'DyB dA (3.8)
A

A integracdo, na Equacdo (3.8), ¢ feita numericamente utilizando-se a Quadratura
Gaussiana. A matriz de rigidez global Kg da placa ¢ obtida somando-se as contribui¢des de
cada um dos elementos finitos utilizados para discretizar a placa.

Para a analise de placas baseada na teoria de flexdo de Mindlin, optou-se pelo

elemento isoparamétrico com oito pontos nodais como mostrado na Figura 3.1.

Figura 3.1 — Elemento Finito Isoparamétrico com Oito Nos.
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Nesse elemento, os deslocamentos em um dado ponto sdo aproximados por funcdes

quadraticas utilizando-se os oito pontos nodais. Tais fungdes sdo definidas em termos das

coordenadas naturais (& , ) como:

NIEN) = = (=€) )1 4 ) (3.92)
N,(&.n) = %(1 -£%)(1-n) (3.9b)
N3(EN) = ()11 ) (.99
Na(EN) =51 +)(1 1) (3.9d)
NS = (14E)1 +n)(-1 4€ ) (3.9¢)
No(&m) =51 -E2)1 +1) (3.90
No(&N) = (1-E)(1+)(-1 € ) (3.92)
Ng(&) =50 -6)(1 =) (.90

As fungoes de interpolacdo, dadas pelas Equacdes (3.9a,...,h), sdo utilizadas, também,

para interpolar as coordenadas de qualquer ponto do elemento, ou seja,

8

X(&,N) = > NiE.n)x (3.10a)
i=1
8

y(&n) = > NiE.n)yi (3.10b)
i=1

3.2.2 — Elemento de Placa de Kirchhoff

A teoria de Kirchhoff, como definida no Capitulo 2, é aplicavel a placas delgadas. A
energia de deformagao na placa, para esse caso, ¢ determinada por deformagdes planas &, €, e
Yiy» que sdo fungdes da deflexdo lateral da placa (w).

Como na Secdo 3.2.1, a obteng@o da matriz de rigidez para o elemento se da a partir da

energia interna de deformagcdo dada pela Equacdo (3.2) onde, agora,



31
T . . ~ ~ 4
E={-zwx —zZwy, —2zw,} e E, matriz que relaciona tensdo-deformagdo, ¢ expressa

pela Equagdo (2.5¢).

A integracdo ao longo da espessura da placa produz:

1
U:—_[KTDKK dA (3.11)
2A

onde Dy ¢ a matriz que relaciona esforgos solicitantes e curvaturas conforme Equacdo (2.7a) e
K ¢ o vetor de curvaturas dado pela Equagao (2.7b).

A deflexao para o elemento, segundo a teoria de Kirchhoff, ¢ interpolada utilizando-se
uma fungdo polinomial cuja ordem depende da forma e do numero de pontos nodais do
elemento (n). Esse polindmio pode ser representado por uma matriz N, como segue:

w=Nd (3.12)
onde d representa o campo de deslocamentos nodais do elemento, sendo expresso por:

d={ Wi (Wi (Wy)1 W2 (W2 (Wyl2 oo Wa (Wohn (Waha }' (3.12a)
O campo de curvaturas ¢ obtido através da diferenciagao de w, ou seja:

K=Bd (3.13)

Substituindo (3.13) em (3.11), obtém-se a matriz de rigidez para o elemento, como

segue:

1
U= EdTKfEd (3.14)

sendo Kg° a matriz de rigidez para o elemento de placa de Kirchhoff, que é dada por:

K$ :IBTDKB dA (3.15)
A
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A matriz de rigidez global da estrutura ¢ obtida somando-se as contribui¢des de cada

elemento, ou seja,

ne

Kg = ) K§ (3.16)

e=1

sendo ne o numero de elementos utilizados para discretizar a placa.

O elemento utilizado para a analise de placas delgadas é o elemento retangular com
doze graus de liberdade, ilustrado na Figura 3.2. Dessa forma, a fun¢do polinomial utilizada
para representar a deflexdo w para um ponto nodal desse elemento possui doze constantes 0,

COmo seguc:

2 2 3
Wi =0+ 00X + 03y + 04X + OsXjy; + Oeyi + Q7Xj +

2 2 3 3 3
OgX; yi + OoXjy;” + Qpoyi + Oixiyi + O12Xiyi (3.17)
0.
a X
0,
W 4 3
y
z
1 2

Figura 3.2 — Elemento Finito Retangular com Quatro Nos.
Na forma matricial, a Equagao (3.17) é expressa por:
2 2 .3 .2 2 3 .3 3
wi=[1l xi ¥ X Xyi ¥ X XY Xyi Y XY Xyi]d (3.18)

na qual a ¢ um vetor que contém as doze constantes Q;.

Similarmente, a rota¢gdo 6, para um ponto nodal i do elemento, sabendo-se que

0
6%, = a_v;/ , ¢ dada por:
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65 =10 0 1 0 x; 2y; 0 X 2xy; 3P x5 3xyila (3.19)
AU
e, da mesma forma, mas observando que 6 y; = = Tk tem-se:
X

AN

.=[0 -1 0 -2 -y 0 -3 2xy ~ 0 3xy; yila (3.20)
Com isso, o campo de deslocamentos para um ponto nodal i do elemento ¢

representado por:
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i
Assim, o campo de deslocamentos do elemento pode ser escrito como:
d=A°a (3.22)

sendo a matriz A° dada por:

X1 N X% M| Y% X% X%Yl X1Y% Y% X%Yl y3 =
0 1 0 x 2yy O X% 2x1y1 3y% X% 3)(1y2 O
-10 =2 -y 0 <3G 2qyp -yf 0 By —Y3 2
2 3 2 3
Y, B %R v B XM % v %y XzY%
01 0 x 2, 0 5 20y, 3 % 3x2y§D
2, 30
2y, v 0 3Gy E(3 23)
b wf b ol
y3 X3Y3 X3y3 X3 3 %y3 X3
01 0 x3 273 0 x5 2x3 3% = 3x3}¥D
2 2
“2xay3 -y 0 =3xdys —y3 O

3 2 3 3 3
e Yo X§ Nya YA N Xia Xy YR X XeYip

2 3
0 1 0 x4 2% 0 x3 2%y 3 X 3X4y31

2 2
-1 0 -2x4 -yqg 0 -3x3 2xqy4 vz 0 3xgyy ‘Yﬁ
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A partir da Equagdo (3.22), pode-se determinar as constantes O, como segue:
a=A°"4d (3.24)

Para se obter a matriz B, utilizada na Equagdo (3.15) para determinar a matriz de

rigidez do elemento, deve-se, primeiramente, relacionar o campo de deformagdes a matriz a,

ou seja,
0 w0
0-— O
Egg Emoo—z 0 0 -6 -2y 0 0 -6y 00
se=D—¥WD:§OO 0 0 -2 0 0 -2x =6y 0 —6xy[@ (3.25)
. 625@00 0 -2 0 0 -4x -4y 0 -6 —-6°H
ER Ry
g oxdyd

Substituindo a na Equagdo (3.25), usando a Equacgéo (3.24), tem-se:
€°-Ha=HA° 'd=Bd (3.26)
naqualB=HAe'1 .

Conhecidas as matrizes B e D, pode-se, facilmente, determinar a matriz de rigidez do
elemento. Para se obter a matriz que contém as fun¢des de interpolagdo N, parte-se da
Equagéo (3.12), ou seja,

w=Nd=NA°qa (3.27)
e, da Equacdo (3.18), verifica-se que:

w=Ca (3.28)

Comparando-se as Equagdes (3.27) e (3.28), conclui-se que:

C=NA° com N=CA""' (3.29)
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3.2.3 — Forcas Externas

Na analise por elementos finitos de estruturas pelo método dos deslocamentos, a inica
forma de carregamento possivel ¢ através de cargas concentradas nos pontos nodais do
elemento. Consequentemente, o carregamento distribuido atuante sobre o elemento deve ser
reduzido a cargas nodais equivalentes.

Os tipos de cargas externas (forgas verticais e/ou momentos) consideradas no presente
trabalho s3o cargas concentradas e cargas uniformemente distribuidas na superficie do
elemento ou em um ou mais bordos do elemento.

A energia potencial das cargas externas atuantes em um elemento ¢ expressa por:

V=Pd

%oy, TJed dA + [qrd dS, (3.30)
A S

€

onde P = { P; My My; 1T define o vetor de cargas concentradas; qe. ={ q m m }T representa o
vetor de cargas uniformemente distribuidas ao longo da superficie do elemento, por unidade
de drea; qi ={ q my my 3T indica o vetor de cargas distribuidas ao longo de um bordo S, do
elemento por unidade de comprimento e d é o vetor que representa o campo de deslocamentos
definido segundo as Equagdes (3.1a) ou (3.12a), conforme o tipo de teoria utilizada para

analise da placa.

3.3 - BASES ELASTICAS

Os elementos finitos utilizados para discretizar a placa sao, também, utilizados para
discretizar a base elastica. Com isso, ¢ possivel obter a matriz de rigidez para a base que sera
usada, juntamente com a matriz de rigidez da placa, para analise do problema de contato sem
atrito entre a placa e a fundacgao.

Caso se adote um sistema de apoios discretos constituidos por molas para modelar a

fundagdo, como mostrado na Figura 2.6, a energia de deformacao ¢ dada por:

nCl

Uy, = ZEKW% (3.31)
i=1

XisYi
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onde K ¢ o parametro de rigidez da mola, (xi, yi) caracteriza a posi¢cdo dos nos da estrutura e
da base elastica que estdo em contato, como ja definidos no Capitulo 2 e nc indica o nimero
de pontos nodais da estrutura em contato com a base.

A matriz de rigidez global para o modelo de molas discretas é uma matriz diagonal de
ordem nc x nc, onde os coeficientes da diagonal principal (Kg)i; sdo iguais ao parametro de
rigidez (K;) da mola sob o ponto nodal i.

Para o modelo de Winkler, apresentado no Capitulo 2, Secdo 2.3.2, a energia interna

de deformacgao pode ser escrita como:

1
Up=—f KwidA (3.32)
2 A

sendo K o pardmetro de rigidez elastico da base.
Sabendo-se que wy, = Ny dp, onde Ny, corresponde a matriz que contém as fungdes de

interpolagdo para a deflexdo lateral wy, ou seja,
Ny=[N; 00N, 00 ..N, 0 07" (3.33)

com n indicando o numero de pontos nodais do elemento, obtém-se:

1 T e
Ub = Edb Kb db (334)
onded, ={wp; 0 0O wpp 0 O ... wpya O O }T representa o campo de deslocamentos

transversais da base elastica e Kj,~ é matriz de rigidez da base de Winkler para o elemento,

dada por

Kp,® = J'KNVTV N,, dA (3.35)
A

Para as bases elasticas modeladas com dois pardmetros, como os modelos de
Pasternak, Filonenko-Borodich e Vlasov, escreve-se a energia interna de deformagdo como

segue:
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1 1
Up =5 [KiwidA —— [Ko[PwpdA (3.36)
2A 2A

onde K; é o parametro de rigidez da base e K, ¢ o parametro que considera as deformacdes
cisalhantes, definido de acordo com o modelo de base utilizado. Por exemplo, para o modelo
de Pasternak, K, é parametro de rigidez cisalhante da camada incompressivel.

Procedendo-se como anteriormente, ou seja, interpolando-se a deflexdo da base

elastica, a matriz de rigidez da base para o elemento ¢ expressa por:

Ky = IKI N;FV Ny dA _IKz(N;’FV,X Nw,x+ NFVFv,y Nw,y )dA (3.37)
A A

sendo Nyx € Ny, as derivadas da fun¢do de interpolagdo N, em relacdo aos eixos x e vy,
respectivamente.

A matriz de rigidez global da base elastica para os modelos apresentados até agora ¢é
obtida somando-se as contribui¢des de cada elemento.

A Figura 2.11, apresentada no Capitulo 2, ilustra um modelo de base elastica
representado por um semi-espaco infinito. Assumindo F = 1 e P = 1 nas Equagdes (2.25) e
(2.26) e variando-se os pontos i e n de forma a percorrer todos os pontos nodais de contato
entre a estrutura e a base elastica, consegue-se, facilmente, montar, ja na forma global, a
matriz de flexibilidade Fg da fundagdo. Assim, para qualquer conjunto de forgas nodais
reativas rp, € possivel exprimir os deslocamentos wp, da base de acordo com a seguinte

expressao:
wy =Fp 1y (3.38)
A inversao de Fg na Equagao (3.38) leva a:
Kg wp =T (3.39)
onde Kg ¢ a matriz de rigidez da base elastica para o caso de um semi-espaco infinito.

A hipoétese estabelecida por Cheung (1977), que assume uma pressdo de contato

constante, atuando em uma area retangular ao redor de cada um dos pontos nodais da
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estrutura, restringe a analise do problema a placas de forma retangular que sejam discretizadas
através de elementos finitos retangulares. Na tentativa de contornar esse inconveniente e
conseguir analisar placas de forma qualquer, Svec e Gladwell (1973) desenvolveram um
elemento triangular de flexdo de placas para analise do problema de contato entre uma placa e
um semi-espago infinito. Nesse elemento o campo de deslocamentos é representado por um
polindmio do 7° grau e a pressdo de contato é caracterizada por uma fungdo polinomial
cubica, continua em cada elemento triangular.

Embora se consiga modelar placas de forma qualquer com o elemento isoparamétrico
com oito nds, as areas definidas ao redor dos pontos nodais desse elemento ndo sdo
uniformes, gerando, assim, pressdes de contato irreais. Dai a utilizagdo, neste trabalho, do
elemento retangular com quatro ndés, em coordenadas generalizadas, para andlise do
comportamento de placas retangulares em contato com esse modelo de base elastica, como
sera visto nos exemplos apresentados no Capitulo 6. Para esse elemento, as areas em torno
dos pontos nodais sdo todas iguais e a formulacdo utilizada fornece bons resultados. A Figura
3.3 mostra essas areas para o elemento isoparamétrico com oito nés e, também, para o

elemento retangular com quatro nds.

6. 70 L J 8
RE o4
4 5
® [ ]
A,
le® ®?2
@ @ @
DA | 2 3 Ar
(a) (b)

Figura 3.3 — Areas Definidas em torno dos Pontos Nodais do Elemento.

((a) Elemento Isoparamétrico com Oito Nos, (b) Elemento Retangular com Quatro Nos)



Capitulo 4

FORMULACOES PARA O PROBLEMA DE CONTATO

4.1 - INTRODUCAO

Em muitos problemas referentes a placas em contato com uma base elastica,
considera-se que a base reage tanto as solicitagdes de tragdo quanto as de compressao, o que
caracteriza o contato como bilateral. Entretanto, para muitos tipos de fundacdo essa hipotese é
irreal, sendo necessario, entdo, considerar o contato como unilateral, ou seja, considerar que a
fundacao reage apenas as solicitagdes de compressao.

O problema de contato unilateral ¢ ndo-linear, uma vez que ndo se conhece, a priori, a
regido de contato entre os corpos. Essa ndo-linearidade ¢ oriunda das condigdes de contorno
impostas, que sdo dadas em forma de restrigdes de desigualdades, correspondendo a condicdo
cinematica de nao penetracdo entre os corpos ¢ a condi¢ao estatica da pressao de contato ser
compressiva. Tais restricoes sao expressas na forma complementar de Kuhn-Tucker
(Luenberger, 1973).

Assim, o problema de contato unilateral pode ser formulado como um problema de
otimizagdo com restri¢des impostas por outros corpos ou meios, onde as condi¢des de 6timo
do problema s3ao obtidas resolvendo-se as equagdes de equilibrio em conjunto com as
restrigdes e com a condi¢do de complementaridade do contato.

Trabalhos recentes que possibilitam o tratamento da restrigdo unilateral imposta a
analise seguem uma das seguintes estratégias:

(i) adaptacdes usuais da mecénica estrutural (funcionais diferenciaveis e restrigdes bilaterais)
ao caso do contato envolvendo restrigoes unilaterais;
(i1) transformag@o do problema de contato em um problema de minimizagdo sem restri¢des,

através do método das Penalidades (Ascione e Olivito, 1985; Kanto ¢ Yagawa, 1990;
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Ferreira e Roehl, 1997) ou do uso de Multiplicadores de Lagrange (Bathe e Chaudhary,
1985); ¢

(ii1) emprego de métodos de programacdo matematica (Ascione e Grimaldi, 1984; Barbosa,
1986; Silveira, 1995).

As técnicas de programagdo matematica permitem obter a solugdo do problema de
contato sem que as restri¢des unilaterais sejam eliminadas especificamente da analise.

Na Secdo 4.2 ¢ apresentada a formulagdo para analise do problema de contato entre
uma placa e uma base elastica, considerando o contato como bilateral.

As formulacdes utilizadas para analise do contato unilateral entre uma placa e uma
base elastica modelada segundo Winkler ou como um semi-espaco infinito sdo detalhadas na
Secao 4.3.

Finalmente, na Se¢do 4.4, sdo apresentados os detalhes da técnica de programacio
matematica (esquema de pivoteamento de Lemke) usada neste trabalho para solucdo do

problema de contato com restri¢des unilaterais.

4.2 - FORMULACAO PARA O PROBLEMA DE CONTATO BILATERAL

O objetivo desta se¢do ¢ fornecer os procedimentos utilizados para andlise do contato
entre uma placa e uma fundacdo elastica, cujos modelos foram apresentados no Capitulo 2.
Considera-se o contato, aqui, como bilateral e desprezam-se as forcas de atrito existentes entre
os corpos. Utiliza-se o método dos elementos finitos como técnica de discretizagdo. Exemplos

de placas em contato bilateral com bases elasticas sao apresentados no Capitulo 6.

4.2.1 — Bases Modeladas com Um Parametro e Semi-Espaco Infinito

A analise, através do método dos elementos finitos, do problema de contato bilateral
entre uma placa e uma base elastica modelada com um parametro, como os modelos de molas
discretas ¢ Winkler, ou bases modeladas como um semi-espago infinito, ¢ apresentada através
de um fluxograma computacional mostrado na Figura 4.1.

Essa analise consiste, basicamente, na montagem das matrizes de rigidez da estrutura e
da base elastica, que sdo somadas de forma a se obter a matriz de rigidez para o sistema

estrutura-fundacao.
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Conhecido o vetor de cargas nodais, obtém-se os deslocamentos nodais da placa e da

base elastica resolvendo-se o seguinte sistema:

(KE+KB)HZF (41)

onde Kg e Kg sdo as matrizes de rigidez global da placa e da base elastica, respectivamente; u

¢ o vetor de deslocamentos e F € o vetor de carregamento nodal equivalente.

Calcula-se a matriz de
rigidez da estrutura (Kkx)

Calcula-se a matriz de rigidez
da base elastica (Ks)

Kr = Ke+ Ke

l

Calcula-se o vetor de
forcas nodais (F)

Y
Resolve-se o sistema:
Kru=F

Determinam-se os esforcos
solicitantes ¢ a reacao da base
elastica

Figura 4.1 — Fluxograma Computacional.

(Bases com um Parametro e Semi-Espago Infinito e Contato Bilateral)

E importante dizer que o processo de obtencdo das matrizes de rigidez para os
modelos de base elastica com um parametro e para o semi-espaco infinito sdo distintos, como
apresentado no Capitulo 3. No caso do semi-espago infinito, obtém-se, primeiramente, a

matriz de flexibilidade da fundac@o e, através da inversdo dessa matriz, a matriz de rigidez do
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semi-espaco infinito, ja na sua forma global, ¢ determinada. Esse processo ¢ detalhado no
Capitulo 3.

Uma vez calculados os deslocamentos nodais, ¢ possivel obter os esforgos solicitantes
na estrutura e a pressdo de contato exercida pela base elastica de acordo com as equagdes

apresentadas no Capitulo 2.

4.2.2 — Bases Modeladas com Dois Parametros

A equacio diferencial que rege a flexdo de uma placa ¢ dada por:

q
O%w= — 42
e (4.2)

sendo g*(x,y) a carga distribuida sobre a placa, D ¢é a rigidez a flexdo da placa, definida em

4 4 4
'), 00 00
0x 0x“0dy dy

capitulos anteriores e 0*( ) =

A equagdo diferencial de equilibrio de uma base modelada com dois pardmetros, como

os modelos de Vlasov, Pasternak e Filonenko-Borodich, como ja destacado, ¢ expressa por:
KWb - K1D2Wb= Iy, (43)

onde K ¢ o pardmetro de rigidez da base e K; ¢ o pardmetro que considera a interacdo entre as
molas.

Considerando que a placa esteja sobre uma fundacao elastica, a carga distribuida sobre
a fundacdo consiste na carga de superficie q(x,y) e na pressao exercida pela base elastica

1 (X,Y), ou seja,
q*(x,y) = 4(x,y) ~15(X,Y) (4.4)
Dessa forma, a equacdo diferencial de equilibrio de uma placa em contato bilateral

com uma base elastica modelada com dois parametros, desprezando-se as forgas de atrito

entre os dois corpos, € definida, substituindo (4.2) e (4.3) em (4.4), como:



43
DO*w- K zw-g Kwg q (4.5)

Examinando a Equagdo (4.5), vé-se que o primeiro termo depende das tensdes de
flexdo internas na placa, enquanto o segundo e o terceiro termos dependem da reagdo da
fundacdo elastica, causadas pelas deformacdes cisalhantes e compressiveis, respectivamente.

Em adicdo a carga distribuida q(x,y), as reagdes ficticias Q que atuam ao longo dos
bordos livres da placa devem ser consideradas. A ndo consideracdo das reacdes faz com que a
base elastica se comporte como a base de Winkler. Essas reagdes ficticias sdo introduzidas
para que se faga uma andlise tridimensional da deformacdo da fundagdo ao redor das
extremidades da placa. Para o caso de placas poligonais, reagdes concentradas ficticias R
aparecem nos cantos da placa.

Para determinar tais reacdes, € preciso que se conhega a distribuicdo de deslocamentos
da superficie da fundagdo. Dependendo da natureza da fundagdo, muitas expressoes analiticas
ou experimentais complexas podem ser selecionadas para analise tridimensional dos
deslocamentos da fundacao.

De acordo com Yang (1972), os deslocamentos da fundacao sdo assumidos de forma a
obedecer a seguinte lei exponencial aproximada (Figura 4.2):

Na direcdo positiva do eixo x:

wp(x,y) = wy(y)e 2™ (4.6)
Na diregao positiva do eixo y:

wh(x,y) = Wy (x)e 20D @)

onde a = \/K/K; , wi(y) e wi(x) sdo os deslocamentos da fundag¢o sob os bordos paralelos a

y € X, respectivamente.
Essa lei ¢, também, assumida para os deslocamentos da fundagdo na regido [x| > m e
ly| >1, como segue:

Wp(x,y) = w, e G oD (4.8)

com w, representando o deslocamento vertical da fundacgdo sob os cantos da placa.
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Através das Equacgdes (4.6), (4.7) e (4.8), as condi¢des de equilibrio de um elemento
infinitesimal de placa podem ser estabelecidas através do Principio dos Trabalhos Virtuais e

as reacdes ficticias de bordo e de canto, segundo Vlasov e Leont’ev (1966), sdo expressas por:

0 2.4
F 1 %
Q] =K1§1W1 + a\zg —g ay\;]éﬁ (49)

O 2 0
0 =K, B, + P __Lfwe O (4.10)
m ™oyl ~2a Hox’ 1 [
R =075 Kyw, @.11)

onde Q; e Q, sdo as reagdes ficticias distribuidas uniformemente ao longo de um bordo
paralelo a y e a x, respectivamente. As derivadas na Equacgdo (4.9) sdo tomadasem x =+ me

na Equagdo (4.10)emy=+1.

ds "% an
'll .....

/ :}_' :'__-"_: _ y ..,.:.\-;\Wle—acx-m
: V.

W& D

Figura 4.2 — Deslocamentos da Fundagdo — Modelos com Dois Pardmetros.

(Vlasov e Leont’ev, 1966)
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A equacdo de equilibrio de uma placa em contato com esse modelo de base elastica,

apos discretizacao por elementos finitos, pode ser escrita como:

(Kg +Kp)u=F (4.12)

onde F ¢ o vetor de cargas nodais atuantes na estrutura, u ¢ o vetor de deslocamentos nodais e

Kg ¢ Kg sdo as matrizes de rigidez, na forma global, da estrutura e da base elastica,
respectivamente, definidas no Capitulo 3.

Calcula-se a matriz de
rigidez da estrutura (Kk)

:

Calcula-se a matriz de rigidez
da base elastica (Ks)

Calcula-se o vetor de
forgas nodais (F)

Y
1. Iteracdo
i=0

Resolve-se o sistema:
Kru=F

Y
Identificam-se os nds pertencentes Iteracdo
aos bordos paralelos a x e a y e os

o i=i+l1

nds de canto

' Y
Determinam-se as reagdes de bordo| Resolve-se o sistema:
e canto nodais e corrige-se o vetor Kiu=F
de cargas nodais

A x

NAO / Se Wi - wy <= {

\Z fator de toleranci >‘
— Tator de tolerancia

SIM

Y

Calculam-se as tensoes ¢ as
reagdes da base elastica

Figura 4.3 — Fluxograma do Processo Iterativo — Modelos com Dois Pardmetros
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A determinagdo das reagdes ficticias de bordo e de canto de uma placa carregada sobre
uma fundagao elastica requer o conhecimento da forma de deflexdo da placa, que nao pode
ser encontrada sem que se conhecam as reagdes. Para analisar esse problema, as Equagdes
(4.9), (4.10), (4.11) e (4.12) devem ser resolvidas simultaneamente. Utiliza-se, entdo, neste

trabalho, uma aproximacao iterativa que é descrita a seguir:

(i) Desprezam-se as reagdes ficticias de bordo e de canto dadas pelas Equagdes (4.9),
(4.10) e (4.11). Aplicam-se, entdo, as cargas externas e resolve-se o sistema de equacdes

definido pela Equacao (4.12), a fim de se calcular os deslocamentos nodais;

(i1)) Com base nas deflexdes nodais, as reagdes de bordo podem ser obtidas através da
técnica de diferengas finitas em avango ou atraso, conforme a posicdo do bordo,
utilizando-se a mesma malha de clementos finitos. As reacdes de canto sdo obtidas

diretamente através da Equagdo (4.11);

(iii)) Aplicam-se, simultaneamente, a carga externa e as reagdes ficticias obtidas no passo

anterior e resolve-se, novamente, o sistema de equagdes;

(iv) Utilizando as deflexdes nodais obtidas no item (iii), recalculam-se as reagoes ficticias e
repetem-se os processos (ii) e (iii), até que a convergéncia seja encontrada, ou seja,

oy | /] u" || £, ou até que se chegue ao nimero méaximo de iteragdes desejadas.

lu
A Figura 4.3, apresentada anteriormente, mostra esses passos em um fluxograma

computacional.

4.3 - FORMULACAO DO PROBLEMA DE CONTATO UNILATERAL

Nesta secdo, o problema de contato de placas sobre bases elasticas modeladas segundo
Winkler ou como um semi-espaco infinito ¢ analisado através de formulagdes baseadas na
utilizacdo de técnicas de discretizacdo e algoritmos de otimizagdo. Inicialmente, sdo
apresentadas as equacdes que regem o equilibrio do sistema mecanico em estudo e as

condi¢des que caracterizam o contato como unilateral. Em seguida, sdo descritas as trés
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formulagdes propostas para a analise do problema, que caracterizam-se por fornecerem, como
resultado, um Problema Linear Complementar (PCL), que é resolvido através da técnica de
pivoteamento de Lemke (Lemke, 1968). A eficiéncia das formulacdes apresentadas ¢

comprovada nos exemplos apresentados no Capitulo 6.

4.3.1 — Equacdes Basicas

Considere o sistema estrutural formado por dois corpos deformaveis, estrutura e base
elastica, como ilustrado na Figura 4.4. Considere, também, que a base elastica s6 oferece
reacdo as solicitagdes de compressdo e que os efeitos decorrentes das forgas de atrito entre os
corpos sdo desprezados.

A estrutura é definida como um solido elastico continuo de dominio V, com o
contorno delimitado por trés superficies distintas: S., S, e S, e sua superficie S € suposta
regular. Como nos problemas estruturais usuais, S, define a regido do solido onde os
deslocamentos sdo prescritos ¢ Sy € a regido do solido onde as forgas de superficie sdo
prescritas. A regido do solido denominada S, ¢ a regido na qual as condi¢des de contorno sao
“ambiguas”, ou seja, os pontos de S; de um dado corpo, apds aplicacdo das cargas, podem
entrar ou ndo em contato, permanecer em contato ou separar-se do outro corpo. Essas

observagdes caracterizam a natureza nao-linear do problema de contato unilateral.

X3

Figura 4.4 — Sistema Estrutural.
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Para a estrutura, as equacdes de equilibrio interno e as relagdes cinematicas e

constitutivas sao dadas por:

Gij,j =0 (413)
1

&jj = (Ui j +uj;) (4.14)

0;; = Cijua €t (4.15)

sendo a notacgdo indicial utilizada com a convencdo usual de somatdrio. Na Equagao (4.13),
0;; representa as componentes cartesianas do tensor de Cauchy e u; representa as componentes
dos deslocamentos. Na Equacdo (4.15), Cij representa o tensor das propriedades elasticas da
estrutura.

Para as bases elasticas modeladas com um pardmetro ou como um semi-espaco
infinito apresentadas no Capitulo 2, pode-se, genericamente, considerar a seguinte relagdo

constitutiva:
Iy, = Cbub, (416)
onde up, e 1, indicam o deslocamento ¢ a reacdo a compressdo da base elastica,

respectivamente, e Cy, caracteriza as propriedades mecanicas da base elastica.

Para o sistema estrutural analisado, as seguintes condi¢des de contorno devem ser

satisfeitas:
ui = ﬁi cm Su (417)
F;= Ojjn; em St (418)
d=u,-u=20 em S (4.19)

onde a Equacdo (4.17) representa a condi¢do de contorno essencial do problema e deve ser
satisfeita em S,, a Equacgdo (4.18) caracteriza o equilibrio das forcas que deve existir em Sye a
Inequacdo (4.19) representa a restrigdo de contato em S, com ¢ sendo a distincia entre os
dois corpos apds o deslocamento da estrutura. Essa inequagdo indica a condi¢do de

compatibilidade que deve ser satisfeita em S. e, fisicamente, representa a condicdo de
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impenetrabilidade entre os corpos. Ao se analisar o comportamento de um ponto genérico em

S., uma das seguintes situacdes pode ser observada:

I. O ponto estd em contato com outro ponto material do sistema estrutural. Para esse estado

escreve-se:
$=0 ¢ 1,20 (4.20)
II. O ponto ndo coincide com qualquer outro ponto material do sistema. Tem-se, entdo:
$20 e =0 (4.21)

A partir dessas observagdes, conclui-se que as condigdes que definem de forma

completa o contato unilateral sdo dadas pela Inequagao (4.19), pela Inequagio (4.22), a seguir:

r, =0 (4.22)

e através da relagdo de complementaridade entre ¢ e ry,

[t ¢ dS. =0 (4.23)
SC

A Figura 4.5 fornece o dominio de validade dessas trés relagdes.

To Iv

¢

a) Dominio para ¢ > 0 b) Dominio parar,>0  ¢) Dominio para r. ¢ =0

Figura 4.5 — Dominio de Validade das Restri¢oes.



50

Observa-se, entdo, que a solucdo do problema de contato unilateral pode ser obtida
através da resolugdo da Equacdo (4.13), com o auxilio das Equacdes (4.14) e (4.15),
respeitando-se as condi¢des de contorno (4.17) e (4.18), as Inequagdes (4.19) e (4.22) e a
condicdo de complementaridade (4.23). A ndo-linearidade decorrente das condigdes de
contato unilateral torna, entretanto, a solucdo direta do problema uma tarefa bastante dificil.
Dessa forma, ¢ formulado um problema de minimizagdo equivalente para que se possa utilizar
uma analise numérica conveniente na sua solugdo. E demonstrado em Kwak (1986) e em

Silveira (1995) que o problema de otimizagao:

Min J(u,up) (4.24)
Sujeito a: -¢ <0, em S, (4.25)
onde,
_1 1 2
J= E{lcijklsklsijdV +§SICbudeC —S[Fiuide (4.26)
c f

¢ equivalente a solugdo das equacdes e restrigdes impostas na formulacdo do problema

anterior.

4.3.2 — Solucio do Problema de Contato Unilateral

Trés formulagdes matematicas para o problema de contato unilateral sem atrito entre
os corpos sdao apresentadas nesta secdo. Na primeira formulacdo, tém-se com incognitas
principais os deslocamentos da estrutura e a reacdo da base elastica; na segunda formulacao, a
incognita principal ¢ a reacdo da base elastica e, na terceira formulacdo, tém-se como

incognitas os deslocamentos da base elastica e os deslocamentos relativos entre os corpos.

4.3.2.1 — Formulac¢ao 1 — Mista

Esse primeiro modelo matematico foi proposto por Ascione e Grimaldi (1984) que,

como relatado na Se¢do 1.3, resolveram o problema de contato unilateral entre uma placa ¢
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uma fundacgdo eldstica do tipo Winkler (ou semi-espago infinito). De acordo com esses
pesquisadores, as trés restricdes (4.19), (4.22) e (4.23), envolvendo 1, ¢ ¢, podem ser

substituidas pela inequagdo variacional:

[oddS, 20 (4.27)
SC

onde 0 pertence ao cone K, no qual estdo incluidos os valores admissiveis para 1y, que é

representado por:

] ]

K =0, 0Y', [row dS 0,0 @ Yav 00 (4.28)
S

H : H

onde Y’ e Y sdo os espagos vetoriais que contém, respectivamente, as solugdes de 1, ¢ ¢ do
problema de contato analisado; quando 0 = r,, a relagdo de complementaridade dada pela
Equacao (4.23) ¢ verificada.

A partir dai, elimina-se a restricdo (4.19) da analise, escrevendo-se o funcional

aumentado:

1 1 2
I = E‘\[Cijklskleijdv +E§|'Cbubdsc —S[rbd)dsc _é[.Fiuide (4.29)

c c f

Calculando-se a primeira variagdo de J;, apds eliminar u, da equagdo anterior,

obtém-se a seguinte inequacao variacional:

01 = [Ciji€ndg;j dV + [Cp(9 +u)du dS; + I[Cb(¢ +u)-1,]5¢ dS,
v S S

¢ ¢ (4.30)
—I(l)érbdsc - J'Fi5uide <0
S S;

C

uma vez que I(I)()rdeC tem sempre valor positivo (ver Equacao (4.27)).
S

C
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Eliminando ¢ da Equagdo (4.30), usando-se as Equagdes (4.16) e (4.19), chega-se a

uma equacdo que ¢ fungdo apenas de u e 1y, ou seja:

1 1
1 =5 CipenieydV =7 [ DoridSe + [ rou dS; - [Fujdsy (30
v S S S¢

¢ ¢
onde Dy, = 1/Cy.

As variaveis u e r, devem ser obtidas de forma que a primeira varia¢dao do funcional J;
satisfaca a inequagao &J; (u, 1) < 0.

Fazendo-se, entdo, a discretizagdo do sistema via MEF, verifica-se, para um elemento
genérico da estrutura, que os deslocamentos no seu interior estdo relacionados aos

deslocamentos nodais de acordo com:
u=Nu (4.32)

sendo N a matriz que contém as fun¢des de interpolacao do problema.
Para um elemento genérico da base elastica, a reagdo a compressao esta relacionada

aos seus valores nodais segundo:
b = Hprp (4.33)

onde Hj, € a matriz que contém as fungdes de interpolagdo que definem o comportamento da
reagcdo a compressao da base elastica.

Substituindo as Equacgdes (4.32) e (4.33) em (4.31) e somando-se as contribui¢des de
cada elemento finito, chega-se ao funcional discretizado do problema na forma global, ou

seja:

1 1
J, = EuTKu —ErbTTrb +rg Au-u'R (4.34)

onde:

1. K¢ a matriz de rigidez da estrutura definida no Capitulo 3;
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2. T ¢ a matriz de flexibilidade da base elastica, expressa por:

T=) [HyD,HpdS, (4.35)
m, S

sendo m, o numero de elementos que definem a regido de contato. No caso de uma base
modelada como um semi-espaco infinito, a matriz de flexibilidade ¢ obtida realizando-se o
procedimento descrito na Sec¢do 3.3. Comparando as Equagdes (2.15) e (4.16), para uma base

modelada segundo Winkler, tem-se que Cp, = K, sendo K o parametro de rigidez da base.

3. A define a matriz de acoplamento entre a estrutura e a base elastica, dada por:

A= [HyNdS, (4.36)
m; S

4. R ¢ o vetor das cargas nodais.
Em Silveira (1995), é demonstrado que, apds a primeira variagao do funcional dado
pela Equacdo (4.34), com relagdo as variaveis nodais u e rp, chega-se ao seguinte Problema de

Complementaridade Linear:

Ku+A'r, -R =0 (4.37)
Au-Tr, <0 (4.38a)
>0 (4.38b)
(Au-Tr,) Ty, =0 (4.38¢)

onde a Equacdo (4.37) define o equilibrio do sistema mecanico em estudo, devendo ser
resolvida respeitando-se as restricdes (4.38a,b,c), que caracterizam o contato como sendo
unilateral.

A primeira restricdo equivale, fisicamente, a condicdo de impenetrabilidade entre os
corpos; a segunda fornece a condigdo de positividade da reagdo da base e a terceira caracteriza
a complementaridade entre a auséncia de contato e a existéncia de reagoes.

A solucdo da Equacdo (4.37), considerando as restrigdes, ¢ alcangada através de

técnicas de programacgdo matematica, em particular, técnicas de pivoteamento desenvolvidas
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para problemas complementares (Lemke, 1968; Cottle & Dantzig, 1968). Antes da utilizagao
desses algoritmos, entretanto, ¢ necessaria a reducdo das relagdes anteriores a uma forma

padrio, através das seguintes definicdes:

u=u’+u” (4.39a)
721 =T, —Au (4.39b)
z; =Ku+ATn, -R (4.39¢)
13 = 1y (439d)

onde u" 20 ¢ u” 20 sio explicitamente incluidos na andlise como a parte positiva e
negativa do vetor u (Fletcher, 1981).

Com isso, € possivel reescrever as Equacdes (4.37) e (4.38) como segue:

w=q+Mz (4.40)
w=0 (4.41a)
z>0 (4.41b)
wlz=0 (4.41¢)

sendo:

Ok -k ATO 3RO w0

O T 0. 0O O _0
M=3pK K -A'[0 q=0R[0 z=0uw e w=[g0 (4.42)

0. O

HA A TH Ho H S

O problema de complementaridade linear padrao (PCL) ¢ representado pela Equagao
(4.40), sujeita as restricdes (4.41a,b,c) e € resolvido através da técnica de pivoteamento de
Lemke.

4.3.2.2 — Formulacao 2 — Flexivel

Analisando-se a Equacdo (4.37), € verificado que, se a matriz de rigidez for positiva

definida, é possivel estabelecer a seguinte relagdo entre u e ry:
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u=K '(R-ATr) (4.43)

Substituindo-se, entdo, (4.43) em (4.34), chega-se a um indicador variacional, na

forma discretizada, fungdo apenas da variavel nodal ry, ou seja:
- 1
J, = —ErEPrb +ry H —s (4.44)

onde:

1. P ¢ uma matriz simétrica e positiva definida representada por:

P=AK AT +T (4.45)
2. H ¢ um vetor definido como:

H=AK 'R (4.46)
3. s ¢éuma constante escrita como:

1 _
s= ERTK R (4.47)

Observa-se que a Equagdo (4.44), com a restricdo da condi¢do de positividade da
reacdo, caracteriza um problema de programacdo quadratica (PPQ). Usando-se as condigdes
de Kuhn-Tucker para problemas de minimiza¢ao com restricdes de desigualdade, chega-se as
condigdes de otimalidade da Equagdo (4.44). Essas condi¢des podem ser escritas, de acordo

com o PCL padrao, como:

w=q+Mz (4.48)
w=0 (4.49a)
220 (4.49b)

wlz=0 (4.49c¢)
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onde M =P, q=-H, z=rp, e w ¢ introduzido na analise como o multiplicador de Lagrange,
que representa fisicamente a condi¢do de impenetrabilidade entre os corpos.
O sistema anterior pode ser resolvido através de técnicas de otimizagdo, sendo que,

apos o calculo de ry,, 0 valor de u € obtido através da Equacgao (4.43).

4.3.2.3 — Formulacao 3 — Compativel

Essa formulacao foi, inicialmente, proposta por Vaz (1991) para solu¢ao do problema
de contato unilateral. Nela, as restrigdes unilaterais de contato envolvem apenas as variaveis
nodais de deslocamentos, ou seja, deslocamentos relativos entre os corpos e os deslocamentos
da base elastica.

O ponto de partida para a analise € o funcional dado pela Equacdo (4.26). Aplicando o
método dos elementos finitos na discretizagdo do sistema e somando a contribui¢do de cada
elemento finito, obtém-se o indicador variacional, ja na forma global e discretizada, que ¢

eXpresso por:

1 1
J1 = EuTKu +EugKbub -u'R (4.50)

Estabelecendo a primeira variagdo do funcional acima em relagdo aos valores nodais

cinematicamente admissiveis de u e uy, encontra-se a seguinte equacao de equilibrio:
Ku+Kpu, =R (4.51)
Através de algumas transformagoes algébricas realizadas na Equagao (4.51), ou seja,

Kll+Kbllb +Kllb _Kllb =R O

(K+Kb)ub—K(ub—u)=R O

up = (K +Kp) " '[K(up, —u) +R]

chega-se a seguinte equacio:
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w=q+Mz (4.52)

na qual: M=(K+Kb)'1K; q=(K+Kb)'1R;z=ub—uew=ub.

Com isso, a Equacdo (4.52) e as restri¢oes:

w20 (4.53a)
z20 (4.53b)
wliz=0 (4.53¢)

definem um problema complementar linear padrdo que é resolvido através de técnicas de
pivoteamento complementar.

E importante dizer que essa formulagdo ¢ equivalente a anterior no que se refere a
ordem das matrizes e vetores resultantes. Entretanto, ha a necessidade de se usar

procedimentos de subestruturagdo ou condensagao estatica para se obter a Equagao (4.51).

4.4 — 0O METODO DE LEMKE

A analise do problema de contato sob o enfoque da programacdo matematica, equivale
a solug¢do do problema de otimizagdo definido pelas Equagdes (4.24) e (4.25), nas quais a
fungdo objetivo J e a condi¢ao de impenetrabilidade (¢) entre a estrutura e a base elastica sdo
definidas em funcdo dos deslocamentos nodais da estrutura e da base elastica.

Esse problema de minimizagdo pode ser transformado em um problema de
programacdo quadratica com restri¢des de desigualdade. Segundo Eboli (1989), a solugdo de
um problema de programacdo quadratica com restrigoes de desigualdade pode ser obtida de
duas formas: ou empregando métodos de solucdo de programagdo quadratica com restri¢cdes
de igualdade, adotando-se uma estratégia de determinagdo do conjunto ativo de restri¢des
(6 =0), ou usando esquemas de pivoteamento, que sdo utilizados especificamente para a
solugdo de problemas de complementaridade linear.

O objetivo desta se¢do €, entdo, determinar a solu¢do ndo-negativa do sistema de

equacoes representado, de uma forma geral, por:

w=q+Mz (4.54)
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w=0 (4.55a)
z20 (4.55b)
wliz=0 (4.55¢)

sendo M uma matriz quadrada de ordem p x p e w, z ¢ q vetores de ordem p, na qual w ¢ z
sdo as variaveis a serem determinadas.

A Equacao (4.54) representa um sistema de equacgdes lineares, sendo que as condi¢oes
(4.55a) e (4.55b) requerem que sua solucdo seja ndo-negativa. As Equacdes (4.54) e
(4.55a,b,c) caracterizam um problema de complementaridade linear (PCL), que ¢ resolvido,
neste trabalho, através do esquema de pivoteamento de Lemke.

Uma implementagdo computacional do método de Lemke ¢ fornecida por
Ravindran (1972) e Silveira (1995). Esse ultimo apresenta, também, o significado mecanico

ou fisico desse método.

4.4.1 — Definicoes

(i) um ponto (w, z) é solucdo se obedece a Equagdo (4.54);
(i1) se essa solugdo satisfaz as condi¢des (4.55a,b), ela ¢ denominada solucdo vidvel do

problema complementar;

(ii1) a solucdo viavel ¢ também complementar se a condigdo de complementaridade (4.55¢) é
verificada. Para isso, € necessario que w; e/ou z; seja nula, sendo (wj, z;) um par complementar
com w; € z; complementos mutuos;

(iv) se os elementos do vetor q s@o ndo-negativos, a solu¢do ¢ chamada trivial. Nesse caso,
tem-se que w = q e z = 0, ndo interessando, entdo, empregar o método de Lemke; caso
contrario, ou seja, se pelo menos um elemento de q é negativo, a solugdo ¢ dita no-trivial e a
solucdo inicial dada por w = q e z = 0, mesmo obedecendo a condi¢do de complementaridade
¢ inviavel,

(v) sendo o problema de complementaridade ndo-trivial, sdo introduzidos, na analise, um
vetor e de componentes positivas e uma variavel artificial zy, com o objetivo de aumentar o
sistema de equacdes original (4.54), que fica, entdo, composto de p equacdes e p+1

incognitas. Esse sistema aumentado é descrito por:
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w =q+Mz +ez, (4.56)

de forma que as variaveis w, z e 7z, a serem, agora, determinadas, obedeg¢am a relagdo anterior

e as seguintes condigdes:

w20 (4.57a)
2z20,2p20 (4.57b)
wliz=0 (4.57¢)

(vi) o ponto de partida para a solugdo do sistema de equacdes anterior ¢ obtido fazendo-se
zp =minimo {q;, I<1<p},z=0¢e w=q + e z,. Através de uma seqiiéncia de pivoteamentos,
satisfazendo as Equagodes (4.56) e (4.57a,b,c), tenta-se guiar a variavel artificial até zero,
obtendo, assim, a solugdo do problema de complementaridade original;

(vii) uma solugdo (w, z, z9) do sistema definido pelas Equacdes (4.56) ¢ (4.57a,b,c) ¢ uma

solucdo viavel basica complementar se:

* (W, z, Zp) € uma solucao viavel basica de (4.57a,b);
* nem w € nem z, sdo basicas para algum s(1{1, 2, ..., p};
* 7y ¢ basica, e uma variavel do par complementar (wj, z;) é basica parai=1, 2, ..., p

comi#s;

(viii) a partir dessa solugdo viavel basica complementar (w, z, zy), na qual ws e z; sdo ambas

ndo basicas, obtém-se uma solucdo vidvel basica complementar adjacente (W,Z,7;), no caso

de se introduzir ws ou zg na base, no lugar de uma variavel que nao seja zy. Cada solugdo
viavel basica complementar tem, pelo menos, duas solugdes viaveis basicas complementares
adjacentes, mas, se o aumento de w; ou zs; ocasionar ou a retirada de z, da base ou uma

terminagdo em raio, terd, entdo, menos de duas solugdes viaveis basicas adjacentes.

4.4.2 — Procedimento Inicial

As duas possibilidades de obten¢do da solu¢do do problema de complementaridade

linear existentes sdo:
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1. oponto (W, z) =(q, 0) ¢ solugdo do PCL (solugdo trivial) se o vetor q = 0;

2. tendo o vetor q alguma componente negativa, o esquema de pivoteamento proposto por
Lemke deve ser iniciado. Como ponto de partida, toma-se a solugdo inviavel
(w, z) =(q, 0). A variavel z, ¢, entdo, aumentada de zero na equagdo w = q + e z, até que
uma ultima componente w se anule, tornando-se ndo-basica. Em seguida, substitui-se o
valor de z), nas outras equagdes para completar a operacdo de pivoteamento. Essa

operagao de pivoteamento inicial fica definida, entdo, pelo par (ws, zy), sendo:

by 0
s = minimod—,1 =1,2,...,p Uq;< 00 (4.58)
i O

1

Esse procedimento de obten¢do da primeira solucdo viavel basica complementar pode

ser organizado de acordo com a Tabela 4.1.

Tabela 4.1 — Inicializa¢ao do Processo.

Base| wi ... ws ... Wy | z1 ... Zg ... 7 Zo q
W1 1 0 0 -myq -Myg -1’1’11p -1 q1
Wg 0 1 0 -mg -Mgg -mg, | -1 Js
Wp 0 0 1| -mpy My -mp, [ -1 dp

Em substituicdo a ws, que é a variavel basica de maior valor negativo, a variavel
artificial z, ¢ conduzida a base. Com as seguintes operagdes de pivoteamento,

' ' .
qs=—qg, € qj = —qg ,parai#s (4.59a)

' - msj

ST mg;, para j=12,..p (4.59b)

m

m;j = -mj tmg, para j =12,..,p ¢ 1 #s (4.59¢)
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chega-se a forma apresentada na Tabela 4.2.

Tabela 4.2 — Resultados Obtidos apos a Operacdo de Pivoteamento.

Base| wi, ... w» ... w, | z1 ... zg ... z, | 2o q
wi | 1 -1 0] myy mg mp |0 | q
Z 0 -1 0 Mgy Mg Msp 1 ds
Wp 0 -1 1 mp Mg mp, | 0 dp

Com esses procedimentos iniciais, tem-se:

(a) q'i >0, parai=12,..,p;

(b) Wi =4q1, Wy =2, Ws| =ds-1, Z9 =5, Ws+] =qglrs Wp =qp, que € a
solucdo basica, e todas as demais variaveis, inicialmente nulas, formam uma solugio viavel

basica complementar;

(c) quando o valor de z, for reduzido a zero, a solugdo viavel basica complementar da

Equacao (4.56) torna-se a solu¢do viavel basica complementar do problema original (4.54).

4.4.3 — Procedimento Principal

O esquema de pivoteamento proposto por Lemke continua, obtendo-se uma seqiiéncia
de solugdes vidveis basicas complementares, até que a variavel artificial zy se torne zero. A
mudanga de base, na obten¢do de cada solugdo viavel basica complementar, ¢ feita de modo

que as seguintes condi¢des sejam obedecidas:
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(i) a condicdo de complementaridade entre as variaveis ( wiz; = 0, parai =1, 2, ..., p) deve ser
mantida;
(i1) a solucdo basica deve permanecer ndo-negativa, isto €, as constantes do lado direito em

todas as tabelas devem ser ndo-negativas.

Para que a condicdo (i) seja satisfeita, a variavel ndo-basica a entrar na base da
proxima tabela deve ser selecionada de forma adequada. Ao se realizar o procedimento inicial
do esquema, as variaveis ws € z; tornam-se nao-basicas. Caso sejam tomadas como basicas,
ainda assim, a condicdo de complementaridade ¢ mantida. Utilizando, entdo, a regra da
complementaridade — a variavel a ser escolhida para entrar na base da proxima tabela ¢é
sempre o complemento daquela varidvel que deixou a base na ultima tabela —
selecionando-se, entdo, a variavel z; para entrar na base.

Selecionando de forma adequada a variavel basica a ser substituida por z;, a
condicdo (ii) é satisfeita. Essa selecdo ¢é feita através do feste da razdo minima, similar ao
empregado no M¢étodo Simplex de programagdo linear. Assim, para se determinar que

variavel deixara a base, os seguintes calculos devem ser feitos:

A i=12,..,p para my >0 (4.60)
myjg

Tomando-se:
q: Oq. O
== mimmo%%}% (4.61)
mjg m;;>0 is

significa que a variavel basica w; deve ser substituida por z,. Com isso, uma nova tabela ¢é

obtida, realizando-se as operagdes de pivoteamento (4.59a,b,c) considerando mjg cOmo o

elemento pivo.

A variavel z; €, agora, escolhida automaticamente para entrar na base, de acordo com a
regra da complementaridade, uma vez que a varidvel w;j acabou de sair da base. Em seguida, o
teste da razdo minima ¢ aplicado, a fim de se definir a varivel basica a ser substituida por z;,

obtendo-se, apds essas operacoes de pivoteamento, uma nova tabela.
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4.4.4 — Finalizacao do Processo

O processo descrito anteriormente termina quando:

(i) o teste da razdo minima indicar que a variavel basica zy deve deixar a base. Nesse caso,
tem-se que a solugdo viavel basica complementar do problema aumentado, apos a operagao de

pivoteamento, ¢ igual a solug¢do viavel basica complementar do problema original;

(i1) o teste da razdo minima falhar. Isto acontece quando ndo se encontra nenhum coeficiente
positivo na coluna pivo. Portanto, o problema de complementaridade linear ndo possui
solucdo e diz-se que o problema possui uma “terminacio em raio”. Geometricamente,
significa que a variavel ndo-basica selecionada para entrar na base define uma linha basica
que corresponde a um bordo ilimitado de K, sendo K um poliedro convexo (Eboli, 1989) que

representa o conjunto de solucdes viaveis da Equagao (4.56).



Capitulo 5

PROGRAMA COMPUTACIONAL

5.1 - INTRODUCAO

Este capitulo tem como objetivo o fornecimento dos procedimentos computacionais
utilizados na elaboragdo do modelo numérico proposto no Capitulo 4.

Escrito em linguagem Fortran e seguindo um formato tradicional de um programa de
elementos finitos, o programa implementado ¢ capaz de efetuar a analise padrdo de placas
espessas e delgadas, analisar o contato bilateral entre uma placa e bases modeladas com um
ou dois pardmetros ou como um semi-espago infinito. E capaz, ainda, de analisar placas em
contato com bases elasticas modeladas segundo Winkler ou como um semi-espaco infinito,
quando a base ndo reage as solicitagdes de tragdo. A Figura 5.1 apresenta um esquema geral

do programa computacional implementado.

A
PLACAS
A J AEEEEE—
o CONTATO
g ANALISES BILATERAL
ERE (K +Ky)u = F

AR
Teoria de Kirchhoff e CONTATO ‘Winkler, Molas Discretasy
Teoria de Reissner- UN Vlasov, Pasternak,
Mindlin I bhaL Filonenko e Semi-Espaco
Infinito

Winkler e Semi -
Espaco Infinito PCL

Figura 5.1 — Programa Computacional.
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A Segdo 5.2 apresenta um algoritmo do programa principal. As subrotinas gerenciadas

por ele sdo apresentadas nas segdes seguintes.
5.2 - PROGRAMA PRINCIPAL

A Figura 5.2 apresenta um fluxograma do programa principal, que é responsavel pela
execucdo de outros subprogramas. Esses subprogramas (ou subrotinas) serdo apresentados nas

proximas segoes onde se fornecem, resumidamente, os procedimentos envolvidos nas suas

implementagoes.

INICIO

ENTRADA DE DADOS
(Pré-Processador)

ANALISE DO PROBLEMA
Subrotina SOL.UC

Subrotina Subrotina
SOL Subrotina SOLCU
SOLCB

SAIDA DE RESULTADOS
(Po6s-processador) FIM

Figura 5.2 — Programa Principal.

O primeiro procedimento a ser realizado pelo programa principal refere-se a leitura

dos dados necessarios para a analise do problema. Na andlise pelo método dos elementos
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finitos, esses dados sdo, basicamente, dados que definem a geometria do sistema estrutural,
dados referentes as propriedades do material que compde a estrutura (como por exemplo,
modulo de elasticidade e coeficiente de Poisson) e ao carregamento externo atuante que, neste
trabalho, podem ser cargas concentradas e cargas uniformemente distribuidas sobre os
elementos e nos bordos da placa. Para a andlise do problema de contato, devem ser
fornecidas, também, as propriedades fisicas do modelo de base elastica adotado, como visto
no Capitulo 2.
Esses dados sdo repassados ao programa através da leitura de dois arquivos, a saber:

(i) Arquivo gerado pelo programa MTOOL — o pré-processador MTOOL (Tecgraf, 1993)

gera, automaticamente, um arquivo com formato especial, usualmente denominado “Arquivo
Neutro”, contendo os seguintes dados referentes a geometria da estrutura:

* coordenadas dos pontos nodais da estrutura;

e incidéncia dos elementos finitos;

* condig¢des de contorno.

Esse pré-processador ¢ muito util na geragdo de malhas de elementos finitos, mas nao
precisa, necessariamente, ser utilizado. Caso o arquivo neutro gerado pelo MTOOL nao seja
utilizado, os dados anteriores devem ser fornecidos no arquivo seguinte.

(i1) Em um outro arquivo sdo armazenados dados do tipo:

 titulo da andlise;

* numero de pontos nodais, nimero de elementos, nimero de materiais, tipo de analise
(padrdo, contato bilateral ou contato unilateral), teoria de placa a ser utilizada
(definida através do nimero de componentes de tensdes atuantes) e nimero de pontos
de Gauss utilizados para a integragdo numérica;

¢ modelo de base elastica a ser utilizado;

* tipo de formulagdo a ser utilizada, no caso da analise do problema de contato
unilateral;

» propriedades fisicas da base elastica que, por sua vez, dependem do modelo de base a

ser considerado:

(a) K (parametro de rigidez da base) — para os modelos de molas discretas e Winkler;
(b) K (parametro de rigidez da base) e K; (parametro que considera as deformagoes

cisalhantes das molas) — para os modelos de Pasternak e Filonenko-Borodich;
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(c) modulo de elasticidade e coeficiente de Poisson do material que compde a
fundagdo, a profundidade da fundacdo e o valor de y (constante que define a razdo de
decréscimo dos deslocamentos com a profundidade) — para o modelo de Vlasov;

(d) modulo de elasticidade e coeficiente de Poisson do material que compde a

fundacdo — para o semi-espaco infinito;

» forgas atuantes na estrutura ( localizacao e magnitude).

O passo seguinte, como mostra o fluxograma ilustrado na Figura 5.2, consiste na analise
do problema em questdo. O tipo de andlise a ser feita é definido, como visto anteriormente, no
arquivo de entrada de dados, indicando, entdo, a subrotina SOLUC, qual das subrotinas
(SOL, SOLCB ou SOLCU) devera ser executada. Na subrotina SOL ¢ realizada a analise
linear padrdo de placas, utilizando a teoria de Kirchhoff ou a teoria de Reissner-Mindlin. Nas
subrotinas SOLCB ¢ SOLCU sio feitas, respectivamente, as analises do contato bilateral e
unilateral entre a placa e a fundagao, desprezando-se o atrito entre esses corpos. Os modelos
de bases elasticas que podem ser utilizados para descrever o comportamento do solo, em cada
uma dessas analises, sdo mostrados na Figura 5.1.

Nessas subrotinas, sdo calculados os deslocamentos da placa e/ou base elastica quando as
cargas sdo aplicadas ao sistema estrutural, os esforgos solicitantes na placa, ou seja,
momentos fletores e esforgos cortantes (esses ultimos somente quando se utiliza a teoria de
Mindlin) e a reagdo exercida pela base elastica quando se faz a analise do problema de contato
(calculadas utilizando-se as relagdes entre wy, € 1y, apresentadas no Capitulo 2).

A ultima etapa do programa principal tem como objetivo realizar a impressdo dos
resultados obtidos nas subrotinas anteriores, em arquivos de saida ou em arquivos neutros.
Esses arquivos neutros sdo lidos pelo programa de pds-processamento MVIEW (Tecgraf,
1993) que ¢ utilizado para visualizagdo da distribuicdo de tensdes na placa e visualizacdo da
reacdo exercida pela base elastica, com a qual se pode ver, no caso de contato unilateral, as
regides de perda de contato. A forma da deflexdo da placa pode ser visualizada utilizando-se o
programa MATHEMATICA (Wolfram, 1991), que utiliza um arquivo de dados, gerado pelo
programa implementado neste trabalho, contendo informagdes sobre a geometria da placa e os

deslocamentos de cada ponto nodal.
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5.2.1 — Subrotina SOL

Nessa subrotina, como ja mencionado anteriormente, ¢ realizada a analise linear de
placas através das teorias de Kirchhoff e de Reissner-Mindlin. No Capitulo 3 foram
apresentados os elementos finitos adotados quando se utiliza cada uma dessas teorias, ou seja,
no caso de se usar a teoria de Kirchhoff, adota-se o elemento retangular com quatro pontos
nodais e, no caso de se usar a teoria de Mindlin, adota-se o elemento isoparamétrico com oito
pontos nodais.

Os passos basicos envolvidos na implementagdo dessa subrotina sdo mostrados a

seguir:

1°) A primeira tarefa a ser realizada por essa subrotina consiste na montagem da matriz de
rigidez (Kg°) para o elemento de placa adotado, utilizando as expressdes fornecidas no
Capitulo 3. Observando essas expressoes, vé-se que, para que essa matriz seja determinada, é
necessario que, antes, se conheca a matriz constitutiva D e a matriz B que relaciona esforgos
solicitantes-curvatura. Apos calculada, a matriz de rigidez do elemento ¢ armazenada na
matriz de rigidez global (Kg) da estrutura;

2°) Monta-se o vetor de carregamento nodal (F);

3°) Com a matriz de rigidez da estrutura e o vetor de cargas conhecidos, o passo seguinte
consiste na resolucgdo do sistema de equacdes Kg u = F para se obter os deslocamentos nodais
u;

4°) Imprimem-se, em um arquivo de saida, os deslocamentos nodais obtidos no passo anterior;
5%) Calculam-se os esforgos solicitantes na placa;

6°) Visualiza-se a deformada de uma dada segdo da placa;

7°) Finaliza-se a subrotina e retorna-se ao programa principal.
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5.2.2 — Subrotina SOLCB

A analise do contato bilateral entre uma placa e uma fundacgdo ¢ feita nessa subrotina.
Qualquer um dos modelos apresentados no Capitulo 2 pode ser utilizado para representar a
fundagdo, como ilustra a Figura 5.1. A teoria de Kirchhoff ¢ utilizada para analisar a placa
apenas quando ela estd em contato com uma base modelada como um semi-espaco infinito. A
teoria de Mindlin € utilizada nos outros casos.

No Capitulo 4 foram apresentados os procedimentos necessarios para esse tipo de
analise, como mostrado nas Figuras 4.1 e 4.3. No caso de uma funda¢do modelada com um
parametro ou como um semi-espaco infinito, o procedimento computacional é 0 mesmo. A
unica particularidade ¢ com relagdo a montagem da matriz de rigidez para o modelo de base
elastica utilizado. Quando se utilizam molas discretas para descrever o comportamento da
fundagdo o procedimento para se obter a matriz de rigidez é apresentado no inicio da Seg¢do
3.3. Para o modelo de Winkler utiliza-se a Equacdo (3.35) e para o semi-espaco infinito a
matriz € obtida invertendo-se a matriz de flexibilidade (ver Secdao 3.3). Ja no caso dos
modelos com dois parametros, como os modelos de Pasternak, Vlasov e Filonenko-Borodich,
os deslocamentos da estrutura ¢ da base elastica sdo obtidos através da resolugdo das
Equacoes (4.9), (4.10), (4.11) e (4.12), simultaneamente. Na Se¢o 4.2.2 ¢ descrito o processo
iterativo utilizado para se resolver essas equacdes.

Ap6s a obtencdo dos deslocamentos da placa e da base elastica e das reagdes nodais da

base é possivel visualiza-los na tela.

5.2.3 — Subrotina SOLCU

O objetivo dessa subrotina € resolver o problema de contato com restrigdes unilaterais
utilizando uma das formulagdes (1, 2 ou 3) apresentadas na Se¢do 4.3. Como visto, essas
formulagdes geram um problema de complementaridade linear que € resolvido através da
técnica de pivoteamento de Lemke, descrita na Secdo 4.4. Para essa analise, os modelos de
base elastica utilizados sdo o modelo de Winkler e o semi-espago infinito. Quando se resolve
o problema de contato entre a placa e uma fundacdo tipo Winkler, utiliza-se a teoria de
Mindlin para a andlise da placa e, quando se utiliza o semi-espago infinito para modelar a

fundagdo, a teoria de Kirchhoff é usada, como ja mencionado anteriormente.
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Os procedimentos a serem seguidos, caso se adote a Formulacdo 1, 2 ou 3, sdo

apresentados abaixo:

1°) Monta-se a matriz de rigidez da estrutura;

2°) Define-se o tipo de formulagdo a ser adotada;

3°) Para as Formulacdes 1 ¢ 2:

monta-se a matriz de flexibilidade T utilizando a Equacdo (4.35);

monta-se a matriz de acoplamento A; (Obs.: Para o modelo de Winkler, usa-se a
Equacdo (4.36) e, no caso do semi-espago infinito, a matriz de acoplamento ¢ uma
matriz diagonal, cujos coeficientes Aj sdo definidos pelo usuario no arquivo de dados.)
monta-se o vetor de cargas externas;

Formulagao 1 — obtém-se a matriz M e o vetor q, utilizando as expressoes dadas na
Equacao (4.42);

Formulagdo 2 — calculam-se a matriz P e o vetor H, através das Equagdes (4.45) e

(4.46), de forma a se obter M ¢ q;

Para a Formulacao 3:

monta-se a matriz de rigidez da base elastica;
utiliza-se uma subrotina para efetuar a condensagdo estdtica a fim de se obter o sistema

definido pela Equacdo (4.51);

4°) Utiliza-se o algoritmo de Lemke para resolver o problema de complementaridade linear

(PCL) definido pela Equacao (4.40) e restrigdes (4.41a,b,c), onde:

na Formulacio 1 sdo obtidos os deslocamentos nodais da estrutura e reacdo da base
elastica;

na Formulacio 2 ¢é obtida a reacdo da base elastica;

na Formulacdo 3 sdo obtidos o deslocamento da base elastica ¢ o deslocamento

relativo entre a estrutura e a base elastica.

5%) O préximo passo consiste na determinagio das outras incognitas, ou seja:

para a Formulacao 1, calculam-se os deslocamentos da base elastica;
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* para a Formulagdo 2, calcula-se o deslocamento da estrutura utilizando a
Equacgao (4.43);

* para a Formulac¢ao 3, calcula-se o deslocamento da estrutura através da relagao entre
z e w ¢ calcula-se a reagdo da base elastica.

6°) Imprimem-se, no arquivo de saida, os deslocamentos e as reagdes nodais;

7°) Calculam-se os esforgos solicitantes na estrutura;

8%) Utilizam-se rotinas graficas para visualizagdo da deformada e da reacdo exercida pela

base elastica de uma dada segdo da placa;

9°) Finaliza-se a subrotina e retorna-se ao programa principal.



Capitulo 6

EXEMPLOS NUMERICOS

6.1 -INTRODUCAO

O objetivo deste capitulo ¢ validar, através de exemplos numéricos, a metodologia
proposta nos capitulos anteriores para solu¢do de problemas de equilibrio de placas com
restri¢des de contato. Com o propdsito de se verificar a eficiéncia dos elementos apresentados
no Capitulo 3, utilizados para a modelagem da placa, sdo analisados, na Secdo 6.2, quatro
exemplos de placas. Dois exemplos s3o resolvidos através da teoria de Kirchhoff e, os outros
dois através da teoria de Mindlin.

Na Secdo 6.3 sdo abordados cinco exemplos de placas em contato bilateral com uma
fundagdo elastica, nos quais os efeitos decorrentes das forgas de atrito existentes entre esses
dois corpos sdo desprezados. Nesse caso, a fundagdo reage tanto as solicitagdes de tragdo
quanto as solicitagdes de compressao. Nos dois primeiros exemplos, a base elastica ¢
modelada segundo Winkler; no terceiro exemplo, a base elastica segue o modelo proposto por
Vlasov (modelo com dois pardmetros) e, nos dois ultimos exemplos, considera-se a base
elastica como um semi-espago infinito.

Finalmente, na Secdo 6.4 sdo apresentados quatro exemplos a fim de se verificar a
eficiéncia computacional das formulagdes desenvolvidas no Capitulo 4 para solucido de
problemas de equilibrio de placas com restricdes unilaterais de contato. Nesses problemas,
existe a ndo linearidade decorrente da mudanga da regido de contato entre os corpos apds a
aplicagdo do carregamento na placa. Como no caso de contato bilateral, considera-se a
superficie de contato entre a placa e a fundagao livres de atrito. Os modelos de bases elasticas
utilizados sdo o modelo de Winkler e o semi-espago infinito. Nos problemas de contato, onde
a base ¢ modelada como um semi-espago infinito, os resultados obtidos neste trabalho sdo
comparados com solugdes numéricas existentes, uma vez que nao foi encontrado na literatura

solu¢do analitica para esses problemas.
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6.2 - PLACA SEM BASE ELASTICA

Nesta secdo sdo analisados quatro exemplos de placas com o intuito de se comprovar a
eficiéncia dos elementos apresentados no Capitulo 3. Os dois primeiros exemplos sao
analisados utilizando-se a teoria para placas espessas; os outros dois exemplos, utilizando-se a
teoria para placas delgadas. Em todos esses exemplos compara-se a solugdo numérica obtida

através do programa computacional desenvolvido com a solugdo analitica existente.
6.2.1 — Placa Quadrada Simplesmente Apoiada

O primeiro exemplo a ser analisado nesta secdo trata de uma placa simplesmente
apoiada, como ilustra a Figura 6.1. A placa é quadrada, de se¢do transversal uniforme, com

dimensdes a = b = 2 e de espessura t, constituida por material isotrépico com propriedades

E =2.1x10° e v = 0.3, submetida a uma carga concentrada P no centro.

vA

o=
Il
S o
D
Il
=)

|
|
o
D =
ol
S S

Figura 6.1 — Placa Quadrada Simplesmente Apoiada.

Neste exemplo, a placa ¢ analisada através da teoria de Mindlin, que considera as
deformagdes cisalhantes. Utiliza-se o elemento isoparamétrico com oito nds para a
discretizagdo da placa. Dois pontos de Gauss, em cada dire¢do, sao usados para efetuar as
integracdes numéricas necessarias.

Devido a simetria do problema, apenas 7 da placa foi considerado na modelagem. O
numero de elementos usados na discretizacdo da placa foi aumentado até que se obtivesse um

bom resultado numérico, ou seja, até que a solugdo numérica e a solucao analitica fossem
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praticamente iguais. A Figura 6.1 apresenta, também, as condi¢des de contorno utilizadas para
tornar o modelo compativel.

Duas analises foram feitas: primeiramente, considerou-se a espessura da placa igual a
0.01; depois, igual a 0.05 e, finalmente, igual a 0.1.

A deflexdo maxima, que ocorre em x = 0 e y = 0, para essas condi¢gdes de contorno e

tipo de carregamento atuante ¢ dada, segundo Timoshenko e Woinowsky-Krieger (1970), por:

Pa2
Wimax — C(F (6-1)

sendo o = 0.01160.

As Tabelas 6.1, 6.2 ¢ 6.3 apresentam, para espessuras iguais a 0.01, 0.05 ¢ 0.1,
respectivamente, o valor obtido para o coeficiente 0 e o erro encontrado em cada uma das
modelagens utilizadas.

Esse erro ¢ calculado através da seguinte expressao:

resultado teodrico —resultado numeérico
erro(%) =100 — (6.2)
resultado tedrico

Tabela 6.1 — Placa Simplesmente Apoiada (t=0.01).

Malha de Elementos
[ Valores de a Erro (%)

Ix1 0.00689 40.5

2x2 0.01131 2.50

3x3 0.01154 0.54

4x4 0.01158 0.15

5x5 0.01160 0.00
Solucdo Analitica a=0.01160
Timoshenko e Woinowsky-Krieger (1970)
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Tabela 6.2 — Placa Simplesmente Apoiada (t = 0.05).

Malha de Elementos
. Valores de a Erro (%)

Ix1 0.00863 25.58

2x2 0.01156 0.33

3x3 0.01166 0.55

4x4 0.01170 0.84

5x5 0.01171 0.98
Solucdo Analitica a=0.01160
Timoshenko e Woinowsky-Krieger (1970)

Tabela 6.3 — Placa Simplesmente Apoiada (t=0.1).

Malha de Elementos
Finitos Valores de a Erro (%)

Ix1 0.01027 11.43

2x2 0.01190 2.57

3x3 0.01202 3.58

4x4 0.01207 4.04

5x5 0.01210 4.34
Solucdo Analitica a=0.01160
Timoshenko e Woinowsky-Krieger (1970)

Os resultados numéricos sdo comparados com a solugcdo analitica obtida por
Timoshenko ¢ Woinowsky-Krieger (1970) utilizando a teoria para placas delgadas, mostrada
anteriormente.

Observa-se, analisando as Tabelas 6.1, 6.2 ¢ 6.3, que os erros encontrados, calculados
com relagdo a solugdo numérica e a solugdo analitica, sdo maiores nas placas mais espessas,
uma vez que a solugdo analitica existente ndo considera os efeitos das tensdes cisalhantes, que

se tornam importantes nesse tipo de placa.
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6.2.2 — Placa Retangular com Dois Bordos Apoiados e Dois Bordos Engastados

A Figura 6.2 ilustra o proximo problema a ser analisado utilizando-se a teoria de
Mindlin. Trata-se de uma placa retangular com secdo transversal uniforme, submetida a uma
carga uniformemente distribuida q, com dois bordos simplesmente apoiados de dimensdo b, ¢
com os outros bordos engastados de dimensdo a. Considera-se b = 2a, com a = 2 ¢ a placa

com espessura t.

yA
b=2a
- 6,0
w=10
b .- 06=0 6.=0
x E4
V\\// w=0
v 6.=0
6,=0
o

Figura 6.2 — Placa Retangular com Dois Bordos Apoiados e Dois Engastados.

A placa ¢ constituida por um material isotrépico com modulo de elasticidade
E =2.1x10° e coeficiente de Poisson v = 0.3.

Mais uma vez, devido a simetria do problema, apenas " da placa foi considerado na
modelagem. As condi¢des de contorno utilizadas no modelo para torna-lo compativel sdo
apresentadas, também, na Figura 6.2.

Como no exemplo anterior, o nimero de elementos finitos usados na discretizacdo foi
variado a fim de se verificar, em cada caso, a eficiéncia do elemento. Dois pontos de Gauss
em cada dire¢ao foram utilizados para efetuar as integracdes numeéricas necessarias.

Para esse problema, a solucdo analitica, com relacdo a deflexdo maxima que ocorre no

centro da placa, segundo Timoshenko e Woinowsky-Krieger (1970), ¢ dada por:

W = 0 (6.3)

w)



onde o = 0.00844.
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Os momentos My e My no centro da placa, em torno dos eixos X e y, respectivamente,

segundo esses mesmos autores, sao €XPressos por:

— 2
My =Bqa

_ 2
My - Ban

(6.4)

(6.5)

sendo B; = 0.0869 ¢ 3, = 0.0474. As Tabelas 6.4 ¢ 6.5, a seguir, apresentam os resultados

obtidos para os coeficientes a, [3; ¢ [, em cada uma das modelagens utilizadas, para as

espessuras: t = 0.01 e t = 0.1. Os erros encontrados, com relacdo a esses coeficientes e a

solugdo analitica obtida por Timoshenko e Woinowsky-Krieger (1970), sdo calculados de

acordo com a Equagao (6.2) definida no exemplo anterior. Como no exemplo anterior, a

medida que a espessura aumenta, o erro encontrado também aumenta, devido a ndo

considera¢do das tensoes cisalhantes na solucdo analitica existente.

Tabela 6.4 — Placa com Dois Bordos Apoiados e Dois Bordos Engastados (t = 0.01).

Malha de Valores de Valores de Valores de
Erro (%) Erro (%) Erro (%)

Elementos Finitos a B B:

1x1 0.00353 58.18 0.0000 - 0.0000 -

2x2 0.00603 28.55 0.05956 31.46 0.03689 22.17

3x3 0.00769 8.89 0.07457 14.18 0.04398 7.22

4x4 0.00829 1.82 0.08494 2.26 0.04734 0.14

5x5 0.00840 0.44 0.08620 0.81 0.04729 0.24

6x6 0.00843 0.083 0.08652 0.44 0.04729 0.24

7x7 0.00844 0.00 0.08690 0.00 0.04740 0.00

a=0.00844 B1=0.0869 B2=0.0474

Solugdo Analitica

Timoshenko e Woinowsky-Krieger (1970)
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Tabela 6.5 — Placa com Dois Bordos Apoiados e Dois Bordos Engastados (t=0.1).

Malha de Valores de Valores de Valores de
Erro (%) Erro (%) Erro (%)

Elementos Finitos a B: B:

1x1 0.008530 1.07 0.05450 37.28 0.08225 73.5

2x2 0.008410 0.36 0.08368 3.7 0.04571 3.57

3x3 0.008540 1.18 0.08617 0.84 0.04698 0.89

4x4 0.008547 1.27 0.08660 0.35 0.04710 0.63

5x5 0.008548 1.28 0.08678 0.14 0.04716 0.51

6x6 0.008548 1.28 0.08690 0.00 0.04720 0.42

7x7 0.008548 1.28 0.08470 2.53 0.04579 3.40

a=0.00844 1 =10.0869 B2=0.0474

Solugdo Analitica

Timoshenko e Woinowsky-Krieger (1970)
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6.2.3 — Placa Retangular Simplesmente Apoiada

O primeiro problema de placa resolvido através da teoria de Kirchhoff, ¢ ilustrado na
Figura 6.3, que apresenta uma placa retangular de dimensdes a e b, sendo b = 3a, e de
espessura t, delgada e submetida a uma carga uniformemente distribuida q. Considera-se a
placa com secdo transversal uniforme.

O material que compode a placa ¢ considerado isotroépico, com propriedades fisicas E e

v =0.3.

=y
D =
I

S

Y

D

I

S

D=
I
SN

Figura 6.3 — Placa Retangular Simplesmente Apoiada.

Para a modelagem da placa ¢ utilizado o elemento retangular com quatro nés. Como
nos dois exemplos anteriores, varias malhas de elementos finitos foram utilizadas, a fim de se
obter a melhor resposta para a analise.

A solugdo analitica para a deflexdo maxima e para os momentos M € My, no centro da
placa, sdo calculados de acordo com as Equagdes (6.3), (6.4) e (6.5), com coeficientes
o =0.01223, 3; = 0.1189 e B, = 0.04060, de acordo com Timoshenko ¢ Woinowsky-Krieger
(1970).

A Tabela 6.6, a seguir, apresenta os valores de 0, B; ¢ 3, obtidos em cada uma das
analises. Apresenta, também, os erros encontrados, que foram calculados de acordo com a
Equacdo (6.2). A distribui¢do de momentos fletores My na placa, para a malha de elementos
finitos com a qual se obteve os melhores resultados, ou seja, 10 x 10, ¢ ilustrada na Figura 6.4
obtida através do pos-processador MVIEW (Tecgraf, 1993). Observa-se uma maior

concentragao de tensdes no centro da placa. Somente 4 da placa ¢ ilustrado.
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Verifica-se que os resultados obtidos neste trabalho sdo praticamente iguais aos

resultados obtidos por Timoshenko e Woinowsky-Krieger (1970) que utilizaram, também, a

teoria para placas delgadas.

Tabela 6.6 — Placa Retangular Simplesmente Apoiada.

Malha de Valores de Valores de Valores de
Erro (%) Erro (%) Erro (%)
Elementos Finitos a B B
1x1 0.01211 -0.98 0.26630 23.97 0.05266 29.70
2x2 0.01310 7.12 0.13152 10.61 0.03961 -2.44
3x3 0.01261 3.09 0.12425 4.50 0.04056 -0.098
4x4 0.01244 1.72 0.12187 2.50 0.04072 0.29
5x5 0.01237 1.14 0.12079 1.59 0.04072 0.29
6x6 0.01232 0.74 0.12020 1.09 0.04070 0.25
Tx7 0.01230 0.57 0.11984 0.79 0.04068 0.20
8x 8 0.01228 0.41 0.11961 0.60 0.04068 0.20
10x 10 0.01226 0.24 0.11930 0.34 0.04066 0.15
a=0.01223 1 =10.11890 2 =0.04060
Solucdo Analitica
Timoshenko e Woinowsky-Krieger (1970)
}" v\centro
{
i
|
(F MOMENTO_X
} +4.77E-001
{? l+4424E-001
} +3.71E-001
{' +3.18E-001
i +2.65E-001
b/z '{' +2.12E-001
i +1.59E-001
/ +1.06E-001
" +5.30E-002
|/ -9.14E-016

L-
a2

Figura 6.4 — Distribuicdo de Momentos M na Placa.
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6.2.4 — Placa Engastada

O préximo problema a ser resolvido com a teoria de flexdo de Kirchhoff ¢ mostrado
na Figura 6.5, que apresenta uma placa engastada submetida a uma carga uniformemente
distribuida q = 10.

A placa é quadrada (b = a = 10), de espessura t = 1.0, constituida por um material

isotrépico (E = 1000.0 e v = 0.3) e apresenta se¢do transversal uniforme.

I
= S S S

DD
[

Figura 6.5 — Placa Engastada.

Como o problema ¢é simétrico, 7 da placa foi utilizado para a modelagem. As
condi¢des de contorno aplicadas ao modelo para torna-lo compativel sdo apresentadas na
Figura 6.5.

Como nos exemplos anteriores, o numero de elementos finitos foi variado e o
resultado encontrado para a distribui¢do de momentos ao longo do eixo central da placa, para
cada uma das malhas de elementos finitos utilizadas, ¢ apresentado na Figura 6.6.

A deflexdo maxima, que ocorre no centro da placa, ¢ calculada de acordo com a
Equagao (6.3) sendo o coeficiente a = 0.01260, dado por Timoshenko e Woinowsky-Krieger
(1970).

A Tabela 6.7 apresenta os resultados obtidos para a deflexdo no centro da placa para
as malhas de elementos finitos utilizadas.

Compara-se aqui, também, os resultados obtidos neste trabalho com a solucdo
analitica encontrada por Timoshenko e Woinowsky-Krieger (1970) através da teoria para

placas delgadas.
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Tabela 6.7 — Deflexdo Maxima em uma Placa Engastada.

Malha de Elementos
. Valores de a Erro (%)

Ix1 0.001469 16.59

2x2 0.001393 10.56

3x3 0.001327 5.32

6x6 0.001281 1.67

8x 8 0.001261 0.08
Solucdo Analitica a=0.01260
Timoshenko e Woinowsky-Krieger (1970)

e |
-6.0 --@ - Malha 1x1
-5.0 Malha 2x2 -
-4.0 — Malha 3x3 .7
3.0 — Malha 6x6 S
20 Malha 8x8 |

——— Timoshenko e y

-1.0 — Woinowsky-Krieger (1970) .- —
0.0 — a -
1.0 — —
2.0 — —
3.0 — —
4.0 — Py —
5.0 — —
T 71 71 17 T T T 1

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

x/a

Figura 6.6 — Distribuicdo de Momentos em uma Placa Engastada.
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6.3 - PROBLEMA DE CONTATO BILATERAL

O contato bilateral entre uma placa e uma base eldstica ¢ analisado nesta se¢do, onde
sdo apresentados exemplos numéricos para validar a formulagdo apresentada no Capitulo 4
para analise desse tipo de problema. A analise, em todos os exemplos, € linear e desprezam-se
os efeitos das forgas de atrito entre a placa e a base elastica. Os modelos de base elastica
utilizados nos exemplos sdo Winkler, Vlasov (modelo com dois pardmetros) e semi-espago

infinito.

6.3.1 — Placa Circular sobre uma Fundac¢ao Tipo Winkler

O primeiro problema de contato bilateral ¢ apresentado nesta secdo. Considera-se,
aqui, que a base elastica reage tanto as solicitagdes de tragdo quanto de compressdo e ¢
modelada segundo Winkler. Esse modelo, como mostrado no Capitulo 2, ndo considera as
interagdes cisalhantes entre as molas.

A Figura 6.7 ilustra o problema a ser analisado. Consiste em uma placa circular de raio
r =5 e espessura t, submetida a uma carga concentrada P no centro e em contato com uma

base tipo Winkler que apresenta parametro de rigidez K.

Figura 6.7 — Placa Circular em Contato com uma Base Tipo Winkler.

Consideram-se, nesse exemplo, as seguintes relagdes:

=42 6.6
r=dc (6.6)
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e 102 x107° (6.7)

A placa ¢é constituida por um material isotropico que apresenta modulo de elasticidade
E e coeficiente de Poisson V.

Devido a simetria do problema, apenas ' do sistema estrutural foi discretizado. A
malha de elementos finitos ¢ apresentada na Figura 6.8. Nove elementos finitos
isoparamétricos com oito nos foram utilizados. A flexdo da placa foi analisada através da

teoria de Mindlin.

8
6 e
r
RN 5

»
»

r y

Figura 6.8 — Malha de Elementos Finitos para o Sistema Estrutural.
Os resultados obtidos para a deflexdo maxima e minima na placa sdo comparados com

a solucdo analitica dada por Timoshenko e Woinowsky-Krieger (1970) e apresentados na

Tabela 6.8, onde se observa um perfeito acordo entre os dois resultados.

Tabela 6.8 — Deflexdes Maxima € Minima na Placa.

Resultados Wmiax Whin

Presente Trabalho 43.15x10-3 39.45x10-3

Timoshenko e Woinowsky-Krieger (1970) | 43.00x10-3 39.10x10-3
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6.3.2 — Placa Longa sobre uma Fundacdo Tipo Winkler

A Figura 6.9 ilustra outro exemplo de placa em contato bilateral com uma base
modelada de acordo com Winkler. Agora, a placa ¢ retangular, longa, apoiada nos dois bordos

menores e submetida a uma carga uniformemente distribuida q.

| 2a y/ |

=————=———="

Figura 6.9 — Placa Retangular sobre uma Base Tipo Winkler.

A placa, que ¢ constituida por um material isotrépico com propriedades E = 10° ¢
v = 0.0, apresenta dimensdes a=10,b=1.0e t=0.1.

A modelagem usada para a placa e para a base elastica ¢ apresentada na Figura 6.10.
Devido a simetria do problema, apenas % do sistema estrutural foi discretizado, utilizando-se
elementos isoparamétricos com oito nds. As condicdes de contorno também sdo apresentadas

na Figura 6.10 e sdo utilizadas para tornar o modelo compativel.

a |

0
9x=012345678910éy‘}:0b/2

6 =0 o

Figura 6.10 — Modelagem da Placa e da Base Elastica.

Com o objetivo de se verificar o comportamento da deflexao lateral com a variagao do
parametro de rigidez (K) da base, esse parametro foi variado.

A Figura 6.11 mostra a deflexdo ao longo do eixo central da placa para os varios
valores de K. Pode-se observar que quanto maior o valor do parametro, menor ¢ a deflexdo da

placa. Isso ¢ devido ao aumento da rigidez do sistema estrutural (placa e base eléstica).
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Assim, pode-se concluir que para um pardmetro de rigidez infinito, a deflexdo lateral da placa

¢ nula.

0.0

0.5

1.0

1.5

w/a

2.0
2.5
3.0

_ A
— —— K=20
> 1 1 T T T 1T T

-1.0 -0.8 -0.6 -04 -0.2 0.0
x/a

Figura 6.11 — Comportamento da Deflexdo Lateral da Placa.

Timoshenko e Woinowsky-Krieger (1970) fornecem a solugdo analitica para a
deflexdo lateral no centro da placa. Os resultados obtidos neste trabalho s3o apresentados na
Tabela 6.9 e comparados com essa solugdo analitica e também com a solugdo numérica obtida
por Holanda (1997) que utilizou o Método dos Elementos Finitos. E possivel observar que os
resultados numéricos sdo praticamente idénticos aos resultados obtidos através da solugdo

analitica.
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Tabela 6.9 - Deflexdo Lateral no Centro da Placa.

Pardmetro de Presente Solucdo
Rigidez da Base Trabalho Analitica O AR,
0.0 15.6280 15.6250 15.6280
0.1 6.9690 6.9684 6.9691
0.5 2.1351 2.1351 2.1351
1.0 1.1258 1.1258 1.1258
1.5 0.7568 0.7568 0.7568
2.0 0.5664 0.5664 0.5663
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6.3.3 — Placa Retangular em Contato com uma Base Modelada com Dois Parametros

Considere uma placa retangular com bordos livres e submetida a uma carga
uniformemente distribuida q, como ilustra a Figura 6.12. Nesse exemplo, assume-se 0
coeficiente de Poisson v, do material da placa, igual a 0.0, o coeficiente v, (ver Equacdo 2.24)
igual a 0.4, y= 1.5 e r = 1.0. Como definido no Capitulo 2, Se¢do 2.3.5, y € o pardmetro que
determina a razao de decréscimo dos deslocamentos com a profundidade.

O simbolo f, ¢ chamado “indice de flexibilidade” da placa e ¢ definido como:

. TE1>’m

SELLLVELE 6.8
P Da-vd) (6.5)

E considerado, também, que a placa esteja em contato bilateral com uma base

modelada segundo Vlasov, que apresenta profundidade infinita (H = o).

21

2m

H Es, Vs

Figura 6.12 — Placa Retangular em Contato com uma Base Modelada com Dois

Parametros.

Devido a simetria natural do problema, apenas um quadrante da placa é considerado.
Esse quadrante ¢ discretizado por 16 elementos finitos isoparamétricos com oito nos, como
mostra a Figura 6.13. A mesma malha de elementos finitos é usada para a aproximacao por
diferencas finitas das Equagdes (4.9) e (4.10), definidas no Capitulo 4.

Ap0s realizarem-se 17 ciclos iterativos, os resultados das deflexdes nodais convergem

para um valor que difere em mais ou menos 0.1% do correspondente valor obtido no ciclo
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iterativo anterior. Para demonstrar a rapida convergéncia do processo iterativo apresentado no
Capitulo 4, a deflexdo central, obtida em cada ciclo, ¢ comparada com a correspondente
solucdo analitica obtida por Vlasov e Leont’ev (1966) e mostrada na Figura 6.14.
Comparam-se, nessa figura, os resultados obtidos neste trabalho com aqueles apresentados

por Yang (1972).

y & =0
| 21 o3| 4| Centroda
Placa
5
1 &=0
°6
o7

Contornos Livres

Figura 6.13 — Discretizacao do Sistema Estrutural.

Os resultados para a deflexdo maxima que ocorre no centro da placa, obtida apods
serem realizados os 17 ciclos iterativos, sdo mostrados na Tabela 6.10. Os resultados sdo
comparados com a solucdo analitica obtida por Vlasov e Leont’ev (1966) e com a solugdo
numérica encontrada por Yang (1972). Sdo comparados, também, os momentos My e My, nas
posigdes 1, 2, 3, 4, 5, 6 e 7, mostradas na Figura 6.13, com os respectivos valores obtidos por
esses autores.

Outra analise foi feita considerando a placa submetida a uma carga concentrada P
atuando no centro da placa. A mesma malha de elementos finitos foi utilizada. A
convergéncia do processo iterativo ¢ ilustrada na Figura 6.14, onde a deflexdo central, obtida
em cada ciclo, ¢ comparada com a deflexdo central obtida na ultima iteracdo. Apenas 15
ciclos iterativos foram necessarios para a convergéncia do processo, como mostrado nessa
figura.

Novamente, os resultados deste trabalho sdo comparados com os de Yang (1972).



90

Tabela 6.10 — Resultados Obtidos — Carga Distribuida.

Vliasov e Leont’ev Presente
Resultados Posicdo Yang (1972)
(1966) Trabalho
1 0.02392 0.02290 0.02315
M, 2 0.06813 0.06902 0.06915
qm2 3 0.10197 0.09992 0.10205
4 0.12028 0.11601 0.12170
4 0.06465 0.06270 0.06613
My 5 0.05480 0.05433 0.05512
ql2 6 0.03662 0.03729 0.03591
7 0.01268 0.01024 0.01194
wE, Centro da
0.71800 0.71650 0.71580
qm Placa

o l—L 11
~
©
O
= | L
- —— Presente Trabalho
()
- 1.40 — [
§ . Yang (1972)
— L
(5]
>
13
2120 —
Z
< |
S
z
— 1.00 —
o)
<
= |
O
]
=
Q 0.80 —
=
2
e -
=
%
§ 0.60 — [
\ \ \ \ \ \ \ \ \
0 4 8 12 16 20

Ciclo Iterativo

Figura 6.14 — Convergéncia do Processo Iterativo — Carga Distribuida.

A Tabela 6.11 apresenta os valores obtidos para a deflexdo maxima na placa e mostra,
também, os valores encontrados para os momentos My e My em torno dos eixos X €y,

respectivamente, nas posigdes 1, 2, 3, 4, 5, 6 ¢ 7. Para esse problema, ndo existe solugdo



91

analitica. Portanto, os resultados obtidos sdo comparados, apenas, com a solu¢cdo numérica

obtida por Yang (1972). Os resultados mostram a boa precisdo do método numérico proposto.

Tabela 6.11 — Resultados Obtidos — Carga Concentrada.

Presente
Resultados Posicdo | Yang (1972)
Trabalho
1 -0.00045 -0.00037
My 2 0.01128 0.01283
P 3 0.04363 0.04382
4 0.11030 0.10970
4 0.23450 0.23350
My 5 0.11370 0.12180
P 6 0.04840 0.05070
7 0.00990 0.00958
10wE ,m Centro da
— 0.9919 0.9902
P Placa

1.60
\ \ \ \ \ \

Presente Trabalho

1.40 — —
o Yang (1972)

1.20 —

1.00 —

Wmax/Wmax (Ultima Iteragio)
|

0.80 —

0.60
\ \ \ \ \ \ \ \ \

0 4 8 12 16 20
Ciclo Iterativo

Figura 6.15 — Convergéncia do Processo Iterativo — Carga Concentrada.
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6.3.4 — Placa Quadrada sobre um Semi-Espaco Infinito

O primeiro exemplo de placa sobre um semi-espago infinito ¢ analisado nesta secao.
Considera-se que a base elastica reage tanto as solicitagdes de tragdo quanto de compressao e
despreza-se o atrito entre os dois corpos. O problema a ser analisado ¢ apresentado na
Figura 6.16. Consiste em uma placa delgada, quadrada, submetida a uma carga

uniformemente distribuida q e, como ja dito, em contato com um semi-espacgo infinito.

Figura 6.16 — Placa Quadrada em Contato com um Semi-Espaco Infinito.

O material que compde a placa apresenta propriedades fisicas E e v, referentes ao
modulo de elasticidade e ao coeficiente de Poisson, enquanto o material da base elastica
apresenta propriedades E, e v,,. Considera-se, neste exemplo, V = Vy,.

Devido a simetria do problema, apenas % do sistema estrutural foi discretizado
utilizando-se 9 elementos finitos. Adotou-se, para a analise, o elemento finito retangular com
quatro nés. A Figura 6.17 ilustra a malha de elementos finitos utilizada.

Varias situagdes foram analisadas, variando-se o parametro de rigidez relativo, dado

por:

y = 180)‘@%%@ (6.9)

através da variacdo do modulo de elasticidade da placa (E). Na Equagao (6.9), a ¢ a dimensao

do elemento.
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Figura 6.17 — Malha de Elementos Finitos.

As Figuras 6.18 e 6.19 ilustram os resultados obtidos por este trabalho, que sdo
comparados com os resultados numéricos encontrados por Cheung e Zienkiewicz (1965)
utilizando essa mesma malha de elementos finitos. A Figura 6.18 apresenta a variacdo da
pressdo de contato (ou reagdo da base elastica) nas posi¢des 1, 2 e 3 (ver Figura 6.17) com a
variagdo do pardmetro y. A Figura 6.19 ilustra a variagdo da pressdo de contato ao longo do
eixo central da placa para diferentes valores de y (ver Equacdo 6.9). Na Figura 6.18 ¢
ilustrado, também, o resultado obtido quando se utiliza o modelo de base proposto por
Winkler. Como esperado, em qualquer uma das posi¢des 1, 2 ou 3, a pressdo de contato tem
magnitude igual ao valor da carga distribuida atuante. Observa-se que a pressao de contato se
aproxima de um valor elevado (infinito quando se tem a solugdo exata) nos cantos da placa
(posicdo 1), para o caso de uma placa rigida (log y= 0.0). Entretanto, converge para o mesmo
valor, igual ao valor da carga, quando a placa ¢ muito flexivel (log y=3.0).

Considerando a placa submetida a uma carga concentrada P atuando no centro, varias
situacOes foram analisadas através da variagdo de Y e os resultados obtidos sdo apresentados
nas Figuras 6.20 e 6.21, mostradas a seguir e que ilustram, respectivamente, a variagdo da
pressdo de contato com a variacdo do pardmetro Y e a variagdo da pressdo de contato ao longo
do eixo central da placa. Os resultados mostrados nessas figuras sdo comparados, também,
com os obtidos por Cheung e Zienkiewicz (1965). Observando essas figuras, vé-se que, para o
caso de uma placa flexivel (log y=2.35), a pressdo de contato no centro tem valor elevado e
ocorre um levantamento da placa nos bordos, caracterizando uma regido de tracdo. Para uma

placa rigida (log y = 0.0), a pressdo de contato ¢ maior nos bordos.
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Figura 6.18 — Variacdo da Pressdo de Contato nas Posi¢des 1, 2 e 3.
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Figura 6.19 — Variacdo da Pressdao de Contato ao Longo do Eixo Central da Placa.
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Figura 6.20 — Variagdo da Pressdo de Contato nas Posigdes 1, 2 e 3.

3

log Y = 0.0000
@ L 4

logy = 1.0781

logy = 1.8561

Pressdo x L"2 / Carga

4.0 —
— Presente Trabalho

6.0 — E—
] o

30 o Cheung e Zienkiewicz

: o (1965)

— o

10.0 | | | | | | | |
0.00 0.25 0.50 0.75 1.00

x/a

Figura 6.21 — Variagao da Pressdo de Contato ao Longo do Eixo Central da Placa.
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6.3.5 — Placa Retangular sobre um Semi-Espaco Infinito

A Figura 6.22 ilustra o problema de contato bilateral a ser resolvido nesta secdo.
Trata-se de uma placa de concreto, com propriedades E = 2.11x10° t/m% v = 0.0 e peso
especifico y= 2.4 t/m’, de secio transversal uniforme, em contato com um semi-espago
infinito que apresenta propriedades Ey = 1.05 t/m? e v, = 0.0.

A placa, de dimensdo a = 3.048 m, b = 0.3048 m e espessura t = 0.6096 m, ¢
submetida a uma carga externa P = 1.814 t concentrada no centro. Considera-se na analise, o

peso proprio da placa.

} Corte A-A'
P
l A -b

Eb, Vb

Figura 6.22 — Placa Retangular em Contato com um Semi-Espago Infinito.

Na discretizagdo do sistema estrutural foram utilizados 20 elementos finitos
retangulares com quatro nds, como mostra a Figura 6.23. Apenas "4 do sistema estrutural foi

considerado na modelagem. A teoria de Kirchhoff foi utilizada para a analise.

a/2
0x=0 Centro da
“" Placa
b/2 11213(4|5|6|7|8|9|10/11/12|13|14|15/16/17|18/19/20
Y ey=0

Figura 6.23 — Discretizag@o do Sistema Estrutural.
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Neste exemplo, compara-se a distribuicdo da reacdo exercida pela base elastica obtida
através do programa computacional desenvolvido neste trabalho com a obtida por
Cheung (1977). A Figura 6.24 apresenta a reacao exercida pela base elastica ao longo do eixo

central da placa.

\ \ M

—@— Cheung (1977)

Presente Trabalho
1.5 —

Pressdo de Contato (x 10"3)
=
\

2.0 \ \ \ \

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
x/a

Figura 6.24 — Distribui¢ao da Rea¢do da Base Elastica.
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6.4 - PROBLEMA DE CONTATO UNILATERAL

O objetivo desta se¢do ¢ validar as trés formulagdes apresentadas no Capitulo 4, Secao
4.3, para solucdo do problema de contato unilateral entre uma placa e uma base elastica,
verificando-se, também, a eficiéncia da técnica de pivoteamento de Lemke utilizada para a
solu¢do do problema de complementaridade linear gerado em cada uma das formula¢des. Nos
exemplos apresentados a seguir, o atrito existente entre os dois corpos em contato ¢

desprezado.

6.4.1 — Placa com Momentos Aplicados ao Longo de Dois Bordos

A Figura 6.25 ilustra o primeiro exemplo a ser abordado nesta se¢do. Refere-se a uma
placa apoiada ao longo de dois bordos em contato com uma fundagdo elastica tipo Winkler
que ndo reage as solicitagdes de tragdo. O carregamento atuante nessa placa € representado
por momentos fletores de mesma intensidade (M = 100), que sdo aplicados ao longo de dois
bordos paralelos. Observa-se que essa forma de carregamento contribui para o surgimento de
uma regido de contato e de uma regido de perda de contato entre a placa e a base eléstica. As
dimensoes da placa sdao a =10, b =0.2 e t= 0.4 (o problema trata-se de uma viga modelada
com elementos de placa), o mddulo de elasticidade e coeficiente de Poisson do material que
compde a placa sdo, respectivamente 10° ¢ 0.0 e, o pardmetro de rigidez elastico K da

fundagdo ¢é igual a 7.168 (base flexivel).

bT )
Z M E, v

Figura 6.25 — Placa com Momentos Aplicados ao Longo de Dois Bordos.




99

Na modelagem do sistema estrutural foram utilizados 20 elementos finitos
isoparamétricos com oito pontos nodais, onde o campo de deslocamentos em um dado ponto ¢
aproximado por fungdes quadraticas, utilizando-se todos os pontos nodais do elemento.
Porém, a reagdo da base elastica é aproximada por fungdes lineares através dos pontos nodais

1, 3,5 e 7 (ver Figura 2.1). As fung¢des usadas para interpolar a reagdo da base nesses pontos

sao:

1

Ny =71=-8d-n) (6.10a)
1

N; = Z(l +&)(1-n) (6.10b)
1

N5 = Z(l +&)(1+n) (6.10c)
1

N, = Z(l -&)(1+n) (6.10d)

A discretizagdo do sistema estrutural é apresentada na Figura 6.26, a seguir.

|
o O
o

Figura 6.26 — Discretizacdo do Sistema Estrutural.

Para analise da placa ¢ utilizada a teoria de Reissner-Mindlin. Os resultados obtidos
nesta analise sdo mostrados nas Figuras 6.27 e 6.28, onde se comparam as solucdes numéricas
obtidas através da utilizagdo das Formulagdes 1, 2 e 3 com a solugao modal (formulagao
semi-analitica) obtida por Silveira e Gongalves (1993).

As Figuras 6.27 e 6.28 apresentam o comportamento do eixo central da placa,
mostrando, respectivamente, a variacdo da deflex@o lateral e a reagdo da base elastica ao

longo desse eixo.



Rb*a*3/D

100

-2E-2 ‘ ‘

-1E2 — -
-5E-3
0E+0
Formulagao 1 B
5E-3 —
Formulagdo 2 .
B2 — Formulagéo 3 -
— —— Silveira e Gongalves(1993) —
2E-2
| | | | | | | | |
0.0 0.2 0.4 X/a 0.6 0.8 1.0
Figura 6.27 — Deflexdo Lateral da Placa.
-1.0
5 | 0. Y
0.0 & | —e -8 (-8 (8 "8
1.0 — —
— Formulacao 1 —
20 — X ® Formulagdo 2 -
B ) \/é/( \j Formulacao 3 B
— Silveira e Gongalves (1993)
3.0
| | | | | | |
0.0 0.3 0.5 0.8 1.0
x/a

Figura 6.28 — Reacdo da Base Elastica.
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O tempo necessario para execucao do problema de contato, utilizando-se cada uma das
formulagdes desenvolvidas no Capitulo 4, é mostrado na Tabela 6.12. Observa-se que o
tempo necessario para solugdo do problema com restricdes unilaterais de contato quando se
utiliza a Formulag@o Primal (1) € superior aos demais. Uma razao para isso esta na ordem das

matrizes e vetores usados nessa formulacdo. Foi utilizado um processador Pentium 100.

Tabela 6.12 — Tempo de Execucdo do Problema de Contato.

Formulacdo 1 Formulagdo 2 Formulacgdo 3

Tempo (segundos) 172.40 19.11 5.39

2.5E-2 | | | | | | | | |

-2.0E-2 — —
-1.5E-2 — —
-1.0E-2 — —
-5.0E-3 — —

< 0.0E+0 | | | | |

W,

5.0E-3 — — K=71.68 —
1.0E-2 — K=716.8 —
1.5E-2 — — K=7168 —
2.0E-2 — — K=71680 —

2.5E-2
| | | | | | | | |

0.0 0.2 04 0.6 0.8 1.0
x/a

Figura 6.29 — Comportamento da Deflexdo da Placa com a Variacdo do

Parametro de Rigidez da Base Elastica.

Para finalizar este exemplo, é feita uma analise da influéncia do parametro de rigidez
(K) da base elastica no comportamento da placa. Os resultados obtidos, através da

Formulagao 2, sdo mostrados na Figura 6.29, apresentada anteriormente, para os seguintes
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valores de K: 71.68, 716.8, 7168 e 71680. Nota-se que a regido de contato (deslocamentos
positivos) entre os corpos diminui com o aumento do parametro de rigidez da base.

A Figura 6.30 mostra, para o caso de uma base semi-rigida (K = 7168), a deflexdo
lateral ao longo do eixo central da placa para os casos de contato unilateral, contato bilateral e
sem fundagdo. Nos dois ultimos casos, observa-se, como esperado, um comportamento anti-

simétrico da placa.

B I T O I SO I N B
2E-2 — —
-1E-2 — -

£ 0E+0 — R e R R
1E-2 — — Contato Unilateral —

o Contato Bilateral
2E-2 — —
B Sem Fundacgao |

3E-2 T T T T T T T |
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

x/a

Figura 6.30 — Deflexdo da Placa (K = 7168).
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6.4.2 — Placa Continua Apoiada em Uma Direcio

Um outro exemplo de valida¢do ¢ apresentado na Figura 6.31. Observa-se, como no
exemplo anterior, que as condi¢des de contorno da placa e a forma do carregamento atuante
contribuem para a geracdo de uma regido de contato e de uma regido de perda de contato.
Neste exemplo, a base elastica ¢ modelada segundo Winkler e o contato entre a placa e a base

elastica é considerado como unilateral.

f

b

Figura 6.31 — Placa Continua Apoiada em Uma Diregao.

As dimensdes da placa sdo a =10, b =0.2 e t = 0.4 (o problema trata-se de uma viga
modelada com elementos de placa), o modulo de elasticidade e coeficiente de Poisson do
material que compde a placa sio, respectivamente 10° e 0.0 e, o pardmetro de rigidez elastico

K da fundagao ¢é igual a 7.168 (base flexivel).

| pbw=0
6y=0 ey:()

\ a/2 a/2 \

Figura 6.32 — Discretizagdo por Elementos Finitos.
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Na discretizagdo do sistema estrutural (placa e base elastica) foram utilizados 20
elementos isoparamétricos com oito nds. A reacdo da base elastica € interpolada usando-se
apenas os pontos nodais do canto do elemento, como no exemplo anterior. A Figura 6.32,
apresentada anteriormente, ilustra a discretizagdo do sistema estrutural e as condigdes de
contorno aplicadas ao modelo para este exemplo.

Os resultados obtidos na analise desse problema sdo mostrados nas Figuras 6.33 e
6.34, onde se compara a solugdo numérica obtida com as Formulagdes 1, 2 ¢ 3 com a solucdo
numérica obtida por Silveira ¢ Gongalves (1994). Nas Figuras 6.33 ¢ 6.34 sdo apresentados,
respectivamente, o comportamento da deflexdo lateral e a reagdo exercida pela base elastica
ao longo do eixo central da placa.

Novamente, pode-se verificar, através da Tabela 6.13, uma equivaléncia, com relagdo
ao tempo computacional usando um processador Pentium 100, entre as Formulagdes 2 € 3 ¢

uma superioridade dessas em relagdo a Formulagdo 1.

Tabela 6.13 — Tempo de Execu¢ao do Problema de Contato.

Formulacdo 1 Formulacgdo 2 Formulagdo 3

Tempo (segundos) 183.20 19.50 5.44

S N I N N N R N SR B

QB3 — \@\.\ —
.
0E+0 & } }
c\3 2E 3 .-~
z Regido de B
Contato
Formulagao 1
4B-3 — -
() Formulagao 2
6E-3 — O Formulagao 3 L
Silveira e Gongalves (1994)
8E-3
| | | | | | | | |
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
x/a

Figura 6.33 — Deflexdo Lateral da Placa.
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Formulagdo 1
Formulagdo 2
Formulagdo 3

Silveira e Gongalves (1994)

0.6 0.8

Figura 6.34 — Reagdo da Base Elastica.

1.0
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6.4.3 — Placa Delgada sobre um Semi-Espaco Infinito

A Figura 6.35 ilustra o proximo problema a ser resolvido como teste das formulacdes
desenvolvidas no Capitulo 4 para soluciao do problema de contato unilateral. Trata-se de uma
placa, quadrada e delgada, em contato unilateral, sem atrito, com um semi-espago infinito. A
andlise da placa ¢ feita, neste exemplo, utilizando-se a teoria de Kirchhoff, na qual se adota o

elemento retangular com quatro pontos nodais para a sua discretizagao.

Figura 6.35 — Placa Delgada sobre um Semi-Espago Infinito.

Nos resultados apresentados a seguir, ¢ utilizado um parametro de rigidez relativo

entre a placa e o semi-espago infinito

TlEba3

v= D(1-Vv})

(6.11)

definido por Gorbunov-Possadov e Serebrjanyi (1961). Segundo esses autores, a placa pode
ser considerada rigida quando o valor do pardmetro satisfizer y < 8 (no caso da placa
quadrada). Esses autores definem, também, o deslocamento para uma placa quadrada rigida

como
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2
0913(1-vy,)P
w, = 09131~ vy)P (6.12)
2aEb
na qual P € a magnitude do carregamento vertical total.
Neste exemplo, o sistema estrutural ¢ modelado utilizando-se 36 elementos, como

mostra a Figura 6.36. Apenas "4 do sistema ¢ utilizado para a discretizagao.

/ Contornos

Y a ‘7 Livres

Bx=0

Figura 6.36 — Discretizagao do Sistema Estrutural.

Os coeficientes de Poisson, tanto para o material da placa quanto para o material que
compde a fundagio elastica, sdo tomados como 0.15.

Primeiramente, a placa € sujeita a uma carga uniformemente distribuida q. O problema
de contato ¢ resolvido utilizando-se a Formulagao 1. Os resultados numéricos obtidos sdo
apresentados nas Figuras 6.37 ¢ 6.38 ¢ na Tabela 6.14, que mostram, respectivamente, a
distribuicdo da deflexdo lateral, a distribui¢do da pressdo de contato ao longo do eixo x e o
momento My atuante no centro da placa. Esses resultados sdo comparados com aqueles
encontrados por Hu e Hartley (1994), utilizando o Método dos Elementos de Contorno.

A deflex@o ao longo do eixo central da placa é apresentada na Figura 6.37 para varios
valores do parametro Y. Observa-se que a deflexao aproxima-se de uma linha reta para valores
de y menores que 8, correspondendo ao caso de uma placa rigida.

A Figura 6.38 ilustra a distribuigdo da pressdo de contato ao longo do eixo central da

placa para a mesma variacdo do parametro de rigidez Y, onde Py ¢ a carga vertical total sobre a
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placa, dada por 4a’q. Em todos os casos, verifica-se que a placa ¢ mantida totalmente em

contato com a fundacao.

Tabela 6.14 — Momento My no Centro da Placa — Carga Distribuida.

Valores de y Trabalhos M,/P,
Presente Trabalho 0.0221
3.016
Hu e Hartley (1994) 0.0215
Presente Trabalho 0.0147
30.16
Hu e Hartley (1994) 0.0143
Presente Trabalho 0.0002
3016
Hu e Hartley (1994) 0.0002
Hu e Hartley (1994)
e
0.75 — . Presente Trabalho |
=
£ 1.00
3
1.25

-1.00 -0.75 -0.50 -0.25 0.00 0.25 0.50 0.75 1.00
x/a

Figura 6.37 — Deflexdo da Placa Submetida a uma Carga Uniformemente Distribuida.
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y=28
0.5 — —
)
210 ./ \7
] Hu e Hartley -
(1994)
1.5 — —
] Presente Trabalho .
2.0 ‘
| | | | | | | |

-1.00 -0.75 -0.50 -0.25 0.00 0.25 0.50 0.75 1.00
x/a

Figura 6.38 — Reagdo Exercida pela Base Elastica — Carga Distribuida.

Nas Figuras 6.39 e 6.40 e na Tabela 6.15 sdo fornecidos os resultados obtidos para a
deflexdo lateral, reacdo exercida pela base elastica e 0 momento My atuante no eixo X, mas no
bordo da placa, considerando, agora, uma carga concentrada atuando no centro. A mesma
modelagem para o sistema estrutural ¢ utilizada.

Os resultados apresentados sdo referentes ao eixo central da placa, para valores do
parametro de rigidez relativo y variando de 0.03 a 3016. Esses resultados sdo, também,
comparados com a solu¢do numérica obtida por Hu e Hartley (1994).

Observa-se, na Figura 6.39, que o valor de y = 0.03 representa o caso de uma placa
praticamente rigida. Na Figura 6.40, pode-se verificar que, quando o pardmetro Yy se aproxima
de 300, a placa perde contato nos bordos com a fundacdo e a pressdo de contato sob a area
central da placa aumenta substancialmente.

Nas Figuras 6.41 e 6.42 pode-se ver as regides de contato (rea¢do nula) para o caso de

y=3016 e y=301.6, respectivamente.
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Tabela 6.15 — Momento My Atuante no Bordo da Placa (Eixo x) — Carga Concentrada.

Valores de y Trabalhos M,/P
Presente Trabalho 0.073

3.016
Hu e Hartley (1994) 0.075
Presente Trabalho 0.042

30.16
Hu e Hartley (1994) 0.043
Presente Trabalho 0.012

3016
Hu e Hartley (1994) 0.012

-1.0 — —

0.0 — —

Y=3.016 Y=0.030

1.0 —# =-= ‘ -
Y=28

20 —| Y=130.16

W/WT

3.0 —
Presente Trabalho
4.0 —

5.0 —

Hu e Hartley
(1994) —

[

-1.00 -0.75 -0.50 -0.25 0.00 0.25 0.50 0.75 1.00
X/a

Figura 6.39 — Deflexdo da Placa Submetida a uma Carga Concentrada.
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Presente Trabalho

-1.00

Hu e Hartley
(1994)
O
- 4
| | | | |
-0.75 -0.50 -0.25 0.00 0.25 0.50 0.75

x/a

Figura 6.40 — Reacdo Exercida pela Base Elastica — Carga Concentrada.

REACAO BASE
+7.57E-001

+6.73E-001
+5.89E-001
+5.04E-001
+4.20E-001
+3.36E-001
+2.52E-001
+1.68E-001

+8.41E-002
+0.00E+000

Figura 6.41 — Regido de Contato (y=3016).

1.00
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REACAO BASE
+9.34E-001
+8.30E-001
+7.27E-001
+6.23E-001
+5.19E-001
+4.15E-001
+3.11E-001
+2.08E-001
+1.04E-001
+0.00E+000

Figura 6.42 — Regiao de Contato (y=301.6).
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6.4.4 — Placa Quadrada em Contato com uma Fundaciao Tipo Winkler

A Figura 6.43 ilustra o ultimo exemplo a ser apresentado neste capitulo. Trata-se de
uma placa quadrada, com secdo transversal uniforme, de rigidez a flexdo D e em contato
unilateral com uma fundac¢do modelada segundo Winkler que apresenta parametro de rigidez
elastico K.

Considera-se a placa submetida a uma carga concentrada atuando na posig¢ao (Xp,Yp).

Figura 6.43 — Placa Quadrada em Contato com uma Base Tipo Winkler.

As seguintes relacdes adimensionais sdo usadas neste exemplo:

k _Ka' (6.13)
== ,
Pa (6.14)
P=]H .
X
X, =Tp (6.15)
YP
yp = — (6.16)
a

Os resultados encontrados foram obtidos através da Formulacdo 1 e a discretizacdo do
sistema estrutural (metade do sistema, apenas) apresentada na Figura 6.44. Foram usados, na
analise, 50 elementos isoparamétricos com oito pontos nodais e a teoria de Mindlin. Essa

figura mostra, ainda, as condi¢des de contorno adotadas para tornar o modelo compativel.



114

A Contornos

Y / Livres
A J
Y
~ a
2a X
2a Contorno X
Livre 0,=0 2a

Figura 6.44 — Modelagem do Sistema Estrutural.

Os resultados obtidos neste exemplo sao comparados com aqueles obtidos por Celep
(1988), que encontrou uma solugdo semi-analitica para o problema utilizando o método de
Galerkin. Como os dados fornecidos por esse autor eram insuficientes para a andlise do
problema, alguns valores foram estipulados e, por isso, os resultados aqui obtidos
apresentaram uma pequena diferenca.

Todavia, adota-se, como Celep (1988), k = 1000 e v = 0.25 e, ainda, E = 10, t=0.018
e2a=1.0.

A Figura 6.45 mostra as curvas que separam as regidoes de contato e de perda de
contato entre a placa e a base elastica considerando a carga atuando em varias posigdes ao
longo do eixo x (y, = 0.0). A Figura 6.46 ilustra a deflexdo lateral da placa ao longo desse
mesmo eixo para a carga nas mesmas posigdes. Observa-se que, quando a carga atua no
centro da placa, a curva de contato aproxima-se de um circulo, tendo raio adimensional de,
aproximadamente, 0.484 que coincide com o resultado encontrado por Celep (1988) e,
também, por Akbarov e Kocatiirk (1997).

Como se observa, a curva de contato sofre uma translagdo quando a carga se move ao
longo do eixo x. Entretanto, quando a carga se aproxima dos bordos da placa, a curva perde a
forma circular e a area da regido de contato diminui. Conseqiientemente, os deslocamentos
aumentam muito rapidamente, como ilustra a Figura 6.46, para a carga, por exemplo, na
posicdo x, = 0.9. Essa ¢ uma das caracteristicas das fundagdes que reagem apenas aos
esforcos de compressdo. Para as fundacdes que reagem, também, aos esforcos de tracdo, os

deslocamentos sdo relativamente menores.
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1.00

——  Celep (1988)
0.75 — —
°
© Presente Trabalho
0.50 — ‘e @
xp=0.0
0.25 — L
0.5
0.00 & ' ¢ o
| | | | | | |
-1.00 -0.50 0.00 0.50 1.00
x/a
Figura 6.45 — Curvas de Contato.
Celep (1988)
-10.0 — 0.9
_. .
® ®
8.0 — @ o Presente
— Trabalho
o

-1.0

-0.8

1.0

0.0
x/a

-0.5 -0.3

Figura 6.46 — Deflexdo ao Longo do Eixo Central da Placa.
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As Figuras 6.47a,b,c,d mostram, respectivamente, o deslocamento da fundagdo para a
carga atuando no eixo x (ou seja, yp, = 0.0) nas posigdes x,= 0.0, x, = 0.5, x, = 0.8 e x, = 0.9.

Essas figuras estdo em escala exagerada para melhor visualizagao.

(©) xp=0.8 (d) x,=0.9

Figura 6.47 — Deslocamento da Fundacao Elastica.



Capitulo 7

CONCLUSOES E SUGESTOES

7.1 - CONCLUSOES

Neste trabalho, estudou-se a analise do equilibrio de placas com restrigoes bilaterais e
unilaterais de contato. Os exemplos analisados no capitulo anterior validam a metodologia de
solugdo numérica proposta que era o principal objetivo do trabalho. A metodologia tem como
caracteristicas principais o emprego do Método dos Elementos Finitos na discretizacdo do
sistema estrutural e a utilizacdo de técnicas de programacdo matematica para resolver o
problema de contato unilateral.

O problema de contato unilateral foi resolvido utilizando-se trés diferentes
formulagdes matematicas. Essas formulagdes caracterizam-se por fornecerem, como
resultado, um problema linear complementar (PCL) cuja solucdo ¢ obtida empregando-se
técnicas de programagao matematica. A utilizagdo de técnicas de programacao matematica € a
forma mais natural de tratamento das restri¢des unilaterais, onde técnicas de otimizagao
permitem que o problema de contato seja tratado diretamente como um problema de
minimizagdo envolvendo o funcional de energia e as variaveis originais do problema
submetidas a restricdes de desigualdade. Neste trabalho, a técnica de otimizacao utilizada foi
o algoritmo de Lemke.

Trés formulagdes foram apresentadas: uma formulagdo mista, que apresentava como
incognitas o deslocamento da estrutura e a reacdo da base elédstica; uma formulagdo cuja
incognita era a reagdo da fundacdo e uma terceira formulagdo, desenvolvida apenas em termos
dos deslocamentos da estrutura e da base elastica.

Na Secdo 6.4 foi comprovado que a Formulagdo 2 (Flexivel) e a Formulagdo 3
(Compativel) sao mais eficientes, com relacdo ao tempo computacional, na solug¢do do

problema de contato unilateral que a Formulacdo 1 (Mista). Isso pode ser verificado através
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do tempo levado pelas formulagdes para resolver o problema de contato, ou seja, tempo gasto

na alocacdo e montagem das matrizes utilizadas no algoritmo de Lemke, no emprego desse

algoritmo e no calculo de resultados secundarios.

Nos exemplos das Segdes 6.4.3 e 6.4.4, apenas a Formulagdo 1 foi utilizada. A
Formula¢do 2 ndo pdde ser empregada porque, nesses casos, a matriz de rigidez ndo era
positiva definida e, a Formulacdo 3 sé apresentou resultados satisfatorios para problemas no
qual a matriz de rigidez era positiva definida.

Das analises com restricdes unilaterais feitas no Capitulo 6, pdde-se verificar a
eficiéncia do algoritmo de Lemke na solucdo dos problemas de complementaridade linear. Em
cada problema, a solugdo obtida por esse algoritmo sempre indicava que:

(1) havia uma regido de contato, ou seja, a solucdo viavel basica complementar do problema
aumentado, apos as operagdes de pivoteamento, era igual a solucdo viavel complementar
do problema original; ou

(i) o ponto (w, z) = (q, 0) era solucdo trivial do PCL original, ou que ndo existia solugdo

para o problema.

7.2 - SUGESTOES

Algumas sugestoes para o desenvolvimento de trabalhos futuros sdo apresentadas a

seguir:

« Utilizar na analise do problema de contato unilateral uma base elastica modelada com
dois parametros (Vlasov, Pasternak, entre outras);

* Implementar outros elementos finitos de placas, tais como elementos triangulares e
elementos quadrilaterais com nove pontos nodais;

* Para o problema de placas em contato com um semi-espaco infinito, desenvolver a
formulagdo proposta por Svec e Gladwell (1972), que tem como caracteristicas o uso de um
elemento finito triangular (possibilidade de modelar placas circulares) e a consideragdo de
uma pressao continua em cada elemento finito;

* Consideragdo, na analise, das ndo-linearidades geométrica e fisica. Dentro dessa linha,
atualmente esta sendo desenvolvido um trabalho na PUC-Rio cujo objetivo ¢ estudar a
instabilidade de placas apoiadas em uma base eléstica sujeitas a restricdes unilaterais de

contato (Holanda, 1997). Nos problemas de contato analisados neste trabalho, a placa era
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sujeita as restrigdes de contato desde o inicio do carregamento. Com a consideracdo de
grandes deslocamentos (ndo-linearidade geométrica), casos onde as restricdes sdo impostas
quando a estrutura ja esta em processo de flambagem podem ser analisados com precisao;

e Implementar e testar outras técnicas de solu¢do para o problema de
complementaridade linear, como por exemplo, o algoritmo de Dantzig (Cottle e Dantzig,
1968), devido a necessidade de se efetuar uma parametrizagdo das grandezas envolvidas para
se utilizar o algoritmo de Lemke;

* Este trabalho ¢ uma extensdo do trabalho feito por Silveira (1995) para analise de
elementos estruturais unidimensionais com restri¢des unilaterais de contato. Propde-se, entdo,
estender a formulagao, proposta no presente trabalho, para analise, agora, de cascas cilindricas
com restri¢des unilaterais de contato;

* Implementar solugdes semi-analiticas utilizando-se o método de Galerkin para, por
exemplo, validar futuras implementa¢cdes numéricas. O caso de uma placa circular submetida
a uma carga concentrada em contato unilateral com um semi-espago infinito ¢ um bom
exemplo;

* Considerar, utilizando as mesmas formulagdes, a placa anisotrdpica, permitindo,
assim, a analise de placas fabricadas por compositos;

* Dar continuidade ao estudo de placas com restri¢des unilaterais de contato através de

analises experimentais.
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