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Resumo

Neste trabalho, consideramos a obtencao do espectro de energia-momento para modelos
de Cromodinamica Quéntica (QCD) na rede, na formulagao integral funcional, com tempo
imaginario e no regime de acoplamento forte. Este regime corresponde a tomar o parametro

de “hopping” k > 0 satisfazendo 1 >> k >> (# > 0, onde g = 90_2

é o parametro de
acoplamento da interacao dos campos de calibre entre si, aqui definidos na algebra de Lie
SU(3). Consideramos modelos de QCD com campos fermionicos de quarks com um ou dois
sabores (isospin). Para os casos de 2+ 1 e 3 + 1 dimensoes, um sabor, e usando matrizes de
spin de Dirac 4 x 4, mostramos a existéncia de mésons, como estados ligados de um quark
e um anti-quark, a qual é detectada pelo aparecimento de curvas de dispersao isoladas no
espectro de energia-momento no subespaco de Hilbert fisico associado a um namero par de
férmions. As massas dos mésons sao assintoticamente dadas por —2In k. Resultados similares
foram também obtidos para o modelo em dimensao 2 4+ 1, um e dois sabores, e matrizes de
spin de Pauli 2 x 2. Usando resultados anteriores sobre a existéncia de barions no subespaco
com um numero impar de quarks, consideramos a questao da existéncia de estados ligados de
dois hadrons: dois mésons, e um barion e um méson, nos modelos em dimensao 2 + 1, com
um e dois sabores, e matrizes de spin de Pauli 2 x 2. Nossa analise ¢ fortemente baseada na
obtencao de propriedades analiticas de decaimento em distancia para as fungoes de correlagao
para duas e quatro particulas, obtidas usando uma adaptagao do método de desacoplamento
de hiperplanos. A anélise de estados ligados com duas particulas é realizada a partir de uma
equagao de Bethe-Salpeter para a rede numa aproximagao escada (ordem dominante em k).
Mostramos que estados ligados de dois mésons ou um méson e um barion nao existem para
o modelo com um tnico sabor, onde os efeitos da repulsao de Pauli excluem a existéncia de
atracao entre as particulas. Para o caso de dois sabores, restringindo nossa analise ao setor de
isospin total nulo, um estado ligado do tipo méson-méson foi detectado, com energia de ligagao
dada aproximadamente por 0,02359x% O potencial atrativo entre as duas particulas, neste
caso, advém de dois tipos de contribui¢oes: troca de (quasi-)mésons (um quark e um anti-
quark) e de um potencial dependente da energia total do sistema. Nos mostramos também
que, a fonte principal de atracao é um efeito de correlagoes de calibre. Usando técnicas ja
desenvolvidas para tratar este tipo de sistema fisico, nossos resultados espectrais poderao
ser estendidos para uma analise rigorosa, i.e. uma anélise do espectro além da aproximagao

escada, para o modelo completo.



Abstract

In this work, we consider the energy-momentum spectrum of lattice quantum chro-
modynamics (QCD) models, using the functional integral formulation, with imaginary time
and in the strong coupling regime. This regime corresponds to taking the hopping parameter
k > 0 satisfying 1 >> xk >> 3 > 0, where 3 = g;? is the coupling parameter among the
gauge fields, here defined in the SU(3) Lie algebra. We consider QCD models with fermionic
quark fields with one and two flavors (isospin). For the cases 2+ 1 and 3 + 1 dimensions, one
flavor, and using 4 x 4 Dirac matrices, we show the existence of mesons, as bound states of
one quark and one anti-quark, which is detected by the appearance of an isolated dispersion
curve in the energy-momentum spectrum in the physical Hilbert space associated with an even
number of fermions. The meson masses are asymptotically given by —21n k. Similar results
were also obtained for the model in 2 + 1 dimensions, with one and two flavors, and using
Pauli matrices 2 x 2. Using results previously established about the existence of baryons in the
subspace with an odd number of quarks, we consider the question of the existence of bound
states of two hadrons: two mesons, and one baryon and one meson, in models with dimension
2 4+ 1, with one and two flavors, and Pauli matrices 2 x 2. Our analysis is strongly based in
analytic properties of decay for correlation functions for two and four particles, obtained using
an adaptation of the decoupling of hyperplane method. The analysis of bound states of two
particles is made using a Bethe-Salpeter equation on the lattice in a ladder approximation
(leading order in ). We show that bound states of two mesons or one meson and one baryon
do not exist in the one flavor case. Here, Pauli repulsion overcomes any kind of attraction
between the particles. For the two flavor case, restricting our analysis to the total isospin
zero sector, a bound state of the type meson-meson was detected, with binding energy given
approximately by 0.02359x2. The attractive potential between the two mesons comes from
two kinds of contributions: exchange of a (quasi-)meson (a quark and an anti-quark) and
an energy-dependent potential. We also show that, the main source of attraction is a gauge
correlation effect. Using technics already developed to treat this kind of physical system, our
spectral results can be extended to a rigorous analysis, i.e. a spectral analysis beyond the

ladder approximation for the full model.
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Capitulo 1

Introducao

E hoje um consenso na comunidade que a Cromodinamica Qiiantica (QCD) é o melhor
modelo elementar que temos para tratar as interacoes fortes ou nucleares.

Incorporando em sua base o modelo de quarks como as particulas fermiénicas com spin
1/2 constituintes dos hadrons (mésons e barions), este modelo ¢ formulado como uma teoria
de calibre, com campos de calibre (glions) definidos na algebra de Lie SU(3). Quarks e glions
sao portadores de cargas de cor, e a dinamica entre eles é formulada similarmente & dindmica
entre elétrons e o foton no modelo de calibre com invariancia U(1) que é a Eletrodinamica
Quéantica. A grande diferenca provém no fato de os glions interagirem entre si, visto que a
simetria de calibre da QCD é nao-abeliana. Esta interagdo contém termos locais ciibicos (com
uma derivada) e quarticos nos campos de glions.

A QCD foi proposta nos anos sessenta e sua credibilidade foi tomando sustentagao nos
anos setenta, com a prova da renormalizabilidade perturbativa de alguns modelos de calibre
nao-abelianas e a descoberta de que a QCD é assintoticamente livre na regiao ultra-violeta de
momentos (pequenas distancias), se o nimero Ny de sabores (isospin) dos quarks é menor que
17.

A liberdade assintotica na QCD nos permite poder considerar uma formulacao pertur-
bativa na regiao de altas energias, e foi assim que muitos fenémenos puderam ser seguidamente
descritos, previstos e verificados experimentalmente (por exemplo, efeitos de trés e quatro ja-
tos em espalhamento e™ e~ a proposicao de novos sabores de quarks e a a descoberta de novas
particulas como J/V, etc).

Por outro lado, se nos retringirmos a QCD formulada no continuo, nos deparamos
com enormes dificuldades conceituais e técnicas na regiao de baixas (e médias!) energias.
Gluons e quarks nunca foram observados livremente na natureza e a blindagem gluénica e o
confinamento dos quarks foram postulados e aparecem no comportamento ultra singular do
modelo na regiao infra-vermelho e nossa consequente dificuldade em explorar seu contetido

neste dominio.



Uma maneira de contornar este problema é a formulagdo do modelo na rede (reticu-
lado), também iniciada nos anos setenta e que ¢ hoje amplamente empregada para simulagoes
numéricas bastante sofisticadas [17, 40].

E interessante observar que o formalismo numa rede com volume finito foi o ponto de
partida para a demonstragdo nos anos noventa da renormalizabilidade ultra-violeta (limite
do continuo) do modelo de calibre SU(3) puro (sem quarks) [1, 18]. Tal prova é baseada em
métodos analiticos rigorosos envolvendo um mapeamento do tipo grupo de renormalizagao, e
considera o modelo completo, indo além da série perturbativa formal que pode (e provavel-
mente deve!) ser divergente.

E usando a formulacdo Hamiltoniana na rede, no chamado limite de acoplamento forte
(ver abaixo), que o espectro de alguns hadrons foram primeiramente obtidos e suas massas
calculadas em func¢do do parametro da rede (distancia tipica entre pontos vizinhos). Foi
também neste contexto que um potencial confinante linear no perimetro de plaquetas na rede
(circuitos orientados fechados) foi derivado, sustentando a hipotese do confinamento.

Apesar disso, os sucessos do modelo no dominio de baixas energias sao ainda muito
aquém do esperado. Ainda pouco é conhecido, mesmo que formalmente, sobre o espectro de
particulas do modelo. Sobretudo, devemos salientar a existéncia de uma grande lacuna que é
a conexao da QCD com o conhecimento ja adquirido em fisica nuclear. Muitas questoes estao
ainda por serem respondidas. Por exemplo, como compreender - a partir de primeiros prin-
cipios - o potencial fenomenologico de Yukawa, descrevendo interagoes entre campos efetivos
de hadrons? O que mais, além de hadrons, contém a parte baixa do espectro de particulas?
Estados ligados tal como o déuteron? Etc...

O trabalho apresentado nesta tese é uma seqiiéncia do trabalho introduzido nas refe-
réncias [11, 12|, visando responder a algumas destas questoes basicas. Além de passar por
uma analise rigorosa do espectro de um hédron (“gap” espectral), um méson e um béarion, as
propriedades analiticas das curvas de dispersao associadas, simetrias e as eventuais abertu-
ras de massa, consideramos a existéncia de estados ligados de dois hadrons até o limiar de
duas particulas. Mais particularmente, continuando a analise para a existéncia de barions e
estados ligados barion-bérion iniciada em [13|, consideramos a existéncia de estados ligados
méson-méson e méson-barion em alguns modelos de QCD na rede, no regime de acoplamento
forte.

Mesmo estando com pardmetros longe do limite fisico (limite de escala), como aconteceu
para o estudo do confinamento, nossa esperanga inicial é que o modelo ainda deva preservar
suas propriedades principais e que o regime de acoplamento forte nao esteja associado a uma
limitagao muito drastica.

Vamos agora definir o modelo de calibre-matéria que estudaremos nesta Tese. Nos

consideramos a formulac¢ao integral funcional de (Teoria Quantica de Campos) TQC com



tempo imaginario, i.e. formulacao Euclideana. A funcao de particao do nosso modelo é dada

formalmente por

z= [ s apdpans) . (1.1)

e para uma funcdo F(1,v, g), as médias normalizadas sdo denotadas por

(P 0,9) = 5 [ F@0.9)e 05 dp b duty).

Nesta tese consideramos os casos onde a dimensao espacial é d = 2,3. Mais especifi-
camente, nomeando por 0 a dire¢do temporal, a rede ¢ dada por Z4*1 onde u = (u°, @) =
(W, ut, .. ut) € ZE = Ly x Z%, onde Zyjp = {£1/2,£3/2,...}. A escolha da translagao
na direcao temporal, evitando a coordenada cujo tempo ¢é zero, é tal que, no limite do conti-
nuo, os limites laterais das correlacoes de campos de Fermi podem ser acomodados. Em cada
sftio u € Z4*!, associamos campos fermionicos, representados por varidveis de Grassmann,
Va.a(u), associado com um quark, e 1,.,(u), associado com um anti-quark, que portam um
indice de spin de Dirac a = 1, 2, 3,4, um indice de cor a = 1,2, 3. Vamos nos referira a = 1,2
como indices “upper” e a = 3,4 como “lower” , denotados respectivamente por u e ¢. Temos
também, denotando por e”; p = 0,1,...,d, os vetores unitarios na rede na direcao p, para
cada elo orientado na rede < u,u=+e” > existe uma matrix U(gy, y+.r) € SU(3) parametrizada
pelo elemento do grupo de calibre g, y+er € satisfazendo U(gyuier) ™ = U(Gurern). Associada
a cada plaqueta (cicuito fechado na rede) orientada na rede p existe uma variavel de plaqueta
x(U(g,)) onde U(g,) ¢ o produto orientado de matrizes de SU(3) para cada elo orientado da

plaqueta e x é o traco. A acao do modelo é dada por

S(wa 77;7 g) - g Z qza,a(u> Fge/g (gu,u—l—eep)ab @bﬁ,b(u + eep)

- 1 (1.2)
+ ) Yaa(w)Mapgtbpa(u) — = Y x(gp),
uEZg+l 90 p
onde a primeira soma ¢é feita sobre u € ZI! ¢ = 4+1, p = 0,1, ...,d e sobre os indices

repetidos. Por simplicidade de notacao, algumas vezes omitimos U de U(g). Considerando os
parametros, tomamos m > 0, e o acoplamento quark-calibre ou parametro de hopping x > 0.
Temos também, go > 0 que descreve o campo de calibre puro e M = M (m, k) = (m + 2k)1y,
sendo [; a matrix identidade 4 x 4. Também, dentro da familia de agoes de [35], temos

[+ = — I, & ~*. Para d = 3, 7" sdo as matrizes de Dirac 4 x 4 (hermitianas, de trago nulo e

I 0 . 0 iol
0 _ J — .
= e = ) ; 1.3
7 ( 0 —I) 7 ( —10? 0 > ( )

que anti-comutam



e o/, j =1,2,3, denota as matrizes de Pauli 2 x 2, i.e.

. (01 o [0 —1 s (1 0
U—<10>,0—<Z_ 0)60—(()_1). (1.4)

Para d = 2 e (3 + 1) dimensdes, todas menos a matrix +* aparece na agao. Matrizes de spin
do tipo Dirac 4 x 4 serao usadas no Capitulo 2. Ao contrario, para simplificar nossa anélise
do ponto de vista algébrico, nos Capitulos 3 e 4, empregaremos matrizes de spin de Pauli
2 x 2. Neste caso, I acima deve ser substituido por I, as somas sobre a e § variam de 1 a 2
e adotamos Y = 02 e v12 = o2 para as matrizes gama.

Continuando a explicar a func¢ao de partigao definida na eq. (1.1), temos que a medida
du(g) é o produto de medidas de Haar de SU(3) normalizadas sobre elos nao-orientados (veja
[37]) e as integrais sobre os campos de Grassmann sao definidas de acordo com [3]. Para um
polindmio nas variaveis de Grassmann com coeficientes dependendo das varidveis de calibre,
a integral fermionica é definida como o coeficiente do monémio de maximo grau, i.e. de
[lica Vova(W)aa(u). Naeq. (1.1), dip d) significa [Ticas @Waar(w) dg.q s (u) tal que, com
a normaliza¢ao N = (1), temos

P

Vo) Vp.a(y) O = (1N) [ Gaa() Paply) e wPara @Mayts ) g o)
- Mgﬁlaabé(xay)v

com um delta de Kronecker para as coordenadas espaco-temporais. Com nossas restrigoes
nos parametros, existe um espaco de Hilbert H de estados fisicos (veja descri¢ao detalhada
abaixo), para x > 0; e a condigdo m > 0 nos garante que as curvas de dispersao para uma
particula fermidnica livre cresce em cada componente positiva do momento.

Em toda esta tese, trabalhamos no regime de acoplamento forte, ou seja, tomamos

2 << k K 1, e sem perda de

o parametro de “hopping” suficientemente pequeno, 0 < g,
generalidade, dado k, escolhemos m tal que M = 1 na agao (1.2).
Uma importante caracteristica da ac¢do (1.2) é sua invariancia sob transformagoes de

calibre dadas por, para u € Z¢ e h(u) € SU(3),

) b))
b(u) = P(u) [h(u)] (1.5)
U(Guterw) = [h(u+ef)]” ! U(Gureru) h(u) .

Outras simetrias da agao (1.2), tais como conjugacao de carga, paridade, reflexées nas coor-
denadas, e rotagoes espaciais, sao consideradas no Capitulo 2.
No6s agora passamos a consideracao de dois pontos técnicos essenciais, a existéncia

do limite termodinadmico na regiao de parametros considerada e a construcao do espago de



Hilbert fisico subjacente. Primeiro, para acoplamentos suficientemente pequenos « e g 2 pelo
método de expansdo em polimeros, (veja [35, 36, 23]), o limite termodindmico das fungoes
de correlagao existem e as fungoes de correlagao truncadas tem decaimento em arvore. Como
consequéncia da expansao em polimeros as func¢oes de correlacao estendem a fungoes analiticas
nos parametros de acoplamento x e g; 2. Para a expansdo formal no parametro hopping, ou
expansao de acoplamento forte, veja [28, 5].

Segundo, no nosso caso, uma férmula de F-K proporciona a construgao de um espago
de Hilbert, que designaremos por H. Denotando Tomo, Tfi, 1 =1,2,...,d, as translagoes das

fungoes nas variaveis de Grassmann e calibre para 2° > 0, z = (2°, %) € Z¢™'; e para F e G

dependendo somente das coordenadas com u® = 1/2, temos a formula de Feynman-Kac (F-K)
(G, TETe . T F)y = (T T .. . TFF1OG) | (1.6)

que relaciona produtos internos no espago de Hilbert ‘H com médias de Gibbs, onde © é um
operador anti-linear que envolve reflexdo no tempo. Seguindo [35], com a conven¢ao usual da

soma sobre indices repetidos, a acao de ©® em campos simples é dada por

@@Ea,a(u) = (70)a5¢@7a(tu) )
Oga(u) = &ﬁ,a(tu) (’YO)Ba ;

onde t(u’, @) = (—u’, i), para A ¢ B mondmios, O(AB) = ©(B)O(A); e para uma fungao
dos campos de calibre O f({gu}) = [*({guuyin)}), u,v € ZET, onde * significa conjugagao
complexa. O estende por anti-linearidade para a algebra dos campos de calibre e variaveis
de Grassmann. Como operadores lineares em H, Tp, p=20,1,...,d, comutam mutuamente;
T, ¢ auto-adjunto, com —1 < Ty < 1, e szl,m,d sao unitarios, tal que, podemos escrever
Tj — ¢’ e P = (Pl, R Pd) ¢ o operador de momento auto-adjunto, com pontos espectrais
P € T = (—n,7% Como T > 0, definimos o operador energia H > 0 por T2 = 2.
Referimo-nos a pontos no espectro de energia-momento associados a momento espacial zero
como massa. A condi¢do de positividade (FOF) > 0 é estabelecida em [35], mas podem
existir F’s nao nulos tais que (FOF) = 0. A colegao de tais F’s é denotada por N. Entao, um
pré-espaco de Hilbert H' pode ser construido a partir do produto interno (GOF). O espago
de Hilbert fisico H é definido como o completamento do espago quociente H'/N..

Basicamente, existem duas abordagens usadas no estudo rigoroso do espectro de parti-
culas em teorias na rede. Uma delas é baseada em métodos remanescentes de teorias de campo
no continuo (e.g. decoplamento de hiperplanos, subtracdo Euclideana) 38, 9, 31, 36, 33, 10]
e a outra usa métodos de mecanica estatistica (e.g. superficies aleatorias) [4, 22|. Nesta tese,
seguimos a primeira abordagem.

No Capitulo 2, consideramos a existéncia de mésons em (2+1) e (341)-dimensoes, vistos



como estados ligados de um quark e um anti-quark. Considerando um modelo mais realista que
em [11], trabalhamos com matrizes de spin de Dirac 4 x 4 como em [12]|. Esta escolha também
nos facilita a anélise de abertura de massa para os mésons no modelo. Aqui, denotamos por
H. C H (H, C H) o subespago gerado por um ntmero par (impar) de férmions. Mostramos
que mésons existem, com massas assintoticas —21In k, manifestados pelo aparecimento de
curvas de dispersao isoladas no espectro energia-momento (lacuna inferior da massa) e é o
unico espectro no subespago H. C H, até o limiar de dois-mésons que é assintoticamente
da ordem —41In k. Nosso método de obtengao do espectro de uma paticula é baseado numa
analise da funcdo de dois pontos (com M, L € H) onde * é o complexo conjugado e y a funcao

caracteristica

G = F((OM)(2) L(Y)) Xao 2y + (M(2)(OL)(y))" Xao<yo

que admite a seguinte representagao espectral (€ sendo o produto conjunto das familias es-

pectrais dos operadores de energia e momento)

1 N -
Gup(u,v) = / / d()\0)‘“0‘"0|‘le“'(”‘“)d(M,8()\0,)\)L)H. (1.7)
-1 JT

analoga a representacao de Killen-Lehman em TQC no continuo. Enfatizamos que é esta
representacao espectral que nos permite identificar singularidades para momento complexo da
transformada de Fourier da funcao de dois-pontos com pontos no espectro de energia-momento.
Tanto quanto sabemos, a representagao espectral dada pela eq. (1.7) ndo existia na literatura
anteriormente aos nossos resultados. Gostariamos de mencionar que a determinacao da taxa
de decaimento exponencial das fungoes de correlagao, tal qual é feita em simula¢oes numéricas
e outros trabalhos se servindo de formulagao Hamiltoniana, nao é suficiente para identificar-
mos estas taxas como espectro de massa [22]. Isto é especialmente verdade no caso em que
multiplicidades estao envolvidas e hé pequenas aberturas de massa. Para determinarmos o
espectro de massa, é essencial conhecermos o comportamento de G e I', a inversa convolutiva
de G, a curtas e longas distancias. O comportamento a longas distancias é obtido através
de cotas para o decaimento de G e I', usando o método conhecido como desacoplamento de
hiperplanos. Mais detalhes serao dados adiante.

No Capitulo 3, tomando d = 2 e escolhendo por simplicidade trabalhar com matrizes
de spin de Pauli 2 x 2, consideramos a existéncia de estados ligados de duas particulas: dois
mésons e um bérion e um méson, para o caso de um sabor. Seguindo [15] e ainda trabalhando
em d = 2 e com matrizes de spin de Pauli 2 x 2, mas agora com dois sabores de quarks (caso
isospin), no Capitulo 4, consideramos a existéncia de estados ligados de dois mésons.

Nosso método de determinacao dos estados ligados é baseado na equacao de Bethe



Salpeter (B-S) na rede que é dada por, em termos operadores,

D =Dy+ DKD,

ou em termos de nticleos, no que chamamos de representagao para tempos iguais (i.e. 29 = x5
0_ 0
e x3 = xy)

D(x1, 29,23, 24) = Do(x1, 2, T3, 24) +
f D0($17$2;y1ay2)K(ylayz,y37y4)D(y3,y47$37I4)
x0(y) — y3)0(yg — i) dyrdyadysdya,

onde
Do(l’l, T2, T3, 1'4) = GQ(Z’l, .Z'g)Gg(iL‘Q, 1'4) + GQ(.Tl, $4>G2(£L’2, 1'3).

D é a fungao de quatro pontos pacialmente truncada, i.e. D(x1, z9, x3,24) = G4(21, T2, T3, T4)—
Go(x1,23)Go (19, x4) € Dy corresponde a subtragao das contribuigoes desconexas. K é definido
pela equagao acima e ¢ dado por Dy, 1 _ D=!. Esta equacdo exibe uma caracteristica marcante:
a irredutibilidade por duas particulas. Isto quer dizer que, na expansao perturbativa de K
em fungao do parametro k teremos somente contribuigbes conexas (i.e. conectando os pontos
x1, Ta, T3 € x4). Esta propriedade é importante levando ao decaimento apropriado de K em
funcao do parametro . Nosso método de resolucao desta equacao consiste em adotarmos
a aproximagao de ordem mais baixa nao nula em s para K, que chamamos de aproxima-
cao escada (“ladder”) e a denotaremos por L. Isto é feito depois de escrevermos a equagao de
Bethe-Salpeter em coordenadas relativas. Definimos as coordenadas relativas, i.e., £ = x5 — 7,
N =1x4— T3 €T = x3— Ty andlogas as coordenadas reduzida e do centro de massa no continuo.
Ao final de nossa analise estabelecemos uma comparacao da equacao de B-S em coordenadas

relativas e a equagao de Schrodinger na forma resolvente, onde relembramos
(H—2)"1'=(Hy—2)"" = XNHy—2)"'V(H—2)",

H = Hy+ \V, Hy=—A/2 [-A ¢ o Laplaciano em (5(Z%)] e V & o potencial de interagao.

Esta analogia nos permite entender o mecanismo de interacao entre os constituintes dos
estados ligados que analisamos, i.e., qual o potencial associado a interagao entre dois mésons
e um méson e um barion?

Nossos resultados na aproximacao escada, para o modelo em 2 + 1 dimensoes, matrizes
de spin 2 x 2 e com um sabor de quark mostram que estados ligados de dois mésons ou
um méson e um barion nao estao presentes no espectro de energia-momento até o limiar de
duas particulas. Nossa interpretagao para a nao ligacao das duas particulas esta no potencial
repulsivo advindo da exclusao de Pauli, que nao é favoravel a aproximacgao de quarks em

estados idénticos. Ao contrario, aumentando o volume do espaco de configuragoes para os



quarks, se o numero de sabores é dois e restringindo nossa anélise ao subespaco par H,., no
setor de isospin total zero, mostramos que existe um estado ligado méson-méson com energia
de ligacao aproximada 0,02359 x2. Nossa andlise também revela que o potencial atrativo de
ligagao entre os dois mésons, envolvendo uma troca de particula e alcance um, é bastante
dependente de certas correlagoes de campos de calibre. Um estado ligado barion-bérion para
o mesmo modelo foi detectado em [15].

O problema completo, isto é a analise do padrao espectral além da aproximacao escada é
obtida como em [33] perturbando L com um termo cuja ordem do parametro x é imediatamente
superior e considerando a equacao de B-S com esta correcao. Desta forma, é possivel mostrar
que os resultados espectrais para D sao preservados. Convém ressaltarmos que o decaimento
em k obtido para K pelo método de desacoplamento de hiperplanos desempenha um papel
fundamental na demonstragao deste resultado. Nossos resultados devem poder ser estendidos
para a analise do modelo completo (além da aproximagao escada) seguindo a abordagem de
[9, 10, 33|, ja4 que nossos trabalhos incluem todos ingredientes principais para esta extensao.
Além disso, nossos resultados correspondem a um primeiro passo para a analise do espectro
de QCD na rede em dimensao 3 + 1 e diversos sabores de quarks.

Para complementar o texto e facilitar sua leitura, incluimos trés apéndices. O Apéndice
A descreve o procedimento de Creutz para calcular integrais de calibre [5, 6, 7, 8]. Nosso
objetivo, ao escrever este apéndice, é apresentar didaticamente o procedimento introduzido por
Creutz. O Apéndice B descreve detalhadamente o método de desacoplameto de hiperplanos
usado para obtermos o decaimento das fungoes de correlagao envolvidas (dois e quatro pontos).
O Apéndice C apresenta a obtencao da equacao de Bethe-Salpeter em coordenadas relativas

a partir de sua representacao em tempos iguais.



Capitulo 2

Existéncia de mésons em (2+1) e (3+ 1)
dimensoes, um sabor e matrizes de Dirac
4 x4

Neste capitulo, como em [12], considerando o caso de um sabor, (2 + 1) e (3 + 1)
dimensoes, com matrizes de Dirac 4 x 4, apresentamos nossos resultados espectrais para uma
particula no setor mesonico. Na Segao 2.1, consideramos simetrias do modelo (1.2) outras
além da invariancia de calibre dada pela eq. (1.5) obtidos em [12]|. Definimos a fungao de dois
pontos para o méson, introduzimos uma representagao espectral geral para vetores no espago de
Hilbert fisico H, que desempenhara um papel fundamental ao longo desta tese. Apresentamos
nossos resultados a respeito da existéncia de mésons e resultados a respeito da existéncia de
bérions obtidos em [12]. Na Segdo 2.2, descrevemos o comportamento de G e sua inversa
por convolugao I' a curtas e longas distancias (obtido pelo método de desacoplamento de
hiperplanos (Apéndice B)). Na Segao 2.3, demonstramos o principal resultado deste capitulo,
enunciado no Teorema 5 que consiste na determinacao do padrao espectral no setor mesonico
até o limiar de dois mésons —4 In k. Finalizamos este capitulo estendendo nossos resultados de
H., (subespaco de H gerado pelos campos mesonicos das egs. (2.4) e (2.5)) para H, (subespago
gerado por um numero par de campos fermionicos) usando o método de subtragoes Euclideanas
[31].

Os resultados deste capitulo foram publicados em [19].



2.1 Apresentagao dos resultados sobre a existéncia de um

méson e um barion

Antes de apresentarmos nossos resultados vamos considerar simetrias da agao (1.2),
além da invarincia por transformagoes de calibre dadas pela eq. (1.5), e apresentar impor-
tantes resultados a respeito de simetrias obtidos em [12]. Operagoes de simetria sao definidas
na algebra dos campos (de calibre ou Grassmannianos). Uma operagdo de simetria Y leva

campos Grassmannianos simples para

Y toa(2) = Aaptpa(Ve)

_ _ (2.1)
Yl/)oc,a(x) = ¢ﬁ,a(yx)Bﬁa
e age em fungdes f(g,.) do grupo de calibre SU(3) por

onde ) é uma transformagao agindo nas coordenadas, ~ significa barra ou sem barra e Y age

nos campos de calibre. Em monoémios Grassmannianos M7, M,, Y tem a propriedade
Y(Mi M) = Y (M;)Y(Ms),

que identificamos como preservar a ordem (homomorfismo), ou
Y(Mi M) = Y (Mo)Y (M),

que identificamos como reverter a ordem (anti-homomorfismo). As operagoes de simetria sao
estendidas para toda a algebra dos campos por linearidade ou anti-linearidade.

Uma simetria do modelo é definida como uma operagao de simetria que deixa a agao S
da eq. (1.2) invariante, e que tem a seguinte propriedade envolvendo as médias normalizadas

F invariantes por transformacoes de calibre:
(YF) = (F)* (2.3)

onde (F)* significa ou (F) ou (F)*.

Ainda mais, a simetria pode ser implementada no espaco de Hilbert H por um operador
linear ou anti-linear estabilizando o espaco nulo N, i.e. tal que se F € N entao YF € N.
(Veja [12].)

Nos usaremos neste trabalho os resultados do seguinte Teorema provado em [12].
Teorema 1 Considerando matrizes de Dirac 4 x 4, v; (i = 1,2,3) cada um das operagoes de
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simetria especificadas abairzo € uma simetria do modelo.

O caso d = 3:
1. Rotagoes espaciais r por w/2 e ™ em relagdo a:

(a) A direcio e': ri(el,e? e3) = (el,e®, —e?), com B =

f(gey) = f(Grizry)- Para rotagées de w7, B = —iy*~®.

(b) A diregio e*: ro(e',e?,e?) = (—e3,e%el), com B =

J(Guy) = f(Growray)- Para rotagoes de w, B = —iy3~L.

(c) A diregio €3: r3(el,e?,e?) = (e, —e',e®), com B =

F(Guy) = f(Grswrsy). Para rotagoes de w, B = —iyt~2.
2. Reflexoes nas coordenadas espaciais R in:

(a) A coordenada e': Ry(e',e? e3) = (—e',e?,e3), com B = iy?y*y® = A~L, tal que
f(gzy) = f(9R1zR1y)-

(b) A coordenada €*: Ro(el,e? e®) = (e!, —e? ), com B = in'y1y® = A7, tal que
f(9zy) = f(9R22Ray)-

(c) A coordenada €3: Rs(el,e? e3) = (e, e? —e3), com B = —i'y! v2 = AL, tal que
f(gxy) = f(gstRsy)'

3. Paridade P: P(e',e? e?) = (—e',—e* —€®), com B = 4° = A7, tal que f(gsy) —
f(gPa:Py)'

4. Conjugagio de Carga C: ~ significa barra, B =v*7°, f(gey) — f(},)-

5. Reversao mo tempo T: T (e, et e? e3) = (=€ el e? e?), B = 1°, ~ significa barra, 4

significa complexo conjugado, f(guy) — f(gra1y)*

As operagoes 1 — 3 preservao a ordem, 4 — 5 invertem a ordem, 1 — 4 (respectivamente
5) sao lineares (respectivamente, anti-lineares) e sio implementedadas em H por operadores

unitdrios lineares (respectivamente, anti-lineares).

O caso d = 2:
Obviamente, nao temos rotacoes 1, e s, e também reflexdes em relacdo ao eizo €. As matrizes

A e B sao as mesmas definidas acima, exceto pela conjugacao de carga, onde A =~ = B.

n
Usando o mesmo procedimento presente em [12] podemos mostrar resultados similares

aos descritos acima quando matrizes de spin (Pauli) 2 x 2 estao presentes.
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Teorema 2 Em (2+ 1) dimensédes e considerando matrizes de spin 2 X 2 temos as sequintes

simetrias

1. Rotagoes espaciais r por w/2 e w:

ei7r/4

V2 (1-io®) = A", e F(9zy) = [(Grszryy). Para

rotacoes de w, B = o3 (equivalente & simetria de paridade definida abaizo).

(a) r(e',e?) = (e?, —e'), com B =

2. Reflexoes nas coordenadas espaciais R:

(a) A coordenada e': Ri(e',e?) = (—e',e?), com B = o3 = A7, tal que f(guy) —
f(9R1zR1y)-

(b) A coordenada €*: Ro(e',e?) = (e',—€*), com B = o> = A~ tal que f(gsy) —
f(gRo2Ry)-

3. Paridade P: P(e',e?) = (—e',—€?), com B =0 = A7, tal que f(guy) — f(9p2p,)-

4. Congugagao de Carga C: ~ significa barra, B = 02, f(gsy) — f(gz,)-

5. Reversdo no tempo T: T (e% el e?) = (=€, el,e?), B = 03, ~ significa barra, # significa

complexo conjugado, f(gzy) — f(g1a1y)*

A extensao destas operacoes para toda a dgebra € definida de forma similar ao Teorema 1.

]
Uma importante questdo é qual a combinacdo certa de campos simples (¢ e 1)), para
mésons um par 1) e para barions Y1) ou 1), deve ser adotada na definicio das funcdes
de correlacao, no nosso caso, dois e quatro pontos. Nossa metodologia de determinacao dos
campos compostos, mésons e barions, é essencialmente baseada no método conhecido como
desacoplamento de hiperplanos que discutimos de forma detalhada no Apéndice B. Este mé-
todo serve de guia, indicando quais as escolhas de campos compostos que devemos tomar para
mostrarmos as excitagoes no espectro de energia-momento. Estas escolhas, conforme veremos,
incorporam os dois ingredientes béasicos de nossa anélise, i.e., para a funcao de dois pontos
obtemos o decaimento adequado (em funcdo do parametro de “hopping” k) para a inversa
convolutiva de G, I'. No caso da funcao de quatro pontos, com nossas escolhas, o nucleo de
B-S, K, tem o decaimento adequado. Mais detalhes serao dados adiante.
Agora apresentamos nossos resultados sobre particulas mesonicas, suas massas e curvas
de dispersao. Nos consideramos o subespaco H,,, C ‘H gerado por vetores associados a variaveis

de Grassmann e invariantes por transformagoés de calibre dados por py(u) e II;(v):

12



I
—_

(2.4)

o =

I
NSO

L (3.0 (0V)V1,0(V) + Daa(V)2a(v)) , 1=1
%51/14@(1))%,&(@) , =2
\/Lg&?’,a (v)2,4(v) , =3
| L sa(0)1a(v) = Paa(0)na(v)) . 1=14.

As normalizagoes sao escolhidas de tal forma que a funcao de dois pontos definida

I (v) = < (2.5)

abaixo, em pontos coincidentes e parametro de “hopping” x = 0, é a matriz identidade deno-
tada por I,.

Para vermos a conexao com o espectro de energia-momento, definimos a funcao de dois
mésons, estabelecemos uma formula de Feynman-Kac e uma representacao espectral. A funcao

de dois pontos pontos é definida por (y denota a fungao caracteristica)

Gr(u,v) = (g (u); IL(0)) 7 Xuo<wo + (Ti(); (V)5 Xuo 500

= ()W) Xuozao + (Ta(@)a(0))* Xm0 = G —v), 20

onde (; )r é a funcdo de correlagao truncada

(F(u); H(v))r = (F(u)H(v)) = (F(u)){H(v)). (2.7)

Na eq. (2.6) usamos que o truncamento parcial, com nossas escolhas dos campos mesoénicos é
zero, ou seja (IIx) = (uk) = 0, pela simetria de paridade do Teorema 1.
A defini¢ao dada pela eq. (2.6) apresenta trés caracteristicas essenciais para nossa

analise do padrao espectral no setor mesonico:

e A extensdo para tempos iguais da defini¢ao (2.6) associada ao ordenamento temporal
u® > v° concorda com a relacionada a u’ < 9%, usando invariancia por translacio e

reversao no tempo do Teorema 1.

e Sua transformada de Fourier admite uma representacdo espectral simples. [Veja a eq.

(2.9)]

e Ela nos permite mostrar a existéncia de particulas manifestada pela determinacao de

suas curvas de dispersao e massas (Teorema 5).

13



A representacao espectral da Proposicao seguinte é uma ferramenta importante e de-
sempenhara um papel fundamental ao longo deste trabalho. Sua importancia reside no fato,
conforme mencionamos no terceiro item acima, de estabelecer a conexao entre singularidades

das fungoes de correlagao com pontos no espectro de energia-momento.
Proposicao 1 A sequinte func¢ao de dois pontos

Gy (@) z{ £{(OM) (u?) L(v?, 7)) -, u? < o
, (M (u?) (OL) (v° D)) w0 > 0

onde, L e M sdio quaisquer dois vetores de H, admite a representacdo espectral, com v° # u®

G,z (u,v) / /T (A0 =1L @0 g Ar £(A°, X)L)yy (2.8)

onde EANO,X) = EAEN), E(N°) ¢ a famdlia espectral para o operador Ty, e E(X) =
H?Zl E;(N) € o produto das familias espectrais para P'. Para x € 74T, com um abuso de
notagao, definimos Gy p(x = v —u) = Gy r(u,v). Entao, a transformada de Fourier de

Gur.n(x) admite a representagdo espectral

Gualp) = Guual) + 0 [ [ o= D000

x dyodz(M(1/2,0), Es(A°)E(N)L(1/2,0))

(2.9)

onde f(z,y) = (¢ —y) "' + (e — )" € Guo(P) = Ygeza € P Gare(a® = 0,7).

Observagao 1 Como ndo temos representagao espectral para v° = u® na eq. (2.8), separamos

0 =40 que corresponde a Gas(P) na eq. (2.9).

a contribuicdo u
Restringindo nossa anélise ao setor de uma particula mesonica obtemos:

Corolario 1 Para u® # v°, II, = I,(1/2,0), a sequinte formula de F-K ¢ satisfeita, fazendo
M =1l e L=1I, em (2.8),

Gri(u,v) = G, m, (u, v) / / (AP = 1A ) (T, £ (A0, )T )y (2.10)
Td
e € uma funcao par de v — u.

Observagao 2 Pela representagdo espectral da eq. (2.10) vemos que os campos 11 geram
particulas e os campos p da defini¢io (2.4) sao campos auziliares que entram na definicio da

fungao de dois pontos (2.6).
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Antes de apresentarmos nossos resultados (enunciados nos Teoremas 3, 4 e 5) descre-
vemos o procedimento utilizado para determinarmos as massas e as curvas de dispersao para
um méson abaixo do limiar de dois mésons —41In k. Considerando a inversa convolutiva de G,

I', definida pela seguinte série de Neumann

I = i (-G GGyt (2.11)

1=0

onde (G4 é a contribuicao diagonal de G dada por
Gngl(u,U) = Gkk(u,u)éklé(u, U), (212)

e (G, é o resto

Gn,kl(ua v) = Gr(u,v) — Gd,kl(ua v). (2.13)

Nos notamos que pela expansao em polimeros GG é analitica no parametro de “hopping” k.
Pelas cotas obtidas no Teorema 3.2 notamos que a série de Neumann de I' é convergente, onde
usamos a estimativa de Holmgren ! para a norma || e || de um operador matricial agindo em
l5(C* x Z4&Y). De fato, para mostrarmos a convergéncia da série (2.11) precisamos mostrar
que ||G;'G,|| < 1. Observamos, primeiramente que, G;' = 1 + O(k®) pelo Teorema 3.1.

Vamos considerar, agora, o resto G,,. Observamos pelo Teorema 3.2, onde |z|; = Z?:o |z,
|G (u,0)| = |Gr(u, v) — Gap(u,v)| < e15?6(u —v) + 02/<52‘“_”‘1(1 — 6(u —v))

e usando o Lema de Holmgren temos

1/2 1/2
|Gl < (SHPZ |Gn,kl(u7v>|> (SUPZ |Gn,k;z(U,U)|> < O(K?).

Desta forma, I' também é uma func¢ao analitica no parametro . No método de desacoplamento
de hiperplanos nés introduzimos uma variavel extra que chamaremos de x, substituindo ~ para
todos os elos, por exemplo, conectando os pontos x e z + e (p = 0,1,2,3). O ponto aqui
é que, podemos controlar a expansao de polimeros de forma que as func¢oes de correlacao
com diferentes acoplamentos em elos distintos podem ser continuadas analiticamente para
suficientemente pequeno. A vantagem deste método é que temos um desacoplamento ao longo
de um hiperplano inteiro, i.e. para os elos conectando os pontos =z e x + ¢/. Como funcao
analitica nos novos parametros de acoplamento x, podemos, através de estimativas de Cauchy

para derivadas obter cotas para o decaimento das fungoes de correlacao envolvidas. Assim

Lema de Holmgren: Seja M uma matriz tal que sup, >, M(z,y)] = A e sup,[>_, M(z,y)] = B sdo
finitos. Entdo M define um operador limitado em ¢2(Z4*+') com ||M|| < AY/2B1/2,
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mostramos que 'y (u,v), como fungdo do parametro de “hopping” , decai mais rapidamente
que Gp(u,v) (Teoremas 3.2 e 4.2). Desta forma, conforme veremos na demonstragdo do
Teorema 5, este decaimento mais rapido implica que a transformada de Fourier fkl(p) de
Cp(r = u—v) = Ty(u,v) tem uma regiao de analiticidade maior em p°. Entdo, como
G(p)T(p) = I, T, (p) = [cof T)w(p)/det[T(p)] fornece uma extensio meromorfa de G (p).
O espectro de energia-momento ocorre, para cada p, como as singularidades de Gy (p) (pelo
Corolério 1), ou seja, como pontos dados pelos zeros det[I'(p)] de p° no eixo p° imaginario. Para
analisarmos det I'(p), ndo ¢é suficiente obtermos uma cota a longas distancias para I'(z). Ao
contrario, precisamos do seu comportamento preciso para distancias pequenas, para |z|; < 2,
onde definimos |z|; = Z?:o |7?|, para determinar as massas e a abertura (“splitting”) de massa
até a ordem k?.

O comportamento a distancias curtas e cotas a longas distancias para GG e I' sdo dados

nos proximos dois Teoremas.

Teorema 3 Seja 0 < k <K 1, ¢ uma constante positiva, p,oc = 0,1,...,d, € o vetor unitdrio
na diregio temporal, €', €/ (i,7 =1,...,d), os vetores unitdrios nas dire¢oes espaciais, |T|; =

Z?Zl |7%| e e, ¢ = +1. As sequintes propriedades valem para G:

1.
( (5kl+0(li8) s I:O;
Suk? + O(K%) , z=-¢ee;
c20pk? + O(KO , T =ceel;
le(ZL‘) = 4 (8 ) 0 (2.14)
Spk* + O(K®) , x=2ee’;
Colkt + O(K®) , x=2eel;
| cu(@)s! +O(k%) , z=e’+ee”, p<o.
as constantes independentes de k sio dadas por co = 1/4, e
0u/2, x =ee® + el
cr(z) = { ij/ P (2.15)
Chy, T =c€e" +eel i<

onde ¢ € dado por: ¢;i é diagonal com 4c}f = 4cjs =1 e ¢33 = 33 = 0, 4 = 8eds =

13 _ 13 _ 13 _ 23 _ .23 _ Q.23 _ Q.23 _ Q.23 _
8caz = —8cqy = —8czy = 1, 4cff = 8c3s = 8cg3 = 8cyy = 8czy = 1, e todos os elementos

nao mencionados até aqui sao nulos.

G(z)] < C|’€’2|IO|+2|£|I (2.16)
o que implica na analiticidade de Giy(p°,0) na regido |Imp°| < —(2 — €) In k.

3. le(x) = dekl(l’/)d}k, onde
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(a) para ' = (2°, =22, 24, 23), dy =1, dy = —i, ds = i, dy = 1;
(b) para &' = (2°, —a', 2%, 23), dy =1, dy = =1, dz3 = —1, dy = 1;
(c) para 2’ = (2° —2t, —2? —23), d, = —1, para k = 1,2,3,4.
Tambeém,

G(e' 4+ €*) = SG(e' + ¢*) ST,

onde S = S' e S~ = ST (superscrito t significa transposta e 1 conjugacdo Hermitiana,).
S tem os elementos de matriz S1; = 1, Sia = S13 = S14 = Syq = 0, Sop = S33 = So3 =

1/2 e Syy = S5, = iv/2/2.

Observagao 3 A igualdade dos elementos elementos na diagonal de i3 e i3 seque dos resul-

tados de simetria do Teorema 1, ou seja, rotagoes de /2 em relagdo ao eixvo €.

Observagao 4 O terceiro resultado acima serd usado para simplificar a prova do Teorema 4,
jd que, relaciona a funcdo de dois pontos em pontos distintos da rede Z¢. Conforme discutimos
precisamos do comportamento de G(x) para distincias |x|y < 2. Desta forma, usando as

simetrias do Teorema 1 € necessdrio determinar Gy(x) para os pontos x = 0, e, el 2et, el +e3.

O comportamento a pequenas distancias e o decaimento de I'(x) sdao dados por:

Teorema 4 Considerando as hipdteses do Teorema 3, com ¢y e cy(x) ld definidos, temos:

1.
( G+ (24 2dc3)opr* + O(K®) , . =0;
—Opk? + O(K®) , x = e’
—co0pk® + O(KY) |, x =€l ;
O(k") , = 2ee";
—cy + 2) Skt + O(K®) |, = 2ee?;
Lue) = 2% - =) \ . (2.17)
[—cri(x) + 2¢501) (1 — 60,) (1 — dop )™ + O(K®)
x=cel +€ee’ p<o;
O(’is) ) |ZCO| =1, |f‘1 =2;
O(k') , 2% =2, |7]; = 1;
\ O(k'?), |2° =3, |7, =0.
2. .
C’H|2+4(|x |[—1)+2|Z|1 ’ ]:l:0| >1;
<
’Fkl(l‘)’ — { C’/‘f|2|ro|+2|f‘l ’ |.TO| S 1 (218)

o que implica na analiticidade de Ty (p°, 6) na regiao |Imp®| < —(4 — €) In k.
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Considerando o Teorema 4.1 notamos que para |2°| = 1, |7]; = 2; [2°] = 2, |7, = 1;
|2%| = 3, |Z]; = 0 nds esperariamos as contribuigoes, O(k%); O(k®); O(k'?) respectivamente
devido ao decaimento de |Ty ()| < ¢|r[*T40#°1=D+2IZh o Teorema 4.2. A auséncia de termos
de ordem inferior em Ty, comparada com Gy, para |2° = 1,2, 3, é devido a cancelamentos
explicitos na série de Neumann e aprimora as cotas obtidas pelo método de desacoplamento
de hiperplanos.

N6s determinamos o espectro de massa até O(x?) pelos valores de T'y;(z) até a distancia
lz|; < 2, e k = 1. A contribui¢io de ordem k? para I'(z), para estes valores de x, vem do
segundo e terceiros termos em G, (veja eq. (2.13)) na série de Neumann da eq. (2.11).
Os elementos de segunda ordem de k ja que sao produtos de dois termos de ordem x? de
Gnr(x), para pontos x de distancia um, que sdo diagonais e independentes do indice de
spin k. Para o termo de primeira ordem em G,(z), |z|; = 2, as contribuigoes de ordem x*
vém de contribuicoes lineares e angulares. Contribuicoes lineares tém dois conjuntos de elos
sobrepostos, com orientagao oposta, conectando, por exemplo, os pontos 0 a ee” e dai até 2ee”;
e as propriedades das matrizes I da eq. (2.27) guarantem que estas contribui¢oes comportam
como o termo de ordem x? devido & conservacao de spin, diagonal e independente de k em
Gnr(x), |x|1 = 1, e ndo estao associados a abertura de massa também. Esquematicamente

temos, com x1 = 0, x9 = €e” e T3 = 2¢ee’:

T1 T2 3
Contribuigoes angulares para G, sdo dadas por pontos da forma z = ee’ + €'el,
i,j=1,2,...,d,1<7j, ¢ = =£1. Estas contribui¢oes sdo geometricamente do tipo L e estao

associadas a dois conjuntos de dois elos, com orienta¢oes opostas; um conjunto conectando os
pontos 0 — ee’ e o outro conectando ee’ — ee’ + €€/, ou um conjunto conectando os pontos
0 — €€’ e o outro conectando €'/ — ee’ + €¢/. Esquematicamente temos, com z; = 0,

Ty = €€, vy = €'ed e x3 = ee’ + €'el:
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T3
Ty T3

T T2 X

Conforme veremos na Secao 2.3, as configuragoes do tipo L contribuem para a abertura
de massa na O(x?) para d = 2, 3.

Antes de mencionarmos nossos resultados a respeito do espectro de massas e curvas de
dispersao, daremos uma idéia do comportamento assintético da massa para x — 0. Usando
somente a contribuigao diagonal no indice de spin de I'y;(z), x = 0 e xz = (1, 6), a equacao

para a massa m €
detf(pozim,ﬁ:(j)&(1—&2(2’”)4:0, meR,

desta forma temos uma massa m com magnitude —2 In x, singular em x = 0, e degenerescéncia
de quarta ordem.

Para determinar o espectro de energia-momento, usamos simetrias do Teorema 1 para
7= 0. Conforme veremos f‘(po =im,p= 6) é diagonal. A determinacao da parte nao-singular
da massa pode ser formulada como um problema envolvendo o Teorema da fung¢ao implicita.
Para p # 5, nao conseguimos mostrar que f(po = im,p) é diagonal, mas a forma assintética
(para k pequeno) das curvas de dispersao podem ser obtidas usando o Teorema de Rouché 2
para os zeros de det T'(p° = iw(p), p). Também, nossos resultados em H,, sio estendidos para
todo subespago H, usando o método de subtragoes Euclideanas de [31]. Mais detalhes serao
dados adiante.

Os resultados para o espectro de energia-momento para uma particula mesonica sao

dados no Teorema abaixo.

Teorema 5 Considerando as hipdoteses do Teorema 3, os sequintes resultados espectrais valem

no subespago par H. do espaco de Hilbert fisico H.

2Teorema de Rouché: Sejam f e g holomorfas dentro de um contorno + e suponha que |f(z)| > |g(z)|
em v U 0v. Entao, f e f + g tém o mesmo namero de zeros dentro de ~.
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1. Para qualquer ordem em k e para d = 2,3, o espectro de massa em H, e no intervalo de
energia (0, —(4 —€)Ink), € > 0, consiste em trés massas distintas dadas por diag[(a +
)L b (a—e)7Y, a = Gu(p°,0), b= Gas(p°,0) e c = Gu(p°,0). Até, e incluindo,

4

a ordem k*, a —c=>b, para d =3, ec =0, para d = 2, e existem somente duas massas

distintas m, e my dadas por
mj =—2lnk+rj(k), j=a,b, (2.19)

onde rj(k) = >0, bjnk™ € real e analitica em r na vizinhanga do ponto 0, para cada

d=2,3. Nos obtemos, com as constantes dadas no Teorema 3,

ro(k) = —2deak® + [4(chi + c,li;%)

—(1 = 2dcy — 24¢% + 20dc3) — 2d*c3]k* + O(K°) |

13;23 __ .y . . .
onde ¢, = cpi + cii deve ser omitida no caso d = 2. De novo, até e incluindo a

ordem k*, para d = 3, a massa my estd associada com k = 1 e tem multiplicidade um;
mg estd associada com k = 2,3,4, e tem multiplicidade trés. A abertura (“splitting ”) de
massa é dada por m, — my = 2% + O(k%). Para d = 2, (my) m, estd associada com
k=1,4 (k=2,3), e ambas tém multiplicidade dois. A abertura de massa € dada por

mg —my = k* + O(kP).

2. O espectro de energia-momento em H. e no intervalo de energia (0, —(4—¢)Ink), € > 0,
consiste de quatro curvas de dispersio (nao necessariamente distintas), cada uma das

quais tem a forma

d
w(p) = —2In k — 2dcyk? + cyK? Z 2(1 — cosp’) + O(x4). (2.20)

J=1

As curvas w(p) sao fungoes crescentes em cada uma de suas componentes p’ de p, e sao

convezas para | p'| pequeno.

Observacao 5 Em contraste com a eq. (2.20), para férmions livres e | P'| pequeno, o coefici-

ente do termo | p|* em w(p) é proporcional a k.

Observagao 6 A ac¢do da conjugacio de carga definida no Teorema 1 deiza o espagco H,,
estdvel, entao temos a mesma representacao espectral para particulas e anti-particulas, dada
pela eq. (2.9). Com relagao as fungoes de correlagio de mésons, a fun¢io de dois mésons
para a anti-particula (que chamamos de G') estd relacionada com G por G' = TGT™', com
T = diag[l,—1,—1,-1], para d = 3. Para d = 2, T deve ser substituido por U, onde

U = diag|—1,—1,-1,1]. Como a massa e as curvas de dispersao sao determinadas pela
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equagao implicita det f(po, p) = 0, o espectro de massa e as curvas de dispersao das particulas

e anti-particulas sao idénticas.

Resultados espectrais para barions foram provados em [12, 11] e aqui nos limitamos
a enunciar o Teorema a respeito da existéncia de particulas barionicas em (2+1) e (3+1)
dimensoes, um sabor e usando matrizes de Dirac 4 x 4.

Os campos barionicos sao definidos em H, C H e estao associados a varidveis de
Grassmann invariantes por transformacoés de calibre dadas por ¢,(u) e ¢,(v), onde s refere-se

ao indice de spin, com €. denotando o simbolo de Levi-Civita:

p

) , s=3/2

W) s=1/2 (2.21)
Poe(u) , s=-1/2

)

, s=-3/2;

) ), s=23/2
1 _ _ _

- _Gabcwl,a(v wl,b v wQ,c(U) , S= 1/2

bs(v)={ 7V . (2.22)
(V) (V)2 c(v) , s=1/2

%eachZQ,a(v)@ZZb(U 1,5275(10 , S§= —]_/2 .

Agora apresentamos os resultados a respeito da existéncia de particulas barionicas ob-
tidos [12].

\

Teorema 6 Com as mesmas hipdteses do Teorema 3, considerando o espectro de energia-

momento para um bdrion temos:

1. O espectro de massa em H, e no intervalo de energia (0, —(5 —€)lnk), € > 0, contém
duas massas (nao necessariamente distintas) Msjo = M_3/5 € My = M_y/, cada uma

com multiplicidade dois (particulas barionicas e suas anti-particulas) e

Ms; = -3Ink +15(k),

onde rs(k) = rs(k,d) € real e analitica em K, para cada d. Nos obtemos, com c3 = —3/4,
cs = —9/2, c30 = =6, co12 = —(9/4)[ 015372 + Ijs]1/2) € Cs13 = Cs23 = —(9/8)[0)513/2 —
Opsi1/2]

ro(k) = —lIn|cgo| + 2desk® + [4dck + 2dcg + 3,

1
—5(20[03)2 +4(cs 12 + €513 + Cs 23)]/‘56 + O(";) )
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onde cs13 € Cs o3 devem ser omitidos para d = 2. Para d = 3, ¢519 + c513 + €523 = 0,
entdo nao existe abertura de massa até e incluindo O(k%). Para d = 2, a abertura de
massa € dada por Mz, — My s = 4(c3/2 12 — €172 12)K° + O(Kk") = 18k% + O(K7).

2. O espectro de energia-momento em H, e no intervalo de energia (0, —(5—¢€)Ink), € > 0,
consiste de quatro curvas de dispersao, duas a duas idénticas e nao necessariamente

distintas entre si, cada uma das quais tem a forma

d
w(p) = —3Ink — In |ezg| + 2dcesk® — 3k’ Z 2(1 — cosp’) + O(x°). (2.23)

j=1

As curvas w(p) sao fungoes crescentes em cada uma de suas componentes p’ de p, e sao

convezas para | p'| pequeno.

2.2 Cotas para o decaimento e comportamento a pequenas
distancias da funcao de dois mésons G e sua inversa

por convolucao I

Nesta secao, apresentamos uma prova da Proposicao 1 e dos Teoremas 3 e 4 que des-
crevem o comportamento de G e I' em funcao do pardametro de “hopping” x. Nés comegamos
esta se¢ao dando uma prova da Proposicao 1.

Prova da Proposigao 1: Pela férmula de F-K da eq. (1.6) temos a seguinte relagao

(M(1/2,6),Tg°—1TfL(1/2,6)>H - <[Tgﬁ°—1TfL(1/2,6)} @M(1/2,6)>

0

Fazendo 2° = v° — u® > 0 temos, pela formula de F-K

(M(1/2,0), 70"~V TFL(1/2,0))p = <[Tg°*u0*1TfL(1/2,6)} (@M)(—1/2,6)>

= (1.0 7 e (1/2.0)).

onde para obtermos a segunda igualdade acima usamos a invariancia das fungoes de correlagao

por translacao temporal. Agora definimos

0

L, %) =T,

u0+% =,

L/2,0) e (OM)() = Ty (00) (<1/2,0)
Desta forma L(v°, Z) tem suporte em v° e (©M)(u’) em u°. A féormula de F-K fornece

<M, Tg°—1TfL) =+ ((OM) (u°) L, 7)), u® <o” (2.24)

H
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com o sinal — se ambos os campos compostos M e L possuem um ntmero impar de campos
fundamentais (¢ ou 1), i.e. se pertencem a H,, ¢ o sinal + caso contrario.

Por outro lado temos para ug > vg

<M (1/2,6) N 7 ) (1/2,6)) - (Tg —"=11(1/2,0), (1/2,;;?))
H H
- (L<1/2 7), T ="~ M(1/2,6))

H *
<{ T == (1/2,6)] (L) (—1/2,f)>
(M (u*) (OL) (v°, 7)),

(2.25)
onde para obtermos a primeira igualdade usamos o fato que Tj é auto-adjunto, a segunda
igualdade segue das propriedades do produto interno. A terceira igualdade segue usando
a formula de F-K e para obtermos a quarta igualdade usamos invariancia das funcgoes de
correlagao por translagoes no tempo.

As egs. (4.27) e (4.28) motivam a defini¢ao da fungao de correlacio, com z° = v° — u?,

xr = (x()?f)
Gur(x) = { + ((OM) (u°) L(v°, %)), u® <P
) <M(UO)(@L)( )* W0 > o0

0

A definicao para u® = v° é obtida estendendo a definicao de u® < v°. Para a represen-

tacao espectral temos, 2° # 0

|20]-1 zAz
o) = [ [ AR E0/2), 600 DL/

u

Agora usamos o método de desacoplamento de hiperplanos para obter cotas para G e
I', de acordo com o Teorema 3.

Ao longo deste trabalho encontramos integrais sobre campos de calibre dos elementos
de matriz g;; (7, = 1,2,3), (onde g;; € SU(3) e suprimimos da notacao pontos da rede) e suas
inversas gi;l. Creutz desenvolveu um método para o célculo de integrais de calibre baseado
num funcional gerador. No Apéndice A, mostramos explicitamente o procedimento usado por
Creutz para avaliar integrais de calibre. Repetimos o calculo explicito das integrais de dois,
trés e quatro campos de calibre usadas ao longo deste trabalho.

No6s também usaremos as seguintes propriedades envolvendo as matrizes T' (p,0 =
0,1,2,3, and ¢, € = £1)

re"r—" = o, (2.26)
| R ) (2.27)
IR ) R e A (2.28)
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Notamos que usando matrizes de spin 2 x 2 férmulas similares sao validas com as devidas
adaptacoes, i.e. Iy — Is.
Vamos agora nos concentrar na obtencgao de propriedades de decaimento para as funcoes

de correlacao truncadas definidas de uma forma geral por
. u0—1/2 it N1, 100 —1/2 7 =
(F(u); H))r = [Ty —"TF(1/2,0); [T, T H(1/2,0)])r (2.29)

onde F,H € H,, T, é a translacao por e e T% = Tlu1 . .Tg;d ¢ a translagao no espago por
= (ul,...,ud) € Z%

No método de desacoplamento de hiperplanos para u’ < v°, p € Z, v +1/2 < p <
v? — 1/2, substituimos o parametro de “hopping” x > 0 multiplicando a parte nao-local que
acopla férmions e campos de calibre na agao (1.2) (nao o k em M) por k, € C e denotando
9" [0k, por 0" e por gy seu valor em r, = 0, as seguintes propriedades seguem. N6s notamos
que, para mostrarmos o Lema 1, devemos levar em consideracao o complexo conjugado que
aparece na definicao da fungao de dois da eq. (2.6) para o ordenamento temporal u® > v°.

Desta forma, se u° > v% v+ 1/2 < p < u® —1/2, ap6s tomarmos * nas fungoes de correlagao

substituimos « por k, de tal forma que estas fungoes dependam somente de k, e nao ;.
Lema 1 Considerando as derivadas de G, temos:
1. Seu® #£ 0%, Oy(F(u); Hv))r =0, r=0,1,3.
2. Seu’ <, er =2,
RFw; Hwhr=2 D> (Fu)(w))(u(w + ) H(v)) [5,=o-
w|wl=—1/2+p
3. Seu’ >0, er =2,
O (F(u); Hw)p =2 Y (Flu)ue(w + ) (M(w) H (0))" |w,=o.
wlwd=—1/2+p
Prova do Lema 1: A prova deste Lema esta dada no Apéndice B (ver eq. (B.14)). n

Para calcular as derivadas de I' nas variaveis x,, usamos a férmula de Leibniz para a

derivada do produto I'G e observando que I'G = 1, obtemos
r—1 r
oT ==Y ( > Lo *GoT. (2.30)
s=0 o
As primeiras trés derivadas de I' em x, = 0 sao dadas no proximo Lema.

Lema 2 Para as derivadas de I', temos:

24



1. Seu® #£0°, 9T (u,v) =0, r=0,1.

2. Seu® <, BT (u,v) = =237 10— 1/94, O(w, w)d(w + €, v).
8. Seu® >0, BT (u,v) = =237 1,0 191, O(u,w +€”)d(w,v).
4. Se |u® —° > 1, 93T (u,v) = 0.

Prova do Lema 2: Neste Lema apresentamos a prova dos dois primeiros items para o
ordenamento temporal u® < v°. O terceiro item e o ordenamento temporal u’ < v° é obtido
de forma similar.
Para a primeira afirmacéo temos, considerando, I'(u, v)|.,—o = 0 que o espago l5(ZI™)
(d = 1,2) quebra em uma soma direta ¢*(A<) ® (*(As) onde A< = {u € Z¢|u® < p—1/2}
e Ac = {u € Z3u® > p+ 1/2} de tal forma que Ga. ®Ga, edestaformal'y. ©T4. .
Considerando 9" temos, pela eq. (2.30),

@oF == —FaGFLﬁpzo,

ou em termos de nucleos

FOGT (u,v)|x,—0 = Z ['(u, w)0G (w, 2)I'(z,v)

w,z —
’ Kp=0

= > [(u, w)0G(w, 2)T(z,0)|  =0. (2.31)

w,z|w0+1/2<p<20-1/2 _
Kp=0

Para obtermos a segunda igualdade na eq. (2.31) usamos, a primeira parte do Lema 2.1,
ie. T'(u,v)]s,—0 = 0 se u® # v°, em particular, I'(u,w) = 0 se w’ +1/2 > peI'(z,0) =0
se 20 > p — 1/2. Para obtermos a terceira igualdade lembramos do Lema 1.1 que como
w'+1/2<p<2°—1/2temos, w® < p—1/2e2° > p+1/2, e daf segue que w’ # 2° que por
sua vez fornece 9yG(w, z) = 0 pelo Lema 1.1.

Para a segunda afirmagao temos pela eq. (2.30),
T = —TI*GT |, = — 2G|, —o. (2.32)

Nos agora consideramos separadamente cada termo no lado direito da eq. (2.32). Para o
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primeiro termo temos

PPCT(w,v)|n=0 = Y T(u,w)d’G(w,2)T(z,v)

w,z —
’ Kp=0

— Z [(u, w)0*G(w, 2)T(2,v)

w,z|wl+1/2<p<20-1/2 .
Kkp=0

=2 Z (u, w) Z G(w,m)G(r + €% 2)T(2,v)

w,2|wl41/2<p<20—1/2 r|r0+1/2=p 0
=

=2 Z [(u, w) Z G(w,r)G(r + €% 2)T(z,v)

r|r04+1/2=p

=2 Z S(u, w)§(w + €°,v).

wlwd=—-1/2+p

Kkp=0

Para obtermos a segunda igualdade na equagao acima usamos a primeira parte do Lema 2.1,
ie. I'(u,v)]x,—0 = 0 se u® # 0%, em particular, I'(u,w) = 0 se w® 4+ 1/2 > p e I'(z,v) = 0 se
2% > p—1/2. A terceira igualdade segue do Lema 1.2. A quarta segue usando novamente
que T(u,w) = 0se w’+1/2 > pel(z,v) =0se 2z’ >p—1/2. A quinta igualdade segue da
identidade GI" = 1.

Para o segundo termo temos

FoGor (u,v)|s,—0 = Z I'(u, w)0G (w, z)0T'(z,v)

w,z —
) np—O

= Z [(u, w)0G(w, 2)0T' (2, v) =0.

w,z|w0+1/2<p<20-1/2 o
o=

seguindo os passos utilizados para mostrarmos a eq. (2.31).

Agora estamos prontos para demonstrar o Teorema 3.
Prova do Teorema 3.1: Como estamos interessados em aberturas de massa na primeira
ordem nao-nula, caculamos as contribuicoes para G até O(k*). Consideramos a expansao do
numerador e denominador de G;(u, v) em poténcias do parametro de “hopping” k, i.e., quando
u® <0,
1 N

Gulu,0) = [ i h(w)eSdudidul) = 7

Considerando o denominador, D = Z, para um ponto onde os elos chegam e saem em diregoes
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opostas a integragdo dos férmions fornece produtos de I'’s, que, pela propriedade (2.26) sao

zero. A primeira contribuicdo nao-nula ocorre em k°

, correspondendo a dois conjuntos de
quatro elos em diregdes opostas formando um quadrado elementar (“loop”).

Para o numerador, N , apresentamos explicitamente dois calculos tipicos: um para a
contribuigao de ordem ?* para Gyi(z), associada a x = ee” (|z| = 1), e outra para o caso da
contribuigao angular para G11(z), quando z = ee” + €’e”. O caso € = € e p = ¢ é simples ja
que a propriedade (2.27) pode ser usada.

A contribuigdo de ordem k? para o caso |[r = u — v| = 1, envolve dois elos, com

orientacoes opostas conectando u e v. Esquematicamente:

Usando a integral de calibre de dois campos na eq. (A.10) do Apéndice A, obtemos
para G11(u,v) com ( )(® denotando a média com o parametro de “hopping” x = 0 na acdo

(1.2), com a convengao da soma sobre indices repetidos,

K,2

36 <M177/;a1’a1 ¢ﬂ2,a1 (u)>(0)rze1pﬂl F(ZZZ <¢31 ;02 77[)0427(12 I (v)>(0) .

Usando as defini¢oes (2.4), (2.5) e aplicando novamente o Teorema de Wick para os fatores

(Y obtemos

/{2

3 (PTE + PTG + Tof TSy + T 1) (2.33)

Para e = +1 e p = 1 temos as matrizes [ e ¢, dadas pela eq. (1.3),

-1 0 0 7
0 -1 =
Fel -1 + 1 —
7 0O — -1 0
— 0 0 -1
-1 0 0 —
0O -1 —¢ O
F—el — _1 A0 —
7 —1
1 0 0 -1
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Pela estrutura das matrizes ' e F_el, e desconsiderando o fator x%/8, o segundo
e terceiro termos do lado direito da eq. (2.33) sdo zero e a soma do primeiro e quarto é
igual a 2. Desta forma, obtemos o resultado x*/4 para a eq. (2.33). Para os outros casos,
Gu(r=v—u=¢e?), Gy(r =v—u=¢e?®), partindo de G1;(x = v —u = e'), usamos rotagoes

3 ¢ €%, respectivamente. As contribuigoes —e’ (j = 1,2,3) sdo

de /2 e 3w/2 em relagao a e
obtidas a partir de e’/ pela simetria de paridade aplicada a G11(x = v — u = ¢’). Finalmente,
obtemos Gyi(z = ee') = Gy (z = e') = Kk?/4.

Para e = +1 e p = 0 temos as matrizes I¢" e I, pela eq. (1.3),

0 0 0
0 0 0
Feo -1 + ,YO —
00 -2 0
00 0 -2
-2 0 00
-2 00
¢ =—-1-~%=
7 0 0
00
e obtemos x? para a eq. (2.33). Para o caso G11(x = v —u = —e°), usando reversdao no tempo
do Teorema 1 em Gyy(x = v—u = €°), obtemos Gi1(z =v—u = —€%) = G1(x = v—u = €°).

O resultado segue fazendo o célculo para os demais elementos de matriz Gy (u,v), k e [ # 1.

/o0 —

A contribui¢io de ordem x* do dngulo 0 — ee? — ee” + e x para Gii(u,v) =
Gi1(z = v — u) é denotada por A" k* e tem go cer (90.cer) Originando em 0 (ee?) na diregao
€’ € Geer & (g;,l;@) chegando em z (ee”) na dire¢ao e’. Esquematicamente, esta contribuic¢ao

corresponde a:

Depois de efetuarmos a integracao nas variaveis de calibre para gocerGeer,0 € Geer @Gz cer
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usando (A.10) e a integracao dos férmions em ee” usando o Teorema de Wick, temos, com a
convencao da soma sobre indices repetidos,
eef,x 1 eeP —eef e
AT = () () ()0 (Tl DT, T
eeP —eeP e ¢ 7.
_SraeLBl]‘_‘ﬂlﬁg a;,BQ, 0140233 > <77Dﬁ3aa4( )¢a47a4 (/U)Hl(v)>0 :

O segundo produto de I'’s acima é zero devido a propriedade (2.26). Usando as definigoes dos
campos mesonicos dadas nas egs. (2.4), (2.5), e aplicando novamente o Teorema de Wick para

os fatores ( )(?), obtemos

1

eePx —c'e?,—eeP p eeP e’ —c'e?,—eeP p eeP e’
AR = 5 Ao Ags 12 Ays
32
—€e'e?,—eeP A eeP €'e” —€'e?,—eeP p eeP 'e”
+ 21 A 22 A
~ —e'e® —ceP O P p 0 P B
onde usamos a notacdo A ¢ = [ T < w S =T5 55/ , COIM a CONVencao
e’z

da soma sobre indices repetidos. Similarmente, podemos calcular a contribui¢ao de A7,

Esquematicamente esta contribuicao corresponde a:

€e T

Finalmente, obtemos a expressao para c;1(x),
eef .z e’ x
cn(z) = Af 1

com z = ee’+€'e?, e similarmente para os outros ¢y (z)’s. Quandop =ieoc =7 (i,j = 1,2,3)
pelas propriedades de simetria do Teorema 1 (especificamente, rotagoes por 7/2 em relagdo a
e e paridade), podemos mostrar que cy(z = ee’ + €'¢’) ¢ independente de €, €. Com isso,

podemos escrever c(z) = cp(e’ + ) = ¢} e usando a estrutura explicita das matrizes T’
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obtemos a eq. (2.15).
Prova do Teorema 3.2: Usando a representacao integral de Cauchy para cada k), e levando
em conta o namero de derivadas que se anulam conforme o Lema 1 escrevemos, para ' fixo

suficientemente pequeno,

p

G(u,v) = H ij;n/dw;W G(u,’u;{w;})

u9+1/2<p<v0—-1/2 | np=2 p

e considerando {w,} = k < k’/2 obtemos

|G(u,v)] = ¢ 11 D Iw/w | < mf

ud+1/2<p<0—-1/2 \np=2

O resultado segue usando procedimento analogo para os parametros do desacoplamento de
hiperplanos na diregao espacial.

Entao obtemos, pelo decaimento de G no tempo e no espaco, temos

GE%0l < Y |G, @)le ™
(20,7) €Z+1

< o) |G, G)le

20 €Z
0 01,0 0 / 0
< " E ‘/i/’il‘2|x |eImp |29 — C// 2 :e|x [2In(k/k")+Im pY]
z0eZ z0eZ

o que implica na analiticidade de G(p°,0) se [Imp°| < —2In(x/x’). Quando r < (k)% <<
k'/2 temos analiticidade na regiao [Im p°| < —(2 — ¢) In k.
Prova do Teorema 3.3: Para provarmos este item, usamos varias simetrias do Teorema
1. Nos aqui, apresentamos somente a prova da relagio G(e! + €?) = SG(e! + €*)ST onde
S esté definido no enunciado do Teorema 3. Os outros resultados sao obtidos de forma
similar bastando para isto usarmos as simetrias: rotagoes de /2 e 7 para os itens (a) e (b),
respectivamente, e paridade para o item (c). Usando rotagoes de w/2 em relagao ao eixo e; de
acordo com o Teorema 1, onde, para o o = Vaale'+€?), 1V, , = Vaa(ri(e'+€?)) = Yau(e'+€?),
Obtemos s = (1) (U i) /2, Vs = (140) (=i, /2, Y > (1=0)(0+i04,.)/2,
Vaa = (L +10)(3, — iV ,)/2 e para ) nas expresses anteriores fazemos a mudanga 1" +— ¢’
e i — —i. Usando o fato que, a simetria de rotacao de 7/2 em relacao ao eixo e, é linear e
preserva a ordem, obtemos, para os campos compostos p e II, iy — Sy, e Il — I e =
I15.(ST);, de onde segue o resultado desejado. n
Vamos agora provar o Teorema 4 que versa sobre o comportamento de I' a curtas e

longas distancias.
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Prova do Teorema 4.1: Nesta prova para deixar a notagao mais compacta possivel reno-

O u¥ —1/2 e v®— v® —1/2, neste caso, por exemplo,

meamos as coordenadas temporais u
Gr(0,0) quer dizer Gi((1/2,0), (1/2,0)). As correcdes ao valor assintotico da massa meso-
nica, —21In k, que precisamos para a determinacao da abertura da massa, requerem valores
precisos de I'y(z), para |z|; pequeno. Os resultados vao além daqueles obtidos pelo método
de desacoplamento de hiperplanos, sendo obtidos através cancelamentos explicitos na série de
Neumann para I'. Os resultados abaixo sao obtidos expandindo em poténcias de k.

Nos consideramos o célculo de I' para alguns valores de z. I'y; ¢ obtida pela série de
Neumann e o primeiro item do Teorema 3. Relembrando que (veja eq. (2.12)) Ggp(u,v) =
G (u, u)010(u, v). Pelo Teorema 3.1, obtemos Gyi(0) = 14+0O(k%) e entdo Gy, (0) = 1—O(k8).
Com G, dado na eq. (2.13), e usando I' = Y>"° (—=1)'[G;'G,]'G,", obtemos

x=0:

[w(0,0) = GH0,0) — GH(0,0)Gr i (0,0)G5 (0, 0)
+ Z G (0,0)Gkm (0, w) Gt (0,0) Gyt (w0, 0)G5 (0, 0) + O(G2).(2.34)

onde na eq. (2.34) Y significa soma em w e m com as restriges w # 0 ou w = 0|k # m
e m # [. FEstas restrigoes s@ao impostas de tal forma que possamos excluir os casos onde
G km(0,w) é identicamente nulo, i.e. w =0 e k = m. Nos agora consideramos o lado direito
da eq. (2.34). Para o primeiro termo temos que G,;kl(O, 0) = 1 e para o segundo termo segue
que G, 11(0,0) = O(k®). Para o terceiro termo temos contribuigoes da O(k*) com w = ee”
(p = 0,1,2,3). Lembrando, do Teorema 3, que na soma > o fator x* aparece duas vezes,
correspondendo aos termos w = ee’ (e = +1), e cor? aparece 2d vezes correspondendo aos
termos w = ec¢’ (1 = 1,2 parad =2,i=1,2,3 parad = 3 e ¢ = £1) e o resultado desejado
segue.

T = eel:

Ly (0, ee?) = Gy (0, €e”) — G (0,0) G (0, €e”) Gy, (e ee?)
+ 3" G 0,0) G o (0, w) Gl (0,0) Gt (w, €) Gl M ee?, ee?) + O(GE). (2.35)

onde na eq. (2.35) >.” significa soma em w e m com as restricies w # 0 e w # e’ ou
w = e’lk # m ou w = 0|m # [. Nos agora consideramos o lado direito da eq. (2.35). Para
o primeiro termo termos que G;}d(O, ee?) = 0. Para o segundo observamos pelo Teorema 3.1
que G, 11(0, €e”) =20, 0+ cak?d,; (i = 1,2 parad = 2,7 = 1,2,3 para d = 3). O terceiro termo
¢ O(k%) se w # 0, O(k'") se w = e’|k #m e O(k'°) se w = 0lm # L.

Agora, mostramos como os cancelamentos ocorrem no calculo da série de Neumann para
I', aprimorando as estimativas vindas do método de hiperplanos. Explicitamente consideramos

o caso x = ee’ 4 €'¢’/; os outros casos onde temos uma, duas ou trés unidades no tempo sao
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tratados similarmente.

Dya(u,0) = =Gl (0)Gpa(u, )G (0) + Y Gl (0) Gl g (u, w)

w

x Gob(0)Ghmi(w, )Gy (0) + O(G2). (2.36)

Para k = [, temos duas contribuigoes angulares de ordem k* para G,, 1;(u, v) no primeiro
termo da eq. (2.36), e estes sao cancelados pelo produto de contribui¢oes de ordem k? para
w—v=ee’ e w—v = ee/ no segundo termo da eq. (2.36). Diagramaticamente podemos ver o
cancelamento. Nas figuras abaixo a dire¢ao vertical é tomada como sendo a dire¢ao temporal
e a horizontal como sendo espacial e (e — @) corresponde ao termo G,,:

Para o termo G,,:

o
o T =ce’+ el r=ee’ +€el
K A
4 4
o
° 0
0
Para o termo G2:
0 0
$ce ¢ o '
0 K2 €el
4
2
K 2
2
K
T 0 o
® @
0 €'el
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Prova do Teorema 4.2: A prova é similar a prova do segundo item do Teorema 3. |

2.3 Resultados Espectrais para um méson

Para determinar as massas dos mésons e as curvas de dispersao, determinamos as so-
lugoes de det f‘(po,ﬁ) = 0, para p’ no eixo imaginario. Para o espectro de massa mesonico,
mostramos, usando simetrias, que f‘kl(po,ﬁ = 6) ¢ diagonal. Além disso, mostramos que
mj +2Ink (j = a,b) é real analitico em . Para p # 0, como ndo achamos simetrias que
simplificam a estrutura matricial de Ty, (p°,p = 6), determinamos as curvas de dispersao w(p),
onde det I'(p° = iw(p), p) = 0, aplicando o Teorema de Rouché.

Apresentamos algumas propriedades de simetria no proximo Lema.
Lema 3 As sequintes propriedades de simetria valem para as matrizes G e I'.
1. Gu(z) = [Gu(2)]" e Tu(z) = Dul)]";
2. For x € R, seja p® = ix. Nos temos Gu.(ix, p) = [Gulix, P)]* e Ti(ix,p) = [Cu(ix, P)]*;
3. Quando p =0, G,(p°, p = 0) = diaga+c, b, b, a—c], a, b, ¢ € C.

Prova do Lema 3: Para provar este Lema usamos varias simetrias do Teorema 1. Nos
consideramos primeiramente o caso 2 # 0. Pela definicio da funciao de dois pontos da
eq. (2.6) obtemos, por exemplo, para 2° = v* —u® < 0, Gp(2°, %) = (w(u)(v)) =
(I (Ou) g (OV))* = G5 (Ox) = G (—2°, %) usando reversao no tempo do Teorema 1. A
seguir, usamos a representagao espectral da eq. (2.10) que fornece Gy, (—2°, Z) = Gp(2%, 7).
Daf segue que Gy, (2°, %) = G, (—2°, %) = G5,(2°, Z). Para 2° =0, o resultado segue usando
a definigao (2.6) que fornece Gy,(0,Z) = (IL;(Ou)ux(Ov))* = (up(—u®, 7)1 (—u, @))* usando
reversao no tempo. A seguir usamos translagao no tempo, espago e parldade, para obtermos,
G (0, 7) = (g (u®, OV (u®, @ — 7))* = (g (u®, 0)II; (u®, T — @))* = G%,(0, &). Assim, o primeiro

item é valido para todo x. Lembrando que

~ . 20 —ip.% —
Gulix,p) =Y e e PTGy (a°, 1),

20,7

obtemos, pelo primeiro item deste Lema,

Guli.p) = 3 e’ e PGy (", 7)

20, %

= Zexx0€iﬁ£le(on7f) lk:(ZX7 —D);

—

20,7
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e, usando a simetria de paridade do Teorema 1, Gy (2°,7) = G (2° —%) que implica em
ékl(po,ﬁ) = Gu(p°,—p), a prova do segundo item segue. Para provarmos o terceiro item,

reescrevemos a funcao de dois pontos mesodnica da seguinte forma

Gr(u,v) = Apn G (u,v) A} (2.37)

nl

onde G’ é a matriz definida por
G (4, 0) = (M () My (0)) X0 00 + (M (1) M ()" Xu0500

onde fizemos a identificacao (1/\/3)1/7)&(1@0“7@ — M, e (1/\/5)@/)&,)@@%1) — M, de tal forma que
(lu)=(3,1) = m=1, (L,u)=(4,1) > m =2, (L,u)=(3,2) > m =3¢ ({,u) =(4,2) —

m =4. A é a matrix 4 x 4 dada por

1/v2 0 0 1/V2

e 010 0 |_ 41
001 0
1/vV2 0 0 —1/2

Considerando rotacoes de 7/2 em relagao a € e d = 3 temos, x = (2%, 2!, 2% 2%) — 2/ =

(20, —22, 2", 2%) |z = (2,21, 2%) — 2/ = (2% —2% 2'), para d = 2] e Yyq(z) — U1a(2),
T

¢2,a($) = —2'77/)2@(%/), 7vZ)ZS,a(x) = 77/;37(1(%/), 77/)441(13) = _i¢4,a(x/) e 77/_)2@(13) = “EQ,a( /)7 &4@(*%) =
ity q(2'). Para rotagdes de 7 em relagdo a €® e d = 3 temos, v = (2%, 21,22 2%) — 2/ =
0 0 21 2?) = 2/ = (20, —2', —2?), para d = 2| e V1.4(z) — U14(2'),
1;27a(x) — —&27a(x’), @Eg’a(x) — ¢37a(x/), 7724’a(x) — —@/;47a(m'). Usando estas simetrias e

tomando a transformada de Fourier de G'(z = v —u) em (p°, p' = 6), obtemos a estrutura para

(20—, —2% 23) |z = (z

(', onde X indica os elementos nao nulos,

x 0 0 x

o 0 x 0 0

0 0 x O

x 0 0 x
A seguir, usando a simetria de reflexdo em relacao a coordenada e!, ou seja, & = (21, ..., 2%) —
T = (=t 1), e na(@) = —aa(@), Yoa(@) = —Ura(@), Yy a(2) = Pua(), Paal) —
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13 .(2"), obtemos relagoes entre os elementos nao-nulos de G', i.e.

a 0 0 c
~ 0 b 00
G = (2.38)
000D O
c 00 a
onde
a= Z e_ip%OGll(x), b= Z e_ipOxOGgg(:v) ec= e_ipOxOGAA(:U).
z=(20,%) z=(20,7) z=(20,%)
Levando a eq. (2.38) na eq. (2.37) obtemos o resultado desejado. n

Agora provamos o Teorema 5.
Prova do Teorema 5: Pelo Teorema 4, e tomando a transformada de Fourier de I' e fixando

p'= 0, temos

Tu(,0) = [1 = 2dcor” + 2(1 — des — 1265 + 10dc3) kY] 6ap — 4(cpy +
i + )R+ O(K%) = 0y [% + O(K%)] (e +e )+ (2.39)

Agora, introduzimos uma fungao auxiliar Hy(w, k), analitica em w e &, para |k| e |w| sufici-
entemente pequenos, tais que Hy(w = 1 — k% " k) = Tp(p°, 7 = 0). Hp(w, k) é definida

por

Hy(w,k) = w-— 2deyk? + 2(1 —dey — 1203 + 10dc§)/{4 . 4(65c + Clli;23)/_€4
2

4
K , . , - K 1 —w
_1_w+ZFkk(o,x)—Zrkk(1,x) L_w+ = }-l—

S Twn.d) Kl ’fw)n + (1 ;2“})”} , (2.40)

n>1,7|(n,%)#(1,0)

onde I}, (0, %) (respectivamente, T}, (1, F)) contém as contribuigoes de O(k) (respectivamente,
O(k®)) ou de ordem superior e c;2>° é a soma das contribuicoes angulares 0 — ¢ — 13
(i=1,3)e0— e — e® (j =2,3), que é diagonal no indice de spin. Hj, satisfaz Hy(0,0) = 0
e %(0, 0) = 1. Entao, pelo Teorema da fun¢ao implicita, existe uma fungao analitica w(k) =
wi (k) tal que Hi(w(k), k) =0 e w(0) = 0. Deste modo, para k real e positivo, a massa é dada
por

my, = —Ink® +1In(l—w) .

Nos observamos que In(1 — w) admite a expansao em série de Taylor > 7 ¢,k com

¢, = dyIn(1 — w)/n!, onde usamos a notagao compacta dy = d"/dk"|.—o. Os primeiros trés
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coeficientes, ¢y, ¢; e ¢z, da expansao de In(1 — w) sdo dados explicitamente por

1
co = 5@ 1 — w(x)] = In[l —w(0)] = In1 =0,
1 1
€= T ) 0w (%) = dow(s),

2 =~ 5 { T b + Ty | = g (e + ()},

e assim por diante.
Para determinarmos os d"w analisamos as derivadas da fun¢ao implicita obtidas dife-

renciando a equacao Hy(w(k), k) = 0 em relagdo a k, ou seja
0=dH,(w(k),k) = (0wHa)dew + 0. H,

de onde obtemos
dw = —(0,H) "0 H = dyw = 0,
pela eq. (2.40).

De forma similar, obtemos para dyw =0, r = 3,5 e

BPw = —0*H(0,0) = 4cod
dgw = —9H(0,0) = —4l[1 —2de, — 24c} + 20dc; — 4(cjy, + ¢ )]

Entao, para d = 3,

mry = —2Ink— 2dcor’+

[4(ci2 + o) — (1 — 2dcy — 2463 + 20dc3) — 2d%c3] k' + O(K%),

.. 13;23
e similarmente, para d = 2, com ¢;;)" = 0.

Entao, até (e incluindo) a ordem O(x*), temos, para d = 3, my, = my e my = my,
my —mg = 2% e k =2,3,4; parad =2, my = my, and my, = my, my —m, = k%, k=23 ¢
1=1,4.

Vamos agora considerar as curvas de dispersao. Elas satisfazem a equagao detf(pO =
iw(p),p) = 0. Para determina-las, com c(p) = ¢ Z?Zl 2cos p’, escrevemos a transformada

de Fourier de I'y;(z) como

f‘kl(po,ﬁ) = [1 — Cz(ﬁ)/ﬁz — Klz(e—ipo + Gipo) 6k:l
+ 3 Tuln, &) e ¥ (e 4 ™), (2.41)
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onde Zn,f' significa que todos os termos de ordem k* ou superior em T'y(z) sdo incluidos.
Introduzindo a fungao matricial auxiliar Hy(w, k) = Hy(w, k, p) tal que Hy(w = 1—cy(p)K%—
k2" 1K) = Du(p, p), Hi(w, k) ¢ definida por

" .
Hkl(w, /i) = wékl + Z Fkl(n, f) e P %

() =ame) |

12 . . . ~ . , . s
onde Y " significa os termos de ordem O(x*) ou superior sao incluidos. H(w, k) é analitica

em ke wem (w,x) = (0,0).

Tomando

fw) = det Hw,k) = detwly + [det H(w, k) — det wly]
g(w) + h(w),

podemos aplicar o Teorema de Rouché a f(w) no circulo |w| = c|&|*, ¢ >> 1, |g(w)| = ¢*|x|'6
e |h(w)| < |k < k' = |g(w)|. Dele segue que f(w) tem quatro zeros dentro de
lw| = c|k|?, j& que g(w) = w?! tem um zero de quarta ordem. Note que a cota superior para
|h(w)| vem através de uma cota superior nos restantes vinte e trés termos na diferenga entre
os dois determinantes das matrizes 4 x 4 H(w, k) e wly. Agora, para p° = iw(p), e » real

positivo, cada um dos quatro zeros satisfazendo det T'(p® = iw(p), p) = 0 tem a forma
w(p) = —2Ink — 2dcak® + 2corK> Z;lzl (1 —cosp?) + O(k?).

Agora, estendemos os resultados espectrais para uma particula mesonica de H,, para
todo H., usando o método de subtragao euclideana estabelecido em [31]. Comegamos consi-

derando a seguinte funcao de correlacao generalizada

Flu,v) = Grr(u,v)— Z Gro(u, w)l(w,w)Gs (W', v), (2.42)

w,w’EZg+l

onde ®(u) = (I1;(u), ..., II4(u)) tem quatro componentes. Relembrando, I'(w,w’) é dada pela
inversa convolutiva da funcao de dois pontos G' e Gr jr corresponde & funcao definida na
Proposicao 1.

A razao da escolha da forma funcional do lado direito da eq. (2.42) reside nos seguintes

fatos:

e As possiveis singularidades em |[Imp°| < —(4 — €)Inx da transformada de Fourier de

F(x =v—u) = F(u,v) sdo canceladas.
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e As possiveis singularidades na transformada de Fourier de G, (2 = v — u) = G 1(u, v)

vem de w(p).

Conforme veremos no Lema 4 (a seguir), temos 0)F(u,v) = 0 (r = 0,...,4) e, assim,
|F(u,v)| < e (=9mnl®=e’l o qua implica na analiticidade de F(p), a transformada de Fourier
de F(0,2), em |Imp°| < —(4 — €) In k, seguindo os passos do Teorema 3. Para F'(p) obtemos
F(p) =Gr.(0)+G1a()T(0)Ga.(p). Gra(p) e Gor(p) tém representagdes espectrais similares
a de G(p) com singularidades dadas por w(p) em [Imp°| < —(4 — €)Ink (Teorema 5). T'(p)
¢é analitica nesta regiao pelo Teorema 4. Resulta, entao, que as singularidades de C;L7 L(p) sédo
dadas por w(p).

Desta forma, o Lema abaixo garante que nossos resultados espectrais sao validos nao

s6 em 'H,,, mas em todo espaco H,.

Lema 4 Para v’ <%, pe Z, v +1/2 < p <v°—1/2 (ou, se v’ > 0%, v° +1/2 < p <
u’ — 1/2), e denotando novamente por 0y a derivada em relagio a K, em k, = 0, temos

oy F(u,v) =0, parar=0,1,2,3.

Prova do Lema 4: Para u° < v° (0 caso u® > v° ¢ similar), dos Lemas 1 e 2, as expansoes

em poténcias de k, das fun¢oes que aparecem na definigao de F(u,v) tém a forma

Gro(u,v) = as(u, v)l{i + (’)(/{ﬁ) ,
Gro(u,w) = bo(u,w)Xwo<—1/24p + b2(u, w)/fgzg + O(’ﬁi) ;
D(w,w') = co(w,w")(Xuwdr<—1/21p Xur0<—1/24p + Xu0>—1/24p
X Xw0s—1/24p) + C2(w, w/)’%% + O(“ﬁ) 5
gcb,L(w/, U) = do(w,7 U)Xw’0>71/2+p + d2(w’, U)’if; + O<I€§>7

onde ay(u,v) = 923Gy 1.(u,v), e assim por diante. Substituindo estas expressoes na eq. (2.42),

é facil verificar que 95 F(u,v) =0 (r =0,1,3). Para r = 2, temos

R F(u,v) = 3G (u,v) — Z 95G1.a(u, w)L(w, w)Ge (W', v)

w,w’GZg"'1

— Y Gra(u,w)RT (w,w)Ge L(w',v)

w,w’EZBHl

- Z Gr.o(u, w)I'(w, w')35Gs 1 (W', v). (2.43)

w,w’GZg"’l

Usando os Lemas 1 e 2 com, v’ +1/2 < p < v° — 1/2, obtemos

AT (w,w)==2 3 6w, 2)6w',z+ )

z|20=—1/2+p
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OGrm(u0) =2 Y (L(w)a(2)){pa(z + €)M (v)) (2.44)
220=—1/24p

onde L, M € H.. Em seguida, procedendo como na prova do Lema 2 e usando a eq. (2.44)
para 93Gr 1, 0:Gs 1 ¢ 03Gr.e, obtemos para o lado direito da eq. (2.43) que o primeiro
termo se cancela com o segundo e o terceiro com o dltimo. O resultado desejado segue desta
propriedade. |
Isto encerra a prova do Teorema 5. |
Estabelecidos os resultados espectrais para uma particula mesonica e usando os resul-

tados para uma particula barionica enunciados no Teorema 6 e provados em [12|, passamos &
consideracao da existéncia de estados ligados de dois mésons e de um méson e um barion nos

proximos capitulos.
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Capitulo 3

Auséncia de estados ligados de
méson-meéson e méson-barion em (2 + 1)
dimensoes, um sabor e matrizes de Pauli
2 X 2

Neste capitulo, em 2 + 1 dimensoes, usando matrizes de spin 2 X 2, consideramos a
existéncia de estados ligados do tipo méson-méson e méson-barion abaixo do limiar de méson-
méson (~ —4Ink) e méson-barion (~ —5lnk), respectivamente. Para tal, necessitamos de
resultados para o espectro de um méson e um barion tal qual enunciados e demonstrados no
Capitulo 2, adaptados para o caso de matrizes de spin 2 x 2. Essencialmente, a menos das
andlises das aberturas de massa dadas em [12, 19], os resultados para as curvas de dispersao
e massas continuam os mesmos ao menos até ordem x2, para mésons, e ao menos até ordem
K3, para barions (para este caso, ver [11]).

Dividimos este capitulo em quatro se¢oes. Na primeira se¢ao, usamos a representacao
espectral para a funcao de dois pontos mesonica e barionica obtidas a partir da Proposicao
1 para a determinarmos a funcao de dois pontos para mésons e barions. Em seguida, in-
troduzimos a funcao de quatro pontos para o méson-méson e o méson-barion. Nas Secoes
3 e 4, respectivamente, introduzimos e resolvemos a equacao de B-S na aproximacao escada
para o méson-méson. Mostramos a correspondéncia entre a equacao de B-S, na aproximacao
escada, em coordenadas relativas, para o sistema com momento espacial zero, e a equacao de
Schrodinger na forma resolvente. Para o méson-méson, a aproximacao escada corresponde a
um potencial nao-local no espago e com alcance um. Finalizamos este capitulo com a Secao 4,
apresentando resultados similares para a existéncia de estados ligados do tipo méson-barion.
Neste caso, restringindo nossa anélise ao setor de paridade positiva obtemos um potencial

local e de alcance um no espacgo. Resolvendo a equacao de B-S mostramos também que nao
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existem estados ligados do tipo méson-bérion.
Neste capitulo para deixar a notacao a mais clara possivel, usaremos o superscrito m
(b) para nos referir a mésons (barions).

Os resultados deste capitulo foram publicados em dois artigos [14, 20].

3.1 A funcao parcialmente truncada de quatro pontos para

mésons e méson-barion

Para analisarmos a existéncia do estado ligado de um méson e um barion, nés apresen-
tamos resultados espectrais para particulas mesonicas e baridnicas.
Em (24 1) dimensoes, um sabor e usando matrizes de spin 2 X 2 0os campos mesdnicos

sao dados por, com u € Z+

M(u) = (1/V3)d—a(w)tbyalu) ; plu) = (1/V3)0 a(w)tby o(u). (3.1)

Na definigao (3.1) os indices de spin para o campo IT (i) é + (—) para o quark e — (+) para
o anti-quark.

Os campos bariénicos sao dados por, com u € Z&H!,

¢ (u) = éﬁabctb—,a(U)¢—,b(U)¢—,c(U) = Y1 (W) 2 (u)p- 5(u) (3.2)

5 (0) = gt} o)) = -y () ()i (). (33)
Pela simetria de conjugacao de carga do Teorema 2 temos Co_(¢_) = i¢, (—id,) e C(p) =
—II(—p) onde ¢, (¢4) & obtido a partir de ¢_ (¢_) substituindo o indice de spin — pelo indice
+ nos campos fermiénicos simples . Nos referimos a ¢ (u) como a anti-particula bariénica e
os mésons sao suas proprias anti-particulas, lembrando que Cu(Il) = —u(—II). De agora em
diante, suprimimos o indice de spin — de ¢_. Considerando a féormula de F-K da Proposicao

1 temos
. V|m0|_1 . 1 0 1 X - - . — .
@22 V25 = [ OO @, 00 DT, (34)
—1 Td
Y #£0,e @™ =1II (®* = ¢). Nos notamos, pela representacio espectral da eq. (3.4), que TI,

¢ geram particulas e y1, ¢ sdo campos auxiliares que entram na definicio das funcdes de dois

pontos.

41



Agora, nos definimos as fungoes de dois pontos para mésons

G™(u®, 7150, 72) = Xuo<oo (p(u®, 21); LW, T2)) 7 + Xuoso0 ({1
, To

,T1); (0%, Ba)) 7
Xu0§v°<:u( )H( )> +Xu0>v0<H( 0 f)

M(U T2))",

e para barions

Gb(uoafl;voaf2) = _Xu0§v0<¢(u 56'1) é(UOwﬁQ» + Xu0>v0<¢_5(u 33'1) ¢(UO752)>*7

0 — % € Z. A funcao de dois pontos para o anti-barion ¢ obtida a partir de G°

onde 2° = v
pela aplicagao da conjugagao de carga do Teorema 2.

Procedendo como na demonstragao do Teorema 5, podemos mostrar que o espectro de
energia-momento para as particulas mesonicas em (2 + 1) dimensées, um sabor e matrizes de

spin 2 x 2, tém curvas de dispersao isoladas dadas por

w™(p) = —2lnk+7r"(k,p)=—-2Ink+In[l — %Q(COSpl + cos p?)|+O(k*)

2 (3.5)
= —2Ink — K%+ "RH-AP)]+O (k)

com, ¢,, = 1/4, 7™ (k, p) real e analitica em x e em cada componente p/ (j = 1,2). [-A(p)] =
222 1.2(1 = cosp’) & a transformada de Fourier do Laplaciano em £5(Z?). w™(p) =~ m™ +
=152, ] < 1, onde m™ = m™(x) = w(0) é a massa do méson.

Para as particulas baridnicas, os seguintes resultados valem

w’(P) = —3lnk+1r(k,p) = —3Ink+1In[l — %(cospl + cos p?)|+O (k)

i (3.6)
= —3Ink — r*+ Pr}-A(P))+O(x*)

com, ® = 1/8, r(k,p) real e analitica em xk e em cada componente p/ (j = 1,2). w’(p) ~
mb + - |p 2, |l < 1, onde m® = m®(k) = w’(0) é a massa do bérion.

Nos agora passamos a consideracdo da medida espectral daf\;()\o) = d(D7,E(N, X) D7)y,
da eq. (3.4). Uma versao do Teorema enunciado abaixo, foi obtida em [32] para o modelo de
Ising no regime de baixas temperaturas. Adaptando ao nosso modelo, temos o Teorema que

versa sobre a decomposicao da medida espectral dai(/\o).

Teorema 7 dai(ko) = ZI(N)S(A — e~ D)0 + do ()\0) A6 (\°) tem suporte em (—(4 —

€)Ink,00) e d&g(/\o) em (—(5b—€)Ink,00). Z(p) é uma funcao positiva e suave dada por

- w O .
(Z)71(p) = — (2n)"e Ty 00 = 10D) |-

onde w™ (w®) € a curva de dispersio para mésons (bdarions) e T(p°, p) € a transformada de

Fourier de T™ (T°), a inversa convolutiva da fungdo de dois pontos G™ (G°).
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n
Usando o comportamento a curtas distancias de I'(z) (como fizemos no Teorema 4.2)

obtemos

~ ) ) 1 ) .
[ (p) ~ 1 — k*(e™™° + ™) + ZH2 Z (e7"Pk + k) + O(K").
k=1,2

Levando em 0™ /dy temos

orm ,
W (p() = ZX»ZT) |x=wj = _li2<€

m

—e ") ~ 1.
Desta forma obtemos o resultado
Z™M(p) = (27r)*2e*°"m(m + (’)(m4). (3.7)

e de forma similar

ZM(p) = (2m) 2" 4 O (k). (3.8)

Agora nos obtemos o lema que versa sobre a propriedade da medida d&%”()\o). Este
resultado abaixo é importante para controlarmos as aproximagoes feitas na analise do estado

ligado nas segoes 3.3, 3.4 e no Capitulo 4 (veja [33]).
Lema 5 [ d67(\°) = O(k).

Prova do Lema 5: Usando a representagio espectral para G™(2° = 1,7) da eq. (3.4) e

tomando a transformada de Fourier no espaco obtemos

G (2" = 1,0) + X g, 0 € TG0 = 1,7) = (27)* [ do(\)
1 N
= (2m)2Z™(p) + (2m)? [, d5T(N0).

Usando o comportamento a curta distancia de G™(z° = 1,0) = x® + O(k*) (Teorema 3.1
adaptado ao caso que estamos tratando aqui), |G(z°, Z)| < k2(#I+17) (observando que a cota
obtida no Teorema 3.2 vale neste caso) obtemos que o termo G™(z° = 1,0) é cancelado (até a
ordem k?) com (2m)2Z™(p) = k? + O(k*) (usando w™(p) ~ —2In k) onde Z™(p) é dado pela
eq. (3.7) e ainda |G(z° = 1,7)| < k2x271 < O(x*) para ||, # 0. ]
De forma similar obtemos fjl d6%(X%) = O(k*).
No subespago gerado por duas particulas a combinacgao de dois mésons que iremos usar

para analisar a existéncia do estado ligado é dada por

M =T1(1/2, #)11(1/2,32) e L= T1(1/2,@3)11(1/2, %)) (3.9)

Desta forma, obtemos pela Proposigao 1 o seguinte resultado, 29 = 29 = v® e 23 = 2 =
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g (JZ) _ <M (uo,fl)ﬂ(u()’fQ)H(Uo,f?)—|—f)1__[(?]0,f4—}—f)>’ ug < g
MvL - — — — — — —
(IT (u®, 1) IT (u®, Z9) p (00, @5 4+ &) p (00, 24 + T))*, ug > vg
No Apéndice B, veremos que modificando a expressao acima por um fator multiplicativo

para pontos coincidentes, da seguinte forma
fM7L(.’L') = h(fl,fg)gML(l')h(fg,le) (310)

W@, 7)) = \/3/20(w;i — ;) + (1 = 8(x; — ), (3.11)

ap6s subtrairmos o truncamento parcial (u (u®, Z1) pu (u®, 7o) ) (1T (v°, T3 + Z) I (0°, 74 + 7)), se
ug < g, e (I (u®, Z1) IT (u®, Z2))* (u (00, B3 + &) pu (v°, T4 + T))*, se ug > v, teremos um decai-
mento mais rapido na diregao temporal do nicleo da equagao de B-S para distancia temporal
de uma unidade. Em particular, desejamos um decaimento mais rapido que o decaimento de
dois mésons, neste caso k5=l Com as modifica¢goes mencionadas acima, conforme mostrado
no Apeéndice B, obtemos #8751,

Para analisarmos a existéncia do estado ligado de um méson e um barion, nés consi-
deramos o subespaco de estados gerados por I1(1/2,#1)¢(1/2,Z,). No subespaco gerado pela

combinagao de um méson e um béarion definimos
F=11(1/2,7))(1/2,%5) e H=TI(1/2,%3)p(1/2, %y). (3.12)
Pela formula de F-K, para 2% # 0, temos

(I(1/2, ) $(1/2, @), Ty~ TPI(L/2, @) $(1/2, @))n = Gra (),

com x = (2° = v° — w0, %) € Z3 e, para uf = u) = u° e ud = ud =",

Gru(r) = —(p(u) ?(UQ) H(us + ) ¢(usg + T) ) Xuo<00
(T () p(u2) p(us + T)P(us + T))* Xuo 00

e n6s notamos que, neste caso, o truncamento parcial é zero porque temos um nimero impar
de campos simples (1) e 1) nas médias. A funcdo de quatro pontos para o méson-anti-barion
¢ obtida a partir de Gp () pelo uso da simetria de conjugagao de carga da mesma forma que
fizemos para G®. De agora em diante, restringimos nossa analise ao setor de paridade positiva,

i.e., fazemos

T1(1/2,w)¢(1/2, 62) — Po[T1(1/2,d1)$(1/2, )]
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I1(1/2, 171)&(1/2 iiy) — Py [T1(1/2, Ul)é(l/lﬁz)]

onde P, = (1/2)(1 + P), P é a simetria de paridade do Teorema 2 e P, é a proje¢do no
subespago de paridade (+1). Desta forma obtemos

Ge,rpon(r) = —(Pifp(ur) dlus)] P [M(us + 7) ¢us + 7)) ) xuo <0

(P [ (u1) @ (u2) [P [1(us + ) (s + T)])"Xuos00-
Conforme veremos no Apéndice B, teremos o decaimento kT3l para o nucleo de K (depois
de passarmos para coordenadas relativas e tomarmos a transformada de Fourier na variavel

0o_,.0 . .
Sles—21l - Usando a simetria de

T), que é maior que o decaimento do méson-barion que é k
paridade IP e observando que os campos mesonicos e baridonicos, considerados aqui, satisfazem
PIl(u) = —II(Pu), Pp(u) = —¢p(Pu) e 0 mesmo para os outros campos compostos, (e ¢,

obtemos

G, rp.u(x) = Gp pu(r) = —(Pylu(ur)d(ug)](us + )d(us + T)) Xuo<o0
+(Ps [H(Ul)ﬁg(%)]ﬂ(u?) + Z)P(us + Z))*Xuosv0-

Antes de continuarmos, apresentaremos a representacao da equacao de B-S em coorde-
nadas relativas para a funcao de quatro mésons e a sua conexao com o espectro de energia-

momento que usaremos para analisar o espectro abaixo do limiar de duas particulas mesonicas

(—4Ink).

3.2 A equagao de Bethe-Salpeter na rede para o caso méson-

méson

Na secao anterior definimos Fj; (), e a conex@o com o espectro de energia-momento
é dada por sua transformada de Fourier ﬁM,L(kJ) pela Proposicao 1. Desta forma, podemos
relacionar singularidades em k = (Y, 5), k° complexo, de F .. (k) com o espectro de energia-
momento.

Para analisar Fy; 1 (k), simplificamos nossa notagio renomeando as coordenadas na

0

diregao do tempo por inteiros, com u) —1/2 = 2%, u; = &, i = 1,...4, e assim definimos
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D(xy,z9, x5 + &, x4 + &) onde

D<$17 X2, T3, x4) =
(w1, o) () + 1/2, 1) (2l 4 1/2, 72); T (g + 1/2, Z3) (2] + 1/2, Z4))rh(23, 24) Xa9<ag

+h($1, JZ2)<H($? + 1/2, fl)H(ZEg + ]./2, fg), /L(l’g + ]./2, fg),u(l’g + 1/2, f4)>;h<l'3, (L’4> X$g>mg
(3.13)

onde h é dado pela eq. (3.11). Usando a invariancia translacional do nicleo de D passamos

para coordenadas de diferenca
D(l‘l,IQ,LUg + f, T4+ f) = D(0,$2 —X1,T3 — T + f, Ty — T1+ f)

A seguir, usando a defini¢do de coordenadas relativas do Apéndice C (§ = x9 — 21, 1 = 4 — 3

e T = x3 — T3) obtemos

D(z1, 20,23+ &, 24+ 7) = D0,xg—a1 =& 03— =E+T7+ T, 00— =6+n+T7+7)
D(&, 77,7 + )

(3.14)
e por um abuso de notacdo, deste ponto em diante omitiremos — em O sempre que es-
crevermos um dado operador O em coordenadas relativas. Pela defini¢ao (3.13) e a eq.
(3.14), tomando a transformada de Fourier na variavel z com variével conjugada k obte-
mos Fy.(k) = e”;'?f)(g, 7, k), onde D(E, 77, k) = Y rezs D(E, 77, 7)e”™*7. O objetivo de tudo
isso é que singularidades de F v (k), para k = (KO, 0), k° complexo, que estéo relacionadas ao
espectro de energia-momento pela Proposicao 1, sao as mesmas que as de 15(5, 7, k).
Para analisarmos D(f, 7, k) consideramos a equagao de B-S que, em termos de opera-

dores é dada por
D = DO + D()KD,

ou, equivalentemente, em termos de ntcleos, na representagao para tempos iguais,

D(x17x27x37x4) == DO(:C17':U27‘T37$4) +

f Do(1, w2, y1, y2) K (Y1, Y2, 3, Ya) D(Y3, Ys, T3, T4)

x6(y? — YN (y9 — v) dyrdyadysdys ; 29 = 29, x§ = 29,

onde

D()(J,’l, To, T3, 174) = Gm(ZEh l’g)Gm(QTQ, lL‘4) + Gm(l‘h $4)Gm(l’2, l’g).

Dy ¢é obtido partir de D (sem os fatores h) pela aplicagao “errénea” do teorema de Wick para

os campos compostos p e II, e usamos notagao do continuo (i.e. o sinal de integracao) para

46



soma sobre pontos da rede. Nos observamos que como temos as simetrias
D([L’l, T2, T3, 274) = D(JTQ, T1,X3, 1'4) = D(l‘l, T2, Ty, 1'3), (315)

tomamos D, Dy e K = Dy' — D™ como sendo operadores matriciais agindo em £3(.A),
o subespago simétrico de ¢5(A) gerado por vetores que sao invariantes pela transformagao
(71, 22) — (w9, 1), onde A = {(x1,32) € Z*> x Z?/29 = 29}. Observamos ainda que, a restri-
cao ¥ = 29 para os vetores de A é imposta por estarmos considerando a equacao de B-S na
representagao para tempos iguais. Em outras palavras, um vetor que pertence a £35(.A) tem ne-
cessariamente a forma c[f(x1,22) + f(22,21)] (¢ € C) com f(x1,23) € l5(A). Definindo uma
estimativa para a norma de um operador matricial M (x,y) em ¢5(A) pelo Lema de Holmgren,
observamos que Dy é um operador limitado, pelo decaimento exponencial das fungoes de dois
pontos (Teorema 3.2). Mais detalhes serdo dados a seguir. Usando o fator h, dado na eq.
(3.11), D pode ser reescrito como D = h(ST + Dg)h onde S, ¢ a fungdo de correlagao de
quatro pontos truncada que tem decaimento em arvore. Nos definimos a inversa de D (D)
através da série de Neumann. Reescrevendo D (Dy) como D = Dy + 0D (Dy = D(()O) +0Dy),
de onde 0D =D — Dy (6D = Dy — D((]O)), para obter

D' =Y (1" [Dy'sD]" Dy, (3.16)

n=0

Dyt = i(—m” [(Dg@)‘l wo]n (Dgn)‘l, (3.17)

n=0

0

0 ~ .
onde Dé) é o termo de ordem k° na expansao de Dy em . Com isso, observamos que

I|[6D||], 116Do||] < O(x?), onde ||| ® ||| indica norma do operador agindo em ¢5(.A). Desta
forma, podemos garantir que D e D, existem e a convergéncia da série de Neumann para

D! (Dy') em (3.16) quando 0 < k << 1. Nés agora exemplificamos a aplicagdo do Lema

de Holmgren para mostrarmos que |||0Dyl|| < O(k?). De fato, para, 29 = 29 e 25 = 29 nos

primeiro observamos que
5D0(I1, T2, T3, l’4) = C/€2(S<LU1 — l’3>5($2 - 134) + 5D0(1 - 5(5(,’1 - $3)(5($2 — .T4)) (318)

e noés temos

0Dg(x1, k9, 3, 4) = G™(x1,23)G" (T2, 24) + G™ (21, 24)G™ (22, x3)
—(G™) O &y, 23) (G™) O (22, 74) — (G™) O (21, 24) (G™) O (22, w3).
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Na expressao acima noés consideramos o termo

A

G™ (1, 23)G™ (23, 4) — (G™) O (@1, 23) (G™) O (s, 24)
= [G"(x1,23) — (G™) O (21, 23) + (G™) O (21, 23)]
X [G™ (29, 24) — (G™) O (29, 24) + (G™)O) (39, 14)]

—(G™) Oy, 25)(G™) O (29, 74)
=[G (w1, 23) — (G™) O (1, 23)][G™ (22, 74) — (G™) O (22, 74)]

+[G™ (21, 3) — (G™) O (21, 23) [ (G™) O (2, 24)
G (22, 4) — (G™) O (29, 24) [ (G™) O (21, 5).

Nos observamos agora que, pelo Teorema 3.2 (cuja estimativa permanece vélida usando as

definigbes deste capitulo),
IG™ (1, x3) — (G™) O (21, 23)| < 1620(21 — 23) + cor® 37" (1 — §(21 — 23))
e 0 mesmo para (zy,x3) — (x9,24). Desta forma obtemos para a eq. (3.18)

|0Do (21, 22, x3,24)] = cx?*d(x1 — 23)0(70 — T4)
+ {|e1526(21 — 23) + cor2T3m (1 — §(zy — 13))|
x|c1K20(xy — x4) + corT2T (1 — §(2y — 24))]
+e1k25(zy — 23) + cor?TBTI (1 — §(z) — 23)))|
X (G™) O (g, 24) + 1628 (zy — 14) + cor?@2724 (1 — §(zy — 14))|

)
X (G™) O (21, 25) + [w3 = 24] } (1 — 0(z1 — 3)6(22 — 14))

Nos agora podemos aplicar o Lema de Holmgren para a expressao resultante acima, i.e.

1/2 1/2

|||6D0||| S sup Z ‘5.D0($1,CC2,I3,[E4)| sup Z |5.D0(£U17.T2,I3,.T4)| S O(I{2)‘

(z1,72) (x3,24) (z3,74) (z1,22)

Nos agora, exemplificamos nosso método para obtermos a inversa de um dado operador
para o caso Dy '. Para obtermos uma expressio explicita para Dj ', que sera usada no calculo

da aproximacao escada, reescrevemos Dy da seguinte forma

Do(x1, 29, 23, 24) = D((]O)(O)5(x1 — x3)0(x9 — 24)0(x1 — 22) + D(()O)(x1,$2,$3, xy) (3.19)
X [1 — 5($1 — ZE3)5(ZE2 — 1'4)(5([E1 — 172)]
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onde usamos a notagao compacta D(()O)(O) = Do(z1 = 0,29 = 0,23 = 0,24 = 0) e, para pontos

nao-coincidentes, temos
D(()O)(xl, To, X3, Tq4) = 0(x1 — x3)0(22 — x4) + 0(x1 — 24)0(29 — x3).
Como D(()O) (21,2, x3,24) age em £5(A) temos que
D(()O)(xl, To, T3, Tq) = 20(x1 — x3)0(T2 — 24).
Podemos ver pela expressao (3.19) que Dy ! tem a forma

Dyt (w1, w9, 13, 14) = AS(21 — 23)8 (29 — 14)(21 — 2) + B[l — 6(21 — 3)8 (19 — 4)8 (21 — 72)],

onde A, B € R. Usando a equacao DyDy ' = 1 para os nucleos e a unicidade da inversa
obtemos
-1
Dyt (wy, w9, 73, 74) = [D(()O)(O)] d(z1 — 23)0(xy — x4)0 (21 — X2) + 20(21 — 3) (T2 — T4)

X[1 —0(x1 — 3)0(xg — 24)0(21 — x2)].

Em coordenadas relativas, a equacao de B-S na representacao de tempos iguais fica

expressa como (veja o Apéndice C)

A A - = A

D i, k) = Do(€ i1, k) + / Do(€. & WK (—E', —if', k) D', 7, k) dE'dif' (3.20)

Com k fixado, D(E, i7,k), etc, é tomado como um operador matricial em fo(Z?) para k =
(KO, k= 0) no subespaco par de (5(Z?*). Conhecida a equagao de B-S, passamos a sua solugao.
O proéximo passo consiste no calculo da aproximacao escada para K e na resolucao da

equagao de B-S para K = L.

3.3 Auséncia de estados ligados do tipo méson-méson, em

2 4+ 1 dimensoes, um sabor e matrizes de spin 2 x 2

Nos agora obtemos o que chamamos de aproximacao escada L para K (veja [13]).
A aproximacao escada corresponde a contribuicdo dominante do parametro de “hopping”
quando expandimos D' e Dy ! em série de Neumann de acordo com as expressoes (3.16)
e (3.17), respectivamente. No6s usamos o superescrito (n), para designar o termo de ordem
k™. No mnosso caso, L ¢ dado pela contribui¢do de ordem 2 de Dy*(6D? — 5D(()2))D0_ L

Conforme veremos a seguir, a contribuicao de ordem k? para K vem se tomarmos o sitio de
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i no ponto x; distante uma unidade do sitio de pIlll(zy) (22 = x3 = x4) e similarmente para
as outras trés contribui¢oes possiveis, z; distante de z; = x; = ; de uma unidade (i = 2, 3,4

ei#j,k,l €1,2,3 4). Graficamente esta contribui¢ao corresponde a, por exemplo,

z1=0 €e

Antes de determinarmos L lembramos da se¢ao anterior que
1 1
DO (.131, To, T3, l’4) = 55([E1 — .173)(5(1'2 — 1'4).
Desta forma na expansao em série de Neumann temos,
1 1
Dy'sD® D5 = 26D® e D'oDy” Dyt = 28D

e passamos & determinacio de 6D e 6D(()2).

Para determinarmos § D® (5Déz)) consideramos todas as contribui¢oes para 6D (0D,)
até a ordem k2. Com uma barra (—) denotamos separagao unitaria (distancia de uma unidade
na rede) de um dado campo composto relativamente a outro, temos que considerar as seguintes
configuragoes para 6D: (i) p—p — I — 11, (ii) pIl — p — 11, (i) I — g — p, (iv) pp— I =11,
(v) pIl — pII, (vi) pp — T, (vii) ppdl — TT e (viii) pIIIl — g Nos também notamos que
os truncamentos {uu)(IIII) sdao pelo menos da ordem x* para todos os casos listados e nao
contribuem na O(x?). Também, as configuragoes que podem contribuir para §Dy na ordem
k2 sao (ii), (vii) e (viii).

Nos primeiro consideramos 6 D?); os casos (i), (iii) e (iv) sdo zero ja que temos ou uma
média do tipo (i) e/ou (II), que é zero pela simetria de paridade do Teorema 2, ou uma média
do tipo (uu) ou (IIII), que é zero devido a auséncia de balanceamento nos campos fermionicos
(i.e. o nimero de 1, ¢ distinto do nimero de v, , na médias (uu) e (IMI)). A configuracio
(ii) é cancelada pela contribui¢ao vinda de (5D((]2). Podemos ver que a configuracao (vi) é zero
da seguinte maneira, expandindo 6D em poténcias de x como fizemos na demonstracao do
Teorema 3 obtemos

2

K o 7 j J —eed
E(Uﬂwal,al wﬁz,al (O>>(O) <w[31,b1 zﬂaQ,blHH(eej»(o)FZiﬁl Fa2,32 :

Na expressao acima, devemos ter a; = fJo (usando a simetria de paridade do Teorema 2), mas

pela auséncia de balanceamento nos campos fermidénicos nas componentes de spin obtemos
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Z€ro.
A configuracdo (v) é dada por, escrevendo explicitamente (0) e I1(0) em termos dos

campos fundamentais 1 e 1,

2
5 _ _ - n i cel —eed
§< ¢—,a w-l—,a w—,b 1/}-%-,17 ¢C¥1,a1 ¢ﬁ2,a1 (0)>(0) <¢61,a2¢a2,a2 MH<€€J)>(O)Pafﬁl Fagﬁ;’ (3‘21)

onde, relembrando, { }(©) é a média ( ) fazendo x = 0. Nés agora analisamos o primeiro fator
da ultima expressao. Para a = b, pela satura¢ao na cor (i.e. ¥44(2)¥aq(z) = 0 ¢ 0 mesmo
para v) obtemos a; # a e entdo a; = 5. Usando a propriedade das matrizes I' dada pela eq.
(2.26) obtemos zero para a eq. (3.21). Para a # b o primeiro fator ¢ zero pela auséncia de
balanceamento nas variaveis fermionicas para a; = 1,2, 3.

As configuracdes restantes sdo (vii) e (viii) para 6D e §Dy. Considerando §D® temos

31 . _ R
0D®(e",0,0,0) = \g o T, 003, 0 (0)) ) (W5, 4100 T1(e1)) VTG 5, T,

onde o fator 1/3/2 vem da correcio h (veja a eq. (3.11)) para o decaimento de K. Pelo
balanceamento nas variaveis fermiénicas devemos ter a; = 31 = + e ag = (3 = —. Lembrando

que I'__ =T, = —1 e usando o Teorema de Wick para (uuIII1(0))(® = 4/3 obtemos

31 314 1 /2
D@ (el — \/j_ 111 0) — \/j__ — _\/: 99

Para 6D(()2) temos

5D(()2)(el, 0,0,0) = (G™P(z) =e', 23 =0)(G™) V(29 =0,74=0)
+HGE™ A (zy = ey = 0)(G™) O (25 = 0,23 = 0) (3.23)
= Hpthara¥p.a(€))O (D, 480, o 11(0)OTE, 5 T 00 = 1.

As outras contribui¢oes, correspondentes a 5D(()2)(eei,0,0, 0) (e==4,i=2e€e=—,
i=1):6D5P(0,e6,0,0) (e = £ ei = 1,2): 6D{P(0,0,ec?,0) (e = £ ei = 1,2); 6D{?(0,0,0, ee’)
(e=+ei=1,2) sdo iguais a §D(e',0,0,0), usando simetria de paridade e reversiao no tempo
do Teorema 2 e as simetrias da eq. (3.15). O mesmo resultado vale para 6 D).

Desta forma, usando as eqs. (3.22) e (3.23), obtemos para L = K®x2, com (k) =
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(V2/3 = 1)K?/8,
L(xy, xo, 25, 24) = Z11[51)@)(@1,0,0,0) — 6DP(e",0,0,0)]x2
X Z [(5(1’1 — 9 — €e))(x3 — 19)0 (14 — 3) + §(23 — 21)0(24 — 21)6(T9 — 71 — €€?)

+0(xe — 21)0(x3 — 21 — €67)0(wq — x1) + 69 — 1) (23 — 71)0(24 — 1 — €€7)]

= '(k) Z [5(931 — 29— €e?)0(x3 — 12)0 (g — x3) + (3 — 1)0(24 — 71)0 (29 — 71 — €€)
+0(xe — x1)0(x3 — 21 — €e?)0(w4 — x1) + 8(T9 — 1) (73 — 71)0 (T4 — T — €€7)] .
(3.24)

Em coordenadas relativas (veja a eq. (C.1)), obtemos

L(E, ) = 2¢" (1) Y _[6(7)3(E — ee?) + 6(i7 — ee?)S(E)]

j?e

Nos agora obtemos uma representacao para Dy que sera usada para analisar a possivel
existéncia do estado ligado. Considerando D em coordenadas relativas, tomamos a transfor-

mada de Fourier na variavel 7, com variavel conjugada k e fazemos k = (k°,0), para obtermos

~ —

Do(§.71,k°) = > G™0,7+)G™(0, 7+ 1)

+ 30 TG0, + OEM 0,7+ ) + [§ 0,7 — €477
7|00

(3.25)

Seja A uma notacgao para o segundo termo do lado direito da expressao anterior. Usando a

representagao espectral dada pela eq. (3.4), temos que

T

7\707&0 (3.26)
X { / / (AO)'TOH eiﬁ(ﬂmdagl(uo)dq*] dr'dr.
—1 T2
Fazendo a soma na variavel 7 (usando a férmula de Poisson, ie. > €7 = (2m)25(p)),
integrando na variavel ¢, obtemos
A = 27T / / —zko 0 )\0 0)|T‘ 1 (p+q—>elp5 zqndo- (/\O)dde'a( )dq—*

= (27)? / 1 / 1 f(ko,A%O)ew-@—ﬁ)da;”(AO)dJTﬁ(yo)dﬁ
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onde f(z,y) ¢ o mesmo da Proposigao 1. Usando, nesta expressao, oz = 0_z, (obtido usando

a simetria da transformada de Fourier da funcao de dois pontos para mésons ém(po,ﬁ) =

ém(pov _@)7 €
e = cos(§.€) cos(i7) + sen(p.€)sen(.7) + ifsen(7.€) cos(7.i7) — sen (i) cos(p.E)),

obtemos

A = (2r)? F(R®,A°V°)[cos (7€) cos(pi7) + sen(p.€)sen(p.if)]

—-1J-1 .

+i[sen(p.€) cos(p.i7) — sen(p.77) cos(p.€)|do (X)) dal (v°)dp.

Temos também o termo correspondente vindo de [€ — 0,7 — £ + 7] na eq. (3.25), que

chamaremos de B
—1J-1

Nos agora consideramos o primeiro termo do lado direito da eq. (3.25) e seu correspon-
dente em [§ — 0,7 — £ + 7]

> G0, 7+ GO0, 7+ 1) + € — 0,7 — &+, (3.27)

Para o primeiro termo da eq. (3.27) observamos que (G™(p) = > e P*G™(x))

Sl [ Grper e Saplien® [ Gn@er g,

Fazendo a soma na variavel 7 e a integral na variavel ¢ obtemos
20 [ G e @3+ DT apdg = (2m) [ G )G, e Ny
Levando em conta o segundo termo na eq. (3.27) obtemos

(2m)~* / G™(p)G™(¢°, —p)[e ™€ + P ED g dpPdy 29
3.8

—

— 9(2m) / G ()G (¢°, — ) cos(5.E) cos () + i cos(p.E)sen() | dgdp dp.
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Lembrando que,
[ & ema —Z / 3G (3)dp”

a integragao em p° fornece 276(2°) e a soma em x°

/ém(po,ﬁ)dpo = QWZe_iﬁ'me(xo =0,7) = 2rG™(p).

Desta forma, considerando os termos A, B e a eq. (3.28) obtemos a seguinte expressao para
DO (57 ﬁa ko)

A~ — — —

Dy(&,7. k") = 2 - M (p, k°)[cos(p€) cos(p) — isen () cos(p.&)]dp (3.29)

onde M(p,k°) ¢ dado por
5 1 1
MR = @n) 2GR + 2 [ [ 0N Oa)dog )

Usando as simetrias D(, 7, k%) = D(—¢&, 77, k°) = D(E, —7j, k°) obtemos

Do(€, k%) =2 | M(P, k") cos(piE) cos(p)dp (3.30)

Para investigarmos a possivel existéncia de um estado ligado buscamos as possiveis
singularidades de lA), para k° no eixo imaginario, perto do limiar de dois mésons (—4In ). Isto
corresponde a tomar k° = iy = 2m™ —€ na equacao para [)(E, 17, k°). A contribuicao dominante
para Dy vem se desprezarmos a parte independente de k9, i.e. (27)"2(G™)2(p) e mantermos
somente o produto de contribui¢oes de um méson, i.e. dof(A°) ~ Z™(p)o(N’ — e @) d\0

pela estimativa do Lema 5 (veja [33]). Desta forma, obtemos

A (E 7 10Y 2 (Z™)*(p) S
Do(&, 7, k7) ~ 2(27) /T2 TR cos p.€ cos p.ijdp.

Fazendo k° = ix = i(2m™ — ), e usando a expressao para Z™(p) da eq. (3.7), tal que € > 0 é

a energia de ligagao para o méson-méson, temos se € << 1

Do(€,7, k%) =~ (27 2/ COSP-LCOSP]_ e 3.31
o(&, 77, k") ~ (2) v 2o A e T (3.31)

No contexto da aproximacao dada pela eq. (3.31) na equagao de B-S, fazemos as identificagoes
Yo (77

a=r/2,\=[1—/2/3]k K24V =375 16(6)0 —eel)+6(E—ee?)§(if)] e 2 = —€/2 na equagao
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de Schrodinger na forma resolvente,
(H—2)""=(Hy—2)"" = ANHo—2)"'V(H —2)"",

onde H = Hy+ AV, Hy = —aA/2 [-A ¢ o Laplaciano na rede em /5(Z*)] e V é um potencial
nao-local agindo no subespaco par de f5(Z?).
A equacgao de B-S na aproximagao escada é escrita como, deste ponto em diante, por

simplicidade omitiremos da k° da notacdo para D(E, 7, k%), etc

D(E ) = Do(&,17) +2¢'(k) > | Do(€,0) D{ee? ) + DolE, ee’) D0, 7)] . (3.32)
7,€
e agora obtemos sua solugdo. A eq. (3.32) pode ser simplificada ainda mais lembrando
que, como 15(5, 77), etc sdo operadores que agem no subespago simétrico de f5(Z?), temos
D(E,77) = D(=€,77) = D(E, 1), etc. Assim, obtemos, com ¢ (k) = 4¢ (k)
D(E) = Dol€) + ¢/ () 3 [ Do(€ 0) DI, ) + DolE)D(0,7)| . (333)

j7€

Primeiramente, re-escalonamos a eq. (3.33) por um fator x2/2, desta forma D — (x2/2)D = R,
Dy — (k2/2)Dy = Ry e (k) — 2¢(k)/K2 = ¢(k). Resolvendo a eq. (3.33) re-escalonada
para as variaveis ]:Z(O,ﬁ), R(ej ,7) (7 = 1,2) vemos que as singularidades possiveis de R,
que sao as mesmas de D, sao dadas pelos zeros do determinante da matriz 3 x 3 W, com

¢ = c(k) = 2¢(K) /K2, oo = Ro(0,0), ro; = Ro(0,€') e i3 = Ro(€',€7) (i, = 1,2),

1-— 20(7’01 + Tog) —207"00 —267”00
W = —2¢(r11 +1r12) 1 —2cryg —2¢r10 i (3.34)
—2¢(r11 + r12) —2crog 1 — 2crq

Usando a simetria rg; = rge, obtida reescrevendo 150(0, el) da seguinte forma, usando a eq.
(3.25)
Do(0,e!) =23 " e®7Gm(0,7)G™(0, 7 + €',

e observando que, pela simetria de rotacao de /2 em relagio ao eixo €* do Teorema 2,

G™(0,7) = (pO)II(7)) = {u(0)I(rs(7))).

Da mesma forma,

G™0,7 +€') = (O)II(7 + e)) = (u(0)I(rs(7) + e%)).

95



Assim, lembrando que estamos somando em 7 temos

Do(0,eY) = 23 ¥ Gm(0,r3(7))G™(0, r3(T) + €?)
= 2 R Gm(0,7)G™(0, 7 + €2) = Dy(0, €2)
e o resultado segue observando que rg; = Ro(O,el) = R(O,eQ) = 7g2. De forma similar

as relagoes 119 = 191 € 111 = T99 sao obtidas. Finalmente, usando estas rela¢oes, podemos

reescrever det W da seguinte forma

1-— 467’01 —267”00 —207’00
det W = | —2¢(ry1 +r12) 1 —2crpo —2cr10
—2¢(ra1 + 1r92) —2crig 1 —2cryg

Calculando este determinante usando a expansao de Laplace para a terceira coluna, obtemos

1 —4er —4er
det W = o . (3.35)
—2c(riy +7r12) 1 —derg

Para obtermos os zeros de det W, usamos as seguintes relacgoes:
1 1
7’01 = —5 + 5(2 + b)T’oo, (336)

r11 + T2 = (2 + b)?”()l. (337)

que podem ser verificadas reescrevendo rqg, 791, 711 € 712 da seguinte forma

1 1
= — — dp, 3.38
T'00 (2m)2 /1"2 B P, ( )
L / OSP4 (3.39)
ro1 = :
1 cos? py
= dp. 3.40
1 COS P COSPy
= d 3.41
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onde usamos a notacao compacta B = (2 + b) — cos p; — cos py. Desta forma, temos para ¢

1 1 / cospy +cospy |,
Tor = dp
T2

(27)2 2 B
11 cosp1+cosp2—(2+b)+(2+b)dq
N (271')25/1‘2 B p
= —1—1—1(24—6)1”00.

2 2

Para obtermos (3.37), usamos a expressao

ﬁ/w%dﬁ—ﬁ/wffdﬁ—#/w [(2+b) — cospy — cospy] dpf = (2+1D). (3.42)

Por outro lado, usando a identidade
B? = [cospy + cos py — (2 + b)]* = (cos p1+cos pa)2 —2(24D)(cos py 4cos pa) + (2+b)?, (3.43)

temos a seguinte expressao

1 B*
(27)2 / B dp = 13—4(2+b)rig+ (2+b)*reo (3.44)
T2

onde r3 ¢ definido por

1 2
_ / (cos py + cos ps) a7
T2

(o2 B
_ 2 / cos? p; + cos py COS Pa a7 (3.45)
(27)2 2 B

= 2(ru +7ri2).
Combinando (3.42) e (3.44) obtemos
(24b) =13 — 4(2 4+ b)rig + (24 b)?rgo. (3.46)

Em (3.46) usando (3.36) e (3.45) obtemos (3.37).
Retornando a eq. (3.35) e usando as relagoes (3.36) e (3.37), a condigao para o estado

ligado fica, onde av = (1 — 1/2/3)/2,

det W = (14 4cro1) — 8c?roo(riy + r12)
= (I—a)*+4a(l —a)(2+b)rep =0
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de onde obtemos a condicao para a existéncia do estado ligado
(1 —a)* +4a(l —a)(2+ b)rg = 0. (3.47)

Como rgg é positivo, a equagao (3.47) adimite solugdo somente quando o < 0 ou & > 1. No

nosso caso, como 0 < a = (1 —/2/3)/2 < 1 nao existe estado ligado do tipo méson-méson.

3.4 Auséncia de estados ligados do tipo méson-barion, em

2 + 1 dimensoes, um sabor e matrizes de spin 2 x 2
A funcao de quatro pontos no caso de méson-barion é dada por

D($1,$2,x3,$4) =
(P a8+ 12, 8)0() + 1/2,82)] TH(al + 1/2, 8)6(2 + 1/2, 1)) Yagat
+ P+ [H(w(l] + 1/2751)Q_5(x8 + 1/27‘%2)} M(:Eg + 1/2753)925(372 + 1/2754)>>'< X$(2)>1‘g .

A conexao de Gp (k) com 25(5, 77, k) no presente caso é feita seguindo os passos da Segao
3.2 e n6s aqui omitiremos os detalhes.
A equacao de B-S em termos de niicleos, na representacao para tempos iguais, é dada
por
D(x1, 2,23, v4) = Do(w1, T2, T3, T4) +

f Dy (1, 22, Y1, y2)K (Y1, Y2, Y3, Ya) D (Y3, ya, T3, T4) X

S(yY — ¥ (yS — vf) dyrdyadysdys ; 29 = 29, 2§ = i,

neste caso Dy(11, T, 13, 74) = (1/2)[G™ (21 — 23)G%(13 — 24) + G™(Pxy — 23)G*(Pxo — 24)].

Observando que
D(l’l, X2, T3, SE4> == ,D<_'T17 —X2,T3, x4> == ,D(x17 Xo, —T3, _1:4)-

Tomamos D, Dy e K = Dy* — D! como operadores matriciais agindo em £3(A), o subespaco
de ¢5(A) gerado por vetores que sao invariantes pela reflexao no espago (1, z2) — (Pxy1, Pxs),
onde A = {(x1,19) € Z3 x Z3 /29 = 29, ¥, # T»}. Em outras palavras, um vetor que pertence
a l5(A) tem necessariamente a forma c[f (21, x2) +f(Pxy, Pz2)| (¢ € C) com f(x1,22) € l2(A).
Podemos mostrar usando o Lema de Holmgren que estes oeradores sao limitados. Notamos
ainda que, a restricdo ¥, # Ty é imposta para descartamos as contribui¢oes identicamente
nulas na funcao de quatro pontos para o méson béarion, i.e., quando z; = x5 = x temos

w(x)o(z) = 0 ou quando x5 = x4 = x segue que [I(z)p(x) = 0. Em termos das coordenadas

relativas (E, 17, 7) e tomando a transformada de Fourier na variavel 7, a equagao de B-S fica
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como a eq. (3.20). D(E, 7, k), ete, ¢ tomado como um operador matricial em f5(B), onde
B = 72\{0}; para k = (k° k = 0) no subespaco par de l5(B).

Nos agora obtemos a aproximagao escada £ para IC (see [13]). No nosso caso, £ é dado
pela contribui¢io de O(x®) para Dy 'DTD;", o primeiro termo ndo-nulo na série de Neumann
para K = Dy — [Dy +DT]7!, onde DT = D — Dy é a funcao truncada de quatro-pontos para o
méson-barion. A contribuicio de O(k?) para K vem se tomarmos o mesmo sitio para ¢ (II) e ¢
(1). Notamos que, esta é a tnica contribui¢ao permitida nesta ordem. Se considerarmos, por
exemplo, z1 = x4 = 0, 9 = 23 = x (Jz| = 1) teriamos zero pela auséncia de balanceamento

de campos fermionicos nas médias. Outra possibilidade é dada pela contribuicao

1 /r\2 - y h(el el pel
g (5) </VLH¢041,(11 wﬂQ,m (O)>(O)<¢,81,a2w042,a2¢¢(e]>>(O)Falﬁl azf2)

onde, relembrando, { )(® é a média { ) com x = 0. Nés agora analisamos o primeiro fator da
ultima expressao. Seguindo a analise que fizemos para o caso méson-méson na Se¢ao 3.3, em
particular a contribuigao (3.21) vemos que este termo ¢é zero. No6s entao obtemos zero para a
contribui¢ao de O(x?) para K entdo, excluindo uma interpretagao de troca de mésons entre
dois pares de particulas separados por uma unidade na rede. Usando a féormula Z3 da eq.
(A.11), obtemos que a contribuigao de O(k?), é local e dada por 1 = 24 = 0, 7o = x3 = 7
(Jx| = 1) conectadas por trés elos sobrepostos com a mesma orientagao. Diagramaticamente

temos

rT1=x4=0 €e' = 19 = X3

Expandindo DT em poténcias de x obtemos

—% (5) 060 50050,5,(0)) W P P T D) T 8, T, Ty i

(3.48)
Pela eq. (3.48) vemos que a contribuicao O(x®) para D vem do calculo de contribuigoes
de troca de trés-férmions (e trés-anti-férmions) entre pares de particulas do tipo méson-
béarion tal que nés nao podemos identificd-las com um bérion (relembrando, um campo ba-
rionico ¢ dado por ¢_(u) = _1(u)p_o(u)_ 3(u)) devido ao indice de spin (noés obtemos
e.g. Yp1(u)_o(u)ip_3(u)). Usando o Teorema de Wick para a eq. (3.48) nos obtemos, com
c'(k) = —3K3,

16

L(x1, 72,73, 14) = ¢'(K) Z §(zo — 1 — €?)[6(24 — 1)6(23 — T2) + 6(24 + 11)0 (3 + 73]
j=12;e=%1
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e, como L age em (5(A), nos temos

L(wy,wa,m5,00) =20 (5) Y 0wy — w1 — €6?)6 (w4 — 21)6 (w5 — 23)

7j=1,2;e==+1

e entao, em coordenadas relativas, tomando a transformada de Fourier na variavel 7 com

varidvel conjugada k,

onde usamos a notagao abreviada k® para k = (k°, k = 0), que omitiremos na seqiiéncia.
A equacao de B-S na aproximacao escada é dada por, omitindo o indice k° da expressao

para os operadores D, etc, como fizemos na se¢ao anterior,

D(E,77) = Do(E, 1) + 2 (k ZDO €, ee))D(ee? | ) (3.49)

e nos agora obtemos sua solucao. Seguindo a Secao 3.3, usando as simetrias 250(5, 7) =

—)

150(_57 ) = 150(5, —1]) € 0 mesmo para Dy, resolvemos a eq. (3.49) para as variaveis f)(ej, )

(7 = 1,2) para obtermos (com ¢(k) = 4¢/(k))

D(E,7) = Dol§ ZDO £¢) jkDO( )

onde M denota a matriz 2 X 2 com entradas M;; = Moy = 1 — c(ﬁ)ﬁo(el,el), My =
Moy = —c(k)Do(e', ?). Nés vemos que as tnicas singularidades possiveis de D(E, 77) para k°
imaginério, e abaixo do limiar do méson-barion (—51n k), ocorrem como zeros de W (k") =
det M.

Nos agora obtemos uma representacio para Dy que serd usada para analisarmos a
existéncia do estado ligado. Mantendo somente o produto de contribui¢goes de um méson e um

barion para 750(5, 17, k%) obtemos, como o procedimento usado para chegarmos na eq. (3.30)
Do(&,71.k°) ~ [ M(p, k°)(cos p.€ cos plif + senp.Esengiif) dp
T2
onde

MFE) = (27)2Gm ()CP(5) + (272 /_ 1 /_ X do (o)dokvo)

com f(z,y) o mesmo da Proposigao 1.
Mantendo somente o produto de contribui¢ées de um méson e um bérion para 750(5, i7, k°);

desprezando a contribuicio independente de kO, i.e. (27)72G™(p)G(p); fazendo kO = ix =
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i(m™ +m? — €) tal que € > 0 é a energia de ligacao do méson-barion, temos a contribuicao

dominante (€ << 1)

DolE, 7, k) = (27)~2 / oS E o8

P .
4 .
T2 (¢"K2 4+ PR3 [—A(

p)] + €

Para determinarmos o estado ligado devemos analisar os zeros de

~

W (k°) =1 — ¢(r)[Do(e', e') T Do(e, €2)).

Notando que (¢™x? + ?x*)[~A(p)] + € > 0 podemos usar a desigualdade de Cauchy-Schwarz
para mostrar que |Dy(e!, e k° = ix)| < Dy(et,e', k® = ix) e desta forma excluimos estados
ligados do espectro, ja que, no nosso caso obtemos W (k") > 1.

No contexto das aproximacoes acima, fazemos as seguintes identificacoes a = ¢™k? +
PR3N =363V = D e 5(€ — (€ — eel) e z = —¢ na equacdo resolvente de Schrodinger,
(H—2)"1t=(Hy—2)"'—=XNHy—2)"'V(H —2)"%, onde H= Hy+ \V, Hy = —alA/2 [-A
¢ o laplaciano em ¢5(Z*)] e V ¢ um potencial local agindo em f5(Z*\{0}). Desta forma um A

positivo corresponde a um potencial repulsivo.
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Capitulo 4

Um estado ligado méson-méson em

(2+ 1) dimensoes, dois sabores e matrizes
de Pauli 2 x 2

Neste capitulo, seguindo [15], ainda no regime de acoplamento forte e na aproximagao
escada, apresentamos a anélise do espectro de energia-momento para estados ligados no setor
mesonico em (2 + 1) dimensoées, dois sabores de quarks (caso com isospin) e matrizes de spin
2 x 2. Nos usamos aqui, o analogo da agao dada pela eq. (1.2) com as adaptagdes necessérias

para dois sabores, ou seja,

S(l/J? 127 g) = g Z 7~/_Jo¢,a,f (U) F;eg (gu,u—i-eep)(zb wﬁ’b7f<u + €€p)

_ 1 (4.1)
+ Z wa,a,f<u)Maﬂwﬁ,a,f(u) - Z X(gp)
uEZg'H 90 p
onde aqui temos a soma sobre o indice de sabor (isospin) f = 1,2. A ac@o (4.1) tem as

mesmas simetrias da agao (1.2) e, desta forma, os resultados a respeito de simetrias do Teo-
rema 2 podem ser aplicados também aqui. Comegamos este capitulo apresentando os campos
mesonicos e introduzindo as modificagoes necessarias para o caso de dois sabores na fungao
de dois pontos, para a qual vemos que os resultados anteriores envolvendo massas e curvas de
dispersao dos mésons continuam validos até ordem x2, ao menos.

Além de aumentar o volume do espaco de configuracoes para os quarks, o qué faz
enfraquecer a repulsdo de Pauli, com a adi¢cao de dois sabores, a agao (4.1) adquire uma
simetria U(2) global no setor de isospin. Nos restringimos nossa atengao ao setor de Isospin
total zero, que tem uma menor componente z de isospin, e desta forma uma menor repulsao
de Pauli, aumentando as chances das particulas se ligarem. Na segunda secao, apresentamos

uma descrigao detalhada da simetria global U(2) agindo no grau de liberdade de isospin ou
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sabor. Na terceira se¢ao, apresentamos a equagao de B-S na aproximagao escada. Na analogia
com a equacao resolvente de Schrodinger obtemos que a aproximacao escada corresponde a
um potencial com dois tipos de contribui¢oes: um potencial dependente da energia, local e de
alcance zero e um potencial local de alcance espacial um, relacionado a troca de quasi-mésons.
Resolvendo a equacao de B-S na aproximacao escada obtemos um estado ligado com energia
de ligacao bx? = 0,02359x2. Apods um estudo detalhado, verificamos que o mecanismo de
atracao dominante corresponde a um efeito de correlagao relacionado a integral de calibre de
quatro campos [veja a eq. (A.12)].

Todos os calculos numéricos deste capitulo foram feitos usando o pacote Maple 9.03
pela Waterloo Maple Corporation.

Os resultados deste capitulo foram publicados em [16].

4.1 A funcao de dois pontos e quatro pontos para mésons
em 241 dimensoes, dois sabores e matrizes de spin
2 X 2

Comecamos introduzindo os campos mesonicos, invariantes por transformacao de cali-

bre, II;, I = 1,2,3,4 (veja o capitulo anterior para a comparagdo com o caso de um sabor),

por
(L [Var (Whas () + P o (W0 ()] 5 1=1
-1 +,a,— U X =2
() = ﬂ% (0 (w) (4.2)
7 YV a— (U4 a1 (1) ;=3
L \/Lg [_—7a,+(u)¢+,a,+(u) - &—,a,—(u)w—ha,—(uﬂ ; l=4,

;

- w—,a, )'QE ,a,—( X l =2
pulu) = “f +(u - K (4.3)
3 Va0 (W) a4 (1) =3

\ \/Lfi [V i (WU (W) =V o (Wy o (w)] ; 1=4.

A acao da simetria conjugacao de carga C nos campos II; ¢ dada por CII; 4 = —1II; 4 € Cllp 3 =
—II35, e 0 mesmo para os campos auxiliares 1. Pela simetria de paridade ou conjugagao de

carga do Teorema 2, temos

((u) =0, (u(u) =0 ; 1=1,2,34. (4.4)
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Notamos que, como no caso de um sabor, na definigdo de II; (1), o indice de spin nos campos
basicos ¢ é + (=) e é — (+) para o campo de anti-quark ). Também, conforme vimos no
capitulo anterior II; tem a interpretacao de criacao de mésons.

A motivacdo para as definigoes (4.2) e (4.3) se relacionam com a simetria U(2) de
isospin da agao (4.1). A relac@o destes estados com os estados de isospin usuais, i.e. com
isospin total I e com componente, z, I, é feita na Segao 4.2. Conforme veremos, os campos
compostos [1;— 2 3 4 podem ser identificados com os estados (I, I,) = (0,0), (1,1), (1,—-1),(1,0),
respectivamente.

Pela formula de F-K da Proposicéo 1, para 2° # 0 em Z e tomando T% = Tfle, temos
(k,1=1,2,3,4)

((1/2, @), T T TP I (1/2, i) ) = Gra() (4.5)

onde, para z = (2 = ud — v, %) € Z3, temos Gy(z) = Gp(ui,uz + F) e somos levados a

definir a fungao de dois pontos associada

Gulur,uz) = (pw(ur); (uz))rxuo<ug + (e(un); (u2)) X9 - (46)

= (e (ua) T (u2) ) X0 <ug + (e (ua) p0(u2)) Xuosug -

onde para obtermos a tultima igualdade usamos a simetria de paridade do Teorema 2, para
obtermos (u) = (Il;) = 0.

Para o estado de duas particulas obtido pelo acoplamento de dois estados de isospin total
zero, tomamos a combinagao trivial de coeficientes de Clebsch-Gordan (C-G), com z¢ = 0 = 29,

usando a notagéo H] I, pbara os campos da eq. (42)
%H(Qfl,xg) = Hl(az? + 1/2, fl)H1($g + 1/2, 2_3"2) = Hoo(iv(l] + 1/2,51)H00(£E8 + 1/2,f2) .

Para o acoplamento de dois isovetores com isospin total um tomamos a combinacao de coefi-

cientes de C-G, com z{ = 0 = 29,

1 — — — —
T (a1, 22) = A (o (2 +1/2, 8 s (25 +1/2, ) + (2] + 1/2, 3T (25 + 1/2, 7)

]' — — — —
=5 [ (2 +1/2, )T (25 + 1/2,85) — Tho(2) 4 1/2, 1) (25 + 1/2, 72)

+H1_1(ZL‘(1) + 1/2, fl)H11<$g + 1/2, fg)] .

Como nao sabemos a priori qual a combinacao linear destes estados é mais apropriada para

descrever um possivel estado ligado, consideramos a matriz de produtos internos, com z{ =
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O=ad=a23=2%eij=0,1,
11 —H|z%| iP.& 411
<’TZ (z1,22), e e e 7, (x3,334)>H

No6s notamos que isto é anédlogo a teoria de perturbacao degenerada em mecéanica quantica
ordinéria, e a combinacao linear certa deve aparecer no final de nossa analise.

A funcao de correlacao para dois mésons é,

M, M,
M(xl,xg,xg,m) _ 00(5131@2,903,%4) o1($1,$2,$3,f4) <4'7)
MIO(x17x27x37x4) Mll(x17x27x37x4)
com 1,5 =0,1,
Mi; = (T (21, 22); 7}H(953>334)>T Xa9<ay T <7;H(fl’17332)§ 7}“(373, T4))7 Xz9>x9 » (4.8)

onde 7" ¢ definido similarmente a 7' com y no lugar de II.

: 0 0
Definindo, para x5 < x3,

Dl1l2l3l4(x17172’ x37$4) = <Hl1 (171)/”2 (ZL‘Q)H13(ZL‘3)H14($4)> - <:ul1 (ml):ub ($2)><H13 (‘T3)Hl4 (ZL‘4)>

vemos que, em termos de médias dos campos gy e II;, M;; é dado por, para x5 < a3 (e de
forma similar definimos 29 > 3 usando a Proposicao 1, e suprimindo os pontos da rede para

simplificar a notagao,

My = D,
1
My = —%[Dnz:a + D144 + D1132]
1
My = —%[D%n + Dys11 + D3o11],
1
M, = g[D2323 + Dosay + Dagso + Duaszo + Dyasa + Dyass + Dsaog + Dsoas + Dsosol

M, é dado por

Moy(x1, 29, 23, 74) = Moo(1, 2,73, 74) Moor1(21, T2, T3, 74)
1, L2 4) =
0 ) y L3 M0710(ZE1,1’2,I3,Z)34) M0711(ZE1,ZL’2,1’3,:L‘4)
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com as entradas

Mooo = Doiin s

1
Moo = —E[Do,u% + Do 1144 + Do 1132]
1
Moo = —E[Do,%n + Do 4411 + Do 3211 5
1
Mo = g[ 0,2323 + Do 2344 + Do 2332 + Do 4432

+Do a4a4 + Do 4493 + Do 3223 + Do 3044 + Do 3039] -

onde Dy j,1,151, € obtido aplicando erréneamente o Teorema de Wick aos campos compostos

e II; em Dy .14, sem o truncamento parcial. Explicitamente temos

DO,l1l2l3l4 (xla To, T3, $4) = Gl1l3 ('rlu x3>Glgl4 (.TQ, 1:4) + Gl114 ('Tl; $4)Gl213 (.',527 173)
com G definido na eq. (4.6). No6s observamos que

My o1 = Mo,10 =0,

1
Mo = g[D072323 + Do 2332 + Do aaaa + Do 3903 + Do 3032],
lembrando que, devido & simetria de isospin, temos (ux(z)I;(y)) = 0 se k # [. Usando a
simetria de conjugacao de carga C, temos (ua(2)la(y)) = (us(2)II3(y)). Usando uma rotagao
de 7/4, em relagao ao eixo z-isospin, vemos que (uo(z)I2(y)) = (ua(z)I4(y)). Desta forma,

obtemos uma expressao compacta para os elementos da matriz 2 x 2 M,
Moo = Do1111,  Moja1 = Doazaz € Moo = Mo 10 =0.

Desta forma, a estrutura matricial para M, pode ser simplificada para

(4.10)

D0,1111 X1,T2,T3,T4 0
M0($1>$2,$37$4) = ( ( e )

0 Do 2900(21, T2, T3, T4)

De forma similar ao que fizemos na demonstracao do Teorema 5, podemos mostrar que
existem duas particulas distintas, correspondendo ao isospin total I = 1,0, manifestadas pelo
aparecimento de curvas de dispersao isoladas no espectro de energia-momento. O isovetor
ou tripleto esta associado com IIj_93,4 (I = 1) e o isoescalar ou singleto com II; (I = 0).
Lembrando que {(us(x)a(y)) = (us(z)3(y)) = (ua(x)l4(y)), as curvas de dispersdo para

as componentes do tripleto II; = 2,3,4 coincidem. Pela simetria de conjugacao de carga,
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CIl; — —II;, CIly — —II3, CIl3 — —II5 e CII; — —IlI4, e vemos que as curvas de dispersao
para cada uma destas particulas coincidem com as das suas antiparticulas. As curvas de
disersao para o singleto e as componentes do tripleto coincidem até, e incluindo, a ordem x3
e sao dadas por

2
wi(p) = —2Ink +r(k,p) = —2Ink + In[l — %(cospl + cos pH)]|+O(k),

com, I =0,1, r7(k,p) real e analitica em s e cada componente p’ (j = 1,2). Claramente,
wi(p) = mr + =15, || < 1, onde m; = my(k) = w;(0) é a massa do méson I = 1,0. As

3 mas esperamos que uma abertura

duas massas mg e my sao iguais até e incluindo a ordem x
de massa apareca em ordens superiores de k, ji que nao ha nenhuma simetria aparente rela-
cionando as particulas associadas. Na demonstracao do Teorema 5 do Capitulo 2, mostramos
como obter a abertura de massa em (2+1) e (34 1) dimensdes, um sabor e usando matrizes de

Dirac 4 x 4. E conveniente, por simplicidade de notacio, escrever m; = m/ + O(k*), I = 0, 1,

m' = —2Ink — k% (4.11)

4.2 Simetria de isospin U(2) global e fungoes de correlagao

Nesta se¢ao usamos a simetria de isospin para obter as relagoes de ortogonalidade entre
fungoes de correlagao de dois pontos, i.e. (ug(x)I(y)) =0, para k # 1, k,1 = 1,2,3,4. Estas
relagoes sao analogas as usuais relagoes de ortogonalidade para estados com diferentes compo-
nentes do momento angular na direcao z e diferentes momentos angulares totais na mecanica
quantica ordinaria. As fungoes de correlacao p-II sdo combinagoes lineares de (¢, 0 > Y IXUTAN
onde suprimimos todos indices exceto aqueles referentes ao isospin ou sabor. Comegamos com

a identidade, para U € U(2) arbitrario, dada por

<1/}f11/_}f2 (1/_} U)f3 (UT 77Z)>f4> = <(U ¢)f1 (@UT)f2$f3¢f4> )

onde o lado direito da equagao anterior é obtido a partir do lado esquerdo usando simetria de
isospin, i.e., invariancia das médias pela transformacio ¢ + Ut e 1 +— UT com U € U(2).
Multiplicando ambos os lados pela esquerda pelo tensor wy ¢, e vs,, pela direita, obtemos

nossa identidade bésica

Wi £ <1/}f11/}f2¢i3¢i4> Ui3f3 Ui4f4 Ufsfs = Wigig Ui1f1 Ui2f2 <¢f1¢f2¢i3¢i4> Ufsfa s

onde a barra em U significa conjugacao complexa. Denotando (-) s, f,. s f2 POT 11, fy: 15 £4» pOdemos

reescrever a expressio acima como Wy Th9.34[(URU)v]34 = [w(U@U)]12T19.34v34. Entdo, vemos
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que o produto tensorial de U e U ocorre em fatores distintos. Relembrando que para U € SU(2)

3 580 as matrizes de Pauli da

arbitrario, temos (veja ref. [24]), onde 0, =o', 0, =0% e 0. =0
eq. (1.4) e

U=SUS" | S=io,=-S"=85=-57",

de forma que

UU=USUS =15 UeU)(1xS™").

Escrevendo U = €7/ onde §o = 0,0,, 0,0y, 0.0.,0,,. € R, expandindo em poténcias
de 6 e igualando o termo linear para §o = 0,0., e a soma dos termos 62, 62 e 62, obtemos,
com [ =G/2 = (I, 1y, 1),

w12T12;34[(I;)U]34 = [w(I;)]12T12;34034 ) (4-12)
onde I' =1, ®1 + 1® (S.S57).

Para o coeficiente da soma dos termos quadraticos, nés temos

w12T12;34[([I)2U]34 = [w([/)2]12T12;34U34: (4-13)

onde (I} = >4, Hi®@1+1®(S TS~ ")]?. Ressaltamos que se o produto de representagoes
tensoriais U ® U ocoresse, ao invés de U ® U, entao os operadores de isospin acima seriam
os usuais /., a componente z do isospin total, e I?, o isospin total ao quadrado. Com a
notacao usual de momento angular, com um produto tensorial sub-entendido, denotamos as

auto-fungoes usuais do isospin total e a componente z do isospin total pelo tripleto
1
X10 = E(Ofﬁ‘Fﬁa) ;X1 =aa, x1-1 = B0,
e o singleto ygo = \%(aﬁ — fa), onde
(1) < 0-()
Obviamente, o auto-valor de I é I(I + 1) = 2 (respectivamente, 0) e os auto-valores de I, sao

0, 1, —1 (respectivamente, 0).

As auto-fungoes de (I')? sao dadas por

ou seja
1
X10 = E(aa —B8), xu =a(=0) , Xy = Pa,
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e Xoo = %(aoé + 63), e elas tém os mesmos auto-valores das correspondentes xy,,’s. Nos
notamos que por uma inspecao dos indices de isospin na eq. (4.2) fazemos a identificagao
X10 = s, x4y — =1z, Xi_y = I3 e xgo = 111

Usando estas auto-fungdes com ' nas igualdades (4.12) e (4.13) obtemos a forma da
fungao de correlagao (uxIl;) como combinagdes lineares de (14,11, 1,104,) e também as relagoes
de ortogonalidade. Por exemplo, para v = x/},, tomamos vy, s, = %[5f3+5f4+ —0p,_0y,_], ete.
Aqui, usamos o fato que o operador .(S3S™!) tem a mesma agao a esquerda ou a direita de
Wiyiy-

Podemos estender nossa anélise de isospin para estados de duas particulas considerando

a fungao de quatro pontos (py, pu,11;,1T;,). Nos temos a identidade, para U € U(2),

(Wi 0 (DU 15 (UT) 15 (DU) 1, (UTY) ) = ((U) 5, QUY) 1, (U) 1, QU 1,0, o 25

ou, com notagao similar a acima,
Tiasase7s(U @ U@ U @ U) = (U@ U @ U @ U)Tasasers »

O produto tensorial de quatro campos U ® U ® U ® U pode ser decomposto como (U ® U) ®
(U®U) e, conforme vimos, cada fator U ® U tem auto-fungoes de isospin X}o, X115 X1_1 € Xbo-
Para o produto tensorial, temos uma base de dezesseis dimensoes que pode ser decomposta
em isospin total dois, um (multiplicidade trés) e zero (multiplicidade dois).

Nos agora estamos prontos para calcular a aproximagao L para K e resolver a equagao

de B-S nesta aproximacao.

4.3 A aproximacao escada para a equacao de Bethe-Salpeter:

caso méson-méson, dois sabores

Nos aqui passamos direto a consideragao da aproximagao escada para K. Consideragoes
arespeito da existéncia de M, My, M~ My ! seguem como no capitulo anterior. Mencionamos
apenas que, para incorporar o grau de liberdade interno isospin, devemos considerar a agao
destes operadores no espago £5(A) subespago simétrico, em relagao as coordenadas e ao isospin,
de lo(A) onde A = {(z1i1; 2012) € (Z¢ x {0,1}) x (Z% x {0,1}); 2% = 29}. Como no capitulo

anterior usamos o superscrito (n) = (0), (1), ... para denotar o coeficiente de k" e o argumento
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0 para denotar sitios coincidentes x1 = x5 = x3 = x4, a expansao para K é obtida escrevendo

K = M +5M0]_1 — [M© 4 5M]7"

-1

— <M(§O)>_1 — (MO) i(_l)n { [(Méo)> (4.14)

x OM,]" (M(g@)‘l = [(r©) " am]” (M<0>)‘1} ,

onde 0My = My — Méo) e 0M = M — M admitem expansdes em k. Para obter a inversa de

M© procedemos como no capitulo anterior, na Secdo 3.3, escrevendo o niicleo de M(® como

M(O) (.131, T2, T3, 1’4) = M(O)(O>5<ZE1 — .%3)5(1’2 — $4)
X(S([L’l — ZL‘Q) + Méo)(l‘l, X9, T3, .’L’4)

X [1—0(xq — x9)0(x1 — 23)0(21 — 24)],

. . 0 . . . .
que coincide com Mé ) exceto em pontos coincidentes. Para determinarmos a matriz 2 x 2

M©(0) precisamos, somente, das seguintes entradas (usando o Teorema de Wick):

5

1 1
Dif11(0) = Diha(0) = 5. D (0) = Dy (0) = .

0 0
3 D§3)23(0) =le D§3214(0) —3
As outras entradas de M(?)(0) sdo obtidas usando as propriedades de simetria de D, i.e.

Dl1l2l3[4 (xla Xo, T3, LE4) - Dl2l113l4 ($27 T1,T3, :L‘4) - Dlllgl4l3 (x17 T, Ty, 373),

e a reversao no tempo do Teorema 1, que fornece Dl(lol)2 1,1,(0) = Dz(gz)ul ;,(0). Desta forma,

AMO(0) % ( \2 \f ) _ §P+ %Pl, (4.15)

onde na tltima igualdade da eq. (4.15) usamos a decomposicdo espectral de M (0). P, P,

s30 projecdes ortogonais associadas aos autovalores 8/3 e 4/3 de M(©(0), com autovetores

(1, \/3) e v = 1(\/g, —1), ou seja

1
2 2
P—1< L ﬁ) (4.16)

normalizados v =

_Z\/g?,

3 -3
<_\/§ X ) (4.17)
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Relembrando que Gy, é diagonal e normalizado em x = 0 e em pontos coincidentes, obtemos
Még)j(lj, 1‘2,$3,l‘4) = (Sij [5(1’1 — ZL’3)5(ZL‘2 — 1’4) + 5(231 - $4)5($2 - [L’g)] s
e Méo) age como duas vezes a identidade em ¢5(A). Desta forma concluimos que

-1 1
<M(§O)> = 5[25(1'1 — ZL‘3)5(ZL‘2 — ZE4).

Para listarmos todas as contribui¢oes que entram no célculo de L, consideramos o
decaimento no ntcleo de K dado pela eq. (B.37) do Apéndice B. N6s obtemos que K é O(k?)
e listamos abaixo as possibilidades que devem ser consideradas para distancias temporais
x§—af = 0,€",2e". Note que para |2§ — 29| > 3 temos uma contribuicao de pelo menos O(x*)
que nao contribui para L. Para determinamos as contribui¢coes que devem ser consideradas
lembramos que estamos buscando as singularidades de M (€, 7, k%) com k° = iy = i(2m/ — €)
dependente da energia e contribuindo com um fator e~#o = X = 27'~€ — = (+25%) /it onde
m’ & dado pela eq. (4.11). Desta forma obtemos:

(I) ’%g—m?‘ = 0, ‘fl+fz—fg—f4’1+’fg—fl‘l—ﬂle—fg’l =0= |K‘ = O(l) € 6(2m/_€)|70| =1

contribuindo para K (£, 77) com (P/8— P, /4) 6(£)3(77)8(7), que corresponde a um potencial

Y

de alcance zero com uma parte atrativa (P/8) e outra repulsiva (—P;/4);

Diagramaticamente temos a contribuigao trivial

T1 = Tg = X3 = T4

Para o termo de ordem zero, i.e. K@ temos
(0) (0) - (0) -1
K1, 29, 23, 24) = (MO (0)> — (M©0) | 8(z1 — 23)0(xs — 24)3(21 — 72).

Para determinarmos o valor de K® usamos a eq. (4.15) para obtermos [M () (0)]~' =

3 3 1
gP + ZPI e relembrando que Méo)(O) =2, =2(P+P)e [Méo)(o)]_l = §(P + Py), temos

(Méo))fl - (M(O)) = K(O)(I17$2,$3,$4)
KO(0)8(z1 — 23)0(19 — 24)0(11 — 79)
= (% — %)6(:61 —x3)0(xe — x4)0(x1 — 23) .

Observagao 7 Conforme veremos, (1) ird combinar com (I1II) para obtermos efetivamente

uma contribuicao da ordem k2.
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(ID |l‘g—$?’ = 0, |fl+52—fg—f4|1+’fg—fl‘l+|f4—fgh =2= ‘K| = O(li2> [§ 6(2m1_€)|70| = 1,
contribuindo para K (€, 7) com k2(P_/6) (€ — i)0(€ — ec?)d (7 + ee'). Este potencial ¢ de

alcance um no espago e esta associado com a troca de um quasi-méson;

Diagramaticamente temos

r1=x3=0 e’ =29 =2y

ou

To=x4=0 e’ = x1 = x3

Esta contribuicao é obtida da mesma que forma que fizemos para calcular a aproximagao
escada para K no capitulo anterior, mais especificamente na Secao 3.3. Notamos, no entanto,
que, como nao estamos usando o fator h neste caso, as contribui¢coes nao-locais, dadas por
(vii) e (viii), s@o zero. Neste caso, a tnica contribui¢do diferente de zero ¢ (v). Para este
caso, expandindo (g, (0)p, (e')IT, (0)II;, (e!)) em poténcias de e considerando, por exemplo,
5Még), a entrada da matriz 0M® com k = 0 = [ (associada ao setor de isospin total zero),

temos

2 7 /) e —e!
5M0(0) = 1_12<M1H1¢a1,a,f1¢ﬁ2,a7f2(0»(0)<w517b7f1wa27b,fzﬂlnl(61)>(0)Fa1151ra252'

Agora, usando a estrutura explicita das matrizes I', segue que

M = LTl (D 0y Crafs — Vo s o) (0))©
XAt s Vs fo — Vo 0 ) pa I (1)) 1O

Finalmente, usando as defini¢oes de p; e II; da Secao 4.1, obtemos

Il (Vg Vsafs — Vo api¥—apn) (0)@ = 0.

Entao, 5M0(§) = 0. Nos também obtemos, ap6s um célculo longo, 5M0(f) =0 = (5]\/[1((2)) e
SM? = k2/3. Desta forma K®(0,e!,0,e') = (1/4)6M®@(0,¢',0,e!) = (k2/12)P_. Levando

em conta contribuicoes do tipo 21 = 25 = 0, 73 = 24 = €/ e 11 = 24 = 0, Ty = 23 = €€’
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para M@ (1, x5, 73, 24) obtemos o resultado desejado. Este termo esté associado com um
potencial atrativo, de alcance espacial um e resultante da troca de um quasi-méson. Na nossa
terminologia um méson tem indices de spin opostos para os campos de quark e anti-quark,

neste caso temos os mesmos indices de spin para o quark e anti-quark.

(III) |o§—af] = 1, |71+ T2 — T3 —Zal1 +|To— 1 1 +|Ta— 731 = 0 = |[K| = O(k?) e el =Bl =

e~ (E26%) /4 contribuindo para K (€, 77) com e~ 26" (P /4— P/R) 6(€)8(if)d(T —¢). Esta
contribuicao corresponde a um potencial dependente da energia de alcance zero. Seu cal-

culo leva em consideracao o efeito da correlagao de quatro campos de calibre superpostos,
da eq. (A.12);

T3 =Ty =€

T = T9 =

Pela equagao (B.30) do Apéndice B temos

{ [M(O)] -1 5M(4) [M(O)] -1 |:MD(O)] 5M0(4) |:M(§0):| _1} (O, 07 60, 60)

e lembrando que §M™ = (8/3)P+(4/3) Py, [M©]™" = (3/8)P+(3/4)P, e sM{Y = M, = 21,

obtemos o resultado desejado.

(V) |2§ — 28| = 1, |y + &y — T3 — Tyl + T2 — iy + |Z4 — T3]y = 2 = |K| = O(x°) e
6(2m’7?2)|60| — 67(€+2n2)//{4;

Uma contribuigao tipica para este caso tem a representagao grafica
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T3 =14 = e’ + €Y

r1 =0 ee’ = x9

Neste caso, os céalculos sao extensos e nos limitaremos a dar apenas a descrigao do
procedimento utilizado para determinarmos todos os termos envolvidos. Esta contribuicao
é zero usando a expansdo em série de Neumann para M~! e My ' (veja a eq. (4.14)) e
relembrando que §M ) e 5M(52) sdo os coeficientes de termos da série de Neumann para M !
e My !, respectivamente, pelo menos da ordem O(k?). Desta forma, precisamos considerar
na expansiao de Neumann para M~! (M; ') no méaximo produtos de trés 61 () (5M0(2)). Na
sequéncia, usamos a notagao u, = (y1,¥s,...Yy,) para um vetor de n componentes, tal que
yi =2m; (i =1,...,n), m; € N, submetido ao vinculo >  y; = 6. Assim, (IV) ¢ dada pela
soma das contribuicbes SM©), — > SMWISM@2) o SMPSMPSM P, omitindo os fatores
[M©]~! que aparecem na série de Neumann aqui e no que se segue [contribuicdo (V)] para
simplificar a notacao, e similarmente para [Mp]~'. Pelo decaimento no espago dado pela eq.
(B.37) do Apéndice B obtemos

|fl+fg—fg—f4|15a, |fg—fl|1Eb (§ |f4—f3|1EC

e a condigao a + b+ ¢ = 2 deve ser satisfeita. As possibilidades sdo dadas por (IV.i) a =2 e
b=c=0;(IVil)b=2ea=c=0; (IViii)) c=2ea=0=0; (IViv)a=0eb=c=1;
(IVv)b=0ea=c=1; (IV.vi) ¢ =0 e a =b= 1. Na sequéncia, mostramos dois exemplos
que mostram um cancelamento nao-trivial na expansao usada para calcular K. Consideramos,
Ve x4y = e+ eb. Neste caso,
a contribuicdo ndo-nula dM©®) & cancelada pelo proximo termo —[6M @M@ 4 sM D §M 3]

na expansao em série de Neumann e cada termo na expansio para [My]™! é zero até esta
0

a possibilidade (IV.iv) com, por exemplo, z; = 0, 5 = !, 3 = ¢

ordem. A seguir, para (IV.v), se 1 = 0 = 29, 23 = ¢” e 24 = ¢° + €' nés obtemos que §M©) &

cancelado pela expressao correspondente vinda de [My]™!, que ¢ —5M(§6) e similarmente para
_ Z_‘ SM@§M (v2)
u2

(V) |2§ —af| = 2, |8 + &5 — T3 — Ty + [T — 1|1 + |8y — 31 = 0 = |[K| = O(k'%) e
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6(2m'—€)|260| _ e—2(€+252)//€8.

T3 = x4 = 2€

IE1:IL'2:0

Novamente, como os calculos envolvidos sao extensos nos limitamos a uma discus-

sao breve. Usando a notagdo da contribuicao (IV), i.e. i, = (y1,%2,...yn) indica um
vetor de n componentes, tal que y; = 2m; (i = 1,...,n), m; € N, submetido ao vin-
culo Y7 y; = 10 e omitimos os fatores [M©@]! ¢ [M{”]"! que aparccem nas séries de

Neumann para [M©]=1 e [M”]~'. Devemos considerar §M 19 — >, SMWDEMw2), Zﬁs
SMWDSM DG Ws) — %~ GM W) §M W) 5 M W) 50 ¥4) ¢ finalmente M @M@ M P §M DM P
Aqui, cada contribulgao ¢ zero e o mesmo acontece para [Mp] ™

Levando em conta os resultados acima (I),..., (V), que contabilizam as contribui¢oes

para L, obtemos

~

L(E 7,ix) =

=

(AP —1P) 6(E)o() + 1P- X2, 6(€ — (i — o)

) J | (4.18)
(b+2) 2(§P — 1P1) 0(§)o() + 5P- 32, 0(& —m)d(i7 — &)

Bl=

onde bk? = 1 —e~¢ é a energia de ligacao do méson-méson e para obtermos a tultima igualdade
na eq. (4.18) usamos a simetria M (&, 7, k%) = M(—¢,7,k°) = M(E, -7, k°) ¢ o mesmo para
Mg e conseqlentemente para K.

Observacao 8 Notamos que na expressao de L da eq. (4.18) supomos € = O(k?) o qué,
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conforme veremos € consistente com a energia de liga¢ao obtida através da solugdo da equagao

de B-S na aproximacao escada.

Notamos que, na analogia com operadores de Schrodinger, o potencial dado pela eq.

(4.18) corresponde a um potencial local dependente da energia de alcance espacial zero, com

uma parte atrativa (3P), e repulsiva (—P;). Um potencial atrativo de alcance espacial um
(%P_) correspondendo a troca de um quasi-méson (na nossa terminologia isto significa que,

ele nao tem os indices de spin adequados para que possamos identificdlos com um méson).

De volta a equagao de B-S obtemos, deste momento em diante omitimos a coordenada

conjugada a 7, k = (ko,l;), nas expressoes para o nicleo dos operadores em coordenadas
relativas,
N N NS N
MED = MED+ A+ MED (jp-p) i@
+ E?:l %“2]\2[0(5, ei)pr(eia 7).
P_ é dado por
00
P = :
Re-escalonando a eq. (4.19) por k?/2 obtemos:
- - oo 1 A
S, ) = So(€,7)+(b+2 0)(=P—-P ) S(0,7
€0 = SED+30+2SED (37~ R) 507 o
+ 3051 35(E ) P-S (e, 7).

onde Sy = (k2/2)My e S = (k2/2)M. A eq. (4.20) sera usada na proxima secao na determi-

nacao do estado ligado.

4.4 Solucao da equacao de Bethe-Salpeter na aproximacao

escada para K

Nesta secao, apresentamos a solucao da equacao de B-S na aproximacao escada. Antes,
no entanto, apresentaremos a representagao para SO(E, 77) em analogia com a eq. (3.31). Pri-
meiramente, consideramos M. Relembrando, da eq. (4.10) na Segao 4.1, obtemos para My a

seguinte estrutura matricial

]\7[0(5 ) = [70,1111(5, 7) 0
7 0 Do 2292(&,17)

Procedendo como na secao 3.3, obtemos a representacao para ]A?O,ZIZQZBM (5, 17, k%), similar a eq.
(3.30),
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Dostaats (€7 K= 1, [} fa F(R0,AON0) { [cos € cos 7 + seni Gsengi 7]

X 014150151, A051,15(A0) o100, (N°) + [cos p.€ cos pLaj — senﬁ.{senﬁ.ﬁ]

—

X 6111451213 daﬁ,l1l4<)‘ )dap l2l3 ()\/0)} dp + 27T fTQ {Gllls (@th (17) [CO E
X cos p.i] + senﬁ{senp.n] + G110, (P) Gt (P) [COS p.€ cos i — senp.Esenp. ﬁ] } dp

onde f(z,y) é o mesmo da Proposigao 1 e doyz(\°) admite a decomposigao
oz (\°) = Zu (D)X — e PNdX0 + db40(A°).

Aqui kl = 11 coresponde a [ = 0 e kl = 22,33,44 corresponde a I = 1. Conforme discutimos
na Se¢ao 3.3, a contribui¢ao dominante para Do,nu(g, i) e 15072222(5, 7j) vem, se desprezarmos
a parte independente de £° e cosiderarmos a contribuicdo de uma particula, i.e., fazemos a
aproximagio na medida espectral doy;(\°) &~ Z;(p)§(A\° — e «1®)d\°. Desta forma, obtemos
as expressoes para 150,1111(5, ) e 15072222(5, )

. - _ cos prEcos pf
Do 1111(§,7) = (27) 2/ o2 RS ]—jn dp
T2

(wo(p)—mo)+€ — 1

. oo s cospgcospn
Do 2222(&,17) ~ (2m) [112 e2(wi(P)—m1)+e _ dp

lembrando que até a ordem O(k?) as massas e curvas de dispersao para os mésons com isospin

total I = 0,1 coincidem obtemos

N o B cospfcospn
Do Do 1111(5 77) = D0,2222(§a77) = (27T) /1‘2 20’”/@2[ (ﬁ)] P dp (4-21)

com ¢™ o mesmo da eq. (3.5). Notamos que na aproximacao dada pela eq. (4.21) Dy &
o mesmo da eq. (3.31). Lembrando que S = (k2/2)D, deste ponto em diante, usamos a
notacao compacta go,nn ~ §0,2222 = }?o. Desta forma, como no capitulo anterior, fazendo
as identificacdes Ro(0,0) = 70, Ro(0,e') = ro1, Ro(el,e!) = ri1, e Ro(e!, e?) = ryy, entdo, as

seguintes relagoes valem
1 1
To1r = To2, T11 = T22, To1 = T10, T01 — —5 -+ 5(2 —+ b)?"oo e ryy+rie= (2 -+ b)?”()l. (422)

Resolvendo a eq. (4.20) para as matrizes 2 x 2 S(0,17), S(e!, ), (i = 1,2) e usando as
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relagdes (4.22), vemos que as tnicas possiveis singularidades de S, que sdo as mesmas de M,

vém dos zeros do determinante da matriz 6 X 6, que chamaremos de W, i.e.

b+2 2 2
I — B Too® —57”01P— —§T01P—
— b+2 2 2
W = _TTOIQ _[2 — §T’11P_ —§T12P_
b+2 2 2
Y To1Q —57”12P— I — §T11P—

onde

1
Q=5P-P

ool —

(e )
. (4.23)
3v3 1

Segue, entao, que det VW tem a estrutura

1+ aq [¢5) 0 0 0 0
a; l+az O ag 0 ay
1
det W = “ “ VoY "
ag ay 0 1+ as 0 Qg
a,5 @6 0 O 1 O
ag ay 0 Qg 0 1 + as
COI \/_
5) 3V3 1
ay = 1—6(2 +b)roo, az = R (24 b)roo, az= —E(Q + b)roo, (4.24)
2 5 3v3
ay = —57’01 as — 1—6(2 -+ b)T’ol, g — —?(2 + b)TOM (425)
1 2 2
ay = —1—6(2 + b)rm, ag — —57“11, ag = _§712' (426)

Usando a expansao de Laplace na terceira e quinta coluna do determinante acima obtemos

que det W pode ser reescrito da seguinte forma

1+ a4 a 0 0
1+
det W = 2 s f a4
a6 ar 1+ asg ag
ag ay Qg 1+ as

Desta forma, obtemos as seguintes condi¢oes para a existéncia do estado ligado:
1+ ag — ag = 0. (427)

[(1+a)(1+as) —a3] (1+as+ag) +2c=0 (4.28)
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com

c=ay|asas — (1 +ay)ay|.

De agora em diante usaremos as notagoes compactas
Ci=1l+as—ay e Co=[(14a1)(l+as)—a3] (14 as+ag) + 2c.

Com relagao a (4.27) temos:
2

Ci=1- —(7”11 - 7’12)
3
que agora analisamos. Como (717 — r12) é uma fun¢do monétona decrescente de b é su-
ficiente verificarmos que %(7‘11 —7r12) < 1 para b = 0. Para verificarmos isto dividimos

o intervalo de integracdo em (r1; — ri3) em trés setores usando a resolugdo da identidade

[X(O,a) (%) 4+ X(a,m) ($)] [X(O,a) (y) + X(M)(y)] = 1. Desta forma, obtemos:

2 (cospy —cospa)*
(2 — COSpl — CcoS pa)

/ / (cos p; — cos py)? .
27T 0,a) aﬂ' — COospr — COSPz) P
Cos pl —cospy)®
+—- dp.
(2m)? /((M)z (2 — cosp; — cosps) P

Sejam A, B e C' uma notacao para o primeiro, segundo e terceiro termo, respectivamente,

ra—Ti2 =

que aparecem no lado direito da equagao anterior. As duas ultimas integrais, B e C, po-
dem ser calculadas numericamente para a suficientemente pequeno, por exemplo, a = 107°.

Finalmente:
B=0,3183x10° e C=0,2732.

A terceira integral pode ser avaliada fazendo a aproximagao cosz ~ 1 — x?/2 para r < 1:

Desta forma obtemos (2/3)(A+ B + C) = 0,1821 < 1, portanto excluindo estados ligados do
espectro.
Para (4.28) temos:

1 1
[(14+a)(1+as)—a3] =1+ 1(2 + b)roo — g(2 +b)r3,

1
c=aylasag — (1 + ay)az| = —Ergl(Q +b) [14+2(2 4 b)reo] -
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Desta forma obtemos para (4.28)

1 1 2 1
Cy = |:1—|— 4(2—|—b)7"00 — §(2—|—b) 7”00:| |:1 — 5(7“11 +T12):| — ET(Q)l(Z—Fb) [1+2(2+b)7"00]

Observando que podemos escrever 111 + 112 = (2 + b)ro; € o1 = —% %(2 + b)rgp obtemos
Cy

{1+i(2+b)r00—é2+b }{1 2240) [-2 + 12+ b)roo] }

5 {—% + %(2 + b)roo} 2 (24 0) [1+2(2 4 b)roo] -

Esta tdltima expressao fornece a condicao para o estado ligado

02 = Cp + C1T00 + CQT(Q)O + 037’80 =0 (429)

com

5) 13  5b

68 16
1
6 = —ﬂ2+mu+m
= _loynruaty
T
03:().

Fatorando a eq. (4.29), polinomio de segundo grau em 7g9, obtemos a seguinte condi¢do para
a existéncia do estado ligado, com g(b) = 12 + 6b + b?

—c £ c% — 4deocg — b) + /g
Too = = =

265 (2 m@+w =,

0 caso rop = ry ¢ excluido, ji que, ¢ uma raiz negativa e rog > 0. Finalmente

—2(14+0b)++/g(b
Too =

2+ m@+m

Para analisarmos a raiz positiva r_, notamos que

1
= (27) 72 dp
roo = (2m) AQZ—cospl—cosp2+b b

¢é positiva, monotona decrescente, analitica em b > 0, com singularidade logaritimica em b = 0.
Ademais, notamos que para b > 0, rog admite uma representacao em termos de fungoes eliticas

roo €, a menos de um fator, a transformada de Fourier do quadrado da funcao de Bessel Jy,
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desta forma temos a representagao para rgg

oo = 7r(b2+ i (b i 2) (4.30)

(1 — a’sen?¢)d¢p, 0 < a < 1. E nos notamos pela eq. (4.30) que o compor-

onde K(a) = OW/Q

tamento assintotico para b grande de roy é dado por 1/(b + 2), observando que, neste caso,
K(2/(b+2)) ~ K(0)=m/2. A raiz

. —2(b+ 1)+ 34/g(b) | (4.31)
b+2)(b+4)

6r_(b) ~ —1/4+3V3/4 4+ O(b) ~ 1,04904 + O(b), para b pequeno, é real analitica, decresce

monotonicamente e comporta assintoticamente como 1/b, para b grande. Desta forma, o

grafico de rqyy esta acima do grafico de r_ para b = 0 e, para b grande notamos que esté abaixo

(pelo comportamento assintotico para b grande, lembrando que rog ~ 1/(b+2) e r_ ~ 1/b).

Assim, existe uma existe uma solugao para a equagao

1
_=(2m)? dp. 4.32
" (2m) /er—cospl—cospQ—f—b p (4:32)

Graficamente a solucdo b para eq. (4.32) é tnica. Um calculo numérico fornece b ~ 0, 02359,

desta forma o estado ligado tem uma energia de ligacio da ordem € = —In(1 — bx?) =~
bk? = 0,02359x2, que, conforme mencionamos na Observagao 8 é consistente com nossas
aproximagoes para a equagao de B-S, i.e., a aproximagao L para K dada pela eq. (4.18).
Uma questao importante é entender como as partes atrativas contrabalancam com as
partes repulsivas na eq. (4.18) de tal forma que o estado ligado ainda apareca. Para isto,
resolvemos numericamente o problema considerando somente o efeito das contribuigoes (I) e

(III), e negligenciando o termo de troca (II). A equagao resultante é dada por

SED = SED+H0+2SED (57— 1) S0 (4.83

Resolvendo esta equacao para a matriz 2 x 2 S (6, 77) obtemos, neste caso, a condigdo para o

estado ligado

det W’ . 14 ap as
(05} 1+ as

| = —%[(b+ 2)ro0 — 4J[(b + 2)ro0 + 2] = 0,

com ay, as e ag definidos na eq. (4.24). Desta forma obtemos a condigao para o estado ligado,
roo = 4/(b+2). Notamos ainda que como roy > 0 temos (b+2)rgo+2 > 0. Aqui, a quantidade
r_ daeq. (4.31) é substituida por ' = 4/(b+2) e, ao invés da eq. (4.32), obtemos a condigao
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roo = 1’ que fornece a solucao b’ ~ 0,00006. Conforme esperado, como a atracao é reduzida
neste caso, temos b’ < b, e uma energia de ligacdo consideravelmente menor.

Para ver como o potencial atrativo associado com a contribui¢ao de troca de um quasi-
méson (II) compara a parte atrativa do potencial (I) e (IIT), também resolvemos o problema
considerando somente a contribui¢ao (II) e negligenciando (I) e (III). Para este caso, obtemos
a seguinte equagao

SEq) = i, 28(& e P-S(e, 7). (4.34)

Resolvendo esta equacio para as matrizes 2 x 2 S (€', 1), (i = 1,2), a condi¢ao para o estado

ligado é dada por

1 0 0 0
0 1 0 1 2
det W* = s SO R S S (rin +712)
0 0 1 0 ag 1+ asg 3
0 Qg 0 1+ as

e usando as relagoes (3.36) e (3.37) obtemos a condigao para o estado ligado neste caso

b+5 b+ 2)>
detW": 43‘ —< —; ) 7”()0:0.

Desta forma, ao invés de 7_ na eq. (4.31), temos " = (b+5)/(b + 2)%. Conforme esperado,
roo = (b+5)/(b + 2)? tem solugdo, dada por b” ~ 0, 00639.

Desta forma, obtemos b < b’ < b, e nossa analise mostra: que a parte atrativa no
potencial efetivo nos casos (I) e (III) dominam sua parte repulsiva; que a atragao associada
ao caso (II), i.e. a troca de um quasi-méson, substancilamente aumenta a ligagdo. Na figura
4.1 noés apresentamos as condicdes para o estado ligado nos trés casos mencionados, b', b” e b.

Para que tenhamos uma idéia melhor do balanceamento entre as partes atrativas e
repulsivas, analisamos o efeito de correlagoes de calibre no caso (III). Ou seja, ao invés de usar
a integral Z, da eq. (A.12), nés erronéamente usamos a contribui¢do nao correlacionada Z2,
onde Z, é dado pela eq. (A.10). O efeito desta troca é de substituir o operador (P;/4 — P/8)
por —Iy/4, no termo (III). Com isto, nao existe mais a recombinagdo dos termos (I) e (III)
e, consequentemente, ambos termos sao da ordem x°. Quando efetuamos o re-escalonamento
pelo fator k?/2 |veja eq. (4.20)], o potencial associado com estes dois termos adquire um fator
multiplicativo 2/x%. Como 0 < k << 1, isto significa um grande coeficiente. Para vermos
o efeito da correlacao de campos de calibre, novamente resolvemos o problema. A equacao

resultante neste caso é dada por
R . . 1 . 2 9.
SEM = SEM - HHED (174 R) 500+ Y IHENPSE D (139
i=1
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Resolvendo a eq. (4.35) para as matrizes S(0,7) e S(e’,7) (i = 1,2) obtemos que a condicio

para o estado ligado, neste caso, é dada pelos zeros do determinante det W'’ onde

1 / 2 2
Iy + H—QTO()Q —g?"glp_ —§7“01P_
r_ 1 ! 2 2
W' = ETOIQ ]2 — §T11P_ —§T12P_
1 / 2 2
meQ —37"12]3— Iy — §7“11P—

onde, neste caso,

Q:Gpﬂﬁzé(%é %€>. (4.36)

Desta forma, obtemos:

1+a) a, 0 0 0 0
ay l4a; 0O ags 0 a
: ‘ 1 0 0 0
detw’=| ® .
g a, 0 1l+ag O ag
ag ag 0 0 1 0
ag a, 0 ag 0  1l4ag
com
’ 13 Too I 3\/57”00 r 77’00
=g E BT g BTga
g Brao 33 Tro
b8 k2" 8 w2 T 8k2’

e os elementos restantes foram definidos anteriormente nas eqs. (4.25) e (4.26).
Expandindo o determinante acima como fizemos anteriormente obtemos as seguintes

condicoes para o estado ligado:

2
01501:1—5(7"11—7‘12):0 (437)
e
Chy=[(14a)(1+ ay) — (ah)*] (14 as + ag) +2¢ =0 (4.38)
onde

d = aylayag — (1 + af)at].

Para a eq. (4.38) obtemos a condigao para o estado ligado

Cy = co+ c1roo + Cargg + cargy = 0 (4.39)

83



com

b+2 71
=ttt ore
o 0+2? 51  (0+2)1 11
ATTTS T T L w3k
CTb+2?1 1 (b+2) 1
2T T w3 W
c3=0

Notemos primeiramente que, a condigao C7, dada pela eq. (4.37) foi analisada anteriormente.

Para a eq. (4.38) no limite Kk — 0 os termos dominantes para cy, ¢; € ¢z sa0

71 11 1 b+2)1
gy ——., (™ —— € Cy Y — — —
0= 94 pk2" 1T 344 S 3 Kt

e desta forma obtemos
—C1 + C% — 46260 C1 1
Too = ==

2C2 CQ_b_]..

Vemos entao que para a segunda condigao, dada pela eq. (4.38), obtemos uma condigao como
aeq. (4.31) para a energia de ligagdo com r_ substituido por 1/(b—1), no limite K — 0. Como
temos a cota rigorosa rog > 1/(b+2) (que segue da representacao de oo em termos de fungoes
eliticas), vemos que nao existe um estado ligado mesmo incluindo a contribui¢ao atrativa da
troca de um quasi-méson. Podemos entender este fato no contexto da equagao resolvente de
Schrédinger na rede. Consideramos o operador de Schrodinger, em ¢5(Z?), (—A/2) menos
o potencial Vj + AV, onde V) é um potencial repulsivo na origem que mandamos para +oo
(correspondendo a tomar k — 0), fornecendo uma condigao de Dirichlet na origem. AV} é um
potencial de posto um e atrativo. A condicao para o estado ligado que obtemos é dada pela
eq. (4.31), mas com r_ substituido por ¥ = [b+ 2(1 — 1/\)]~!. Para X positivo, esta equagao
tem solucao somente para A acima de um valor critico A. Uma anélise numérica mostra que

A6 aproximadamente da ordem A~ 2,5.
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18

0 0,005 0,01 0,015 0,02 0,025

Figura 4.1: Graficos relativos & condi¢ao de estado ligado como fungdes do parametro b. A
curva solida que diverge em b = 0 é ro9. A curva horizontal inferior corresponde a r_. A
curva pontilhada superior é ' e a mais inferior é r”. As coordenadas de b nos pontos de
intersecdo com rqo sao dadas por: para r_, b = b ~ 0,02359; para 1/, b = b’ ~ 0,00006; para
r”, b =1b"~0,00639.
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Capitulo 5
Conclusao

Neste trabalho, a partir de primeiros principios, usando a formulacao Euclideana de
TQC, e usando resultados preliminares a respeito da existéncia de barions [11, 12|, discutimos
o espectro de energia-momento em QCD na rede no regime de acoplamento forte. Neste
contexto, trabalhando no regime de acoplamento forte e na aproximacgao escada, obtivemos os
seguintes resultados:

No Capitulo 2, fizemos uma analise do padrao espectral de uma particula no setor meso-
nico em (2+1) e (3+ 1) dimensdes, um sabor e usando matrizes de Dirac 4 x 4. Um resultado
essencial deste capitulo e usado ao longo desta tese é a apresentacao de uma representagao
espectral geral para vetores em H O H,, H,. E esta representacdo que nos permite relacionar
o espectro de energia-momento com singularidades de determinadas fung¢oes de correlagao (no
nosso caso dois e quatro pontos) e garantir que, realmente, estamos obtendo curvas de dis-
persao e massas. A anélise do espectro de uma particula constitui-se num passo fundamental
para a anélise de estados ligados com varias particulas do modelo.

No Capitulo 3, considerando o espectro até o limiar de duas particulas, mostramos a
auséncia de estados ligados do tipo méson-méson e méson-béarion em (2 + 1) dimensdes, um
sabor e usando matrizes de spin 2 x 2. A partir da equacao de B-S na aproximacao escada
(ordem dominante no parametro de “hopping” ) mostramos que nao existem estados ligados
de méson-méson e barion-méson abaixo do limiar de dois mésons (—41n k) e de um méson e
um bérion (—51In k). Interpretamos este efeito como consequéncia da exclusao de Pauli entre
os quarks, ja que o espaco de configuragao dos campos de quarks é demais pequeno devido ao
baixo ntimero de graus de liberdade de spin e sabor.

No Capitulo 4, analisamos a existéncia de estados ligados de dois mésons, com dois
sabores (caso com isospin), matrizes de spin 2 x 2 usando a mesma abordagem do Capitulo
3, i.e., a equagao de B-S na aproximacao escada. Intuitivamente, a adicao de um grau de
liberdade interno extra diminui o efeito da exclusao de Pauli aumentando a chance de duas

particulas se ligarem. Na aproximagao escada obtivemos que a interagao dominante entre dois
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mésons ¢ descrita por um potencial com dois tipos de contribui¢coes, uma delas para pontos
coincidentes, dependente da energia e com partes atrativa e repulsiva; e outra, de alcance
espacial um, atrativa, relacionada com a troca de um quasi-méson (o par quark-antiquark
envolvido nao apresenta os indices corresto de spin de um méson). Restringindo a nossa
aten¢ao ao setor de isospin total zero, como em [15| onde existe um estado ligado bérion-
bérion, noés detectamos um estado ligado méson-méson com energia de ligagao da ordem de
0,02359x2. A fim de entendermos o mecanismo de atracao entre os mésons, estudamos o efeito
de correlagao numa integral de calibre relevante para a nossa anélise do potencial de alcance
zero. Ao considerar erroneamente uma integral com quatro campos de calibre 7, (veja a eq.
A.12) como produto descorrelacionado de duas integrais de calibre com apenas dois campos de
calibre tal qual Z, (veja a eq. (A.10)) no calculo da aproximagao escada, esta troca transforma
nosso potencial atrativo em um potencial repulsivo, acarretando o desaparecimento no espectro
deste estado ligado méson-méson. A partir dai concluimos que a correlagao entre integrais de
calibre desempenha um papel importante na existéncia do estado ligado. Para ainda termos
um maior entendimento dos mecanismos de atra¢ao/repulsao se desconsiderarmos a interacao
de troca de um quasi-méson e ainda verificamos a existéncia deste estado ligado méson-méson.
A energia de ligacdo neste caso € bem menor, conforme esperado, ji que a parte atrativa
vinda da troca de quasi-mésons foi desconsiderada. Da mesma forma, ao desligar o potencial
dependente da energia (que apresenta partes atrativas e repulsivas), obtivemos neste caso um
estado ligado com energia de ligagao maior que a do caso anterior, s6 considerando o potencial
de alcance zero. Para o problema envolvendo os dois potenciais obtivemos uma energia de
ligacao maior que os dois casos anteriores e vemos, entao, que estas duas contribuigoes se
combinam de forma a obtermos uma maior energia de ligagao. Considerando o potencial
associado a troca de quasi-mésons vemos que este resultado corrobora (em um certo sentido)
a descricao fenomenologica de Yukawa onde a interacao entre as particulas é descrita pela
troca de particulas mesonicas. O decaimento exponencial deste potencial (sua taxa) é fixado
pela massa do estado ligado.

Nossos resultados abrem caminho para a anélise de modelos levando em conta um
niamero maior de graus de liberdade (3 + 1 dimensoes e varios sabores). Por exemplo, a
existéncia de estados ligados de protons e néutrons, tal como o déuteron, deve emergir desta
analise.

Numa frente complementar de trabalho, ja que nosso trabalho na aproximacao escada
contém os ingredientes necessérios (i.e. essencialmente o decaimento desejado para o niucleo
de K'), podemos passar a andlise do espectro além da aproximagcao escada.

Muitos sao os problemas em aberto. Por exemplo, seria de grande interesse procurar
pelo fator polinomial de decaimento na distancia 1/r do potencial de Yukawa. Outra extensao

interessante seria a inclusao de bosons de Higgs e variaveis de plaquetas.
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Apéndice A

Formula de Creutz para o Calculo de

Integrais de Calibre

Neste apéndice, introduzimos o método de Creutz para avaliar integrais de calibre
[5]. Apesar de nao apresentar nenhum procedimento novo (os resultados descritos aqui estao
em [5]), incluimos este apéndice com uma finalidade didética. Este método ¢ baseado na

construcao de uma fungao geratriz a partir da qual calculamos integrais do tipo

onde dg ¢ uma medida de Haar! sobre o grupo de calibre, aqui tomado como g,g~! € SU(N).

Notamos ainda que integrais do tipo

quando n nao é miltiplo de trés sao zero.

Antes de explicarmos detalhadamente a obtengao da féormula de Creutz vamos dar
um sumario do procedimento. O ponto inicial da idéia de Creutz é partir de um funcional
gerador que denotaremos por W, a partir do qual a integral Z pode ser obtida. A seguir
Creutz introduz um Teorema baseado nas propriedades das medidas de Haar, ou seja, a
tnica fungao analitica que satisfaz a igualdade W (J) = W(goJg1) € funcdo de det J, ou seja,
W(J) =", a,(det J)". Finalmente, os coeficientes a, sao obtidos recursivamente através de
um exercicio combinatorial.

Neste apéndice adotaremos por simplicidade a convencao de soma sobre indices repeti-

dos, exceto quando mencionamos, explicitamente, o contrario.

'Dado um grupo de Lie compacto, existe uma tinica medida com as propriedades [daf(g) = [dgf(gogg1) =
Jdgf(g"), [dg =1 onde g, gy e g1 sdo elementos arbitrarios do grupo de Lie.
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Vamos agora descrever detalhadamente o procedimento de Creutz. Definindo a funcao
W(J,K) = /dg exp [Tr (Jg+ Kg )], (A.2)

onde J, K € My«n(C), a integral Z é obtida através da formula

0 0 P 9
= K e
<8Jj1i1 az]jnin 8Kl1k1 aKlmkm W(‘]’ )) |J—K70

1 em termos dos cofa-

Podemos eliminar a dependéncia em K na eq. (A.2) expressando g~
tores de g. Os cofatores de uma matriz sao facilmente obtidos usando o simbolo totalmente
antisimétrico €;, ;, de Levi-Civita.

Como ¢ tem determinante 1, pois g € SU(N), temos para gigl

_ 1 1
9 = detg(COfg)ji = (cofg);i = N 1)) v Ciinedn—aJinss - Gin-siv-r- (A.3)

Usando a eq. (A.3) derivadas multiplas com rela¢do a J podem ser substituidas por

derivadas em relacao a K, desta forma, podemos escrever,
W(J, K) — {eTI‘[K<COf%)]} W(J),

onde
W(J) = /dge(Tr‘]g). (A4)

Para determinarmos W (J) usamos a propriedade de invariancia da medida de Haar, que
imediatamente implica em W (J) = W (goJg1) onde go e g1 sd@o matrizes arbitrarias de SU(N)

e o seguinte Teorema, provado em |7/,

Teorema 8 Seja F(A) uma fungio analitica de A € Myyn(C). Se F(A) satisfaz
F(A) = F(g0Ag1)

com gy € g1 elementos arbitrdrios de SU(N), entao F(A) € uma fungio do determinante de

A.

Desta forma, podemos escrever
W(J)=>a;(det]) . (A.5)
i=0

Devido a normalizagao [dg =1, temos W (J =0) = [ dg =1 o que implica em ag = 1.

89



Agora, obtemos uma relagdo de recorréncia para os a,s. Primeiro, observamos que

W (J) satisfaz a seguinte equagao diferencial

(det a%) W(J) = W(J) (A.6)

obtida lembrando que
le. de (A.6) = /dg (detg=1)exp[Tr(Jg)] =1d. de (A.6).
Um exercicio combinatorial |7] mostra que

<det %) (det J)' = % (det.J)". (A7)

Usando as egs. (A.5) e (A.7) obtemos

(i— DI+ N —1)!

Com a condi¢do inicial ap = 1 resolvemos a equagao de diferenga (A.8) para obtermos

23l (N =)
“E G+ (N D) (A.9)

que, levando em (A.5), fornece

o

W) =D 112' T (Jivz\;—l)i)! (det /)"

1=0

Nos agora restringimos nossa anélise ao grupo SU(3). Vamos exemplificar o método de Creutz

calculando as integrais

Iy, = /dg giljlgi;;Q = %(51-13-2(%12-2 (A.10)
13 = /dg Girj1 9izjaYizjs = é€i1i2i3€j1j2jg (A.11)

To = S GunBiidinindiis + bbb
8 (A.12)

o1 (0i1520i34 04134 Oggin T GirjuGizgn0rinOjsiy) -

com g,g~ ! € SU(3).

A férmula de Creutz para calcular a integral dos elementos de calibre é dada neste caso
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por (veja (A.5) e (A.3))

oo

Z a, [D (JT)}T = /dg exp [Tr (J7g)] (A.13)

r=0

onde Tr (JTg) = Jugm € usamos JT, ao invés de J, tal que no calculo das derivadas J e g
tenham os mesmos indices matriciais.

Os a;’s, neste caso, sao dados explicitamente por, usando a eq. (A.9)

2
“E G+ DI+ 2)!
e
D(J) = éeklkgkgelllzly]klh Traty Tesls -
A partir deste momento usaremos, por conveniéncia, a notacao
0X PX 0?X
hX = 9 OuX = —aJikjkaJiljl , OwX = —aJikjkaJi;jl’ , etc (A.14)
com X (J) = X.

Vamos primeiramente determinar 73, ja que, conforme veremos usaremos este resultado
no célculo de Zy. Tomando a derivada do lado direito da eq. (A.13) para trés campos J, i.e.

Jivjrs Jinjs € Jigjs € usando a notagao da eq. (A.14) obtemos

T
DysW o = Opze™ 9] o = /dg Girjr Yinja isjs = L3 (A.15)

Por outro lado, derivando o lado esquerdo de (A.13) chegamos a

1 0?
3 oo r _ 3 _
8123 (Zrzo a.D ) |J:0 - a18123D|J:0 - 36€k1k2/€3€l1l2l3 o - 0 (5k1l17i3j3 ‘]lez‘]k:slzs
1171 Y Jigj2

F0kata isgs Thrts Thats + Okals isgs Thats Thate) |7=0
1 0?

]_2 aJ/Ll]laJZQ‘]2
1

= €i1iniz €415273 -
6 J1327

€k kais €y lajs Thrly Tkl | T=0

(A.16)
Notamos que os outros termos 9%,, D™ (n # 1) sao zero em J = 0. Desta forma, combinando
as eqs. (A.15) e (A.16) obtemos (A.11).

Para 75, observamos primeiramente que

_ 1
I, = / dg 9irjr 9ir = / dg giyj, (cofq)irg, = 7 il Eini / dg Girjr Giy 3, 9t ;- (A17)
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Substituindo a eq. (A.11) em (A.17), obtemos

1

IQ 46J222’3€’2123/ 6111/2’/36]1]233

Finalmente, usando a relagao

€Eimn€imn = 25@]

chegamos ao resultado desejado para Z,, ou seja, a eq. (A.10).

's podem ser

No caso de Z,, procedemos como no calculo de Z,, lembrando que os ¢!

reeescritos em termos dos cofatores de g [veja eq. (A.3)], obtemos

1y = /dg gi1jlgi_2;2gi3j?’giz}4

= / dg iy j, (€02 Gisjs (COLG )iy
1
46322213612123 6]414156Z4]4J5 dg gzl]lglz]ggz3]3913]3-gl4]4gz5]5

Usando a formula de Creutz da eq. (A.13) temos

1
I4 = 46]21213612]2]36]41415€Z4J4’1]é812/3/34/5/W( )’J:()

1 T
_ Tr(JTg)
= 46J22213612J213€J4z il 2434’1J5812’3'34’5’ dge |70

1 o0
_ T
= 46321 it €iggib 4 €jailyil Ciagh L 812'3'34/5' E a; D" | |7=0

r=0

a

= fﬁjw‘;igeizjéjé€j4igz5524]1113812'3'34/5/19 |7=0
1

- W [(812/3/ ) (a§4/5/D) (812/3 ) (a§/4/5/D)

+ (0394 D) (03135 D) + (0755 D) (03134 D) + (033D) (01405 D)

+ (af3’4’D) (823’35’D) ( 13’5/ ) ( 2/34/ ) (8134’ ) (83’3’5’D)

(05

(8135/D) (8313/4/13) (14/5/ ) 2/3'3 )] ’J:O,

onde a ultima igualdade é obtida usando ay = 1/[(3!)(4!)].

Usando na eq. (A.19), a eq. (A.18), a relagdo €;jm€xim = Oikdji — dudjk, Obtemos para

1,4, reagrupando os termos, o resultado desejado.
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Apéndice B

Método de desacoplamento de

hiperplanos na rede

Neste apéndice, conforme discutimos no Capitulo 2, apresentamos calculos detalhados a
respeito do método de desacoplamento de hiperplanos. Este método serve de guia indicando a
combinag¢ao mais adequada dos campos simples para que tenhamos as propriedades desejadas
para o decaimento da inversa convolutiva de G, I' e do niicleo de B-S, K. Através das derivadas
do método de desacoplamento de hiperplanos obtemos a chamada “estrutura do produto”
para derivadas. Isto ¢, considerando a fungao geral (F(z); H(y))r, e efetuando a derivada na

variavel k, (sem explicitarmos a ordem da derivada), obtemos

(F(x); H))r = ¢y _(F(x); M(2))r(L(2); Hy))r. (B.1)

onde ¢ é uma constante. A “estrutura do produto” segue fixando os campos externos F' e H
de tal forma que tenhamos para a derivada de (F(z); H(y))r o resultado
67‘
o (L) M(y))r = e ) _(L(x); M(2))r{L(2); M) (B.2)

p z

neste caso, '=Le H= M.

Nos agora apresentamos o calculo das derivadas da fungao de dois pontos e quatro
pontos para mésons. Neste apéndice, discutimos explicitamente o método de desacoplamento
de hiperplanos para a direcao temporal. As diregoes espaciais sao tratadas similarmente. Os
argumentos sao tratados para funcdes de correlagio em um volume finito A € Z2*! com
cotas uniformes no volume |A|. A partir dai, estendidos para o volume infinito usando a
consequéncia padrao da expansao em polimeros (veja, por exemplo, [36, 23]). Para obtermos o
decaimento temporal de (F'(z); H(y))7 introduzimos a representagao com variaveis duplicadas,
que significa substituir a fungao truncada (F(x); H(y))r = (F(z)H(y)) — (F(z))(H(y)) pela
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expressao equivalente dependendo das variaveis independentes 1) e 1)’ para obtermos

(F(x); H(y))r = iﬁ [F(z) — F'(2)] [H(y) — H'(y)] el S@00)-S@i"a)] 53
X dip dip dp(g) di' di’ dp(g'). .

Lembrando da Secao 2.2, em termos da acao conectando os pontos 2° = pe 2° = p+1,

o parametro de “hopping” r ¢ substituido pelo parametro complexo k,. Para (z° < p < ¢°),

temos
1 _
(Fl)H))r = 55 [F(x) = F'(2)] [H(y) — H'(y)]exp{ — > #p [AW, 4, g,w)
FAW g w)] } el SOP0=SCS D] Gy i dpu(g) dy’ di dp(y')
N
= 35
(B.4)
onde B B
A(77D7 1/}7 9, U)) = % [wa,a,f(w)rgoﬁ(gw,w—l-eo)abwﬁ,b,f (’U) + 60)

_ e
+¢a,a,f(w + e(]) Fag (gw—l—eo,w)abwﬂ,b,f(w) ’

e Z?% ¢ o fator de normalizagao dependendo de k,. F' e H' sao fungoes das variaveis duplicadas
Y, e g S, g) é a acdo para os elos remanescentes, i.e., além daqueles associados
com a expansao do parametro ,. A seguir, expandimos o numerador N = Z;io N (j)/f{) e
denominador D = 32 DWxJ da eq. (B.4) em poténcias de #,. Para o denominador, o
coeficiente de x, ¢ uma soma de elos. Cada termo ¢é o produto de médias contendo um tnico
Y ou 1) cuja integral de Fermi da zero. O coeficiente de /ff) ¢ uma soma de termos com dois
elos que devem ser coincidentes e com orientacao oposta para resultar uma contribui¢cao nao-

nula. Para o numerador, consideramos os coeficientes de & . ﬁg ¢ trivialmente zero. Para os

3
p

em zero. A integral sobre campos de calibre entre hiperplanos pode também ser usada para

coeficientes /{}2 e k; a média fatoriza e cada fator tem um nimero impar de férmions resultando

mostrar que a contribui¢ao para a ordem lill, é zero. Desta forma, obtemos

2),.2 4) .4
2D 2 DO 4+ DR)g2
1N®@+NW¢_1N®D®@ (B.5)
2 D) 2 [DO)?

+(termos de ordem superior em )

(F(z); H(y))r =
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Agora, mostraremos explicitamente, para 20 < Kp < yo, que

(F@) HG)r = 12 Y0 Fs (e, w) (s Hyr(w + &, y)
iyt { it 3O T (E)) (2, 0) (g (2); (o + €0, y)
+ D0y 5 (F anhaa (0)) (2, ) (hazhas(0); Hyr(w + ¢, y) (B.6)
Y iy 55 (Fs haohaa(0))r(, w) (oashs (0); Hyr(w + ¢, ) |

+(termos de ordem superior em )

onde hij = Y a4 ap,/ V3, hij = U afi Vs arg, V3, (Fs IRIL(Z)) 1 (2, w) = (F () g (w)TT (w+

Z)) — (F(z)) (I (w)Il;(w+ 7)), e fica subentendido que o 1.d. da eq. (B.6) ¢ avaliado em x, = 0.

Podemos verificar que quando 2 > k, > 4° a sequinte expressao ¢ valida

(P HWYr = 12 Doy (Fs (@, w) (s HY(w + €, y)
15y { oy 5P s () (2, 0) (II1(2); H) (1w + €0, )
oy 5 (F hashsa(0)) (2, 0) (asha (0); H)ipw + %, y)  (B.T)
oy 15 (Fs hahsa(0))3 (@, w) (s (0); Y (w + ¢, )}

+(termos de ordem superior em k).

Observagao 9 Conforme discutimos na Se¢io 2.2, quando 1° > k, > y° devemos adaptar
o método de desacoplamento de tal forma que possamos considerar a conjugacao complexa
que aparece na defini¢ao da func¢ao de dois pontos dada pela Proposi¢ao 1. Desta forma,

para x° > Kp > y°, tomamos primeiramente o conjugado complexo da expressio para (FH),

(FH)* = (1/N*) [ F H e % dydipdg, onde

= S*(¥,9,9) Z Voo, (W) (TE5) (G5 wpeer)ab Vpp  (utee?)+ Z U, (0) Magthp a5 (1)

uezdt!

lembrando que k € real. Agora, podemos aplicar o método de desacoplamento de hiperplanos,
fazendo a extensao analitica de k real para o pardmetro complexo k,. Detalhes explicitos serao

dados adiante.

Observamos que as médias com um tnico campo p ou Il sao zero, usando a simetria de

paridade do Teorema 1.

Agora mostramos o calculo para obter a eq. (B.6). Para o coeficiente do termo com
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poténcia mf, temos a seguinte expressao, expandindo S

i = 3() () fir- P s

(B.8)
x e 55 dpdipdp(g)dy'dy'dp(g) ,
de onde obtemos
N® 1 /1\° .
m = 5 (5) Z<[F(x) - F/(:L‘)] ¢a1,a1,f1¢52,a2,f2(w)>
X (W a1,y P, g2 (0 + €°) [H (y) = H' () (B.9)
XT5Tats, [ g0+ gy 0+ €, w)dul).
Usando a integral de calibre para dois campos dada pela eq. (A.10) obtemos
N@ 1 /1\*1 -
50 = 31(3) 5 S0P ~ Pl -

_ .0
X <¢51,b1,f1w042,b1,f2 (’LU + 60) [H(y) - H/(y)]>rgzo1ﬁlragﬁg :

Agora, nos restringimos aos casos:

(i) Para (3+1)-dimensoes e um sabor. Neste caso os I'’s sdo dados pela equagao (1.3)

e omitimos os indices de isospin por tratarmos de um tnico sabor. Desta forma, obtemos

(2) 2 _ _
5 " 3 (1) 2 SIF@) = F(@)] G Vs (0)) (510 B (0 + ) [H ) — H'(2)])

2D 2A\2) 35
X(_2)5a1ﬁ1 (50413 + 50414) (_2)504252 (50411 + 50412)
= i STUF@) — F @] Gt () e G 0+ ) [H(y) — H )]

w

(B.11)
Fazendo a identificacio (1/v/3)%pa,Vua, — Mi e (1/v/3) e, bup, — M; de tal forma que
(lu)=3,1)—i=1,u) =41 —i=2,l,u)=(3,2) =i=3e (l,u) =(4,2) —i=4.

A seguir, inserimos entre as médias a matriz 4 x 4 ortogonal A = A7t = AT

1/v2 0 0 1/V2

A 010 "1 (B.12)
001 0
1/vV2 0 0 —1/v2
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que age nos M, como M; — A;;M; e M, — HjAéi. Desta forma obtemos

N®@ 1

550 = 51 DF@) — F@IL ) (w+ ) [H(y) ~ H @) (B.13)

Fazendo F(x) = p;(z) e H(y) = x(y), dados pelas egs. (2.4) e (2.5), respectivamente,

obtemos a “estrutura do produto”

(2)
o = () — A ) o+ ) M) ~ @) . (B14)

Por “estrutura do produto”, entendemos a fixacao dos “campos externos” F' e H de tal forma

que o coeficiente de /ig seja o produto de fungoes de dois pontos. Observando que

([ () — (@) T (w)) = (e ()T (w)) — () (T (w)) = (e (2) 115 (w)),

podemos simplificar ainda mais o lado direito de (B.14) usando a simetria de paridade do

Teorema 1 e invariancia por translacao das fungoes de correlagao. Explicitamente temos

(i (@)) = (VearVuar () = (Pogay Phua, (27, =7)) = (= 1)Vt0, Puan (),

de onde concluimos que (ug(x)) = 0. De forma similar, (II;(x)) = 0.

No caso em que 2° > £, > y°, obtemos para a eq. (B.10)

N @) 1 1 2 1 ~
5D® — 91 (5) 3 D (F(z) = /(@) g1 Vo fo (W + €°))7

0

X<1Ea1,a1,f1¢32,a1,f2 (w> [H(y) - Hl<y>]>*(riﬁl)*(r‘;§62)* )

(B.15)

ja usando o fato que a integral Z, é real (veja a eq. (A.10)). Usando a estrutura explicita das
matrizes I e T~¢ dadas pela eq. (1.3) e observando que (Feo)* =T e 0 mesmo para [~
obtemos

) 2 )
% - % (%) %Z([F(x) — F'(2)] Yy up, (w0 + €°))*

_
w

(B.16)
X <77Z?Z,a1¢u,a1 (w) [H(y) - H/(y)]>*

e a “estrutura do produto” segue como no caso anterior.

(ii) Para (2+1)-dimensdes e um sabor. Neste caso, os I'’s sdo dados pela eq. (1.4) e
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novamente omitimos os indices de isospin. Desta forma, obtemos

(2) 2 _ _
% - l (1) 1Z<[F(‘T) - F,(l’)] ¢a1,a11/)62,a1 (w)><wﬁ1,b1wa2,b1 (w + 60) [H(y) - H/(y)]>

20\2) 3 -
x(_2)6a1ﬂ1(50¢1*(_2>5a2525a1+
— 515 UF@) — @) () D (0 +-<) ) = H W)

(B.17)
Neste caso fazemos as identificagdes (1/v3)Y_p,01p, — s e (1/vV3)_ a0y e, — Il para

obtermos
(2)
S = o SIP) — P @) (uw + ) [H() — H()). (B.18)

Fazendo F(x)

= e usando a simetria de paridade (conforme anteriormente
mostramos que (u(x)) = 0 = (II(z))) obtemos a “estrutura do produto”

2)
o5 = 21 @) (w + e)TIy). (B.19)

(iii) Para (2+1)-dimensoes e dois sabores. Neste caso os I'’s sao dados pela eq. (1.4).

Desta forma obtemos

N® 1 /1\°1 _
5 = 3 (3) 3 2FE) — P @) a0

X <¢517b1,f11;a27b1,f2 (w + €O> [H(y) - H,(y>]>(_2>5011ﬁ15a1*(_2)6a2ﬂ250&1+
11 - -
= gg Z<[F(I) - F/(x)] wﬁal,flwﬁal,fz (w)><¢7,b1,f1w+,b17f2 (w + 60) [H(y) - H/(y)]> :
(B.20)
Nos agora consideramos o coeficiente de #;, com dois termos a considerar (1/2) N @/D©
e (1/2)N®D® /[DO]2. Para o termo (1/2)N®D® /[D®]? temos que

_,
w

N@) DQ©) N@) p@©)

= B.21
2[D©]> 2D DO ( )
e o fator (1/2)N® /D j4 foi calculado anteriormente. Para D® /D temos
D® 1 _ - 0
DO a g Z<w—,a1,f1w+,a1,f2(w)><w—,bl,f1¢+,b1,f2 (w te )>= (B-22)

e cada média na eq. (B.21) é zero usando a simetria de paridade. Desta forma, a eq. (B.21)
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da uma contribui¢ao nula.
Considerando o termo N /2D© na eq. (B.4), temos

v~ 4(3) (sw) [ir-ro-m

x |24 > (ATATASA;
(W1, W2) |wi #w2 (B.23)

FATATATAG) + 123 (AD)? (A7)

w1

x eSS dpdipdp(g)dy'di'du(y’)

onde
- 0
AT =0, (W) o5 (G 0y 40 Javs o, (W + €7),
_ n _ .0

A7 = Yaa (Wi + €005 (Guyte0 ;) a0, (W)
e F, S sdo notagoes abreviadas para F(x), S(1,%, g), respectivamente, e similarmente para
F H HeS.

Para o coeficiente de /-@f) consideramos somente o caso (2 + 1)-dimensoes. Restringimos

nossa analise para o caso de dois sabores, sendo um sabor completamente anélogo. Neste caso,

o primeiro termo do lado direito de (B.23) fornece

D A[F(x) = F'()] [H(y) — H'(y)] AT AT AT A7)

w1 ,Wa

1/1\* . :
= 21 <§> Z<[F(LL’) - F/<l’>] wal,al,flwﬁ%bz,fzwa37a37f31/}/347b47f4(w)>

—

X <wﬁl,bl7f1QZ)OQ,IJI7f2wﬁ37b37f31/;044,b47f4 ('LU + 60) [H(y) - H/(y)]>

0

—e% e —e
szolﬁl Fa2ﬁ2Fa(;53Fa4,84 /ga1b1 (wv w + e())gazbz (w + 607 w)dﬂ(g) <B24)

x / Gaass (0,10 + €)gagns (0 + €, w)dp(g)

11 - -
=515 2 MF@) = F @)V 0y a0, (0, B0 g gy 004 g1 (0 52))

wi,w?2

X <¢*7b17f17vz+,b1,f2 (wO + 607 wl)w*,b:s,f?,&ﬁbs,h (wO + 607 wQ) [H<y) - Hl(y)D :

Nos agora fazemos a identificacdo (f1, f2) — i e (fs, fu) — 7, para ¢,5 = 1,...,4, com
(+,+H)=1,(+—-)=2,(—,+) =3e (—,—) =4. A seguir, definimos os campos compostos
M, = 1;,@,]“1 ¢+,a,f2/\/§, M;=vY_,p 1;+,a,f2/\/§, e a mudanca de variaveis é representada pela
matrix 4 X 4 A definida na eq. (B.12), mas agindo agora no grau de liberdade de isospin, como
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M,; — I0,,A - e M; — A pi,. Desta forma obtemos

Z ([F(z) — F'(2)] [H(y) — H'(y)] AT A{ A3 Ay)
w1,u7iz 1

= oig D ([F(@) = F'(2) i (w®, )y (w’, i) (B.25)

W1, W

X (i (w® + €, ) (w” + €, i) [H(y) — H'(y)]) -

e a “estrutura do produto” segue se tomarmos F' = p;u; e H = 11,,11,.

Para o segundo termo de (B.23) temos

D A[F(x) = F'(«)] [H(y) — H'(y)] ATAT AT A7)

w1 ,Wa

1 /1" _ _
=5 (3) SUF@ = Pl o P (0

—

X (W11 1 asbr 1oV b, 5 Wl g (0 + €°) [H (y) = H'(y)])

0

xT< T T T /galbl(w,w+eo)ga2b2(w—I—eo,w)du(g) (B.26)

a1b1™ azfe” aszB3™ asfa

x/%mwawwmmmw+&wmmm

11 _ _
= 55 Z <[F(x) - F/(.l')] w*,a1,f1w+,a1,f2 (wO’ wl)¢,—,a37f3¢:r,a3f4(w0a7172»

w1,w?2

X <¢*7b17f17vz+,bl,f2 (wO + 607 wl)w/—,bg,,fg,&g-,bg,ﬁl (wO + 607 1172) [H<y) - Hl(y)D :
Observando que
([F(2) = F'(2)] ¥ a1, Var,pe (WO W)Y gy ¥ g, (W0, 02))

= <F(QJ)”@ ,a1 f1w+ ay fz(w w1>>< —,a3, fSer a3f4<w w2)>
_<F(x)¢—,a3,f3¢+,a3f4(w w2)>< a17f1¢+,a17f2(w 7w1)>

obtemos zero para expressio (B.26), lembrando que (¢4 U4 a1 o) = (VU ag fs¥tasps) = 0
usando a simetria de paridade.

Na sequéncia, calculamos o terceiro termo do lado direito da eq. (B.23). Em termos de
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meédias, o terceiro termo na eq. (B.23) é dado por

16 /1\" , N AN2( 42

L (5) S ((F = F)(H = H)(ADH(AD)) =

16 /1 1 "7 /y U
44! (5) E :<(F —F )¢a1,a17f1@Zjﬁ%bz,f2¢a37a37f3wﬁ47b47f4(p’ w1)>

wy
X <wﬁ1,b1f17;042,a27f2¢ﬁ37b3,f3i]a4,a4,f4 (p + 1’ 7Ijl)(l—[ - H/)>

—ef e —ef - - .
KT PO P T / Goen s Gustmds dulg) = (B-27)

a1t anBet asBst asbs
= ((F = FY_ a1, Vs ar o0 as,fs Vs, 2 (D, 01))
Xy Ut by s s s Vs a (P + 1,00 (H — H'))
+% Zu'jl<(F_F/)qu—,ahfl77Z)+,a1,f277;—,a3,f3¢+,a3,f4 (p, w1)>
Xy 0 by fa 0 san, 5Vt o (0 + 1,00 ) (H — H'),

Na ultima igualdade, usamos a expressao para a integral de calibre Z,, dada pela eq. (A.12),
e a estrutura matricial de T (e = £1).

Agora, conforme fizemos anteriormente, fazemos a identificacao (fi, fo) — i e (fs, f1) —
jypara i,j = 1,...,4, com (+,+) =1, (+,—) = 2, (—,+) = 3 e (—,—) = 4, definimos
os campos M; = Vo Vi apn/V3, Mi = o pVsay,/V3, e introduzimos a mudanga de
variaveis representada pela matrix A da eq. (B.12). Desta forma obtemos, para eq. (B.27),

126 > ((F = F)ILIL (p, @) paps (p + 1, @) (H = H))
+1% Z((F — F)ILIL (p, i) (Lij(p + 1, @) (H — H'))
— 16 X (P ILIL) o, (0, 0) Gy, (0 + 1,3), )
+1% > (F - FOILIL (p, 1)) (Lij(p + 1, w1) (H — H'))

onde L;; ¢ dado por combinagoes complexas dos campos M. Nos obtemos

Lz = (1/\/5)(M1M3 + M3My), Lyy = (1/2)(My My — MyMs + MsMy — MyMy),

Loy = (1/\/5)(M1M2 + MoMy), Loy = MyMy, Log = (1/2) M, My,
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Las = (1/vV2)(Mi My — MyMs), Ly = (1/v/2)(M3My + MyMs), Lay = MyM,
Lsgy = MsMs, Lsy = (1/v/2)(MsM; — M, Ms),
Ly = (1/2)(MyMy + MyMs — MMy — MyMy) , Lys = (1/V2)(Ma My — MyMs,),
Lis = (1/vV/2)(M;Ms — MsM;) e Ly = (1/2)(My M, — MyMs — MM, + M, M,).

Um ponto importante discutido no capitulo trés é o efeito da troca da integral 7, pelo
produto de duas integrais de calibre de dois campos, i.e., Zo. Para obtermos o efeito desta

troca substituimos Z, por Z3 na eq. (B.27) para obtermos

6

41 <1> > ((F - F')(H - H')(A])*(A7)?) =

41\ 2

—

w1

1
4
16 /1\* - _ .
ZZ 5 Z((F_F)¢a1,a1,f1¢62,b2,wiag,a37f3¢ﬁ4,b4,f4(p,w1)>

w1
X <w51,b1f1 &amaz,fzwﬁg,b&fg&a4,a4,f4 (p + 17 w1)<H - H,)>
el —e% 1ed —e0 -1 -1
Xralﬂ1ra252rasﬁsra4ﬁ4/galblga2b2/ga3b3ga4b4du(g)

= 2Z<(F — F’)Hiﬂj(p, w1)><,uiluj(p+ 1771)’1)(]_1 _ H,)>

wy

(B.28)

De agora em diante, restringimos nossa atencao para o setor de isospin total zero.

Tomando as duas combinagoes que fornecem isospin zero para F' e H, o termo /{2 se torna,

> AT (@rwe)] Ti(p, @) (Me(p + 1,0) [T (w324)] )5y

—

w

com [7}1_1(]331'4)}/ = T (x34) — (T"(2324)). Pelas relagdes de ortogonalidade para o isospin
total, somente o termo k = 1 contribui, e cada fator ( ) é separadamente zero pela simetria
de paridade. Podemos mostrar que o termo resultante, para k = 1, também é zero, desta vez,
usando conjugacao de carga.

Nos agora consideramos o termo de ordem /12. No6s notamos que se I II; ou ppy sao
substituidos por novos campos obtidos por uma transformagao ortogonal agindo nos campos
originais, entao a mesma estrutura de derivada vale para os novos campos. Desta forma,
primeiro transformamos para os campos Ilgg = IIy, II;; = —1Il,, 111, = I3, Il = Il4,
notando que o produto tensorial da transformacao é ortogonal. A seguir, introduzimos os

campos T, relacionados com os campos 117, I11,m, pelos coeficientes de C-G. Estes C-G
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estao novamente associados a uma transformacao ortogonal. Finalmente, obtemos

ST [T (0, @) (T 0+ 1) [T])
g Y , , (B.29)
55 2T [7Y pa))Cu ([T (0 + 1) [T,

w1

com

_\/§ -1

e notamos que C pode ser reescrito em termos das projegoes ortogonais P e P; dadas, respec-

C:(Clk):%< ! _\/§>,

tivamente, pelas eqs. (4.16) e (4.17), como

Para calcularmos as derivadas de K pelo método de desacoplamento de hiperplanos
precisamos determinar as derivadas de M~! e M, ', neste caso usaremos as relagoes MM ! = T
e MyMy "' = I. O procedimento consiste em derivarmos sucessivamente as relagoes anteriores
usando os resultados obtidos neste Apéndice para a derivadas de M e My, da mesma forma
que fizemos no Lema 2.

Na sequéncia usamos a notacao M ™ para designar a n-ésima derivada de M em relacao

a kp no ponto k, = 0. Nos temos finalmente para a quarta derivada de M o resultado, usando
(B.29),

M(4)(ZE1,{E27I’3,I’4) =

% Zw&,zﬁz\@l#lﬁz M(O) (1’1,.1‘27 (p7 wl)? (p7 1172)) M(O) ((p +1, wl)? (p +1, w2)7x37 I4)
+ 1% Zw M(O) (x17x27 (P, u_j)a <p7 U_j)) M(O) ((p + 17 117), (p + 1a w)a x3,x4)

+ 35 Y MO (21,25, (p, @), (p, &) CMO ((p+1,0), (p+ 1,0), 23, 24) -

(B.30)

O segundo e terceiro termos do lado direito da eq. (B.30) podem ser combinados para chegar-

mos a

M(4)(9€17$2>$3,1’4) =
% Zwl,wz\w1¢wz M(O) (l‘hx% (pa 1171), (p7 'LUQ)) M(O) ((p + 1a U_jl)a (p + 1a 1172)71’3, 1'4) (B?)l)
+% Zzﬁ M(O) ($1,LL’Q, <p7 117), (pv U_j)) FM(O) ((p + 17 w), (p + 17 IU), €3, JI4> .

onde I' é a matriz agindo no grau de liberdade de isospin, dada por

33
r=2pP+°p.
1n T gh
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Agora, nos explicamos como a estrutura do produto do lado direito da eq. (B.31) levara
ao decaimento adequado para o ntcleo de B-S, K. Para isto, reescrevemos a eq. (B.31)

esquematicamente como
MW = %M(O) ® MY 4+ %M(O) © MO, (B.32)

onde os produtos ® e © levam em conta as restrigoes w; # s e W, = Wy = W, respectivamente.
O segundo termo na eq. (B.32) vem da contribui¢ao de quatro campos sobrepostos (dois com
orientagao positiva e dois com orientagao negativa) entre os pontos (p, W) e (p+1, W), enquanto
o primeiro termo vem de dois pares de contribuicoes distintas com dois elos sobrepostos de
orientagoes opostas ligando (p, ) a (p+ 1,;) e (p, W) a (p+ 1,1,), respectivamente.

Para Mé4), noés obtemos a estrutura do produto

1
MY = 5 MO o M (B.33)
onde o significa soma sobre w,; e wy sem restri¢oes; e notamos que os coeficientes do primeiro
termo da eq. (B.32) e da eq. (B.33) sdo iguais.

Kn:0,1,2,3

Agora, fazendo A = M~' e Ag = M; " e notando que = 0, quando calculamos

K® nés temos, para 29 = 29 < 29 = 29,

K(4)(x17 To, X3, I4) -
= (AP MOAD = AOMGAO (2,25, w5, 24)

=1 (A(()O)Méo) © MOAL — A0 110) g rM<0>A<0>) (€1, s, T3, T4)

= %(I - F) Zu‘)’ 5(%’1, (pa w)) 5(.%3, (p + 1,@5))(5(2327 (pv 117)) (5(.%4, (p + L w)) s

que fornece zero para distancia temporal maior que uma unidade, i.e. |29 — 29| > 1.
A quinta derivada de K também é zero devido & auséncia de balanceamento dos campos
fermidnicos 1 e ¢ nas médias.

No caso de um sabor para Dy obtemos

1
DY = 5 D o DY) (B.34)
Neste caso, a andloga da quarta derivada de M, dada pela equagao (B.30), ¢, para 29 = 2§ <
0 0
.%'3 — .1'4,

<F7 H)gil)(xla Xo, T3, 'T4) —
3 D sl e \E (@1, 2) I (p, ) I, W) O (u(p + 1,00 ) pu(p + 1, @) H (25, 24))”  (B.35)
% u7<F(951> xQ)H(pv w)H(pa w)>(0)<u(p + 17 ’LU)/L(p + 17 217)H(:L'3, l’4>>(0) .
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Fixando os campos externos, usando o fator h da eq. (3.11), de tal forma que nés obtemos

para a equagao (B.35) a “estrutura do produto” nés obtemos para K neste caso

KO (ay, 22,25, 20) = (AP DAY = AODOAO) (2, 25,3, 24) = 0.

que é zero para todas distancias temporais, i.e. |23 — 29| > 1.

O decaimento no espaco, i.e. quando a separagao entre os hiperplanos se da na direcao
espacial é obtido da mesma maneira. Usando a férmula integral de Cauchy, conforme o
Teorema 5, obtemos para o decaimento de K os seguintes resultados:

No caso de um sabor

]K(a:l, To, T3, $4)’ < ﬁGIIQ—x?\+Ifl+iz—f3—f4\1+|fz—f1\1+|f4—f3 1 (B.36)

No caso de dois sabores

I{4\xg—m(l)|+|§:’1+fg—f3—f4|1+\fz—i'1|1-H:f4—f3|1 |$3 _ x1| <1;
|K(I17 To, T3, x4)| S
kA 6(a—af| 1) +|T1 +T2—Ts—Ta[1 +|T2~F1 1 +|Fa—T3)1 ’1:3—2131‘ > 1,
(B.37)

onde usamos a norma |Z|; = |z!| + |2?|. Este decaimento desempenha um papel fundamental

na abordagem rigorosa para a determinacao do estado ligado [33].

Nos agora explicamos a razao por tras da nossa restri¢ao ao setor de paridade (+1), ou
seja, a escolha do estado P [I1(1/2,71)¢(1/2,%5)]. Noés desejamos um decaimento no tempo
mais rapido que o decaimento de um méson-barion que é k22521l Para obtermos o decai-
mento £71%371| precisamos mostrar que K =0(n=0,1,2,3). Oscasos n =0, 1,2 sao faceis
ja que podemos usar integrais sobre um tunico campo de calibre (veja a eq. (A.1)) e ausén-
cia de balanceamento nos campos fermidénicos que aparecem nas médias, para mostrarmos,
respectivamente, O} = 0 e 9K = 0 (n = 0,2). Para provarmos que 9K = 0 precisamos
mostrar primeiramente que 93D = 0. N6s daremos a seguir um breve célculo para mostrarmos
que 93D = 0. Temos

0o D (a1, T2, 73, 74) —62 )6(p, @)V (6 (p, @) Py [I(w3)(4)])- (B.38)

Considerando o segundo termo no lado direito da eq. (B.38) e somando sobre translagoes de

T3 e T4 para colocarmos o sistema com momento espacial zero com  fixado, i.e.

F(xs,14) = / (¢(p, B)P- [I(z5 + 2) (x4 + 2)])Vd7.
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Usando a simetria de paridade, seguida pela mudanca de variaveis z’ = 2z + 2w obtemos
—F(z3,14) de onde concluimos que F(z3,74) = 0 e dai 93D = 0. Sem esta modificagao
terfamos 95K # 0 e usando estimativas de Cauchy, como fizemos no Teorema 3.2 para as

. , . 0_,0
derivadas de K terfamos apenas o decaimento x3%3~71l,
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Apéndice C

Equacao de Bethe-Salpeter em

coordenadas relativas

Neste apéndice, obtemos a equacao de Bethe-Salpeter em coordenadas relativas a partir
da eq. (3.13) para méson-méson e a similar para méson-barion. As coordenadas relativas na

rede sdo definidas como
E=x9—x1 N=IT4—2T3 € T =21IT3— Iy, (C.1)

com variaveis conjugadas no espaco de momentos dadas por p, ¢ e k, respectivamente. Esque-

maticamente, temos

T3 n L4
®
.
1 X2
°

5 0_ 10 a0 _ 0 00 =0 &
A equagao com, x] = a9 e 3 = ) (ie. £ =0=10"), ¢

D(Ih T2,T3, 1;4) - DO("L’l, T2,T3, Q:4)

+/dy1dy2dy3dy45(y? - yS)é(yS - yff)D(:cl, T2, Y1, yz)K(y1,y2, yg,y4)D0(y3,y4, I3, $4)~
(C.2)
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O nucleo de D em coordenadas relativas é definido por

D(fﬂ?ﬂ'):D(07$2—$1:f>$3—$1:f+77$4—$1:f+77+7>

(C.3)

e, de forma similar, definimos Dy e, consequentemente, K. No caso de méson-méson, como

w, I1 € H, o nicleo de B-S, K (x1, x9, 23, x4), é invariante pelas transformagoes de coordenadas

(21, T2, w3, 24) — (T, 1, T3, 24) ; (71,22, T3,14) — (T2, 71,24, T3).
Estas relacdes implicam nas seguintes simetrias para K (&, 7, 7)
K(&n,m) = K(=&n,7+&): K(&n,7)=K(—n7+1n).
Nos agora introduzimos as variaveis £/, n’, 7’ e 7" onde
'=p—y, 0 =gy 7= —mer" =3 -y

Entao,

=742 Y=+ =" +7" v, w=as—7"ecys=u—n'=a5-7"-n". (C.5)

Desta forma, obtemos

D($1;$2a91792) = D(gvglvT,) ; DO(y37y4ax3ax4) = DO(n/anaT”)

e, entao,
K<ylay27y37y4> = K(£,77II7T_T/_T”_£/_77/)
— R(—f/,—nl,T—T,—T”)

onde, para obtermos a primeira igualdade em (C.6), usamos (C.5), i.e.

bmpp= (=7 =) = (€ m) =T = =

(C.6)

e para obtermos a segunda usamos a simetria (C.4). A equacdo de B-S em coordenadas

relativas fica, entao, dada por

- = — — — —

D(E,77,7) = Do(€,77,7) + / de'dij'dr'dr"D(€, €', 7V K (=€, =", 7 — 7' — ") Do(i7', i1, 7).
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Tomando a transformada de Fourier na variavel 7, obtemos finalmente

- = — — —

D(E 7. k) = DolE.7, k) + / DE & W)K(~E", i7", k) Do(if', 1. k). (C8)

Quando k = (k°,0), a eq. (C.9) pode ser reescrita da seguinte forma

— — — - = =

D7 k) = Do, k) + / D(E & k)R(E" i7", k) Do(ii', 7, k), (C.9)

onde usamos as simetrias dadas pela eq. (C.4), e lembrando que estamos somando sobre 7.
Nos notamos que, no caso de méson-bérion, nao temos as simetrias dadas pela eq. (C.4).

Neste caso, o campo p (II) em 2y (z3) é distinto do campo ¢ (¢) em 5 (z4). Considerando

K e tomando a transformada de Fourier na variavel 7, temos

/dTeiTOkOK(gl’ 77,7 ! gl . 77/)

—

= /dT@iTOkOK(O,fl,T —7' 7" —qlr—7"—7")
_ /dTéiTOkOK(O,gl, (t _i_é'/ +77/) Y 77/7 (t—l—gl + ﬁ»/) s 7_//)
_ /dTGiTOkOK(O,g/,t Y ‘|‘€/,t Y _|_§/ +77/)
= /dteitOkOK(g', g t—1"—71")
onde, para obtermos a tltima igualdade, fizemos a mudanca de variaveis 7 — t+g "+17". Pela
analise anterior, obtemos a eq. (C.9) para o méson-barion.
A eq. (C.9) sera usada na analise da existéncia dos estados ligados nos Capitulos 3 e

4. Nesta tese, com um abuso de notacao, omitimos a barra em cima de um dado operador

sempre que o escrevermos em coordenadas relativas.
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