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RESUMO

O proposito desta tese € estudar um método numérico indireto para a solugdo de
problemas de otimizagdo de trajetdrias espaciais em campo gravitacional central Newtoniano.
Neste método, a resolugdo do problema de valor de contorno em dois pontos ¢ baseada no
conceito de variacdo segunda, motivo pelo qual ele ¢ denominado de método da variagdo
segunda.

Inicialmente, este trabalho apresenta alguns fundamentos e resultados matematicos da
Teoria de Controle Otimo. Estes conceitos sdo entio utilizados no desenvolvimento
matematico e formulacdo do método da variacdo segunda, incluindo sua extensdo para
problemas com restricdes nas varidveis de controle e a descricdo do algoritmo final. Este
algoritmo ¢ entdo aplicado a problemas de transferéncias espaciais Otimas entre Orbitas
circulares coplanares proximas, considerando dois modelos cléssicos de sistemas propulsivos:
sistemas a velocidade de ejecdo constante (VEC) e empuxo limitado; e sistemas com
velocidade de eje¢ao modulavel e poténcia limitada (PL).

Para o sistema PL, hd grande concordancia entre os resultados obtidos através do
método da variagdo segunda e os resultados analiticos, provenientes de uma teoria linear, e os
numéricos, obtidos através de outros métodos. Para o sistema VEC, os resultados obtidos
estdo em acordo com a teoria geral de transferéncias orbitais 6timas, e, verifica-se que as duas
formulagdes utilizadas, linearizada e nao-linearizada, fornecem resultados bastante proximos,

para problemas de transferéncia entre drbitas proximas.



ABSTRACT

The purpose of this thesis is to study an indirect numerical method for solving space
trajectories optimization problems in a central Newtonian gravitational field. In this method,
the resolution of the two point boundary value problem is based on the concept of second
variation, reason for which it is named second variation method.

Initially, this work presents some fundaments and mathematical results of Optimal
Control Theory. These concepts are then used in the mathematical development and
formulation of the second variation method, including its extension to problems with
constraints in the control variables and the description of the final algorithm. This algorithm is
then applied to optimal space transfers problems between near circular coplanar orbits,
considering two classical models for the propulsive system: constant ejection velocity (CEV)
and limited thrust; and modulatable ejection velocity and limited power (LP).

For the LP system, there is a close agreement between the results obtained through the
second variation method and the analytical results, proceeding from a linear theory, and the
numerical ones, obtained through other methods. For the CEV system, the results agree with
the general theory of optimal orbital transfers, and, it can be verified that both formulations
employed, linearized and nonlinearized, provide very close results, for transfer problems

between near orbits.
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APRESENTACAO

Esta tese propde-se a estudar um método indireto para a solu¢do de problemas de
otimizagdo de trajetérias espaciais em campo central Newtoniano, envolvendo as
transferéncias entre Orbitas circulares coplanares proximas. Consideram-se dois modelos
classicos de sistemas propulsivos: sistemas a velocidade de eje¢cdo constante (VEC) e empuxo
limitado; e sistemas com velocidade de ejecdo modulavel e poténcia limitada (PL). O método
procura resolver o problema de valor de contorno em dois pontos resultante da aplicagcdo do
Principio de Maximo ao problema de otimizagdo. Sua conceituacdo tedrica e formulagdo
matematica envolvem, além de conhecimentos de Calculo Variacional, o importante conceito
de trajetdrias extremais vizinhas, que se relaciona a variacdo segunda do funcional a ser
minimizado e, conseqilientemente, as derivadas segundas da Hamiltoniana do problema. Por
este motivo, o método ¢ aqui chamado de método da variacdo da segunda.

A organizacdo deste trabalho pode ser dividida em trés partes. Na primeira, sdo
apresentados alguns fundamentos e resultados mateméticos da Teoria de Controle Otimo. Na
segunda, estes conceitos sdo utilizados para desenvolver o método da variacdo segunda,
incluindo sua extensdo para problemas com restricdes nas variaveis de controle e a descri¢ao
do algoritmo final. Esta parte apresenta, ainda, os resultados da aplicagdo do método a
problemas classicos de controle 6timo. Na terceira, o método ¢ aplicado a problemas de
otimizagdo de trajetorias espaciais, considerando especificamente o caso de transferéncias

entre Orbitas circulares coplanares proximas.
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Inicialmente, o CAPITULO 1 introduz o trabalho desenvolvido nesta tese,
apresentando um breve historico do problema de otimizacdo de transferéncias espaciais e dos
métodos numéricos que tém sido empregados para resolvé-los. Ele apresenta, também, uma
revisdo bibliografica das referéncias utilizadas e descreve os objetivos desta tese.

Em seguida, no CAPITULO II, sdo enunciados os fundamentos matematicos da Teoria
de Controle Otimo, incluindo a formulagdo do problema, com e sem restri¢des, as condi¢des
necessarias e a resolugdo do problema de valor de contorno obtido a partir da aplicacdo do
Principio de Maximo. Esta resolu¢do, obtida via matriz de transi¢do de estados, ¢ apresentada
para o chamado Problema Linear Quadratico, no qual o indice de performance possui uma
forma linear quadratica.

O CAPITULO III apresenta o método da variagdo segunda propriamente dito,
incluindo toda a formulagdo do método e descrigdo do algoritmo. Inicialmente, o capitulo traz
a formulag¢do do problema de controle 6timo ¢ a obtengdo do problema de valor de contorno
ndo-linear associado a ele. Em seguida, este problema ¢ linearizado em torno de uma solucao
nominal, sobre a qual corre¢des sdo aplicadas iterativamente. Este processo envolve o
conceito de trajetorias extremais vizinhas, também discutido no CAPITULO III, e relaciona-
se com o Problema Linear Quadratico, apresentado no CAPITULO II. Em seguida, o
CAPITULO III apresenta a extensdo do algoritmo para tratar problemas com restrigdes nas
variaveis de controle, através do uso de fungdes de penalidade e de técnicas de perturbacdes.
Por fim, com o proposito de testar o método, ele é aplicado a dois tipos de problemas
classicos de controle 6timo, sendo um com e outro sem restrigoes.

O CAPITULO 1V trata especificamente do problema de trajetorias espaciais 6timas,
para transferéncias realizadas entre Orbitas circulares coplanares proximas em campo central
Newtoniano. Inicialmente, o capitulo apresenta a formulacdo do problema de otimizacdo de

trajetorias espaciais ¢ o modelamento matematico dos dois sistemas propulsivos classicos
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considerados: sistema a velocidade de ejecao constante (VEC) e empuxo limitado; e sistema
com velocidade de ejecdo modulavel e poténcia limitada (PL). Em seguida, sdo apresentados
alguns resultados gerais do problema de transferéncias espaciais 6timas, para ambos sistemas
propulsivos. Estes resultados sdo entdo utilizados para formular o caso particular de
transferéncias entre orbitas circulares coplanares, para o qual o método da variagdo segunda ¢
aplicado. Os resultados obtidos sdo apresentados nas tltimas se¢des do CAPITULO IV, para
os dois sistemas propulsivos.

Completando o desenvolvimento do trabalho, o0 CAPITULO V resume os assuntos
abordados nesta tese e apresenta as conclusdes finais obtidas; enquanto o CAPITULO VI
relaciona as referéncias bibliograficas utilizadas.

Por fim, o CAPITULO VII traz, como apéndice, outros resultados obtidos para os

problemas analisados ao longo deste trabalho e ndo apresentados nos capitulos anteriores.
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CAPITULO1

INTRODUCAO

Este capitulo apresenta um breve histérico do problema de otimizagdo de
transferéncias espaciais e dos métodos numéricos que t€ém sido empregados para resolvé-los.
Ele apresenta, também, uma revisdo bibliografica das referéncias utilizadas no

desenvolvimento deste trabalho e, por fim, descreve os objetivos desta tese.
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1.1 —- HISTORICO E REVISAO BIBLIOGRAFICA

Ao longo dos muitos séculos de desenvolvimento das ciéncias, diversos problemas
enfrentados pela Humanidade envolveram, de alguma forma, a maximizagdo ou minimizagao
de algum parametro. Como exemplos simples, pode-se mencionar os problemas de determinar
a menor rota para uma travessia e a distribui¢do adequada para maximizar a quantidade de
alimentos estocada.

Nos ultimos séculos e, especialmente nas ultimas décadas, estes problemas evoluiram
para formas mais complexas, envolvendo a otimizagao dos controles da dindmica de sistemas,
de forma a obter o maximo ou minimo de algum pardmetro. Como exemplos de aplicagdes
praticas destes problemas, pode-se mencionar diversas realizagdes humanas, tais como os
lancamentos de misseis e satélites, os voos de aeronaves ndo-tripuladas e a exploragdo
espacial de uma forma geral, incluindo o envio de sondas ¢ missdes tripuladas.

Dentro do estudo da dinamica de veiculos aeroespaciais, tais como satélites e sondas,
uma area de grande interesse tem sido a determinacgdo de trajetérias, ditas 6timas, ao longo
das quais o cumprimento de missdes leva a obtencdo do melhor valor possivel para um dado
parametro, comumente chamado de indice de performance. O veiculo é mantido na trajetoria
determinada controlando-se a agdo das forgas propulsivas, em moédulo ou direcdo. O estudo
deste tipo de problema, chamado de problema de otimizagao de trajetorias, utiliza a moderna
Teoria de Controle Otimo, envolvendo a aplicagdo do Principio de Maximo de Pontryagin
[53], cuja origem esté diretamente ligada aos conceitos do Calculo Variacional classico [22].

As proximas segOes apresentam mais detalhes dos aspectos historicos do Calculo
Variacional e dos problemas de otimiza¢do, bem como dos métodos utilizados em sua

resolugdo e sua aplicagdo a problemas de transferéncias espaciais.
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I.1.1 Otimizacio, Calculo Variacional e Controle Otimo

Os problemas de otimizagdo tém sido estudados hd séculos pela Humanidade e
remontam, no minimo, aos tempos da Grécia antiga. Foi 14 que surgiu um dos mais antigos
deles: o chamado problema isoperimétrico, também conhecido como problema de Dido, que
consiste em determinar a curva plana fechada de comprimento especificado que engloba a
maior area possivel. Os gregos antigos sabiam que a solugdo deste problema era o circulo, e
utilizavam esta forma em diversas de suas construgdes. No entanto, uma demonstra¢io
matematica formal da solugdo, de acordo com os padrdes atuais de rigor, foi apresentada
apenas no século XIX, por Jakob Steiner, justamente durante o periodo de grande
desenvolvimento do Calculo Variacional.

Diversos autores associam a origem do Célculo Variacional e do Controle Otimo ao
famoso problema da braquistocrona, que consiste em determinar a trajetoria entre dois pontos
ao longo da qual a descida de um corpo sujeito a um campo gravitacional constante ¢ a mais
rapida possivel. Este problema foi proposto por Johann Bernoulli, professor de matematica na
universidade de Groningen, em 1696. Sagan [56] aponta esta data como sendo o surgimento
do calculo de variagdes e Sussmann e Willems [57] apontam o ano seguinte, 1697, como o
nascimento do controle 6timo. Foi neste ano que o préprio Bernoulli, seguido por outros 5
importantes matematicos da época, publicou a solucdo para o seu problema da braquistocrona.

A partir desta época, diversos outros problemas surgiram e foram fundamentais no
desenvolvimento do Calculo Variacional, que teve grande progresso teorico ao longo dos
séculos XVIII a XX. Para maiores referéncias sobre o assunto, recomenda-se a leitura de
Elsgolts [22], Hestenes [31] e Sagan [56].

Entretanto, apesar deste grande desenvolvimento, durante a maior parte deste tempo o

emprego pratico da teoria do célculo de variacdes esteve restrito a problemas mais simples.
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Isto se deve ao fato de que a aplicagdo desta teoria resulta, salvo raras excegdes, em
problemas envolvendo sistemas de equacdes diferenciais ordindrias ndo-lineares, com
condi¢des de contorno em dois pontos, comumente conhecidos pela sigla TPBVP — Two-
Point Boundary-Value Problem. A solucdo analitica destes problemas s6 ¢ possivel em casos
especiais e o tratamento através de métodos numéricos tornou-se viavel somente apos o
surgimento dos computadores digitais. Desta forma, o Calculo Variacional sé se tornou
plenamente aplicavel a resolugdo de problemas de otimizagdo nas tltimas décadas.

Além disto, foi também durante as ultimas décadas que o desenvolvimento tedrico do
Célculo Variacional levou ao surgimento de uma outra forma de abordar os problemas de
otimizagdo. Tal forma corresponde a4 moderna Teoria de Controle Otimo, cujas bases foram
definidas em 1956, quando Pontryagin [52] enunciou o seu Principio de Méaximo [24]. Esta
nova abordagem, que ainda estd em processo de desenvolvimento, tanto em profundidade
quanto em abrangéncia (Sagan [56]), ¢ mais rica e mais facilmente adaptavel a requisitos
tecnologicos praticos.

Sendo assim, pode-se dizer que, nas ultimas décadas, o desenvolvimento tedrico e
tecnologico levou ao surgimento das ferramentas atualmente utilizadas na andlise de
problemas de otimizagdo. E justamente esta abordagem mais moderna, além de outras como a
Teoria de Contensou (Contensou [12], 1962), que, em conjunto com métodos numéricos, tem
sido amplamente utilizada no estudo de problemas de otimiza¢do, incluindo os de
transferéncias espaciais.

As proximas sec¢des discutem com mais detalhes os métodos numéricos e os aspectos

da otimizagao de trajetorias espaciais, ambos fundamentais no escopo deste trabalho.
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1.1.2 Métodos Numéricos

Os métodos numéricos compdem-se de procedimentos iterativos, iniciados por uma
estimativa arbitraria, que buscam obter a solugdo do problema de otimizagdo dentro de uma
determinada precisdo, estabelecida a priori. De forma geral, eles podem ser classificados em
dois grupos: diretos e indiretos.

Os métodos diretos caracterizam-se por buscar a solucdo Otima minimizando
diretamente o indice de performance, evitando, assim, as dificuldades associadas a resolugao
do TPBVP. Ou seja, estes métodos procuram, a cada iteragdo, determinar uma nova solugao
do problema de tal forma que o valor do indice de performance associado a ela seja menor
que o da solugdo anterior. Pode-se citar como exemplos classicos os métodos do gradiente de
primeira ordem (Bryson e Denham [8], Kelley [34]), gradiente de segunda ordem (Bryson ¢
Ho [9] e Golfetto [27]), gradiente combinado (Da Silva Fernandes e Golfetto [16,17]) e
gradiente conjugado (Lasdon, Mitter ¢ Waren [36], Leondes e Wu [42,43]).

Os métodos indiretos, por outro lado, propdem-se a resolver o problema de valor de
contorno em dois pontos (TPBVP) resultante da aplicacdo do Principio de Maximo ao
problema de otimizacdo. Como este Principio corresponde a um conjunto de condig¢des
necessarias, o que estes métodos procuram, na verdade, ¢ determinar uma solucdo que
satisfaca, simultaneamente, as condi¢des necessarias para um extremo e as condigdes de
contorno do problema, sem se preocupar com o valor do indice de performance associado a
esta solucdo, ao contrario dos métodos diretos. Como exemplos classicos dos indiretos, pode-
se citar os métodos da quasilinearizacdo (McCue [49], Lewallen [44], McGill e Kenneth
[50]), das diferengas finitas e da varia¢ao segunda (Breakwell, Speyer e Bryson [7], Longmuir
¢ Bohn [45], Da Silva Fernandes e Silveira Filho [18]).Pode-se mostrar que, se convergirem

para a solu¢do, esta convergéncia ¢ quadratica.
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Uma grande variedade dos dois tipos de métodos tem sido aplicada a solugao de
problemas de otimizagdo de trajetorias espaciais ¢ os estudos tém sido desenvolvidos através
das poderosas técnicas da teoria de controle 6timo. A maioria destes estudos considera a
hipotese de campo central Newtoniano.

O presente trabalho aborda o método da variagdo segunda, que recebe este nome
porque a resolucao do TPBVP associado ao problema de otimizagao ¢ baseada no conceito de
variagdo segunda. Por se tratar de um método indireto, a regido de convergéncia ¢
consideravelmente menor que a dos métodos diretos, requerendo uma melhor escolha do valor
inicial das incégnitas que definem o problema. Apesar disto, os resultados obtidos sdo
bastante bons, inclusive para problemas com restrigdes nas varidveis de controle. Resultados
fornecidos pelo gradiente combinado (Da Silva Fernandes e Golfetto [16,17]) e pela teoria
analitica (Edelbaum [19], Marec [47,48]) sdo comparados com os fornecidos pela variagao
segunda para os problemas de trajetorias espaciais Otimas utilizando sistema de poténcia
limitada. Observa-se boa concordancia entre os resultados.

Nos paragrafos seguintes sdo apresentados, em ordem cronoldgica, outros artigos de
interesse no estudo do método da variacao segunda aplicado a transferéncias espaciais.

Um dos primeiros trabalhos envolvendo a aplicagdo da variacdo segunda a problemas
de otimizagdo e controle de sistemas ndo-lineares deve-se a Breakwell, Speyer e Bryson [7].
Em um artigo de 1963, os autores apresentam um esquema de controle em feedback para
maximizar uma quantidade terminal, satisfazendo condi¢des terminais pré-especificadas, na
presenga de pequenas perturbacdes. Este esquema ¢ obtido através da aplicagdo da variagdo
segunda ao problema, utilizando o conceito de trajetorias extremais vizinhas. Dentro deste
conceito, os autores propdem, ao invés de tentar corrigir todo o erro da estimativa inicial em
uma Unica iteracdo, fazé-lo através de sucessivas pequenas correcdes, de forma a obter uma

trajetoria extremal vizinha a anterior, suficientemente proxima para garantir a hipotese de
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linearidade. Formulag¢des semelhantes foram utilizadas por outros autores (Lewallen [44])

(¢]

o~

uma delas, na qual as corre¢des baseiam-se no conceito de trajetorias extremais vizinhas,
empregada na obtengdo dos resultados apresentados neste trabalho.

Em 1967, McCue [49] publica um trabalho em que o método da quasilinearizagdo ¢é
utilizado para resolver o TPBVP. Apesar de ndo abordar diretamente o método da variagdo
segunda, o artigo apresenta aspectos associados aos métodos indiretos, tais como a
importancia da precisdo numérica para atingir bons resultados e o uso de uma funcao de
comutacdo para tratar arcos propulsivos/balisticos, metodologia também empregada neste
trabalho.

Também em 1967, Lewallen [44] apresenta uma extensdo do método da
quasilinearizagdo proposto por McGill e Kenneth [50]. Esta versdo modificada torna a
determinagdo do tempo final parte integrante do processo iterativo e permite especificar as
restrigdes sobre as condigdes terminais em termos de uma fungdo geral das varidveis do
problema.

Ainda em 1967, Lasdon, Waren e Rice [35] apresentam uma formula¢ao que utiliza
fungdes de penalidade para tratar problemas de controle 6timo com restrigdes de
desigualdade. Formulagao semelhante ¢ utilizada no tratamento dos problemas com restrigdes
deste trabalho, conforme apresentado nos proximos capitulos.

Uma referéncia fundamental para o estudo do método da variagdo segunda foi
publicada por Longmuir e Bohn [45], em 1969. Neste trabalho, os autores apresentam e
descrevem o método, partindo da formula¢ao de um problema de otimizagdo com restrigdoes
nas condi¢des terminais e tempo final fixo. Apds formular o problema, eles calculam a
primeira e a segunda variacdes do funcional aumentado a ser minimizado e determinam os
incrementos das corregdes, o que consiste basicamente em resolver o TPBVP resultante da

aplicacdo das condigdes necessarias. Esta solugdo do TPBVP ¢ obtida utilizando a
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transformagao generalizada de Riccati. Todo este método ¢ bastante semelhante ao utilizado
neste trabalho, diferindo, basicamente, na resolu¢do do TPBVP: ao invés da transformacao de
Riccati, utiliza-se a matriz de transi¢do de estados, conforme sera apresentado nos proximos
capitulos.

Um artigo de Hussu [33], que trata do método do gradiente conjugado, apresenta uma
nova formulacdo para resolver problemas com instante final livre. Esta nova proposta introduz
um componente adicional no vetor de controle e transforma o problema em tempo final fixo.
Uma formulacio semelhante ¢ utilizada neste trabalho.

Conforme ja foi mencionado, diversos métodos numéricos, incluindo o da variagdo
segunda, tém sido aplicados na resolugdo de problemas de otimizacdo de transferéncias
espaciais. A proxima sec¢do apresenta mais detalhes dos aspectos destes problemas e de como

os métodos numéricos tém sido utilizados para resolvé-los.

I.1.3 O Problema de Otimizacio de Transferéncias Espaciais

Dentre os diversos problemas de otimizagdo abordados pelas engenharias e ciéncias
aplicadas, os de trajetorias espaciais envolvendo transferéncias simples e rendez-vous sao
fundamentais em Mecanica Espacial. Eles t€ém sido tema de diversos estudos analiticos e
numéricos desde o inicio dos anos 1950, com o estabelecimento dos fundamentos da moderna
navegacao espacial através do Calculo de Variagdes classico (Lawden [37,38]).

Um dos primeiros trabalhos sobre o assunto foi publicado em 1960, por Faulders [23].
Apesar de ndo tratar diretamente sobre transferéncias espaciais, o artigo considera diversos
aspectos importantes sobre o assunto, tais como determinacgdo da tracdo 6tima, veiculos com

baixo nivel de aceleragdo ¢ movimentagdo em um campo gravitacional.
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O artigo de McCue [49] emprega o método da quasilinearizagdo para resolver
problemas de transferéncias nos quais o veiculo espacial possui tragdo de magnitude limitada
e de direcdo controlavel. Além disto, o trabalho faz uma comparagdo entre os resultados
fornecidos pela quasilinearizacdo e os obtidos considerando transferéncia impulsiva. Este tipo
de transferéncia ja havia sido estudado por Hohmann em 1925 (Hohmann [32]).

Em 1967, Lewallen [44], além de estender o método da quasilinearizagdo proposto por
McGill e Kenneth [50], aplica-o a um problema de tempo minimo entre as orbitas circulares
da Terra e de Marte.

No ano seguinte, Bell [2] publica um excelente artigo que apresenta um historico dos
trabalhos publicados até o momento, incluindo apenas artigos sobre controle 6timo que
apresentam alguma correlagdo direta com otimizacao de trajetérias espaciais. Como o proprio
artigo menciona, ndo se trata de uma pesquisa extensiva, mas apresenta um panorama geral
muito bom.

Nos ultimos 20 anos, percebe-se um interesse do meio académico pelo estudo de
transferéncias espaciais utilizando sistemas propulsivos a baixo empuxo e poténcia limitada.
Este interesse tem-se mostrado particularmente renovado nos ultimos 10 anos, quando foram
langadas, com sucesso, duas missdes espaciais envolvendo sondas movidas a propulsio
ionica: a Deep Space One, da NASA-JPL, em 1998; ¢ a SMART 1, da Agéncia Espacial
Européia, em 2003. Dentro deste contexto, diversos artigos relacionados de alguma forma ao
tema t€m sido publicados. Sendo assim, nos paragrafos seguintes sdo apresentados, em ordem
cronoldgica, trabalhos relacionados a transferéncias espaciais envolvendo sistemas
propulsivos a baixo empuxo e poténcia limitada.

Um artigo de Breakwell e Chanal [6], de 1986, apresenta um tratamento analitico para
problemas de transferéncias orbitais com aceleragdes muito baixas e impulso especifico

constante, considerando a otimiza¢ao do consumo de combustivel com duracdo especificada.
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Em 1991, Broucke [10] apresenta uma formulagdo analitica, em coordenadas
canodnicas polares, para resolver problemas de otimizagdo de trajetérias com baixa tracdo, em
um campo cuja forgca ¢ inversamente proporcional ao quadrado da distancia. O indice de
performance a ser maximizado ¢ o valor final do raio, para um tempo final especificado.

Em 1992, Haissig, Mease ¢ Vinh [30] publicam um artigo que apresenta dois métodos
aproximados para obter trajetorias de minimo consumo para transferéncias entre Orbitas
elipticas coplanares, utilizando sistema de poténcia limitada. A metodologia ¢ baseada no
método de média e em transformagdes canonicas.

Em 1991 e 1992, Enright e Conway [20,21] publicam dois artigos que abordam o
problema de trajetorias espaciais 6timas utilizando métodos diretos e programagdo nao-linear.
Em um deles, utilizam colocagdo e, no outro, transcri¢do direta. Ambos trazem exemplos de
aplicagdes praticas. O sistema propulsivo considerado ¢ de tracao finita.

Betts [3,4] também utiliza transcri¢do direta para resolver problemas de otimizacao de
trajetorias espaciais. Esta formulagdo, diferente da de Enright e Conway [20,21], combina um
algoritmo de programacdo ndo-linear esparsa com uma discretizagdo da dindmica da
trajetoria. As transferéncias consideradas utilizam baixa tragao. No segundo artigo ([4], 1994),
em particular, o autor considera a influéncia gravitacional de diversos outros planetas durante
a transferéncia, o que torna os resultados bastante ricos.

Coverstone-Carrol e Williams [13] também apresentam um método direto baseado em
discretiza¢do do intervalo de integracdo que resulta em um problema de programagao nao-
linear. Neste caso, porém, os autores utilizaram conceitos de inclusdo diferencial para
eliminar explicitamente a dependéncia com o controle, reduzindo a dimensdo do vetor de
estados. Este método foi aplicado a trés exemplos de transferéncias espaciais, considerando

sistemas propulsivos a baixa tragdo.
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Um artigo publicado por Guelman [29] em 1995 discute o problema de transferéncia
de um veiculo espacial de uma o6rbita em torno da Terra para outra em torno da Lua,
utilizando um motor com poténcia limitada (PL) e baixo empuxo. O campo gravitacional
considerado ¢é central e Newtoniano. A lei de controle 6tima é obtida analiticamente, como
uma solucdo particular do caso de transferéncia com tempo final livre.

Um estudo unificado de transferéncias espaciais 6timas com baixa tragdo, baseado no
uso de técnicas de média, ¢ apresentado por Geffroy e Epenoy [25]. Os critérios de otimizacao
considerados s3o os de tempo minimo, para sistemas com tra¢ao limitada, e consumo minimo,
para sistemas com velocidade de eje¢ao constante (VEC). Diferentes restrigoes sdo também
consideradas: achatamento da Terra, sombreamento da trajetdria e limitagdes na direcdo da
tracao.

Ja no ano 2000, Betts [5] publica outro artigo em que utiliza transcri¢do direta,
resultando em um problema de programacdo nao-linear com discretizacdo da dindmica da
trajetoria. O nivel de tracdo considerado ¢ muito baixo.

Em 2002, Da Silva Fernandes e Golfetto [16] publicam um artigo em que utilizam um
algoritmo baseado nos métodos do gradiente para determinacdo de trajetorias espaciais
otimas, considerando sistemas propulsivos a baixo empuxo e poténcia limitada.

Outro trabalho dos mesmos autores [17], publicado em 2004, combina os métodos do
gradiente de primeira e segunda ordem na aplicacdo a problemas de transferéncia simples para
sistemas a poténcia limitada e baixo empuxo, considerando Orbitas circulares coplanares.

E dentro deste cenario de renovada pesquisa sobre otimizagdo de trajetorias espaciais
envolvendo sistemas propulsivos a baixo empuxo e poténcia limitada que surge a motivagao
para o desenvolvimento desta tese. A proxima se¢do apresenta os principais objetivos deste

estudo.
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1.2 - OBJETIVOS

Este trabalho propde-se a estudar um método indireto para a resolugdo de problemas
de otimizacdo de trajetorias espaciais envolvendo sistemas propulsivos a baixo empuxo em
campo central Newtoniano. Este método ¢ aqui chamado de método da variagdo segunda, pois
a resolucdo do problema de valor de contorno em dois pontos associado ao problema de
otimizagdo ¢ baseada no conceito de variacdo segunda. Os principais objetivos do trabalho

sao:

e Implementar o algoritmo do método da variagdo segunda e aplica-lo a problemas de
controle 6timo sem restrigdes;

e Estender o método a problemas com restricdes nas varidveis de controle, através do
método das funcgdes de penalidade;

e Aplicar o método a problemas classicos de controle, cujos resultados sao conhecidos
na literatura, para fins de teste;

e Aplicar o método na andlise de trajetorias espaciais realizadas por sistemas
propulsivos a baixo empuxo: poténcia limitada (PL) e velocidade de ejecao constante
(VEC);

e Comparar os resultados obtidos com os fornecidos pela teoria analitica e/ou

aproximados, obtidos por outros métodos.

O proximo capitulo apresenta os fundamentos matematicos da Teoria de Controle

Otimo, utilizada no desenvolvimento do trabalho.
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CAPITULO I1

FUNDAMENTOS DA TEORIA DE CONTROLE OTIMO

Este capitulo apresenta os fundamentos matematicos da Teoria de Controle Otimo,
incluindo a formulagdo do problema, as condi¢cdes necessarias e a resolucdo do problema de
valor de contorno obtido. Toda esta formulagdo ¢ utilizada no restante do desenvolvimento

deste trabalho.
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I1.1 - INTRODUCAO

Este capitulo apresenta alguns conceitos e resultados matematicos da Teoria de
Controle Otimo.

Primeiramente, escreve-se o enunciado geral do problema de controle 6timo na forma
de Bolza [9,39,40,53]. Em seguida, sdo apresentadas as condi¢des necessarias, sintetizadas no
Principio de Méaximo de Pontryagin [53], que o controle 6timo deve satisfazer, considerando
problemas com e sem restrigdes.

Por fim, apresentam-se a formulagdo e resolugdo do problema linear quadratico, que
apresenta grande aplicacdo em métodos numéricos e cujo conhecimento da solugdo ¢ bastante
util no método da variagdo segunda [9,45,51].

Notamos que a linguagem adotada na formula¢ao do problema de controle 6timo e no
enunciado das condigdes necessarias se baseia em uma formulacao classica do Calculo de
Variacdes e € voltada para aplicagdes em engenharia; de forma que ndo apresenta todo rigor

matematico.

I1.2 - PROBLEMA DE BOLZA SEM RESTRICOES

Esta secdo apresenta o enunciado geral do problema de controle 6timo, formulado
como um problema de Bolza sem restrigdes nas variaveis de controle.

Seja um sistema descrito pelas equagdes de estado:

Ezf(x,u), (IL.1)
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onde f e O0f/0x sdo continuas com respeito a x € u em R"xR™, x(t) € R" e u(t) € R™. O vetor x

representa o estado do sistema e u ¢ o controle. Ambos sdo definidos como vetores colunas:

X, (1) u, (1)
x(H)=| : | uwty=| : | (11.2)
X, (1) u,, (t)

Supde-se que a lei de controle u(t), to <t < ty, seja conhecida.

Seja, também, o estado inicial x(ty) em t, tal que:
o(x(ty)t,)=0, (IL3)

onde @: R"XR — RP, p < n+1. Desta forma, segue, do teorema de existéncia e unicidade [54],
que existe uma trajetoria bem definida que ¢ assumida ser capaz de conduzir o sistema do

estado inicial em (II.3) acima para um estado final x(tf) em t; tal que:
y(x(t,),t,)=0, (IL.4)

onde y: R"xR — RY, q < n+1. O controle u(t), ty < t < tg, satisfazendo (I.1), (I.3) e (I1.4) ¢
dito ser admissivel (Sagan [56]).
Além disto, supde-se também que a esta trajetoria € associado um funcional da forma

geral:

IP[u] = g(t,, x(t,), t;, x(t,))+ j L(x,u)dt. (IL.5)

to
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Este funcional ¢ denominado indice de performance, pois representa uma medida do
desempenho do sistema.

Nas equagdes acima as fungdes L e OL/0x sdo supostas continuas em R"xR"™, ¢ as
funcdes @, y e g, continuas, com derivadas primeiras continuas com respeito a todos os
argumentos (L: R"xRm — R, g: RxR"xRxRn — R).

Supondo a existéncia de varias leis de controle que conduzem o sistema do estado
inicial (II.3) para o estado final (I.4), o problema de otimizacdo consiste em determinar,
dentre essas varias leis, aquela que fornece um minimo/méximo para o indice de performance
(IL.5).

Problemas de otimizagdo que envolvem indices de performance da forma geral (IL.5)
acima s3o denominados Problemas de Bolza. Os casos particulares de L(x,u)=0 e

g(t,,x(ty),t;,x(t;)) =0 sdo denominados, respectivamente, Problemas de Mayer e de

Lagrange. As condi¢des necessarias apresentadas a seguir referem-se ao Problema de Bolza.

I1.3 - CONDICOES NECESSARIAS PARA O PROBLEMA DE BOLZA SEM

RESTRICOES

O Problema de Bolza descrito na se¢do anterior ¢ um problema variacional com
condigdes subsidiarias (Eq. II.1), envolvendo curvas com extremidades condicionadas (Egs.

I1.3 e I1.4). Desta forma, segue do Calculo Variacional cléssico [22,40] que:

Condic¢oes necessarias:

Se u'(t), to < t < tr, é um controle 6timo para o Problema de Bolza definido

anteriormente, entdo as seguintes condi¢des sdo satisfeitas:
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i) Existe um vetor A'(t), continuo, denominado vetor adjunto, tal que o terno (x",A",u”) é um

extremal, i.e., satisfaz as equacdes de Euler:

T =H
= ~H", (IL.6)
H =0,

onde H" é a chamada fun¢do Hamiltoniana, definida por:

H* = H(x", A, u') = —L(x",u") + 1 f(x",u). (IL.7)

De acordo com a notagdo utilizada, as derivadas da Hamiltoniana sdo vetores linhas:

oH oH oH oH
H,=|— .. —| H,= . IL8
’ {axl axj {axl 8)(} (L8)

if) Existem multiplicadores de Lagrange v, e vg, de dimensoes p e q respectivamente, tais que

as seguintes condicdes sdo satisfeitas:

g, +H'(t,) +vo0, =0
g, ~H (t)+v;¥, =0

I1.9
g, — X (t)+Vvig, =0 i

g +X(t) Vi, =0,

com,
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(P(X(to)ato): 0,
W(X(tf)atf): 0.

(I1.10)
As Egs. (I1.9) sao denominadas condicdes de transversalidade, sendo vy € vy multiplicadores
associados as restricdes terminais, Egs. (II.10). E importante mencionar, também, que as

condi¢des de transversalidade podem ser apresentadas de forma implicita [31], do seguinte

modo:
—H5t+ 0 ox ), +8g=0, (IL11)
sujeito a
oo o
e ox(t,)+—ot, =0
¢ 8X0 (o) 8‘[0 0
oy oy (IL.12)
oy =—-0x(t,)+—0ot, =0,
4 8Xf (ty) atf £
onde
og og og og
Sg = —=-8x(t, )+ —=5t, + —=8x(t,) +—=3t,.
g o, X(t,) &, 0+8Xf X(f)+8tf ¢ (I1.13)

A escolha da forma das condi¢des de transversalidade a ser empregada (I1.9-11.10 ou II.11-
I1.12) depende do problema analisado. Aqui o simbolo & ¢ utilizado para indicar a variagao.

Para maiores detalhes, recomenda-se consultar as referéncias [9, 22, 31, 39 e 40].
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iii) Para todo t € [to, tf], a fungdo Hamiltoniana H(X*(t),k*(t),u) atinge o seu maximo em

u'(b), i.e.,
u’(t)=arg max H(X* (t), A" (t),u), (I1.14)

ou, de modo equivalente, a Condi¢do Necessaria de Weierstrass deve ser satisfeita:

H(x " (0,2 (D), u" ()= H(x" (0,1 (1), u), V t € [to, t, (IL15)

ue R™
A equacdo (II.15) apresenta um resultado muito importante: a minimizagdo do indice de
performance IP corresponde a maximizagdo da fung¢do Hamiltoniana H com respeito ao

controle.

iv) A Hamiltoniana maxima,

H(x* (1), A" (1), u" (1)) (IL.16)

¢ uma integral primeira do sistema canonico (I1.6).

E interessante observar que as condi¢des necessarias acima sdo validas para a classe
de variacdes fortes, i.e., exige-se apenas a proximidade das trajetorias. Quando se considera a
classe das variagdes fracas, i.e., a proximidade das trajetérias e velocidades, a Condi¢ao

Necessaria de Weierstrass pode ser substituida pela Condi¢ao de Clebsch-Legendre,

wWH, u<0, (I1.17)



32
onde p denota a variacao fraca do controle u.
As condi¢des i a iv acima estdo associadas ao chamado Principio de Maximo de

Pontryagin [53], estabelecido por Pontryagin e seus colaboradores para condi¢des mais gerais.

I1.4 - PROBLEMA DE BOLZA COM RESTRICOES NO CONTROLE

Esta secdo estende o problema apresentado na se¢do 1.2, introduzindo restrigdes nas
varidveis de controle. O enunciado do problema ¢ bastante semelhante, diferindo apenas na
especificagdo do controle u(t), que agora deve satisfazer determinadas restricdes. Tais
restricoes podem ser de dois tipos: igualdade e desigualdade. Eles sdo apresentados

separadamente.

I1.4.1 Problemas com Restricoes de Igualdade

Os problemas com restri¢des de igualdade sdo aqueles nos quais o controle u(t) esta
sujeito a restri¢cdes do tipo ®(u) = 0, como no Problema de Bolza enunciado a seguir.

Seja o sistema dindmico:

dx
—=1f(x,u), I1.18
” (x,u) (IT.18)

onde x(t) € R" e u(t) € R™, com

d(u) =0, (IL.19)
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sendo ®@: R™ — R', r <m. O problema de controle 6timo consiste em transferir este sistema

do estado inicial x(t,) em ty, definido por:

o(x(ty),t,)=0, (11.20)
¢: R"xR — RP, p <n+1, para o estado final x(tf) em t, definido por:

y(x(t,),t,)=0, (I1.21)

y: R"xR — R% q <n+1, de forma a minimizar (ou maximizar) o indice de performance:

IP = g(t,,x(ty). t,, X(t;))+ JEL(x,u)dt . (11.22)

ty

As fungdes @; em (I1.19) sdo supostas de classe C' e a matriz 6®/du é suposta possuir posto r.
Os controles admissiveis, neste caso, sdo as funcgdes uj(t) que satisfazem (I1.19) e sdo
continuas por partes no intervalo [to, t] (Sagan [56], Leitmann [39,40]). As fungdes ¢, y; sdo,

de acordo com a se¢do II.2, supostas serem de classe C' com respeito a todos os argumentos.
11.4.2 Problemas com Restricoes de Desigualdade

Os problemas com restri¢cdes de desigualdade sdao aqueles nos quais o controle u(t), ao

invés de restrigdes da forma (I1.19), esta sujeito a restri¢cdes do tipo:
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@, (0)<0,i=1,...,r, (11.23)

onde ®: R™ — R, r <m, e 0 dominio de controle U —c R™ é uma regido fechada do R™. O

caso mais simples, e que apresenta interesse pratico, ¢ aquele no qual U ¢ um

hiperparalelepipedo de R™, ou seja,

u™ <u, <uf™, k=1,...m. (11.24)

Neste caso, as restricdes apresentadas na forma (I1.23) podem ser transformadas para a forma

(I1.19). Para tanto, define-se:

@, (u )=, —u)u, —u™), k=1..,m. (IL.25)

Deste modo, as restrigdes (I1.24) podem ser expressas na forma geral (I1.23) como:

@D, (u)<0,k=1L..m (I1.26)

As restrigoes (I1.26), por sua vez, podem ser transformadas para restricdes de

igualdade. Para isto, definem-se um+(t), j = 1,...,r varidveis de controle auxiliares tais que:

O, (u)+ul, =0 k=1.,r. (I1.27)
Desta forma, obtém-se um problema exatamente analogo ao da secdo I1.4.1. As condigdes
necessarias a serem satisfeitas pelos dois problemas, essencialmente as mesmas, sio

apresentadas na proxima secao.
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IL.5 - CONDICOES NECESSARIAS PARA O PROBLEMA DE BOLZA COM

RESTRICOES

O Problema de Bolza descrito na se¢ao anterior, semelhante ao apresentado na se¢do
I1.2, ¢ um problema variacional com condi¢des subsididrias (Eq. I1.18), envolvendo curvas
com extremidades condicionadas (Egs. I1.20 e I1.21). As condi¢des necessarias a serem
satisfeitas por este problema novamente sao derivadas estendendo-se os resultados do Calculo
Variacional classico [22,40]. Neste caso, no entanto, a forma da fungdo Hamiltoniana que
deve ser considerada ¢ um pouco diferente: utilizam-se Multiplicadores de Lagrange de forma
a construir uma fun¢do Hamiltoniana aumentada [9]. Por simplicidade, inicialmente sdo
enunciadas as condi¢des para problemas com restricdes de igualdade. Essas condig¢des sdo,
entdo, estendidas de forma a considerar problemas com restricdes de desigualdade. Esta forma
de apresentacdo dos resultados para problemas envolvendo restricdes ¢ muito Util em

aplicacdes praticas envolvendo algoritmos numéricos.

I1.5.1 Problemas com Restricoes de Igualdade

De forma a introduzir as restrigdes sobre o controle no enunciado das condigdes

necessarias, deve-se considerar a seguinte fungdo Hamiltoniana aumentada:

Hx, 27w, )= —L(x, u)+ 2 F(x,u) + p " d(u), (I1.28)

ou

ﬁ(x, A u, u): H(X, A ,u)+ n' o), (I1.29)
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com pu(t) e R'e

H(X,X*,u):—L(X,u)+ X*Tf(x,u). (IL.30)

As condigdes necessarias podem, entdo, ser enunciadas da forma como se segue.

Condic¢odes necessarias:

Se u’(t), to < t <t é um controle 6timo para o Problema de Bolza com restri¢des de

igualdade sobre as varidveis de controle (Egs. I1.18 a I1.22), entao:

i) Existe um vetor A’(t) continuo, denominado vetor adjunto, e Multiplicadores de Lagrange

u(t) tal que a quadrupla (x",A",u”, ) é um extremal, i.e., verifica as condi¢des:

dx® =T

&

dt

RV

o - (IL31)
H =0

H =0,

onde,

H =H(x", 2", u".p). (11.32)
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i) Existem Multiplicadores de Lagrange vy € v, vo € R” e v¢ € RY, tais que as condig¢des de

transversalidade sao satisfeitas:

g, +H () +vip, =0

g, —ﬁ*(tj )+ViY, =0
. (IL.33)
g, — A () +vee, =0

g+ (E)+vIw, =0,

iii) Para todo t e [t%, t'¢], a funcdo Hamiltoniana ﬁ(x* (1), A" (t),u, p(t)) atinge o seu maximo

em u’(t), onde
u’ () =arg max Hx" (0.1 (0, u,n(v). (11.34)
sendo o dominio de controle U definido pelas restri¢des de igualdade
®(u)=0. (I1.35)
Ou, de modo equivalente, a condi¢ao necessaria de Weierstrass deve ser satisfeita:

H(x" (0,27 (1), u" (0, () 2 Hx (0,2 (0, w,u(t)), V t € [t'o, '], (IL36)
ueU.

iv) A funcdo Hamiltoniana ﬁ(x*(t),k" (t),u*(t),p(t)) ¢ uma integral primeira do sistema

canonico (I1.31).
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E interessante observar que quando se considera a classe das variacdes fracas, a

Condigao Necessaria de Weierstrass pode ser substituida pela Condi¢ao de Clebsch-Legendre,

£<0, (I1.37)

onde ( sdo as variagdes admissiveis.
I1.5.2 Problemas com Restri¢oes de Desigualdade

Conforme apresentado na secdo 11.4.2, os problemas com restrigdes de desigualdade
podem ser transformados em problemas com restricoes de igualdade. Desta forma, as

condigdes necessarias a serem satisfeitas sdo as mesmas apresentadas na se¢@o anterior, com a

diferenca que, neste caso, a fun¢do Hamiltoniana aumentada ¢ dada por:

H(x, A, p)z ~L(x,u)+ X*Tf(x,u) +u"®d(u,1), (T1.38)

onde @ : R™xR" — R ¢ tal que

@, (u,u)=D, (u,)+u.,, =0, k=1..,r, (11.39)

onde
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um+1 (t)
uv=| = | (IL.40)
U, (1)

1.6 - PROBLEMA LINEAR QUADRATICO

Conforme apresentado nas seg¢Oes anteriores deste capitulo, a aplicagdo do Principio
de Maximo de Pontryagin, ou as condi¢des necessarias equivalentes, ao Problema de Bolza,
com ou sem restricdes sobre as varidveis de controle, conduz a um problema de valor de
contorno em dois pontos, que deve ser resolvido para obter a solugdo 6tima. Este processo
estd diretamente relacionado a formulagdo matematica do TPBVP, o que, por sua vez,
depende da forma do Problema de Bolza que o originou.

Dentre as diversas formas que o problema de otimizagdo pode assumir, o chamado
problema linear quadratico apresenta grande aplicacdo em métodos numéricos, € o
conhecimento de sua solucdo ¢ bastante util no método da variacdo segunda [9,45,51]. Esta

secdo apresenta sua formulacao e resolugao.
I1.6.1 Formula¢ao do Problema de Controle Otimo

Seja o sistema de equagdes diferenciais definido por:

& Ax+Bu, (IL41)
dt

onde x € R", u € R", A ¢ uma matriz nxn ¢ B é uma matriz nxm, ambas a coeficientes

variaveis no tempo.
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Seja também o indice de performance da forma geral:

te
IP = %XT(tf)Gx(tf)jL%”xTCx +2x"'Du + uTEu]dt , (11.42)
to

onde G ¢ uma matriz simétrica nxn a coeficientes constantes, C é uma matriz simétrica nxn,
D ¢ uma matriz nxm e E ¢ uma matriz simétrica mxm (suposta definida positiva), todas a
coeficientes varidveis no tempo.

O problema de otimizagdo consiste em transferir o sistema definido por (I1.41) do

estado inicial fixado
x(ty)=x,, (11.43)
to fixado, para o estado final definido por:
Yx(t;)=o;, (I1.44)

de forma a minimizar o indice de performance definido por (I1.42). O instante t; ¢ fixado e nao
existem restrigdes sobre as varidveis de controle. Na Eq. (I1.44), ¥ ¢ uma matriz qxn a

coeficientes constantes e @f ¢ um vetor qx1 de constantes conhecidas, q < n.
I1.6.2 Problema de Valor de Contorno em Dois Pontos

Para o problema linear quadratico definido acima, ¢ possivel formular o problema de

valor de contorno em dois pontos que caracteriza a solugdo 6tima (extremal). Isto ¢ feito a
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partir da aplicagdo do Principio de Méximo de Pontryagin. A partir das Eqgs. (I1.41) e (I1.42),

tem-se que a fun¢do Hamiltoniana ¢ dada por:
H(x,A",u) = —%[XTCX +2x"Du+u"Eu)+ " (Ax + Bu). (11.45)

Aplicando as condi¢des necessarias, expressas pelo Principio de Maximo de Pontryagin,

obtém-se:

dx”*

o Ax" +Bu”, — Egs. de estado (11.46)
da’ . . T .

s =Cx"+Du” —A'A", — Egs. adjuntas (I1.47)
D'x* +Eu"—=B™A* =0. — Egs. de controle (I1.48)

Isolando u’(t) na Eq. (I1.48), substituindo nas Egs. (IL.46) e (I1.47) e reescrevendo estas

equagdes na forma matricial, obtém-se:

dixs_ (A B 11.49
dt|a | |C, A7 |n ] (L49)

onde:

A, =A-BE'D'
B, =BE'B’ (I1.50)
C,=C-DE'D".
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Como a matriz ¥ ndo ¢ necessariamente inversivel, o estado final x(tf) em (I1.44) ndo
¢ necessariamente fixado, mesmo que @r seja conhecida. Desta forma, torna-se necessaria a
aplicagdo das condicdes de transversalidade. Utilizando sua forma implicita (Egs. II.11 e

I1.12), obtém-se:

AT (t,)8x(t, )+ x " (t,)Gdx(t,) =0, (IL51)
¥ox(t,) = 0. (11.52)

Introduzindo q multiplicadores de Lagrange vf € R% e somando (I1.51) e (I1.52), obtém-se:

(AT () +x"(t,)G + v px(t;) = 0. (IL.53)

Como a expressao (I11.53) ¢ sempre verdadeira (os q multiplicadores garantem isso) e o estado

final ndo ¢é necessariamente nulo, a expressdo entre parénteses deve ser nula. Assim:

() =—x"" (t,)G - vIP, (I1.54)

ou

A (t)=-G"x"(t,) - ¥"v,. (IL55)

Assim, o problema de valor de contorno em dois pontos que caracteriza a solucao

otima (extremal) do problema linear quadratico ¢ dado por:
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AP A B g 1156
dt|a | |C, —AT | (IL56)

com condi¢des de contorno:

x(t,)=x, (I1.57)
W' (t,) =@, (1L.58)
W () =-GTx"(t,) PV, (11.59)

I1.6.3 Resolucio do Problema de Valor de Contorno em Dois Pontos

A seguir, ¢ apresentada a resolug¢do do problema de valor de contorno em dois pontos
obtido na secao anterior, utilizando o método da matriz de transi¢dao de estados [9].
A solugdo geral da Eq. (I1.56) obtida pela matriz de transicao de estados ®D(t, ty), ¢ da

seguinte forma geral:

x"(t) _ x"(ty) _ X
LJ (t)} =D(t, to){}\‘* (to)} =D(t, tO)L\,*J , (I1.60)
com
dd
E—M(D, (I1.61)
D(t,,t,)=1, (I1.62)

Al Bl
M:{ . } (11.63)



44

Expressando a matriz de transi¢do de estados @, por:

D, (t,t D, (t,t
@(t,to):[ H(tt) 0)} L6t
cDZl(t’tO) cDZZ(t’tO)
tem-se a partir de (I1.60) que:
X (=D, (6 t,)x, + P, (L, 1Ay, (IL.65)
A (D) =D, (t,t))x, +D,, (tato)xko- (IL.66)

Combinando as Egs. (I1.58), (I1.59), (IL.65) e (I1.66), obtém-se o seguinte sistema linear

algébrico:

\Pq)lz(tfato)}\‘*o =@y —‘PCD”(tf,tO)XO (H.67)

[0, (te.te) + G @, (1 t )Py + ¥ v, =—|@,, (1) + G D, (. )], . (11.68)

que pode ser reescrito como:

T, = Ux, + 0, (I1.69)

VA, +¥Tv, = Wx,, (11.70)

onde:
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T=Y0,(t;,t,) (I1.71)
U=-%Y0,(t;,t,) (11.72)
V=0, (t,t,)+G '@, (t,,t,) (11.73)
W =, (t,.t,)+ G ®, (t,,t,)]. (I1.74)

A integracdo de (I1.61), sujeita a condigao inicial (I1.62), fornece a matriz ®. Como ¥
e G sdo conhecidas, T, U, V e W podem ser calculadas e o sistema linear definido por (I1.69)
e (II.70) pode entdo ser resolvido, por métodos numéricos. A solugdo deste sistema fornece
L'(to) e vr (os quais, pela propria construcdo do problema, satisfazem (I1.58) e (I1.59)). De
posse de A"(t), e conhecendo x"(to) (Eq.(11.43)) e @(t, ty), a solucdo final x*(t), L'(t) é obtida

por (IL.60).

I1.7 - CONCLUSAO

A aplicagdo do Principio de Maximo de Pontryagin ao Problema de Bolza, com ou
sem restri¢des sobre as varidveis de controle, conduz a um problema de valor de contorno em
dois pontos, que deve ser resolvido para obter a solugdo 6tima do problema de otimizacao.

Dentre estes problemas, o chamado Problema Linear Quadratico apresenta grande
aplicacdo pratica. A resolugdo do TPBVP associado a ele utilizando a matriz de transi¢do de
estados, conforme apresentado acima, ¢ utilizada no método da varia¢do segunda. O estudo
deste problema ¢, portanto, de grande interesse no escopo deste trabalho.

O capitulo seguinte apresenta o método da variagdo segunda, incluindo sua
formulag@o matematica, as particularidades da utilizacdo da matriz de transicdo de estados em
sua resolucdo, o algoritmo numérico e alguns exemplos de aplicagdes a problemas com e sem

restrigoes.
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CAPITULO 111

METODO DA VARIACAO SEGUNDA

Este capitulo descreve o método da variacdo segunda, utilizado neste trabalho para
analisar problemas de transferéncias espaciais a baixo empuxo. Além da formulacdo do
método e descri¢do do algoritmo, sdo apresentados alguns exemplos de aplicag@o a problemas

com e sem restri¢des no controle.
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I11.1 - INTRODUCAO

O chamado método da variagdo segunda ¢ um método numérico de segunda ordem
utilizado na resolugdo de problemas de valor de contorno que surgem na resolugdo de
problemas de otimizagdo [7,45,51], ap6s a aplicagdo do Principio de Maximo de Pontryagin.
O desenvolvimento deste método ¢é o principal objetivo deste capitulo.

Inicialmente, ¢ apresentada a formulagdo do problema de controle 6timo, enunciado
como um Problema de Bolza, para o qual o método sera desenvolvido. Em seguida, aplica-se
o Principio de Maximo e obtém-se o problema de valor de contorno nio-linear associado ao
problema de otimizacdo. Este problema de valor de contorno ¢ entdo linearizado em torno de
uma solu¢do nominal, sobre a qual correcdes sdo aplicadas iterativamente, na forma de
modifica¢des dos valores iniciais das varidveis adjuntas e dos multiplicadores de Lagrange.

Estas corre¢des baseiam-se no conceito de trajetérias extremais vizinhas [51], que
utiliza termos de segunda ordem de uma série de Taylor para minimizar uma aproximacao
linear quadratica do indice de performance e, ao mesmo tempo, satisfazer as restrigdes
terminais do TPBVP. Ao empregar este procedimento, obtém-se um problema de valor de
contorno linear cujas incognitas sdo as corre¢des procuradas. Este problema ¢é entdo resolvido
utilizando o método da matriz de transi¢ao de estados.

Todas estas etapas do método sdo apresentadas em uma das se¢des deste capitulo, na
forma de um algoritmo. Por fim, s3o apresentados exemplos de aplicagdo deste algoritmo

final a problemas com e sem restrigdes nas variaveis de controle.

II1.2 - FORMULACAO DO PROBLEMA DE CONTROLE OTIMO

O problema de controle 6timo associado ao método da varia¢do segunda desenvolvido

neste trabalho ¢ o Problema de Bolza enunciado a seguir.
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Seja um sistema descrito pelas equagoes:
_:f(x,u), (IIL.1)

com x(t) € R" e u(t) € R™ (controle sem restrigdes). O problema de otimizagdo consiste em

transferir o sistema definido por (III.1) do estado inicial fixado
X(ty) =X,, (II1.2)
to fixado, para o estado final definido por:
¥ (x(t,))=0, (I11.3)

¥Y: R" —» R, q <n, t; fixado, de forma a minimizar o indice de performance definido por:

IP = g(x(t,))+ jL(X, udt. (IL4)

to

As fungdes g, L e W, 1 = 1,..., q, satisfazem as hipdteses enunciadas no CAPITULO 1II. A

funcao vetorial ¥ ndo deve ser confundida com a matriz de coeficientes definida na Eq.

(IL.44).
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I11.3 - PROBLEMA DE VALOR DE CONTORNO EM DOIS PONTOS

Conforme apresentado no capitulo anterior, a resolu¢cdo de problemas de otimizagao ¢é
feita a partir da aplicagdo do Principio de Méximo de Pontryagin, o que conduz a um
problema de valor de contorno em dois pontos.

Desta forma, seja H a funcdo Hamiltoniana associada ao problema de controle 6timo

da secdo anterior:

H(X,K*,u):—L(X,u)+ k*Tf(x,u). (IIL.5)

Aplicando o Principio de Maximo, obtém-se o seguinte problema de valor de contorno em

dois pontos:

dx” T
=~ _H I11.6
dt g (tL.e)
Sistema canonico
aw —H' (111.7)
dt
H, = Equagdo de controle (I11.8)
0 oY Condig¢des de
W)+ 8 4+ vT T 20 ' (I1L.9)
OX OX ¢ transversalidade
x(t,)=x, (II1.10)
‘P(x (t, )) 0, Condig¢des de contorno (IL11)

onde v € RY. Este problema de valor de contorno caracteriza a solu¢do 6tima (extremal) do

problema de Bolza enunciado na se¢do anterior.
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II1.4 - TRAJETORIAS EXTREMAIS VIZINHAS

A proxima etapa da resolugdo do problema de otimizagdo seria determinar a solugao
do problema de valor de contorno obtido na se¢do anterior, Eqs. (I11.6) a (III.11). Esta solug¢ao
pode, em principio, ser obtida integrando-se (II1.6) e (III.7), supondo que a lei de controle
otimo u*(t) possa ser obtida em funcido de x(t) e A(t), a partir de (II1.8). No entanto, para
integrar (II1.6) e (III.7), s3o necessarios os valores ndo s6 de x(tp), dados por (III.10), mas
também de A(tp), que € desconhecido a priori. Como as Egs. (I11.9) e (III.11) também devem
ser satisfeitas, ¢ preciso conhecer também vy.

Para determinar as incognitas A(tp) € vi, 0 método da variacdo segunda utiliza um
procedimento que lineariza o sistema em torno de uma trajetéria nominal extremal, i.e.,
satisfaz as condi¢des necessarias (Equacdo de Euler-Lagrange), mas ndo necessariamente as
restrigdes terminais. Ele determina, entdo, corre¢des iterativas que devem ser aplicadas a esta
trajetoria de forma a satisfazer as condi¢des de contorno no instante final.

Todo este procedimento envolve o conceito de trajetorias extremais vizinhas [51], que

¢ apresentado nesta secao.
I11.4.1 Lineariza¢ao do Problema de Otimizacao
Para o problema de controle 6timo apresentado acima, definido pelas Eqgs. (IIl.1) a

(IIL.4), tem-se da teoria do Calculo Variacional que minimizar o funcional (II1.4), sujeito a

(II1.1) e (II1.3), € equivalente a minimizar o seguinte funcional:

J=TP =g(x(t,))+ ¥ (x(t;)v, + f[— H(x, 2w+ ATk it (I1L.12)

to
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onde H ¢ a funcao Hamiltoniana definida em (II1.5):
H(x, A, u)=~L(x,u)+A"f(x,u). (IIL.13)

Conforme mencionado, os valores iniciais dos multiplicadores de Lagrange, Ai(to), 1 =

L,..., n, sdo desconhecidos. Seja A, , entdo, uma estimativa inicial destes valores, e seja Ji 0

valor correspondente do funcional J em (II1.12). Expandindo J em série de Taylor em torno de

J1, até os termos de segunda ordem, tem-se:
|
J;J1+6J+56 J, (IT1.14)

2 . N . . . ~ .
onde dJ e 6°J correspondem, respectivamente, a primeira e segunda variagdes do funcional, e

sao dadas por:

= \Y% o 8x, +¥'dv, +J‘tF(KT6X—a—HSX—8—HSu—a—H6k+87uTdet, (II1.15)
OX OX to Ox ou O\

N
Lt
|
TN
(o))
[0°]

+

-

2 2 2 2
521 =6x1| LT E T box, v 2ok Tdv, + [ —oxT Thilsx —suT S bu
PYCRALIP o, g 2 ou?
. (IIL16)
0’H

2 2 2
g H8k—28uT oH 5x — 28\ oH 5x — 28\
ouox OLOX OAOu

;\,2

S\t

Su + 28\ SXJdt

Nas expressdoes acima, as derivadas segundas da Hamiltoniana sdo matrizes, como, por

exemplo:
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0’H 0’H

oty | Mox, oM, 0,

o 62:H S (I111.17)
O\, 0X o\, 0X,

As demais derivadas sdo analogas a expressao em (I11.17).

A substituicdo de (II1.15) e (I11.16) em (I11.14) fornece a expansdo até segunda ordem
do funcional (II1.12), em torno de uma trajetoria arbitraria, associada ao valor J,. Para garantir
que esta trajetoria seja extremal, as condi¢des necessarias de otimizagdo, Eqs. (I11.6) a (II1.8),
devem ser satisfeitas. Desta forma, substituindo (III.15) e (III.16) em (I11.14), atribuindo as

condigdes (I11.6)-(I11.8) e observando que

0'H 0o°

= Lo+ AT () =0, (1L.18)

resulta:

T 2 2
| (8g v 6“P}sx +¥Tdy, 6’; [ag+vTaqjj8xf+8x?§X—‘Pdvf+

ox, | ox, ox2 ' oox? .
0’H 0’H
KT+67J X, — Sx oM +—| ox T X +ou’ ou |+ . (1I1.19
0+ ox s, - { ( . - ] (I.19)
2 2 2
Su’ 0'H Sx + oAt 0'H Sx + AT 0’H ou |dt
ouox OLOX O\Ou

A Eq. (II.19) corresponde a expansdo até segunda ordem, em torno de uma trajetéria

nominal extremal, do funcional associado ao problema de otimizagdo definido por (IIL.1)-
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(IIL.4). E interessante observar que esta expansdo estd associada a uma forma linear

quadratica, como no problema discutido na secao II.6.

111.4.2 Minimizacao do Funcional Linearizado

Como se trata de um problema de otimizagdo, agora definido por (III.19), deve-se
procurar obter um minimo para este funcional. Ou seja, deve-se determinar os valores das
grandezas 0x(t), du(t), SA(t), Ox¢ e dvr de forma que esta aproximacao de segunda ordem seja
minima. Matematicamente, isto corresponde a fazer nulas a primeira variagdo do funcional
(III.19) com respeito as fungdes Ox(t), ou(t), OA(t), 0xs € aos parametros dve. Das condi¢des
necessarias do Calculo de Variagdes — Equacdes de Euler-Lagrange, obtém-se as seguintes

equacoes:

2 2 2
dor _ oMy OHg g, (I11.20)
dt Ox oxou OXOM
2 2 2
aHE‘)u—i-aHES)(+6HS7»:O, (IIL.21)

ou’ ouox Ouo

2 2
dox _O0H s OHs,, (I11.22)
dt  onox  adu

2 2
A a8t O s ekt O & vl 0 L +dv§§X—T=0, (IIL.23)
f f f f f
o
Y+ —0x,=0.
P (I11.24)

Notamos que esta tltima equagao resulta da condi¢cdo necesséria para o minimo de fungdes de

n variaveis do Célculo Diferencial, uma vez que dvr sdo parametros.
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Em seguida, supondo que a condicio de Clebesch-Legendre forte, u'Hyp < 0, é

satisfeita, ou seja, ao longo da trajetoria nominal inicial (associada a J;), tem-se:

0’H
—#0, (II1.25)
¢ possivel expressar ou a partir de (I11.21):
207\ [ A2 2
du=— 812{ aHESx+aHESk . (I11.26)
ou ouox OuoA

Substituindo (I11.26) em (I11.20) e (I11.22) e reorganizando, obtém-se o sistema linear:

d{éx| |F, F,|dx .27
dt|8n| |F, F, || ({L.27)

onde

= aangx - j;gu [‘Z;Ij]_l s:; =H, -H, H'H_, (111.28)
== s;;lu {‘Z;Iy s:; =-H, H H,, (I11.29)
F, =— ‘2:13 + ;j;{u (Z;?]l s:; =-H_+H_H'H_, (111.30)
F,=-— 2};11 + s:; [Zﬁl]l 5:; =-H, +H _H_H,. (I111.31)
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O sistema (I11.27), em conjunto com as Eqs. (II1.23) e (II1.24) e a variagdo da Eq.

(I11.10):

dx, =0, (111.32)

formam um novo problema de valor de contorno linear. A resolugdo deste problema,
apresentada a seguir na sec¢do IIL.5, fornece as correcdes procuradas e ¢ feita através da matriz
de transi¢do de estados, conforme discutido na se¢do 11.6.3. Antes, porém, a proxima se¢ao

discute o conceito por tras da idéia de determinar estas corregdes.

I11.4.3 Trajetorias Extremais Vizinhas

Ao expandir J em série de Taylor em torno de J;, significa que os valores de J passam
a ser obtidos a partir de alteragdes no valor de J;. Em outras palavras, isto significa que as
variagdes Ox(t), ou(t), dA(t), Ox¢ e dvy, ao serem aplicadas a seus respectivos valores da
primeira estimativa, fornecem novos valores destas grandezas, associados a um novo J. Ou

seja, os valores de x(t), u(t), A(t), X € v¢ obtidos a partir de

x(t) =x,(t) +3x, (I11.33)
u(t)=u,(t)+du, (I11.34)
AMt)=A,(t)+ N, (II1.35)
X =Xq +0Xg, (111.36)
Vi =V +dvg, (1I1.37)

correspondem a um novo valor de J.
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Além disto, ao expandir em série de Taylor, estd-se implicitamente assumindo que as
variagdes Ox(t), du(t), OA(t), 0xs e dvr sdo pequenas, de forma que a hipdtese de linearidade
subentendida na expansdo permaneca valida.

E aqui que surge o conceito de trajetérias extremais vizinhas. A nova trajetoria
associada a x(t), u(t), AM(t), x¢ e vy, obtidos a partir das variacdes em (I11.33)-(II1.37), ¢
préxima, ou vizinha, aquela associada a primeira estimativa. Além disto, como ela ¢
determinada de forma a minimizar (III.19), implica que deve satisfazer esta equagdo e,
portanto, também corresponde a uma trajetoria extremal.

A determinagdo das variagdes Ox(t), du(t), oA(t), dx¢ e dv¢ corresponde, portanto, a
determinagdo de corre¢des da trajetéria extremal inicial. A nova trajetoria obtida, também
extremal, ¢ proxima (vizinha) a anterior e corresponde a uma nova estimativa da trajetoria
Otima. A proxima secdo trata da determinagdo destas correcdes e da nova trajetoria, a partir do

sistema obtido na se¢do anterior.

I11.5 - RESOLUCAO DO PROBLEMA DE VALOR DE CONTORNO LINEAR

A solucdo do problema de valor de contorno linear definido por (II1.23), (III.24),
(II1.27) e (II1.32) pode ser obtida via matriz de transi¢do de estados, anadlogo a resolucdo do
problema linear quadratico apresentado no capitulo anterior (se¢do I1.6.3). Neste caso, em

vista das equagdes (I1.60) a (I1.66), tem-se:

@, 111.38
m (IIL.38)

d(D_ F11 FIZ _ Hxx_quH;iHux _quH;iHux
F21 F22 _Hxx +quH;31Hux _ka +quH;111Huk

D(ty,t) =1. (111.39)

e, conseqiientemente,
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Sx(t) =D, (t,t,)0x, + D, (t,t,)dh,, (II1.40)
SA(t) =D, (t,,)8x, + Dy (L, t, )N, . (IIL41)

Introduzindo (I11.40) na Eq. (I11.24) e (I11.40) e (II1.41) na Eq. (II1.23), e utilizando a notagao
simplificada de derivagdo parcial da Eq. (II1.38), obtém-se o seguinte sistema algébrico nas

incognitas Oig e dvy:

\th- (D12 (tf > to )67‘4(%) =-Y- "er q)n (tf > to )6X0 ’ (IH.42)
[CD22 (tp,to)+ (g;l;[-xl- + VE\PXI‘XI‘ )Cblz (te vto)]&w + ‘PXT( dv, =
T T T . . (T1.43)
- (gxf + LPfof + A )_ [q)zl(tf o)+ (gxfxf + Vi LPxfxf )(Dn (tfato)]éxo
A partir da Eq. (II1.32), este sistema pode ser simplificado para:
Tor, =-%¥ (111.44)
U, + Vdv, =g +¥v, +2,), (II1.45)
onde,
T=Y, ©,(t;,t,), (111.46)
U=q>22(tf,to)+(g1fxf +vi¥ L D, (t ), (111.47)
V=". (I11.48)

A resolucdo, através de métodos numéricos, do sistema formado por (111.44) e (I11.45)
fornece as variagdes A e dvr procuradas. A partir dai, determina-se uma nova estimativa

para os multiplicadores de Lagrange, da seguinte forma:
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ho, =Nq + kg (I11.49)

v =v, +dv,. (11.50)

Estes novos valores, em conjunto com o conhecido Xy, sdo utilizados para integrar novamente
o sistema dindmico e obter uma nova estimativa da trajetdria O6tima. Este procedimento ¢
repetido até que as condigdes terminais sejam satisfeitas, dentro de uma certa precisdo. A
proxima secao apresenta uma descri¢ao completa de todo este procedimento, na forma de um

algoritmo.

I11.6 - DESCRICAO DO ALGORITMO

O algoritmo final do método da variagao segunda ¢ descrito a seguir:

1. Estabelecer uma estimativa inicial para Ao e ve (A, € Vv );

2. A partir da estimativa inicial para Ay € do conhecido x, integrar (II1.6) e (II1.7),

numericamente. A solugdo obtida ird satisfazer (II1.8) e (II1.10);

3. Verificar se a solugdo obtida satisfaz (II1.9) e (III.11). Caso satisfaga, esta ¢ a solucao

do problema;

4. Caso ndo satisfaca, integrar (II1.38) numericamente, sujeito a condi¢ao (I11.39), e obter

D,

5. Determinar T, U e V (Egs. (I11.46)—(111.48));
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6. Resolver numericamente o sistema linear formado por (I11.44) e (II1.45) e obter as

variagdes O\ e dvy. A estimativa inicial de v¢ é necessaria nesta etapa.

7. Corrigir os valores de A e v¢ (Egs. (I11.49) e (I11.50));

8. Integrar (I11.6) e (I11.7), utilizando os novos valores de A € vg;

9. Voltar a etapa 3.

I11.7 - DETERMINACAO DIRETA DAS EQUACOES DO ALGORITMO

Conforme apresentado na secdo IIl.4, a maneira utilizada pelo método da variagdo
segunda para resolver o TPBVP associado ao problema de otimizagdo baseia-se no conceito
de trajetérias extremais vizinhas. Tal conceito envolve a expansdo em série de Taylor de um
funcional aumentado (Eq. (III.14)), até os termos de segunda ordem. Em outras palavras, ele
envolve o calculo da segunda varia¢do do funcional (Eq. (II.16)), e € por isto que o método
recebe este nome.

E interessante observar que esta variagdo segunda do funcional gera termos com
derivadas parciais de segunda ordem da Hamiltoniana. Na verdade, a partir do algoritmo
apresentado acima, percebe-se que, para utilizar o método da variacdo segunda na resolug¢do
de um problema de controle 6timo, ndo basta aplicar o Principio de Maximo e obter o
problema de valor de contorno em dois pontos associado. E preciso, também, obter a matriz

M, dada por:
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Hkx _HKUH;LllHux _HKUH;LllHuk
M= ; I B (IIL.51)
_Hxx +quHuuHux _ka +quHuuHu?L

de forma a poder integrar (II1.38) numericamente, sujeito a condi¢ao (I11.39), e obter @ (etapa 4
do algoritmo). Esta matriz corresponde apenas a termos de segunda ordem da Hamiltoniana.

E importante mencionar que, além da maneira apresentada acima de se obter as
equacdes que caracterizam o método da variacdo segunda, Eqs. (I11.44) a (I11.48) e (IIL.51),
existe uma outra, mais direta. Ela envolve a linearizacdo das Eqs. (II.6) a (IIL.11),
considerando as variagdes 0x(t), du(t), OA(t), Ox¢ e dvr em (I11.33)-(I11.37). Introduzindo estas

variagoes em (I11.6)-(II1.11) obtém-se, ap6s um processo de linearizacdo, que:

S, x o H B, (I11.52)
%:-HXXSX—HN&—HM&, (I11.53)
H du+H, 8x+H, 6,=0, (I1L.54)
SN =l +g, +VIW, +8xTg,  +VIW Sx, +dvIW, |, (IIL55)
8x, =0, (I11.56)
W Bx, =—W. (I1L.57)

E interessante observar que as Eqs. (II1.52) a (IIL.55) e (IIL.57) correspondem, justamente, as
Egs. (I11.20) a (II1.24). Desta forma, utilizando o mesmo procedimento apresentado nas se¢des
acima, estas equagoes resultam exatamente no sistema formado pelas Eqgs. (111.44) a (I11.48), o
que corresponde a parte das equagdes do algoritmo. Para finalizar, resta apenas obter a matriz

M de uma forma mais direta.
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Para tanto, supde-se que a lei de controle u*(t) possa ser obtida em funcao de x(t) e
A1), a partir de (II1.8), tornando o sistema definido por (II1.6) e (II1.7) dependente apenas de

x(t) e A(t), da seguinte forma:

ddit* = H (x(e) A1) u(x(t). (1)) = Ax(e) (1)), (IIL.58)
dd_}f =—H (x(t). 2(t) ulx(e) A(t)) = -2(x(t).A(1)). (I11.59)

Com isto, a matriz M pode ser obtida linearizando-se diretamente as Eqgs. (I11.58) e (I11.59) e

passa a ser dada por:
X A}_
M= _ - (I11.60)

Na proxima secdo, sdo mostradas algumas aplicagdes do método a problemas de
controle 6timo conhecidos, sem restrigdes. Nestas aplicagcdes, sdo descritas as etapas de

implementagdo do método.

I11.8 - APLICACAO A PROBLEMAS SEM RESTRICOES

A fim de mostrar a validade do método da variacdo segunda, sdo apresentados
resultados de sua aplicagdo a diversos problemas simples de controle 6timo. Como as
solucdes analiticas destes problemas sdo conhecidas, ¢ possivel analisar a exatiddo das
solugdes obtidas com o método. Nesta se¢do, em particular, consideram-se problemas sem

restrigdes nas variaveis de controle.
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I11.8.1 Problema de Zermelo com Velocidade de Correnteza Constante

O Problema de Zermelo ¢ bastante classico em controle 6timo e corresponde a um
problema de navegacao em tempo minimo [9,39,40].

Seja um barco que se desloca com velocidade constante V em relagdo a uma
correnteza de velocidade também constante S em relagdo as margens do rio. Considerando S

na direcdo X, as equacdes que descrevem a dindmica do barco sdo:

dx,

Ty = Vsen0+S

) t (ITL61)
X2 _veos 0,
dt

onde 0 ¢ angulo que a velocidade do barco faz com a dire¢do perpendicular as margens do rio,

como ilustrado na Figura 5.3.

Figura IIL.1. Ilustragdo do Problema de Zermelo com velocidade de correnteza constante.

Como se trata de um problema de tempo minimo, o indice de performance ¢ dado por:

IP=t,. (11L.62)
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Para aplicar o algoritmo desenvolvido, ¢ necessario transformar este problema de
tempo final livie em um problema de tempo fixo [33,44]. Isto pode ser feito utilizando a

seguinte transformacao:

(IIL.63)

comt € [0,1]. Assim, o sistema definido em (II.61) pode ser reescrito da seguinte forma:

% = x,(Vsen6 +S)
T
d
%2 _x,Vcos0 (IIL64)
drt
dx, _o,
drt

e o indice de performance ¢ modificado para

IP=x,(1). (111.65)

Com essas modificacdes, o intervalo de integracdo ¢ fixo entre os instantes 0 e 1, € o

parametro a ser minimizado ¢ uma das proprias variaveis de estado (Problema de Mayer).

Novamente, para aplicar o Principio de Maximo de Pontryagin € preciso construir a

funcao Hamiltoniana:

H=2x,x,(S+ Vsenb) + A,x,Vcos0, (I11.66)
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e aplicar a condi¢ao de estacionaridade, obtendo:

M _ H, =0= A,x,co80—A,x,send = 0 = tgb = o

o o (I1L67)

De (I11.67), ¢ possivel expressar senf e cosO do seguinte modo:

(II1.68)

Da condi¢ao de Clebsch-Legendre,

WH,K<O0
U
u?(=2,x,Vsend — 1,x,Vcos0) < 0

U
+AT > —(+1)), (111.69)

verifica-se que o sinal “+” deve ser escolhido em (III.68). Deste modo, obtém-se o seguinte

problema de valor de contorno:
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dx,
——x S+V
3[ 1/7&+xzj
dx, A,
=X, V—2
3( ,/ﬁmg]
dx,
=0
" (111.70)
dk 0o
d’C
dr, o
dt

da
1 & :—(Sk1 + VA +k22)

T

com condi¢des de contorno:

X, (0)=x,; x,(00=x,,

11.71
xiH=x,; x,()=x, . ( )
A matriz M ¢ obtida diretamente a partir do sistema (I11.70):
_0 0 g4 YA Vx,\2 VA,
Dz )T )"
0 0 VA, VX, Vx A
YRy 0202y 02
M=0 0 0 0 0 0. (I11.72)
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 — S+V—}‘1 _V—7‘2 0
] NV SR VA A |
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Os resultados obtidos sdo apresentados a seguir, na Figura I11.2, e sdo validos para o

caso em que X; =X, =0, X, =10, X, =5,V = 1 eS =002 A trajetoria 6tima € o
segmento de reta unindo os pontos terminais. O valor obtido para o tempo de navegacao,

parametro a ser minimizado, ¢ 10,98428638. Este resultado esta em acordo com o resultado

analitico conhecido da literatura [40], segundo o qual ty= 10,98428637951.

— S=0,02

|

N —— Numérico

— Tedrico

X1

Figura I11.2. Trajetoria 6tima obtida e teodrica para o Problema de Zermelo com velocidade de correnteza

constante.

I11.8.2 Problema de Zermelo com Velocidade de Correnteza Variavel

Este problema ¢ exatamente andlogo ao anterior, sendo que a unica modificagdo a ser
feita ¢ alterar S, tornando-o variavel. Seja, por exemplo, o seguinte perfil parabolico, ilustrado

a seguir:



S=ax; +bx, +c.

Figura IIL.3. Problema de Zermelo com perfil de velocidade de correnteza parabdlico.
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(I11.73)

Com isto, as derivadas de Hamiltoniana que fornecem as equagdes dinamicas do sistema se

modificam. O novo problema de valor de contorno ¢ dado por:

dx,

dt

dx,
dt

dx,
dt
dar,
dr
da,
dr
dA,
dr

sy

A+
A
=X,| V——
e

=0

=0

=%, x;(2ax, +b)

=—(S}\,1 + VAT + 1 )

(I11.74)

com as mesmas condigdes de contorno (II1.71). A matriz M, novamente, ¢ obtida diretamente

a partir do sistema (II1.74):
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VA, Vx, A, VAN, X,
0 x,(2ax, +b) mm ZyT T man)” 0
0 0 VA, VX, Vx A 0
YA+ (A7 +23)*? (A7 +25)*"
M=|0 0 0 0 0 0],
0 0 0 0 0 0
0 —2ak, X, —,(2ax, +b)  —x,(2ax, +b) 0 0
VA, VA,
_o A, (2ax, +b) 0 [3+ WJ Jien o_
(I11.75)

Os resultados obtidos sdo apresentados a seguir, na Figura I11.4, e sdo validos para o

caso emque X; =X, = 0, X, = 10, X, =5,V= 1 e S ¢ o seguinte perfil parabdlico:

2
g=_X27% (111.76)

ou seja, a =-0,4; b =2 e ¢ = 0. O valor obtido para o tempo de navegagdo, parametro a ser

minimizado, € 5,178076872.
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5
S
4,
AN
N\
)
> »
=
N
2,
e
— 4
e .
o V4
1,
0
0 2 4 6 8 10
X1

Figura II1.4. Trajetoria 6tima obtida para o Problema de Zermelo com velocidade de correnteza variavel.

I11.9 - EXTENSAO DO ALGORITMO PARA PROBLEMAS COM RESTRICOES

E importante observar que todo desenvolvimento apresentado nas segdes anteriores
deste capitulo, incluindo os exemplos de aplicagdo, considera um controle sem restricdes. A
fim de aplicar o método da variacdo segunda a problemas com restricdes, € necessario
estender o algoritmo apresentado, de forma a considerar tais restricdes. Esta se¢do apresenta o

tratamento utilizado para problemas deste tipo.

I11.9.1 indice de Performance Aumentado

Para poder aplicar o método a problemas com vinculo, inicialmente, transforma-se a

restricdo de desigualdade do controle em uma restri¢do de igualdade, do tipo:
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d(u)=0, (111.77)

conforme descrito na se¢do 11.4.2. Em seguida, ¢ possivel reescrever o indice de performance

da seguinte forma:

. 1
IP=1P+ K[| (u)dt, (IIL.78)
0

onde |||| denota a norma euclidiana. A integral na expressdo acima ¢ chamada de funcdo de

penalidade [55]. Como ela ¢ positiva, e considerando que IP também o seja, minimizar o novo
indice de performance aumentado corresponde a fazer ||CD(u)|| 0 mais proximo possivel de
zero, satisfazendo a condigdo (II1.77), dentro de uma certa precisdo. O valor de K ¢ fornecido,
e quanto maior ele for, tanto mais proximo de zero o integrando deve ser para minimizar IP.

Desta forma, ao resolver este problema com o cédigo implementado, utilizam-se valores de K

cada vez maiores, melhorando os resultados obtidos.
I11.9.2 Aproximacio para o Controle

Apos obter o indice de performance aumentado, escreve-se a fungdo Hamiltoniana
associada ao problema, considerando o novo IP, e aplica-se o Principio de Méximo de
Pontryagin. Como a Hamiltoniana envolve K, as equagdes obtidas da aplicagdo da condigdo
de estacionaridade vao apresentar um parametro da forma 1/K, que denotaremos por €. Como
o caso limite K —>oo (ou, analogamente, € — 0) nunca ¢ alcancado em termos praticos

(numéricos), e estas equagdes tém de ser satisfeitas, € preciso encontrar uma aproximagao
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para o valor do controle 6timo u”, que deve ser empregada a cada iteracdo. Esta aproximagio

¢ da forma:

u =u_, +ae, (I11.79)

%

onde a=0(x,A) e u_, denota o valor real do controle, obtido da aplicagdo do Principio de

real
Maximo ao problema original (sem o uso da funcao de penalidade).

Como o controle ¢ agora dado a cada iteragdo como funcdo do estado e de suas
adjuntas, de acordo com (III.79), no processo de linearizacdo do sistema para obter a matriz
M, que define a equacdo diferencial para a matriz de transicdo de estados, irdo aparecer

naturalmente termos envolvendo a variagdo do controle ou expressos em fungdo das
variagdes, Ox e OA, através de eo(x,A), tal como ocorre para problemas sem restricdes em
que u” =u'(x,A).

A proxima secdo mostra algumas aplicagdes do método a problemas conhecidos de

controle 6timo com restrigdes, utilizando o tratamento apresentado acima. Novamente, as

etapas de implementa¢do do método sdo descritas.

I11.10 - APLICACAO A PROBLEMAS COM RESTRICOES

Nesta secdo sdo apresentados mais alguns resultados da aplicacio do método da
variagdo segunda a problemas de controle 6timo cujas solugdes sdo conhecidas. Neste caso,

porém, os problemas considerados possuem restricdes nas variaveis de controle.
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I11.10.1 Problema de Tempo Minimo — Trajetorias Parabolicas

Seja o sistema dindmico definido pelas equagdes de estado:

dx,
A
ax, (111.80)
=u.
dt

O problema consiste em determinar a trajetdria 6tima que transfere este sistema de uma dada
condigdo inicial (X, yo), em to = 0, para a origem do plano de fase, no menor tempo possivel

[53]. Considera-se que a variavel de controle estd sujeita ao vinculo de desigualdade

u/<1. (IIL.81)

Por também se tratar de um problema de tempo minimo, como o de Zermelo, ¢
conveniente utilizar a mesma transformacdo empregada naquele caso e modificar este
problema para tempo fixo. Assim, considerando as Equagdes (II1.63), o sistema acima pode

ser reescrito da seguinte forma:

dx,
E_xsxz

d

LERESE (I11.82)
drt

dx, _0,

drt

sendo u; = u e x3(0) = 0. O novo indice de performance a ser minimizado ¢:
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IP=x,(1). (111.83)
Para poder aplicar o método da variagdo segunda, ¢ preciso considerar a restricdo de

desigualdade no controle. Este tipo de restri¢do pode ser transformada em uma de igualdade,

através da introducdo de uma variavel de controle auxiliar, da seguinte forma:
2 2 2 2 2
u|<l=uf <I=uf +u) =1=u] +u; -1=0. (111.84)

Introduzindo a funcdo de penalidade apresentada na secdo anterior (Eq. (II.78)), € possivel

reescrever o indice de performance como:
1 2
IP = x, () + K (uf +u3 -1 dr. (IIL85)
0

A fun¢dao Hamiltoniana associada a este problema, considerando este novo IP, é:
H =x,(h,x, +A,u,)-K(u? +u2 =1). (IIL86)

Aplicando a condi¢do de estacionaridade, resulta:

oH
S==0=x, ~2K(u? +u2 —1Ru, =0, (II1.87)

1

oH
=0 2K (u? +u2 ~1)u, =0. (II1.88)

2
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De (I11.87) segue que, com u, = 0 obtido de forma a satisfazer (II1.88), que:

X3k, —4Ku,(u; -1)=0

U

1
u) —u, —Exﬁxz =0. (1I1.89)

No caso limite K — o0, que corresponde ao problema original, tem-se de (I11.89) que:
u,(u; -)=0=u, #0=u, ==*1. (I11.90)
Notamos que a outra possibilidade de se satisfazer (II1.88) ndo convém, pois no caso

limite, K — o, ndo conduz a lei de controle 6timo u(t) ==*1 para o problema original.
Considere, entdo, uma aproximagdo para o valor de u; conforme discutido na se¢do

I11.9.2. Seja o caso u; = 1, considerando uma correcdo da forma ag, onde o deve ser

determinado e

g=—, (111.91)

tem-se de (I11.89) que

ul(ul2 —1)—8X37\,2 =0
U
(1+ ag)((1+ 0g)® —1)—ex i, =0. (111.92)

Desprezando os termos de segunda ordem em (I11.92), obtém-se a seguinte expressao para o.:
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(111.93)

No caso u; = -1, obtém-se o mesmo valor de a.

O problema de valor de contorno ¢ obtido a partir das condi¢des necessarias, e ¢ dado

por:

dr (I11.94)

Como o controle a cada iteragdo ¢ funcdo das varidveis de estado e adjuntas através de a, ao
se linearizar este sistema para obter a matriz M aparecem os termos do tipo du;. Estes termos
podem ser obtidos diferenciando-se a Equacao (II1.89), com a corre¢cdo de u; dada a partir de

(II1.93), pois

A
u =4l tpo =t 422 (111.95)
2

A matriz M ¢ entdo dada por:
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0 x; X, 0 0 0
7\‘ 2

0 0 u+—22 0 - 0
3u; -1 3u; -1

0 0 0 0 0 0

0 0 =y ~x, 0 0
e\’ EX A

0 - -2 -X, —|u+—210

IR e ’ ( 1 3u12—1] |

Os resultados obtidos para a trajetéria e para o controle sao ilustrados a seguir nas Figuras
II1.5 e II.6. O ponto inicial ¢ (2,2) e o valor de ¢ ¢ tomado como 0,001. Observando os
graficos apresentados nas Figuras II1.5 e II1.6, percebe-se a excelente proximidade entre os
resultados numérico e tedrico, tanto para a trajetéria 6tima quanto para o controle 6timo. E
interessante notar também o valor encontrado para o tempo final: 5,998376366. O teodrico ¢ 6
exato, ou seja, ha um desvio de apenas 0,03%, ou ainda, o erro cometido com a aproximagao

¢ da ordem de ¢.
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Figura I1I1.5. Trajetoria 6tima obtida e teorica para o Problema de Tempo Minimo — Trajetorias Parabdlicas.
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Figura I11.6. Controle 6timo obtido e tedrico para o Problema de Tempo Minimo — Trajetérias Parabolicas.
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I11.10.2 Problema de Tempo Minimo — Trajetorias Circulares

Este problema ¢ exatamente analogo ao anterior: as condic¢des iniciais e finais, o
indice de performance e a restricdo no controle s3o os mesmos. A diferenga estd no sistema

dindmico, que neste caso ¢ dado por [53]:

dx,
a2
I11.97
dx,, ( )
=—X,+u
dt

Devido a esta analogia, as transformacgdes utilizadas no caso anterior também se aplicam

neste. Assim, considerando as Equagdes (I11.63), o sistema se reescreve:

dx,
g
d

%2 _x,(=x, +u,) (IIL.98)
dt

dx, _o,

dt

sendo u; = u e x3(0) = 0. O indice de performance ¢ o mesmo dado em (II1.85) e a funcao

Hamiltoniana ¢ modificada para:

H = x,[A,x, + 4, (=, +u)]-K(u? +u -1], (I11.99)

de forma que a condicdo de estacionaridade ndo ¢ alterada, sendo expressa por (III.87) e

(II1.88), e resultando na aproximacado de u; dada a partir de (I11.93).
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Assim, o problema de valor de contorno ¢ dado por:

%:x X
d'C 32
dx
d—TZ—X3(u1 X,)
d;§3 0
8 (I11.100)
%:x A
d'l: 37¥2
dr
: =X\,
dt
di
: =_[7\’1X2 + A, (u, _Xl)]‘
dt
A matriz M, mais uma vez, ¢ obtida diretamente a partir do sistema acima:
) X, X, 0 0 0]
}\, 2
-x;, 0 [ul X, +;X23 ZJ 0 38?3 " 0
u, - u, -
0 0 0 0 0
M = 0 \, 0 X 0l (II1.101)
- - X, 0 0
% exX A
A, —A — 2 -x X -2 10
- 1 3u} -1 ’ [1 1 3u12—1J |

O ponto de partida, neste caso, ¢ o (-3,-3), e € = 0,001. Os resultados obtidos sdo
apresentados a seguir nas Figuras 1.7 e II1.8. Também neste caso, percebe-se uma Otima
proximidade entre as curvas teodricas e fornecidas pelo método. Nota-se, ainda, que o valor
calculado para o tempo final (minimo), 6,9112, ¢ bastante aceitavel, uma vez que o esperado ¢

6,9266, ou seja, um desvio de apenas 0,2%.
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Figura II1.7. Trajetoria 6tima obtida e teorica para o Problema de Tempo Minimo — Trajetoérias Circulares.

0,5

Controle
()

0,25

0,5

0,75

—— Numérico

— Tebrico

1,5

Tempo

Figura I11.8. Controle 6timo obtido e tedrico para o Problema de Tempo Minimo — Trajetérias Circulares.
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II1.11 - CONCLUSAO

O método da variagdo segunda ¢ um método numérico utilizado para resolver o
problema de valor de contorno resultante da aplicagdo do Principio de Méaximo de Pontryagin
a problemas de controle 6timo. Seu desenvolvimento matematico envolve o conceito de
trajetorias extremais vizinhas, que estd associado a expansdo em sériec de Taylor de um
funcional aumentado, até os termos de segunda ordem. Em outras palavras, este conceito
envolve o calculo da segunda variagdo do funcional, e é por isto que o método recebe este
nome.

Na verdade, a partir do algoritmo apresentado acima, percebe-se que, para utilizar o
método da variacdo segunda na resolucdo de um problema de controle 6timo, ndo basta
aplicar o Principio de Maximo e obter o problema de valor de contorno em dois pontos

associado. E preciso, também, obter a matriz M, dada por:

M =

H)»X _Hkqu_uleux _HKqu_uleuk :| (III 102)

_Hxx +quHl_1111Hux _ka +quH;111Huk

Esta matriz corresponde apenas a termos de segunda ordem da Hamiltoniana.

Este método foi aplicado com sucesso a dois problemas conhecidos de controle 6timo
sem restri¢gdes sobre o controle. Observando os resultados obtidos e comparando-os com os
tedricos, pode-se verificar a validade do método para problemas deste tipo. E interessante
observar que além dos dois problemas apresentados, alguns outros (como os de menor
distancia entre ponto e pardbola e entre ponto e circunferéncia e o problema da
braquistocrona), apesar de ndo apresentados, também foram analisados e forneceram

resultados muito bons.
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Para problemas com restrigdes nas varidveis de controle, a aplicagdo do método da
variagdo segunda ndo ¢ tdo imediata. A forma utilizada para tratar o vinculo no controle ¢ a
introdugdo da funcdo de penalidade e conseqiiente modificacdo do indice de performance e da
Hamiltoniana. Este procedimento produz uma certa complicagdo na andlise, pois, como o
controle varia a cada iteragdo, na linearizacdo do sistema surgem termos do tipo du, que
devem ser expressos em funcdo das outras variagdes do problema e faz com que a matriz M
tenha menos termos ndo-nulos e/ou termos maiores. O método se mostrou, contudo, eficaz, ja
que os resultados fornecidos estdo bastante proximos do esperado.
O capitulo seguinte apresenta resultados da aplicagdo do método da variagdo segunda
a problemas de transferéncias espaciais. Apenas Orbitas coplanares circulares proéximas sdo
tratadas, considerando dois tipos de sistemas propulsivos: poténcia limitada e velocidade de
ejecdo constante. Com o propodsito de fornecer um melhor entendimento do problema tratado,
o proximo capitulo apresenta, também, resultados gerais do problema de otimizagdo de
trajetorias espaciais, incluindo o modelamento dos sistemas propulsivos, a formulacdo do

problema e um breve historico do assunto.



83

CAPITULO IV

TRANSFERENCIAS ENTRE ORBITAS CIRCULARES PROXIMAS

Este capitulo trata do problema de transferéncias espaciais, considerando
especificamente o caso de Orbitas circulares coplanares proximas em campo central
Newtoniano. Além da definicdo e formulagdo matematica do problema, incluindo o
modelamento dos sistemas propulsivos e resultados gerais, sdo apresentados alguns resultados
obtidos com a aplicagdo do método da variacdo segunda, desenvolvido no capitulo anterior. O

capitulo traz, ainda, um breve histérico do assunto.
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IV.1 - INTRODUCAO

Neste capitulo, o método da variagdo segunda ¢ aplicado a problemas de transferéncias
espaciais Otimas, considerando especificamente o caso de Orbitas circulares coplanares
proximas, para diferentes tamanhos das orbitas terminais.

Inicialmente, o capitulo traz um breve historico sobre o problema de trajetorias
espaciais Otimas, a partir do qual surge naturalmente a motivagdo para este trabalho. Em
seguida, s3o apresentados alguns resultados gerais sobre o problema de otimizacdo de
trajetorias espaciais [47,48], incluindo a defini¢do do problema e o modelamento matematico
dos sistemas propulsivos.

Estes resultados sdo utilizados para formular o problema de otimizagdo de
transferéncias entre orbitas circulares coplanares proximas, aos quais o método da variacao
segunda ¢ aplicado. Para tanto, dois sistemas propulsivos sdo considerados: a baixo empuxo e
poténcia limita; e a velocidade de eje¢do constante. Alguns resultados numéricos fornecidos
pelo método sdo apresentados para ambos os casos. Estes resultados sdo, por fim, analisados

qualitativamente, utilizando os resultados gerais sobre o problema de otimizagao.

IV.2 - HISTORICO E MOTIVACAO

Nos ultimos 20 anos, o meio académico tem mostrado um grande interesse pelo estudo
de transferéncias espaciais utilizando sistemas propulsivos a baixo empuxo. Este interesse
tem-se mostrado particularmente renovado nos tltimos dez anos, quando foram langadas, com
sucesso, duas missodes espaciais envolvendo sondas movidas a propulsdo ionica: a Deep Space
One, da NASA-JPL, em 1998; ¢ a SMART 1, da Agéncia Espacial Européia, em 2003.

Dentro deste contexto, diversos trabalhos relacionados de alguma forma ao tema tém

sido realizados e publicados. Estes estudos envolvem desde tratamentos analiticos para os
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problemas até¢ métodos numéricos diversos, incluindo programagao nao-linear. As hipoteses
adotadas e os exemplos considerados variam bastante entre os artigos, mas todos os estudos
relacionam-se ao problema de transferéncias espaciais.

A motivagdo para o desenvolvimento desta tese surge justamente dentro deste cenario
de renovada pesquisa sobre o problema de otimizac¢dao de trajetdrias espaciais, envolvendo
sistemas propulsivos a baixo empuxo. A proxima se¢do apresenta a defini¢do geral deste

problema.

IV.3 - O PROBLEMA GERAL DE OTIMIZACAO DE TRAJETORIAS ESPACIAIS

Esta se¢do apresenta a defini¢do do problema geral de otimizagdo de trajetorias
espaciais. Para tanto, seja um veiculo espacial M, sujeito a atracdo gravitacional e a ag¢do de

uma forga propulsiva. Seu movimento em um sistema inercial ¢ descrito por:

2

m%—mg(r,t)wLF, (IV.1)

2

onde m ¢ a massa instantanea do veiculo, r € o raio vetor, F ¢ a for¢a propulsiva resultante da
ejecdo de massa, e g ¢ a aceleragdo da gravidade. Nos problemas de transferéncia aqui
considerados, admite-se que F ¢ livremente orientavel. Restrigdes sobre sua magnitude, no
entanto, dependem do sistema propulsivo considerado, conforme explicado adiante.
Considera-se uma transferéncia espacial 6tima como sendo a passagem de um veiculo
espacial de uma orbita inicial Oy para uma 6rbita final Oy, realizada mediante a aplicagdo da
forca propulsiva F, e com o menor consumo de combustivel. Este critério de minimizacao de
combustivel, apesar de ndo ser o unico, ¢ o mais utilizado na pratica. A duracdo da

transferéncia pode ser fixada ou ndo. Nos casos em que a posi¢ao do veiculo na orbita final
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for prescrita, a manobra ¢ chamada de rendez-vous, caso contrario, ¢ denominada
transferéncia simples ou, apenas, transferéncia [47,48].

Observando a Eq. (IV.1), fica evidente que, para tratar o problema de transferéncia
espacial 6tima acima definido, € necessario saber como a for¢a propulsiva F varia ao longo do
tempo ou como expressa-la em fungdo das variaveis do problema. Neste tltimo caso, o mais

interessante na pratica, o modelamento matematico da forca F depende do sistema propulsivo

considerado. A proxima secao apresenta uma breve discussao deste assunto.

IV.4 - MODELAMENTO MATEMATICO DOS SISTEMAS PROPULSIVOS

Conforme apresentado na se¢do anterior, o sistema propulsivo do veiculo espacial ¢é
um elemento de fundamental importancia na teoria das trajetorias espaciais 6timas [46,47,48].

Um sistema propulsivo genérico funciona dentro de um dominio de operagdo que pode
variar no tempo apresentando, inclusive, descontinuidades, como no caso de separacio de
estagios. Os estudos de manobras orbitais sdo limitados ao caso de sistemas propulsivos com
dominio de opera¢dao fixado, ou seja, a maioria dos sistemas de um unico estagio. O
desempenho destes sistemas ¢ caracterizado basicamente por dois parametros: o impulso
especifico maximo, Iy, ma; € a razdo entre a forga propulsiva maxima, Fi., € 0 peso do
sistema propulsivo no solo ou, equivalentemente, entre a aceleracdo maxima, Ym., € a
gravidade no solo. Em relagdo a tais parametros, os sistemas propulsivos sdo classificados,

quanto a magnitude, em:

e Sistemas de alto empuxo (propulsdo quimica convencional) — caracterizados por

elevado nivel de aceleragdo (ymax/go = 10 a 100) e baixo impulso especifico (I, = 300 a

1.000 s), de forma que os arcos propulsivos sdo de curta duracdo (quasi-impulsos);
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e Sistemas de baixo empuxo (por exemplo, propulsdo elétrica) — caracterizados por

pequeno nivel de aceleracio (Yma/go ~ 10 a 107) e alto impulso especifico (Ip =

3.000 a 10.000 s), de forma que os arcos propulsivos sdo de longa duragao.

Apesar desta classificacdo quanto a magnitude ser bastante importante, sob o ponto de
vista de formulagdo matematica do problema de otimizagao ¢ mais conveniente classificar os
sistemas propulsivos quanto ao modo de funcionamento, de acordo com a modulagdo da

velocidade de ejecao dos gases. Neste caso, distinguem-se basicamente dois modelos:

e Sistemas a velocidade de ejecdo constante (VEC) e empuxo limitado (0 <y < Ymax)-

Tais sistemas podem ser de alto ou baixo impulso, e para medida de seu desempenho

introduz-se a velocidade caracteristica C,

—=7. (Iv.2)

e Sistemas com velocidade de ejecdo modulavel e poténcia limitada (PL). Tais sistemas

sdo apenas de baixo empuxo, e como medida de seu desempenho utiliza-se a grandeza

I,

=y, (IV.3)

E importante observar que as grandezas C e J sdo fungdes monotonicamente

decrescentes da massa do veiculo. Desta forma, a minimizagao de seus valores finais, Cr e Jg,
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corresponde a minimizagdo do consumo de combustivel. E este o critério utilizado no estudo
dos problemas apresentados neste capitulo.

Na proxima secdo sdo apresentados alguns resultados gerais do problema de
otimizagdo de trajetorias espaciais [47,48] definido na secdo IV.3, considerando os dois

sistemas propulsivos modelados acima.

IV.5 - RESULTADOS GERAIS DO PROBLEMA DE TRANSFERENCIAS

ESPACIAIS OTIMAS

Nesta secao sdo apresentados alguns resultados gerais do problema de otimizagdo de
trajetorias espaciais. Para tanto, o problema formulado na se¢do I'V.3 ¢ inicialmente transcrito
para a formulagdo classica de controle 6timo, empregando a forma de Mayer. Os vetores

posicdo e velocidade e a grandeza C ou J sdo utilizados como variaveis de estado.

IV.5.1 Problema de Controle Otimo

Seja um veiculo espacial M, sujeito a atracdo gravitacional ¢ a a¢do de uma forga

propulsiva, conforme apresentado na secdo IV.3. Em um instante t, o estado do veiculo pode

ser definido pelas seguintes grandezas:

r=r(t) — vetor posi¢do (Iv.4)

v=v(t) - vetor velocidade (Iv.s)

C=C() grandeza caracterizando a

-1 } , (Iv.6)
=1 massa do veiculo
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Desta forma, em vista das Egs. (IV.1) a (IV.6), tem-se que o problema de controle 6timo

consiste em transferir o sistema definido por:

dr _
dt
dv
—=g(r,t)+yD
g s o+y
dC
—=y, 0<y<y_., VEC
dt Y YsY
E:lyz, PL
dt 2
do estado (6rbita) inicial
O, :(ry,v,,0),

em ty, para o estado final:
(OR :(rf,vf,Cf oqu),
em t, de forma a minimizar o indice de performance:

P C, : VEC
I, :PL

(IV.7)

(IV.8)

(IV.9)

(IV.10)

Em (IV.7), y = F/m ¢ a magnitude da aceleracdo da forca propulsiva e D ¢ sua direcao (vetor

unitario), de forma que:
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VvD. (IV.11)

-2
Il

IV.5.2 Lei de Controle Otimo

A seguir, utiliza-se o Principio de Maximo de Pontryagin para determinar a lei de
controle o6timo (aceleracdo oOtima) associada a cada um dos sistemas propulsivos
mencionados. Ela ¢ utilizada para expressar a Hamiltoniana maxima para cada caso.

IV.5.2.1 Sistema de Poténcia Limitada (PL)

Introduzindo as varidveis e vetores adjuntos, expressa-se a fun¢do Hamiltoniana da

seguinte forma:
H=Xr.v+kv.g(r,t)+lv.yD+%y2XJ, (IV.12)
ou,
H=H, +xv.yD+%y2xJ, (IV.13)

onde Hy independe do controle e sua definicdo ¢ evidente a partir de (IV.12) e (IV.13). O
ponto “.” denota o produto escalar.
Da aplicacao do Principio de Méaximo de Pontryagin [53], tem-se que a dire¢dao 6tima

¢ dada por:
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D" =—. (IV.14)

Substituindo (IV.14) em (IV.13) e aplicando a condi¢do de estacionaridade, obtém-se a

magnitude 6tima:

F=0=A Ay Ay =02y = (IV.15)

J

Por outro lado, das equacdes adjuntas tem-se que:

dr
J:—(9—H:0:>7»J:cte. (IV.16)
dt ol

E das condicdes de transversalidade, obtém-se:

(A, +1)3), =0=> 2, =—1

[n, 88 +2 8v]" =0. (IV.17)

Portanto:

Y =h,, (IV.18)

ou seja, a aceleragdo 6tima ¢ o proprio vetor adjunto a velocidade e, como ndo ha restrigdes

sobre sua magnitude, ela ¢ modulavel. Além disto, a Hamiltoniana maxima ¢ dada por:



H =L v+i, g(r,t) +%X3.

IV.5.2.2 Sistema a Velocidade de Ejecao Constante

92

(IV.19)

Analogamente ao caso do sistema de poténcia limitada, tem-se que a funcdo

Hamiltoniana pode ser expressa como:

H=H, + %, yD+7kc,

(IV.20)

Aplicando o Principio de Méaximo de Pontryagin, obtém-se a seguinte forma para a direcao da

aceleracao otima:

¢ a magnitude 6tima, v, ¢ dada pela seguinte lei de controle 6timo:

i) Se ® >0 = v = Yimax: Arco de Tragdo Maxima
ii) Se ® <0 = y" = 0: Arco de Tragio Nula (Arco Balistico)

iii) Se ® = 0, durante um intervalo de tempo finito: tem-se um caso singular,

onde a funcao

®(t):>\‘v +}\’C9

(Iv.21)

(IV.22)

(IV.23)
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¢ denominada fun¢do de comutacdo. O caso singular em (IV.22) ndo pode ser obtido pelo
Principio de Maximo de Pontryagin [47].

Substituindo a lei de controle 6timo definida por (IV.21)-(IV.23), obtém-se a seguinte

expressao para a Hamiltoniana méaxima:

H =&, v+i grt)+y, VO, +1.), (IV.24)

onde
VO, 42, )= 5200 IV.25
VT, 0 0),5e 00 (Iv.25)

Nota-se que a lei de controle definida em (IV.22) ¢ do tipo bang-bang, ou seja, alterna
arcos de tragdo maxima (Y = Ymax) com arcos balisticos (y* = 0), a exce¢do do caso singular.
Este resultado geral ¢ importante na analise dos resultados obtidos nas se¢des seguintes para

algumas manobras particulares.

IV.5.3 Campo Gravitacional

Nas expressdes das Hamiltonianas maximas apresentadas acima (Egs. (IV.19) e
(IV.24)), a aceleragdo da gravidade g deriva de uma fun¢ao potencial U, cuja forma depende
da hipotese adotada. Considerando a hipdtese cléssica de campo gravitacional central
Newtoniano, na qual a aceleragao ¢ inversamente proporcional ao quadrado da distancia radial

1, as equagoes (IV.19) e (IV.24) podem ser reescritas como:
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H =H, +H_, (IV.26)

onde H,, dada por

H,=r.v—h, tor, (IV.27)

denota a Hamiltoniana ndo-perturbada, que descreve o movimento em campo central

. * 7 . . . N ~ . y . .
Newtoniano, e H_ ¢é a parcela da Hamiltoniana relativa a acelera¢do propulsiva 6tima, cuja
Y

forma depende do sistema propulsivo considerado (Eq. (IV.19) ou (IV.24)).

Na proxima secdo, o problema de controle 6timo definido acima, associado ao
problema de otimizagdo de trajetorias espaciais, ¢ particularizado para o caso de
transferéncias entre Orbitas circulares coplanares. Ambos os sistemas propulsivos

apresentados sdo analisados.

IV.6 - FORMULACAO DO PROBLEMA DE OTIMIZACAO DE TRANSFERENCIAS

ENTRE ORBITAS CIRCULARES COPLANARES

Nesta se¢do, os resultados das se¢des anteriores sdo utilizados para formular o caso
particular de transferéncias entre orbitas circulares coplanares. Para tanto, os dois sistemas
propulsivos apresentados sdo considerados: poténcia limitada e velocidade de ejecdo
constante.

A formulagdo ¢ apresentada de forma adequada para permitir a aplicagdo do método
da variagdo segunda a este problema particular. Desta forma, o desenvolvimento ¢ realizado

de acordo com o CAPITULO III, até a obtengdo da matriz M.
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IV.6.1 Problema Geral de Controle Otimo

Inicialmente, introduzem-se as equagdes de estado que caracterizam o problema geral
de controle 6timo, sem distinguir os sistemas propulsivos. A partir dos conceitos basicos de
Astronautica [1], tem-se que a dindmica do problema de transferéncia entre drbitas coplanares

¢ caracterizada pelo seguinte sistema de equagoes:

2
du_vo B oo
d r r?
Q:—E+S
dt r
d
d—Izu (IV.28)
d—C:y:VEC,

dt
ﬁ:lyz :PL,
dt 2

onde C e J sdo as grandezas introduzidas nas segdes anteriores, associadas ao desempenho de
cada um dos sistemas propulsivos. Como se trata de uma transferéncia coplanar, as variaveis
de estado (IV.4) e (IV.5) foram reduzidas a apenas trés: o raio da orbita, r, € as componentes
radial e circunferencial da velocidade, u e v, respectivamente. As fungdes R e S correspondem

as componentes radial e circunferencial da aceleragdo propulsiva, i.e.,

R =vysen® V.2
S=vycosH, (IV.29)

sendo y a magnitude do vetor aceleracdo e 0 o angulo medido a partir da horizontal local, no

sentido do movimento. Observa-se que:
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> =R*+8°. (IV.30)

O restante do desenvolvimento do problema ¢ apresentado separadamente para cada sistema

propulsivo.

I1V.6.2 Sistema de Poténcia Limitada (PL)

Para o sistema propulsivo de poténcia limitada, o problema de otimizagdo consiste em

transferir um veiculo espacial do estado inicial em ty = 0 definido por:

u(0)=0
v(0)=1
r(0)=1

J(0)=0,

(IV.31)

para o estado final no instante prescrito tr definido por:
u(t;)=0
_ M
v(t,)= \/: (Iv.32)
Ty
r(ty) =r,

de forma a minimizar o indice de performance dado por:

IP=J(t,), (IV.33)
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sendo que a dinamica deste veiculo ¢ caracterizada pelo sistema (IV.28), considerando a

segunda das equagdes de consumo. Assume-se que nao ha restrigdes sobre os controles 0 ¢ 7.

E interessante observar que os estados inicial e final definidos acima correspondem a

oOrbitas circulares, e sdo justamente estas condigdes que caracterizam este aspecto do

problema. Além disto, ¢ importante mencionar que, na formulacdo apresentada acima, as

variaveis de estado sdo consideradas adimensionais, de forma que p = 1.

No caso do sistema PL, ¢ interessante utilizar a aceleragao propulsiva na forma de suas

coordenadas radial e circunferencial. Com isto, a fungdo Hamiltoniana ¢ dada por:

H:ku(v——%+R)+kv(—ﬂ+sj+kru+%(Rz +Sz).
r

(IV.34)

Aplicando a condicdo de estacionaridade, obtém-se as expressdes para as aceleragdes otimas:

6—H:O:>R:—}L“ ,
OR A
a—H:O:S:—xV
oS A

(IV.35)

(IV.36)

O problema de valor de contorno ¢ obtido a partir das condi¢des necessarias, e ¢ dado

por:



com condi¢des de contorno
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dt  r A,
ar_
dt
g )
dt 2%
N (IV.37)
- :Xxv _}\‘r
dt r
oYy 4 Y
dt r r
da v’ 0 uv
S AN LAY
dt (rz r3j R S
dn,
a7
u(0)=0
v(0)=1
-1 (IV.38)
J(0)=0,
u(ty)
W(x, )=| v(t;) - |5 [=0. (IV.39)
r

f
r(ty) — 1,

A matriz M ¢ obtida diretamente a partir do sistema (IV.37) e é dada por:
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A
0 2V _a 0 -1 0 o .
r A, A
Y T T S
r r r’ A, 2
0 0 ko ko 0 0
0 0 0 Lo L0 -
M = , , Y Ay, (IV.40)
0 R N A B
T T T
A 20
S - S S
r r T r
™ g b 0 A W oo o
T T
.0 0 0 0 0 0 0 |
onde
v’ il
A:_Z_ —3, (IV41)
T T
2v u
B="h -1, (IV.42)
C=\2 +A7, (IV.43)
2v: 6 2uv
D=(— 3 +r—4JM+ RS (IV.44)

I1V.6.3 Sistema a Velocidade de Ejecao Constante (VEC)

Para o sistema propulsivo a velocidade de eje¢do constante, o problema de otimizacao
¢ essencialmente 0 mesmo do sistema a poténcia limitada. Ele consiste em transferir um

veiculo espacial do estado inicial em ty = 0 definido por:
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u(0)=0
v(0)=1
r(0)=1
C(0)=0,

(IV.45)

para o estado final no instante prescrito t; definido por:

v(t,)= | & (IV.46)

de forma a minimizar o indice de performance dado por:

IP=C(t,), (IV.47)

sendo que a dindmica deste veiculo novamente ¢ caracterizada pelo sistema (IV.28), mas
neste caso considerando a primeira das equagdes de consumo. Para este sistema, assume-se
que a tragdo ¢ livremente orientavel, i.e., 0 € livre, mas a magnitude da tragdo esta sujeita a

restri¢ao:

0<y<Yy,.- (IV.48)

E interessante observar que, assim como no sistema PL, os estados inicial e final
definidos acima correspondem a Orbitas circulares, e sdo justamente estas condi¢des que
caracterizam este aspecto do problema. E importante mencionar, ainda, que a formulagao

apresentada acima também utiliza varidveis de estado adimensionais, de forma que p = 1.
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A partir deste ponto, duas formulagdes diferentes sdo consideradas para aplicagdo do
método da variagdo segunda. A primeira, mais simples, corresponde a linearizar o sistema
(IV.28) em torno de uma orbita de referéncia, assumindo 6rbitas proximas. A segunda, mais
exigente computacionalmente, ¢ utilizar diretamente as equagdes nao-lineares em (IV.28). A
motivagdo para utilizagdo destas duas andlises foi verificar se a forma linearizada, muito mais
tratavel numericamente, principalmente em vista da restricdo no controle, fornece bons

resultados para o caso de orbitas proximas. As duas formulagdes sdo apresentadas a seguir.

IV.6.3.1 Sistema Linearizado

Nesta formulag@o, assume-se que as Orbitas inicial e final sdo préximas, de modo que
¢ possivel linearizar o sistema em torno de uma orbita de referéncia, usualmente a inicial.
Sendo 1¢, up € vy as varidveis de estado que caracterizam esta orbita, utiliza-se a seguinte

linearizagao:

r=r,+§
u=u,+n (IV.49)
v=v,+C.

Considerando a linearizacao (IV.49), as equagdes de estado (IV.28) se reduzem a:
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dn
—=&E+2C+vysenH
m E+20+y
% =-n+7ycosO
t (IV.50)
4 _
a
dc _
a
e as condi¢des de contorno se modificam para:
n(0)=0
C0)=0
£(0)=0 (Iv.51)
C(0)=0,
e
n(t;)=0
u
tp)=_|—-—V
(ts) \/: ’ (IV.52)
&(ty)=r, — 1,
C(t;)=Cy,

onde Cy, 0 consumo de combustivel, ¢ justamente o indice de performance que se deseja
minimizar (Eq. (IV.47)).

Utilizando a metodologia descrita no CAPITULO III para problemas com restrigdes
nas variaveis de controle, inicialmente transformam-se as restricoes de desigualdade do

controle, Eq. (IV.48), para restri¢des de igualdade, do seguinte modo:
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OSYSYmax j(y_Ymax)YSijz_YYmax+82 :O' (IV53)

Introduz-se, entdo, uma fun¢ao de penalidade e reescreve-se o indice de performance (IV.47) :

te
IP=C(tf)+K'[(y2 Y +82)2dt. (IV.54)

to

A funcdo Hamiltoniana associada a este problema, considerando este novo IP, ¢ dada por:

2

H:[kn(§+2§+ysen9)+%c(—n+ycose)+ k§n+xcy]—K(y2 VY +82) .

(IV.55)
Aplicando a condicdo necessaria de estacionaridade, obtém-se as seguintes expressoes:
oH A
—=0=tan6=—1 V.
2 ~ (IV.56)
H_ o= ok 52)2 )+, sen®+ Ak, cos@+A. =0
E_ = 2Ky —yy,.., + Y= Vmax )T A, 5€N0+ A cOsO+ A = (IV.57)
cH
=0 2K (Y% =y, +82 26 =0. (IV.58)

De (IV.57) segue, para 8 = 0 (a solugdo de y* —yy,. +8° =0, com &0, ndo é de interesse,

conforme visto no CAPITULO III), que:

1
277 =37V ax + VY —E(\Wﬂ +A% +7~c)= 0. (IV.59)
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No caso limite K — oo, tem-se de (IV.59) que

(2 - L ) 0 y=0  Arco balistico V.60
—_ = j— .
Y\£Y YV max T Y max Y=Y max > Arcode tragéo maxima ( )

pois
= 2
277 =39V + Vo =0:>{y Yo/ (Iv.61)
y = ’Ymax s

e toma-se Y = Ymax, de forma a maximizar a Hamiltoniana. A condi¢do Y = Ymax/2 ndo
corresponde a uma solugdo do problema original, de forma que é descartada.
Seja, entdo, uma aproximacao para o valor de y conforme discutido na se¢do I11.9.2.

Considerando uma correc¢ao da forma o, onde a deve ser determinado, ¢

g=—0o, (IV.62)

tem-se das Eqs. (IV.59) e (IV.62), tanto para y = 0 quanto para y = Ymax, que

27" =37 Y e + Ve =8(\/K2n + 2% +%c)= eA
U
200+ ae) =3(0+ae)y,, +(0+ack’, =cA. (IV.63)

Desprezando os termos de segunda ordem em (IV.63), obtém-se a seguinte expressao para o.:
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AN A A
A _ NPT R The (IV.64)

-2 2
y max ,Y max

onde a defini¢dao de A ¢ clara:

A=W+ A+, (IV.65)

O problema de valor de contorno ¢ obtido a partir das condi¢gdes necessdrias, e ¢ dado

por:

dn

E:§+2Q+ysen6
dc
dt
de _
il
dC
-

=-n+7ycos0

n

Y
(IV.66)

d,
a e he

€
——=-2A
dt i

3
B —
dt 1
dA _o.
dt

Como o controle varia a cada iteragdo, ao linearizar-se este sistema para poder obter a
matriz M, aparecem termos do tipo dy e 0. Eles podem ser obtidos diferenciando-se as Eqgs.

(IV.59) e (IV.56), respectivamente, com a corre¢do de y dada por (IV.64). M ¢ entdo dada por:
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0 2 1 0 (a,a,sen®+ac,ycos®) (o,0,sen0—ac,ycos®) 0 o, send
-1 0 0 0 (o,0,co80—aa,ysen®) (o,o,cos0+aa,ysen®) 0 o cosO
1 000 0 0 0 0
M= 0 0 0 O o0, 0,0, 0 o,
|0 000 0 1 -1 0 |
0 0 0 0 -2 0 0 0
0 0 0 0 -1 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 |
(Iv.67)
onde
. 1
a’l = a}\,n 5 (IV.69)
o, =ak,, (IV.70)
€
(IV.71)

o, = .
D6y — 61V e + Y e

Nas equagdes acima, as expressdes de senf e cos® em funcdo das varidveis do

problema podem ser obtidas a partir de (IV.56):

+A
senf=——
AL A
. (IV.72)
cosO= : CZ .
xn +7‘z;

E da condi¢do de Clebsch-Legendre tem-se que:



—uf(kn sen®—2A, cos@)

kn sen9+kccos920.

Logo,

2 2
N xn+xc

— >0,
1/7Ln+k€
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w'H,p<0
U
=202 (67% — 617y — V2 +287)<0

U
(IV.73)

(IV.74)

de onde verifica-se que o sinal “+” deve ser escolhido em (IV.72).

1V.6.3.2 Sistema Nao-Linearizado

Nesta formulagdo, mais exigente

computacionalmente em compara¢ao com a anterior,

utiliza-se diretamente as equacdes nao-lineares em (IV.28), ao invés de lineariza-las em torno

de uma orbita de referéncia. Desta forma, a dindmica do sistema € caracterizada pelo seguinte

sistema de equagdes:

(IV.75)
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A partir deste ponto, a formulagdo ¢ bastante semelhante a do sistema linearizado. O
tratamento para problemas com restrigdes ¢ exatamente o mesmo, de modo que as restri¢des
de desigualdade (I'V.48) sdo transformadas nas restrigoes de igualdade (IV.53) e o indice de
performance (IV.47) ¢ reescrito como (IV.54), introduzindo uma fun¢do de penalidade. A

funcao Hamiltoniana, por outro lado, modifica-se para:

2
H={Ku(v——%+ysen@j+KV(—H+ycos6j+%ru+?xcy}—K(ﬂ/2 =YY ax +82)2.
ror r

(IV.76)

Aplicando a condigdo necessaria de estacionaridade, obtém-se resultados semelhantes as

equagdes (IV.56)-(1V.58):

8—H—0:>tane—x“ V.77
00 A (IV.77)

v

%{: 0= —2K(y2 VY T 82X2y Yo )F A, sEN0+ A, cOSO+ A =0 (IV.78)

H
‘2—8=o:>—21<(y2 Y +7 260 (IV.79)

Devido a semelhanca das Egs. (IV.56)-(IV.58) e (IV.77)-(IV.79), ¢ possivel concluir

diretamente as seguintes expressoes:

N T
w T TR (IV.80)
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sen 0 = Ay
Ao+
(IV.81)
cos0= X
Mo+ A

O problema de valor de contorno ¢ obtido a partir das condigdes necessarias, e ¢ dado

por:

du v
—=———+7vsen0
it

dv uv
—=——+ycosH

dt r

dr
—=u

dt
dc_

a !

di (1v.82)

A, oA,
dt r

dh, =2\, 1+xv =
dt r r

2
di, :}Lu(v__ 2HJ_7‘V uv
dt
dh.
dt

com condi¢des de contorno (IV.45) e (IV.46).
Como o controle varia a cada iteragdo, ao linearizar-se este sistema para poder obter a
matriz M, aparecem termos do tipo dy e 00. Eles podem ser obtidos diferenciando-se a

Equacao (IV.78), para 6 = 0, com a corre¢do de y dada por (IV.80). M ¢ entdo dada por:



110

o
Q
>
0 0 0 0
1 I
£z _ £ _ T
U AN Mz o U
1 I
0 1 :|m| 0
1
I- " 0 0
0 Entn Enla 0
0 0 0 0
0 nm msAloe +gs0a mamﬁu_ ﬁm mas aloe —gsoa mﬁ_ﬁﬁ_u_ 0

l nmmn_u%am |mﬂm_mmﬁmﬁu_ Ammnu@mﬁm+mﬂm_mmﬁ§u_ l

0 0
I +*_|H+ mﬂh _ - _ -
an*yz  mo o atyg n'y  a™g
I I
R A - _
nty - Ay 7
N.H I
aty Ty
0 0
0 0
il L
At 11
Fsi 2t
Mz o L7

onde
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1
=T (IV.84)
a =an,, (IV.85)
a, =ak,, (IV.86)

al = 9 .
’ 6Y2 - 6YYmaX + yzmax (IV 87)

e € ¢ dado por (IV.62).

IV.7 - TRANSFERENCIAS A BAIXO EMPUXO E POTENCIA LIMITADA

Nesta secdo, sdo apresentados os resultados obtidos através do algoritmo do método da
variagdo segunda para o problema de transferéncia espacial a baixo empuxo e poténcia
limitada, formulado na se¢ao IV.6.2. Consideram-se diversos valores da razao de raios das

oOrbitas terminais p =r; /r, e diversas duracdes da manobra t, —t,.

Conforme ja comentado em se¢des anteriores, a convergéncia de métodos indiretos
estd bastante relacionada a boas estimativas para os multiplicadores de Lagrange e variaveis
adjuntas. Nos casos analisados utilizando o método da variagcdo segunda, estas estimativas
foram escolhidas de forma a garantir a convergéncia, mesmo que varias iteragcdes fossem
necessarias. Além disto, também com o objetivo de obter convergéncia, mas desta vez
garantindo a validade da hipdtese de linearidade, utilizou-se uma matriz de pesos para
controlar o tamanho das corregdes a cada iteracao.

Utilizou-se uma tolerancia de convergéncia de 1,0x10"* tanto para os multiplicadores
de Lagrange quanto para as variaveis adjuntas. Ou seja, o processo iterativo foi encerrado

quando as condigdes:
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ox,, [<1.0x107

(IV.88)
ldv,[<1,0x1072,

foram simultaneamente satisfeitas. A norma em (I'V.88) corresponde a norma euclidiana para

o vetor correspondente, ou seja:

IX]|= /Zl:xf , (IV.89)

onde x; € a i-ésima componente do vetor n-dimensional x.

As Tabelas IV.1 a IV.4 a seguir apresentam os valores fornecidos pelo método da
variagdo segunda para a varidvel de consumo J. Elas apresentam, também, os valores desta
varidvel fornecidos por trés outros métodos: teoria linear [47,14], algoritmo combinado
[16,17] e o proprio método da variagdo segunda, mas utilizando transformagdo de Riccati ao
invés de matriz de transi¢do de estados para resolver o TPBVP [28,45]. As tabelas

apresentam, ainda, as diferengas relativas entre diversos resultados, da seguinte forma:

1, -1,

a

d —

rel

x100% . (IV.90)

b
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Tabela IV.1. Variavel de consumo J e desvios relativos entre varios métodos para o problema de transferéncia
com sistema de poténcia limitada — manobras com p < 1 e de curta duragdo.

tety

J

dra (0/0)

Teoria
Analitica

Gradiente
Combinado

Variacio Seg
Riccati

Variacio Seg
Matriz Trans

Grad/
Anal

Ricat/
Analit

Matr/
Anal

Matr/
Grad

Matr/
Ricat

0,7270

2,0
3,0
4,0
5,0

3,765451E-02
8,926982E-03
4,048203E-03
2,894188E-03

3,777781E-02
9,709937E-03
4,461201E-03
3,325080E-03

3,729766E-02
9,025479E-03
4,215418E-03
3,064597E-03

3,729812E-02
9,025912E-03
4213152E-03
3,057170E-03

0,33
8,77
10,20
14,89

0,95
1,10
4,13
5,89

0,95
1,11
4,07
5,63

1,27
7,04
5,56
8,06

0,00
0,00
0,05
0,24

0,8000

2,0
3,0
4,0
5,0

2,095182E-02
4,904019E-03
2,070390E-03
1,383857E-03

2,092074E-02
5,053224E-03
2,196835E-03
1,505942E-03

2,084164E-02
4,916779E-03
2,104899E-03
1,422692E-03

2,084171E-02
4,917178E-03
2,104586E-03
1,419650E-03

0,15
3,04
6,11
8,82

0,53
0,26
1,67
2,81

0,53
0,27
1,65
2,59

0,38
2,69
4,20
5,73

0,00
0,01
0,01
0,21

0,9000

2,0
3,0
4,0
5,0

5,474046E-03
1,277144E-03
5,006396E-04
3,049656E-04

5,477794E-03
1,313377E-03
5,196754E-04
3,203318E-04

5,467172E-03
1,276881E-03
5,017412E-04
3,068545E-04

5,467087E-03
1,277098E-03
5,019810E-04
3,065240E-04

0,07
2,84
3,80
5,04

0,13
0,02
0,22
0,62

0,13
0,00
0,27
0,51

0,20
2,76
3,40
431

0,00
0,02
0,05
0,11

0,9500

2,0
3,0
4,0
5,0

1,395891E-03
3,264941E-04
1,245127E-04
7,258595E-05

1,396823E-03
3,302046E-04
1,265439E-04
7,378935E-05

1,395513E-03
3,263644E-04
1,244044E-04
7,264732E-05

1,395463E-03
3,264720E-04
1,245780E-04
7,266700E-05

0,07
1,14
1,63
1,66

0,03
0,04
0,09
0,08

0,03
0,01
0,05
0,11

0,10
1,13
1,55
1,52

0,00
0,03
0,14
0,03

0,9750

2,0
3,0
4,0
5,0

3,522595E-04
8,255547E-05
3,112006E-05
1,776590E-05

3,527534E-04
8,258122E-05
3,120254E-05
1,784648E-05

3,522552E-04
8,249872E-05
3,102507E-05
1,772556E-05

3,522330E-04
8,255400E-05
3,112400E-05

1,777100E-05

0,14
0,03
0,27
0,45

0,00
0,07
0,31
0,23

0,01
0,00
0,01
0,03

0,15
0,03
0,25
0,42

0,01
0,07
0,32
0,26
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Tabela IV.2. Varidvel de consumo J e desvios relativos entre varios métodos para o problema de transferéncia
com sistema de poténcia limitada — manobras com p > 1 e de curta duragdo.

tety

J

dra (0/0)

Teoria
Analitica

Gradiente
Combinado

Variacio Seg
Riccati

Variacio Seg
Matriz Trans

Grad/
Anal

Ricat/
Analit

Matr/
Anal

Matr/
Grad

Matr/
Ricat

1,0250

2,0
3,0
4,0
5,0

3,585643E-04
8,445904E-05
3,122686E-05
1,713865E-05

3,593212E-04
8,486076E-05
3,142976E-05
1,731427E-05

3,585162E-04
8,450878E-05
3,134791E-05
1,724075E-05

3,585390E-04
8,445600E-05
3,123000E-05
1,714300E-05

0,21
0,48
0,65
1,02

0,01
0,06
0,39
0,60

0,01
0,00
0,01
0,03

0,22
0,48
0,64
0,99

0,01
0,06
0,38
0,57

1,0500

2,0
3,0
4,0
5,0

1,446336E-03
3,416927E-04
1,253353E-04
6,754112E-05

1,454199E-03
3,454512E-04
1,262316E-04
6,894566E-05

1,445890E-03
3,417471E-04
1,256259E-04
6,783503E-05

1,445933E-03
3,416450E-04
1,253730E-04
6,759800E-05

0,54
1,10
0,72
2,08

0,03
0,02
0,23
0,44

0,03
0,01
0,03
0,08

0,57
1,10
0,68
1,95

0,00
0,03
0,20
0,35

1,1000

2,0
3,0
4,0
5,0

5,877822E-03
1,397767E-03
5,061973E-04
2,637445E-04

5,926844E-03
1,404534E-03
5,086380E-04
2,680018E-04

5,871576E-03
1,397076E-03
5,072041E-04
2,651133E-04

5,871613E-03
1,396873E-03
5,066360E-04
2,645080E-04

0,83
0,48
0,48
1,61

0,11
0,05
0,20
0,52

0,11
0,06
0,09
0,29

0,93
0,55
0,39
1,30

0,00
0,01
0,11
0,23

1,2000

2,0
3,0
4,0
5,0

2,418758E-02
5,837020E-03
2,081399E-03
1,026057E-03

2,439812E-02
5,887873E-03
2,093900E-03
1,047825E-03

2,409684E-02
5,820330E-03
2,085521E-03

2,409671E-02
5,819915E-03
2,084351E-03
1,034491E-03

0,87
0,87
0,60
2,12

0,38
0,29
0,20
N/A

0,38
0,29
0,14
0,82

1,24
1,15
0,46
1,27

0,00
0,01
0,06
N/A

1,5236

2,0
3,0
4,0
5,0

1,774350E-01
4,494734E-02
1,605125E-02
7,249877E-03

1,755412E-01
4,426941E-02
1,597075E-02
7,453021E-03

1,743395E-01
4,406809E-02
1,589325E-02
7,335654E-03

1,743366E-01
4,406624E-02
1,588932E-02

7,335122E-03

1,07
1,51
0,50
2,80

1,74
1,96
0,98

1,18

1,75
1,96
1,01
1,18

0,69
0,46
0,51

1,58

0,00
0,00
0,02

0,01
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Tabela IV.3. Varidvel de consumo J e desvios relativos entre varios métodos para o problema de transferéncia
com sistema de poténcia limitada — manobras com p < 1 e de longa duracdo.

tety

J

drel (%)

Teoria
Analitica

Gradiente
Combinado

Variacio Seg
Riccati

Variacio Seg
Matriz Trans

Grad/
Anal

Ricat/
Analit

Matr/
Anal

Matr/
Grad

Matr/
Ricat

0,7270

10,0
20,0
30,0
40,0
50,0

1,447094E-03
7,235467E-04
4,823642E-04
3,617729E-04
2,894181E-04

1,599191E-03
7,810726E-04
5,346828E-04
3,990824E-04
2,991211E-04

1,503572E-03
7,485637E-04
4,986151E-04
3,738282E-04
2,989753E-04

1,503570E-03
7,485620E-04
4,986210E-04
3,738380E-04
2,990100E-04

10,51
7,95
10,85
10,31
3,35

3,90
3,46
3,37
3,33
3,30

3,90
3,46
3,37
3,33
3,31

5,98
4,16
6,74
6,33
0,04

0,00
0,00
0,00
0,00
0,01

0,8000

10,0
20,0
30,0
40,0
50,0

6,916309E-04
3,452852E-04
2,297279E-04
1,719580E-04
1,373554E-04

7,030562E-04
3,544736E-04
2,395380E-04
1,934098E-04
1,544228E-04

7,024192E-04
3,501032E-04
2,331120E-04
1,746512E-04
1,395909E-04

7,024200E-04
3,501050E-04
2,331150E-04
1,746550E-04
1,395930E-04

1,65
2,66
427
12,48
12,43

1,56
1,40
1,47
1,57
1,63

1,56
1,40
1,47
1,57
1,63

0,09
1,23
2,68
9,70
9,60

0,00
0,00
0,00
0,00
0,00

0,9000

10,0
20,0
30,0
40,0
50,0

1,510289E-04
7,386158E-05
4,866308E-05
3,646686E-05
2,921781E-05

1,524400E-04
7,483326E-05
4,897649E-05
3,680876E-05
2,973474E-05

1,514856E-04
7,414444E-05
4,885032E-05
3,658720E-05
2,931361E-05

1,514870E-04
7,414600E-05
4,885200E-05
3,658900E-05
2,931600E-05

0,93
1,32
0,64
0,94
1,77

0,30
0,38
0,38
0,33
0,33

0,30
0,39
0,39
0,33
0,34

0,63
0,92
0,25
0,60
1,41

0,00
0,00
0,00
0,00
0,01

0,9500

10,0
20,0
30,0
40,0
50,0

3,545073E-05
1,702348E-05
1,123987E-05
8,456854E-06
6,751905E-06

3,592092E-05
1,741817E-05
1,146517E-05
8,467131E-06
6,866932E-06

3,547617E-05
1,703835E-05
1,124724E-05
8,462007E-06
6,756130E-06

3,547800E-05
1,704000E-05
1,124900E-05
8,464000E-06
6,758000E-06

1,33
2,32
2,00
0,12
1,70

0,07
0,09
0,07
0,06
0,06

0,08
0,10
0,08
0,08
0,09

1,23
2,17
1,89
0,04
1,59

0,01
0,01
0,02
0,02
0,03

0,9750

10,0
20,0
30,0
40,0
50,0

8,587724E-06
4,085846E-06
2,707476E-06
2,036059E-06
1,623040E-06

8,639339E-06
4,157534E-06
2,709207E-06
2,036850E-06
1,631725E-06

8,587279E-06
4,084704E-06
2,705929E-06
2,034890E-06
1,621549E-06

8,589000E-06
4,087000E-06
2,708000E-06
2,036000E-06

1,623000E-06

0,60
1,75
0,06
0,04
0,54

0,01
0,03
0,06
0,06
0,09

0,01
0,03
0,02
0,00

0,00

0,58
1,70
0,04
0,04
0,53

0,02
0,06
0,08
0,05
0,09
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Tabela IV.4. Variavel de consumo J e desvios relativos entre varios métodos para o problema de transferéncia
com sistema de poténcia limitada — manobras com p > 1 e de longa duracdo.

tety

J

drel (%)

Teoria
Analitica

Gradiente
Combinado

Variacio Seg
Riccati

Variacio Seg
Matriz Trans

Grad/
Anal

Ricat/
Analit

Matr/
Anal

Matr/
Grad

Matr/
Ricat

10,0
20,0
30,0
40,0
50,0

1,0250

8,053843E-06
3,772244E-06
2,522073E-06
1,885499E-06
1,506611E-06

8,104915E-06
3,797155E-06
2,527413E-06
1,889275E-06
1,511940E-06

8,053874E-06
3,771424E-06
2,520899E-06
1,884134E-06
1,504863E-06

8,056000E-06
3,773000E-06
2,523000E-06
1,886000E-06
1,507000E-06

0,63
0,66
0,21
0,20
0,35

0,00
0,02
0,05
0,07
0,12

0,03
0,02
0,04
0,03
0,03

0,60
0,64
0,17
0,17
0,33

0,03
0,04
0,08
0,10
0,14

10,0
20,0
30,0
40,0
50,0

1,0500

3,117128E-05
1,452026E-05
9,741079E-06
7,259897E-06
5,815827E-06

3,129865E-05
1,455939E-05
9,788293E-06
7,280739E-06
5,873686E-06

3,119698E-05
1,453064E-05
9,745992E-06
7,263628E-06
5,818198E-06

3,119900E-05
1,453300E-05
9,748000E-06
7,266000E-06
5,820000E-06

0,41
0,27
0,48
0,29
0,99

0,08
0,07
0,05
0,05
0,04

0,09
0,09
0,07
0,08
0,07

0,32
0,18
0,41
0,20
0,91

0,01
0,02
0,02
0,03
0,03

10,0
20,0
30,0
40,0
50,0

1,1000

1,165029E-04
5,400693E-05
3,627824E-05
2,700332E-05
2,165307E-05

1,192110E-04
5,472621E-05
3,701527E-05
2,728721E-05
2,251619E-05

1,169459E-04
5,416471E-05
3,638752E-05
2,707683E-05
2,171578E-05

1,169470E-04
5,416700E-05
3,638900E-05
2,707800E-05
2,171800E-05

2,32
1,33
2,03
1,05
3,99

0,38
0,29
0,30
0,27
0,29

0,38
0,30
0,31
0,28
0,30

1,90
1,02
1,69
0,77
3,54

0,00
0,00
0,00
0,00
0,01

10,0
20,0
30,0
40,0
50,0

1,2000

4,040267E-04
1,898030E-04
1,254266E-04
9,441638E-05
7,515727E-05

4,151455E-04
1,942958E-04
1,308003E-04
9,649434E-05
7,807295E-05

4,106123E-04
1,915370E-04
1,269293E-04
9,538986E-05
7,592743E-05

4,106110E-04
1,915380E-04
1,269300E-04
9,539100E-05
7,592800E-05

2,75
2,37
4,28
2,20
3,88

1,63
0,91
1,20
1,03
1,02

1,63
0,91
1,20
1,03
1,03

1,09
1,42
2,96
1,14
2,75

0,00
0,00
0,00
0,00
0,00

10,0
20,0
30,0
40,0
50,0

1,5236

1,735705E-03
8,659130E-04
5,753695E-04
4,299078E-04
3,427296E-04

1,917587E-03
9,395731E-04
6,160046E-04
4,555974E-04
3,645799E-04

1,915032E-03
9,315807E-04
6,107298E-04
4,529847E-04
3,609544E-04

1,914953E-03
9,315140E-04
6,107140E-04
4,529610E-04

3,609310E-04

10,48
8,51
7,06
5,98
6,38

10,33
7,58
6,15
5,37
5,32

10,33
7,58
6,14
5,36

5,31

0,14
0,86
0,86
0,58
1,00

0,00
0,01
0,00
0,01
0,01

Os

resultados apresentados graficamente abaixo correspondem ao

locus (polar) da

aceleracdo e a evolugdo temporal do estado, todos para as razdes de raios p = 0,727 e p =

1,5236, associados, respectivamente, aos casos de transferéncia entre as orbitas da Terra e de

Vénus e entre as orbitas da Terra e de Marte. A polar (Marec [47]) corresponde a curva

descrita pela ponta do vetor aceleracdo no sistema movel. Os resultados para as demais razoes

de raios sdo apresentados no Apéndice.
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Aceleracao Circunferencial

0,05

-0,3 -0,25 -0,2 -0,15 -0,1 -0,05 0

Aceleracao Radial

0,05

0,1

0,15 0,2

Figura IV.1. Polar de aceleracdo para o problema de transferéncia — sistema PL — p = 0,7270 e curta duracao.
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Figura IV.2. Polar de aceleracdo para o problema de transferéncia — sistema PL — p = 1,5236 e curta duragdo.
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Figura IV.3. Polar de aceleracdo para o problema de transferéncia — sistema PL — p = 0,7270 e longa duragao.
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Figura IV 4. Polar de acelerago para o problema de transferéncia — sistema PL — p = 1,5236 e longa duragio.
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Figura IV.5. Evolugao temporal da velocidade radial u — sistema PL — p = 0,7270 e curta duragao.
1,25
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> 1,1
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0,95 \
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Figura IV.6. Evolugio temporal da velocidade circunferencial v — sistema PL — p = 0,7270 e curta durag@o.
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Figura IV.7. Evolucdo temporal da distancia radial r — sistema PL — p = 0,7270 e curta duragao.
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Figura IV.8. Evolugdo temporal da velocidade radial u — sistema PL — p = 1,5236 e curta duragdo.
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Figura IV.9. Evolucdo temporal da velocidade circunferencial v — sistema PL — p = 1,5236 e curta durag@o.
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Figura IV.10. Evolugao temporal da distancia radial r — sistema PL — p = 1,5236 e curta duragio.
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Figura IV.11. Evolug¢do temporal da velocidade radial u — sistema PL — p = 0,7270 e longa duracao.
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Figura IV.12. Evolucéo temporal da velocidade circunferencial v — sistema PL — p = 0,7270 e longa duragio.
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Figura IV.13. Evolucado temporal da distdncia radial r — sistema PL — p = 0,7270 e longa duracao.

0,11
——tf=10,0
0,1 1 —=—tf=20,0
——tf=30,0
0,09
——tf=40,0
0,08 —*—tf= 50,0
0,07 1
0,06 1
=
0,05 T
0,04
0,03 T
0,02 1
0,01 T
0 g * = F
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
Tempo

Figura IV.14. Evolugao temporal da velocidade radial u — sistema PL — p = 1,5236 e longa duracdo.
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Figura IV.15. Evolucao temporal da velocidade circunferencial v — sistema PL — p = 1,5236 e longa duragao.

1,55
1,5
1,45
1,4
1,35
1,3
ot

1,25
1,2

L1579 ——tf=10,0

1,1 ——tf=20,0

——tf=30,0

1,05 25 —— tf = 40,0

G —— tf = 50,0

1 B 2 ;
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
Tempo

Figura IV.16. Evolugdo temporal da distdncia radial r — sistema PL — p = 1,5236 e longa durag@o.
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Os valores apresentados nas Tabelas IV.1 a [V.4 mostram a grande concordancia entre
os resultados analiticos (teoria linear) e numéricos (variagdo segunda com matriz de transi¢ao
de estados). Em praticamente todos os casos, os desvios sdo inferiores a 6%. As excegdes sao
as manobras de transferéncias de longa duragdo entre Terra e Marte (p = 1,5236 e t; maior que
10,0). Para estes casos, ha desvios em torno de 10%, o que ainda ¢ um resultado bastante
aceitavel. De modo geral, verifica-se que a teoria analitica fornece uma boa aproximacao para
a solucdo de problemas de transferéncias espaciais 6timas entre Orbitas circulares coplanares
proximas, utilizando sistema de poténcia limitada e baixo empuxo.

E interessante observar, ainda, que os desvios entre os valores de J fornecidos pelos
dois métodos da variacdo segunda — matriz de transi¢do e transformacdo de Riccati — sdo
praticamente nulos. Este resultado sugere que a maneira utilizada para resolver
numericamente o problema de valor de contorno linear, definido por (I11.23), (I11.24), (I11.27)
e (II1.32), tem pouca influéncia sobre os resultados finais. Isto indica que a principal parte da
formula¢do do método corresponde, justamente, aquela associada a segunda variacdo do
funcional e ao conceito de trajetdrias extremais, conforme discutido na secdo II1.7.

Outro aspecto interessante dos resultados obtidos pode ser observado a partir das
polares e das evolugdes temporais dos estados, nas Figuras IV.1 a IV.16. Estes graficos
mostram a concordancia entre os valores de diferentes tempos de manobras, para uma mesma
razdo de raio. Constata-se, a partir das polares, que tempos de dura¢do maiores requerem
niveis de aceleracdo cada vez menores, o que ¢ bastante coerente. Além disto, nota-se, a partir
das evolugdes temporais, que quanto maior o tempo de transferéncia, mais suave € a transi¢ao
para o estado final, o que também ¢ esperado, pois, com mais tempo disponivel, o sistema
propulsivo € menos solicitado para realizar a manobra.

Os resultados obtidos mostram, ainda, uma caracteristica bastante importante com

respeito ao comportamento da magnitude da aceleracdo, y, para manobras de longa duracao.
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Nota-se, a partir das Figuras VII.85, VII.87, VIIL.89, VII.91, etc., que a medida que o tempo da
manobra aumenta, y torna-se praticamente constante. Este resultado estd em acordo com o
estabelecido por uma teoria analitica baseada em teoria de perturbagdes (método de Hori,

mais precisamente). Para maiores referéncias, recomenda-se a leitura de Carvalho [11] e Da

Silva Fernandes [15].

IV.8 - TRANSFERENCIAS A VELOCIDADE DE EJECAO CONSTANTE

Nesta secdo, sdo apresentados os resultados obtidos através do algoritmo do método da
variagdo segunda para o problema de transferéncia espacial a baixo empuxo e velocidade de
ejecdo constante, formulado na se¢do IV.6.3. Consideram-se diversos valores da razdo de

raios das oOrbitas terminais p =r,/r, e diversas duragdes da manobra t, —t,. Além disto,

como se trata de um problema com restricdes, consideram-se diversas magnitudes da
aceleragao maxima Ymax.

Conforme ja comentado, a convergéncia de métodos indiretos estd bastante
relacionada a boas estimativas para os multiplicadores de Lagrange e varidveis adjuntas. Nos
casos analisados utilizando o método da variagdo segunda, estas estimativas foram escolhidas
de forma a garantir a convergéncia, mesmo que varias iteracdes fossem necessarias. Além
disto, também com o objetivo de obter convergéncia, mas desta vez garantindo a validade da
hipotese de linearidade, utilizou-se uma matriz de pesos para controlar o tamanho das
correcoes a cada iteracao.

A precisdo de convergéncia foi ajustada para cada problema ja que alguns casos, em
especial os de maior variagdo entre os raios inicial e final, apresentaram maior dificuldade de

satisfazer os valores escolhidos. Apesar disto, em todos os casos a tolerancia de convergéncia
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foi igual ou menor que 5,0x10”, tanto para os multiplicadores de Lagrange quanto para as

varidveis adjuntas. Ou seja, o processo iterativo foi encerrado apenas quando as condigdes:

on, | <5.0x10™

V.91
ldv,[<5,0%x107, (VoD

ou outras mais restritivas, foram simultaneamente satisfeitas. A norma em (IV.91)
corresponde a mesma norma euclidiana definida em (IV.89).
Além da precisao de convergéncia, outro parametro importante na execucao do

método para este tipo problema, que apresenta restrigoes, ¢ o valor do termo:

g=—0-. (IV.92)

Conforme mencionado anteriormente, quanto menor for o valor de €, tanto mais proxima de
zero a funcdo de penalidade deve ser para minimizar o indice de performance ¢ melhores
serdo os resultados obtidos. Por outro, valores muito pequenos de & podem impor uma
restricdo muito forte ao algoritmo numérico, dificultando ou até mesmo impossibilitando a
convergéncia. Nos problemas analisados, verificou-se que € = 1,0x10” fornece um bom
compromisso entre facilidade de convergéncia e qualidade dos resultados obtidos.

E interessante observar que os problemas tipo VEC, de forma geral, necessitaram de
um numero de iteracdes bastante elevado, em comparagao com os problemas do tipo PL da
secdo anterior. Este fato deve-se, justamente, a restricdo sobre a magnitude do vetor

aceleracdo. Foi possivel observar que o nimero de iteragdes torna-se tanto mais elevado

quanto menores forem os arcos propulsados, o que torna a solugdo 6tima mais sensivel.
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Os resultados fornecidos pelo método da variagdo segunda foram obtidos para as duas
formulagdes apresentadas na se¢do 1V.6.3, i.e., sistema linearizado e nao-linearizado. Eles sao

apresentados nas secdes abaixo.

IV.8.1 Sistema Linearizado

As Tabelas IV.5 a IV.7 a seguir apresentam os valores fornecidos pelo método da
variagdo segunda para a velocidade caracteristica C, utilizando a formulagdo com sistema
linearizado apresentada na secdo 1V.6.3.1. Estes resultados s3o apresentados graficamente em

seguida, nas Figuras IV.17 aIV.19.

Tabela IV.5. Velocidade caracteristica C para diferentes tempos de manobra, t;— t,, € aceleragdes maximas, Ypax
— transferéncia entre Terra e Vénus (p = 0,7270).

tr - €y Ymax Cs

0,220 (0,383046
0,250 [0,319021
2,00 0,300 (0,281812
0,400 [0,252385
0,500 [0,239095
0,120 (0,286272
0,150 (0,214201
0,200 [0,181253
0,300 [0,160663
0,070 (0,191345
0,080 (0,173109
0,090 [0,154573
3,00 0,100 [0,142483
0,150 {0,119332
0,200 [0,112623
0,300 (0,107802

2,50
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Tabela IV.6. Velocidade caracteristica C para diferentes tempos de manobra, t;— t,, € aceleragdes maximas, Ypax

— transferéncia entre Terra e Marte (p = 1,5236).

tr - to

Ymax

Ct

2,00

0,520
0,525
0,530
0,550
0,600
0,650
0,700
0,800
0,850
0,950
1,050
1,150
1,300

1,046346
1,017476
0,958846
0,861578
0,761426
0,709230
0,674840
0,630782
0,615575
0,592780
0,576428
0,564084
0,550329

2,50

0,330
0,340
0,350
0,400
0,500

0,840851
0,798908
0,716706
0,587211
0,504543

3,00

0,230
0,235
0,240
0,280
0,300
0,350
0,380
0,400
0,420
0,450
0,500

0,708241
0,698513
0,652365
0,490375
0,460890
0,419382
0,404861
0,397480
0,391392
0,384044
0,375039
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Tabela IV.7. Velocidade caracteristica C para diferentes tempos de manobra, t;— ty, ¢ aceleragdo maxima, Yyay ,

igual a 0,10 — transferéncia intermediarias entre Terra-Vénus e Terra-Marte (0,7270 < p < 1,5236).

P tr - to Cs
1,75 {0,193662
0,9000 2,00 10,121987
2,25 10,088318
1,75 [0,111095
0,9250 2,00 10,078639
2,25 10,060958
1,75 [0,060606
0,9500 2,00 10,047002
2,25 10,037811
1,75 {0,026473
0,9750 2,00 10,021363
2,25 10,017538
1,75 [0,026766
1,0250 2,00 10,021676
2,25 10,017882
1,75 [0,062358
1,0500 2,00 10,048639
2,25 10,039475
1,75 {0,119005
1,0750 2,00 10,083751
2,25 10,065521
1,75 (0,201487
1,1000 2,00 10,137721
2,25 10,098857
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0,05 0,1 0,15 0,2 0,25 0,3 0,35 0,4 0,45 0,5

Aceleracao Maxima

Figura I'V.17. Variacao da velocidade caracteristica final Cy com o nivel de aceleragdo méaxima yp.x , para

diferentes tempos de transferéncia — sistema VEC linearizado — p = 0,7270.
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Aceleracio Maxima

Figura IV.18. Variacdo da velocidade caracteristica final C; com o nivel de aceleragdo maxima vy, , para

diferentes tempos de transferéncia — sistema VEC linearizado — p = 1,5236.
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—=—tf=2,00
tf=2,25
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0.8500 0.9000 0.9500 1.0000 1.0500 1.1000 1.1500
Razao entre os raios terminais

Figura IV.19. Variacao da velocidade caracteristica final Cy com a razdo entre os raios das drbitas terminais p,
para diferentes tempos de transferéncia € Yy = 0,10 — sistema VEC linearizado — 0,9000 < p < 1,1000.

A seguir, sdo apresentados graficamente os resultados correspondentes as evolugdes
temporais do controle e do estado, todos para as razdes de raios p = 0,727 e p = 1,5236,
associados, respectivamente, aos casos de transferéncia Terra—Vénus e Terra—Marte. Os
resultados para razdes de raios intermediarias sdo apresentados no Apéndice. E importante
observar que, conforme indicado nas Tabelas IV.5 a V.7 acima, as transferéncias com p =
0,727 e p = 1,5236 foram analisadas para diferentes valores da aceleragio maxima, Ymax. O
objetivo disto era verificar a influéncia do nivel de aceleracdo sobre os resultados obtidos. As
transferéncias com razdes de raio intermediarias (p entre 0,7270 e 1,5236), por outro lado,

foram analisadas apenas para ym.x = 0,10. Os resultados s3o comentados a seguir.
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Figura IV.20. Evolucdo temporal da magnitude da aceleragdo y para diferentes valores de y,,,x — sistema VEC

linearizado — p = 0,7270 e t; = 2,0.
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Figura IV.21. Evolugfo temporal da direcdo da aceleracdo 0 para diferentes valores de Yy, — sistema VEC

linearizado — p = 0,7270 e t;= 2,0.
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Figura IV.22. Evolucdo temporal da velocidade radial linearizada n para diferentes valores de yp,x — sistema

VEC linearizado — p = 0,7270 e t;=2,0.
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Figura IV.23. Evolugéo temporal da velocidade circunferencial linearizada ¢ para diferentes valores de Y. —

sistema VEC linearizado — p = 0,7270 e t; = 2,0.
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Figura IV.24. Evolucdo temporal da distancia radial linearizada & para diferentes valores de y,,,x — sistema VEC
linearizado — p = 0,7270 e t; = 2,0.
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Figura 1V.25. Evolugfo temporal da magnitude da acelerag@o y para diferentes valores de y.x — sistema VEC
linearizado — p = 0,7270 e t;=2,5.
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Figura IV.26. Evolucdo temporal da direcdo da aceleragdo 0 para diferentes valores de y,.x — sistema VEC
linearizado — p = 0,7270 e t;=2,5.
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Figura IV.27. Evolugéo temporal da velocidade radial linearizada | para diferentes valores de y,,,x — sistema
VEC linearizado — p = 0,7270 e t; = 2,5.
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Figura IV.28. Evolucdo temporal da velocidade circunferencial linearizada  para diferentes valores de Yyax —
sistema VEC linearizado — p = 0,7270 e t;=2,5.
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Figura 1V.29. Evolug¢fo temporal da distancia radial linearizada & para diferentes valores de y,,,, — sistema VEC
linearizado — p = 0,7270 e t;=2,5.
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Figura IV.30. Evolucdo temporal da magnitude da aceleragdo y para diferentes valores de y,,x — sistema VEC
linearizado — p = 0,7270 e t; = 3,0.
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Figura IV.31. Evolugao temporal da direcdo da aceleracdo 0 para diferentes valores de Yy, — sistema VEC
linearizado — p = 0,7270 e t; = 3,0.
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Figura IV.32. Evolucdo temporal da velocidade radial linearizada n para diferentes valores de yp,x — sistema

VEC linearizado — p = 0,7270 e t; = 3,0.
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Figura IV.33. Evolugéo temporal da velocidade circunferencial linearizada ¢ para diferentes valores de Yy —

sistema VEC linearizado — p = 0,7270 e t; = 3,0.
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Figura IV.34. Evolucdo temporal da distancia radial linearizada & para diferentes valores de y,,.x — sistema VEC
linearizado — p = 0,7270 e t; = 3,0.
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Figura 1V.35. Evolugfo temporal da magnitude da acelerag@o y para diferentes valores de y.x — sistema VEC
linearizado — p = 1,5236 e t;= 2,0.
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Figura IV.36. Evolucdo temporal da direcdo da aceleragdo 0 para diferentes valores de y.x — sistema VEC
linearizado — p = 1,5236 e t; = 2,0.
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Figura IV.37. Evolugao temporal da velocidade radial linearizada  para diferentes valores de y,,,x — sistema

VEC linearizado — p = 1,5236 e t; = 2,0.
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Figura IV.38. Evolucdo temporal da velocidade circunferencial linearizada  para diferentes valores de Yyax —
sistema VEC linearizado — p = 1,5236 e t;=2,0.
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Figura 1V.39. Evolugfo temporal da distancia radial linearizada & para diferentes valores de Y, — sistema VEC
linearizado — p = 1,5236 e t;= 2,0.
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Figura IV.40. Evolucdo temporal da magnitude da aceleragdo y para diferentes valores de y,,x — sistema VEC

linearizado — p = 1,5236 e t;=2,5.
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Figura IV .41. Evolugao temporal da direcdo da aceleracdo 0 para diferentes valores de Yy, — sistema VEC

linearizado — p = 1,5236 e t;=2,5.
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Figura IV.42. Evolucdo temporal da velocidade radial linearizada 1 para diferentes valores de yp,x — sistema
VEC linearizado — p = 1,5236 e t;=2,5.
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Figura IV.43. Evolugao temporal da velocidade circunferencial linearizada ¢ para diferentes valores de Y. —
sistema VEC linearizado — p = 1,5236 e t;=2,5.
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Figura IV.44. Evolucdo temporal da distancia radial linearizada & para diferentes valores de y,,.x — sistema VEC
linearizado — p = 1,5236 e t;=2,5.
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Figura 1V .45. Evolugfo temporal da magnitude da acelerag@o y para diferentes valores de y.x — sistema VEC
linearizado — p = 1,5236 e t; = 3,0.
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Figura IV .46. Evolucdo temporal da direcdo da aceleragdo 0 para diferentes valores de y.x — sistema VEC
linearizado — p = 1,5236 e t; = 3,0.
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Figura IV.47. Evolugao temporal da velocidade radial linearizada 1 para diferentes valores de y,,,x — sistema
VEC linearizado — p = 1,5236 e t; = 3,0.
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Figura IV.48. Evolucdo temporal da velocidade circunferencial linearizada  para diferentes valores de Yyax —

sistema VEC linearizado — p = 1,5236 e t; = 3,0.
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Figura 1V.49. Evolugfo temporal da distancia radial linearizada & para diferentes valores de Y, — sistema VEC

linearizado — p = 1,5236 e t; = 3,0.
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Observando os graficos acima, Figuras IV.17 a IV.49, e os dados das Tabelas IV.5 a
IV.7, constata-se que a medida que o nivel de aceleragio maxima do sistema propulsivo
aumenta, tanto mais facil para ele é executar a manobra de transferéncia. Este fato pode ser
constatado por dois aspectos dos resultados. O primeiro é a diminuicdo continua da
velocidade caracteristica final, e conseqiiente redu¢do do consumo, & medida que Ymax
aumenta, conforme observado nas Tabelas IV.5 e IV.6 e nas Figuras IV.17 e IV.18. O
segundo, diretamente relacionado ao primeiro, ¢ a duracdo cada vez menor dos arcos
propulsados a medida que o nivel de aceleragdo maximo aumenta (Figuras 1V.20, IV.25,
IV.30, IV.35, IV.40 e IV.45). Para este aspecto, ¢ interessante observar que, se o nivel de
aceleragdo nao for suficientemente alto, ndo ocorrem arcos balisticos durante a manobra. Para
valores ainda menores de aceleragdo, insuficientes para executar a transferéncia, os resultados
obtidos mostram que o algoritmo implementado, na tentativa de resolver o problema e
satisfazer as restrigdes terminais, rompe o vinculo sobre o controle e descaracteriza a solu¢ao
fornecida. Dois exemplos claros deste tipo de situag@o sdo os casos p = 1,1000 e p = 0,9000,
ambos para ty = 1,75 € Ymax = 0,10, mostrados nas Figs. VII.105 e VII.140, onde se observa
que nao ha comutacdes no controle e o vinculo sobre a magnitude da aceleragdo maxima nao
¢ satisfeito. Outros exemplos desta situagdo, mas com desvios menores nos valores de
aceleragdo, sdo mostrados nas Figuras [V.30 e IV.40, para os menores valores de Ymax.

Outro aspecto bastante interessante dos resultados obtidos sao as descontinuidades nas
derivadas das evolugdes temporais das velocidades radial e circunferencial, conforme se
observa, por exemplo, nas Figuras IV.22, IV.23, V.27, IV.28, etc. Comparando estas figuras
com as respectivas evolugdes temporais da magnitude da aceleracao (Figs. IV.20, IV.25, etc.),
percebe-se que estas descontinuidades estdo associadas, justamente, aos instantes em que
ocorrem as comutagdes no controle, iniciando ou encerrando um arco balistico. Este resultado

descontinuo ¢, portanto, coerente.
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I1V.8.2 Sistema Nao-Linearizado

Para o sistema ndo-linearizado apresentado na se¢do I1V.6.3.2, o objetivo principal foi
comparar os resultados obtidos e verificar se a forma linearizada, numericamente mais
simples, fornece boas solu¢des para o problema, no caso de oOrbitas proximas. Desta forma,
um nimero menor de casos tem sido analisado, em comparagdo com a forma linearizada.

A Tabela IV.8 a seguir apresenta os valores fornecidos pelo método da variagdo
segunda para a velocidade caracteristica C, utilizando a formulacdo com sistema nao-
linearizado apresentada na se¢do IV.6.3.2. Ela apresenta, também, os valores desta grandeza
obtidos com o sistema linearizado (Tabelas IV.5 a IV.7), para os casos correspondentes de

transferéncias, bem como as diferengas relativas entre os resultados, da seguinte forma:

x100% . (IV.93)

_ Clinear - Cnéo—linear
d

rel

| C

ndo—linear

Tabela IV.8. Velocidade caracteristica no instante final, C;, e desvios relativos entre as formulagdes linearizada
e ndo-linearizada — diferentes tempos de manobra, t;— t;, aceleragdes maximas, Ynm.x , € razdes entre os raios das
orbitas terminais, p.

p tr- to Ymax | Ci- Linear | C¢- Nao-linear | d,e (%)
2,00
0,7270 ) 0,30 0,281812 0,294483 4,3
3,00 0,10 0,142483 0,203493 30,0
2,00
0,9500 , 0,10 0,047002 0,047108 0,2
2,25 0,10 0,037811 0,037974 0,4
2
0.9750 ,00 0,10 0,021363 0,021354 0,0
2,25 0,10 0,017538 0,017547 0,1
10250 2,00 0,10 0,021676 0,021679 0,0
’ 2,25 0,10 0,017882 0,017872 0,1
10500 2,00 0,10 0,048639 0,048493 0,3
’ 2,25 0,10 0,039475 0,039305 0,4
1 5236 2,00 0,60 0,761426 0,675491 12,7
’ 3,00 0,28 0,490375 0,382922 28,1
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Os resultados da Tabela V.8 acima sdo apresentados graficamente na Figura IV.50 abaixo.
Sao considerados apenas os valores intermediarios de p (0,9500 < p < 1,0500), para os quais a

magnitude da aceleracdo maxima coincide (Ymax = 0,10).

0.05

—— Linear tf = 2,00
0.045 + —=—Nao-Linear tf = 2,00
Linear tf= 2,25
0.04 1 —— Nao-Linear tf = 2,25

0.035
0.03
J 0.025
0.02
0.015
0.01

0.005 A

0 T T T T T T T T T
0.9500 0.9600 0.9700 0.9800 0.9900 1.0000 1.0100 1.0200 1.0300 1.0400 1.0500

Razao entre os raios terminais

Figura I'V.50. Variacdo da velocidade caracteristica final Cy com a razdo entre os raios das drbitas terminais p,
para as formulacdes linearizada e ndo-linearizada, diferentes tempos de transferéncia € y,,,x = 0,10 — sistema
VEC - 10,9500 < p <1,0500.

Observando os dados da Tabela IV.8, percebe-se que para razdes de raios proximas de
1 exato (p entre 0,9500 e 1,0500), com ymax = 0,10, os desvios relativos entre as formulagdes
linear e ndo-linear sdo bastante pequenos e tornam-se menores quando p se aproxima de 1
exato. Este fato ¢ ainda mais evidente na Figura IV.50: ndo se observa distingcdo entre as
curvas das formulagdes linearizada e ndo-linearizada. Por outro lado, para as transferéncias
com maior varia¢do do raio da orbita (p = 0,7270 e p = 1,5236), observa-se desvios relativos

de até 30,0%. Este resultado evidencia que, para problemas de transferéncias analisados nos
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quais as orbitas inicial e final sdo proximas, a formulagdo linearizada, numericamente mais
facil, fornece bons resultados, comparados a formulagdo nao-linearizada. Por outro lado, a
medida que as Orbitas se distanciam, a hipotese de linearidade tende a perder sua validade, e
os resultados obtidos com esta formula¢do ndo sdo mais necessariamente comparaveis aos da
nao-linearizada.

No entanto, esta maior ndo-proximidade dos resultados a medida que as oOrbitas inicial
e final se distanciam ndo ocorre sempre, o que fica evidente ao observar a transferéncia entre
Terra e Vénus (p = 0,7270). Para este caso, com ty — ty = 2,0 € Ymax = 0,30, hd um desvio
relativo de apenas 4,3%; por outro lado, para tr — to = 3,0 € Ymax = 0,10, hd um desvio de
30,0%. Ou seja, para duas transferéncias com grande variacdo no raio da orbita (quase 30%
do valor original), as modificacdes do tempo de transferéncia e da aceleragio maxima
disponivel fazem com que os resultados das formulacdes linearizada e ndo-linearizada
tornem-se proximos ou nao. Este fato sugere que a proximidade destas formulagdes depende
ndo so6 da distdncia entre as Orbitas, mas também dos outros elementos que caracterizam a
transferéncia.

As figuras apresentadas a seguir, para as razoes p = 0,7270 e p = 1,5236, e as
apresentadas no Apéndice, para as razdes intermedidrias, correspondem as evolugdes
temporais do controle, da velocidade caracteristica e do estado, obtidos com as duas
formulagdes: linearizada e nao-linearizada. E interessante observar que para as razdes
intermediarias as curvas linear e ndo-linear sdo praticamente coincidentes (Figuras VII.145 a
VIL.192). Por outro lado, para razdes maiores, isto ndo ¢ necessariamente verdadeiro,

conforme comentado acima e observado nas Figuras IV.51 e IV.57, para p = 0,7270.
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Figura IV.51. Evolucdo temporal da magnitude da aceleragdo y para as formulac¢des linearizada e nao-
linearizada — sistema VEC — p = 0,7270, ymax = 0,30 € te = 2,0.
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Figura 1V.52. Evolugfo temporal da direcdo da aceleracdo 6 para as formulagdes linearizada e ndo-linearizada —
sistema VEC — p = 0,7270, Yjax = 0,30 e t;=2,0.
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Figura IV.53. Evolugdo temporal da velocidade caracteristica C para as formulagdes linearizada e ndo-
linearizada — sistema VEC — p = 0,7270, Y. = 0,30 e t; = 2,0.
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Figura 1V.54. Evolugdo temporal da velocidade radial u para as formulagdes linearizada e ndo-linearizada —

sistema VEC — p =0,7270, Ymax = 0,30 ¢ t;=2,0.
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Figura IV.55. Evolugéo temporal da velocidade circunferencial v para as formulagdes linearizada e ndo-

linearizada — sistema VEC — p = 0,7270, Y = 0,30 € t; = 2,0.
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Figura IV.56. Evolugdo temporal da distancia radial r para as formulagdes linearizada e ndo-linearizada —

sistema VEC — p =0,7270, Ymax = 0,30 ¢ t;=2,0.
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Figura IV.57. Evolucdo temporal da magnitude da aceleragdo y para as formulac¢des linearizada e néo-
linearizada — sistema VEC — p = 0,7270, ymax = 0,10 € te = 3,0.
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Figura IV.58. Evolugdo temporal da direcdo da aceleracdo 6 para as formulagdes linearizada e ndo-linearizada —
sistema VEC — p =0,7270, Yjax = 0,10 e t;= 3,0.
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Figura IV.59. Evolugdo temporal da velocidade caracteristica C para as formulagdes linearizada e ndo-
linearizada — sistema VEC — p = 0,7270, yyax = 0,10 € t;=3,0.
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Figura IV.60. Evolugdo temporal da velocidade radial u para as formulagdes linearizada e ndo-linearizada —

sistema VEC — p =0,7270, Ymax = 0,10 € t;= 3,0.
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Figura IV.61. Evolugéo temporal da velocidade circunferencial v para as formulagdes linearizada e ndo-
linearizada — sistema VEC — p = 0,7270, yyax = 0,10 e t;=3,0.
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Figura IV.62. Evolugdo temporal da distancia radial r para as formulagdes linearizada e ndo-linearizada —
sistema VEC — p =0,7270, Ymax = 0,10 € t;= 3,0.
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Figura IV.63. Evolucdo temporal da magnitude da aceleragdo y para as formulac¢des linearizada e nao-

linearizada — sistema VEC — p = 1,5236, yma.x = 0,60 € te = 2,0.
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Figura 1V.64. Evolugio temporal da direcdo da aceleracdo 6 para as formulagdes linearizada e ndo-linearizada —

sistema VEC — p = 1,5236, Y4 = 0,60 e t;=2,0.
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Figura IV.65. Evolugdo temporal da velocidade caracteristica C para as formulagdes linearizada e ndo-
linearizada — sistema VEC — p = 1,5236, Y. = 0,60 e t; = 2,0.
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Figura IV.66. Evolugdo temporal da velocidade radial u para as formulagdes linearizada e ndo-linearizada —
sistema VEC — p = 1,5236, Y. = 0,60 ¢ t;=2,0.
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Figura IV.67. Evolugéo temporal da velocidade circunferencial v para as formulagdes linearizada e ndo-

linearizada — sistema VEC — p = 1,5236, Y. = 0,60 e t; = 2,0.
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Figura IV.68. Evolugdo temporal da distancia radial r para as formulagdes linearizada e ndo-linearizada —

sistema VEC — p = 1,5236, Y. = 0,60 ¢ t;=2,0.
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Figura IV.69. Evolucdo temporal da magnitude da aceleragdo y para as formulac¢des linearizada e nao-
linearizada — sistema VEC — p = 1,5236, yma.x = 0,28 € tg = 3,0.
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Figura IV.70. Evolugfo temporal da direcdo da aceleracdo 6 para as formulagdes linearizada e ndo-linearizada —

sistema VEC — p = 1,5236, Yynax = 0,28 e t;= 3,0.
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Figura IV.71. Evolugfo temporal da velocidade caracteristica C para as formulagdes linearizada e no-
linearizada — sistema VEC — p = 1,5236, Y. = 0,28 e t; = 3,0.
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Figura IV.72. Evolugdo temporal da velocidade radial u para as formulagdes linearizada e ndo-linearizada —
sistema VEC — p = 1,5236, yn.x = 0,28 ¢ t;=3,0.
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Figura IV.73. Evolugéo temporal da velocidade circunferencial v para as formulagdes linearizada e ndo-
linearizada — sistema VEC — p = 1,5236, Y. = 0,28 e t; = 3,0.
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Figura IV.74. Evolugdo temporal da distancia radial r para as formulagdes linearizada e ndo-linearizada —

sistema VEC — p = 1,5236, Y. = 0,28 ¢ t;= 3,0.
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E interessante observar, a partir das Figuras IV.51, IV.57, IV.63 e 1V.69, além das
figuras do Apéndice, que todas as transferéncias simuladas tém como resultado um controle
propulsivo do tipo bang-bang, ou seja, alternaram arcos de tragdo maxima com arcos
balisticos. Este resultado ¢é previsto pela teoria geral de transferéncias orbitais 6timas para o
sistema VEC, conforme apresentado na se¢do [V.5.2.2.

Um outro aspecto dos resultados obtidos que merece ser comentado esta relacionado a
velocidade caracteristica C. Observando as evolugdes temporais destas grandezas, percebe-se
que algumas apresentaram ligeira variagdo de valor durante os intervalos de tempo associados
aos arcos balisticos, como se pode constatar, por exemplo, nas Figuras VII.147, VII.153,
VIIL.159, VII.165, etc. Este resultado ndo condiz com o previsto, uma vez que, por se tratar de
um arco balistico, o sistema propulsivo ndo estd funcionando, de forma que a velocidade
caracteristica, associada ao consumo de combustivel, deveria permanecer constante. A
explicagdo para este comportamento estd na precisdo numérica. Para os casos que
apresentaram discrepancia, ¢ possivel constatar, observando os graficos correspondentes da
magnitude da aceleragdo, Figuras VII.145, VIL.151, VIL.157, VIL.163, etc., que os arcos
balisticos na verdade apresentam um valor ligeiramente negativo de aceleracdo, devido a
precisdo numérica. Estes valores negativos, ao serem integrados no tempo, fornecem uma
evolucdo decrescente da velocidade caracteristica, o que condiz com os resultados obtidos.

Além disto, por se tratar de um efeito integral, a variacao da velocidade caracteristica torna-se

tdo maior quanto maior for a duragdo do arco balistico.

IV.9 —- CONCLUSOES

O problema geral de otimizacdo de trajetérias espaciais estd relacionado a
transferéncia de um veiculo de uma o6rbita inicial Oy para uma orbita final Oy, realizada

mediante a aplicacdo de uma forga propulsiva F, e com o menor consumo de combustivel, que
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¢ o critério de minimizagdo mais usual. Esta for¢ca F varia com o tempo, de modo que ela
precisa ser expressa em func¢do das variaveis do problema para poder tratd-lo. Este
modelamento matematico depende do sistema propulsivo considerado, sendo que dois
modelos cléssicos sdo considerados neste trabalho: sistemas a velocidade de eje¢do constante
(VEC) e empuxo limitado; e sistemas com velocidade de ejecdo modulavel e poténcia
limitada (PL).

Neste capitulo, o problema de transferéncia espacial o6tima foi apresentado e
formulado como um problema de controle 6timo, para os dois modelos de sistemas
propulsivos. Em seguida, o método da variagdo segunda apresentado no CAPITULO III foi
utilizado para resolver diversos casos deste problema, considerando os sistemas propulsivos
PL e VEC e particularizando a formulacdo para transferéncias entre Orbitas circulares
coplanares proximas.

Os resultados obtidos para o sistema PL mostraram grande concordancia com os
resultados analiticos, provenientes de uma teoria linear, e os numéricos, obtidos através de
outros métodos, mesmo para transferéncias com grande varia¢ao de raio e de longa duragao.
De modo geral, verifica-se que a teoria analitica fornece uma boa aproximacgao para a solucao
de problemas de transferéncias espaciais 6timas entre Orbitas circulares coplanares proximas,
utilizando sistema de poténcia limitada e baixo empuxo.

Para o sistema VEC, percebe-se que todas as transferéncias simuladas tém como
resultado o controle propulsivo do tipo bang-bang, ou seja, alternaram arcos de tracao
maxima com arcos balisticos de modo a minimizar o consumo de combustivel na manobra.
Este resultado ¢ previsto pela teoria geral de transferéncias orbitais 6timas com sistema
propulsivo de velocidade de ejecdo constante. Além disto, este problema foi analisado
utilizando duas formulagdes diferentes: uma com sistema linearizado, mais simples, e outra

com o sistema nao-linearizado, mais exigente computacionalmente. Verifica-se que, para
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problemas analisados nos quais as Orbitas inicial e final sdo préximas, a formulacao
linearizada fornece bons resultados e corresponde a uma boa aproximacao para a formulagao
ndo-linearizada. Por outro lado, a medida que as orbitas se distanciam, a hipdtese de
linearidade perde sua validade e os resultados obtidos ndo sdo mais necessariamente proximos
aos da formulac¢ao ndo-linearizada. Para o caso p = 0,7270, por exemplo, com tf—ty = 2,0 e
Ymax = 0,30, hd um desvio relativo de apenas 4,3%; por outro lado, para tr — to = 3,0 € Ymax =
0,10, ha um desvio de 30,0%. Isto sugere que a proximidade dos resultados fornecidos pelas
duas formulacdes depende ndo s6 da distdncia entre as Orbitas, mas também dos outros
elementos que caracterizam a transferéncia.

De modo geral, pode-se dizer que os resultados apresentados neste capitulo sdo bons,
devido a proximidade e concordancia com outros resultados. Além disto, eles mostram que o
método da variagio segunda, segundo a metodologia apresentada no CAPITULO III e
utilizada para resolver os problemas de transferéncia, ¢ uma ferramenta bastante util no estudo
de trajetdrias espaciais otimas. O proximo capitulo apresenta uma sintese das conclusdes

obtidas no desenvolvimento deste trabalho.
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CAPITULO V

CONCLUSOES FINAIS

Este capitulo sintetiza os assuntos abordados no desenvolvimento deste trabalho e

apresenta as conclusodes finais obtidas.
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Dentre os diversos problemas de otimizagao abordados pelas engenharias e ciéncias
aplicadas, os de trajetorias espaciais envolvendo transferéncias simples e rendez-vous sao
fundamentais em Mecanica Espacial. Eles t€ém sido tema de diversos estudos analiticos e
numéricos desde o inicio dos anos 1950, com o estabelecimento dos fundamentos da moderna
navegacao espacial através do Calculo de Variagdes classico, cuja origem remonta ao século
XVII. Nos ultimos 10 anos, em especial, percebe-se um renovado interesse do meio cientifico
e académico pelo estudo de transferéncias espaciais utilizando sistemas propulsivos a baixo
empuxo e poténcia limitada.

Na andlise de tais problemas, diversas teorias foram amplamente utilizadas, tais como
o Calculo Variacional classico e sua versdo mais moderna, a Teoria de Controle Otimo,
fundamentada no Principio de Méaximo de Pontryagin [53]. Apesar destas teorias, em especial
o Principio de Maximo, constituirem ferramentas poderosas na analise de problemas de
otimizagdo, seu emprego pratico esteve durante muitos anos restrito a problemas mais
simples. O motivo disto € que a aplicacdo delas aos problemas leva, em quase todos os casos,
a um problema de valor de contorno em dois pontos (TPBVP) envolvendo equagdes
diferenciais ordinarias ndo-lineares. A solucdo analitica destes problemas s6 ¢ possivel em
casos especiais e o tratamento através de métodos numéricos tornou-se viavel somente apds o
surgimento dos computadores digitais. Desta forma, estas teorias s6 se tornaram plenamente
aplicaveis a resolugdo de problemas de otimizagao nas tltimas décadas.

Percebe-se, portanto, que os métodos numéricos constituem uma ferramenta
fundamental na analise dos problemas de otimizagdo e, por isso, tém sido objeto de diversos
estudos. Eles constituem-se de procedimentos iterativos, iniciados por uma estimativa
arbitraria, que buscam obter a solugdo do problema de otimizac¢do dentro de uma determinada
precisdo, estabelecida a priori. De forma geral, eles podem ser classificados em dois grupos:

diretos e indiretos.
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Este trabalho refere-se justamente ao estudo de um método numérico, chamado de
método da variagdo segunda, na andlise de problemas de trajetérias espaciais Otimas. Ele
corresponde a um método indireto, que busca resolver o problema de valor de contorno
resultante da aplicacdo do Principio de Maximo. Sua conceituagdo tedrica envolve
conhecimentos de Calculo Variacional e do chamado Problema Linear Quadratico. Ela
envolve, ainda, o importante conceito de trajetorias extremais vizinhas, que se relaciona a
variagdo segunda do funcional a ser minimizado, e conseqiientemente as derivadas segundas
da Hamiltoniana do problema, dando origem, desta forma, ao nome do método.

Neste trabalho ¢ apresentada a formulagao teérica do método da variagao segunda para
problemas sem restricdes, desenvolvida a partir dos fundamentos da Teoria de Controle
Otimo e envolvendo o conceito de trajetorias extremais vizinhas. Esta formulagio matematica
¢ modificada de forma a considerar uma fun¢do de penalidade no indice de performance,
permitindo o tratamento de problemas com restrigdes nas variaveis de controle. Esta forma
final do método ¢ sintetizada na forma de um algoritmo para aplicacdo numérica. Este
algoritmo final ¢ entdo testado para dois tipos de problemas de otimizagdo cujas solugdes
analiticas sdo conhecidas, sendo um com e outro sem restricdes no controle. Os resultados
obtidos sdo muito bons.

Ap6s a validagdo do método da variagdo segunda para problemas de solugdo
conhecida, este trabalho apresenta o problema geral de transferéncias espaciais Otimas e
formula-o como um problema de controle 6timo. O método da variagdo segunda ¢ entdo
aplicado a diversos casos deste problema, considerando os sistemas propulsivos com
velocidade de ejecdo modulavel e poténcia limitada (PL) e a velocidade de ejecdo constante
(VEC) e empuxo limitado. A formulagdo € particularizada para transferéncias entre orbitas

circulares coplanares proximas.
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Os resultados obtidos para o sistema PL mostraram grande concordancia com os
resultados analiticos, provenientes de uma teoria linear, e os numéricos, obtidos através de
outros métodos, mesmo para transferéncias com grande variagdo de raio ¢ de longa duracao.

Para o sistema VEC, os resultados obtidos para o controle sdo do tipo bang-bang e
estdo em acordo com a teoria geral de transferéncias orbitais 6timas. Além disto, verifica-se
que as duas formulagdes utilizadas para o sistema VEC (linearizada e nao-linearizada)
fornecem resultados proximos para problemas nos quais as Orbitas inicial e final sdo
proximas. Para grandes variagdes no raio da oOrbita, no entanto, isto ndo ¢ necessariamente
verdadeiro, conforme se pode observar ao analisar a transferéncia entre Terra e Vénus (p =
0,7270). Este caso sugere que a proximidade entre os resultados das duas formulac¢des
depende ndo so da variagdo do raio, mas também do tempo de transferéncia e da aceleragdo
maxima.

De modo geral, pode-se concluir que os resultados obtidos através do método da
variagdo segunda para os problemas de transferéncias espaciais sdo bons, devido a
proximidade e concordancia com outros resultados. Além disto, eles mostram que o método,
na formula¢do apresentada neste trabalho e utilizada para resolver os problemas, constitui
uma ferramenta bastante Util no estudo de trajetdrias espaciais Otimas.

Além disto, todas estas conclusdes sugerem fortemente que o método da variagdo
segunda pode ser aplicado com sucesso a diversos outros tipos de problemas. Como sugestdes

para trabalhos futuros, pode-se mencionar, dentre outros:

e Analise mais aprofundada da proximidade entre os resultados das formulacdes
linearizada e nao-linearizada para o sistema VEC;
e Analise de transferéncias entre Orbitas elipticas coplanares e coaxiais diretas;

e Analise de transferéncias entre Orbitas circulares nao-coplanares;
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Analise de transferéncias entre 6rbitas elipticas ndo-coplanares;
Andlise de transferéncias de muito longa duracdo, envolvendo dezenas ou, até mesmo,
centenas de revolugoes;
Aplicagdo na analise preliminar de trajetorias lunares envolvendo o conceito de esfera
de influéncia;

Andlise de transferéncias em campo nao-central, incluindo o achatamento da Terra.
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CAPITULO VII

APENDICE

Este capitulo apresenta outros resultados obtidos para os problemas apresentados ao

longo deste trabalho.
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VIL.1 - INTRODUCAO

Nas secoes IV.7 e IV.8 sdo apresentados os resultados obtidos pelo método da
variagdo para problemas de transferéncias espaciais Otimas, considerando dois sistemas
propulsivos: poténcia limitada e velocidade de ejecao constante. Conforme mencionado nestas
secdes, os resultados nelas apresentados referem-se apenas aos problemas de transferéncia
entre Terra e Vénus e entre Terra e Marte, i.e., referem-se apenas as razdes entre os raios das
orbitas, p, iguais a 0,7270 e 1,5236, respectivamente. Neste apéndice sdo apresentados
resultados associados a valores intermediarios de p, para cada sistema propulsivo. Além disto,
sdo apresentadas também as evolugdes temporais do controle para todas as razdes de raios

analisadas, no caso do sistema PL.

VII.2 - TRANSFERENCIAS A BAIXO EMPUXO E POTENCIA LIMITADA
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Figura VII.1. Polar de aceleragdo para o problema de transferéncia — sistema PL — p = 0,8000 e curta durago.
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Figura VII.20. Evolucdo temporal da velocidade radial u — sistema PL — p = 0,9000 e curta duragao.
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Figura VII.21. Evolucéo temporal da velocidade circunferencial v — sistema PL — p = 0,9000 e curta duracdo.
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Figura VII.22. Evolucdo temporal da distancia radial r — sistema PL — p = 0,9000 e curta duragdo.

0
-0,005 A
-0,01 1
-0,015
-0,02 1
=
-0,025 A
-0,03 1
0,035 7 ——f=2,0
——tf=3,0
0,04 —tf=4,0
——tf=5,0
-0,045 ‘
0 0,5 1 1,5 2 2,5 3 3,5 4 4,5 5
Tempo

Figura VI1.23. Evolucéo temporal da velocidade radial u — sistema PL — p = 0,9500 e curta duragao.



192

1,035

1,03

1,025

1,02

1,015 1

1,01

1,005

0,995

0,99 \
0 0,5 1 1,5 2 2,5 3 3,5 4 4,5 5

Tempo

Figura VII.24. Evolucdo temporal da velocidade circunferencial v — sistema PL — p = 0,9500 e curta duracao.
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Figura VII.25. Evolugéo temporal da distdncia radial r — sistema PL — p = 0,9500 e curta duragio.
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Figura VII.26. Evolucdo temporal da velocidade radial u — sistema PL — p = 0,9750 e curta duragao.
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Figura VI1.27. Evolugéo temporal da velocidade circunferencial v — sistema PL — p = 0,9750 e curta duracdo.
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Figura VII.28. Evolucdo temporal da distancia radial r — sistema PL — p = 0,9750 e curta duragdo.
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Figura VI1.29. Evolucéo temporal da velocidade radial u — sistema PL — p = 1,0250 e curta duragdo.
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Figura VII.30. Evolucdo temporal da velocidade circunferencial v — sistema PL — p = 1,0250 e curta duracao.
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Figura VIL.31. Evolugéo temporal da distdncia radial r — sistema PL — p = 1,0250 e curta duragio.
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Figura VII.32. Evolucdo temporal da velocidade radial u — sistema PL — p = 1,0500 e curta duragao.
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Figura VI1.33. Evolucéo temporal da velocidade circunferencial v — sistema PL — p = 1,0500 e curta duracdo.
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Figura VII.34. Evolucdo temporal da distancia radial r — sistema PL — p = 1,0500 e curta duragdo.
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Figura VII.35. Evolucéo temporal da velocidade radial u — sistema PL — p = 1,1000 e curta duragao.
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Figura VII.36. Evolucao temporal da velocidade circunferencial v — sistema PL — p = 1,1000 e curta duracao.
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Figura VI1.37. Evolugéo temporal da distdncia radial r — sistema PL — p = 1,1000 e curta duragio.
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Figura VII.38. Evolucdo temporal da velocidade radial u — sistema PL — p = 1,2000 e curta duragao.
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Figura VIL.39. Evolucéo temporal da velocidade circunferencial v — sistema PL — p = 1,2000 e curta duracdo.
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Figura VII.40. Evolucdo temporal da distancia radial r — sistema PL — p = 1,2000 e curta duragdo.
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Figura VI1.41. Evolucdo temporal da velocidade radial u — sistema PL — p = 0,8000 e longa duracio.



201

1,14
1,12 1
1,1
1,08 1
> 1,06
1,04 1
1,02 1 ' ——tf=10,0
ol ——tf = 20,0
l[/!’
| f ——tf=130,0
A —— tf = 40,0
—— tf = 50,0
0,98 :
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
Tempo

Figura VI1.42. Evolucdo temporal da velocidade circunferencial v — sistema PL — p = 0,8000 e longa duragao.
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Figura VI1.43. Evolucéo temporal da distancia radial r — sistema PL — p = 0,8000 e longa duragao.
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Figura VII.44. Evolucdo temporal da velocidade radial u — sistema PL — p = 0,9000 e longa duracao.
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Figura VIIL.45. Evolucdo temporal da velocidade circunferencial v — sistema PL — p = 0,9000 e longa duragao.
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Figura VI1.46. Evolucdo temporal da distancia radial r — sistema PL — p = 0,9000 e longa duracao.
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Figura VI1.47. Evolucdo temporal da velocidade radial u — sistema PL — p = 0,9500 e longa duracio.
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Figura VII.48. Evolucdo temporal da velocidade circunferencial v — sistema PL — p = 0,9500 e longa duragao.
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Figura VI1.49. Evolucéo temporal da distancia radial r — sistema PL — p = 0,9500 e longa duragao.
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Figura VIL.50. Evolucdo temporal da velocidade radial u — sistema PL — p = 0,9750 e longa duracao.
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Figura VIL.51. Evolucdo temporal da velocidade circunferencial v — sistema PL — p = 0,9750 e longa duragdo.
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Figura VIL.52. Evolucdo temporal da distancia radial r — sistema PL — p = 0,9750 e longa duracao.
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Figura VIL.53. Evolucdo temporal da velocidade radial u — sistema PL — p = 1,0250 e longa duracio.
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Figura VII.54. Evolucdo temporal da velocidade circunferencial v — sistema PL — p = 1,0250 e longa durag@o.
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Figura VIL.55. Evolugéo temporal da distancia radial r — sistema PL — p = 1,0250 e longa duragao.
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Figura VIL.56. Evolucdo temporal da velocidade radial u — sistema PL — p = 1,0500 e longa duracao.

1,002

Fal ——tf=10,0
' —=— tf = 20,0

2\
w\

0,998 1 % ——tf=30,0

0,996 -| - ——tf=40,0

—*—tf= 50,0

0,994 ©
0,992 1

0,99 1
> 0,988
0,986
0,984 1
0,982 1
0,98
0,978
0,976
0,974

0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50

Tempo

Figura VIL.57. Evolucédo temporal da velocidade circunferencial v — sistema PL — p = 1,0500 e longa duragdo.
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Figura VIL.58. Evolucdo temporal da distancia radial r — sistema PL — p = 1,0500 e longa duracao.
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Figura VIL.59. Evolucdo temporal da velocidade radial u — sistema PL — p = 1,1000 e longa duracio.
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Figura VII.60. Evolucdo temporal da velocidade circunferencial v — sistema PL — p = 1,1000 e longa duragao.
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Figura VII.61. Evolugéo temporal da distancia radial r — sistema PL — p = 1,1000 e longa duragao.
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Figura VII.62. Evolucdo temporal da velocidade radial u — sistema PL — p = 1,2000 e longa duracao.
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Figura VII.63. Evolucédo temporal da velocidade circunferencial v — sistema PL — p = 1,2000 e longa duragdo.
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Figura VII.64. Evolucdo temporal da distancia radial r — sistema PL — p = 1,2000 e longa duracao.
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Figura VII.65. Evolucdo temporal da magnitude da aceleragdo y — sistema PL — p =0,7270 e curta durag@o.
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Figura VII.66. Evolucao temporal da direcao da aceleracdo 6 — sistema PL — p = 0,7270 e curta duracao.
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Figura VI1.67. Evolucdo temporal da magnitude da aceleragdo y — sistema PL — p = 0,8000 e curta durag@o.
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Figura VII.68. Evolucao temporal da direcao da aceleragdo 6 — sistema PL — p = 0,8000 e curta duracao.
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Figura VI1.69. Evolucdo temporal da magnitude da aceleragdo y — sistema PL — p =0,9000 e curta durag@o.
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Figura VII.70. Evolucao temporal da direcao da aceleracdo 6 — sistema PL — p = 0,9000 e curta duracao.
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Figura VIL.71. Evolucdo temporal da magnitude da aceleragdo y — sistema PL — p =0,9500 e curta durag@o.
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Figura VII.72. Evolucao temporal da direcao da aceleracdo 6 — sistema PL — p = 0,9500 e curta duracao.
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Figura VII.73. Evolucdo temporal da magnitude da aceleragdo y — sistema PL — p =0,9750 e curta durag@o.
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Figura VII.74. Evolucao temporal da direcao da aceleracdo 6 — sistema PL — p = 0,9750 e curta duracao.
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Figura VIL.75. Evolucdo temporal da magnitude da aceleragdo y — sistema PL — p =1,0250 e curta durag@o.



218

360
300 | /”""
270
240
210
; 180
150
120
90
——tf=2,0
60 ——tf=3,0
30 —tf=4,0
| ——tf=5,0
0 T T T T T T T T T
0 0,5 1 1,5 2 2,5 3 3,5 4 4.5 5
Tempo

Figura VII.76. Evolucao temporal da direcao da aceleracdo 6 — sistema PL — p = 1,0250 e curta duracao.
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Figura VIL.77. Evolucdo temporal da magnitude da aceleragdo y — sistema PL — p =1,0500 e curta durag@o.
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Figura VII.78. Evolucao temporal da direcao da aceleracdo 6 — sistema PL — p = 1,0500 e curta duracao.
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Figura VIL.79. Evolucdo temporal da magnitude da aceleragdo y — sistema PL — p =1,1000 e curta durag@o.
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Figura VIL.80. Evolucao temporal da direcao da aceleracdo 6 — sistema PL — p = 1,1000 e curta duracao.
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Figura VIL.81. Evolucdo temporal da magnitude da aceleragdo y — sistema PL — p =1,2000 e curta durag@o.
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Figura VIL.82. Evolucdo temporal da direcao da aceleracdo 6 — sistema PL — p = 1,2000 e curta duracao.
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Figura VII.83. Evolucdo temporal da magnitude da aceleragdo y — sistema PL — p =1,5236 e curta durag@o.
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Figura VII.84. Evolucao temporal da direcao da aceleracdo 6 — sistema PL — p = 1,5236 e curta duracao.
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Figura VIL.85. Evolucdo temporal da magnitude da aceleracdo y — sistema PL — p =0,7270 e longa duracdo.
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Figura VIL.86. Evolucao temporal da direcdo da aceleragdo 6 — sistema PL — p =0,7270 e longa duragdo.

0,014
——tf=10,0
0,013 ——tf=20,0
0,012 ——tf= 30,0
——tf=40,0
0,011 ——tf= 50,0
0,01
0,009
> (0,008
0,007
0,006 V,\/'f\/\/
0,005
0,004 7%&%
0,003 Popoue™ | e 0 g 0TI s
I e T e N e e MR PR e W
0,002 T T T T T T T T T
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
Tempo

Figura VIIL.87. Evolucdo temporal da magnitude da aceleracdo y — sistema PL — p = 0,8000 e longa duracdo.
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Figura VIIL.88. Evolucdo temporal da direcdo da aceleragdo 8 — sistema PL — p = 0,8000 e longa duracdo.
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Figura VII.89. Evolucdo temporal da magnitude da aceleracdo y — sistema PL — p = 0,9000 e longa duracdo.
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Figura VIIL.90. Evolucao temporal da direcdo da aceleragdo 6 — sistema PL — p =0,9000 e longa duragdo.
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Figura VIL.91. Evolucdo temporal da magnitude da aceleracdo y — sistema PL — p =0,9500 e longa duracdo.
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Figura VIL.92. Evolucao temporal da direcdo da aceleragdo 6 — sistema PL — p =0,9500 e longa duragdo.
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Figura VI1.93. Evolucdo temporal da magnitude da aceleracdo y — sistema PL — p =0,9750 e longa duracdo.
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Figura VIIL.94. Evolucao temporal da direcdo da aceleragdo 6 — sistema PL — p =0,9750 e longa duragdo.
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Figura VIIL.95. Evolucdo temporal da magnitude da aceleracdo y — sistema PL — p = 1,0250 e longa duracdo.
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Figura VIIL.96. Evolucao temporal da direcdo da aceleragdo 6 — sistema PL — p = 1,0250 e longa duragdo.
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Figura VI1.97. Evolucdo temporal da magnitude da aceleracdo y — sistema PL — p = 1,0500 e longa duracdo.
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Figura VIIL.98. Evolucao temporal da direcdo da aceleragdo 6 — sistema PL — p = 1,0500 e longa duragdo.
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Figura VI1.99. Evolucdo temporal da magnitude da aceleracdo y — sistema PL — p =1,1000 e longa duracdo.
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Figura VII.100. Evolugdo temporal da dire¢@o da aceleracdo 6 — sistema PL — p = 1,1000 e longa duracgao.
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Figura VII1.101. Evolucdo temporal da magnitude da aceleragdo y — sistema PL — p = 1,2000 e longa duragdo.
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Figura VII.102. Evolugdo temporal da dire¢@o da aceleracdo 6 — sistema PL — p = 1,2000 e longa duracao.
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Figura VII1.103. Evolucdo temporal da magnitude da aceleragdo y — sistema PL — p = 1,5236 e longa duragdo.
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Figura VII1.104. Evolucdo temporal da diregdo da aceleragdo 6 — sistema PL — p =1,5236 e longa duragao.
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VIL3 - TRANSFERENCIAS A VELOCIDADE DE EJECAO CONSTANTE

VI1.3.1 Sistema Linearizado
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Figura VII.105. Evolugdo temporal da magnitude da aceleragdo y para diferentes tempos de transferéncia —
sistema VEC linearizado — p = 0,9000 e y.x = 0,10.
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Figura VIIL.106. Evolugao temporal da dire¢ao da aceleragdo 0 para diferentes tempos de transferéncia — sistema
VEC linearizado — p = 0,9000 € Y., = 0,10.
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Figura VII.107. Evolugdo temporal da velocidade radial linearizada n para diferentes tempos de transferéncia —
sistema VEC linearizado — p = 0,9000 € y.x = 0,10.
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Figura VIIL.108. Evolugdo temporal da velocidade circunferencial linearizada { para diferentes tempos de
transferéncia — sistema VEC linearizado — p = 0,9000 € Yy, = 0,10.
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Figura VII1.109. Evolucdo temporal da distancia radial linearizada & para diferentes tempos de transferéncia —

sistema VEC linearizado — p = 0,9000 € y.x = 0,10.
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Figura VII.110. Evolugdo temporal da magnitude da aceleracdo y para diferentes tempos de transferéncia —
sistema VEC linearizado — p = 0,9250 € Y;.x = 0,10.
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Figura VII.111. Evolugdo temporal da diregdo da aceleragdo 0 para diferentes tempos de transferéncia — sistema
VEC linearizado — p = 0,9250 € yp.x = 0,10.
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Figura VII.112. Evolugdo temporal da velocidade radial linearizada | para diferentes tempos de transferéncia —

sistema VEC linearizado — p = 0,9250 € Y;.x = 0,10.
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Figura VII1.113. Evolugdo temporal da velocidade circunferencial linearizada C para diferentes tempos de

transferéncia — sistema VEC linearizado — p = 0,9250 € y,,,x = 0,10.
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Figura VII.114. Evolucgdo temporal da distancia radial linearizada  para diferentes tempos de transferéncia —
sistema VEC linearizado — p = 0,9250 € Y;.x = 0,10.
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Figura VII.115. Evolugdo temporal da magnitude da aceleragdo y para diferentes tempos de transferéncia —
sistema VEC linearizado — p = 0,9500 € y.x = 0,10.
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Figura VII.116. Evolugao temporal da dire¢ao da aceleragdo 6 para diferentes tempos de transferéncia — sistema
VEC linearizado — p = 0,9500 € Y. = 0,10.
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Figura VII1.117. Evolugdo temporal da velocidade radial linearizada n para diferentes tempos de transferéncia —
sistema VEC linearizado — p = 0,9500 € y;.x = 0,10.
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Figura VII.118. Evolugao temporal da velocidade circunferencial linearizada { para diferentes tempos de
transferéncia — sistema VEC linearizado — p = 0,9500 € Yy, = 0,10.
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Figura VII.119. Evolugdo temporal da distancia radial linearizada & para diferentes tempos de transferéncia —

sistema VEC linearizado — p = 0,9500 € Y.x = 0,10.



241

0,12

—tf=1,75
——tf=2,00

0,1 e tf=20s e e e

0,08

0,06

0,04

0,02

-0’02 T T T T T T T T
0 0,25 0,5 0,75 1 1,25 1,5 1,75 2 2,25

Tempo

Figura VII.120. Evolugdo temporal da magnitude da aceleracdo y para diferentes tempos de transferéncia —
sistema VEC linearizado — p = 0,9750 € Yy.x = 0,10.
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Figura VII.121. Evolugdo temporal da diregdo da aceleragdo 0 para diferentes tempos de transferéncia — sistema
VEC linearizado — p = 0,9750 € ypax = 0,10.
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Figura VII.122. Evolugdo temporal da velocidade radial linearizada | para diferentes tempos de transferéncia —

sistema VEC linearizado — p = 0,9750 € Yy.x = 0,10.
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Figura VI1.123. Evolugdo temporal da velocidade circunferencial linearizada C para diferentes tempos de

transferéncia — sistema VEC linearizado — p = 0,9750 € y,,.x = 0,10.
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Figura VII.124. Evolugdo temporal da distancia radial linearizada  para diferentes tempos de transferéncia —
sistema VEC linearizado — p = 0,9750 € Yy.x = 0,10.
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Figura VII.125. Evolugdo temporal da magnitude da aceleragdo y para diferentes tempos de transferéncia —
sistema VEC linearizado — p = 1,0250 € y.x = 0,10.
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Figura VII.126. Evolu¢ao temporal da dire¢ao da aceleragdo 0 para diferentes tempos de transferéncia — sistema

VEC linearizado — p = 1,0250 € Ypax = 0,10.
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Figura VI1.127. Evolugdo temporal da velocidade radial linearizada n para diferentes tempos de transferéncia —

sistema VEC linearizado — p = 1,0250 € yy.x = 0,10.
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Figura VII.128. Evolugao temporal da velocidade circunferencial linearizada { para diferentes tempos de
transferéncia — sistema VEC linearizado — p = 1,0250 € Yy = 0,10.
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Figura VI1.129. Evolugdo temporal da distancia radial linearizada & para diferentes tempos de transferéncia —

sistema VEC linearizado — p = 1,0250 € Yy.x = 0,10.
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Figura VII.130. Evolugdo temporal da magnitude da aceleracdo y para diferentes tempos de transferéncia —
sistema VEC linearizado — p = 1,0500 € y;.x = 0,10.
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Figura VII.131. Evolugdo temporal da diregdo da aceleragdo 0 para diferentes tempos de transferéncia — sistema
VEC linearizado — p = 1,0500 € yp.x = 0,10.
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Figura VII.132. Evolugdo temporal da velocidade radial linearizada n para diferentes tempos de transferéncia —

sistema VEC linearizado — p = 1,0500 € Y;.x = 0,10.
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Figura VI1.133. Evolugdo temporal da velocidade circunferencial linearizada C para diferentes tempos de
transferéncia — sistema VEC linearizado — p = 1,0500 € y,,,x = 0,10.
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Figura VII.134. Evolugdo temporal da distancia radial linearizada  para diferentes tempos de transferéncia —

sistema VEC linearizado — p = 1,0500 € Y;.x = 0,10.
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Figura VII.135. Evolugdo temporal da magnitude da aceleragdo y para diferentes tempos de transferéncia —

sistema VEC linearizado — p = 1,0750 € Yy.x = 0,10.
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Figura VII.136. Evolu¢ao temporal da dire¢ao da aceleragdo 0 para diferentes tempos de transferéncia — sistema
VEC linearizado — p = 1,0750 € Yax = 0,10.
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Figura VI1.137. Evolugdo temporal da velocidade radial linearizada n para diferentes tempos de transferéncia —
sistema VEC linearizado — p = 1,0750 € yp.x = 0,10.
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Figura VII.138. Evolugao temporal da velocidade circunferencial linearizada { para diferentes tempos de
transferéncia — sistema VEC linearizado — p = 1,0750 € Yy = 0,10.
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Figura VI1.139. Evolugdo temporal da distancia radial linearizada & para diferentes tempos de transferéncia —
sistema VEC linearizado — p = 1,0750 € yp.x = 0,10.
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Figura VII.140. Evolugdo temporal da magnitude da aceleracdo y para diferentes tempos de transferéncia —
sistema VEC linearizado — p = 1,1000 € y;,.x = 0,10.
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Figura VII.141. Evolugdo temporal da diregdo da aceleragdo 0 para diferentes tempos de transferéncia — sistema
VEC linearizado — p = 1,1000 € y.x = 0,10.
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Figura VII.142. Evolugdo temporal da velocidade radial linearizada n para diferentes tempos de transferéncia —
sistema VEC linearizado — p = 1,1000 € y,,.x = 0,10.
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Figura VI11.143. Evolugdo temporal da velocidade circunferencial linearizada C para diferentes tempos de
transferéncia — sistema VEC linearizado — p = 1,1000 € y,,,x = 0,10.
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Figura VII.144. Evolugdo temporal da distancia radial linearizada  para diferentes tempos de transferéncia —
sistema VEC linearizado — p = 1,1000 € Y,.x = 0,10.



VI1.3.2 Sistema Nao-Linearizado
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Figura VII.145. Evolugdo temporal da magnitude da aceleracédo y para as formulagdes linearizada e ndo-

linearizada — sistema VEC — p = 0,9500, yma.x = 0,10 e te=2,0.
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Figura VII.146. Evolugdo temporal da dire¢@o da aceleracdo 0 para as formulagdes linearizada e ndo-linearizada

— sistema VEC — p = 0,9500, ymax = 0,10 e te= 2,0.
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Figura VII.147. Evolugdo temporal da velocidade caracteristica C para as formulagdes linearizada e néo-
linearizada — sistema VEC — p = 0,9500, Y. = 0,10 e t; = 2,0.
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Figura VI1.148. Evolucdo temporal da velocidade radial u para as formulagdes linearizada e nio-linearizada —
sistema VEC — p = 0,9500, Yj0x = 0,10 e t;=2,0.
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Figura VI1.149. Evolugao temporal da velocidade circunferencial v para as formulagdes linearizada e néo-
linearizada — sistema VEC — p = 0,9500, ymax = 0,10 e te= 2,0.
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Figura VII.150. Evolugdo temporal da distancia radial r para as formulagdes linearizada e ndo-linearizada —
sistema VEC — p = 0,9500, Yj0x = 0,10 e t;=2,0.
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Figura VII.151. Evolugdo temporal da magnitude da aceleracdo y para as formulagdes linearizada e ndo-
linearizada — sistema VEC — p = 0,9500, Y. = 0,10 e t;=2,25.
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Figura VII.152. Evolugdo temporal da dire¢@o da aceleracdo 0 para as formulagdes linearizada e ndo-linearizada
— sistema VEC — p = 0,9500, ypax = 0,10 e tp=2,25.
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Figura VII.153. Evolugdo temporal da velocidade caracteristica C para as formulagdes linearizada e néo-
linearizada — sistema VEC — p = 0,9500, Y. = 0,10 e t;=2,25.
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Figura VII.154. Evolucdo temporal da velocidade radial u para as formulagdes linearizada e nio-linearizada —
sistema VEC — p = 0,9500, Y, = 0,10 e t;=2,25.
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Figura VII.155. Evolugao temporal da velocidade circunferencial v para as formulagdes linearizada e néo-
linearizada — sistema VEC — p = 0,9500, ymax = 0,10 € te= 2,25.
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Figura VII.156. Evolugdo temporal da distancia radial r para as formulagdes linearizada e ndo-linearizada —

sistema VEC — p = 0,9500, Y. = 0,10 e t;=2,25.
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Figura VII.157. Evolugdo temporal da magnitude da aceleracdo y para as formulagdes linearizada e ndo-

linearizada — sistema VEC — p = 0,9750, yyax = 0,10 e t; = 2,0.
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Figura VII.158. Evolugdo temporal da dire¢@o da aceleracdo 0 para as formulagdes linearizada e ndo-linearizada
—sistema VEC — p = 0,9750, ymax = 0,10 e te= 2,0.
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Figura VII.159. Evolugdo temporal da velocidade caracteristica C para as formulagdes linearizada e néo-
linearizada — sistema VEC — p = 0,9750, yyax = 0,10 e t; = 2,0.
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Figura VI1.160. Evolucdo temporal da velocidade radial u para as formulagdes linearizada e ndo-linearizada —

sistema VEC — p = 0,9750, Yjnax = 0,10 e t;=2,0.
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Figura VII.161. Evolugao temporal da velocidade circunferencial v para as formulagdes linearizada e néo-

linearizada — sistema VEC — p = 0,9750, ymax = 0,10 € te= 2,0.
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Figura VI1.162. Evolugdo temporal da distancia radial r para as formulagdes linearizada e ndo-linearizada —

sistema VEC — p = 0,9750, Yjnax = 0,10 e t;=2,0.
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Figura VI1.163. Evolucdo temporal da magnitude da aceleracdo y para as formulagdes linearizada e ndo-

linearizada — sistema VEC — p = 0,9750, ypax = 0,10 e t;=2,25.
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Figura VII.164. Evolugdo temporal da dire¢@o da aceleracdo 0 para as formulagdes linearizada e ndo-linearizada
—sistema VEC — p = 0,9750, ypmax = 0,10 e tp=2,25.
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Figura VII.165. Evolugdo temporal da velocidade caracteristica C para as formulagdes linearizada e néo-
linearizada — sistema VEC — p = 0,9750, ypax = 0,10 e t; = 2,25.
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Figura VI1.166. Evolucdo temporal da velocidade radial u para as formulagdes linearizada e nio-linearizada —

sistema VEC — p = 0,9750, ypa = 0,10 € t; = 2,25.
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Figura VI1.167. Evolugao temporal da velocidade circunferencial v para as formulagdes linearizada e néo-

linearizada — sistema VEC — p = 0,9750, ymax = 0,10 € tp= 2,25.
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Figura VII.168. Evolucdo temporal da distancia radial r para as formulagdes linearizada e ndo-linearizada —

sistema VEC — p = 0,9750, ypa = 0,10 € t; = 2,25.
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Figura VI1.169. Evolucdo temporal da magnitude da aceleracdo y para as formulagdes linearizada e ndo-

linearizada — sistema VEC — p = 1,0250, Y. = 0,10 e t; = 2,0.
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Figura VII.170. Evolugdo temporal da dire¢@o da aceleracdo 0 para as formulagdes linearizada e ndo-linearizada

—sistema VEC — p = 1,0250, ymax = 0,10 € te= 2,0.
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Figura VII.171. Evolugdo temporal da velocidade caracteristica C para as formulagdes linearizada e néo-

linearizada — sistema VEC — p = 1,0250, Y. = 0,10 e t; = 2,0.
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Figura VII1.172. Evolugdo temporal da velocidade radial u para as formulagdes linearizada e ndo-linearizada —

sistema VEC — p = 1,0250, Yj0x = 0,10 e t;=2,0.
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Figura VI1.173. Evolugao temporal da velocidade circunferencial v para as formulagdes linearizada e néo-

linearizada — sistema VEC — p = 1,0250, ymax = 0,10 € te= 2,0.
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Figura VI1.174. Evolugdo temporal da distancia radial r para as formulagdes linearizada e ndo-linearizada —
sistema VEC — p = 1,0250, Yj0x = 0,10 e t;=2,0.
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Figura VII.175. Evolugdo temporal da magnitude da aceleracdo y para as formulagdes linearizada e ndo-
linearizada — sistema VEC — p = 1,0250, yp. = 0,10 e t;=2,25.
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Figura VII.176. Evolugdo temporal da dire¢@o da aceleracdo 0 para as formulagdes linearizada e ndo-linearizada
—sistema VEC — p = 1,0250, ypax = 0,10 e tp=2,25.
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Figura VII.177. Evolugdo temporal da velocidade caracteristica C para as formulagdes linearizada e néo-
linearizada — sistema VEC — p = 1,0250, ypa = 0,10 e t;=2,25.
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Figura VI1.178. Evolucdo temporal da velocidade radial u para as formulagdes linearizada e nio-linearizada —
sistema VEC — p = 1,0250, Y0 = 0,10 e t; = 2,25.
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Figura VI1.179. Evolugao temporal da velocidade circunferencial v para as formulagdes linearizada e néo-
linearizada — sistema VEC — p = 1,0250, ymax = 0,10 e tp= 2,25.
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Figura VII.180. Evolucdo temporal da distancia radial r para as formulagdes linearizada e ndo-linearizada —

sistema VEC — p = 1,0250, Y0 = 0,10 e t; = 2,25.
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Figura VII.181. Evolucdo temporal da magnitude da aceleracdo y para as formulagdes linearizada e ndo-

linearizada — sistema VEC — p = 1,0500, Y. = 0,10 e t; = 2,0.
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Figura VII.182. Evolugdo temporal da dire¢@o da aceleracdo 0 para as formulagdes linearizada e ndo-linearizada

—sistema VEC — p = 1,0500, ypma.x = 0,10 e t=2,0.
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Figura VII.183. Evolugdo temporal da velocidade caracteristica C para as formulagdes linearizada e néo-

linearizada — sistema VEC — p = 1,0500, Y. = 0,10 e t; = 2,0.
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Figura VI1.184. Evolucdo temporal da velocidade radial u para as formulagdes linearizada e nio-linearizada —

sistema VEC — p = 1,0500, Yj0x = 0,10 e t;=2,0.
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Figura VII.185. Evolugao temporal da velocidade circunferencial v para as formulagdes linearizada e néo-

linearizada — sistema VEC — p = 1,0500, ymax = 0,10 e te= 2,0.
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Figura VII.186. Evolucdo temporal da distancia radial r para as formulagdes linearizada e ndo-linearizada —

sistema VEC — p = 1,0500, Y;0x = 0,10 e t;=2,0.
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Figura VII.187. Evolucdo temporal da magnitude da aceleracdo y para as formulagdes linearizada e ndo-

linearizada — sistema VEC — p = 1,0500, Y. = 0,10 e t;=2,25.
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— sistema VEC — p = 1,0500, ypax = 0,10 e tp=2,25.
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Figura VII.189. Evolugdo temporal da velocidade caracteristica C para as formulagdes linearizada e néo-
linearizada — sistema VEC — p = 1,0500, Y. = 0,10 e t;=2,25.
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Baixar livros de Literatura

Baixar livros de Literatura de Cordel
Baixar livros de Literatura Infantil
Baixar livros de Matematica

Baixar livros de Medicina

Baixar livros de Medicina Veterinaria
Baixar livros de Meio Ambiente
Baixar livros de Meteorologia
Baixar Monografias e TCC

Baixar livros Multidisciplinar

Baixar livros de Musica

Baixar livros de Psicologia

Baixar livros de Quimica

Baixar livros de Saude Coletiva
Baixar livros de Servico Social
Baixar livros de Sociologia

Baixar livros de Teologia

Baixar livros de Trabalho

Baixar livros de Turismo
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